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Un simple modéle wnidivectionnel d v délaminage par flambement dans
une plague composite sous effer d'une charge de compression axiale est
exploité en vue de prédire la charge critique associée a cette plague. 1, 'effet de
couplage membrane-flexion & é1é complétement examing par une Clude

detailiee.

Le présent iravail est basé essenticllement sur 'étude analvtique d'un
stratifié délaminé sams distribution élastigue, ainysi gque la selution mathématique
de 'éguation statique du flambement gqui nous a conduit a la résolution de

Dinfluence de la longuenr et de la posiion du délaminage sur la charge critigue.

Un programme de calowd basé sur des solutions analytigues a ¢lé
développé dans le but de calculer les charges critigueys des plagues composites

en fonction de la longueur et de la position di délaminage.
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NOMENCLATURE

longueur de délaminage
variable adimensionnelle (a—a/L )
matrice de rigidité du stratifi¢ en membrane
mattice de couplage membrane-flexion
matrice de rigidité du stratifi¢ en flexion

cosinus de 1"angle que fait I"orientation des fibres avec I"axe x de
référence

sinus de "angle que fait I’orientation des fibres avee I"axe x de rétérence
module d’élasticité longitudmale

module d’élasticité transverse

module de cisaillement

coefficient de Poisson ( nommé "Mul2’ dans la partie programmation )
distance entre le délaminage et la face supéricur du stratifi¢ (¢paisscur de
la zone 3)

variable adimensionnelle (I hft)

distance entre le délaminage et Uextrémité gauche du stratific

variable adimensionnelle (/ /1)

longueur totale du stratifié (suivant la direction x)

épaisseur total du stratifie

distance entre le délaminage et la face supérieur du stratifié (épaisseur de
la xone 2)

variable adimensionnelle (11 = H/t)

{k{i}] ' constante ( [k(j}] fal NA)
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vecteur des moments

vecteur des forces en membrane

efforts internes dans chaque region (i 1,2.3.4)

charge de compression apphquée

charge critique sans délaminage

distribution des charges transversales

matrice de rigdité

matrice de rigidit¢ de chaque pli dans les axes principaux

matrice de passage des contraintes du repére plobal au repére local

matrice de passage des déformations du repére global au repére local

déplacement longitudinal suivant 'axe x
déplacement longitudinal suivant I'axe y
déplacement transversal

vecteur des forces de cisaillement transverse

axes liés au stratifié

axes principaux hés au ph

orientation des axes (/,2) par rapport aux axes (x,y)
déformation angulaire

déformation inéaire

contrainie normalc

contrainte de cisaillement
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INTRODUCTION GENERALE

Les matériaux occupent une place trés importante  dans la vie humame et
jouent un grand réle dans 'évelution industricl technique ou économique.
Actuellement, les développements de la science ont contribué a la mise au point
de véritables modemes maténaux obtenus 4 partir des produits naturels ou
synthétiques et qui sonl engendrés dans le but de répondre a des besoms
industriels de plus en plus exigeants,

La connaissance approfondic des propriétés physico-chimiques de la
matiére a permis la fabrication des matériaux qui répondent a des objeculs et a
des performances bicn précises el bien déterminées. Dans cette catégone
siinscrivent notamment les maténanx  composies qui comme leur nom
I"indique, sont composés de plusieurs constituants de fagon a améliorer les
qualités du produit désiré, spécialement ses propndlés meécaniques, physiques et
thermigues,

Les principales caractéristiques des pidces composies se résument a un
gain de masse important (notamment 1"¢conomie du carburant). une bonne
tenue en fatigue (augmentation de la duree de wvie du matériau résultant) et avee
une absence de corrosion,

Dans PPaviation, les expériences prouvées par les Américains (Jes avions
F14 et F18 Hornet) et confirmées par les Francais (les avions Mirage2000 et
Rafale) représentent la meilleure parantie pour application des maténaux
composites dans des domaines stratégiques vraiment (rés  sensibles.

(I"aéronautique ¢t ’adrospatial ).

Proget de fin o 'Slude ]
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Néanmoins, conine tout autre matériau usuel, celui-¢1 ne peut s’échapper
aux différentes causes de dégradations. Le type de déténoration le plus souvent
rencontre dans une structure en composite stratifiée est la rupture inter lammaire
que I"on appelle délaminage,

En effet. c¢e¢ type de rupture locahsée mtervient lorsque les sollicitations
appliquécs sc tradwisent par des contramtes mterlaminaires soient importantcs,
provoquant de cc fait la propagation de defauts mduits au cours de la mise ¢n
ceuvre ou lors de la sollicitation située dans la rémon mterlaminaire et par suite
la séparation des couches qui nous raméne 4 un dédoublement du matériau ou
des couches constituantes.

Le probléme de la cromssance du délaminage dans les composites a athiré
les intentions dans ces derniéres années, plus récemment le phénomeéne du
délaminage par lambement a éé pris cn charge par plusieurs chercheurs qui
sont ’étudié juste aprés uubisation des composites dans des domames

vraiment sensibles.

Un simple modéle mathématique a ¢te développé par S.5allam [1] et
G.J.Smitses |2| dans le but de trater le probléme de délammage par
flambement dans les  structures  composites  soumises a une force de
compression uniformément répartie le long des deux extrémités de la plaque
délaminée, c¢’est a dire les charges sont apphquées sur la largeur de la plaque
composite. Son modéle unidirectionnel a éte¢ développe pour prédire les charges
critiques pour les plagues délammées avec les deux cas @ encastrement et appuis
simples.

Cependant. pour le cas du couplage flexion-torsion seulement les
conditions aux liniles encastrées-cncastrées seront considérées. Les appuis

simples ne peuvent pas nécessairemen! supporter le moment flechissant normal

Proger de fin o 'dude -
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pour garder la plaque plane aprés flambement, par conséquent les déformations

transverses dues au pré-flambement prennent naissance.

Sheiman et ses collaborateurs |3] ont base leurs €tudes sur un modele de
délaminage unmidirectionnel dans une poutre dépourvue de la symetrie miroir et
soumise a des forces axiales et transversales, Leffet de délaminage sur la
stabilité des stratifiés a été I’objectif principal de leurs études. La résolution des
équations différenticlles non hnéaires a c¢t¢ déterminée par la meéthode de

"Newton' en utilisant un modéle des différences fims.

Vu la complexité du comportement mécamque des pieces composiles, les-
outils informatiques jouent un role trés important dans Panalyse de ce type de
matéraux et de structures Dans ce cadre, plusicurs programmes de calcul,
basés sur la théorie classique des stratifies, ont e1é développés pour le traitement
microscopique et macroscopique des empiles,

Le présent travail traite le probleme de délaminage par flambement et sa
croissance. Pour cela. un modéle simple unidirectionnel a €& chosi afin de
predire la charge critigue d'une plaque composile avec des extrémités fixes

(encastrées ou simplement appuyees).

Ce mémore est divisé en quatre chapitres. Une présentation des
matériaux composites a éé effectuée dans le premier chapitre, qui a ¢te
consacré a la discussion genérale de ¢a domaine d utilisation, ces avantages el
leurs inconvénients. Amsi qu’une étude ¢lastique du stratifie qui a pour but de
déterminer les équations fondamentales des stratnfiés (champ de déplacements,
de déformations et des centramtes), ainsi que la connaissance approfondie des
lois de comporiement ¢lastique du composile.

Heogod e fiarod yebig
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Dans le deuxieme chapitre, le phénoméne de délaminage par flambement
dans les plaques composites a ¢été étudi€é, dans le but de détermmer les équations
différentielles gouvernant ce probléme sans distribution ¢lastique.

Le troisiéme chapitre a été consacr¢ au développement d’un programme
de calcul traité par le ' MATLAB °, dans le but de calculer la charge critique de
la plaque stratifice étudiée.

Dans le quatriéeme est le dernier chapitre, les résultats ont ét¢ exprimes
sous formes de courbes représentants la variation des charges cntiques en
fonction de Ja longueur du délaminage et de son positon des quelques plagues
stratifiées. Ces courbes sont exprimées dans le but d’armiver & un meilleur choix
d’un stratifié délaminé capable de résister & des charges de compression
élevées.

Finalement, ce travail est achevé par une conclusion générale représente
essentiellement un résumé sur les étapes qui permettent d’expliquer et de

résoudre le phénoméne de délaminage par flambement.
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Chapitre |

GENERALITES SUR LES MATERIAUX
COMPOSITES

L1 Introduction

Provoquée par les besoins des secteurs stratégiques militaire ou bien eivil,
IPutilisation des matériauxy composites en vue de répondre a des objectifs bien
précis ¢t avec haute performance qui ne pouvaient Gtre afieints en état actuel
avec des matériaux frachtionnel dispomble a eux retombees industrielles trés
bénéfiques. Mamntenant, les composites sont présentés presque dans tous les
secteurs de 'économie. Ainsi gque sa forle présence dans les domaines de
transport comme 1’ aéronautique, "aérospantial, la marine et le chemimn de fer, Tls
sont utilisés aussi dans la conversion de I"énergie et de son stockage tel que les
piles a combustibles, les panneaux solawres et les pieces des reacteurs ou des

missiles.

1.2. Définitions d’un matériau composite

On entend par maténiau camposite, un matenau constitud de deux ou de
plusicurs matériaux de naturcs différentes de mamiére a amcliorer 'ensemble
des performunces par rapport @ celwm de chaque maténiau mi séparement. Les
constituants du composite qui sont uénéralement au nombre de deux (renfort et
matrice), sont destinés a remplir des roles préeis dans IMutilisation du produt
obtenu.

Les matériaux composites oblenus par 'asscmblage des constituants sont

trés nombreux, mais le choix de fabrication est gwdé par la définition des

Erojet de T ol dauce o . 3
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meilleurs compromms légereté-rigidité et de sa resistance a la traction, a la
compression, a la torsion et 4 la corrosion amsi qu’au vieillissement et Leur

tenue en Latigue sans oublier par atlleurs le facteur gconomigue.

[.3. Les éléments constituants

Les constituants du composite, sont destings a remplir des roles précis dans
utilisation future du preduit obtenu; Les fibres auwront a supporter la
sollicitation appliquée alors que la matrice servira de supporter de protection

aux fibres, tout en transmettant les contraintes d’une fibre a I"autre.

1.3.1. La matrice

La matrice jeu un rle complexe vis a vis de la structure composite |

Elle a comme fonction essentielle de transmeitre aux éléments de renfort

(les fibres), les efforts qui s’exercent sur la structure.

e Elle maintient les distances et les orientations mutuelles des fibres. ce qui
participe a la cohésion et 4 la ngidité de la structure finale.

e Elle doit assure une excellente quantité de I'adhérence & I'interface fibre
matrice.

o Enfin, clle a comme fonction aussi, la protection contre Pattaque des

produits chimiques. L'humidité et les choes mecaniques. Ces demiers

étant mal supportés par les ¢léments de renfort.

On peut done dirc que la matrice jeu un role indispensable dans les
composites, ¢lle a pour but essentiel d assurer:
_ La liaison des fibres renforts entre cux.
_ La répartition des efforts (résistance a la compression ou a la flexion)

_ La protection chimique.

-
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Les matériaux de la matrice qui souvent utilisés, peuvent etre regroupes
en trois grandes calépornes qui sont:
+ |es résines thermodurcissables (¢poxy. polyester, phénolique)
¢ Les resines thermoplastiques telle que le polyamide, qui sont également
utilisées mais d’une fagon restreinte.

*  Ainsi que les résines métalliques,

1.3.2. Les éléments de renfort (Les fibres )

Comme leur nom lindique, ils servent a renforcer la structure et a la
rendre résistante et rigide, Les fibres ont pour tiche essentielle de supporter les
sollicitations appliquées sur la structure composile, cecl est rendu possible grice
4 leurs caractérisliques mécaniques clevees.

On rencontre dans le domaine industriel plusieurs natures de fibre, tel que
les fibres de verre, de carbone, de bore, I” Aluminium,

Elles sont trés variées. outre les dillérentes longueurs possibles il existe :

_ Des ensembles linéaires (fils — meches)
_ Des ensembles surfaciques (lissus simples)

_ Des ensembles multidirectionnels (tresses, tissus complexes)

_ Des tissages a trois dimensions.

Généralement. les charges renforgantes se divisent en deux grandes catégories
+ Charges sphériques renforgantes se presentent sous forme de spheres ou
de microbilles pleines ou creuses.

# Charges renforgantes non sphériques.

1.3.3. Les additifs :

Qe sont des éléments non renforgant servant 4 amélioré le comportement

chimique et "aspect exterieur de la structure. .

1
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I.4. Déférents types des matériaux composites

Il est fondamental de prévoire ¢t de connaifre auss) precisement que
possible les caractéristiques géometriques et mécamques d’un mélange « renfort
- matrice », qui représente la structure de base des picces composites.

Le mono-couche (fig.1.1) represente I"éléement de base de la structure
composite. Les différents types des monocouches sont caractérises par la forme
du renforl a .

_ Fibres longues (wndirectionnelles LD, réparties aléatoirement).
_ Fibres tissées.

_ Fibres cortes.

. .l -

o /// _:j/q //
7

-

PhUuD

Figure 1.1 : Pli unidirectionnel

1.4.1. Les stratifiés { multicouche )

On entend par stratifie(big.1.2), le résultat de la superposition de
plusicurs couches ou plis de maténau composite, suivant des orientations ct des
séquences définics aux prealables en fonction des propriétés mécaniques
demandées. La couche élémentaire est le produit de I'association d’une matrice
ct des fibres qui se présentent sous différentes formes.

¢ Fibres umidmectionnelles,

o [ibres longues tissees

L]
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Figure 1.2 ; Stratifié multicouche

Létude élastique de stratfie revient en premier lieu a faire 'etude
élastique de la couche élémentaire. qui bien ¢tendu joue en réle important sur

les propriétés mecaniques globales de stratitie,
On pourra avoir plusieurs types de stratifie ;
> Stratifié symétrique

Stratifié comportant des couches disposées symétnquement (Fig.|.3) par

rapport 4 un plan moven (6 (7) — 0 (-2)).

De plus. un stratifié est doté de la symémie mirair. lorsque les

empilements des plis de part ¢t d’autre du plan moyen sont identiques.

La réalisation de la symétrie miroir 4 pour but d’éviter les phénomenes de
voilement et de gauchissement crées par des contraintes d origine thermique, ce

but daoit étre réaliser grice 4 la symétrie miroir qui les rendre équilibres.

_.r"_r-(j__f'f{ e Iﬁn o eheteie f-_;l
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Figure 1.3 : stratifié symetrique {(symeétrie miroir)

a ! Equilibré

On entend par Stratifi¢ équilibreé

(fig. 1. 4).un stratifié comprenant autant

de couches orentées suivant la direction (+0) que de couches onentées swivant

la direction (—0) dans la partic symetrique.

A=Ay =10
B,‘j _— {]

Figure 1.4

s stratific ¢quilibre

Hrofjet :ft’__f}r'.l o Eihele
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b : non équilibré
Un stratifié dit non équilibré (fie. 1.5), quand les orientations des fibres de

ses plaques sont complétement differentes (o= i = 0),

AVET
Bi=0

=y
11 _
)
+

L

1 - -

Figure 1.5 :strautié equilibre

»Stratifié anti-symétrigque
) On dit qu'un stratifié est anti-symétmnque (lig.1.6) lorsque les empilements
des plis, de part ¢t d'autre du plan moyen sont d’onentations directement
opposées en signes (0 (z) -0 (-z)).
On remarque que Ianti-symétrie entraine automatiquement un equilibrage du
stratifié. ¢’est a dire :

-:""'L]_.:_.:Agf; =1

T

il

R |

T

N Figure 1.6 ¢ stratifie antisymeétrique
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Diy=Dis=0
Et
B” =)

sauf B0 el B z0

Omn peut résumer les types précédents dans le tableau récapitulauf suivant

 Angle - ply Stratifié non équilibré | Stratifié non equilibré |
—“.“]}’mérﬁquc | B N By =0 |
B (z)=06(-z) Ay = Az = 0
Anti-symeétrique By =0 saull By, B
! B (z)=-0/(-2) Aig=An="0
= =1
‘___Nnn symetrique A=A 0

~ Stratitié orthogonal

Stratifie comportant autant de couches 4 0% que de couches a Y07,

1.4.2. L.es matériaux Sandwichs

Malénaux composés de deux semelles (ou peaux) de grande rigidité er de
faible épaisseur enveloppant une dme (on ceeur) de forte épaisseur et faible

résistance, l'ensemble forme une structure d'une grande 1égéretd,

Le maténiau sandwich (Fig. | 7) posséde une grande lépéreté en flexion et

c'est un excellent 1solant thermique.

.J".l'uji’.!' :."L'_.IFH of ‘i =
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Figure 1.7 : Maténau sandwich

On trouvera les sandwiches dans toutes les applications ou le rapport
(rigidité / masse volumique) apparente de la structure doit étre le plus éleve et la
fiabilite doit étre prioritaire sans gque le colt soit une donnee elementaire.

Il est souhaitable =i la lorme de la structure n’est pas mmposée par des
imperatifs fonctionnels (aerodvnamique, seomeétnque) de optimiser en tenant

compte les contramntes qui ful seront imposées.

Dans le méme pensee, il faut noter que si les semelles de sandwiche sont
en stratitie, la matrice et les fibres peuvent &tre reparties pour repondre elles
auss1 de fagon opimale aux conlramtes appliquée.

De nombreuses structures sont possibles pour réalisation des matenaux

sandwiches, mais les plus courantes sont |

_ Les sandwiches a dme pleine,

_ Les sandwiches " md d abelles

Les premiers sont wtihsés dans les applications de prande diffusion, les

secondes surtoul en agronautiqie,
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1.5. Avantages d’utilisation des matériaux composites

Les matériaux composites peuvent étre choisis et utilisés en fonction
d’impératifs techmques, économiques a satisfaire.

Dans le but dPatleindre le¢ résultat souhailé, on agit principalement sur la
nature, la proportion. la disposition des constituants et epalement sur le mode
d’¢élaboration. En conséquence. les matériaux composites se caractérisent par
une grande souplesse de [abrication,

Ainsi il est possible dutilisé sous forme de renlorts disperses des
matériaux dotés de propriétés mécaniques mtéressantes, mais qui ne sont pas
disponibles ou ne sont pas utilisables sous forme massive. Un materiau de
renfort coiiteux peut &re utilisé en adaptant sa répartition & usage envisage.
Enfin, suivant les besoins il est possible d’avoir recourt a une fabrication
industrielle ou artisanale, ces quelques notions font apparaitre les imnombrables

possibilités offertes par les maténaux composites.

1.6. Inconvénients d’utilisation des matériaux composites

Les matériaux de base et leur mise en eeuvre pour élaboration de certams
composites peuvent conduire 4 des colits de production prohibitits. De tels
matériaux seront alors réservés pour les technologics de pointes qui ne necessite
pas forcément une production inportante de matiére comme, [ astronautique,
I"aéronautique, "armmement électronique.

Les matériaux composiles sont frequemment ¢ongus sur mesure, €t une
piéce en matériaux composites est tres difficilement transtormable une fois
réalisée. En particulier, le matériau composite se préte souvent mal  aux
usinages, la natwre fortement hétérogene du maténau  est nuisible  au
fonctionnement normal des outils, et les propriétés mécamques des parties

usinées peuvent érre fortement altérées par I’ operation subite.

Prapet de i o éntide 14
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Un endommagement du  matériau  lu-méme  peut  en  résulter,
comprometiant la longévit¢ de la piéce obtenue par ce procédé, En outre, les
assemblages des matériaux composites entre cux ou avec d autres types de
matériaux posent des problémes trés déhicats des réalisations et exigent le

développement de technologics nouvelles,

I.7. L’utilisation des matériaux composites dans le domaine aéronautique
Les maténaux composites ont tailllé une place prépondérante dans le

domaine de I’aéronautique, et notamment 1’ astronautique.

Cependant, les conséquences d'unhisation des composites dans le domame

acronautique sont des performances accrues.

o grande résistance a la fatigue

e Taible wvicillissement sous laction de 'humidité, de la chaleur, de la
corrosion (sauf Alummivm-Carbone).

o Insensibles aux produits chimiques "mécanigues " comme les graisses,
les huiles. les liquides hydrauligues, les pemntures, les solvants et le
pétrole.

e Grande résistance i la fatipue

e Absence de corrosion.

e (Gain de masse.

On cherchera toujours a orienter au micux les renforts en fonction des
efforts auxquels la structure est soumisc , ¢t powr cella, la construction des

matériaux composites esl a la demande de

_ La nature, la texture ¢t la {forme du renfort
_ Le taux de renforcement

_ La nature de la matrice et des charges ou additifs

A

Brojet de fin o ‘éniele I
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_ La qualité de l'interface renfort-matrice
_ La géométrie de la picee a réaliser

_ Le procédé de nuse en ccuvre utilise

On cherchera toujours a orienter au mieux les renforts en fonction des

efforts auxquels la structure est soumisc.

Le principal intérét de luulisation des composites provient de ses
excellentes caracténistiques spécifiques (module divisé par la masse volumique).

Ces performances ont motivé 'augmentation des proportions des
structures composites dans l¢ domaine de I"aviation, et ceci depuis les deux
derniéres décennies.

On peut done constater que pendant ces derniéres années, les proportions
de masse en composite croissent de fagon significative, et par conséquent, les
gains de masses oceasionnés sont désormais de plus en plus importantes.

La plus part des structures industrielles sont formées d'un assemblage de
composantes en forme géométrique simples, Cependant, cet assemblage est
souvent complexe ; I'idée de partagé "assemblage en composant simple (sous-
structure) rendues ndépendantes les unes par rapport aux autres selon certains
critéres et certaines considérations, On caractérise ensuite 4 1'aide d’un nombre
réduit de paramétres chague structure en utilisant ainsi en mieux ces propriétes

géomémques,

Projet de fin o '@tuce 16
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L.8. Introduction a la théorie des matériaux composites

Il est nécessaire pour le concepteur de prévoir et de connaitre aussi que

possible les caractenstiques géometriques el mecaniques du matériau composite.

Le type de composite emplove dans 'industrie aéronautique et spatiale
comprend une matrice dans laquelle sont enrobées les fibres, la contrainte
appliquée est essentiellement supportée par les fibres, la matnice leur sert de
support de protection et transmet les contramntes dune fibre 4 une autre. Cette
technique permet 'utilisation de maténaux de faibles masse volumique offrent
une trés grande résistance du fair que Teur trés faible volume entraine une
réduction des macro délauts qui limitent cette résistance dans les prucluité de

dimensions courantes.

La liason fibre-matrice doit ére prévue pour transmettre les contramtes
de cisaillement. Néanmoins, elle doit présenter une ductilité suffisante pour
permettre une bonne tenue du composite aux chocs, un mouillage satisfaisant

entre fibres matrice ¢st done indispensable.

L'analvse locale du stratifi¢ est une parue de I'étude de la structure, cette
étape teprésente objeenl de schéematiser le comportement mécanique des

plagues.

Pour simplifier ’é¢tude des stratifies, il [aut ramener e probléme a trois
dimensions (3D) & un probléme de deux dimensions (2D) Cette simplification
nous conduisons a utilisation de les mémes hypothéses pour la théone des

stratitiés que pour celles de la théorie générale des plaques.

Projet de fin o Sinde 17
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I. 9. Calcules des caractéristiques mécaniques des matériaux composites

{fibre / matrice)

Les constituants d’un composite sont ca
SUIVANLES |
» Pour les fibres

- Module d’élasticité longitudinale

I
e jil : Module d’¢élasticité transversale.
» G, - Module de glissement.

e v Coefficient de poisson.

¢ P, :Masse volumique.

> Pour les matrices

- Module d’élastiaite.

. E’l]'.l.
e (. :Module de ghssement.
m s
e . Coellicient de poisson.
. - Masse volumgue.
pm A558 WV que

Nous appellerons par la suite

vy volume des. fibris
volume total

_volume de.]a.matrice
volume toral

Vi

Ainsi, on aura :

Vl1+ 1Ii"II.I:J = 1

ractérisés par les constantes

(fraction de fibre en volume)

(fraction de matrice cn volume)

(1.1)

Proger ﬂ'f_ﬁ.l:? of "etnide
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L. 9.1. Madule d’¢lasticité longitudinale ( E'y)

D7apres la 1ot de Hooke. les contraintes dans la fibre et la matrice sont °
o= Bp. gy (1.2a)
Gru.: B €71 (1.2b)

Angi, les efforts suppontés par les fibres et la matrice s écrivent sous la
forme suivante |
Fr=Er. 8¢ Bn (1.3a)
Fi=Eii . 8w . £ (1.3b)

N.B: La deformation gy, suivant la direction voulue est identique dans les deux
constituants du composite,

f 1l
11 =6 11 =8N

A noter que Sy et 5, représentent les awres des sections respectivement
occupées par les fibres ct los matrices.

Pour la section totale de la plaque, on a ;

F=Fs+F, (1.42)
Avec .
F:S.E].EH [].4]]'}

D’ou E; est le module de Young global el en tenant compte des relations

precedentes

Ble= Ve Be 4 N B (1.5)

Erojel de jin o étwde | &
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1. 9.2. Module d’élasticité transversale ( E'))

De la méme fagon que précédemment, le module d’élasticité ransversale

E est obtenu par la relation suivante |

E{=Ew| . +— (1.6)
ERV(1- V)

I. 9.3. Module de cisaillement ou de glissement ( G2 )
Lorsqu’un malériau composite est soumis & un cisaillemnent, on note que

Uy est le déplacement maximal dans les fibres ot U, est le déplacement maximal
dans la matrice,

Ur=Vi.1.€% (1.72)

Un=Vau . l.£702 (L.7b)
A noter que :
g, et "> sont les distorsions introduites par . dans les fibres el dans la

matrice.

donce ;

E12 = Umrl'_]r =V gt Vg™ (1.8)

D’apres la loi de Coulomb, on peut exprimer la déformation dans les

(ibres ct la matrice par :

L ) ¢ 1.9a
£z ?_.Gl [ ]
oo 03 l.yh
&1z 2 0m ( )
m = G_l 1.9¢
ST 260 e

On déduit que :

Brajet de fin o tucle 20
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GEEIGm b i S (I.lﬂ)
Gy (1- Vi)

17
1. 9.4. Coefficient de poissen (vyz) et { vay)

On dispose d’un malériau composite soumis a une contrainie. La mairice

est soumise a une contraction orthogonale dans la direction de la contramte.

Um "V - 8- an | {Lllﬂ]
U1‘=V|'.E]|.vj'.! [I.]HJ]

l.a contraction totale gst représeniée par |
Uy = Uy~ Uy (1.12)

Elle correspond 4 la défonmation £ au sein du matériau

£y = “i“ e W Wy ) B (1.13)

On obtient finalement
Mg v[' e VT an - Vo {1.14}

Par symétrie, on peut obtenir !

viz _ val (1.15)

Projet de ford énde 21
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1. 9.5. Masse volumique { p)
Dapres le principe du mélange des deux maténaux (libre/matrice), la

masse volumique p du composite est define par :

Masse totale
P~ ~Volume total

P=pr. Vi py. Vi (1.16)

[.10. Hypotheéses fondamentales des stratifiés

L.10.1. Champ de déplacement u, v et w
Le déplacement élastique de tout pomt d’un stratifié rapporté a un repere
orthonorme (0,x, v, z) constitue un champ de déplacement (u, v, w) tel que -
u : Déplacement suivant I'axe ox.
v : Déplacement suwivant I"axe oy.

w : Déplacement suivant I'axe oz,

1.10.2. Comportement mécanigue du stratifié

a : Tenseur de contraintes
L’élat de contrainte en un pomt défini dans le repére (G) par les six

composantes suivantes |

Crxx

Cyy ¢+ Contraintes normales (de traction ou de compression sur le maténau)
O

A

L

Ty
5 TF?-J - Contraintes de cisaillement.
Trx

Profer de fiin o énide 22
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» Contraintes dans le plan (x, ¥)

o1 CF B =208 | [ag] [ oxx

]
gz ¢ =| B2 ° 205 T _[ 1T §‘ J G}'}.'[ (]ISH}
nz) |08 -8 082 (1w { " b

Pour passer du repcre (/,2) au repeére (x.) il faut pré-multipher I'expression

(1.18) par [T]" ct on aura :

Gxx -1 (o]

|
owp={ T 02 i> (1.18b)
Ty .'EI'.-‘..J:

[T] : matnice de passage du repére (x,y) au repere (1.2).

b : Tenseur de déformation
L’état de déformation en un point est défim dans le repére (G) par les six

COMpOosantes suivantes :

Exx
18w 7 représentent les déformations normales suivant les axes x, y et z.
Ezz

fxy
1 V3= ¢ representent les Déformations angulaires.

Yex

¢ Changement de repére :
Comme pour les contraintes, connaissant les dé¢formations dans un repére
(0, X, Y, Z), il est nécessaire de conuaitre 1'équivalent de ces déformations dans

le repére (O, 1, 2, 3) et cect par la relation suivante

Projet de fin o étude 24
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[E= = S+ 0 0 0 €8 5
g i S : ¢ o0 0 6 -8 c s
¥ o [ _ 0 o 1 0 o G | € > (1.19a)
[ e 0 g @ € 8 0 T
Y = i g o =% C 0 ¥ ¥
yw | |-2¢c8 2¢8 0 0 0 Ci-§=|lT2]
ou bien :
.Ex 1T c: gz cs j .E| &
y By = S2 1[:‘,2 —cs L \‘ T} €: (1.19b)
(Vi) [—26s 2¢s ¢™~57] (Va2 Tz

[T ] : matrice de passage du repere (1,2) au repére (x, ).

I.11. Relation déformations-deplacements

De tels composites sont obtenus par la superposition judicieuse des plis.
Dans le cas ol le composite aurait plusicurs plis est constitu¢ par Iempilement
de N plis d’épaisseur (e, ), est aussi dans le cas des petites déformations, ces

dernicres sont relides aux déplacements par les relations suivantes

_duo _ L Fwu |
L N N (1.20a)
g, = OV _ 0w (1.20b)

Ay ay?

= du Vo _ n Fwu :

Tz By + 2 H'Z—ﬁxﬂ}f (1.20¢)

s i ;
Done, on peut alors définir les deux vecteurs {€"} et {k'} par |

Projet de firm o 'Srade he (BT
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i
ax
=7 o
dun | dvo
R
| _ O"wu
(0.8 = 8%;&; !
e = ay?
-2 W
T Oxdy |

wencrudites ef ificorics s les BQIeriauy composine:

Représente les détormations dans le plan.

Kepresente la courbure du plan moyen.

Les (] ) et (k) sont défini comme suite :

U_ S
€17 5y
_ﬁ_a‘r’u
g o
.}r.u: Ao J VO

el
k= — Fwo
1 oxz
ki‘,:': . P
'|{Il_,lz = _7 a‘\?
axely

Proferde i d Yracle

(1.21a)

(1.21b)

(1.21¢)

(1.222a)

(1.22b)

(1.22¢)
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D’ou les relations (1.20a), (1.20b) et (1.20¢) peuvent éire écntes sous la forme :

g=€] +z.kj (1.23a)
g.=€3+2z2 .k} (1.23b)
Y=Ytz ki (1.23¢)

[.12. Relations contraintes-déformations

Le stratifi¢ est li¢ au repere (0, 1,2,3), la loi de comportement du k™™ pli
dans le repére (().x.0.2) devient
(s Qi1 Oz Qis | [e£xx
oy = | Q2 T2 Qoo [ e 129
Ty:\r- Ji @lﬁ Q_}?.tl Ql‘/)'{‘_}' r";.,}.- L
L.12.1. Effort de membrane
L’effort Nix.y) selon la direction (x) est donne par la relation ;
h
2
N(xy)= [cdz (1.25)
i

“'1

L effort N{x,y) représente |'effort moven exerce sur toute ["épaisseur h du
stratifié dans la direction {x) et sur une largeur unité. Les plis restant distinets,

leurs propriétés étant constantes dans 1"épaisseur dou Peffort N(x,y)sera donné

par la relation :

n

Ne=2,

: chdz (1.26)
k=l Zk

7k
i
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De la méme manicre, les efforts N, et N, sont donnés respectivement par les

relations -
1 il
Ne=> [akdz (1.27a)
k=l #1-1
1 &k
Ng=> [th.de (1.27h)
k=l .-

L12.2, Moments résultants

Le moment M{x.y} du a la sollicitation swvant (x) est donné par la

relation:
i
: g
M(x,y) = JG z dz (1.28)
h
2

N.B : Les remarques de sommation sont identiques a celles faites pour Nj.

1 P
M= [of z dz (1.29a)
k=l 7k-|
i Ak
M,= -3 ot z dz (1.29b)
kel k-]
1 Lk
My==3 [T zdz (1.29c¢)
k=1 7x-1

L13. Loi de comportement du stratifié

Aprés avorr introdutt les efforts membranes N(x,y) ¢t les moments M(x,y)
qui sont un systéme equivalent a 'ensemble des contraintes (o;) et (1) de
chaque pli, nous allons en deduire une lo1 de comportement reliant ces efforts et
moments aux deformations ( €,) et aux courbures (k,) du plan moyen du stratifie.

D’aprés les relations (1.23a), (1,.23b), (1.23¢) et (1.24), on obtient :

Prajet de find vinde 28
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G?=Q%{I-EITI+Q 8 +Q| 71 +Z{{jlk;-klij'i'6}\2- ilj'i‘{;}.}::':.lfﬁlzj
—le &'+ Q.4+ Ok, vl TZ['Q|L'1.|(‘|’-I-(5§2. '3’ Ak kb (1-30)

k ) ) o " _‘n r ey r
T; =0Qh.g) "'Q“‘-ﬁ g+ Q&.TEJ‘?"’L‘. Q|‘}-,.|<‘|'+ng_,_LQ+Qg},. i

En utlisant les relations (1.25). (1.26), (1.27a), (1.27b). (127¢), (1.28),
(1.29a), (1.29b) et (1.29¢), on aura *

[ Naw=A L ERHA L BV HA L TG+ RSB KV +B kY
| Ny =Ael+As gt + AL Y +B 2 kY +Ba kY Bay kY
Nay=A e+ A 8V +A v +B L R+ By KR kY (1.31)
M =By, 4B 88 1 By vl +0) L KEA+D L KDk

M‘I“_B]j E'\_‘_B'ﬂ’ﬂ E-‘IT_'_I-}_EJ r"'\. |D|',II'\'\ 1 +D|’_‘|I’ L 3

\ Mua=B e8+Baei+By vy +Dy KD, kY 4D kY
] i 250 {mf'r L i

avec :
Aij=k2ﬂ__10_ﬁ'tzk—7-k-|l (1.32a)
By=1 :Iatﬁ‘[zf—zf_l] (1.32b)
Cy=1 Y Thtzi-21-) (1.32¢)

La relation (1.31) qui délimt la loi de comportement du stratific peut étre

mise sous la forme matricielle suivante

Profed oe S d e 25
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N i A A Ay By B By o
¥¥ Ap Ap Ay B By By g iy
JI N = Ay Axw Ag By By B ] Ty (1.33)
M B n Bp By Dy Dy Dy ;I & |
M By Bas Blag B DB B - |
LM B By By Dy ODu Byl k

L’équation (1 33) rteprésente ['équation constitutive décrivant le
comportament meécanique d’un straufie avec 'absence de "ellet de cismllement
fransverse.

[A B
La matmee |- S est la matrice de ngidité du stratifie,

[A]: Malnice de rigidité en membrane,

[D] : Matrice de ngdite en [lexion,

[B] : Matrice de couplage entre membrane — flexion — torsion.

Les efforts de membranes et les moments resultants dans la relation (1.33)

peuvent étre écnils sous la forme swivanie

N}=TA] ") + [BI{K} (1.342)
M}=[B] {"} | [D]{K} (1.34h)

Signalons que si le straufie est doté de la symétrie miroir (B; = 0 ). la

relation (2.33) est découplée et peut §”éenre sous la forme suivante :

{N}L [A] {£"} : représente le comportement en membrane (1.35a)

{M}= [DJ4K™ : représente le comportement en flexion (1.35b)

Frofer de findéine k11



Chapitre | - ROnErlies O théaries sur fes matéviany commpos ey

Alors, le comportement en membrane et le comportement en Mexion
peuven| €tre traités séparément.
1.14. Cas particuliers

L14.1. Stratifié doté de la symétrie miroir
Cette condition est caractérisée par :
Bj=0 = [B]=0 (pas de couplage).

Les relations (1-34a) et (1-34b) deviennent -

INFy = [A] {eu)s, (1.36a)
iM}y = [D] ki (1.36h)

1.14.2. Stratifié équilibré

Dans ¢e cas A =MAn=0 (1.37)

L.14.3. Strarifié équilibré symétrique

Dans ce cas, I"équation constitutive sera réduite 4 -

i N ¥ | | ."!"L 8| .".‘II 12 rl.:l ':.l: [} 'I:] | g l:.f_ -!
N ., T W - 0 ¥ i gl
J N 5 | » U lD 'nll' £aln l:'-} I:I li':l ... -:.- .:"I_'l' i [1.33}
M 0 ] 0 D, D, Dy ||lk&
M ¢ 0 0 Dy Dy Dy |/EN
Lk
Moy 0 0 0 Pig Digy B te>

|"J|l
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.15, Matrice de rigidite
La détermination de la matrice de rigidité nécessite le passage par les

etapes survantes (veir Amiexe A)

o Etapel: Calcul des constantes €lastiques d’une compaosite

unidirectionnelle (pli) dans le repere (1, 2).

+ Etape2: Caleul de la matrice de rigidité |Qy;] d*un pli dans le repére (1.2)
o Etape3: Caleul de la matnee de madie lQ iiJ d’un ph dans le repere du
R

stratifie en utilisant les matrices de passage (voir Aniexe B) .
o [taped: Calcul des cotes (7)) et (2.1) de chaque ph dans le repére du
stratific.
(A B

o EtapeS: Calcul de la matniee de ngdite | - du stratifié dans le
B D

repére (x,y,2).
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Chapitre 11
ETUDE ANALYTIQUE
DE
DELAMINAGE PAR FLAMBEMENT

11.1. Introduction

11 est demander d avoir des structures plus I8géres et plus efficaces | ceci
a conduit I'ingénicur en construction a utilisé les composites a fibres renforeées,
en méme temps |'utilisation des méthodes et de tests soplustiqués s impose pour

I"analyse et la conception ¢t de méme pour la fabrication.

e progres explosif récent dans la production et ["utilisation des
malériaux composites nous a conduit a une possibilité wes claire qu est la

création humaine de matériaux spéeifiques pour des mssions spécifiques.

Un témoignage de celui-ci et la forte utilisation des plaques et des coques
laminées comme composantes primaires dans les structures, en plus des
imperfections géomémiques visuelles et courantes dans les plaques métalliques
el dans les plaques minces, les géométries delaminées peuvent avoir soit une
fibre cassée soit une matrice éerasée lors de la fabrication d’une part et d autre
part la séparation des plis. appelée "délunmmage de surface ", est due 4 un
mauvais étalement de 'adhésit utilisé entre les plies pour la construction d un
stratifié. Les imperfections qui expriment le délaminage dans une production
technologique sont dues & certains facteurs qui entrent en jeu lors de la synthése

du matériau,

Lad
el
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Sans se soucier de ses origines et de son emplacement, le délamnage
peut réduire la charge critique du matérian et done affecté la tolérance el
I'endommagement du systéme. Pour cette étude, nous signalons que les deux
cas pris en consideération sont les sutvants :

¢ Plagues composites encastrées.

e Plagues composites simplement appuyées.

I1.2.Présentation du phénoméne de délaminage par flambement

Le délaminage est parmi les modes des ruptures les plus communs. Dans
les matériaux composites, il est dil aux imperfections de production ou bien aux
eflfets de certains facteurs, durant sa mise en service comme des impacts contres
des objets étrangers, la présence d'un délaminage dans une structure fixée,
cause un flambement local influe sur la raideur qui peut condwil a une rupture
premaluree.

C’est pour cela qu'un modéle umdimensionnel ne postule que s le
délaminage existe tout le long d’un plan paralléle au plan de référence, et qu’il
esl présent avant l'application de la charge, compressive dans une telle
situation, il est observé que le délamimage sépare unc plaque en quatre régions
comme I"indique la figure (fig 2.1). Pour le but de ce travail, on considérera que
le délaminage s’étend sur une longueur (a) mférieur ou égale 4 la largeur de la

plaque (fig 2.2).

Zone delammeée

Figure 2.1: Position et orientation de délaminage
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Figure 2.2: Caracténistiques géomélriques el dimensionnement
de la surtace delaminée

11.3. Mode de travail

1L.3.1. T'ravail en membranc

Une plaque possédant une rigidité transversale négligeable se comporte
comme unc membrane élastque, on Uappelle alors membrane, L'état de
contrainte dans une membrane est plan, une membrane n’admet pas une

contrainte de compression,

11.3.2. Travail en plague :
La plaque d'¢paisscur modére a une rigidité transversale qui lw
communique des proprictés de résistance 4 la flexion et ¢’est ce mode de travail

qui nous Intéresse,

11.4. Flexion des plaques :

On dit qu’il y'a flexion, si les solhcitation aux quelles est soumise la
plaque sont des moments de flexion M, et My, qui sont répartis sur ses bords
(I'ensemble de ces sollicitation devroni constituer évidemment un systeme en
équilibre).

On appelle (w) la déformée suivant (z) du plan moyen de la plague
induite par flexion. On appelle My, le moment de flexion répartit par unité de
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longueur d’axe y appliqué sur Uextrémité¢ x = 0 de la plaque My> 0 si la

déformée mduite par My, el w = (1

De méme pour My, qui est le moment de flexion répartit par unite de
longueur d’axe x, appliqué sur Pextrémite v — U de plague My=>0, si la
déformée (w) induite par M,.>0, il est & signaler que pour tout élément de la
plaque nous avons :
— Le plan moyen ne subit aucune deformation dans le plan (x,y), il n’y se
résigne donc aucune contrainte et on peul parler du plan neutre.

— Les faces normales au plan moyen restent planes et nonmales a la

surface neutre qui la déformée du plan moyen.

L état de contrainte est un &tat plan, les faces supénieures et inféricures de
la plaque sont libres o, - 0. Alors, on déduit que les axes {ox) ¢t {oy) sonl
tangents aux lignes de courbures de la surface en O ¢t lcs axes (ox) et (oy) sont

les directions principales de la contrainte en O.

11.5. Flexion combinée avee des charges transversales reparties @
Liintroduction des charpes transversales apporte des  sollicitations
nouvelles par rapport a celles de flexion,
[l est & remarquer que |
~ La charge transversale répartie, orientée suivant (z), par unmié de
surface.
— Q, et Q, sont les efforts wanchants répartis appliqués a 'élément et qui
résultent de la présence de ¢ (x.y) par umté de longueur d’axes x ¢t y
respectiveiment.
L’application du théoréme d'équivalence nous permet daboutir aux

résultats swvant ;
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— La réciprocité des cisaillements 1 v, des moments de torsion My,
et M, et sous la forme

M, == My
~ On suppose T, = 1., réparuis sur les faces de telles sortes que leur
resullante s’exeree au centre de gravité des forces et on pourra admetire
que cette distnibution est parabolique commc les poutres sollicitées en

ettorts tranchants,

I1.6. Equation différentielle pour la déformée

Ecrivons I'équilibre mécamque de élément plaque

) c’q £
e Suivant = e A U | 2.1a
ax oy A% et
* Moment suivant . - 5%’;:* iy - agi‘ =( (2.1b})
; [S13% P M«
¢ Moment suivant y k O e - L = R 2.1¢c
= o GY ].‘- a}{ [ ]
En dénvant particllement les équations (3.1a), (3.1b) et (3.1¢) qui fournissent,
o -
par élimination de i?g: er f;ﬁ:flxr: . on obtient

FMx | FMyx | g2M « _ FM,

| gl ) 7 9
ox oy oxay Ay &y* qixy) = ( (2.2)

Sion tient compte de la réciprocité des moments de torsion répartis

QEM._.E_ &7 E_ id aQME q{‘ \,.l:l- =) {2.3]

dx ooy | By
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I1.7. Flexion combinée avec un changement transversal et un changement
plan :
Dans ce type de sollicitation 1l est 4 noter que :
— N, foree nonmale répartie par unité de longueur d’axe y, Ny 0 en traction,
— Ny force normale répartie par umité de longueur d’axe x, Ny > 0 ¢n traction.
— Ny et Ny, actions de cisaillement réparties par unité de longueur avec la

méme convention de signe que celle relative 4 7,, 7, 'équilibre d’un élément

(dx, dy, e).
OMNwe Nw _ 0 (2.4a)
ax oy ) )
aN'ﬂ."}i aN'ﬂ'
* Y = 2.4b
a ey Y (2.4D)
Ny = N (réciprocité) (2.4¢)

11.8, Equation ditfférentielle pour la déformée

Nous allons reprendre  les équations dequilibre du  changement
transversal, en remarquant que la déformation w(x, y) induit des charges
transversales supplémentaires du a N, N, et Ny

Ainsi N.. en P induit une composante élémentaire dyv [ Noo 221X vers les
b } {}K

z < 0 ¢t cn P une composante €lémentarre vers les z = 0 on aura par la suite dy

[ M W [x+dx . Ny, induit done une composante transversale.
X

-

o

O N OW
ql_ﬁx (N F_:‘x) (2-5)

De méme Ny, induil une composante transversale répartie telle que :
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1= 8. O
= 8\,( W 5},}

Dautre part, Ny, el Ny, mtroduisent une composante transversale répartie

q3 illustree par la relation suivante :

- - -
3= @ NLOWYy 4 €N, G 37
q ﬁx{ hs 4 ax ﬂ}’( oy {-'I}' } [ }

Done, on peut dire que les forces réparties N, Ny N, et N, du
changemenlt (dans le plan travail en membrane) introduisent une composante
transversale par unité de surface, est qui se décrive par

q =ql +g2+g3 (2.8)

La relation (3.8) peut ausst se melire sous la forme |

N COW CW L E0w 4
=N 2N OxXay Ny By° (&)

d’ o0 on obtient les équations d’équihbre transversal :

dqx 0y -

! TRy :{} 2.1[}'
o= +_Ef’}“ +q(x.y)+q'(x.y) (2.10a)
I}I:l Hy I l,'_'l e f’:“f}"T W :LJ {2."]']}

Y [
My o OM . (2.10¢)
Oy R

On obuent donc, si on dérive la relanon (2.10a), (2.10b) e (2.10¢) el

aprés élimination des efforts tranchants on obuent |
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L GM“ @ I‘-.fh .. iz
2 e = (N Sl d *NHLE\R #Ney f‘{*} (2.11)

Ce qu’on peut retenir, c’est le fwl que pour une plaque rectangulaire les

equations peuvent se mellre sous la forme suivante

.@.'é_:_ts.x_ﬂL%:u (2.12a)
{’Péii 5‘2”; 0 (2.12b)
FMy A CMay  FM, W

C-"Eiflx zﬁaxa-\; iL&::_,F"-rNu CE}'{__+’}N. &5\12:-,-1_““ el ;- —q(\ ¥) (2.12¢)

[1.9. Hypothéses fondamentales et équations principales
Les hypotheses simplificatrices utilisées dans la présente étude sont
1. Les axes d’orthotrapie sont paralléles a la direction xy,
2, Le plan moyen (neutre} de chaque région est considéré canfondu avec le
plan (x.y)
3. Le deéplacement latéral (w) est supposé petite par rapport aux dimensions
de la plaque considerée,

b= L E

4. Les déplacements u™” et w' (i-1,2.3 4) représentent respectivement le i

e

deplacement axial (dans le plan de la plague) et le '™ déplacement
transversal d’un point gueleongue du matériau dans chaque région.

5. Les charges de compression sont unifonmément réparties sur une
longueur unite et appliquées sur chaque extrémité de la plaque,

6. Le délaminage est supposé présent avant que la charge de compression

soil appliquée.

b |

Le délaminage posséde ime longueur (a) et s'élend sur toute la largeur de

la plaque. ‘
Fﬂ‘{‘j"-"-; de fin denede e
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A cause dc la suppesition d'EULER-BERNOULLI [2.1], w* caractérisé

le déplacement transversal de chaque pomt maténel qui se met sous la forme |

oW,

U (x.2;) = ux) — z; = (2-13)
ox

Ou (z;) est mesuré depuis 1a surface médiane de chague région,

La plaque délaminée cst assimilée 4 une plaque plane composite ayant

(N) plis, nous avons les relations cinématigues suivanies |

Exmzilﬂ:u_z_—axz1 {2.1431
n: ol ANE Y E?w,' 4
E'ﬂ.i: a‘{ +'-‘,_£‘ ax J [2.141]]
3w
g T (2.14¢)

N g Ay A Ay By By By el
1""'l_'."\ .-"5!-|: !ﬁizg I"'I. 5 B|: I_JP'I'I Bﬂh Eli.'l'\'
N Apg Mag A Big By Byg || 19 (2.15)
M s By, By By, Dy Dy 1y || K .|

M 4 B; By By, Dyn Dsy Dy B

5

\h"]-‘i"_\u__ Bl B:.:. I:':‘.l:':-l"- Ejh, D26 D | Ek.-'L

Dans ce probléme, nous sommes en face d'une charge axiale suivant

I’axe des x, pour cela, nous deyrons considérer deux cas

Prajer de fin o 'étude 1
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e Plagque 4 appuis sinples.

s Plague encastree,

a : Appuis simples
Dans ce genre de situation, nous aurons les conditions aux limites

suivantes !
Ny=0, N,=0, M=0 e M,=0 (2.16a)

La relation (3.13) peut étre mise sous la forme matricielle

Ap A Ay By B By [ el .

N‘{\L
{ Ap Aw Ay B Ba By || 80
A Aae A, B Ba. B T
) {} = it 20 dalx Lis 2ty i ) i {Z.Iﬁh}
M B, By By b Dy, Dy Ko
0 Bix By By Dy; Da: Dy K

G -
* IB,, By B, D, D26 D, i

(il 115

Ou bien, on peut I'écrire sous forme plus simple comme suit |

;Nﬂ‘:}zr; Asllew (2.17)

(M &) KK al|kw]

Tel que :
A=A +Db AT a . B (2.18a)
As=Bj +by, Ap+ar. By (2.18b)
Ki=Bn+b By ta.Ds: (2.18¢)
Ky =Dy bs, Bi; taa. Dio - (2.18d)
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davel:

5 =optn—Buhy (2.19a)
(DyAn)—DB5

Bi:By Q_—_.f‘x_-_:»_; (2.19h)
(Dy2An)-B3,

33:

by Bp(ButpHalel Ay (2.19¢)
Ap[(DpAs)-Bs] Ay
- Boo(D Ay -B;Bsy) By (2.19d)

T Au[(DpAs)-Bh] As

b : Encastrement (Extrémité fixe)

Dans ce cas les conditions aux hmites sont les swvantes :
=0 ; Eg4=0 ., k=0 8 k=0 (2.20a)

Donge La relation (2-15) prend la forme matricielle :

:.N“ﬁ _-'J"Ln Ap A By Biz By |, -
:if-.\u;

‘N}'}' -"ﬂ"*l"' f‘i?: 3"‘:0 H‘L‘I B:'?. B':c: | 0

[ Now | | A Aw A By Ba B 0| (2.20b)
M| | By Dy By Dy D Dy | B

M By By: By Dy Dy Dy e

M| | B Bsy Be Do D26 Dy, @4

Alors, le systéme s éent sous la forme reduite suivante

[Na® [As A& | (2.21)
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I1.10. Technique de perturbation

I1.10.1. Equations d’équilibres

Concernant les plaques ayant un rapport longueur sur largeur assez eleve,
la théorie des plaques a simplific le probleme ¢t peul nous ramener & une
analyse unidimensionnelle,

Les ¢quations déquilibre dans notre cas peuvent étre expnmées en

fonction des résultantes des forees et des moments par les relations,

AN o
Fx ) (2.22a)
My g FWo ;
PN + N % q F_{\33%1,_‘9. 1 (2.22b)

Tel que qu(x,v) représente la distribution ransversale des charges.
Les ¢quations de flambement sont obtenues par la technique de perturbation,
selon les étapes suivantes :
e Utilisant les (i) équations d”équilibres, les (icomditions aux limites et les
(iii) conditions de continuités des forces et des moments,
e Perturbant les équations d’¢quilibres par un petit changement dans les
fonchions de deéplacement.
e Découplant les termes des états de pre-flambement et de flambement,

décrivant respectivement les équations ditferentielles suivantes |

w=w'+w (2.23a)
n=u"+u' | (2.23Db)
M, = MY, + M, (2.23¢c)
N, = N% + N, (2.23d)

Frofer de fin d eriede . - A4



Chapitre!f

Fotwede cnalyiigne de délamivage por flambement

En substituant les ¢quations (2.23a)—(2.23d) dans les équations (2.22a) et

(2.22b). on obtien :

il
aﬁN "._[J
N
2. M I
C}' M\ R, W
LN =g (Y
ox N, oK’ Q4.3
i
dN._,
X
2 I S -
8] Mx_i_Nu{:} w RE 2 —0
w2 x ax? @ NxT ge

On peut dire, que les

&q
flambement et les équations (2.24¢) et (2.24d) expriment le flambement.

[1.10.2. Conditions aux limites

- la technique de perturbation unpose les conditions aux hotes sur

(2.24d)

uations (2.24a) et (2.24b) explicitent le pré-

Déplacements forces i moments
e déplacement axial ou e cffort axial
(u) (N, ) (2.25a)
o déplacement transverse ou scizaillement transverse
. - OM D &
{w) (=00 N 2.25h
' ox Y éx ) ( )
¢ deplacement angulaire ou e moment de flexion
oW TR
2 (M) 2.25¢
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Si on substitue les ¢quations (2.23a), (2.23b), {2.23¢) et (2.23d) dans les
équations (2.23a), (2.25b) et (2.23¢): les conditons aux himites de pre-

Nambement et de lambement sont obtenues conume suit;

11.10.2.1. Conditions aux limites du pré-tlambement

Déplacements forces et moments
oy U ol sl == (2.262)
= 1l { "'.'\'
o' = () ou eMY e g (2.26b)
ox Gk
é&wu ,
o ——={) ol ol =0 (2.26¢)
ox
11.10.2.2. Conditions aux limites du flambement
Déplacements forces er moments
su' =0 ol oN'. =0 (2.27a)
2| owy ! aw !
ow' =0 o o "My, TN =0 (2.27b)
ki €% > 0% Ex
w ! o
o——=( oLl oM =1 (2.27¢)
ax
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IL10.3. Conditions auxiliaires
Les conditions de continuités pour les deus extrémités du délaminage

sont les swivants |

a: Deéplacements

Pourx=/{
| l {-’} [
| ¥ 1 W = 12 j 13
—ale = LS H |
u 2 & x t ( )
. b & n
L Y - 13
R e (2.28b)
o i %

(15 2 L34 E
wWOTW Tw (2.28¢)
aw'lh Aw™® awl o=
q—:: = % = - = [[

ox X o [ )
Pour x = Ha
= I n"r 14 1
i B R 1 W — L 2,29
B & i
) u A u ( )
L‘:, H 5 -y _\
L W L4
4.2 s = 2.29h
Li 7 Ix 1 { }

(23 i3y (4
WoOTW W (2.29¢)
Sw P gw i gw i

= = — - g {
&x ox ex { )

b : Forees ¢t moments

L apphcation des ¢quations fondamentales de 'équilibre statique sur la

structure représentée sur la fipure (2.2), nous donne les condinons

o |
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_ A ;
1,“:" e B e P
M | |_ h I T El_]_? lJ_J.
PR _;—-.—_: :_—_—_
P —6» ® A i N
v i — (“ ) -PE
il —____'_h\:rj M

Fig(2.2) —Lquilibre statique des forces et des moments

Pour x=i
MU-ME-MEHENC- T g (2:29)
VI \I21_y i3y (2.291)
N NELNB (2.29y)

Pour x=ftu

M=M= M SN - e (2.29h)
Vill_yRI_yil_g (2.29i)
NE- NN By (2.29i)
Tel que - I""—%ﬁ: Al {_1”1.— (¢ 1.2,3:4) (2.30¢)

Ces conditions auxiliaires sonl apphcables aux Ctats de flambement et au
pré-flambement. Alors, les conditions auxihaires cf les conditions aux lumtes
produisent un nombre nécessaire d’équations pour le probléme a résoudre.

Les cas des strauliés symétnques ot asvindlngues avec les extrémites

libres ou encastrées sans distribution ¢lastique vont Clre considérées,
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Premierement, les statifiées asymEtriques  sont exanminges, ¢¢o g
implique que le cas symétrique ne présentera qu'un ¢as particulier de Ianalyse

non symetrque.

Pour simplifier, le cas ou sculement (B, ) de la région (2) non nulle, est

considérée et pour n“import quel autre cas (B ) est simi qIre
I1.11, Etat de pré-flambement

L'équation (2.17) appliquée aux extrémiics libres, est applicable comme
les cas du couplage flexion-torsion e¢n été examinés, il et connu que le
déplacement transversal (w) est égale 4 zero. Seulement, dans le cas ou les ‘1‘:“’1‘
extrémités sont encastrées, pour les stratifiés non symétriques. ce qui suivia
portera sur les bords encastres.

Dans I"état de pré-flambement ou il 'y a pas de chargement transversal

(q=0 et w = 0), on peut smplifier les ¢quations de la fagon suivante |

2 u?

St =1 (2.31a)
(2 O
o = U (2.31h)

L’intégration de 1"équation (2 31a) denx lois par rapport & X, nous donne :

A U
L £11 P i (2.31c¢)
Ox

cr;
Ll'.{m _ A-:'ﬁ = g (i=1.2.3.4) 2.31d)
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Ou A" et B sont des constantes arbitraires déterminées par I'utilisation

des conditions aux limites.

e Les conditions aux limites pour encastrement deviennent ;

Pourx =@
2 It
i il C'W
o =0 w=8 5 iy (2.31¢)
Ox
Pourx =1L
i Gw 'l -
N =-P , o= , L=() 2.31
Wy {:}h { fl
Les conditions auxiliamres deviennent
Pourx =/
ns=u"| (2.31g)
w's = U (2.31h)
whh =wh=w" (2.31i)
ows owy owy (2.31j)
dx  dox & S
Pourx =IHta
u’y = u’, (2.31K)
=iy (2.311)
wh=wi=w (2.31m)
cwy awl _ dwi
g _ WY 2.31n
ox  ox ox ( )
Prajer de fin d'étinfe 50



Chapitrel! _ Patirde ancdynigue de délaminege por flambemen

FPourx=1/
: r?u _du : ;
—(B, }- = “+[A||j j (A Lll_{]j‘-}—u (2.32a)
x ]
Lol W (2.32b)
CA™
ﬁm ml‘ culy
{Au}i +(Ap)z- e +{A ]3—-5£_U (2.32¢)
&
Pour x = Ha
a il 1 E] il
(B 2 A W ik = A, p 2 db=0 (.32
d*uf ,
-0 (2.32¢)
Ll Ll
A A A 1 55 =0 (2.326)

Aprés la résolution des équations précédentes, les expressions pour u
sorit oblenues avec (1= 1.2.3 et 4). c’est a dire que lorsqu’on remplace les u;, on

obtient les expressions de N; comme suite :

NU] = Nu.j = . {2-33]

No—_—PAA (2-34)
E I:.'al.“::ll"f'{.'&l“]."l

N N{'i A; )3 (2-35)
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[1.12. Etat de flambement
En utilisant les équations (2.24c), (2:24d) el les expressions  des
résultantes des forces et des moments (2 20h), les équations caracténsant 1" état

du flambement peuvent étre exprimer par

PO UL gl Wy (i=1.234) (2.36)
i x &x
[B ]Z D (it l:. 1|r‘r | PN {i .af_) ll'r:'r 1 =lJ (l = ]._,2.,3,4} (2.3?)
Aﬂ; 11 :ﬁhJ M l:'.."_'{_

Cette derniere équation (2,37) est appelee « [ ‘équation de flambement

statique » 5 elle 1"état de flambement de la plaque stratifié.

I1.13. Procédure de solution

Pour résoudre I'éguation (2.37), deux cas peuvent se presenter selon le

signe du terme (A), tel que -

(B 40

T 5 Wbed

Feas: A >0

Dans ce cas, on obtient |

i :n r i k"'-\'_,_F-'i'Q—k "-“TG il H L {2.38)
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En substituant (2-38) dans (2-36). le déplacement axial scra expnmer

5,51
; il ) o e, o = {iks - i
I_l|m ]l],\, <I][ wa_‘,k = L:_L ]1(_1' % P (2.39)
A
avec !
N B
k@] - N (i=1234)

29 ang A < 0

Dans cc cas
wit=E Psial k Moa P Peest kK O+ G U (2.40)
Bt
Bil b i 4 g )
= tl'”]\“’ E Weos( k “x)y- [ Vein g Pxop+CVx-p v (2.41)
Tel que:
[km}z N =1,2.3.4)
FiL

Ainsi que, les valeurs C*, D' Y FY G et H'Y ce sont des constantes
d’intégrations, qu'on peut les déterminer par ["urilisation des conditions aux
limites, les conditions auxiliaires et les conditions de continuité des forces et des

moments.

Dans notre &tude, deux cas importants de conditions aux limites ont éte

examings ;

L
[N
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a : Plague encastrée

Lotnede arralyriepne ofe délaminae par flombement

Les conditions aux lunites de ce cas sont @

slourx=190
(1l B
1 =0 . W =)
elourx=1L
)
allI{ el
cu g =0

Ox

b : Plague en appuis simples

ePourx =1
() i
Ui =0 . W =(
sPonurx=.L
(4]
5“1 _0 (-!'_:'_U
Luy ; W=
Ox

[

:}Wl )|
LW
Ox

(2.42)

(2.43)

(2.44)

Le systéme a résoudre doit &tre arranger entre les six conditions de ['un

des deux cas précedents, sans oublier les conditions auxiliaires et celles de

continuité des forces et des moments qui sont donnges respectivement par les

relations (2.28a) — (2.29d) et (2.29¢) - (2.29)) .
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Complétement. on a 24 ¢quations a évalucr pour une solution non triviale,

tel que le systeme doit étre éenr sous la forme matncielle

[A]EX =0 (2.46)

Cette relation caracteristique (2.40) a nous permet de caleuler la charge
critique en résoudrant le détermmant de | A | qui doit étre nul,
Pour illustrer les procédures des caleuls, 1l est convenable de rendre le

systéme adimensionnel, ¢t cect sera réaliser par les changements suivants

0 i) ALl
== & Tl I' - l:l_h
e : Tl = Bt :
N (1] 1 wil}l —lE b
=il = _ : = VR
H *=-”[ = j —(', ; i ¢
AUSSL,
1 = s 0 s B g=H
'=1 : il : 1 * t

La charge critique adimensionnelle sera exprimée par la formule .

= . P
p PLZ;
or !
111 = 3 D : (e [H IIII: I] .
oo A . (pour une plaque encastree)
[= T l_ 3
i y (1} k-
e m= ) ; .
5, = AN (pour une plaque simplement appuyce)
ur -[-‘ !
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Aprés élimination de ces constantes, le systeme d’équation est réduit a
un systéme de 18 équations algebrique homogeéne el Im€are avec les imconnues
suivantes

C:‘_ . D: % D3 5 D-t § I:"J. % ]_:,\I . ].;: i "| 4 I'I 4 J.;: & F_-,; 2 Fl- " H: P H]_ " H—I- . G] y (_}3 3 G._]-
Pour une solution matricielle, le déterminant doit émre nul, la plus pette
valeur propre donne la valeur de la charge critique pour le déclenchement de

délaminage.

Projes e fin d étude 36



P O e PR i e

Chapitre {11 S -

Chapitre 1

PRESENTATION DU PROGRAMMEL

I[L1. Intreduction
L utilisation du modéle physique (péométrie de la structure, conditions
aux limites, charges appliquées) el les hypothéses de base nous a permis de
modéliser mathématiquerment  le  probleme de  délaminage des plaques
composites soumises 4 des charges de compression axiales par des equations
différentielles. Ce modele peut étre traité
e Soit par des méthodes numériques telle que la méthode des éléments
finis (MEF) et la méthode des différences finis (MDDF).
o Soit par des méthodes analytiques bastes sur des formulations
mathématiques.

La deuxiéme méthode fait I'objet de ce present travail
[11.2. Méthode de caleul des charges critiques des plaques délaminées

111.2.1. Introduction
La détermination des valeurs propres des systémes définis positifs d ordre
supérieur 4 { 4 ) nécessite "utilisation des méthodes itératives. a titre d’exemple
on cite |
e Laméthode de Jacobi.
e Laméthode des iiérations mverses.

¢ La méthode des sous espaces.
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Les valeurs propres des systémes quelconques sont trés sensibles 4 un
petit changement dans la matrice |A4] et les erreurs d’exécution sont trés
importantes, Dans ces conditions, avant d’utiliser telle ou telle méthode
permettant de calculer les wvaleurs propres, il est préférable d’uriliser des
programmes (logiciels) pointilleux tel que le Matlab, le Delphi et le C ' dans le
but d’avoir unc minimale valeur d’erreurs d’exécution. Et pour cela, on a choisi

le Matlab pour traiter ce probleme.

Notre choix est basé essentiellement sur les avantages importants
caractenisant cet outll (le Matlab) amsi que sa rapidite, sa simpliciié de
manipulation en tenme de langage de programmation et surtout sa précision_de

caleul qui nous s’ intéresse vraiment,

1H1.2.2. Détermination des charges critiques des plaques délaminées

Les charges centiques d’un slratifié soumis a des chargements de
compression sont les charges qui provoquent le déclenchement du phénoméne
de délaminage par flambement (IMinstabilité élastique). La plus petite charge
critique correspond a la plus petite valeur propre de la matrice générée. Cette
charge sera calculée en fonction de la charge appliquée, les caractéristiques

geometnques et les constantes élastiques de chaque région de la plaque.

Pour déterminer la charge critique des stratifiés considérés, nous avons
elaboré un programme de calcul éerit en Matlah el qui peut étre appliqué a
quelques structure composite 4 base de fibres.

Celui-ci contient un programme principal se composant de plusicurs sous
programmes de calcul, qui nous permet de déterminer :

e La matrice de rigidité réduite de chaque pli dans les axes principaux [¢]

qui prend les mémes éléments pour touts les plis du stratifie,

e Les cotes des plis de chaque région,
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o La matrice de rigidité réduite de chaque pli dans les axes du suatifié [¢],

o [es constantes élastiques | A:], [ & ] et ] £, | du stratihie (Fig 3.3),

e Les efforts mtemes dans les réwons 1, 2. 3 ¢t 4 dans lc cas dc pre-

flambement.

Quelques sous-programmes développes sont utihsés pour caleuler les
matrices [(7], [2] et les constantes élastiques | 4], [Bs] et [I%] des régions

2et 3,

Apres avoir utiliser les solutions mathématiques exactes, les conditions
aux limites, les conditions auxiliaires et les conditions de continuité des forces et
des moments, le systéme [ 4]{.X] =0 peut étre géncrer.

La matrice [4] du systéme est une matrice carrée de dimension 24x24,
Elle peut étre reduite aprés élimmation de six constantes a une matnice de
dimensions 18x18, qui contient les efforts internes, les constantes élastiques, la
charge appliquée et les caracténstiques mécaniques et géometriques du stratifie

considéré.

Le programme traité par le Matiah que 'on g choisi afin de caleuler les
valeurs propres du systéme généré. Fmalement un sous programme a cte
développé pour intialiser ces valeurs propres et par conséquent la détermimation

de la charge cnitique de la plaque délammee.

I1L.3. Organigramme de calcul
’organigramme  suivant  englobe les  différentes élapes permettant
d’aboutir au caleul de la charge entique de la plagque composite supposée

mitialement délaminée,
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T Ty
< Début )
~
T T
Caractéristiques Caractenistiques Caractéristigues
elastiques des fibres elométngues de la plaque élastiques de la matrice
SR, |

Caleul de la matrice de rigidité réduite [ Q Ju
de chague phi dans le repeére 1,2

r

Caleul de la matrice de rigidité réduite [Q L
de chaque pli dans le repére du straufié

'

Calcul des constantes élastiques du stratifié

A BJe bl
l

Caleul des constantes élastiques
des zones 2 et 3

I

Calcul des etforts NEJ” des régions
(1), (2, (3) et (4)

O MNon

]
i oS 0
i
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h

(i3 o i} -1 . [N i ¥ 1) i -::-Ix; (AT [I:I.": i i
w =EYsin(k Yx)+ FPeos(k )= G M+ HY w o, =EYek T Pk g e g ¢

— e e ——

> Détermination des expressions des <

Déplacements axiaux LIEI}

Conditions aux limites, auxiliaires et de continuité
des torees et des moments

CONDITIONS AUX LIMITES

Encastrement Appuis simples

Générer un systeme déquations
— et S
formuler la matrice | A |

. J
Entrer la valeur de lu longueur de < 4
délaminage a

Non /\ Oui
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Chiapitre i1 5=  Préseniafion du programme

—p|  Entrer la valewr de la charge appliquée P

Ol

Det[ 4 1=0
{ Résolution de I'équation caractéristique
par le MATLAR ) S

l

Caleul des valeurs propre
{ charges critiques )

h 4
Initialisation des valeurs propres

 J
‘ Sélectionner la plus petite
| valeur propre (A )

Man

Eerire la valeur de
. A
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II1.4. Exécution du programme
Pour I'exécution du programme réalisé, il est nécessaire de passer par les

€tapes suivantes :

111.4.1. Etape 1

Dans le fichier nommé * Exemple 1 °, il faut donner :

e Les caractéristiques élastiques des fibres et de la matrice (E,, Es, Gy,
Mu,z).

e Les caractéristiques géométriques de la plaque (Langueur et Largeur),

e Le nombre des plis caractérisant la plague.

e L’¢paisscur et "orientation des fibres de chaque pli. 5

e Les pas de la charge critique (P) ot de la longueur de délaminage (@ ).

e La position de délaminage.

111.4.2. Etape 2

Dans le fichier d’exécution (Marlab Command Window), en écrivant le

mot clé * pfe * puis en appuyant sur * entrée ~ pour avoir la fenétre suivante :

Mu12
Lawgpma di 1o plapess f

Longueis o 1a plague | 0.4t

(R =]

Qe Dl | g

%

e M |.] + b ]
e = o 0.2 0.4 08 08 1
i Homedept [ e k
g ' ; Parsba [
Pas Poa ;
Epsissowr dapli [ ! i e e
Driantelion daa fioiss [ : 2 H | :
S @@r 'H'i:u-aie.ul] iy

Figure 3.1 : Fenétre de d’exécution. -
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Aprés avoir la fenétre d”exécution cliquer respectivement sur les boutons :

|. ¥ Exemple : pour prendre les valeurs qu'on a déja les écnt dans le
fichier " Exemple

2. T Visualiser ; (’est une étape d’esthétique. On a la fait pour voir la
forme de la plaque en 3D avec les dimensions données (longueur, largeur
et épaisseur),

3. ¥ Valider : C’cst lc bouton essentiel dans le logiciel, il est fait pour

exécuter le programme.

111.4.3. Etape 3
Juste aprés, cliquer sur le bouton * Valider . Le programme va s’executer
automatiquement avec les valeurs données et nous a ftracé la variation des

charges critiques en fonction de la longueur du délaminage sur la fenétre des

graphes.
iki] 3 o8|
i oG|
0.4F 0l
oz} 02}
o) - Lo i i L . T | i i e . R
R A ¢ | 06 08 1=:0, 02 ke O s B
4 : @F s wATiCES | BV S

Figure 3.2 : Fenétre des graphes.
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Prdsentation du procramme

Clapire 18 i

I11.4.3. Etape 3
On a fait le bouton nomme * LES MATRICES ° existé sur la fenétre des

graphes dans le but de visualiser les matrices de rigidité [ M ] de chaque zone de

la surface délaminée.

I P T e e s
Fle Bt Jook MWindow Heb

ZORCY ZOMEZ -~ ZokE3  C ZONEA

Figure 3.3 : Fenétre des matrices de rigidité [M] de chague zone,
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Chapitre 1V

APPLICATIONS II'T INTERPRETATIONS
DES RESULTATS

IV.1l. Introduction

Dans le but d’érudier la vanation de la charge critique P = P/p_ en

fonction de la longueur de délamimage @ = afl. et de sa position verticale

h = h/t (I"épaisseur de la région 3 de la plaque stratifiée). Nous avons établi un
programme nommé = pfe ' éent en Matlah pour étudier les variations de la
charge critique en fonction de la longueur de délaminage ainsi que sa position
verticale.

Les résultats sont obtenus sous forme des graphes et nous les interpretons
dans le but d’expliquer les mfluences de certams paramétres sur la charge

critique d’une plaque composite supposée inttialement délaminée.
IV.1. interprétations des graphes obtenus

IV.2.1. Influence des conditions sux limites sur la charge critique

Dans le bur d’étudier M'influence des conditions aux limites sur la charge
critique, mnous avons deux plaques stratifiées de méme caractéristiques
geomertriques et méeaniques:
1000mm x 60mm x 10mm ~

S

Projel de fin Bt 0h




Chapitre [V A pplicenions ef interped o oes des résufuars

E1=2.1030x10" N mm’ ; F2-2.1030x10° Nmm®
G12=002625x10° Nomm’ . Mul2=().25
Ainsi que ses séquences d'empilement [[07/90°5/0 ¢/[077907/07/307190 507,

mais avec deux conditions aux himites différentes (encastrement el appui simple)

Les deux graphes caracténsant 'influence des conditions aux limites des

deux cas précédents sont obtenus dans la higure (4.1)

gl H-54 |% H-54 |
"E:H B 1048

v} - _
fi-i - Yasl _
da) az| :

[4 2 1 . R 1

el At

! Vil A e b
JEE MATHICES

Figure 4.1 : mfluence des conditions aux limites sur la charge
On remarque d’aprés la ligure (4. 1) que la charge critique pour une valeur
de h=0.1 (h=0.6) correspondant aux appuis simples subie pour des valeurs de
a = 0.2, une chure rapide d'une valeur maxunale ( P=1) a une valeur mimmale

(approximativement nulle) au voisingge de a = 0.4, Par contre, pour le cas de

la plaque encastrée et pour les méme valeurs, ne subie aucun chute jusqu’au

a =06,

o - —
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D’apres 1"évolution de P en fonction de a (Fig 4.1), on peut conclure que
la charge critique est proportionnelle au nombre de degré de fixation
représentant les conditions aux limites, Done, il est alors conseillé d opter pour

des extrémités encastrées au lieu des extrémités simplement appuyées.
IV.2.2, I.’influence de I’épaisseur de la région (3) sur la charge critique

La variation de la charge critique (P) en fonetion de la longueur de
délaminage (a ) est illustrée pour différentes valeurs de H (h) par la figure (4.2).
L’étude a été faite pour une plaque composite (carbone/époxyde) détinie par les
dimensions 1000mm x 6Umm x 6mn el avec une séquence d’ampilement de
[0°/907/0 ] i1 dont les caractéristiques mécaniques sont ;

E1=2.0685x10> Nmm’ £2=0.0517x10° Nimm®
G12-0.0759x10" N mm” Mul2=025

[.a fgure (4.2) montre la variation de (P ) cn fonction de (a ) pour deux
valeurs différentes de h (ou bien H ) d’une plaque stratifiée [07/907/0 ]y,
D aprés celte fipure, on constate que la présence de délaminage allecte

légérement la charge critique P pour des valeuwrsde a < I

I

Pour la courbe relative 4 h = 0.4, la charpe critique P est (rés afTectée par
la présence de délaminage pour des valeurs de 02 < a < 0.6, Au dela de cette

valeur (2 = 0.6), la charge critique peut ére négligeable devant la charge

appliquee.

[n ce qui concerne la courbe relative a4 h = 0.6, la charge critique est tres

affectée par la présence de délaminage pour des valeursde 0.4 <3 < 06,
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D apres les deux courbes de la figure (4.2), on constate que la variation de
la charge critique en fonction de la longueur de delaminage pour différentes
valeurs de 1'épaisseur de la zone (3) du stratifiec augmente et diminue

respectivernent avec l'augmentationde h et a

3 3 - _l; A a i 2o i
E1=2.0683x10° Nnm® '_ f:.(._a). T M

e

1.4

E2-0.0517x10° Nomm® h=06 (H=54) {

121

G12-0.0759x10° Nmm’ 1 /
Mu12-0.25 08 | )
107190710 Lo / 3 |

nat i ~°

h=U0.4 (H=5.6)

i

2

03 o4 OB e

S PR TR RS e Sl PR B8 R L 218 L, T LR T e G ST B

Figure 4.2 - . influence de la position verticale du délaminage (a ) sur
la charge entique (')

IV.23. L’influence de la symétrie miroir

Dans ce cas, on a éudié deux plagues composites des empilements
[07907/0 gy et [45/9070T[07/907/0'],],0790/-45 ] et pour une valeur de h = 5.4
dont les caractéristiques mecaniques sont
E1=2.1030 x 10° Nmm’ : E2=2 1030 x 10" Nommr®
G12=0.02625 x 10° Nomw® | Mul12=0.23

La figure (4.3) montre I'influence de la symétrie miroir sur la variation de

la charge critique P en fonction de la longueur de délaminage a .
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D aprés les graphes de la figure (4.3), on remarque que la symétrie miroir
Joue un réle trés important concernant la varation de la charge critique qui
augmente avec son exisience. Cependant, sa présence influe d’une maniére
positive sur la ngidité de la plaque composite et par conséquent sur la charge

critique.

E1=2.1030 x 10° Nmm®

E2=2.1030 x 10° Nimm’ :
B B e pin ' i . Symétrie miroir |,
G12=0.02625 x 10" N'mm* A P #
" na| N u
Mul2=0.25 | i
o 8 @ DE i T
[0 /90 /0 ]y : B
AT \ 1i
:q.z'l - _ ,::
ar =4 A
0 BT T DY B Iy T .,13‘

i
L S e TS N T ......u...a._'._a.r.-.....\m-........_u.-._....- .Wuud.umm._....ﬁ

E1-2.1030 x 10° N/mm’ : P zf[a i Emm Tiryaaanl
F2-2.1030 x 10° Nemmr 55‘1 e E m}mmnc miroir r%
G12=0.02625 x 10° Nmm’ o I
Mul2=0.25 nar i
[45°/907/0°[[07/90°/07],],07/907/-457 3 i

Figure 4.3 : L’influence de la symétne mroir sur la charge entique
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1V.2.4. Reéparfitions des graphes obtenus

D’apres les graphes obtenus, on peut constater que 1’allure des courbes de
la variation de la charge critique en fonction de la longueur de délaminage passe

par trois zones différentes (figure 4 4)

E1=2.1030x10° Nimm® P_ fﬁ]

F2=2.1030x 10" Nimm® f'_*'-* SR i e S
G"?“ﬂ.ﬂﬁﬁ’iixmf’ -'""-":"'I?Im‘:l Iu; — i
Mul2=0.23 |

e :-_F%"" Zone
[07/90°/0 51 D: :

E1=2.1030 x 10° Nomm®
E2=2.1030 x 10® N'mm™

G12=0.02625 x 10° N'mm®
Mul2=0.342 j
a8} 1
= aa -. I
& ¢ e - \ . %
[0/ [[45 0 0 90],]4/0 g] sl Zﬂ;ne it;ne : Z(;“L i
T S Y § 'fi'-a.':%if;xi‘i'?%

R T A T e

Figure 4.4 . Répartitions des praphes obtenus
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i

Zone 1 :
Elle cst caractérisée par une variation constante de P (pente = 0.0 %) pour
des valeurs de @ appartenant a [0.0 0.4[. Cette condition explique

que la présence de délammage n'influe pas sur la charge critique.

Zone 2 :
Elle est caractérisée par une chute de la charge critique (P) pour des
valeurs de a appartenant a [0.4 0.6[. Cette condition exphque que la

présence de délaminage a une tres grande influence sur la charge entique.

Zone 3 : )

Elle est caractérisée par une vanation lente de P pour des valeurs de

a = 0.6. Cette condition explique que la présence de délaminage affecte

légérement la charge cntique.
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Conclusion générale

CONCLUSION GENERALE

L’étude et I'analyse du comportement macroscopique des stratifiés nous a
permis d’obtenir des informations trés importantes concernant la compréhension
de certains phénomeénes, parmi eux on peut citer le phénoméne de délaminage

par flambement.

Dans ce travail, I’étude est basée essentiellement sur une analyse semi-
analytique du délaminage dans un simple modéle unidirectionnel des plaques
composites & base de fibres. Une modélisation mathématique du phénomene de
délaminage par flambement a été réalisée grace & lutilisation d’'un modele
physique autant que les hypothéses de base.

Vu la complexité du phénomeéne de délaminage, nous avons utilisé des
simples géométries, des hypothéses de base, ainsi que les conditions aux limites
et les conditions auxiliaires et ce, pour simplifier les applications et faciliter la

résolution du probléme.

Un programme de calcul basé sur des solutions analytiques a été
développé dans le but de faire une analyse macroscopique des stratifiés et par
conséquent d’étudier Pinfluence de plusicurs paramétres sur la charge critique
d’une plaque composite soumise & une force de compression axiale.

Une étude sur la séquence d’empilement des stratifiés (symétriques et non
symétriques) sans distribution élastique a été détaillée, Les résultats obtenus
nous ont montré que 'effer de couplage membrane-flexion a diminué la charge

critique des stratifies.
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D’aprés les résultats obtenus et les courbes tracées, il est envisagé de

conclure :

e D’une part que la variation de la charge critique en fonction de la longueur de

délaminage est passée par les trois zones suivantes :

» La premieére zone est caractérisée par une variation constante de
la charge critique ce qui explique que la présence de délaminage

n’influe pas sur elle.

» La deuxi®me zone est caracténisée par une chute (décroissance de
la courbe) ce qui montre d’une maniére évidente 'influence de la

présence du délaminage sur la charge critique.

» l.a demniére zone est légérement affectée par la présence de

délaminage.

e D’autre part, suivant I'épaisseur du stratifié, la variation de la charge critique
en fonction de la position de délaminage croit avec I'augmentation de

I’épaisseur de la zone 3.
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Marice de rigidie

Annexe 4

ANNEXE A
MATRICE DE RIDIGITE :

La matrice de rigidité réduite dans les axes principaux (repere local) (1,2)

Figure A.1 : Représentation des systemes d’axes

est donnée par !

6 : Angle que font le repere (1,2) et le repere (x,).

QII Qr‘ 0 |
| (A1)

QI'.'Q'E
n 0 g

= an

[o] =

L

a1l

B (A.2)
Q.jz E, Vo2

Qu = ¥i3 Qz:

Q&-. “ G
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Annexe A o o Marriee de pigichicd

avee |
Ly : Module d’¢lasticité longitudinale.
Ea : module d™élasticité transverse.
via - coelicient de poisson.

G2 : module de cisailllement.

La matrice de rigiditeé reduite de chaque ph dans le repére du stratifie (x,y)

est donnee par :

.88,
Qf=| - — — A3
[Q] 5. 0.0, (A.3)

Q_u. @_?r f—_T,,

:OICGS'*EH() 25in4 0 +2¢ (:')L 20 Jsin” 6 cos” 6
11 -1 e 3 2 [£54]

(O

= (Q” —QE -4 Qm} sin “0 cos® 0 £ (cos' 0 1 s B )

(Q,-0.20 ,)sn0 cos’ O - (Q . -0,120.) sin’ © cos @ (A.d)

) 1)

O.~0, sin'0 12(0, + 0, )sin’@oos’ 0+ O, cos ™0

Qm_{ Qn ‘Qu‘;2 Qm} SiI‘lj 8cosB+ (Qu -Q}H.—E g’_‘],] sin 8 EGSA 6

0 .~0,+0,-20, 70 Nsin 0 cos 0+ (cos’ B+sin" 0 )
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