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Notations

L2(Ω) : l’ensemble des fonctions de carrée intégrable sur Ω.

C∞
0 : l’espace des fonctions continue infiniment dérivable a support compact.

∥u∥∞ : la norme infinie de u.

Dγu : la dérivée d’ordre fractionnaire de u.

BV γ(Ω) = {u ∈ L1(Ω)/
∫
Ω
|Dγu| < +∞}.

∥u∥BV γ = ∥u∥L1 +
∫
Ω
|Dγu|.

ADMM : Alternating Direction Method of Multiplier (la méthode des multiplicateurs

à direction alternée).

TV : Total variation (la variation totale).

TVL1 : The Total variation in norm 1 (la variation totale en norme une).

TVL2 : The Total variation in norm 2 (la variation totale en norme deux).

FSG : The first-and second-ordre gradient (le gradient de premier et de second ordre).

WTV : Wang total variation (la variation totale de Wang).
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Γ : la fonction gamma qui est définit comme : Γ(1− γ) =
∫∞
0
t−γe−tdt.

Div ψ : la divergence de ψ, tel que : divψ =
∑n

i=1

∂ψxi

∂xi
.

Sup : la valeur supérieure.

QMI : la quantité d’information mutuelle.

QP : la quantité de congruence de phase.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous nous intéressons aux problèmes de fusion d’images et de dé-

bruitage, qui sont deux techniques importantes dans le domaine du traitement d’images.

L’objectif de ce travail est de combiner de différentes images pour obtenir une image fu-

sionnée plus précise et informative, tout en éliminant le bruit indésirable.

Nous avons étudié deux modèles variationnels TVL1 et TVL2, qui ce basent sur la

régularisation de la variation totale TV qui permet de préserver les caractéristiques des

images sources et minimiser le bruit et la dérivée d’ordre fractionnaire Dγu pour amélio-

rer la qualité de l’image fusionnée.

Pour résoudre ces modèles, nous utilisons l’algorithme de la méthode des multiplicateurs

à direction alternée ADMM, qui permet de décomposer le problème en sous-problèmes

plus simples et de les résoudre de manière itérative.

Après nous donnons des exemples sur des expériences telles que les résultats montrent

que les modèles étudiés donnent de bons résultats de fusion.
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Abstract

In this dissertation project, we are interested in the problems of image fusion and de-

noising, which are two important techniques in the field of image processing. The objec-

tive of this work is to combine different images to obtain a more accurate and informative

merged image, while eliminating unwanted noise.

We have studied two variational models TVL1 and TVL2, both models are based on

the regularization of the total variation TV which preserve the characteristics of the source

images and minimize the noise, and the fractional order derivative Dγu to improve the

quality of the merged image.

To solve these models, we use the (ADMM) Alternating Direction Multipli Method algo-

rithm, which decomposes the problem into simpler sub-problems and solves them itera-

tively.

After, we give examples experiments, such as the results show that the studied models

give good fusion results.
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Introduction générale

Le traitement d’image est un domaine très vaste. Il est une discipline de l’informatique et

des mathématiques appliquées qui étudie les images numériques et leurs transformations

dans le but d’améliorer leur qualité ou d’en extraire de l’information.

Parmi les processus de traitement d’image on a la restauration d’image. La restau-

ration d’image est une étape très importante, elle englobe les différents traitements que

peut subir une image, suite aux divers dégradations qui peuvent altérer une image pen-

dant son capture et conduisent aux manques d’informations utiles qu’elle contenait et qui

sont d’une grande importance.

La fusion est devenue un problème actif dans le traitement d’image et la vision par

ordinateur en raison de la disponibilité des données multicapteurs dans de nombreux

domaines, c’est une technique qui consiste à produire une nouvelle image qui conserve

une partie de l’information contenue dans chacune des images originales, à un objectif

de créer une synergie, c’est-à-dire d’obtenir une image fusionnée géométriquement et/ou

sémantiquement plus riche qu’une image initiale. Parmi les méthodes de fusion, on a la

méthode de fusion par domaine spatial et la méthode de fusion par domaine transformé.

Ce mémoire est divisé en trois chapitres :

• Le premier chapitre concerne une description de l’image, et quelques opérations

de son traitement.

1



• le deuxième chapitre aborde deux modèles variationnels TVL1 et TVL2 qui se

basent sur la variation totale et la dérivée fractionnaire de leurs algorithmes et la

méthode ADMM.

• Le troisième chapitre est consacré aux expériences numériques et à la comparaison

des résultats obtenus des valeurs QMI et QP par les modèles TVL1, TVL2, FSG et

WTV sur une image test, afin de montrer l’efficacité des modèles TVL1 et TVL2.

2



Chapitre 1

Rappels et définitions

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser aux définitions et résultats de base liés

aux thèmes du traitement et restauration d’image.

Nous aborderons une description de l’image et ces caractéristiques. Nous parlerons sur

les techniques de traitement d’image.

Puis nous allons entamer les équations différentielles d’ordre fractionnaire (EDF).

3



1.2 L’image et ses caractéristiques

1.2.1 Définition d’une image

Une image est une représentation visuelle d’un ensemble d’objets qui se trouvent dans

le champ de vision [1].

FIGURE 1.1 – La représentation visuelle d’une scène.

Entre-temps, en terme mathématique, une image est aussi définie comme une matrice

d’intensités [1].

FIGURE 1.2 – La représentation d’une image en terme mathématique.

4



1.2.2 Les caractéristiques de l’image

Toutes les images ont des caractéristiques qui peuvent être utilisées dans leur traite-

ment. Parmi ces caractéristiques on a :

Le pixel, la résolution, la dimension, la texture, le bruit, la luminance, les contours, l’his-

togramme et le contraste [2].

1.2.3 Les types de l’image

Il existe plusieurs types d’image comme l’image binaire qui est définie à partir de

deux couleurs noir et blanc oú chaque pixel est stocké sous la forme d’un seul bit 0 ou 1,

l’image au niveau de gris (monochrome) qui se présente avec une luminosité allant de

noir au blanc et l’image en couleurs RGB (polychrome) définie à partir de trois couleurs

rouge (Red), vert (Green) et bleu (blue)[2].

FIGURE 1.3 – Exemple d’image binaire.

5



FIGURE 1.4 – Exemple d’image au niveau de gris (monochrome).

FIGURE 1.5 – Exemple d’images en couleurs (polychrome).

1.3 La restauration d’image

1.3.1 Définition de la restauration d’image

La restauration d’image est une technique d’imagerie numérique qui permet de rendre

à une image numérisée l’apparence de son état d’origine à l’aide d’un logiciel de retouche

d’image.

=⇒

FIGURE 1.6 – Exemple de la restauration

6



1.3.2 Le but de la restauration

Le but principal de la restauration d’image est d’améliorer la qualité visuelle d’une

image et de la rendre plus nette, plus claire et plus fidèle aux détails et aux informations.

1.4 La fusion d’image

1.4.1 Définition de la fusion

La fusion d’image est un problème actif dans le traitement d’images et la vision par

ordinateur en raison de la disponibilité des données multicapteurs dans de nombreux do-

maines. L’objectif principal de la fusion d’images est d’intégrer plusieurs images sources

de la même scène en une seule image hautement informative qui convient mieux à la

vision humaine ou par ordinateur [3].

=⇒

FIGURE 1.7 – Exemple 1 sur la fusion d’image

=⇒

FIGURE 1.8 – Exemple 2 sur la fusion d’image

7



1.4.2 Les méthodes de fusion

Pour avoir une image fusionnée, on a plusieurs méthodes telles que :

La méthode de fusion par domaine spatial

Elle consiste à sélectionner les pixels à partir de plusieurs images d’entrée pour construire

une nouvelle image fusionnée [4].

Les algorithmes de fusion d’images basée sur le domaine spatial opèrent directement sur

les pixels de l’image pour obtenir une image entièrement focalisée.

Ces approches sont divisées en trois catégories :

• Fusion basée sur les pixels.

• Fusion basée sur les fonctionnalités.

• Fusion basée sur les décisions.

La méthode de fusion par domaine transformé

Elle consiste à transformer les images d’entrée dans un espace de représentation diffé-

rent, comme la transformée de Fourier, pour ensuite fusionner les coefficients de trans-

formations [4]. La fusion d’image basée sur le domaine de transformation implique la

conversion des images sources en coefficient de transformations et après l’application de

la procédure de fusion, l’image est reconvertie dans son propre espace.

Les techniques de fusion d’images basée sur la transformation sont globalement clas-

sées en trois groupes :

• Fusion basée sur les ondelettes.

• Fusion basée sur les courbes.

• Fusion basée sur la DCT (la transformée en cosinus discrète).

8



1.5 Le modèle FSG

C’est un modèle variationnel basé sur la fusion des informations de gradient en pre-

mier et en second ordre [5], connu sous l’équation suivante :

min
u

∫
Ω

(| ∇u− sv | +α | ∇2u− sw |)dx+ β

2

∫
Ω

| u− u0 |2 dx.

Avec :

• α ≥ 0, β > 0 et s ≥ 1.

• u0 une image prédéfinie.

• v et wdésignent les gradients cibles qui ont intégré les informations de gradient de

premier et de second ordre à partir des images sources.

Si s = 1 le modèle FSG est juste pour la fusion d’images, et si s > 1 le modèle FSG est

pour la fusion et l’amélioration simultanées d’images.

1.6 Le modèle WTV

C’est un modèle variationnel pondéré basé sur la régularisation de la variation totale

TV [5], il est connu sous l’équation :

min
u

∫
Ω

(α1(x)(u− f1)
2 + α2(x)(u− f2)

2)dx+ 2β

∫
Ω

| Du | dx,

telle que :

• α1 et α2 sont deux fonctions de poids non négatives, qui réalisent α1(x)+α2(x) = 1.

• β > 0 le paramètre de régularisation qui permet de faire un compromis entre l’ajus-

tement aux images sources bruitées et le lissage de la variation total TV.

9



1.7 Le bruitage d’image

1.7.1 Définition de bruit

Le bruit numérique est une notion générale à tout type d’images numériques.

On appelle bruit numérique toute fluctuation parasite ou dégradation qui subit l’image

de l’instant de son acquisition jusqu’à son enregistrement.

1.7.2 Les types de bruit

Il existe plusieurs types de bruits qui peuvent êtres appliqués à une image comme le

bruit additif gaussien, le bruit additif uniforme, le bruit non linéaire poivre et sel, le bruit

multiplicatif et le bruit périodique [1].

FIGURE 1.9 – Exemple sur les différents type de bruit.

La Figure 1-9 représente des images bruitées, tel que la première est bruitée avec un

bruit blanc gaussien, la deuxième avec un bruit poivre et sel, la troisième bruit multiplica-

tif et la quatrième un bruit périodique.
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1.8 Le débruitage d’image

1.8.1 Définition de débruitage

Le débruitage est une technique qui consiste à supprimer les éléments indésirables

(bruit) afin de rendre l’image nette.

1.8.2 Méthode de débruitage

Pour avoir une image débruitée, on peut appliquer plusieurs méthodes comme les

filtres classiques (le filtre moyen linéaire, et le filtre médian non linéaire), le filtre bilatéral,

le débruitage par seuillage (comme le seuillage doux, le seuillage dur et le seuillage non-

négatif garrote) et la méthode ICA appelée en anglais Independent Component Analysis

(l’analyse en composantes indépendantes) [6].

1.9 Les équations différentielles fractionnaires

Généralement, une équation différentielle est une equation oú les inconnues sont des

fonctions. Elle se présente sous la forme d’une relation entre ces fonctions et leurs dérivées

successives.

1.9.1 Définition des équations différentielles fractionnaires

Une équation différentielle fractionnaire est une équation différentielle dans laquelle

ces dérivées sont des dérivées d’ordre fractionnaire. Elle peu être une intégrale ou une

dérivée.

1.9.2 L’intégrale fractionnaire

Définition

L’intégrale fractionnaire d’ordre α d’une fonction f , notée Iαa , est définie par :

Iαa f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt.
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1.9.3 La dérivée fractionnaire

La dérivée fractionnaire est notée Dα
a . Il existe plusieurs définitions des dérivées frac-

tionnaires :

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

RLDα
a : la dérivée fractionnaire de f au sens de Riemann-Liouville d’ordre α. Elle est

définie par :

RLDα
a f(x) =

1

Γ(n− α)
(
d

dx
)n
∫ x

a

(x− t)n−α−1f(t)dt = (
d

dx
)nIn−α

a f(x),

oú : Γ(α) est la fonction Gamma d’Euler définie par :

Γ(α) =

∫ +∞

0

tα−1e−tdt

n un entier naturel supérieure strictement à α.

La dérivée fractionnaire au sens de Caputo

CDα
a : la dérivée fractionnaire de f au sens de Caputo d’ordre α. Elle est définie par :

CDα
a f(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1(
d

dx
)nf(t)dt = In−α

a (
d

dx
)nf(x).

1.10 Espace complet

On dit qu’un espace métrique (X, d) est complet, si toute suite de Cauchy de X est

convergente dans X .

1.11 Espace de Banach

L’espace de Banach (X, ∥.∥, d) est un espace vectoriel normé complet pour la distance

issue de sa norme.

12



1.12 L’espace BV γ(Ω)

C’est un espace de Banach. Appelé en anglais(Bounded Variation space) qui est un

espace des fonctions bornée sur Ω, telles que :

BV γ(Ω) = {u ∈ L1(Ω)/

∫
Ω

|Dγu| < +∞}

et

∥u∥BV γ = ∥u∥L1 +

∫
Ω

|Dγu|.

1.13 La norme de Frobunius

La norme de Frobunius est une norme matricielle, qui est définie comme la racine

carrée de la somme des carrées de tous les éléments de la matrice.

Soit U une matrice et soient les aij les éléments de cette matrice tels que i = {1, ..., n}
et j = {1, ...,m} on a ∥U∥F =

√∑n
i=1

∑m
j=1 |aij|2.

1.14 Multiplicateur et Fonction de Lagrange

1.14.1 Définition du multiplicateur de Lagrange

C’est une méthode qui permet de trouver les points stationnaires (maximum, mini-

mum) d’une fonction dérivable d’une ou plusieurs variables, sous contraintes. Ils sont

introduit pour former la fonction de Lagrange.

1.14.2 Définition du fonction de Lagrange

La fonction de Lagrange est une fonction qui permet d’étudier les problèmes d’opti-

misation avec contraintes, elle est construite à partir des multiplicateurs de Lagrange.

Exemple :

L(x, γ) = f(x) +
∑
i

γi ∗ gi(x) +
∑
j

τj ∗ hj(x)
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Tel que :

. γi et τj les multiplicateurs de Lagrange.

. L(x, γ) la fonction de Lagrange.

. gi(x) les contraintes d’égalité.

. hj(x) les contraintes d’inégalité.

. f(x) la fonction objectif ( à maximiser ou minimiser).

1.15 La méthode de gradient conjugué

Le gradient conjugué est un algorithme pour résoudre des systèmes d’équations li-

néaires, qui est une méthode itérative pour résoudre une équation Ax = b avec la matrice

A est symétrique définie positive, ou de façon équivalente trouver le minimum de la fonc-

tion f telle que : f(x) =< Ax, x > + < b, x >.

1.16 La topologie faible

Connue sous le nom de topologie faible∗ et notée σ(E,E ′) telle que E un espace vec-

toriel topologique et E ′ sont dual topologique.

Définition

La topologie faible sur E est définie comme la plus petite topologie telle que toutes les

formes linéaires continues de E ′ soient continues lorsque E est muni de cette topologie.

1.17 La plus faible semi-continuité

Définition

Connue sous le nom - semi-continuité inférieure - on dit qu’une fonction est faiblement

semi-continue en un point x0, lorsque nous approchons de x0 les valeurs de la fonction

soient supérieur,ie si ∀ϵ > 0, ∃v(x0) tel que ∀x ∈ v(x0) on a f(x) ≥ f(x0)− ϵ.
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1.18 La mesure de Radon

La mesure de Radon est une mesure borélienne sur un espace séparé qui est intérieu-

rement régulière et localement finie.

1.19 La fonction convexe

Une fonction f : I −→ R est convexe si

∀(x, y) ∈ I2, x ̸= y,∀t ∈ [0, 1], f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y).

1.20 La fonction strictement convexe

Une fonction f : I −→ R est strictement convexe si

∀(x, y) ∈ I2, x ̸= y,∀t ∈ [0, 1], f(tx+ (1− t)y) < tf(x) + (1− t)f(y).

1.21 Le lemme de Fatou

Le lemme de Fatou compare l’intégrale de la limite inférieure de la fonction mesurable

positive avec la limite inférieure de son intégrale.

Théorème 1.1 Soit (E,A, µ) un espace mesuré, pour toute suite (fn)n∈N de fonction mesurable

sur E à valeurs dans [0,+∞] la limite inférieure de la suite est mesurable et l’on a :∫
E

lim inf
n→+∞

fndµ ≤ lim inf
n→+∞

∫
E

fndµ.
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Chapitre 2

Etude théorique du problème de fusion

d’image

2.1 Introduction

La fusion et le débruitage d’images sont deux techniques importantes dans le domaine

du traitement d’image, en raison de la disponibilité du multi-capteur et de présence du

bruit.

La fusion d’images est un processus qui intègre des types similaires d’images collec-

tées à partir de sources hétérogènes en une seule image dans laquelle l’information est

plus précise et certaine. Par conséquent, l’image résultante est anticipée comme plus ex-

plicative et éclairante à la fois pour la perception humaine et la perception de la machine.

Généralement, une image fusionnée dans laquelle chaque pixel est déterminé à partir d’un

ensemble des pixels dans chaque image source.

Afin d’effectuer la fusion, il existe de différents algorithmes, mais la technique de fusion

qui doit produire des résultats efficaces doivent satisfaire aux conditions suivantes :

• Les informations pertinentes des images sources doivent rester préservées.

• Il ne devrait y avoir aucune incohérence dans l’image fusionnée.

• Le bruit et les informations non pertinentes doivent être supprimés, ou minimisés

autant que possible.
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Néanmoins, les images sources observées sont fatalement corrompues par le bruit lors

du processus de collecte, d’acquisition, de transmission et de stockage des images.

Dans le but d’obtenir une image de bonne et de haute qualité, il est primordial de débruiter

et fusionner conjointement les images source.

2.2 La méthode ADMM

2.2.1 Généralisation de la méthode ADMM

La méthode ADMM est une méthode de résolution numérique d’un problème d’op-

timisation convexe, qui consiste à décomposer un problème de grande taille en sous-

problèmes plus petits et plus facile. Cette méthode consiste à introduire des variables

supplémentaire pour obtenir une formulation équivalente du problème initiale et le ré-

soudre de manière itérative en alternant la minimisation des deux parties, en utilisant la

méthode des multiplicateurs de Lagrange.

Cette méthode est populaire en raison de sa simplicité et de sa robustesse et de sa ra-

pidité de convergence, et en particulier pour les problèmes de grande taille. Il est souvent

utilisé pour résoudre des problèmes de fusion d’images qui impliquent des termes de ré-

gularisation, tels que la régularisation TV.

L’utilisation de l’ADMM pour la fusion d’image peut améliorer les performances de la

méthode de fusion par domaine spatial ou la méthode de fusion par domaine transformée,

en utilisant l’impact du bruit et en préservant les bords nets de l’image. L’ADMM peut

également être utilisée pour résoudre des problème de fusion d’image plus complexes.
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2.2.2 Une description de la méthode ADMM

La méthode ADMM suit les étapes suivantes :

1. Donner une formulation du problème.

2. Introduire des variables auxiliaires.

3. La décomposition du problème en sous problèmes.

4. Le calcul des itérations.

5. La mise à jour des multiplicateurs de Lagrange.

6. Le critère d’arrêt.

2.2.3 L’algorithme de la méthode ADMM

Algorithme 2.1 :

1. Initialisation de u0, z0 et p0i , la définition de α, β, γ, δ .

-Définir les multiplicateurs de Lagrangiens pi.

2. Calcule des uk+1, zk+1, pk+1
i .

3. Critère d’arrêt.

-Vérification de la convergence.

4. Le renvoi de la solution optimale.
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2.3 Les modèles variationnels

Dans l’intention de réduire l’influence de bruit des images sources, nous intégrons

la régularisation TV qui est définie comme l’intégrale de la valeur absolue du gradient

comme :
∫
Ω
|Du|dx. La régularisation TV est formulée sur la base de l’observation des

signaux d’image non fiables.

Pour mesurer l’exigence, on propose deux modèles variationnels et on utilise deux

normes déférentes pour calculer la différence entre Dγu et la caractéristique cible v.

2.3.1 Le modèle TVL1 (la variation totale en norme une)

Principe

C’est un algorithme utilisé dans le traitement d’images pour la restauration des images

bruitées. Il est basé sur la régularisation TV et la minimisation de la norme L1.

Il est utilisé dans le but de réduire le bruit tout en préservant les contours et les détails

importants dans l’image. Ce modèle prend en considération la fusion et le débruitage des

images en même temps. Il est représenté par l’équation suivante :

min
u∈BV γ(Ω)∩L2(Ω)

∫
Ω

|Du|+ α

∫
Ω

|Dγu− v|dx+ β

2

∫
Ω

|u− u0|2dx (2.1)

tel que :

• α,β : des paramètres de régularisation positifs qui contrôlent l’équilibre entre les

trois termes du modèle.

• v : la caractéristique de gradient d’ordre fractionnaire cible.

• u : une image prédéfinie, (u est considéré comme une fonction).

•
∫
Ω
|Du| : la régularisation TV telle que :∫

Ω

|Du| = sup

{∫
Ω

udivζdx/ζ ∈ (C∞
0 (Ω))2, ∥ζ∥∞ ≤ 1

}
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L’algorithme du problème de minimisation TVL1

Pour résoudre le modèle TVL1, on applique l’algorithme ADMM et on donne la for-

mule discrète suivante :

min
u∈ℜn×n

∥Du∥1 + α∥Dγu− v∥1 +
β

2
∥u− u0∥2F (2.2)

Nous introduisons deux variables auxiliares h ∈ ℜ2n×n et t ∈ ℜ2n×n telles que h = Du

et t = Dγu− v et nous réécrivons la formule précédente (2.2) comme :

min
u,h,t

∥h∥1 + α∥t∥1 +
β

2
∥u− u0∥2F (2.3)

Alors, la fonction Lagrangienne augmentée correspondante à la formule (2.3) est :

L(u, h, t, p1, p2) = ∥h∥1 + α∥t∥1 +
β

2
∥u− u0∥2F+ < p1, Du− h > +

δ

2
∥Du− h∥2F

+ < p2, D
γu− v − t > +

δ

2
∥Dγu− v − t∥2F

où :

• p1 ∈ ℜ2n×n et p2 ∈ ℜ2n×n : désignent les multiplicateurs de Lagrange.

• δ : est le paramètre de pénalité positif.

• ∥.∥F : est la norme de Frobenius.

• u : est définie comme matrice.
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Algorithme 2.2 L’algorithme ADMM pour la résolution (2.2)

— Initialisez u0,h0,t0,p01 et p02, définir les paramètres α,β,γ,δ.

— Calculez uk+1,hk+1,tk+1,pk+1
1 et pk+1

2 alternativement.

1. Calculez hk+1 et tk+1 en appliquant l’opérateur de retrait doux :

hk+1 = shrink(Duk +
pk1
δ
,
1

δ
)

tk+1 = shrink(Dγuk − v +
pk2
δ
,
α

δ
)

2. Calculez uk+1 en appliquant la méthode CG pour résoudre l’équation linéaire suivant :

(δ(Dγ)⊤Dγ + δD⊤D + βI)u = δ(Dγ)⊤(v + tk+1 − pk2) +D⊤(δhk+1 − pk1) + βu0

3. Mettez à jour les multiplicateurs lagrangiens :

pk+1
1 = pk1 + τδ(Duk+1 − hk+1)

pk+1
2 = pk2 + τδ(Dγuk+1 − v − tk+1)

— Arrêtez ou réglez k = k + 1 et revenez à l’étape 2.
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2.3.2 Le modèle TVL2 (la variation totale en norme deux)

Principe

C’est un modèle de régularisation utilisé dans le traitement d’images, visant à minimi-

ser la variation totale de l’image en utilisant la norme L2. Il est défini comme :

min
u∈BV γ(Ω)∩L2(Ω)

E(u) =

∫
Ω

|Du|dx+ α

2

∫
Ω

|Dγu− v|2dx+ β

2

∫
Ω

|u− u0|2dx (2.4)

tel que :

• α,β : des paramètres de régularisation positifs qui contrôlent l’équilibre entre les

trois termes du modèle.

• v :la caractéristique de gradient d’ordre fractionnaire cible.

• u : une image prédéfinie, (u est considéré comme une fonction).

•
∫
Ω
|Du| : la régularisation TV.

L’algorithme du problème de minimisation TVL2

Pour le modèle TVL2, on ce basons sur la forme discrète suivante :

min
u∈ℜn×n

∥Du∥1 +
α

2
∥Dγu− v∥2F +

β

2
∥u− u0∥2F (2.5)

22



tel que :

• u ∈ ℜn×n une image en niveaux de gris (u est considéré comme une matrice).

• ∥.∥F est la norme de Frobenius.

• Du =

(
Nu

uN⊤

)
∈ ℜ2n×n ou N =


1

−1 1
. . . . . .

−1 1

 ∈ ℜn×n

D’où, on a ∥Du∥1 =
∑n

i=1

∑n
j=1

√
(Nu)2i,j + (uN⊤)2i,j

Dans le but d’appliquer l’algorithme ADMM, nous introduisions une variable auxi-

liaire z ∈ ℜ2n×n tel que z = Du, et on aura

min
u∈ℜn×n,z∈ℜ2n×n

∥z∥1 +
α

2
∥Dγu− v∥2F +

β

2
∥u− u0∥2F (2.6)

Soit p ∈ ℜ2n×n le multiplicateur de Lagrange pour la contrainte linéaire z = Du, et

L(u, z, p) la fonction de Lagrange augmentée correspondante telle que :

L(u, z, p) = ∥z∥1 +
α

2
∥Dγu− v∥2F +

β

2
∥u− u0∥2F+ < p,Du− z > +

δ

2
∥Du− z∥2F

ou δ > 0 est la paramètre de pénalité.

Les sous problèmes par rapport à u et z sont résolus alternativement dans le cadre de

l’algorithme ADMM, la solution du sous-problème z a une solution de forme fermée, qui

peut être obtenue après l’application de l’opérateur de retrait doux.

C’est-à-dire :

zk+1 = argz min ∥z∥1 +
δ

2
∥Duk − z +

pk

δ
∥2F

= shrink(Duk +
pk

δ
,
1

δ
) (2.7)
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oú shrink(x, p) = max(∥x∥F − p, 0)
x

∥x∥F
, tel que 0

0

0
= 0.

Le problème de minimisation pour le sous-problème u est :

uk+1 = argumin
α

2
∥Dγu− v∥2F +

β

2
∥u− u0∥2F+ < pk, Du− zk+1 > +

δ

2
∥Du− zk+1∥2F .

Sur la base de la condition d’optimalité du premier ordre, la solution doit satisfaire

l’équation linéaire suivante :

(α(Dγ)⊤Dγ + δD⊤D + βI)u = α(Dγ)⊤v +D⊤(δzk+1 − pk) + βu0.

Selon les définitions des opérateursD etDγ , on obtient l’équation linéaire qui peut être

résolue par la méthode du gradient conjugué suivante :

(αM2 + δN⊤N + βI)u+ u(αM2 + δN⊤N) = α(Dγ)⊤v +D⊤(δzk+1 − pk) + βu0. (2.8)

D’où l’algorithme ADMM converge pour le modèle TVL2 pour le paramètre δ > 0 et

τ ∈ (0,

√
5 + 1

2
), avec τ est le paramètre qui contrôle la vitesse de convergence.
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Algorithme 2.3 L’algorithme ADMM pour la résolution (2.5)

— Initialisez u0,z0 et p0, définir les paramètres α,β,γ,δ.

— Calculez uk+1,zk+1 et pk+1 alternativement.

1. Calculez zk+1 en appliquant l’opérateur de retrait doux comme dans (2.7)

2. Calculez uk+1 en appliquant la méthode CG pour résoudre l’équation linéaire (2.8).

3. Mettez à jour les multiplicateurs lagrangiens :

pk+1 = pk + τδ(Duk+1 − zk+1)

— Arrêtez ou réglez k = k + 1 et revenez à l’étape 2.

Les seconds termes dans les deux modèles sont exploités pour combiner des caractéris-

tiques saillantes à partir des images sources en fonction des dérivées d’ordre fractionnaire,

et le terme d’ajustement
∫
Ω
∥u−u0∥2dx dépend d’une image prédéfinie telle que la qualité

de u0 à un effet direct sur la capacité des méthodes de fusion des images.
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2.4 Théorème de l’existence et de l’unicité

Théorème 2.4 supposons que u0 ∈ BV γ(Ω) ∩ L2(Ω) et v a une mesure de Radon à valeur

vectorielle finie, alors le problème de minimisation dans (TVL2) admet un unique minimiseur

u∗ ∈ BV γ(Ω) ∩ L2(Ω).

Démonstration. Afin de prouver l’existence et l’unicité d’une solution, on pose d’abord

{uk} ⊂ BV γ(Ω) ∩ L2(Ω) comme suite minimisante de (TVL2).

On a E(0) est finie, car pour u = 0,

on aura : ∫
Ω

|Du| = 0.

Et
∫
Ω
|Dγu− v|dx =

∫
Ω
|v|dx est finie (mesure de Radon).

Et
∫
Ω
|u− u0|2dx =

∫
Ω
|u0|2dx est finie.

Et on a E(u) est positif, car : α et β sont positifs.

alors

|Dγu− v|2 ≥ 0.

d’ou
α

2

∫
Ω

|Dγu− v|2dx ≥ 0

et

|u− u0|2 ≥ 0.

D’ou
β

2

∫
Ω

|u− u0|2dx ≥ 0.

Et
∫
Ω
|Du| finie.

D’où le minimum de la fonction énergétique E(u) est également fini.
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Autrement dit, il existe une constante positive C. Telle que :

E(uk) =

∫
Ω

|Duk|+ α

2

∫
Ω

|Dγuk − v|2dx+ β

2

∫
Ω

|uk − u0|2dx ≤ C

Puisque v la mesure de Radon à valeur vectorielle finie, alors :∫
Ω

|v| = sup{
∫
Ω

vψdx/ψ ∈ k} < +∞,

telle que

k = {ψ ∈ (C∞
0 (Ω))2, ∥ψ∥∞ ≤ 1}.

On a ∫
Ω

|Dγuk − v|dx ≤
∫
Ω

(|Dγuk|+ |v|)dx.

Alors ∫
Ω

|Dγuk − v|dx ≤
∫
Ω

|Dγuk|dx+
∫
Ω

|v|dx.

Comme ∫
Ω

|Dγuk|dx = sup{
∫
Ω

−ukdivγψdx/ψ ∈ k}

et ∫
Ω

|v|dx = sup{
∫
Ω

vψdx/ψ ∈ k},

donc ∫
Ω

|Dγuk − v|dx ≤ sup{
∫
Ω

−ukdivγψdx/ψ ∈ k}+ sup{
∫
Ω

vψdx/ψ ∈ k}

∫
Ω

|Dγuk − v|dx ≤ sup{
∫
Ω

−ukdivγψdx+
∫
Ω

vψdx/ψ ∈ k}

∫
Ω

|Dγuk − v|dx ≤ sup{
∫
Ω

(−ukdivγψ + vψ)dx/ψ ∈ k}.

Du fait que ∫
Ω

|Dγuk − v|dx = sup{
∫
Ω

(−ukdivγψ + vψ)dx/ψ ∈ k}.
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Alors
∫
Ω
|Dγuk − v|dx est fini.

Ie ∃C1 > 0

tel que ∫
Ω

|Dγuk − v|dx ≤ C1.

Et on a ∫
Ω

|Dγuk| =
∫
Ω

|Dγuk − v + v|

∫
Ω

|Dγuk| ≤
∫
Ω

(|Dγuk − v|+ |v|)

∫
Ω

|Dγuk| ≤
∫
Ω

|Dγuk − v|dx+
∫
Ω

|v|.

v est la mesure de Radon. Donc ∃C2 > 0 telle que :∫
Ω

|v| ≤ C2.

Soit C = C1 + C2 alors on obtient l’inégalité suivante :∫
Ω

|Dγuk| ≤
∫
Ω

|Dγuk − v|dx+
∫
Ω

|v| ≤ C1 + C2.

Alors ∫
Ω

|Dγuk| ≤
∫
Ω

|Dγuk − v|dx+
∫
Ω

|v| ≤ C (2.9)

Puisque E(uk) ≤ C, on’a ∫
Ω

|uk − u0|2dx ≤ C.

De plus, selon u0 ∈ L2, et L2 ⊂ L1 on en déduit que :∫
Ω

|uk|2dx ≤ C =⇒
∫
Ω

|uk|dx ≤ C. (2.10)

En fusionnent (2.9) et (2.10), on aura {uk} borné dans BV γ(Ω) ∩ L2(Ω).
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Basé sur la topologie faible deBV γ(Ω) et la réflexivité de L2(Ω), il existe une sous-suite

qui converge vers : u∗ ∈ BV γ(Ω) ∩ L2(Ω) telle que :

uk BV γ − v∗−−−−−−→ u∗ et uk L2(Ω)
−−−→

u∗.

En raison de la plus faible semi-continuité de TV et de la variation totale d’ordre frac-

tionnaire, nous avons ∫
Ω

|Du∗| ≤ lim inf
k→∞

∫
Ω

|Duk|

∫
Ω

|Dγu∗ − v|2 ≤ lim inf
k→∞

∫
Ω

|Dγuk − v|2.

Par conséquent, d’après le lemme de Fatou, on peut conclure que

E(u∗) ≤ lim inf
k→∞

E(uk)

et u∗ est un minimiser de TVL2.

De plus, puisque la fonction énergétique E(u) est évidement strictement convexe, le mi-

nimiser u∗ est unique. □

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons constaté l’importance de la fusion d’images dans le do-

maine du traitement d’images, nous avons étudié la méthode ADMM et les deux modèles

variationnels TVL1 et TVL2. De plus, nous avons abordé le théorème d’existence et d’uni-

cité.
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Chapitre 3

Etude numérique du problème de fusion

d’images

3.1 Introduction

Dans ce dernier chapitre, nous présentons les résultats de l’application des algorithmes

des modèles TVL1 et TVL2 sur une image test et leurs efficacités et performances tout en

utilisant la méthode ADMM, et nous comparons ces modèles avec d’autre modèles WTV

et FSG en étudions les valeurs de QMI et QP de l’image.

3.2 expériences numériques

Réellement, en considérant de l’absence de la véritable image originale, il est pénible

de mesurer quantitativement la qualité des résultats d’images fusionnées. Dans l’inten-

tion de les évaluer nous considérons deux métriques objectives de fusion, la métrique

d’information mutuelle QMI et la métrique de congruence de phase QP, telles que :

QMI =MI(u∗, f1) +MI(u∗, f2) et QP = PP .PM .Pm
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ou :

MI(x, y) = H(x) +H(y)−H(x, y).

H(x) = −Σxp(x)log2p(x) et H(x, y) = −Σx,yp(x, y)log2p(x, y).

PP = max{CP
f1,u∗ , CP

f2,u∗ , CP
s,u∗}, PM = max{CM

f1,u∗ , CM
f2,u∗ , CM

s,u∗} et Pm = max{Cm
f1,u∗ , Cm

f2,u∗ , Cm
s,u∗}.

Ck
x,y =

σk
xy+C

σk
xσ

k
y+C

.

Dans le but de montrer la potentialité des modèles TVL1 et TVL2, nous examinons

les valeurs QMI et QP pour l’image cameraman qui est floue et bruitée avec un écart

type égale à 2 et un niveau de bruit σ = {15, 20, 25, 30}. Nous comparons les résultats des

quatre méthodes et nous les listons dans le tableau suivant.

TABLE 3.1 – Les valeurs de QMI et QP de l’image Cameraman

QMI QMI QMI QMI QP QP QP QP

bruit FSG WTV TVL1 TVL2 FSG WTV TVL1 TVL2

15 5.8297 5.8548 6.0030 6.0384 0.5053 0.4955 0.5232 0.5225

20 5.5549 5.6269 5.7807 5.8035 0.4297 0.4353 0.4463 0.4519

25 5.2479 5.4410 5.6076 5.6160 0.3702 0.3935 0.4012 0.4050

30 4.9419 5.2760 5.4735 5.4823 0.3194 0.3583 0.3660 0.3647

D’après le tableau 1, les valeurs de QMI et QP de le modèle TVL1 et le modèle TVL2

surpasse les valeurs des deux autres modèles FSGet WTV.

A propos de le modèle TVL2 est légèrement meilleur que le modèle TVL1, car les valeurs

de QMI et QP de le modèle TVL2 sont supérieure au valeurs de le modèle TVL1.
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Dans la suite,Nous présentons les résultats obtenus de la fusion d’image Cameraman

sous un niveau de bruit σ = 30 avec les quatre méthodes différentes.

FIGURE 3.1 – Comparaison des différentes modèles de fusion des images source bruitées.

La première image représente l’image originale, la deuxième et la troisième expriment

deux images sources bruitée. La deuxième est bruitée à gauche et la troisième est bruitée

à droite avec un niveau de bruit σ = 30, la quatrième correspond au modèle FSG, la cin-

quième est traitée avec le modèle WTV, et les deux dernières images sixième et septième

sont abordées avec les modèles TVL1 et TVL2 respectivement .

D’après la FIGURE 3.1 en conclu que le modèle TVL1 et le modèle TVL2 produisent de

meilleurs résultats que les modèles FSG et WTV, car les images obtenues ont une qualité

plus net et plus claire que les autres modèles.
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Pour plus de précisions, on utilise le détecteur de bord astucieux, a fin de confirmer la

comparaison, et comme résultat en obtiens la figure suivante.

FIGURE 3.2 – Carte de bord des images fusionnées de la FIGURE 3.1 en utilisant le détec-

teur de bord astucieux.

D’après les cartes de bord, les modèles TVL1 et TVL2 sont efficaces pour fusionner

des images bruitées. Plus précisément, le modèle TVL2 surpasse les trois autres modèles,

car elle n’a pas de mauvais bords dans la région du ciel et du manteau noir.
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3.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté les résultats numériques de l’étude théorique du

chapitre précédent et nous avons fait une comparaison entre les modèles TVL1 et TVL2

avec les modèles FSG et WTV , tout en utilisent la méthode ADMM.

Les résultats montrent que le modèle TVL2 et le meilleure pour la fusion, car la régulari-

sation TV utilisée peut supprimer efficacement le bruit tout en préservant les arrêtes vives

et la dérivée d’ordre fractionnaire représente efficacement les caractéristique de l’image,

dans le terme de fidélité de fusion, afin qu’elle puisse conserver le lissage dans des régions

homogènes avec des caractéristiques d’image nettes.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons abordé deux modèles variationnels utilisés pour résoudre le

problème de fusion d’images avec débruitage : le modèle TVL1 (La variation totale en

norme une) et le modèle TVL2 (La variation totale en norme deux).

Ces deux modèles intègrent à la fois la régularisation de la variation total TV et la minimi-

sation des normes L1 et L2 pour obtenir une image fusionnée et débruitée de haute qualité.

Nous avons également exploiter la méthode ADMM (la méthode des multiplicateurs

à direction alternée), qui est une technique de résolution numérique des problèmes d’op-

timisation convexes. L’ADMM est utilisé pour les modèles variationnels afin de résoudre

les problèmes de fusion d’images en introduisant des variables auxiliaires, et en décom-

posant le problème en sous-problèmes plus simples.

A la fin de ce travail, on conclut que la fusion d’images et le débruitage sont des tech-

niques très importantes pour la réstauration d’image, car ils permette améliorer la qualité

et l’utilité des images dans de nombreux domaines d’applications. Les modèles variation-

nels, associés à la méthode ADMM, constituent une approche efficace pour résoudre ces

problèmes, en offrant des solutions de haute qualité tout en préservant les caractéristiques

importantes des images sources.
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