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Résumé

e travail concerne principalement I'étude de I'existence, de I'unicité et de la stabilité
des solutions de deux problemes aux limites non linéaires.

& Le premier est un probléeme aux limites hyperbolique semi-linéaire qui modélise les
petites vibrations dans un domaine borné. Nous montrons l'existence et l'unicité de la
solution faible en se basant sur les approximations de Galerkin combinées avec les résultats
de compacité.

& Le deuxieme est un systeme formé par une équation hyperbolique couplée a une
équation parabolique. Ce systeme apparait en thermoviscoélasticité. En utilisant les tech-
niques de Galerkin, nous prouvons que le systeme admet au moins une solution. Ensuite,

nous montrons que ces solutions sont exponentiellement stables.

Mots clés : Existence et unicité; Equation hyperbolique ; Méthode de Galerkin ; Stabilité de la

solution.
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Abstract

%his work mainly concerns the study of the existence, uniqueness, and stability of
solutions to two nonlinear boundary value problems.

&. The first is a semi-linear hyperbolic boundary value problem that models small
vibrations in a bounded domain. We show the existence and uniqueness of the weak
solution based on Galerkin approximations combined with compactness results.

&. The second is a system formed by a hyperbolic equation coupled with a parabolic
equation. This system appears in thermoviscoelasticity. Using Galerkin techniques, we
prove that the system admits at least one solution. Then, we show that these solutions are

exponentially stable.

Keywords : Existence and uniqueness; Hyperbolic equation ; Galerkin method; Solution stabi-

lity.
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Notation

Uy — U -
Uy — U -
Uy, —Fu
Uty Ut -
Uy, Oyl

Ugy

C([O’T] ;X))

¢, C:
p-p:

Equation aux dérivées partielles.

Espace des fonctions différentiable et & support compact dans 2.
Le dual de D(12) : L'espace des distributions sur 2.

L’espace de Lebesgue.

L’égalité par définition (affectation).

Le produit scalaire de L? (Q2).

La dérivée d’ordre o au sens des distributions.

La convergence forte de la suite (u,,) vers 1’élément w.

La convergence faible de la suite (u,) vers I'élément w.

La convergence faible étoile de la suite (u,,) vers 1’élément w.
Les dérivations premiere et seconde de u par rapport au temps.
La dérivée partielle premiere de u par rapport a .

La dérivée partielle de v par rapport a x d’ordre 2.

L’espace des fonctions continues sur [0, 7] a valeurs dans X.
Des constantes génériques strictement positives.

Presque partout.

A. Termellil
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Introduction

es équations aux dérivées partielles sont un outil extrémement important pour mo-
déliser des problemes et phénomeénes physiques. Depuis plusieurs décennies, de

nombreux phénomenes physiques ont été modélisés par ces équations. On peut citer par
exemple I’équation de Navier-Stokes, qui décrit I’écoulement des fluides, I’équation de la
chaleur, qui décrit la distribution et la diffusion de la chaleur ou des gaz, et I'équation des
ondes. Pour plus de détails sur 1"utilisation des équations aux dérivées partielles dans la
modélisation des phénomeénes physiques, nous renvoyons le lecteur aux références [11] et
[12].
La physique, la biologie et les sciences de 'ingénieur nécessitent la capacité de résoudre un
large éventail d’équations aux dérivées partielles.
Mathématiquement, de nombreuses méthodes ont été développées pour étudier et trouver
des solutions de certaines équations linéaires, telles que la séparation des variables,la
méthode des semi-groupes et les transformations de Fourier. Cependant, ces méthodes sont
généralement inefficaces dans le cas des équations aux dérivées partielles non linéaires,
d’ot "utilisation d’autres méthodes pour étudier 1'existence et 1'unicité des solutions de
ces équations, notamment la méthode du point fixe et la méthode de Galerkin.
La méthode de Galerkin est devenue 'outil de base de la résolution des equations aux
dérivées partielles (notamment pour I'étude des problemes non-linéaires) depuis son in-
troduction au XX¢ siecle. Cette méthode a été développée dans les années 1970, comme
en 1973, ou Reed et Hill ont utilisé la méthode de Galerkin pour résoudre des systemes
hyperboliques. L'idée de la méthode est la suivante : Partant d"un probleme posé dans
un espace de dimension infinie, on procede d’abord a une approximation dans une suite
croissante de sous-espaces de dimension finie. On résout ensuite le probleme approché,
ce qui est en général plus facile que de résoudre directement en dimension infinie. Enfin,
on passe d'une fagon ou d’une autre a la limite quand on fait tendre la dimension des
espaces d’approximation vers 1'infini pour construire une solution du probleme de départ.

I convient de noter que, outre son intérét théorique, la méthode de Galerkin fournit égale-

A. Termellil 1 Université Saad Dahleb Blida 1



Introduction

ment un procédé constructif d’approximation, voir [9].

Dans la littérature, il existe de nombreuses recherches mathématiques qui visent a étudier
I'existence, 1'unicité et la stabilité des solutions aux équations aux dérivées partielles. Nous
mentionnons, par exemple, que dans le travail [2], les auteurs utilisent les techniques de
Galerkin pour étudier I'existence et 1'unicité de la solution d"un probleme aux limites non
linéaire de type hyperbolique. Dans l'article [3], un modele du probléme parabolique avec
conditions aux limites intégrales a été étudié. L'existence et I'unicité de la solution faible
ont été prouvées par la méthode de Galerkin. Dans l'article [8], I’existence des solutions
faibles de I’équation thermo-viscoélastique a été étudiée par la méthode Galerkin, puis la
stabilité exponentielle des solutions a été prouvée.

Notre objectif dans ce travail consiste a analyser la question de I’existence, de I'unicité et
de la stabilité des solutions de quelques problémes aux limites non linéaires en se basant
sur les approximations de Galerkin combinées avec la méthode de I'injaction du compacité.
Ces techniques sont utilisées par Lions [10] pour des problemes similaires.

Plus en détail, dans ce travail nous étudions deux problemes : le premier probleme est
du type hyperbolique avec un terme source non linéaire, et le second probleme est un
probleme couplé intervenant en thermoviscoélasticité non linéaire.

Ce mémoire est structuré en trois chapitres :

e Dans le premier chapitre, on rappelle quelques résultats d’analyse fonctionnelle (les
espaces de Sobolev, topologie faible, application de trace,...) ainsi que quelques concepts de
base et définitions sur les équations aux dérivées partielles.

¢ Dans le deuxiéme chapitre, on étudie le résultat de 'existence et 'unicité de la solution
faible d’un probléme aux limites hyperbolique semi-linéaire en utilisant la méthode de
Galerkin.

e Dans le dernier chapitre, on considére un systeme non linéaire impliquant 1’équation
thermo-viscoélastique. Nous prouvons l'existence des solutions a ’aide de la méthode de
Galerkin, puis nous étudions la stabilité exponentielle des solutions. Ce chapitre est un
détail d'un cas particulier de l'article [8], ot I'auteur a étudié un probléeme aux limites pour

un systéme thermo-viscoélastique régi par les deux équations principales suivantes

wy — M (fOL 2 dx) Une — Bt + by + g (u;) = 0 dans (0,L) x (0,T),
0, — KO, + auy, = 0dans (0,L) x (0,7).
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CHAPITRE 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

<€e chapitre est consacré a rappeler quelques préliminaires mathématiques qui seront
utilisés partout dans ce mémoire. Pour plus de détails sur ce sujet nous renvoyons le
lecteur, par exemple, aux références ([1], [4], [10]). Dans ce chapitre, {2 désigne un ouvert

non vide de R" (n = 2 ou 3).

A. Termellil 3 Université Saad Dahleb Blida 1



1.1. Espaces de Lebesgue L? (£2)

1.1 Espaces de Lebesgue L” ()

Définition 1.1. Soit p € [1, +o00[. On appelle I'espace de Lebesgue LP (1) I'ensemble
LP (Q) = < v: Q — R; v mesurable sur () et /|v|p dr < +00
Q

L’espace LP (2) est un espace de Banach s’il est muni de la norme

P

ol = | [ 1o o

Q

Sip = +ooetv:Q — R mesurable, alors on définit I'espace L*>° (§2) par

L>(Q) = {v : Q — R; v mesurable sur ) et supess |v(z)| < —|—oo} ,
e

o

supess |v (z)| = inf {M > 0; |v(x)| < M presque partout dans Q},
e

I'espace L™ () muni de la norme
HUHLoo(Q) = supess v (z)],
HISY)
est aussi un espace de Banach.

Dans ce qui suit nous allons rappeler quelques propriétés des espaces L” (2).
Soit 1 < p < oo unréel. On pose ¢ = -5 et on dit que ¢ est I'exposant conjugué de
p. L'exposant ¢ est caractérisé par ]% + % = 1. Pour p = 1 (resp. p = c0) nous poserons

naturellement ¢ = oo (resp. ¢ = 1).

Théoreéme 1.1. Soit p € [1,+00], les espaces LP (S2) vérifient les assertions suivantes.
1. Les duaux des espaces LP (1), pour p € [1,+o0|, vérifient (L? () = L (Q).
2. Les espaces L (S2) sont des espaces réflexifs pour p € |1, 4o00].
3. Les espaces L (S2) sont des espaces séparables pour p € [1,+o0].
4. D () est dense dans LP (Q2) pour p € [1,4o00[, c'est-a-dire que pour tout u € L (Q) il

existe une suite u,, € D (Q), telle que

nlggo Ju— unHLP(Q) = 0.

A. Termellil 4 Université Saad Dahleb Blida 1



1.2. Espaces de Sobolev classiques

5. De toute suite de Cauchy dans L? (2), avec 1 < p < oo, on peut extraire une sous-suite qui

converge presque partout dans .

Théoreme 1.2 (Inégalité de Holder). Soient u € LP (2) et v € L9 (§2) avec 1 < p < oo. Alors
uv € L' (Q) et

/ 0] dz < [l ey 9] ooy -
Q

Remarque 1.1. Il convient de retenir une conséquence tres utile de I'inégalité de Holder. Soient u,,

U, ..., U, des fonctions telles que

1 1 1 1
w € LP(Q),1<i<k avec —=—+—+..+— <1
P p1 P2 Pk

Alors le produit w = uy.uy....uy, appartient a LP () et
HUHLP(Q) < HU1||LP1(Q) Huzﬂmz(g) ||Ul~c||m(ﬂ)-
Corollaire 1.1. L'espace L* () muni du produit scalaire

(u,v) = /u.vdm, Yu,v € L (),
Q

est un espace de Hilbert. De plus l'inégalité de Cauchy-Schwarz correspondant a l'inégalité de
Holder, c’est-a-dire

|(w, o) < lull g2y 10l 220y -

1.2 Espaces de Sobolev classiques

1.2.1 Distributions
Les espaces C*(Q2), D (Q)

Soit 2 un ouvert de R" et z = (x4, ..., z,,) un point générique de R”. Soit u une fonction
réguliere (ayant des dérivées partielles continues autant qu’il est nécessaire) définie sur (2.
On définit les opérateurs usuels suivants :

:= dérivée partielle par rapport a z;

L
. , Ju ou .
e Le vecteur gradient est donné par Vu := [ —, ..., (ou sa transposée).
ox 1 8xn
n 82
e L'opérateur Laplacien est donné par: A := ) Fre
i=1 0;

A. Termellil 5 Université Saad Dahleb Blida 1



1.2. Espaces de Sobolev classiques

e Pour définir les dérivées d’ordre supérieur, on rappelle qu'un multi-indice a@ =

(a4, ..., 04,) est un élément de N”, sa longueur est

o] == " a;, (module de ).

i=1
L’opérateur d’ordre D* est donné par

Dl oY 9™ o
= ay = o1 az T an’
Ox{'....0xem Ox]" 0x5 Oz

Da

(on dérive a;-fois par rapport a ;).
e On désignera par C°(Q) (resp. C*(Q)) 'espace des fonctions continues (resp. continu-

ment différentiables) sur () a valeurs réels puis, pour £ € N, k > 2, on pose

ou
k o k—1 )
C (Q)—{uGC (Q)’ami

cCF1(Q),i= ln}

C’est I’espace des fonctions k fois continiment différentiables sur (2 a valeurs dans R. On

notera enfin
C=(Q) = (1 C" (),
k>0
I'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur (2.
e On note Dk (2) = {u e C*(Q); supp (u) C K}, ou K désigne un sous-ensemble

compact de R".
Définition 1.2. L’espace D () est I'espace défini par
D (Q) = C° := {fonctions de classe C* a support compact K C Q}.

Proposition 1.1. D (2) est un espace vectoriel pour I'addition et la multiplication par un scalaire.

Définition 1.3. Soit (¢;),en une suite d’éléments de D(S2). On dit que (¢;) jen tend vers 0 dans
D(R2) quand j — +oo si et seulement si il existe K CC € tel que, pour tout j € N, supp (¢;) C K
et tel que ¢; ainsi que toutes ses dérivées tendent vers 0 uniformément dans K (i.eVa = (o, ..., ay,)
€ N2 [[D*(¢5)| ooy — O quand j — +00). Enfin, on dira que (¢;)jen tend vers ¢ dans D(S2)
si (¢; — ¢); tend vers 0 dans D((2).

Il s’agit donc d"une convergence uniforme sur la fonction et toutes ses dérivées partielles,
sous la condition d"un support commun. C’est une convergence tres stricte.

Il faut bien noter que les fonctions de D(f2) sont tres pratiques a utiliser : en tant que
fonctions continues sur des compacts, elles sont bornées et appartiennent donc a tous les

espaces L (2) pour 1 < p < +4o0.
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1.2. Espaces de Sobolev classiques

Proposition 1.2. D (Q) = C (Q) est dense dans C? (Q) au sens de la convergence uniforme.

Définition 1.4. Soit T' : D(Q2) — R une forme linéaire. On dira que T est continue si et seulement
si pour toute suite (¢;) ;>0 de D(§2) convergeant dans D(S2) vers 0, la suite de nombres T' (¢;) -,

tend vers zéro quand j tend vers l'infini.

Définition 1.5. On appelle distribution sur ) toute forme linéaire T' continue sur D(S2), on note
T:9eDQ)—T(p)=(T,0) €R.
Les (-,-) sont en effet une notation classique en dualité.
Notation. On désigne par D'(2) l'ensemble des distributions sur D((2).

Définition 1.6. On dit qu’une suite de distributions (T,),>o converge dans D'(Q) vers une
distribution T si
T, (¢) = (T, 0) — (T, ¢) ,Yo € D(Q2).

La convergence est dite faible.

i) Soit f € L},. () une fonction localement intégrable. L’application

loc

Ty 6 € DQ) — (T}, 6) = / fodz,
Q

est une distribution d’ordre 0.

ii) Soit f,g € L} . (Q) alors

loc

PP
Ty=T, <= f =y,

autrement dit L}, (Q2) peut étre injecté dans D'().

loc

Définition 1.7. i) Une distribution est dite positive si et seulement si
Vo €D(Q): ¢ > 0= (T,¢) > 0.
ii) On appelle support d'une distribution le complémentaire du plus grand ouvert O tel que
supp (¢) C O = (T',¢) = 0.

Définition 1.8. (Dérivation d’une distribution). Soit T' € D'(Q2). Pour tout j de {1, ...,n}, on

ar \ 2
() =~ ()

et donc, par récurrence, pour tout multientier o = (o, ..., ov,) € N”

définit la distribution ba; bar

(0°T, ¢) = (—1)* (T, 0°9).

A. Termellil 7 Université Saad Dahleb Blida 1



1.2. Espaces de Sobolev classiques

Cette définition a évidemment un sens; D((2) est stable par dérivation, la convergence
dans D(£?) implique celle de toutes les fonctions dérivées, et le support d'une fonction est

réduit par dérivation.

Lemme 1.1. Soit @ C R", n > 1et soit f,(z), f(x) deux fonctions réelles dans LP(2), (1 < p <
+00) telle que f,, converge fortement vers f dans LP(S2). Alorssi 1 < p < +00, (f,), admet une
sous suite converge presque partout vers f et si p = +o0. Alors (f,), converge presque partout

vers f.

1.2.2 Espace de Sobolew.

Dans ce paragraphe, nous définissons les espaces de Sobolev qui sont les outils fonda-
mentaux de dériver la formulation variationnelle.
Définition 1.9. Soit Q) un ouvert de R™. L'espace de Sobolev H' (Q0) est défini par

ou
’ 81’1

H'(Q) = {uEL2 Q) €L’ (Q),We{l,Q,...,n}},

ol % au sens des distributions.

Proposition 1.3. Muni du produit scalaire

(1, v) = / (u () v (2) + Vau (2) . Vo (z)) da,

Q

et de la norme

2

il = | [ (u@P +Vu@P)de |
Q
I'espace de Sobolev H' () est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.3 (de densité). Si ) est un ouvert borné régulier de classe C"*, alors D (Q) est dense
dans H' ().

Définissons maintenant un autre espace de Sobolev qui est un sous-espace de H' (Q2),

ces espaces sont trés utiles pour les problemes avec conditions aux limites de Dirichlet.

Définition 1.10. L'espace de Sobolev H}} (Q) est défini comme 'adhérence de D () dans H' ().

Autrement dit

Hy (Q) ={ue H (Q),3v, € D(Q) telle que v, — udans H' ()} .

A. Termellil 8 Université Saad Dahleb Blida 1



1.2. Espaces de Sobolev classiques

Définition 1.11. Le dual de l'espace de Sobolev H}} (Q2) est appelé H™* (Q).

Proposition 1.4. L'espace H~' (Q) est caractérisé par

H(Q) = {u = vy + Z 5"02-' avec vy, vy, .., v, € L* (Q)}

Muni de la norme

||‘C||H*1(Q): sup ‘<‘C7U>H*1(Q)H%(Q)

HUHHé(Q)Sl

4

U'espace H™' () est un espace de Banach.

On peut aisément généraliser la Définition 1.9 de 1'espace de Sobolev H' (Q2) aux fonc-
tions qui sont m > 0 fois dérivables au sens faible. Soit & = (a4, as, ..., o, ) un multi-indice.

n
On note |a| = Y «a; et pour une fonction u,
i=1

olely
= aq a9 aq
0x{" 0z3*...0xy,

D%u () ().
Définition 1.12. Pour un entier m > 0, 'espace de Sobolev H™ (£2) est défini par
H™(Q) = {u € L?(Q); D € L* (Q), Ya avec |af < m},

oit la dérivée D* est a prendre au sens faible.

Proposition 1.5. Muni du produit scalaire

(u,v) = Z D%u.D%vdx,
Q lol<m
et de la norme
2
el gm0y = Z D%u.D%udzx |
O lal<m

I'espace de Sobolev H™ (£2) est un espace de Hilbert.

Proposition 1.6. H™ (2) C H™ (Q), et l'injection est continue pour m > m’.

Définition 1.13. Pour m > 0 on désigne par H\"* (Q2) la fermeture de D (2) dans H™ (2).
H"(Q) ={ue H™ (Q),3v, € D(Q) telle que vy — wdans H™ (2)}.

Remarque 1.2. 1. H{* () est un sous espace fermé de H™ (€2).
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1.2. Espaces de Sobolev classiques

2. En général HJ* (2) # H™ ().
3. HY(Q)=L*(Q).
4. Si Q) =R", alors on peut montrer que Hj* (R") = H™ (R"™).
Théoreme 1.4. Si Q C R" a frontiere lipschitzienne, alors C> () est dense dans H™ ().

Plus généralement, on peut définir des espaces W™ (€2) pour un entier m et pour un

réel 1 < p < oo.

Définition 1.14. Pour tout entier m, I'espace de Sobolev W™ (Q)) est défini par
WmP(Q) ={ue LP(Q); D € L? (Q), Va avec |a| < m},

oit la dérivée D est a prendre au sens faible.

Muni de la norme

1
p
( > IID‘YUH]ZP(Q)) sil<p<oo,
||u||wm,p(g) = la|<m
0<lal<m 1Dl ey sip =00,

l'espace de Sobolev W™ () est un espace de Banach. Nous désignons par W,” (2) la
fermeture de D (Q2) dans W7 (Q)

Wy? (Q) = D (Q) dans WP (Q),

et par W17 (Q) le dual topologique de W, (), tel que % + é = 1.

1.2.3 Quelques propriétés et Théoremes fondamentaux

Dans cette section, nous donnons quelques propriétés de base des espaces de Sobo-

lev sans en donner les preuves qui se trouvent dans tout livre consacré a ces espaces.
([4], [10], [13]).

Définition 1.15. Soient deux espaces de Banach X et Y tels que Y C X. On dit que Y s’injecte de

maniére continue dans X (en notation Y — X) si et seulement si I’opérateur identité

Id: 'Y — X

U > U,

est continue. De méme on dit que Y s’injecte de maniere compact dans X (en notation Y —, X)

si et seulement si Id est compact.
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1.2. Espaces de Sobolev classiques

Théoreme 1.5 (Rellich). Si 2 un ouvert borné de R™ a frontiere continue, alors
H™(Q) —. H™ 1 (Q),¥m € N*.

En particulier
H™(Q) <. L*(Q),Vm € N*.

Proposition 1.7 (Inégalité de Poincaré). Soit (2 un ouvert borné de R™. 1l existe une constante

Clq) telle que pour toute fonction w € Wy (), on a

HUHLp(Q) < Cloy HVUHLP(Q)”‘

Dans I'étude des problémes aux limites linéaires ou non linéaires, 'injection de Sobolev
joue un role important, car elles fournissent des inégalités entre les normes des espaces de

Sobolev H™ ((2) et les normes des espaces de Lebesgue L” ((2).

Théoreme 1.6 (Injection de Sobolev). Soit Q2 un ouvert de R™ a frontiere lipschitzienne, ou bien

Q=R"etl <p < oo, alorson al'injection

1. H™(Q) — L? () ,Ym € N* tel quem — % > —

SIS

2. H™(Q) = C (Q),Vm € N* tel que m — 2 > 0.
3. H™(Q) —. LP () ,Vm € N* tel que m — 5 > 0.

Traces

Nous désignerons par I' la frontiere de (2.
Le but essentiel de cette section est de montrer que la “restreiction” sur I' ( appelée trace)

d’une fonction de H™ (£2) a un sens méme si cette fonction n’est pas continue.
Théoreme 1.7 (Définition). Soit 2 un ouvert de R™ a frontiere lipschitzienne, alors I'application

= (@) — )

U —  up,

s’étend en une application linéaire continue de H' (Q) dans L* (T), appelée opérateur de trace et

notée .

Remarque 1.3. Si Q un ouvert de R™ a frontiere lipschitzienne, alors

Hy (Q)={uec H (Q): 7 (u) =0surT}.
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1.2. Espaces de Sobolev classiques

Convergence faible et convergence faible étoile

Soit X un espace de Banach muni de la norme |[|-|| .. On note par X* I'espace dual de X

et par (-, ) .y le produit de dualité entre X™* et X.

Définition 1.16. On dit que la suite (u,) € X est converge faiblement vers u € X, et on note
Uy, — U, SI

Hm (v, Up) oy = (U, V) oy, YU € X7
n—oo

Dans ce cas u s’appelle limite faible de la suite w,,.
Proposition 1.8. Soit u,, une suite de X. Ona

1. Siu,, — u fortement, alors u,, — u faiblement.
2. Siu, — u faiblement, alors ||u, ||y est bornée et ||ul| < liminf ||Ju,] .

3. Siwu, — u faiblement et si v,, — v fortement dans X*(c’est-a-dire lim |v, —v||, = 0),
n—oo

xT

alors nhﬁngo (Uns Un) oy = (U, U) o -

Théoreme 1.8 (Compacité faible des bornés du dual d"un espace réflexif). Soit X un espace
réflexif et soit (u,,) une suite bornée de X (c’est-a-dire il existe c € Ry tel que ||u, ||y < ¢ pour tout

n € N). Alors il existe une sous-suite, encore notée (u,) et u € X telle que u,, — u dans X.

Définition 1.17. On dit que la suite (u,,) € X* converge faiblement étoile vers un élément u € X,
et on note u,, < u, Si

Hm (Un, 0) oy = (U, 0) oy, VO € X,
n—oo

u s’appelle limite faible étoile de la suite w,,.

Proposition 1.9. Soit u,, une suite de X*. Ona

1. Siwu, — u fortement, alors u, — u faiblement.

2. Siw, = u faiblement, alors ||u,|

«~ est bornée et ||u]

o < liminf [Ju, || ..

3. Siwu, — u faiblement et si v, — v fortement dans X (c’est-a-dire lim |jv, — v| = 0),
n—oQ

alors Jim. (Up, Un) o x = (U, V) yux-

Théoréme 1.9 (Compacité faible étoile des bornés du dual d’un espace séparable). Soit

X un espace séparable, et soit (u,) une suite bornée de X* (c’est-a-dire il existe ¢ > 0 tel que

| tn |l < c pour tout n € N). Alors il existe une sous-suite, encore notée (u,,) et u € X* telle que

*
u, — udans X*.
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1.3. L’espace L* (0,T; X)

Une application importante de ce théoréme est la suivante : si {2 est un ouvert de R?
et (u,) est une suite bornée de L™ (), alors il existe une sous-suite encore notée (u,) et

u € L™ (Q) telle que [ u,vdr — [wuvdz pour tout v € L' (Q). En effet, L™ (Q2) est le dual de
Q Q

L' (€2), qui est séparable.

Lemme 1.2. Supposons que ) est un domaine borné de R™,n > 1,soit f,(x) une suite bornée
dans LP(2), (1 < p < +o0) telle que f,, converge presque partout vers f. Alors f € L(Q), et f,
converge faiblement vers f dans LP(£2).

Théoréme de Riesz-Fréchet et Lax-Milgram

Théoréeme 1.10 (Représentation de Riesz-Fréchet). Soit X un espace de Hilbert réel et (-, -)

un produit scalaire de X . Pour tout v € X*; il existe u € X unique tel que
(v, W) oy = (U, W), Yw € X.

De plus on a

lullx = [lvllx--

Théoreme 1.11 (Lax-Milgram). Soit a (-, -) une forme bilinéaire continue et coercive sur un espace

de Hilbert X. Soit | (-) une forme linéaire continue sur X. Alors il existe un unique u € X tel que

a(u,v) =1(v), Vv e X.

1.3 L’espace L?(0,T; X)

Nous allons introduire maintenant d’outils supplémentaires qui sont fondamentaux
pour l'étude des problemes d’évolution. Soit 0 < T' < oo et soit (X, ||-|| ) un espace de

Banach réel.

Définition 1.18. Soit X un espace de Banach et T' un réel strictement positif. Pour p € [1, +0o0],
on note L (0,T; X) I'ensemble des fonctions Lebesgue mesurables définies sur |0, T et a valeurs
dans X, telles que 'application t — ||u (t)| y soit dans L? (0,T"). L'espace L* (0,T; X) est un

espace de Banach pour la norme

1
T P
HuHLP(O,T;X):( / ||u<t>||§dt) i1 <p<oo

[ull oo .7y = Inf {e > 05 lu @) x < ¢, €]0, T}, sip = oo

A. Termellil 13 Université Saad Dahleb Blida 1



1.3. L’espace L* (0,T; X)

Par ailleurs, nous avons les résultats suivants

Proposition 1.10. Pour p € [1,+oo[, ona

1. Si X est séparable, alors LP (0,T; X) est aussi séparable.
2. Si X est réflexif, alors LP (0, T; X) est aussi réflexif.

3. Si X etY désignent deux espaces de Banach, X inclus dans 'Y, avec injection continue, alors
il existe une injection continue de L? (0,7; X ) dans L? (0,T;Y).

4. Si (X, (-,-)y) est un espace de Hilbert, alors L* (0, T'; X)) est aussi un espace de Hilbert pour

le produit scalaire défini par

(0, 0) oo o) = / (u(t) v (8)) x .

5. Si X est un espace de Banach réflexif et X* son dual, alors

1 1
LP(0,T;X)" = L7(0,T;X"), 1 <p,g<oo, -+ - =1,
p g
et
LY(0,7: X)" = L™ (0,T; X*),
oit LP (0, T; X)* représente le dual de l'espace L? (0,15 X), 1 < p < oc.

Théoreme 1.12 (Bochner). Une fonction u : [0,T] — X mesurable est intégrable si et seulement

si la fonction x — ||u (z)||y : [0,T] — R est intégrable. Dans ce cas

/OTu(t) dt

Lemme 1.3. Siu € L? (0,7;X) et u; € LP (0,75 X) (1 < p < 00), alors u est apreés modification
éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de (0,7T), continue de [0,7] — X. C’est-a-dire
ue C([0,T];X),on C(0,T; X) I'ensemble des fonctions continues dans (0,T") a valeurs dans X.

T
< / i (8)] dt.
X 0

Théoreme 1.13. Soit (X, (-, ) ) un espace de Hilbert et soit v : |0, T[ — X une fonction tel que
uwe LP(0,T7;X),etu € LP(0,T; X), alors

1. La fonction t — ||u (t)||  est une fonction absolument continue sur l'intervalle |0, T'[.

1d du (t)

2 —_—
2. 5 lu (@5 = ( o ,u(t))X, presque partout dans |0, T'.

3 gl = 3 lu @1+ [ (P ) dsveen.t

A. Termellil 14 Université Saad Dahleb Blida 1



1.4. Lemmes de Gronwall

1.4 Lemmes de Gronwall

Nous passons maintenant en revue les lemmes de Gronwall qui interviennent dans de
nombreux problémes aux limites, en particulier pour établir l'unicité de la solution, ainsi
que pour former les estimations a priori. Pour avoir plus de détails sur les rappels figurant

dans cette section, le lecteur pourra consulter par exemple ([11]).

Lemme 1.4. Soient u, v € C ([0, T];R) telles que u (t) > 0 et v (t) > 0 pour toutt € [0,7], a > 0
une constante et w € C' ([0,7];R).

1. Si
w(t)ga+/tu(s)ds+/tv(s)w(s)ds,we[O,T},
alors Ot 0 .
w(t) < (a—l—/u(s)ds) exp (/v(s)ds),we[o,ﬂ.
2. Si 0 t 0
w(t)gu(s)—i—a/v(s)ds,we[O,T],
alors 0

t

/0 "w (s)ds < exp (aT) / u(s) ds.

0
Dans le cas particulier v = 0, la partie (1) de ce lemme devient

Remarque 1.4. Soit v € C ([0,7T];R) tel que v (t) > 0 pour tout t € [0,T], a > 0 une constante,
et w € C([0,T];R) est une fonction telle que

t
w(t) < a+/ v(s)w(s)ds, Vt €[0,T],
0
alors .
w (t) < aexp (/ v (s) ds) ,Vt € 10,7].
0
Lemme 1.5. Soient u, v € C([0,T];R) telles que u (t) > 0 et v (t) > 0 pour tout t € [0,T],
a > 0. Soit w : [0, T] — R une fonction telle que

%wQ () < %aQ + /u(s)w (s)ds + /'U(s) w? (s)ds, ¥t € [0, T].

0 0

lw ()] < (a—i—/u(s)ds) exp (/v(s)ds) ,Vt €0,T].

0 0

Alors
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1.5. Concepts de base et définitions

1.5 Concepts de base et définitions

Dans cette section, nous introduisons quelques concepts sur les équations aux dérivées

partielles. Pour plus de détails, voir ([7], [5]).

1.5.1 Equations aux dérivées partielles

Définition 1.19. Une equation aux dérivées partielles (EDP) est une equation mathématique de la
forme

F(2,y, ..., u, Uy, Uy, Uy, Ugy.....) = 0, (1.1)

ou
— 1,9, 2, ... les varaibles indépendentes.
— u(z,y, 2, ...) la fonction inconnue.

— Uy, Uy, Uy, Ugy-.... l€s dérivées partielles de .

Les solutions de I’équation aux dérivées partielles (1.1) sont les fonctions qui vérifient

cette équation.

Exemple 1.1. Soit I'EDP dans R? suivante
Ugy = Uyy-
Les fonctions u(x;y) = (z + y)? et u(x;y) = sin(x — y) sont deux solutions de cette équation.

Définition 1.20 (L'ordre d’une (EDP)). On appelle ordre d'une (EDP) lordre le plus élevé des

dérivées partielles.

Exemple 1.2. Ona

1. u, —u, =0, est une EDP d’ordre 1.
2. ZUyy — xy (u,)* = 2y, est une EDP d’ordre 2.

3. ¥ (Uggy) — TYUy, =y + x, est une EDP d’ordre 3.

Définition 1.21 (Linéarité et homogénéité). Soient D un domaine de R" et

L:D—D

uvr— L(u),
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1.5. Concepts de base et définitions

un opérateur. On dit que L (-) est linéaire si et seulement si Vo, f € R, Vu,v € D
L (au+ pv) = aL (u) + L (v) .
Une EDP est dite linéaire si elle est de forme

L(u)=f(zy,..),

ol
— L (-) un opérateur linéaire.
— f(z,y,...) est une fonction a plusieurs varaibles.

— u(z,y,...) la fonction inconnue.

De plus si f (z,y,...) = 0, on dit que I'équation est linéaire homogene, si non elle est dite non

hamogene.

Exemple 1.3. Soit I'équation
U+ TUyy + TYUgy = 2. (1.2)

L’équation (1.2) est une EDP linéaire non homogene. Dans cette exemple on a
L (u) = u+ zuy, + ryuy, et f (z,y) = 2.
L (-) est un opérateur linéaire en effet, pour toute o, 5 € Ret v,u € D,ona
L(au+pv) = au+pv+z(au+ pv),, +zy(au+ pv),
= (ou+ azuyy + aryuy,) + (Bv + Brvy, + Bryvy,)
= ol (u)+ BL (v).
et par suite I'équation (1.2)est linéaire.

Définition 1.22 (Equation aux dérivée partielle non-linéaire). Une équation aux dérivées

partielles est dite complétement non linéaire si son terme de I'ordre le plus élevé est non linéaire.

Exemple 1.4. Soit I'équation
(uy) (uyy) + Uge = €Y. (13)

L’équation (1.3)est une EDP non linéaire et non homogene.

En effet L (u) = (uy) (uyy) + uee et f(x,y) = €Y, Uopérateur L (u) n’est pas un opérateur
linéaire, en prendre par exemple o = 3 = 1 et u(x,y) = v (z,y) = y?, nous obtenons L (u + v) =
16y et L (u) + L (v) =8y, donc L (u+v) # L (u) + L (v).
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1.5. Concepts de base et définitions

Définition 1.23 (Equation aux dérivée partielle quasi-linéaire). Une équation aux dérivées
partielles quasi-linéaire est linéaire par rapport aux dérivées partielles d’ordre le plus élevé de la

fonction w.

1.5.2 Equation aux dérivées partielles du premiare ordre
Définition 1.24. Un EDP linéaire premiere d’ordre de deux variable est sous la forme
a(xvyvu)ux +b(I,y,U)Uy +C($7y)u = f(x7y)/

car L (u) = a(x,y,u) uy + b (x,y,u) u, + ¢ (x,y) u est linéaire par rapport de w.

Un EDP semi-linéaire premiere ordre de deux variable est sous la forme

a(z,y,uw)u, +b(r,y,u)u, =c(z,y,u). (1.4)

1.5.3 Equation aux dérivées partielles du deuxieme ordre

Définition 1.25. Soient a, b et c des fonctions définies dans un ouvert Q) de R? et F une fonction
définie dans un ouvert de R®.

On appelle EDP semi-linéaire du second ordre d'inconnue u, une equation de la forme
a(z,y) Upy + b (2,Y) Ugy + c(2,y) uyy = F (2,9, u, uy, uy) . (1.5)

Classification des EDPs de deuxiéme ordre.

Soit
A = b* — dac.
L’équation (1.5) est dit
— Parapolique si
A=0
— Hyperpolique si
A > 0.
— Eliptique si
A <0.

Exemple 1.5. Ona
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1.5. Concepts de base et définitions

1. L'équation de la chaleur

U = Klgg,
est une équation parabolique.

2. L’équation des ondes

2
Ut = C Ugy,
est une équation hyperbolique.

3. L'équation de Laplace

Uge + Ugy = 07

est équation eliptique.

1.5.4 Les conditions initiales et conditions aux limites

Pour trouver des solutions particulieres d'une EDP, a partir de la soluion générale, on
va imposer des conditions restrictives sur I’'ensemble des solutions.
1. Conditions initiales.

Soit u (x,t) est une fonction tel que (x,¢) € R” x R. La condition initiale donnée par la forme

u (@, to) = [f(x),

ou

utt.t (,t0) = fp (v) telquep € N.

p fois

Exemple 1.6.

1. Equation de la chaleur

2

U = ktze, k>0,2€la,b,t€R,,
u(x,tg=0)=e".

2. L’équation des ondes

{ Uy = CPUyy, T € Ja, b, t € Ry,
U(%tozo) :f(x)aut('r7t0:0) :g(l'),

on a deux conditions initiales.
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1.5. Concepts de base et définitions

2. Conditions aux limites.
Soit Q2 un ouvert bornée de R” tel que 02 sa frontier. Soit u (z, t) une fonction définie de
OR, dans R.

i. Condition de Dirichlet.
On appelle condition de Dirichlet une condition ott on impose la valeur de la fonction

recherchée u (z,t) sur le bord 052, c’est-a-dire u (z,t) = g (z,t) sur 9.

Exemple 1.7.
{ U,t:kuxm, kj>0,x€]1,2[,t€R+,

u(l,t) =@ (), u(2t)=1v(1).
ii. Condition de Neumann.

On appelle condition de Neumann une condition o1 on impose la valeur de la dérivée

normale de la fonction recherchée u (z,t) sur le bord 02, c’est-a-dire u,.n = g (x,t) sur 5.

Exemple 1.8.
{ U = kg, k>0,2€|1,2[,t Ry,

us (L,t) =@ (t), s (2,8) =0 ().
iii. Condition de Robin (mixte).
On appelle condition de Robin (mixte) une condition olt on impose une relation entre
la valeur de la dérivée normale de la fonction recherchée et sa valeur sur le bord 0f2,
c’est-a-dire

a(z)u+b(x)u,n=g(x,t) sur .
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CHAPITRE 2

ETUDE D’UN PROBLEME DE DIRICHLET
POUR UNE CLASSE DES EQUATIONS

HYPERBOLIQUES SEMI-LINEAIRES

@ams ce chapitre, nous allons considérer un probléme aux limites hyperbolique semi
linéaire avec des conditions aux limites de Dirichlet. Aprés avoir montré que ce
probleme, sous certaines conditions est équivalent au probléme variationnel, en utilisant
les techniques de Galerkin combinées avec la méthode de l'injection du compacité on

démontre l'existence et I'unicité de la solution faible.
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2.1. Description du probléme

2.1 Description du probléme

Soit Q2 = (0, L) un intervalle ouvert borné de R. On note par () = €2 x (0,7") le domaine
de R, xR avec 0 < T < +o00. On considere dans () le probleme suivant
Probleme P. Trouver v : () — R, tel que

;

U — ax (a(xa t)ux) + al‘ (ﬁ(l’, t)ua:t) +9 (u> = f(ZE, t)? V(l’,t) € Q/

u(z,0) = p(x), w(z,0)=¢(x), Vzre(0,L), (2.1)

uw(0,t) =u(L,t) =0, Vtel0,T).

\

— u : () — R représente la fonction inconnue.
— [ représente la densité des forces extérieures.

— ¢ (), ¥ (-) sont des fonctions données.

- 0516 € Ol(Q)

— ¢ : R — R est une fonction qui satisfait les hypotheéses suivantes
lg (w)| < ¢, |w|, Yw € R,

ou ¢, est une constante positive.

Il existe une constante c,, > 0, telle que
g (w)| < ¢y, Vw € R. (2.2)

Exemples sur la fonction g (+) .
1. g (u) = cos (u) + arctan (u).
2. g(u) = uexp (—u?).

3. g(u) = ﬁ

Remarque 2.1. D’apres la condition (2.2) la fonction g (-) est lipschitzienne de rapport k, c’est-a-
dire
|9 (1) = g (v)] < klu—v],Yu,v€R.

En effet, si |¢' (w)| < ¢y, alors

—cg < ¢ (w) < ¢y, YVw € R.
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2.2. Formulation variationnelle

En intégrant de v a u, on obtient
—/ cydw < / g (w)dw < / cydw,

ey (=) < g(u) — g () < ey (u—v).

ce qui implique que

D’out le résultat.

Le probléme (2.1) représente un probléme hyperbolique semi-linéaire a coefficients
variables avec un terme source non linéaire g (-). Ce probleme modélise de nombreux
phénomenes physiques. permettant par exemple de modéliser la déformation d"un mince
fil visqueux, I’écoulement des fluides dans un tube poreux, ainsi que les phenomeénes de
vibration d"une corde ou les ondes.

Notre objectif est d’étudier 1’existence et 1'unicité de la fonction u = u(z, t), qui satisfait le
probléme (2.1) par la méthode de Galerkin. Pour cela, nous devons dériver la formulation

variationelle de ce probléme.

2.2 Formulation variationnelle

Définition 2.1. La solution faible du probleme (2.1) est une fonction u (x,t) qui vérifie
— u € L?(0,T; Hy () N L> (0, T Hy ().
— w admet une dérivée u, € L* (0,T; H} (Q)).

— u(0) = ¢ (z), u (0) =7 ().
— L’identité

/ Uy vdr — / Oy (a(z, t)uy) .vde — / Or (B(x,t)uy) vdx + / g (u) .vdz
0 0 Q Q
_ / fodz, Yo e HI(Q) et vt € [0,T].
Q
Pour obtenir la formulation faible on définit I'espace fonctionnel V' par

V = HY(Q).

Rappelons que I'espace V muni de la norme || - || ;1 ) est un espace de Hilbert et séparable.

En multipliant I’équation

g — Op (ax, )uy) — 0 (B(x, ) ug) + g (u) = f,
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par un élément v € H'(f2), en l'intégrant sur 2, on obtient
/ Uy vdr — / Oy (a(z, t)uy,) .vde — / Op (B(z,t)uy) vdx + / g (u) wdr = / fodz. (2.3)
Q Q Q Q 0
En utilisant la formule de Green, (2.3) devient
/ g vdx + / a(x, t)ug.vpde — [a(z, t)u,. o)y + / B(x, t)ug.vpde
Q Q Q
— [B(z, t)ugyv]y + / g (u) .wdx

| o Q

Grace les conditions aux limites, on obtient le probléme variationnel suivant

Probleme Py . Trouver u € V, tel que
(use, v) + Ao (u,v) + Ag(ug,v) + (g (u) ,v) = (f,v), YveV,
ou (-, -) désigne le produit scalaire en L*(2) et
A (u,v) = /Qc(:lr,t)ux.vmdx, pouru,v € Vetce C'(Q).

L’application A, : VV — R est une forme bilinéaire continue et coercive. En effet :
— Bilinéarité : elle est bilinéaire de la linéarité de l'intégrale.

— Continuité : Vu,v € V on a
Au(,0)] < max |c(ac,t)|/ s - [0, da,
(m,t)EQ (9]
d’apres l'inégalité de Cauchy Shwartz on trouve
[Ac(u, 0)] < max|e(z, )| [ullv-[[v]lv-
(z,t)eQ
— Coércivité : Iy > 0,Vu € V telle que

A (u,v) > co/ |u:c|2 dz,

Q
oll ¢y = (m)inQ c(z,t), d’apres 1'inégalité de Poincaré il existe une constante ;1 > 0
x,t)e

telle que

Aol ) > copllullls .
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2.3 L’existence et I'unicité de la solution

2.3.1 L’existence de la solution

Théoréme 2.1. Sous les hypotheses
f.00f € L* (0,75 L3(), (2.4)

o, € Hy(Q) NH?(Q).

Alors, le probleme (2.1) admet une solution u vérifiant
ue L*(0,T;Hy()),

u € L™ (O,T; H&(Q)) ,
uy € L (0,T; L*(2)) N L* (0, T; Hy(2)) .

Démonstration. La démonstration de ce Théoréme est basée sur la méthode de Galerkin qui
consiste a réaliser les trois étapes suivantes :
— Recherche de solutions approchées.
— On établit sur ces solutions approchées des estimations a priori.
— On passe a la limite, grace aux propriétés de compacité (dans le terme non-linéaire).
Etape 1. Construire des solutions approchées.
L’espace V est séparable, alors il existe une suite wy, ws, . .. , w,,, ayant les propriétés sui-

vantes )
w; €V Vi={1,2,....m},

Vm, wi,ws, ..., w,. sontlinéairement indépendants,

| Vi = ({wr, w2, ... ,wp}),  estdensedans V.

L’approximation de Galerkin consiste a chercher pour tout entier m > 1, une fonction
m
tr u™ (2, 8) =) mi (i),
=1

avec 7, est une fonction qui ne dépend que du temps, tel que v (z, t) vérifiant

/

u™(t) € Vi, Vtel0,T],

(2.5)
(ug (1) s wi) + Ag (u™ (1), wi) + Ag (ui” (1), wi)

\ + (g (u™(t)),wr) = (f(t),wy) Vk=1,...,m.
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2.3. L’existence et 'unicité de la solution

et

On a aussi

et

(u?; (t) 7wk) = (Z 771/'/m<t)wi(x)7 wk)

Ao (W™ (1), wy) = A, (me(t)wi(:c),wk>

= Z Ag (wi(x), wy, () 75, (2)
w(@,0) = D im(O)wi(a) (2.6)

= Z CGmw;(z) — ¢ lorsque m — +o0,
i=1

u(x,0) = anmw)wi(x)

= Z XkemWy — 1 lorsque m — +o0.
k=1

On obtient un systeme d’équations différentielles non-linéaires du deuxieume ordre

.

Z:l (ws, wy) dzzg" (t) + ; Aa (i, W) Nim () + ;Aﬁ (Wi, wy) d%m (1)

+ (g (Wm(1)),wi) = (F(1), wr), 2.7)

~

L Nim(0) = Gims Mo (0) = Xim, Vi=1,...,m.
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2.3. L’existence et 'unicité de la solution

On considere les fonctions 7, = (M (t), - Nmm(t)), Fo = ((frw1), ..., (fiwm)), O =
(g (u™(t)) 7wj)1§j§m et les matrices D,, = ((wi,wj))1§i7j§m, An = (Aa (wi7wj))1§i,j§m et
By, = (Ap (wi7wj))1§i,j§m'

On écrit le probleme (2.7) sous forme matricielle, on trouve

{ Dy Clin (1) 4 Ayt (1) + By @i (8) + Gy = Fi,
M (0) = (Cim)1§z‘§ma Mim (0) = (Xim)1gi§m'

Comme les entrées de la matrice D,, sont linéairements indépendantes alors det (D,,) # 0

donc elle est inversible, alors 7,, est la solution de

{ J_dztz (t) + DY A (t) + D, 1J}?m—j],t—( )+ D 1Ch = Dt frn, 28

Nm(0) = (Cim)lgigm’ i (0) = (Xim)1§i§m'

Grace a la méthode des itérations usuelles de Picard utilisée pour les équations différen-
tielles ordinaires, on peut conclure qu’il existe un ¢,, dépend de m tel que dans l'intervalle
0, t,,,] le probleme (2.8) admet une solution locale unique.

Etape 2. Estimations a priori.

Estimation (I).

On multiplie I'équation de (2.5) par 7;,,(t) et on somme sur k, on trouve

(g (1), we) Ty (1) + > Aa (u &) Mo (1)

1 k=1

As (uf" (1) s wi) 0o () + ) (9 ( k) Mo (1)

1 k=1

Z k) Mo (),

k=

I NERRNGE

sy

puis, on trouve

ceci implique que

;jt g () 72y + Aa (0™ (1), 6 () + Ag (uf (8) 1y () + (g (w™()) , u"(2))  (2.9)

= (f(),u" (1))
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2.3. L’existence et 'unicité de la solution

D’autre part on a

9 fo (™ (), ™ () =

d m m
dt pr (z, ) u™(t).u™(t)dx

o (z, ) ult () ul (H)de + 2A, (W™ (1), ul*(t)),

S— 5—

d’ou
d

Au (™ (1)1 (1)) =

Ao (u™(t),u™(t)) — %/Qo/ (x,t) ul(t).ul (t)d. (2.10)

Moyennant (2.9), (2.10), on obtient

I (g A (™ (0), 0 (0) + As (1), (1)

< (0, + 5 / o (1) (1), ) — (g (" () " (1))
Par intégration de 0 a ¢ on trouve
3 1 O+ Ao (a0 0) + [ A (). (5)) s
§/ (f(s),u;”)derE/ /a’(x,s)u;”(x,s).u?(m,s)dxds—/0 (g (u™(s)),uy" (s))ds
WHLz )+ o el 720

oll a; = max |a(z,t)].
(z,t)eQ
En utilisant I'inégalité de Young, ainsi que la coercivité de A, (-, -) et Az (-, ), il résulte

1 m m ! m
5 1 (lI72(0) + a0 [l (t)lliz(gﬁﬁo/ [l (511720 ds (2.11)

<2 [ 1) s + 3 / Ju? (5)
/ [ o s) a9 s - / (9 (™ (s)) , " (5)) ds

WHLz +au [lpall 72

D’apres les hypotheses sur o (z, t), on obtient

%/0 /Qoz/ (z,8) (u (x,5))° dxd5<1 max | (z,s \/ ||l ( ||L2 (2.12)

2 (z,t)eQ

En utilisant les propriétés de la fonction g (-), il vient

[ty i @ as <2607 [ 0@ gy ds + 5 [ O s @13
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En insérant les formules (2.12) et (2.13) dans (2.11), on déduit I’existence d"une constante

2
’WHL? + o HSOHHl "‘QHf( )”L2(0,T;L2(Q))'

[\_’)|H /\

indépendante de m telle que
1 m 2 m 2 ! m 2
3 [ () 12y + o [[e™ (£ 10y + o ; [ ()30 s

t t
<C+ / e ()2 45 + (ca + 2 (c5)?) / ™ ()12

On conclut donc en particulier que

1 m 2 m 2
5 1" Ollz20) + a0 llu™ )y o)

T
2 m 2 m 2
< O + max (1,% +2(cq) ) / (Hut (3)||L2(Q) + |Ju (S)||H5(Q)> ds.
0
D’apres le lemme de Gronwall, on obtient
[|luy® (t)||iz(9) + |Ju™ (t)H?Jé(Q) < C, ou C constante independante de m.

Ainsi, on obtient

m 2 m 2
Hut HLOO (0,T5L2(%2)) + Hu ||L00(0,T;H3(Q)) + ||ut ||L2(0,T;H3(Q)) <y, (2.14)

ou C constante indépendante de m.
Estimation (II). (La régularité).
Dérivons I"’equation (2.5) en ¢ et multiplions par 7;,,(t), on obtient, apres sommation en k&

5l 6) (1)) A (6 (6)) + As (o (1), 1)

+ (g (™ (@) ui" (1) uif (1))
= (Of (t),ui} (1)) — /Qa' (x,t)ul (x,t) uly, (x,t) de — /QB' (x, t)uly (z,t) ul, (z,t)dr,

puis, en utilisant le fait que

Ao (0 (0 0 (8) = 5 ko (0 02 (0) = 5 [ o 00, )
on trouve
i (1) (1) + Ao (0, ()] As (i (1), (a™),)

= @O ()~ [ o () [ (o) a0 5 (0 00
— [ ) i () — (9 ) 0) 0 9.
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Par intégration de 0 a ¢, on obtient

1 m Qo m ' m
3 1 () + 5 N Oy + o [ (5 oy 2.15)
0

< [l o)l

b [ e [l o) 9+ i o )] s

b [ 18 G o) i ) s+ [ 1 06D ). () s
45 0 Oy + 0 01

Nous passons maintenant a majorer le deuxieme membre d’inégalité ci-dessus.

Pour le premier terme, on a

t t t
| 1@ @nlas < [ 1o ds+ [ g G- @16)
D’aprés I'inégalité de Cauchy Schwartz et I'inégalité de Young, on trouve
t 1
/ / |’ (x,s)] {|u;” (x,8) upy, (x,8)] + 5 luly (z, s)|2} dxds (2.17)
0o Ja

t t t
< Car [ 1™ ()l sy ds + Car [ Nt () 72y ds + Car [ 1" (5)l[72 g s,
0 () 0 ( 0 )

ou Cy = max o/ (x,1)].
(z.t)€Q
De la méme maniere, on obtient

/ t 18 )1 i o) i )] s 218)

t t
m 2 m 2
< Cy / " (5)]12 oy s + Ci / o () 5
0 0

telle que Cgr = max |5’ (x,t)].
que Ciy = max |9 (z.1)

Par la condition (2.2), on trouve

t t t
/0 (g (u™ () ui" (5) , u ()] ds < ¢y /0 " ()1 71y s + /O i ()71 s (2:19)
Enfin, il faut estimer le terme ||u}} (0) ||izm). Posons ¢ = 0 dans I"’equation (2.5), on trouve

(uzi (0), we) = —Aa (u™(0), wi) — Ag (u"(0), wy)
- (g (um(o)) 7wk) + (f(O),wk),Vk = 17 -, M,
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ceci implique que
(u (0),wy) = /an (e (2, 0) uz(0)) wy, (#) dz + /Qé’x (8 (,0) uz(0)) -wy (x) d
_(g<um<0))7wk)+(f<0)7wk)/ szlvam

en multipliant par 7, (0) et sommant en %, on conclut que

(uzg (0), uig ( /3 (z,0) 3 (0)) -ugf (0) div+/Q(9x (6 (2,0) uzi(0)) uip (0) da
u™(0)), uiz (0)) + (f(0), uiz (0)),

D’apres (2.4) et le lemme 1.3, on déduit que f(0) € L? (). Dong, en utilisant I'inégalité de

Cauchy Schwartz, on obtient

m 2 m
s ()12 < (e lell gy + 8 11l gy + o Il 2y + 1 (Ol ey ) i O]z

Dong, il vient
[Jug; (O)HL2(Q) < Cy, (2.20)

telle que
Co = callllm) + e [¥llm) + o lllr2) + 1 Ol 20

En remplagant (2.16),(2.17),(2.18), (2.19) et (2.20) dans (2.15), on trouve
Sl Ol 2age) + 22 g () + 8 tll i ()0 d
o It rx @) T o It H(Q) 0 . U \S) I 1 () @8
t t
< (14 Cor+ G +g) | 26y s+ (Cor+ Cort ) [ (5)

t 1 t .
+ ol + [ 10O ds + 5C0+ Car [ ™ ()0
0 0

D’autre part, d’apres 1'estimation (2.14), on déduit 1’existence d"une constante C; indépen-

dante de m telle que
t
C’a//o ||u™ (3)||§{1(Q) ds < (.

Maintenant, nous appliquons le lemme de Gronwall, on obtient

m 2 m 2
[Jugt |72y + [lug" ()l < C-

Ainsi on obtient

I 1 ey + 1 o g + 106 e o e < € 221)
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ou C une constante indépendante de m.

On suppose que t,,, = T. D’apres (2.14) et (2.21), en déduit

u™ demeure dans un ensemble borné de L= (0, T; H}(2)),
(), (2.22)

uf" demeure dans un ensemble borné de L*> (0,T'; H} (Q))
ufr demeure dans un ensemble borné de L> (0, T; L*(Q)) N L? (0, T; Hy (2)).

Etape 3. Passage a la limite.
On déduit de (2.22) qu’on peut extraire des sous-suites convergentes u?, uf et uf, de u™, u}"

et uj; respectivement telles que

;

u? —=* 4 dans L*(0,T;H(Q)),
uf —=*u; dans L (0,T;H}()),
ul, =* vy dans L*(0,T; L*(Q)),
ul —uy dans L?(0,T; HL()),

(2.23)

lorsque d — +o0.

En particulier, il résulte de (2.14) que
u? est bornée dans L* (0,T; Hy () ,
uf est bornée dans L* (0,T; Hy (1)) .

On sait que d’apres le Théoreme de Lions [10] I'injection de l'espace
Hy={v:veL?(0,T;Hy(Q)) etv, € L* (0,T; L*()) },
dans L? (2 (0,T)) est compacte. Donc
u’ — u dans L* (0,T; L*(<2)) fortement et presque par tout dans Q (0,7). (2.24)

Comme

< ¢ Hu

Hg (ud) HLoo(o,T;LE(Q)) dHLOO(O,T;LQ(Q)) ’

on déduire que

g (u?) estbornée dans L™ (0,T; L*(2)) .
Ceci implique que g (u?) —* ¢, mais d’apres (2.24) on trouve ¢ = g (u).
Maintenant on peut passer a la limite dans 1’équation (2.5) pour m = d.

Pour k € N* fixé quelconque et d > k; on a

(uft(t), wk) + A, (ud(t), wk) + A (uf(t), wk) + (g (ud(t)) ,wk)
= (f(t), we).
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D’apres le resultat de convergence (2.23), on déduit que

(uge (), wi) + Aa (u(t), wi) + Ag (ue(t), wi) + (g (u(t)), wy)
= (f(t), wy) -

Comme V,, est dense dans V, on obtient pour toutv € V'

(uae(t),v) + Ao (u(t),v) + Ag (w(t), v) + (g (u(t) ,v) = (f(t),v).

D’ot1 u satisfait le probléme variationnel (2.3), et par suite satisfait la premiere équation
dans (2.1).
Etape 4. Vérifications des conditions initiales.

Reste a montrer que la solution u vérifie les conditions initiales. On a
ul(t) — w(t)dans L* (0,T; Hy (),

ul(t) — w(t)dans L*(0,T; Hy ().

D’apres le lemme 1.3, on déduite que la fonction u¢(t) est continue sur [0, 7], alors continue
en 0 donc
u’(z,0) — u(z,0).

Gréce a (2.6), on obtient
u(x,0) = ¢ (z).

Par la méme téchnique on vérifie que

ur(z,0) = ¢ ().

2.3.2 Unicité de la solution.

Dans ce paragraphe, on démontre 1'unicité de la solution du probleme (2.1).
Théoréme 2.2. Sous les hypotheses du Théoreme 2.1, la solution obtenue est unique.
Démonstration. Soient u' et u?> deux solutions, au sens du Théoréme 2.1. Donc on obtient

(ugy,v) + Ao (u',v) + Ag(ug,v) + (g (u') ,v) = (f,v), Yve, (2.25)

et
(ups v) + Ao (w?,v) + Ag(ui,v) + (g (v?) ,v) = (f,v), YweV, (2.26)
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En soustrayant 1'équation (2.25) de 1’équation (2.26), nous trouvons
(ugy — uy,v) + Ag(u' =, v) + Ag(u; —ui,v) + (g (u') — g (v®) ,v) =0,Vv € V.
Maintenant, on pose U = u' — u?, donc U vérifie

(Un(t),v) + A (U(t), 0) + A (Us(t),v) + (g (u' (1)) — g (w*(1)) ,v)
=0, YveH;(Q).

Comme U, appartient & Hj (), on peut remplacer v par U,. Donc on obtient
(U (t), Un(t)) + Ao (U (1), Ui(1)) + Ag (Us(t), Un(1) + (9 (u'(8)) — g (w*(8)) , Uu(t)) = 0.

En utilisant le fait que Az (U;(t), Ui(t)) > 0, nous arrivons a

(IO oy + Ae (U0, U (1) 227)

< (9 (W) = () U0) + 5 [ o (0.0 V() Uaft)d
D’autre part, comme g (-) est lipschitzienne, on trouve
|(9 (Ul(t)) -9 (Uz(t)) 7Ut(t))’ <k HUHLZ(Q) : HUt(t>HL2(Q) ’

grace aux inégalités de Poincaré et Young, on conclut que

(9 (u'(8)) = g («*(8)) , U())] < e NU@ 520y + 1V ()] 720 - (2.28)
On a aussi
%/Qo/ (2,0) U (,8) Uy (,) do < Cor [U) 10 (2.29)

En remplacant (2.28) et (2.29) dans (2.27) puis en intégrant sur (0, ¢), il résulte
1 2 2 ! 2 ! 2
3 1U: )220y + a0 U ()13 < (e + Co/)/o 1U ()1 30 s +/0 [U($)[| 72y s
Nous utilisons le lemme de Gronwall pour déduire de 1'inégalité précédente que
||Ut(t)||22(sz) + ao ||U(t)||i15(9) <0

Ceci implique que

D’ot1 'unicité de la solution. O]
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CHAPITRE 3

ETUDE DE L’EXISTENCE ET LA STABILITE
EXPONENTIELLE DES SOLUTIONS D’UN
SYSTEME THERMOVISCOELASTIQUE

@ans ce chapitre, nous étudions l'existence et établissons la stabilité asymptotique
des solutions d"un systeme non linéaire unidimensionnel décrivant la déformation
7 . 2 . 2 1 N

d’une membrane viscoélastique en présence de chaleur. On va montrer que le systeme est

exponentiellement stable.
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3.1 Formulation du probléme

Soit (0, L) un intervalle ouvert et bornée de R. Pour ¢ € (0,7"), onnote ) = (0, L) x (0, 7).
Dans () on consideére le systéme thermo-viscoélastique suivant

Probleme P : Trouve le déplacement u : () — R et la température 6 : () — R, tel que

Ut — OUgy — PlUyyr + @b, + g (uy) = 0 dans Q, (3.1)

0; — K0,, + au,, = 0 dans Q, (3.2)

u(0,t) = 6(0,t) = 0(L,t) = 0 pour t > 0, (3.3)

— duy(L,t) — Buy(L,t) = h(t)u (L, t) pour t > 0, (3.4)

hi(t) = rui(L,t) pourt >0, h(0)=ho >0, r>0, (3.5)
u(x,0) = Yo(x), w(z,0) =91(z), 0(x,0) = by(x) pour z € [0, L]. (3.6)

Ou 4, 8, a et K sont des constantes positives et h(t) est une fonction de classe C* (0, +00).
Le systeme (3.1) -(3.6) représente la déformation d’un matériau viscoélastique, qui conduit
a une génération de chaleur due a la dissipation d’énergie.
Le systéeme thermo-viscoélastique (3.1)-(3.6) permet de modéliser et de comprendre le com-
portement complexe de matériaux soumis simultanément a des contraintes mécaniques et
thermiques. Ce systeme apparait dans de nombreuses applications. Il permet par exemple
de comprendre le comportement des matériaux de construction exposés aux changements
de température, comme les ponts ou les routes. Il peut également étre utilisé pour analyser
les matériaux utilisés dans les structures aéronautiques soumises a d’importants change-
ments de température, en plus de gérer les contraintes thermiques dans les composants
électroniques pour éviter les défaillances dues a des cycles thermiques répétés.
Dans ce travail nous étudierons le probléme ci-dessus, sous les hypotheéses suivantes :
(H1)

—004(L) = BV (L) = hoth(L).

(H2) g : R — R est une fonction dérivable et il existe des constantes positives 1 et i, telle
que

pals| < lg(s)| < pals], Vs € R.

En plus
g(s)s > 0.

(H3) On suppose que a < 2K et 2(a+pz) A < 9§, ot A > 0 une constante telle que

HUH%Q(O,L) < AH“xH%?(o,L)'
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3.2. Probléme variationnel

3.2 Probléme variationnel

Pour dériver la formulation faible du probleme, nous définissons le sous-espace fermé
de H'(0, L)
V={ueH(0,L):u(0)=0}.
Remarque 3.1. L'espace V est séparable et D(0, L) est dense dans V, c’est a dire

V =D(0, L); telle que : Vv € V;3v, € D(0,L) : v, — vdans V.

Soit (u,#) une solution du probleme (3.1)-(3.6). En multipliant I'équation(3.1) par une
fonction test ¢ € H'(0, L); et intégrons sur (0, L); on obtient

L L L
0 0 0

L L
+ a/ 0. pdx + / g (ug) pdx
0 0
=0,
grace a la formule de Green, on trouve
L L L
/ ugpdr + 5/ Uy dx + ﬁ/ U P dx
0 0 0
— [dug (L, t) + Pug (L, )] + [uz(0,t) + Bug(0,t)]
L L
+ a/ 0. pdx + / g (u) pdx
0 0
= 0.
Maintenant en utilisant la condition aux limites (3.4), il vient que
L L L
0 0 0
L L
+ a/ Oy pd + / g (uz) pdzx
0 0

si nous prenons ¢ € V, on obtient

L L L
/ ugpdr + o / Uppzdx + / Ut AT
0 0 0

+ a/o 0. pdx —|—/0 g (ug) pdx + h (t) ug (L, t)p (L)

=0, Vp e V.
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D’autre part, en multipliant I’équation (3.2) par une fonction test ) € H'(0, L); et intégrons

sur (0, L); on obtient

L L L
/ Oypdx — K/ 0, 0dx + a/ Ugtpdx = 0.
0 0 0

En utilisant la formule de Green, on obtient

L L L
/ Oy pdx + K/ 0. 0dx + a/ Ugtpdx = 0,
0 0 0

pour tout ¢ € H} (0, L).
On peut alors poser le probleme variationnel de la fagon suivante
Probleéme Py. Trouver (u, 0) € VxH; (0, L) tel que

(st @) + 6 (Ug, 02) + B (Uat, 02) + @ (02, 0) + (g (ur) , ) (3.7)
+h(t)u (L, t)p (L)
=0,VpeV,

(0:,0) + K (04, %2) + a (ug, ) =0, ¢ € Hy(0,L). (3.8)

Ou (-, -) le produit scalaire dans L*(0, L).

Remarque 3.2. Pour tous v € H}(0,L), ona

(s t)) = / gt (2) ) () dz

- ‘/o we () s (x) da + [ (2) ¢ (2)]g
- —(ut,%)-

3.3 Résultat de I’existence des solutions

Théoréme 3.1. Supposons que

Uy € yn HQ(O,L),
uy €V, (3.9)
0y € HL(0,L) N H(0,L).
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Alors, il existe une solution du systéme (3.1) -(3.6) satisfaisant

u e L*(0,T;V),
w € L=(0,T;V),
uy € L*0,T;V),
0 € L*0,T;H(0,L)),
0, € L*0,T;Hy(0,L)).

Démonstration. Nous utilisons la méthode de Galerkin.
Premiére étape. On cherche des solutions approchées.
Soit V., = {wy, ws,...,w,} I'éspace engendré par la famille {w;}]", est dense dans V N
H*(0,L) et H,, = {v1,02,...,0,,} I'éspace engendré par la famille {v;};", est dense dans

Hg(0, L) N H%(0, L). Ensuite, nous définissons la solution approchée (u™, ™) par

W (wt) = 3 Xam(u(e), 07 (,6) = S i (E)04(a).

Donc les coefficients y;,, et 7;, satisfaisant le systeme

(upy, w;) + 0(ul', wip) + (03, w;) + Buly, wiz) (3.10)
+ (g9(uf"), wi) + h™ (t)w" (L, t)wi(L)
=0,
(07", vi) + K (07, via) + a(ugy, vi) = 0, (3.11)
" 2
RI(t) =7 [Z Xgm(L,t)wi(L)] = r[u™(L,t)]*, R™(0) = ho > 0, (3.12)
i=1
u™(0) = 95" — ¥y dans VN H*(0, L), ¥97(0) = 97" — o, dans V, (3.13)
6™ (0) = 0" — 6, dans H} (0, L) N H*(0, L). (3.14)

Par les méthodes standard des équations différentielle, nous pouvons prouver l'existance
d’une solution locale de (3.10)-(3.14)sur un certain intervalle [0, ¢,,], ou ¢, = T.

Dans la suite, ¢ désigne une constante générique positive.

Deuxiéme étape. Les estimations a priori.

Estimation I. En multipliant ’équation (3.10) par x;,, et sommons sur i. On aura
(g, ") + 0 (ug', uiy) + a0, u®) + Blugh, ugp) + (9(uf"), ui)
+ A () [ (L, )]
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En utilisant (3.12), nous arrivons a

1d (. - 1

oy, (Ilut 720,y + Ol 1220.0) + ~|h (t)|2) (3.15)
(o), ") + a0 ) + BlleillEao.

= 0.

D’autre part, en multipliant I'équation (3.11) par 7;,, et sommation sur 7, on déduit que

0™ By + KRy — (67 ) = 0. 3.16)
En combinant (3.15) et (3.16) et en utilisant le fait que (g(u}"), u;*) > 0, on obtient
1d m m 1o, 9
2dt [Hut HL2(0L + 0|[ug HL2(0L + [0 HL2(0L ;‘h ()] 1 (3.17)
+ 5||U$||%2(0,L) + K||9?||%2(0,L)
< 0.

En intégrant (3.17) sur (0, t) et en utilisant (3.9), on obtient

1 m m m 1 m
3 I By + 192100y + 107 ey + A" COF] @18

+ 5’|U$HQL2(O,L) + KHQ?H%/?(O,L)
<g
ou
1
c= ||U1H%2(O,L) + 5”“0”?{1(0@) + HGOH%Z(O,L) + ;|h0|2-

Estimation II. Tout d’abord, en dérive (3.10) et (3.11), pour obtenir

(utt tr wl) + 5(“11‘» wi:v) (0217 wi) + 5(“?&? wiw) + (g/ (u;n) ug, wi)
+ b (t)u (L, t)w; (L) + h™ (t)ug (L, t)w;(L)

et

(‘%?7 Ul) + K(extv Um) + a(u;rfttu Ui) =0.

Maintenant, en multipliant la premiere équation par x;,, et la deuxiéme équation par 7;,,,

puis en additionnant les résultats, on obtient

(ugy s, upy) + 5( Uy, Upyy) + (92177%) + Bty Upgy) + (9, (uf") ugf, ugy)

+ (057, 67) + K (057, 67%) — aluig, 07) + B (0w (L, O)ugy (L ¢) + B (¢) [ug (L, )]
p—t 0,
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ceci implique que

d m|2 m|2 m|2 L 4
o a0, + O o gy + 167 o ) + 5 [ (L, )]

m (|2 my, m ., m m (|2
+ 5 Hu:ptt”L?(o,L) + (¢ (u") gy, uy) + K ||9:Jct||L2(O,L)
=0.
En intégrant cette formule sur (0, ¢), on arrive a

r

t
m m m m 4 m 2
[Hutt ||i2(o,L) +0 ||ua:t||2LQ(O,L) + 16 ||332(0,L) T3 [ui" (L, t)] ] + 5/0 lugee (D)l 7200,y (319)

DN | —

t

t t
n / (¢ ) e h) ds + K / 107122 0.5, s + / B (s) [ (L, ) ds
0 0
m m 7’
= 11 ) Bag0) + 15O Bago) + W1 Brs o) + S162(L O

En utilisant la conditions (H,), on voit que

t
/0 (¢ (W), )ds

t
<e / 22 (5) 20,15

En insérant ce estimation dans (3.19) et puis on utilise le fait que fot ™ (s)|u (L, s)?|ds > 0,

on conclut que

1 ) T\ m
Stz 0.0y + 511l 2a0,n) + F 1" (L )]
2 2 4

0 o + 5 [ Iulnds + K [ 1021 ds
t
m m m T
<o [0 0 s + 1 (0) oy + 17O o + 111 o + 12O

Maintenant, il faut estimer les termes ||u}} (0) ||%2(0’ 1) et 116" (0)] |%2(0’ 1)- En choisissant w; =
uyy (0) et v; = 0;*(0) dans (3.10) et (3.11), respectivement, nous obtenons
luiz 0)1720.0) < (01U (O)lz2o.z) + @16 (0)l|z2(o.)

+8 [ O 20,1y + |!9(u§”(0))||L2<o,L)) N (0)|z2 0.0

et
07 (0)1Z200.) < (K107 (0)]] 20,y + alluy (0)]z20,2)) -167 (0)|] 22(0,1) -

Grace a les hypotheses (3.9), on trouve

|[wii (0)]|z20,2) < ¢ et [|67"(0)|[r20,1) < €.
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Dong, nous concluons

§||utt 12200,0) + §||uzt||%2(O,L) + Z|ut (L, 1) + §||9t 12200.1. (3.20)

T3 |||uxtt||2L2(0,L)dS + k ||‘9xt|’%2(0,L)d5 <c [ @) ||%2(0,L)d3 +¢
0 0 0

avec
= |}z (0) |12 6 (0)|12 2 Zoy(L, 0)]!
¢ = ||ug ( )HL2(0,L)+H i ( )HL2(0,L)+H 1||H1(0,L)+4| (L, 0)[".

Maintenant, en appliquant le lemme de Gronwall dans (3.20), on obtient I'estimation

02 ooy + 102 By + [ (L )+ 1167 oo (3.21)
t t

T / [ oy + / 167250,
0 0

<eg¢

ou C' est une constante indépendante de m.

Troisiéme étape. Passage a la limite.

D’apres (3.18) et (3.21), il existe des sous-suites de (u™) et (§™), notées également par (u™)
et (0™), tel que

u™ —* y dans L (0,T;V),

u* —* u, dans L™ (0,75 V),

ul —* uy dans L*> (0,7 L* (0, L)),

ult — uy dans L?(0,T;V),

g™ —* 6 dans L (0,T; H} (0, L)), (3.22)
g7 —* 9, dans L> (0, T; Hy (0, L)),

h™ —* h dans L* (0,7T),

hy* —=* hy dans L*> (0,7,

L (L,t) =* u; (L,t) dans L™ (0,7).

On sait que l'injection L? (0,7;V) < L*(0,T; L* (0, L)) est compacte, donc nous avons
u* — u; fortement dans L*(0, T; L*(0, L)).
En utilisant 'estimation (3.18) et (H) pour conclure

m\ (12
Hg(ut )||L2([),L) <vg¢

donc on obtient

g(u;") =" g(u,) dans L*(0, T L*(0, L).
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Maintenant, on montre que les fonctions u et ¢ vérifient les équations (3.7)-(3.8).
On pose m = my, et on fixe i tel que my, > 4, on trouve

(Ul w;) + (U™, wig) + a(07*, w;) + Bl wiy)
+ (g(w™), wi) + A" ()™ (L, t)wi(L)
= ()7

et

0% v;) + K (07, v;,) + a(uly®, v;) = 0,
t T xt

Par passage a la limite quand m;, — oo, on conclut que

(utt7 wz) + 6(ua:7 wzx) + a(gza wz) + 6(“307&7 wzx)
+ (9(ur), wi) + h()uy(L, t)wi(L)
= O7

et

(O, v;) + K (0., viz) + a(uge, v;) = 0,

En utilisant la densité de V,, dans 1’espace séparable V et la densité de #,, dans l'espace
H; (0, L) on deduit que

(utt7 @) + 6(“:87 Qoz) + oz(@z, 90) + ﬁ(uzta 9058) + (g<ut)7 90)
+ h(t)ue(L, t)(L)
=0,VpeV,

et
(0, 0) + K(0p, 002) + gy, 10) = 0, Vb € Hy (0, L)
Finalement, nous choisissons ¢, € D (0, L) puis on utilisons la formule de Green, on
obtient (u, f) satisfait
Ut — OUgy + by + Pug + g(uy) =0,
p-p dans Q.
Qt + KHJ; + AUzt = 0

Quatriéme étape. Vérifications des conditions initiales.

D’apres les résultats de convergence (3.22), nous concluons que

u™ — wdans L* (0,T;V),
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et
uy* — u; dans L (0,T;V) .

Grace le lemme 1.3 il résulte que (u™) est continue sur [0, 7] alors continue en 0 et on a
u™ (2,0) — u(z,0).

D’auter part, selon (3.13), on a

u™ (z,0) — Yo ().

Donc, on déduit que
u(x,0) =9 (z).

Par la méme technique on vérifie que
u (x,0) =04 (),

et
0 (z,0) =0y ().

3.4 Stabilité exponentielle

Dans cette section, nous montrons la stabilité exponentielle des solutions du systeme

(3.1)-(3.6). Pour cela, nous définissons la fonction de 1’énergie E(t) du systeme (3.1)-(3.6)
par
1 k 2 1 r 2 5 k 2
E(t) = |ue(t)|dx + = 0(t)|“dx + = |u,(t)|“dx.
2 Jo 2 Jo 2 Jo

Lemme 3.1. La fonction de I'énergie est décroissante et sa dérivée est donnée par
E'(t) = =Bzt (0)l 1200, = Kll0=()][200,0) — (9 (t), ua(t)) = h(#)[ua(L, )] < 0.

Démonstration. En choisissant ¢ = u; dans la formule (3.7) et ) = 6 dans la formule (3.8),

nous trouvons l'équation

(wge, wg) + 6 (U, Ugt) + B (Ut Ust) + 0 (O, ug) + (g (ug) , up)
+h () ug(L, t)ug (L, t)
=0,
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et
(0:,0) + K (0,,0,) — o (u,0,) = 0.
On en déduit que
d
o7 Uil zy + 8 el Fago. | + B It 2o 1y + @ (6, )
+ (9 (ue) s ug) + (1) (ur(L, 1))
=0,
et
2dt H9HL2 0,L) + k6, HL2(0L o (ug, 0;) = 0.
En additionnant les deux formules ci-dessus, on trouve
E(t)
d |1 5 1 )
it 12 ||Ut||L2(o nts ||Ux||L2 (0,L) 5 ||9||22(0,L) =—p ||ul‘t||L2(07L) — (g (w) ,uy) = h(t)ui (L, 1).
<0
Par conséquent
E'(t) <0.
Donc la fonction de I'énergie E (t) est décroissante. O

Pour étudier la stabilité exponentielle, nous définissons la fonction de Iénergie pertur-
bée par
E.(t) = E(t) + e(?). (3.23)
ou € > ( est un petit parametre et
b(t) = (0(2),0(1)) + (uwi(t), u(t))- (3.24)
Proposition 3.1. Il existe C; > 0 tel que

|Ee(t) — E(t)| < eC1E(t),Vt >0, (3.25)

Démonstration. On a
Ec(t) = E(t) + ep(t),
ceci implique que
[Ec(t) = E(t)] = e[o(@)]-

Comme
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en déduire que
[Ec(t) = E(t)] < €[(6(2), 0(8))] + € [(u(t), u(t))]

En utilisant les inégalités de Young et de Poincaré , on trouve

[Ec(t) = E(1)]

IN

2 2 2
e (100 20,0y + )01, + N0 1))

2 2 2
€ (H9<t)||L2(0,L) + Hut(t)HH(o,L) + A Huiv(t)HLZ(O,L)) 3

IN

nous concluons

2\ 1 1 )
)~ B0 < emax (2.2 ) | J1000 00, + 5 1Ol + 5 hua(®l

E(t)

Donc, en déduire que, il existe C; > 0 tel que

|E.(t) — E(t)] < eCLE(t).

Proposition 3.2. La fonction 1) satisfait I'inégalité suivante
d 1 5 2
Su(t) < B0+ (20+3) 10030 + 20 [un®lF2,

(5 4 ) Iy = (Lo OBD(L. 1)

Démonstration. En dérivant la formule (3.24), nous obtenous
C(0) = 2(000), 6:6)) + (), ua(0)) + el
En utilisant le fait que
2(6(0),04(1)) = 28 [ (D) ~ 20 (B(1), (1)

et

(0) wt)) = = Jualt) o1y — B (a (1) (1)

o (1), 8a(1)) — (9 (ua(8)) (1)) — (L, ()L, ),
on trouve
L(0) = 2 1020) 205y — 200 (000), (1) = 6 1) 2 1) — o (1), 0,(0)

— (g (1)) ult)) = u(L, Oh()ur (L, ) + Jue(D)].
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En appliquant I'inégalités de Young et I'inégalité de poincaré, nous déduisons
=20 (0(2), e ()] < 20/|0(8)132(0,1) + 20 [t (D) 120,z - (3.26)

et
|~ (u(t), 0o (0))] < allo()Z2(0,1) + N et 72,1, - (3.27)

On a aussi par le hypothese (H)
= (9 (ue(t)) s ul)] < g2 llue (01 20,5 + H2A () 720,z - (3:28)
En se basant sur (3.26) — (3.28), on arrive a
d 2 1 2 2
S0 < (=2k+ ) 00" + { 2+ 5 ) 1008) 720, + 20 [[wae(O) 1720,

)
(@3 400 = 5) IOl

-~

E(t)

B 1 1 )
- [5 e (8 7200.0) + §Il9(t)||iz<o,m +3 IIUt(t)IILz@,L)]

L OO (L0 + (5 + ) Bl

Nous avons (@) + o)) — % <0et—2k+ a <0,donc

d 1
%Q/J(t) < —E(t)+ (204 + 5) H‘9<t)||2L?(O,L) + 2a ||U:Jct(t>Hi?(0,L)

+ (; + M2) Hut(t)Hi?(O,L) —u(L, t)h(t)u (L, ).

Proposition 3.3. 1l existe une constante positive C, tel que

%EG(t)g—eE(t)JreCQh(t)[u(L,t)]Q, V>0, ce(0a]

oul

- B K __
T E ) A 2) Rar )N

Démonstration. En dérivant la formule (3.23), nous obtenous

dE(t) dE(t) = di(t)
dt dt + dt -
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En utilisant le résultat du proposition 3.2, nous trouvons
dE.(t)  dE(t)
e dt

1 2
ve (B0 + (204 3 ) 10O o) + 20 )

‘ (3 ¥ u?) O30,y u<L’t>h<”“t<L’”) |

D’un autre c6té nous avons

%it) =FE'(t) = _BHUmt(t)H%Q(O,L) — "f||9x(t)||2L2(o,L) — (g(ue(t), ue(t)) — h(t)[ue(L, t)]%
Alors, on déduit que
dEdet(t) — —ﬁ||uzt(t>||%2(0,L) - /iH@m(t)H%z(Qm — (gue(t), uy(t)) — h(t)[u (L, t))?

1 2
b eE(t) +e (2a + 5) 101220, + 20v€ [ltte ()| 720, 1

‘ (3 + u?) € l[uelt) 2201, — eu@’”h“)“t“’”) |

En utilisant le fait que —(g(u:(t), u(t)) < 0 et 'inégalité de Young, on trouve

dE.(t)
dt

< —Blluae)lz20,0) = Kl (O[720,) — 2 [ue(L, 1))

1
~e (1) +¢ (2a-+ 3 ) MO0 + 20 fual

(3 + ) Alua®lo sy + eh@) L0 + " 2.0

ceci implique que
dE(t 3
dt< ) < —eE(t)+ (—ﬂ +e ((5 + ,Uz) A+ 2a>) Hug:t(t)H%Q(o’L)
1 1
+ (—K +e (Qa + 5) A) 1020112200,y — (1 — 56) h(t)[u(L, 1))

+%t) [ut(L,t)]2.

Maintenant, si nous prenons

o B K
T (G ) At 20) Rar DA

et en considérant que e € [0, ¢;], nous obtenons

TS e+ SHO(L ) 2 0

La preuve de la proposition 3.3 est terminée. O
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Maintenant, nous sommes en mesure de donner le résultat de la stabilité exponentielle.

Théoreme 3.2. Soit (u,0) la solution faible du systeme (3.1)-(3.6), alors il existe des constantes

k > 0et v > 0 dépendant des données initiales telles que
E(t) < kexp (—vt),Vt > 0.
Démonstration. D’apres la proposition 3.3, on a

%Ee(t) < —eB(t) + Sh(E)(u(L,1))?, ¥t > 0. (3.29)

D’autre part, d’apres la proposition 3.1, on a

[Ec(t) — E(1)] < eCLE(1),

ceci implique que
—eC1E(t) < E(t) — E(t) < eC1E(t),

alors, on déduit que

(1—€eCh)E(t) < E(t) < (14€Cy) E(t). (3.30)
Par conséquent
E(t)
—E@) < "0 (3.31)

Maintenant, en utilisant (3.31) puis en intégrant I'inégalité 3.29 sur (0, ¢) , il résulte que

1+€Cl

E(t) < /Ot E.(s)ds + E.(0) + %sup |h(t)] /Ot(u(L, s))3ds, vVt > 0,

et en utilisant le fait que fot (u(L,7))?dr < M, puis en utilisant I'inégalité de Gronwall, nous

obtenons
€
E(t) < (k1 +E(0))exp | ——ot ]|, vt>0, 3.32
(1)< (s + E(0) xp< (%+€Cl)) 3:32)
avec
1
K = 5 sup |h(t)| M.
D’apres (3.30), on a
Ec(t)
Et) < ————. 3.33
Dongc, pour e suffisamment petit, en utilisant (3.32) et (3.33), on trouve
1
B(1) < —— - F(0) < (51 + B(0)) exp (~t) ¥ > 0.
—C,
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Par conséquent

E(t) < kexp (—vt),Vt > 0,
ou

K1+ E(0) oty ©

- 1-— ECl a 1+ ECl )
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Conclusion

e mémoire était consacrée a I'étude de certains problemes aux limites non linéaires.
Dans ce travail, nous avons traité les deux problémes suivants :

v' Le premier probléme est d’analyser la question de l'existence et de 'unicité de
la solution d’un probleme hyperbolique semi-linéaire. Sous certaines conditions sur les
données, nous avons prouvé que le probléme admet une solution unique, basée sur les
approximations de Galerkin et la méthode de compacité.

v Pour le deuxieéme probleme, nous avons étudié un systeme décrivant la déformation
d’une membrane visqueuse en présence de chaleur (systeme thermoviscoélastique). En
utilisant la méthode de Galerkin, nous avons prouvé que le probleme admet au moins une

solution. Nous avons ensuite démontré la stabilité exponentielle des solutions.
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