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Résumé

e mémoire est consacré a I’analyse de certains problemes aux limites paraboliques.
Nous étudions dans ce travail I’analyse mathématique de deux problémes aux limites
paraboliques.

e Le premier probleme est un modéle mathématique gouvernée par 'equation de
diffusion avec un terme non linéaire. Sous certaines hypotheses, I'existence de la solution a
été prouvées par la méthode de Faedo-Galerkin.

e Le second probleme est un probléme aux limites pour un systeme parabolique posé
dans un domaine mince bidimensionnel 2¢. Tout d’abord, nous utilisons la méthode de
Faedo-Galerkin pour démontrer que le probleme admet une solution unique. Ensuite, nous
étudions le comportement asymptotique de la solution lorsque 1'épaisseur du domaine ¢

devient trés petite.

Mots clés : Analyse asymptotique; Existence et unicité; Méthode de Faedo-Galerkin; Systeme

parabolique .
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Abstract

%his work is devoted to the analysis of certain parabolic boundary problems. In this
work we study the mathematical analysis of two parabolic boundary problems.

e The first problem is a mathematical model governed by the diffusion equation with a
nonlinear term. Under certain assumptions, the existence of the solution has been proven
by the Faedo-Galerkin method.

e The second problem is a boundary problem for a parabolic system posed in a thin
two-dimensional domain )°. First, we use the Faedo-Galerkin method to demonstrate
that the problem admits a unique solution. Then, we study the asymptotic behavior of the

solution when the thickness of the domain € becomes very small.

Keywords : Asymptotic analysis; Existence and uniqueness ; Faedo-Galerkin method ; Parabolic

system.
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Notation

EDP :

pP-pP:
c,C:

I', o0 :
D(Q) :
D'(Q) :

Uy —> U
Uy — U

Uy —F U

Equation aux dérivées partielles.

L’égalité par définition (affectation).

Presque partout.

Des constantes génériques strictement positives.

Un domaine ouvert borné de R" .

Frontiere de (2 .

Dérivée normale extérieur.

Espace des fonctions différentiable a support compact dans (2.
Dual topologique de D(£2).

La dérivée d’ordre o au sens des distributions.
L’espace de Lebesgue.

La norme de l'espace X.

Espace dual topologique de X.

Le produit scalaire de L* (Q2).

Opérateur divergence.

Opérateur gradient.

Les dérivations premiere de u par rapport au temps.
La dérivée partielle premiere de u par rapport a .

La convergence forte de la suite (u,) vers I'élément w.
La convergence faible de la suite (u,,) vers I'élément w.

La convergence faible * de la suite (u,,) vers 1'élément w.
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Introduction

équation aux dérivées partielles (en abrégé PDE) est une équation contenant une fonc-
tion inconnue u de deux variables ou plus et un nombre fini de dérivées partielles.

Les équations aux dérivées partielles sont un outil essentiel pour modéliser de nombreux
phénomenes physiques. Par exemple, elles sont utilisées en électromagnétisme (équation
de Maxwell), en mécanique des fluides (équation de Navier-Stokes), en mécanique quan-
tique (équation de Schrodinger), en physique statique : phénomenes vibratoires (équation
d’onde) et phénomene de diffusion (équation de la chaleur). . . etc.
Ces dernieres années, de nombreux problémes physiques, mécaniques et biologiques ont
été formulés a I'aide d’équations aux dérivées partielles paraboliques, souvent avec des
conditions aux limites. Ces problemes sont appelés problémes aux limites paraboliques.
Les équations paraboliques, en particulier, sont utilisées pour étudier des phénomenes
ol le temps est un facteur clé. Elles ont montré leur efficacité dans la description de la
dynamique des fluides, thermique et chimique, y compris de nombreuses applications de
fonte et de gel de la glace de mer [14], de la coulée continue de l’acier [12] et des batteries
lithium-ion [8].
Au cours des cinquante dernieres années, de nombreux articles de recherche ont été publiés
sur I’étude et 1’analyse des problemes aux limites paraboliques, nous mentionnons par
exemple, que les auteurs dans [6] ont utilisé la méthode de Faedo-Galerkin pour prouver
I'existence d’une solution généralisée a une classe d’équations parabolique quasi-linéaire
avec des conditions aux limites non locales. L’article [4] est consacré a 1’étude d"un mo-
déle parabolique mixte avec les conditions aux limites intégrales qui en résultent dans le
contexte de la thermoélasticité. L'existence et l'unicité de la solution faible ont été prouvées
par la méthode de Faedo-Galerkin. Dans le travail [2], 'existence, 1'unicité et 'homogé-
néité des solutions au probleme parabolique non linéaire avec des conditions aux limites
dynamiques ont été étudiées. L'article [9] traite du comportement limite des équations de
réaction-diffusion stochastiques pilotées par un bruit multiplicatif et des termes détermi-

nistes non autonomes définis sur des domaines minces. L’article [3] concerne 1’analyse du
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Introduction

comportement asymptotique de solutions de PDE parabolique dans un domaine mince
avec un comportement hautement oscillatoire dans sa frontiere. Dans 1’article [11], I’étude
numérique de I’équation de la chaleur avec conditions aux limites non locales a été discutée.
Dans la recherche scientifique, la premiere question a se poser lors de 1’analyse des pro-
blemes aux limites est de savoir si les solutions existent et sont uniques. Mathématiquement,
cette question peut étre répondue en utilisant 1'une des méthodes suivantes :

— La méthode des semi-groupes : une approche particulierement utile pour les pro-

blémes linéaires, utilisant les propriétés des semi-groupes de contractions.

— La méthode de Faedo-Galerkin : cruciales pour traiter des problémes avec des

données moins réguliéres ou des non-linéarités.

Pour les problémes qui ne peuvent pas étre résolus analytiquement, les méthodes nu-
mériques et les méthodes d’analyse asymptotique sont parmi les plus importantes pour
traiter ce type de problemes.

Dans ce mémoire, nous étudierons 'existence, 1'unicité ainsi que le comportement asymp-
totique des solutions de deux problemes aux limites paraboliques.
Ce mémoire est divisé en trois chapitres :

e Dans le premier chapitre, nous donnons quelques notions et résultats généraux
d’analyse fonctionnelle (la topologie faible et faible *, I'injection topologique...etc) ainsi
quelques concepts et définitions de base qui vont étres utilisés dans les chapitres suivants
de ce mémoire.

e Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions un probléeme aux limites parabolique avec
un terme non linéaire. Ce probleme décrit le phénomene de diffusion. Tout d’abord, nous
dérivons la formulation faible du probléeme, puis nous démontrons '’existence et l'unicité de
la solution faible du probleme en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin. La contribution
de ce chapitre réside dans la forme du terme non linéaire et la maniére de le traiter.

e Dans le troisieme chapitre, nous considérons un systéme parabolique couplé posé
dans un domaine mince )* avec des conditions aux limites de Dirichlet-Fourier. Nous
avons d’abord prouvé l'existence et 1'unicité de la solution du probleme en utilisant la
méthode de Faedo-Galerkin. Ensuite, nous avons étudié le comportement asymptotique

des solutions lorsque 1’épaisseur ¢ tend vers zéro. Ce chapitre détaille le travail réalisé dans

[7].
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Bref historique

FIGURE 1 - Boris Grigoryevich Galerkin (1871-1945)

Boris Grigoryevich Galerkin : Galerkin, de son vrai nom, est né le 20 février 1871 a po-
lotsk, en Bielorussie, et mort le 12 juillet 1945 & Mosen, en Russie c’est un mathématicien et
ingénieur resse renommé pour ses contributions dans 1’étude des treilis de poutres et des
plaques élastiques, il est surtout connu pour sa méthode de résolution approximative des
structures élastique; qui est 1'une des bases de la méthode des éléments finis, son premier
ouvrage scientifique intitulé "une théorie de la conrbure longetudinale et une experience
d’application de la theorie de la courbure longetudinale aux cadres a plusieurs étages, aux
cadnes", a été publie dans les "transactions des ustituts. Il a également été déstingue par il

Academie russe des sciences avec le prise staline.
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Introduction

FIGURE 2 — Allessandro Faedo (1913-2001)

Allessandro Faedo : Samdrs, miex comme sous ce nom, il est ne” a chiampo, pres de Vi-
cenza, en italie, le 18 novembre 1913 et nous a quittes a pise le 16 juin 2001. Samdro etait
un sientifique dont I’activite se consentrait principalement dans le domaine de 1’analyse
générale et numérique. Ses constributions les plus importantes concerment le calcul des
variations la theorie des equations differentielles ordinaires lineaires particulier ses ecrits
dans ce domaine se concentrent sur ce qu’il appleant "I’analyse existentielles et quantitative
des equation aux dérivées partelles (EDP)", en particulier pour les equations élliptique s
et hyperboliques le text le plus important de Faedo, publié en 1949 dans les "Annali della
sauola normale superiore di pisa", presente une méthode pour résoudre les equations aux
dérivées partielles dépendantes du temps cette methode appelle "Methode des moments"

par Faedo, est devennue connue sous le nom de "Methode de Faedo-Galerkin".
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CHAPITRE 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

<€e chapitre est consacré a rappeler quelques préliminaires mathématiques qui seront
utilisés partout dans ce mémoire. Plus précisément, on va donner quelques notions
sur la topologie faible (convergence faible, convergence faible * ) et sur les espaces fonction-
nels, ainsi on introduit quelques inégalités, lemmes et théorémes. Extraits de R. A. Adams
[1], H. Brezis [5], ]J.L. Lions[10] et S. Salsa [13]]. Dans ce chapiter, on désignera par {2 un

ouvert de R".
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1.1. Topologie faible

1.1 Topologie faible

Soient (X, ||| y)) un espace de Banach, X’ son dual (topologique) et (-, -) le crochet de
dualité entre X' et X.

1.1.1 Convergence faible

Définition 1.1. Soit (uy,), .y une suite de X et u un élément de X. On dit que, (u,) converge

faiblement vers u dans X si
flun) — flu),Vfe X,
ou encore
<f7 un>X/><X - <f7 u>X/><X ’

et on écrit

u, — udans X.

La suite (u,,) converge fortement vers u dans X si
[tn = ullxy —0,
c’est-a-dire la convergence au sens de la norme dans X ce cas on note
u, — uwdans X.

Proposition 1.1. Si la limite faible d’une suite de X existe, elle est unique.

1.1.2 Convergence faible *

Soit X" le bidual topologique muni de la norme
lullr = supJu(f)]

feX|Ifllxr<1

En effet, pour tout élément z € X, on définit J, € X" par

J,, est bien une forme linéaire continue sur X’ puisque

[ ()] = 1 (@) < 2l x (1] -

N. Talha 6 Université Saad Dahleb Blida 1



1.1. Topologie faible

Définition 1.2. Soient (uy), .y € X' et u € X'. On dit que (u,) converge vers u dans X' faible *
si

up(z) — wu(x),Vor e X,

n—>-+oo
Ou ericore
<un’ x>X’><X n:oo <u7 x)X’X)ﬁ

et on écrit

u, —* udans X'.
Remarque 1.1. Si la limite faible * d'une suite de X' existe, elle est unique.

Proposition 1.2. Soit H un espace de Hilbert pour le produit scalaire (-,-), et H' son dual

topologique. Une suite (u,,),, .y de H converge faiblement vers u dans H si et seulement si

lim (un,v)y = (u,v)y,Vv € H.

n—o0

1.1.3 Espace réflexif , espace séparable

Soit X un espace de Banach et J : X — X" I'injection canonique de X dans X", définie

par

pour toutz € X, f € X"
L’espace X est dit réflexif, si: J(X) = X”. On a le résultat

Théoréme 1.1. Toute suite bornée d’un espace de Banach réflexif X, admet au moins une sous

suite converge faiblement dans X.

Définition 1.3 ( Espace séparable). Un espace métrique séparable est un espace métrique qui

contient un sous ensemble D C X dense et dénomblable.
On donne le résultat

Théoreme 1.2. Si X est un espace de Banach séparable, alors de toute suite bornée de X' on peut

extraire une sous-suite converge faiblement * dans X'.

Corollaire 1.1. Soit X est un espace de Banach. Alors X est réflexif si et seulement si X' est

réflexif.
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1.2. Espace de Distributions

1.2 Espace de Distributions

Distributions sur
Soit 2 un ouvert de R".

Définition 1.4. On note par D(S2) I'espace des fonctions réelles ou complexes sur ), indéfiniment

dérivables a support compact inclus dans Q). C’est-a-dire
D(Q) = {p € C*(2) et supp (u) est compact C Q},

ol

Supp(u) = {z € Q,u(x) # 0}.

Définition 1.5. L’espace des distributions sur () est I'ensemble des formes linéaires et continues

sur Q), c’est a dire les éléménts de D'((2), oi

D'(Q) = {u: Q — K; Linéaire et Continue}.

1.2.1 Distributions sur (0,7") a valeurs dans X

Définition 1.6. D(0,T"; X') I"ensemble des fonctions continues a support compact dans (0,7T) a

valeurs dans X, c’est-a-dire
D0, T;X) ={u:]0,T[— X;u e C*(0,T), Supp(u) = K compact C]0,T[}.

Définition 1.7. L’espace des distributions sur (0,T") a valeurs dans X, noté par D'(0,T; X), est
défini par
D'(0,T; X) ={u: D(0,T) — X; Linéaire et Continue },

muni de la topologie de la convergence uniforme sur les ensembles bornés de D(0,T).

1.3 Les espaces L*

1.3.1 Les espaces LP({2)

Soit Q2 un ouvert de R™ avecn > 1.

Pour 1 < p < 0o, on note LP(Q2) = LP(),R), 'espace vectoriel des (classes des ) fonctions

N. Talha 8 Université Saad Dahleb Blida 1



1.3. Les espaces L?

u : 2 — R mesurables de p-ieme puissance intégrable (au sens de Lebesgue) sur (2,
c’est-a-dire

/ lu(z)[Pdx < oo,
Q

[ullLr ) = (/Q \u(x)\pdx);.

Pour p = oo, on désigne par L>(Q2) = L>(£2, R) 'espace vectoriel des (classes des) fonctions

muni de la norme

u : ) — R mesurables et essentiellement bornées dans ), c’est-a-dire
dM >0, telle que : |u(x)| < M, p.p.x € (,
muni de sa norme
|ul| () = Supess _ _q|u(x)| = inf{M > 0; |u(z)| < M, p.p. z € Q}.
Propriétés
1. Pour tout 1 < p < oo, (LP(Q), || - || 2r(0)) est un espace de Banach;

2. Pour 1 < p < oo, 'espace LP(f2) est séparable;

3. Pour 1 < p < oo, I'espace LP(12) est réflexif, et le dual de LP(2) s’indentifie avec
LY(Q), ol + 5 =1.
4. Pour p = 2, on obtient I'espace L?(2) qui est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire

(1, ) ey = / u(w)u(e)de,

[ull L2y = (/Q \u(m)l%x)é.

et la norme associée

1.3.2 Les espaces LP(I)

Définition 1.8. Sion note dI' la mesure superficielle sur I' induite par la mesure de Lebesgue dx,
alors on définit LP(I"), 1 < p < oo comme l'ensemble des fonctions u : I' — R telles que, |u|P soit

intégrable sur I'; muni de la norme

oy = ( / !u(:c)|pd1“)
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1.3. Les espaces L?

Lemme 1.1. Soit 2 un ouvert borné de R xR, h, et h des fonctions de L4(2), 1 < q < oo, telle
que

1l oy < ¢ et by — h,  p.p.dans €.

Alors
h, — hdans L (Q).

1.3.3 Les espaces L(0,T; X)
Soit X un espace de Banach, avec 1 < p < 0.

Définition 1.9. On désigne par L*(0,T'; X) I'espace des (classes des) fonctions u mesurables sur

[0, T a valeurs dans X et telles que

=

T p
l(®)l0r:5) = ( / Hu(t)H?(dt> <o0.1<p <o
0
Pour p = o0
||u(t>||Loo(07T;X) = sup eSSte(O,T)HU(t)”X < 0.

Définition 1.10. Soit X un espace de Banach. On dit que la suite (u,) converge vers u dans
'espace LP(0,T'; X) faible * si

/0 (un(t), g(t)) dt — / (ult), g(t))dt, Vg € LI(0,T; X),
oit 5+ o =1.

Propriétés. On a
1. Pour 1 <p < o0, Si X est séparable, alors L?(0,T"; X) est séparable.
2. Pour 1 < p < oo, Si X est réflexif, alors LP(0,T; X) est réflexif.

3. Pour 1 < p < oo, LP(0,T; X) est un espace de Banach et en particulier, L*(0,T’; X)

est un espace de Hilbert, lorsque X est un espace de Hilbert.

4. Pour1 <¢g<r <o
LT(Oa T; X) “—Continue Lq(07 T; X)

5. L'espace dual de L*(0,T; X) est L (0, T; X'), pour 1 < p < oo; ot £ + =1

6. Si X et Y sont deux espaces de Banach tels que : X —continue Y, alors

LP(0,T; X) —continue LF(0,T;Y) pour 1 < p < 0.
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1.4. Espaces de Sobolev

7. D(0,T; X) est dense dans L?(0,T; X), c’esta dire L?(0,7; X) = D(0,7; X). On peut
identifier le dual L*' (0, T; X) de L?(0,T; X ) a un espace des distributions sur (0, 7)

a valeurs dans X, pour 1 < p < oo,ona
D(0,T;X) — D(0,T; X) = LP(0,T; X) c L’ (0,T; X) c D'(0,T; X).

8. Si L'(0,T; X), alors la fonction; t — fOT u(s)ds est continue et

% (/OT u(s)ds> _ /OT o (s)ds = u(T) — u(0).

Lemme 1.2. Soit X un espace de Banach. Si

feLr0,T; X),
et
O f € LP(0,7;X),1 <p < oc0.

Alors, f est aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de (0,1T"), continue de
0, 7] = X, (f:[0,T] = X).

1.4 Espaces de Sobolev

Les espaces de sobolev sont les espaces fonctionnels dont les dérivée au sens faible sont
intégrables, ces espaces sont complets ce qui est un avantage considérable pour 1’étude des

solutions des équations aux dérivées partielles.

1.4.1 Espace de Sobolev H"™({)

Définition 1.11. Soit m € N(m > 1), I'espace de Sobolev d’ordre m, noté H™ () est I'ensemble
défini par
H™Q) = {u:ue L*(Q); D*u € L*(Q); Yo € N"; |a] <m},
otl
D%y = — o"u , (g, 00,0 0p) €N ol =0 +ag + ..+ ay,
Oxi* ... ..0xom

et sont au sens des distributions.

Proposition 1.3. Les espace H™(S2) sont des espaces de Hilbert, pour le produit scalaire

<'U,, ’U>Hm(Q) = Z <D°‘u, DaU>L2(Q) y

laj<m
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1.4. Espaces de Sobolev

3
2
|L2(Q)> 9

’LQ(Q) :

et la norme associée

N
[l zrm ) = (HUH%?(Q) + > 1105u
i=1

ou la norme équivalente

N
lullzmi@) = llull @) + Y 105,u
i=1

Remarque 1.2. L'espace H™(S2) est séparable.

1.4.2 Injection de Sobolev

Soit E/, F' deux espaces de Banach tels que £ C F.

Définition 1.12. On dit que E s’injecte dans F

— De maniere continue si I'application

Id: E— F

r— Id(z) =z,

est continue, et on note

E > continue F7

— De maniere équivalent E — qoptinye F Si
3C >0 [[d(z)][r = [lz|r < Cllz]|5.
Définition 1.13. On dit que E s’injecte dans F' de maniére compacte si I'application

Ild: F— F

r— Id(z) =z,

est compacte, et on note

E %compacte F.

C’est-a-dire de toute suite bornée (x,,), de E on peut extraire une sous-suite convergente dans F.

1.4.3 Théoréme de trace

Nous désignerons par I' la frontiére de €.

On supposons que (2 est de classe C?, alors(D(2) or C*°(Q)) est dense dans H'() et
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1.4. Espaces de Sobolev

l'application, 7o : D(2) — C(T') définie par yo(u) = u/r, c’est a dire
D(Q) — C(I)
u — Yo(u) =ur,

se prolonge par un application linéaire continue de H*({2) dans L?(T"), encore notée par ;.

En générale, se prolange par une application continue de H™({2) dans H™ -2 (1),
H™Q) — H"™3(T)
u — Yo(u) =ur.
En particuliére pourm =1letj =0,0ona
HY(Q) — H2 (D)< L*(T),
u — yolu) =ur,

tel que
o)l zzqey < Io(w) 3y < Cllellzn

pourm =2etj=1,0na

H*(Q) — H2 (D)< L*(T),

w s o (24) = (2
@
Yo an

L’application 7, (-) appelée I'application de trace.

tel que

L2(r)

1.4.4 Espace de Sobolev H} ()

Définition 1.14. H}(Q) est l'adérence de D(QY) dans H' (Q).

Proposition 1.4. L'espace Hj () est I'ensemble des fonctions nulles sur T'. C'est a dire
Hy(Q) = {u € H'(Q);70(u) =0},

et dont la norme est définie par

al ou |? ? Y o | ? 3
Jullr = (3 [ ar) = = (IVull3ae))
" Zo 2197|120 Zo Iill 2 v
ou la norme équivalente
[l @) = 1Vull2@).
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1.5. Théorémes fandamentaux

Proposition 1.5. L'espace dual de H} (Q) est H~*(Q2), c’est a dire

(Hy @) = H'(9).

1.4.5 Espace V et H'(Qr)
On note par V le sous-espace fermé de H'((2), défini par
V={veH (Q):v=0surl},

ou I'y est une partie de la frontiere de €.

L’espace V' est séparable.
Proposition 1.6. D(X) est dense dans V, c’est a dire
V = D(Q); telle que : Vv € V;3v, € D(Q) : v, — vdans V.
On peut identifier le dual V' de V' a un espace des ditributions sur €2
D(Q) = D(Q) =V C L*Q)c V' c D'(Q).

Soient 7" un réel strictement positif. On note ()1 le cylindre défini par Q7 =]0; T[x2.

On définit I'espace
H'(Qr)={u:ue L*(0,T;H (Q));0u € L*(0,T; L* (Q))},

qui 'on munit de la norme définie par

1
2

2 2
il iy = (il a0z + 190l 20y )
Remarque 1.3. L'espace H*(Qr) est de Hilbert pour la norme définie ci-dessus.

Théoréme 1.3. L'injection de H'(Q7) dans L*(Qr) est compacte.

1.5 Théorémes fandamentaux

Nous considérons maintenant quelques Théoremes importants qui sont utilisés dans ce

mémoire.
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1.5. Théorémes fandamentaux

1.5.1 Théoréme de Rellich

On suppose que © un ouvert borné de classe C!, on a

H™(Q) — H™Y(Q),¥m € N*,

sy < Clullim ey, Yu € H™(9).
En particulier, on a toujours

H™(Q) = compacte L*(92),
c’est-a-dire

[ull 2 (@) < Cllul

H"L(Q) y Vu E LQ(Q),

et de toute suite bornée de H™(2) on peut extraire une sous-suite convergence dans L?(2).

1.5.2 Théoréme de compacité

Les résultats de compacité faible et faible * énoncés ci-dessous sont largement utilisés
pour passage a la limite dans la plupart des méthodes constructives de résolution des

problemes aux limites.

Théoréme 1.4 (Compacité faible * des bornés du dual d"un espace séparable). Soit X un
espace de Banach séparable et soit (uy,), .y une suite bornée de X' ( C'est-a-dire il existe C' € R
tel que ||u,|| v, < C pour tout n € N ). Alors il existe une sous-suite, encore notée (uy, ) et u € X’
telle que

—* udans X'

Un,

Une application importante de ce théoreme est la suivante
Si Q est un ouvert de R” et (uy,), ., est une suite bornée de L>((2), alors il existe une

sous-suite encore notée (u,, ) et u € L>(Q) tels que

/ Uy, pdr — / updz pour tout ¢ € L'(1).
Q Q

Théoreme 1.5 (Compacité faible des bornés d"un espace réflexif). Soit X un espace de Banach
réflexif, et soit (uy),,.  une suite borneé de X. Alors il existe une sous-suite encore notée (u,, ) et

u € X telle que u,, — udans X.

Remarque 1.4. Un espace de Hilbert est toujours un espace de Banach réflexif.
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1.6. Inégalités

Définition 1.15. On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v) : V x V. — Reest
1. Continue s’il existe une constante C' > 0 telle que
la(u,v)| < Cllu|lv||v]lyv, Yu,veV.
2. Coercive s'il existe une constante o > 0 telle que
a(u,u) > allully, Yuev,

alors, de (1.1)) et (1.2), il résulte que

a(u,u) = [|ully.

1.6 Inégalités

1.6.1 Inégalité de Young
Soitl < p,q < ooavec%—l—% =1.Sia,b e R",alors

ab < aP + bi.

1.6.2 Inégalité de Cauchy-Schwartz

Siu,v € L*(Q) alors on a 'inégalité de Cauchy-Schwartz

‘(U, U)LQ(Q)} S |U|L2(Q) |U|L2(Q).

1.6.3 Inégalité de Holder

(1.1)

(1.2)

Soientu € L* () etv € L?(2) avec 1 < p < coet % + é = 1. Alorsu.v € L' (Q) et

/ 0] dz < [l oy 101l e -
Q

1.6.4 Inégalité de Poincaré

Soit 2 un ouvert borné de R"; alors, il existe une constante (dépendant seulement de (2)

C =C(Q) >0, telle que

[ull g3 ) < CNIVUll 2y Vu € Hy(9).
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1.6. Inégalités

Autrement dit, sur H}(Q) la quantité ||Vu .2(q) est une norme équivalente a la norme de

1
2 2
L2(Q)> '

Remarque 1.5. L'inégalité de Poincaré réste valable dans tout sous espace de H'(Q), dont v = 0

1wl 71 (@)

n

el 3 = 1Vl 20y = (Z

=1

ou
82%’

sur une partié de la frontiére.

1.6.5 Formule de Green

Cette formule est un outil fondamental pour la résolution des EDP. Elle coincide, en
dimension 1 avec la formule d’intégration par parties.

Soit 2 un ouvert borné a frontiére lipschitzienne de R". Pour tout u,v € H'(Q2) on a

g g;t wvdr = /F (u.m;) vds — /Qu(x)g;dx, 1 <i<navecu.n = g—:;

De plus, siu € H*(Q) etv € H'(Q) alors

ou 61}
/Q Au.vdr = /F (Vu.n)vds — /Q VuVudy = / (Z Oz, m) vds = / Z Dz; 02, "

1.6.6 Lemme de Granwall

Nous passons maintenant en revue les lemmes de Gronwall qui interviennent dans de
nombreux problemes aux limites, en particulier pour établir I'unicité de la solution, ainsi

que pour former les estimations a priori.

Lemme 1.3. Soient u, v € C ([0, T];R) telles que u (t) > 0 et v (t) > 0 pour toutt € [0,7], a > 0
une constante et w € C' ([0,T];R).

1. Si . .
w(t)§a+/u(s)ds+/v(s)w(s)ds,Vt6[O,T},
0 0
alors
t t
w(t) < a—i—/u(s)ds exp /v(s)ds ,Vt e [0,7].

0 0

2. Si

w(t)<u(s)+a/v(5)ds,‘v’t€ [0,7],
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1.7. Méthode de Faedo-Galerkin

alors

t
t
/ w(s)ds < exp (aT) /u(s) ds.
0 0
Remarque 1.6. Dans le cas particulier u = 0, la partie (1) de ce lemme devient :

w(t)§a+/tv(s)w(s)ds,VtE[O,T],

alors

w(t) < aexp (/Otv(s)ds>,w€ 0,77.

Lemme 1.4. Soient u, v € C([0,T];R) telles que u(t) > 0et v (t) > 0 pour tout t € [0,T],
a > 0. Soit w : [0, T] — R une fonction telle que

t t

%uﬂ (t) < %cﬂ—k/u(s)w(s) d3+/v(s)w2 (s)ds, ¥t €[0,T].

Alors

t t

w (8)] < a+/u(s)ds exp /v(s)ds Ve [0,7].

0 0

1.7 Méthode de Faedo-Galerkin

Définition 1.16. Soit V un espace de Hilbert séparable et {V,,,}, . une famille d’espaces vectoriels

de dimension finie vérifiant les axiomes
1. V,, Cc V (dim (V) < 400).

2. Vo, — V quand m — +o0.
Pour tout v € V, on peut trouver une suite {v,, },, .. vérifiant
vYm e N*, v, € Vi,

et

Um —> v dans V lorsque m — +o0.

L’espace V,, s’appelle une approximation de Galerkin d’ordre m.
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1.7. Méthode de Faedo-Galerkin

1.7.1 Le schéma de la méthode de Faedo-Galerkin

Soit P le probleme exact pour lequel on cherche a montrer ’existence d’une solution
dans un espace de fonctions construit sur un espace de Hilbert séparable V : Soit u la
solution unique du probleme P.

Apres avoir fait un choix d’une approximation de Galerkin V,,, de V', il convient de définir
un probléme approché P, dans I'espace de dimension finie V;,, ayant une unique solution
Uy, -

Le déroulement de I’étude est alors le suivant :

Etape n°1 : On définit la solution u,, du probléeme F,,.

Etape n°2 : On établit des estimations sur w,, ( dites « estimation a priori » sur u ) qui
traduisent que u,, et uniformément bornée.

Etape n°3 : Par utilisation des résultats u,,, et uniformément bornée, il est alors d’extraire
de {um},,cy une sous-suite {u,, },, .y qui a une limite dans la topologie faible des espaces
qui interviennent dans les estimations de 1’étape n°2.

Soit alors u la limite obtenue.

Etape n°4 : On montre que u est une solution du probléeme P.

N. Talha 19 Université Saad Dahleb Blida 1



CHAPITRE 2

L EXISTENCE ET L'UNICITE DE LA
SOLUTION D’UN PROBLEME DE
DIFFUSION SEMI-LINEAIRE

@ans ce chapitre on analyse la question d’existence 1'unicité de la solution faible pour
une classe d’équations paraboliques semi-linéaires. Tout d’abord, nous dérivons la
formulation faible du probléme (probleme variationnel). Apres cela, en utilisant la méthode
de Faedo-Galerkin nous prouvons, sous certaines hypotheses que le probleme variationnel

admet une solution unique.
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2.1. Position du probleme

2.1 Position du probléme

Soit = (0, L) un ouvert borné de R, on note @) = 2 x (0,7"). On considere dans Q) le
probleme parabolique suivant
Probleme P. Trouver v : () — R, tel que

(

Ouu(,1) = B (0, sz, 1)) + M ([ fo lul* d] ) "2 u(x, 1)

= f($7t>/ V(x,t) € Qv

(2.1)
uw(0,t) =u(L,t) =0, Vte]|0,T],
u(z,0) = p(x), Yx € (0, L).

Ou

— wu représente la fonction inconnue.

— [ représente la densité des forces extérieures.

— aeCYQ)eta(z,t) >0,V (x,t) €Q.

— ¢ est une fonction donnée.

— M (UQ |ul” dx] %) lu”~>u(z,t) est appelé terme réactif (ou terme source), ott M :

R, — R est une fonction borné tel que
0<cyy <M(v) <cyy Yo eR,.

avec cly, et ¢y sont des constants.

— pe]l,2ftelque  + ;= 1.

Ce probleme intervient dans plusieurs applications, telles que la théorie de la chaleur,
la diffusion des gaz, etc. Partant des considérations physiques, on voit que pour décrire de
facon unique le processus de propagation, il est nécessaire de spécifier, en plus de 1’équation
principale, la température a l'instant ¢ = 0 et le régime thermique au bord. Cela se manifeste
dans ce probléme par la condition initiale (u(z, 0) = ¢(z)) (la température en chaque point
du domaine au temps ¢ = 0) et la condition au limite de Dirichlet u(0,t) = u(L,t) = 0
sur 0. Pour que le processus de diffusion se préte a une description univoque, il faut

connaitre la répartition de la densité f.
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2.2. Formulation variationelle

2.2 Formulation variationelle

Pour obtenir la formulation faible du probleme, nous définissons ’espace fonctionnel V

par
V= Hy (),

qui muni de la norme ||vly, = ||v|| g 0)-

our simplifier 1’écriture, on note
P lifier 1"écrit t

u=u(x,t); f=f(zt).

Définition 2.1. La solution faible du probleme (2.1) est une fonction qui vérifie
— uwe L*(0,T; V)N L>®(0,T; V).
— w admet une dérivée Oyu € L? (0,T; L*(Q)).

— u(0) = ¢.
— L’identité

(Opu, V) + Bo (u, 9) + M ({/ |u|2dx] 2) (|u|p72 u,9) = (f,9), V9eVetVtel0,T]
Q
En multipliant 1’équation
Oyu — 0y (a(x, t)0pu) + M ({/ Ju)? dx] 2) lufP"u = f,
Q

par un élément ¥ € H' (), en l'intégrant sur 2, on obtient

/Q Dy Id — /Q 0, (o, 1)9yu) Dz + M ([ /Q |u|2dxr> /Q WP rudde (22)
_ /Q F9dz.

Grace aux conditions aux limites et en utilisant la formule de Green, 1’équation ({2.2)) devient

/Qatu.ﬁdx + /Qa(x, )0, u.0,0dx — [z, t)Opu (z,t) 0 (x)]OL

+ M ([/Q |u]2dxr> /Q|u|p_2u.19dx
—/Qf.ﬁdx.

Donc, on obtient le probléme variationnel suivant

Probleme P). Trouver u € V tel que

(Dyu, V) + Ba(u, ) + M ([/Q |u|2dx]2> (JulPu,9) = (f,9), VIeV,
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2.3. L’existence et 'unicité de la solution

ou (-, -) désigne le produit scalaire de L*(Q) et
B (u,v) = / a(z,t)0,u.0,0dx.
Q

L’application B, : V x V — R est une forme bilinéaire continue et coercive. En effet
— Bilinéarité : elle est bilinéaire de la linéarité de l'intégrale.

— Continuité : Vu,v € V,on a

|Ba(u, 9)| <

/ a(z, t)0yu.0,0dx
Q

IN

al/ |0, ul . 0,0 dx,
Q
avec
a; = max a(x,t).
(x,t)eQ
D’apres l'inégalité de Cauchy Shwartz, on trouve
[Ba(u, 0)| < anlfully.[[vflv-
— Coércivité : Jay > 0,Vu € V), tel que

Bo(u,u) = /a(x,t) |0, u|? da

Q
> ozo/|8xu|2da:,
Q

ou oy = (m)inQ a(z,t). D’apres 1'inégalité de Poincaré il existe une constante A > 0,
z,t)e

telle que
[Ba (1, u)| = Aao|ulfy.

2.3 L’existence et "unicité de la solution

2.3.1 L’existence de la solution

Théoréme 2.1. Sous les hypotheses
f e L*(0,T;L*%)), (2.3)
¢ € H),

il existe au moins une fonction u solution de probleme (2.1)) ayant la régularité suivante

uwe L*(0,T;V),
g € L2 (0,T; L*(Q)) .
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2.3. L’existence et 'unicité de la solution

Démonstration. La démonstration de 1’existence de la solution du probleme (3.1) est basée
sur la méthode de Faedo-Galerkin qui consiste a réaliser les trois étapes suivantes :
— Solution approchée : on construit des solutions approchées par la méthode de Faedo-
Galerkin.
— Estimations a priori : on établit sur ces solutions approchées des estimations (majo-
rations) a priori.
— DPassage a la limite : en utilisant la propriété de compacité dans les termes non
linéaires.
Etape 1. On cherche des solutions approchées.
On sait que I'espace V est séparable (c’est-a-dire admet un ensemble dénombrable dense),

donc il existe une suite des fonctions wy, ws, . . ., w,,, ayant les propriétés suivantes

w; € V, Vi = 1, n,
Vm, {wy,ws,...,w,}; sontlinéairement indépendants,

Vin = vect (wy,ws, ..., wy);  estdense dans V.

L’approximation de Galerkin consiste a rechercher une fonction

qui vérifiant

( (O (1), w3) + B (it (0), 1) + (M ([ [ ] ) o (), )

— (f(t),we) Vk=1,...,m, (2.4)

[ U (7,0) = o

(Ot (t), wr) =
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2.3. L’existence et 'unicité de la solution

et
B, (up(t),wy,) = ( ( Qim (1).w;( ) Opwi(x ))
— Z (a(z,t) Opw;(z), Opwi(x)) @im (1)
— Z B, (w;(z), wi) Gim(t).
On a aussi
wn(2,0) = om (2.5)
= Z qim(O)wZ(I)

= Zoimwz( ) — ¢ lorsque m — +o0.

Donc, on obtient un systeme d’équations différentielles non-linéaires du premier ordre

(3% (o) 45 0) + 3 B . 0) 3 (1)

l\‘:h—t

+< (ng [t dx] ) |t|” % U (t), k) = (f(t),wr), (2.6)

L qzm(O) = Oim, Vi = 17 oL, M.
Maintenant, on considere les fonctions ¢, = (qim (1), - - -, Gum (1)), fro = ((fyw1) ..., (f, wm)),

1
Cn = (./\/l <UQ |t | dz] 2) |t |72 U (1), wj> et les matrices A, = ((wi, w))),; j<pnr

1<j<m SIS
By, = (Ba (wi,wj)hgi,jgm-
On écrit le probleme (2.6) sous forme matricielle, on trouve
{ A2 (£) + B () + Con =
4 (0) = (Oim)1<i<m -

Comme les vecteurs {wy, ws, . .., w,, } sont linéairement indépendants, alors det (A4,,) # 0

donc la matrice A,, est inversible, ceci implique g, (t) est la solution de
dqm( t)+ A, 1BQO( ) + A#Cm = A;zlfma
(2.7)
4m(0) = (Tim)1<i<pm -
Grace a la méthode des itérations usuelles de Picard utilisée pour les équations différen-

tielles ordinaires, on peut conclure qu’il existe un ¢,, dépend de m tel que dans l'intervalle
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2.3. L’existence et 'unicité de la solution

0,,,] le probleme ({2.7) admet une solution locale unique.
Dans la suite, C de81gne une constante générique positive.
Etape 2. Estimations a priori.

Estimation L.

On multiplie la premiere équation de (2.4)) par g, (t) et on somme sur k, on trouve

(@um Zwk Qi (t ) ( Zwk Qi (T )
( ([/ onf e )|um|” t>,gwk.qkm<t>>
- (f<t>,gwk.qkm<t>) ,

(Ortim (1), um(t)) + Ba (um(t), um(t))

( ([/|um| dx]é)mmf oy <>)

= (f(1), um(t)) .

ceci implique que

D’autre part comme
1d

= 3% [t (t)||22(9),

(Drtim(t), um (1))

donc, on conclut que
2 2
57 ttm (D32 + @0 18sttm (Dl132(0) + M (It ()2 ) tm (1))
< (f(1),um (1)),
en intégrant sur (0, ¢) et en utilisant I'inégalité de Young, on obtient
1 2 ! 2 !
3 i (O a0 [ 10stn (9 + [l (9o s
0 0
' 2 ' 2 1 2
< U Oy ds+ [ T 9oy ds + 5 lmlla-
0 0
D’apres (2.3), on déduit I'existence d"une constante C' indépendante de m telle que
1 2 ' 2 '
3 i (O a0 [ 10stn (9 s+ St [l (9o s
0 0

t
2
< / et ()2 ds + C,

N. Talha 26 Université Saad Dahleb Blida 1



2.3. L’existence et 'unicité de la solution

avec
1
2 2
C = IflIz20.7:r2(0) + 5 lellz2q) -
Par conséquent, on a en particulier
2 g 2
il < C+ [ ()l
En utilisant le lemme de Gronwall, pour déduire de 1'inégalité précédente que

2
(D)2 < Ce?,

ou C' constante independante de m.

Ainsi, on obtient

2 2
||um||Loo(0,T;L2(Q)) + ||UM||L2(0,T;1;) + llum (5)||}£2(0,T;Lp(9)) <C. (2.8)

Ou C constante indépendante de m.
Estimation II.
On multiplie encore une fois la premiere équation de (2.4) par ¢;,,(t) et on somme sur &,

on trouve

s i) v
( ([/ onf o] ) [t t>,;wk.qzm<t>>
- (f<t>,§;wk.q;m<t>> .

Donc, on obtient
/ (Dt (1)) d + Bay (U (), Ot (1))
Q

M (1 Ol | Tl 0 (0)00 (1)

- /Q O (t)dz

En utilisant le fait que M (-) < ¢y, il résulte

(e (t)“i?(ﬂ) + Ba (um(t), Quun(t)) < ciy

/ 2 s (1) B (dz|  (2.9)
+/Q\f(t)|.|8tum(t)|dx.
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2.3. L’existence et 'unicité de la solution

D’autre part, on a
1d 1 / 2
B, (um(t), O (1)) = 5513'& (um (t), um(t)) — 5 / o' (x,t) (Opum)” da. (2.10)

Q
Moyennant (2.9), (2.10), on obtient

1d »
| Ot (¢ )||L2(Q)+ 2dt8 (um (1), um(t)) < iy

" / )] Ortom (8)] d
+%/Qo/(x,t) (Dt )? daz.

g P2 Uy () Dyt ()
0

Par l'intégration sur (0, ¢) puis en utilisant 'inégalité de Young, ainsi de la coercivité de

B,(-,-),il vient
)\OCO 2
/ [0t (5) 20y 5 + 2 e (1) 211)
SCT/]/ /|um(x,s)|p_ NOvum (x, 8)| dxds
tO Q 2 . . 2
4 [y ds+ 5 [ 10 5) e
0 0
[ 1
+—/ /O/(:v,s) (Dt (5))* dzds + =Ba (tm(0), 1m(0)) .
2 )y o >

D’autre part, d’apres l'inégalité de Young, il existe une constante positive v, tel que

t
//|um(3)\p_1.\8tum(s)]dxds < //’y g (3)]5 - |Bytunn(5)| derdis
0 Q p

<[] ( \um<s>\p+—\atum<s>|f’) drds,
0o JQ Y
ce qui donne

t t
[ (5)["™"Orum(s)  dads < 3 |l (5)[ 70 ds
0 JQ 0 “)

1/t

+- Ot (S)||7 ooy ds
A [0t () |70 ()
Onal<p<2 donc

t t
/0 / ()P Byt (s)] dads < 7 / it ()2 s
t 1 2
—|—/ (1+— Optlpn ()| 75 )ds,
(142100
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2.3. L’existence et 'unicité de la solution

en utilisant le fait que |0t ()| oi0n < Co l|0rttm ()| 2,0 €t (a + b)* < 2a2 + 2b2, on trouve
q LP(Q) L2(Q)

t t
p—1 1 p
/0 /Q lum ($)|°" . [Opum(s)|dxds < ¥ /0 [tm ($)||7o(q) ds + 2T (2.12)

CQ 2 2
2| — ||atum(3)||L2(Q) ds.
Comme a(z,t) € C1(Q), alors

/ / z, ) (Opti) da:d8<a1/ |t (s ||H1(Q (2.13)

ou o) = (m?x o4 (ZE s)
t)eQ
En remplacant (2.12)) et (2.13] - ) dans (2.11)), puis nous prenons y = 2Cq, on trouve

1 2 050)\ 2
5 0w (|72 0,722y + N Jum @)1y,

T T
4 / LF) 2oy + / i ()3 05
0 0

T
a 2
+2Ca)? [ i () ds + 27+ 4 om g
0
d’aprés (2.8)) et (2.3)), nous pouvons en déduire l'existence d’une constante
q 2
C = (QCQ)p Hum ( )HL? 0,T;LP()) ds + 2T + O/l H(:D”H(}(Q) 4

indépendante de m tel que

1 2 QA 2 g 2
2 ”atumHH(o,T;L?(Q)) + = 5 [um @[, < C+ . ||um(3)||H3(Q) ds,

et donc, en particulier

Qg 9 r 2
2|Wdﬂb§0+a10HW$W%mM&

On applique le lemme de Gronwall, on obtient
2
lum @)y < €,
par conséquent, on obtient
2 2
1Ot || 207,22 (52)) F Ntmlpoo 070y < € (2.14)

ou C' constante indépendante de m.

D’autre part, on a

i [./\/l ({/Q |t | dx} %) |um|p2um(t)r | dt < cy /OT/Q [|um|p71]qd$dt

T 1
cj‘\fl/ /[|um\4] dxdt
o Jo

Cm HumHIb(o,T,LP(Q)) ’

IA

<
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2.3. L’existence et 'unicité de la solution

mais d’apres (2.8), on en déduit que

/OT /Q [M (UQ ‘“m|2dl‘r> [ Um(t)rdx

En utilisant (2.8), (2.14)) et (2.15) pour conclure
( u,, borné dans L> 0,7;V),
u,, borné dans L? (0,T; V),
Oy, borné dans L? (0,T; L*(Q)),
l - Z
| M ([fQ (| o] ) [ty P2 1 (1) borné dans L2 (0, T; L9(<2)) .

dt < C. (2.15)

(2.16)

Etape 3. Passage a la limite.
D’apres ([2.16) on peut extraire sous-suite (u,) de (u,,) telle que
u, —u dans L?(0,T;V),
Oy, — Oyu  dans  L? (0,75 L*(Q)), (2.17)

1

M ([l dr] ) w2 () = x - dans 12 0,7 L9(@)

=M (UQ |uy2dx1 %> P2 u(t).

On a u, borné dans L? (0, T'; Hy(2)) et dyu,, dans borné dans L? (0, T’; L*(£2)), donc u,, borné

dans 'espace

Montrant que

H'(Q)={v:veL?(0,T;Hy(Q)) et O € L* (0,T; L*(Q)) },
mais on sait que selon le Théoréme [1.3|que I'injection suivante est compact
H'(Q) = L* (0,T; L*(Q)) .

Donc
u, —u fortdans L*(0,T;L*(Q)).

Maintenant, en utilisant le Lemme on déduit

M (U |uu\2dx} ) P2 (1) = M (U |u]2daf} ) ul?2 u(t) dans L2 (0, T: 19(92)) .
Q Q
(2.18)
Soit k fixé et . > k, alors d’apres (2.4) on a

(O (1), wr) + Ba (w(t), wy) + (M ([/Q |uu|2dx]é> | uu(t),wk>

=(f(t),wy), Vk=1,...,m.
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2.3. L’existence et 'unicité de la solution

D’apres et (2.18), il résulte
B (w,(t), wy) =" By (u(t), wy) dans L>(0,T),
(Bywu(t), wy) — (Bpu(t), wy) dans L*(0,T),
et
(M (il ) Tl w0 (8), 0 ) = (M (e ) il (), ) dans 22(0, 7).

Soit ¢ (t) € D (0,T), donc de (2.4)), on trouve

T

/0 (Bru (1), w) ¥ () dt + / B (u, (), wi) 0 (1)

+f ' <M ([ / rumx} ;> i uu<t>,wk> v ()t

:/ (F),we) o () dt, Vk=1,...,m.

0
En gardant k fixe et en laissant ;1 — +o00, grace a la convergence faible de v, et 9,u, dans

leurs espaces respectifs, on déduit

/ [ Oyu(t), wy) + Ba (u(t), wy)

( </|U| dm} >|U|p “u(t), w > (f(t),wk)]@/)(t)dt
0,

t)yeD(0,T),Vk=1,...,m,

ceci implique que

(Opu(t), wy) + B (u(t), wy) + (M ([/Q |u|® da:} ;> P~ u(t),wk>

:(f(t),wk),VkZ:L...,m.

Maintenant, en utilisant la densité de V;,, dans V, on conclut que

(Ouu(t). 9) + Bo (ult), ( ([/ uf dx] )|u|f” u(t), >—<f<t>,ﬁ>,vﬁev.

D’oturil résulte que u satisfait

Ou + Oy (a(x,t) Opu) + M ({/ |ul? dx] 2) lul’"*u = f, p.p dans Q.
Q
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2.3. L’existence et 'unicité de la solution

Reste a montrer que la solution u vérifié la condition initiale. D’apres (2.17)) et le Lemme

1.2 ona

duu,(t) € L*(0,T;L% (),
u,(t) € L*(0,T;V).

Par conséquent v, est continue sur [0, T, alors continue en 0, donc
u,(z,0) = u(z,0) dans L* (Q),
mais d’apres (2.5), on obtient
uu(x,0) — ¢(z,0) dans V.

Donc, on conclut que

2.3.2 Unicité

On va donner dans ce paragraphe le résultat concernant l'unicité de la solution au

probleme (2.1).

Théoreme 2.2. Si on suppose que la fonction M est lipschitzienne
M () = M (V)] < kfu—of.

Alors la solution u obtenue au Théoreme[2.1]est unique.

Démonstration. Soient u; et us deux solutions du probleme (2.1]), au sens du Théoreme

Donc les deux solutions satisfont aux deux formules
(Opur, 9) + Ba (ur,9) + (M (Hul”m(g)) Juy [P Ulﬁ) = (f,9), Vo eV, (2.19)

et
(012, 0) + Ba (2, 9) + (M (JJtall gy ) [0al 2, 0) = (£,0) W0 €V, (2.20)

On prend ¥ = uy dans (2.19)) et ¥ = u; dans ([2.20)), on obtient

(Opur, uz) + Bo (u,uz) + <M <||u1||L2(Q)> |Ul|p_2 U1,U2> = (f,u2), (2.21)
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2.3. L’existence et 'unicité de la solution

et
(Opug, ur) + By (ug, u1) + <M (”U2HL2(Q)> |U2‘p_2 U27U1> = (f,u1)- (2.22)

En soustrayant la formule (2.21]) de (2.22)), nous trouvons
(O, Y) + Ba (V) + (M (il ey ) Jusl > 11 = M (Jlall gy ) ol 2, Y )

(Ml ) ool 2, Y ) = (M (sl ) ol 2, Y)

=0,

ouY = u; — usg.

D’otril résulte que
(BY,Y) + Bo (Y, Y) + M (||u1||L2(Q)) (JuaP % s — a2y, Y)

- ((M (H“l“wﬂ)) - M (HUQHLz(Q))) |ug P2 u2,Y> _

(|UQ|‘PD72 uy — [P ug, ug — up) >0,

On sait que

par conséquent, on déduit que

@Y.Y) 4+ Bo (V) < (M (leallay) = M (lallpagey) ) lual 202 ¥) . 223)

Passons maintenant a I’estimation du second membre de (2.23). On a

/Q (M <HU1HL2(Q)> - M (HU2HL2(Q)>> |U2‘p_2 ug.Ydx
< ‘/\/l <||u1||L2(Q)> - M (||u2||L2(Q)> ‘ /Q lusP~L . |V d,

ceci implique que

/Q (M (||u1||L2(Q)> - M <||u2||L2(Q )) |UQ|p72 ug.Ydx
< M (o) = M (lzl ooy / ol (V] de.

Grace a I'inégalité de Holder, nous trouvons

/|UZ|5.|Y|dx < (/ |u2|de>q.</ |Y|pdx)p
Q Q Q

p
< Nl 1Y ooy

Maintenant, en utilisant le fait que [|Y[|, ) [[Y[[;2(q), nous arrivons a

D a4
us| 7 Y] dx < o [Juall o) - 1Y 20y
Q
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2.3. L’existence et 'unicité de la solution

D’autre part, comme M (-) est lipschitzienne, on a

M (et pegey) = M (lazllpzgy) | < |y = il oy

< K lur = wall g -
Finalement, on obtient
(4 (o) = M (o)) e 0¥ o 229)
< ke 1zl oy - 1Y (80
En revenant a la formule (2.23)) et en utilisant 'inégalité (2.24)), on arrive a
SV (1) oy + oMY O < ey lta (Ol ey 1Y ()] (2.25)

En intégrant (2.25)) sur (0, ¢) et en utilisant le fait que

IN

¢ |luz (1) ||L°°(0,T;L2(Q))
< C,

[|us (t)HLOO(O,T;LP(Q))

nous concluons que

t t
|wamam+aM/Wwwm$wsm@O/WW@mamw.
0 0

D’apres le lemme de Gronwall, on obtient

HY(t)’|i2(n) =0.

On aura finalement Y (¢) = 0. D’ou1 I'unicité de la solution. O
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CHAPITRE 3

ANALYSE ASYMPTOTIQUE D’UN SYSTEME
PARABOLIQUE DANS UN DOMAINE

MINCE

@ans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude de I'existence, l'unicité et I’analyse asympto-
tique du solution faible d’un probléme parabolique couplé posé dans un domaine
mince bidimensionnel €2*. Les conditions aux limites utilisées sont la condition de Dirichlet
sur la frontiére latérale et la frontiere supérieure et la condition de Fourier sur la frontiere
inférieure. Nous donnons le résultat de I'existence et 1'unicité de la solution faible, puis
nous étudions le comportement asymptotique de ce probleme quand une dimension du

domaine tend vers zéro.
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3.1. Position du probléme

3.1 Position du probleme

Soit Q¢ un ouvert borné de R? de frontiere suffisamment réguliere 9Q°. Nous définissons

le domaine mince )¢ comme suit
Q°F = {x =(r1,20) ER?0< 2, < L,0< 1y < 5h(x1)}.

Ot ¢ > 0 est un petit parametre qui tendra vers zéro et h(-) est fonction de la classe

C* ([0, L]) tel que

0<h= min h(z;) <h(z)) <h= max h(x),Vz; €[0,L].

z1€[0,L] z1€[0,L]
La frontiere de €2° se compose de trois parties : 9Q2° = 902 U 925 U 0€)5, o
— 0 = {z € 00 : x93 = eh (z1)}, la frontiere supérieure.
— 093 =10, L], la frontiere inférieure.
— 005 = ({z1 =0} U{x1 = L}) x|0,eh (z1)], la partie latérale de la frontiere de 2°.

A
I

FIGURE 3.1 — Le domaine mince ()°.

Dans le domaine (2, nous nous intéressons a ’analyse du comportement des solutions
lorsque le parametr ¢ tend vers zéro, pour le probleme parabolique couplé suivant :

Probleme P. Trouver u° : ° x (0,7) — Retv®: Q° x (0,7) — R, tels que

O’ — Age (u°) + A°0° = f° dans Q° x (0,7, (3.1)
Ov® — Age (v°) + Au® = ¢° dans Q° x (0,7, (3.2)
u® =0
. } sur (09 U0Q3) x (0,7), (3.3)
v =

T, 7° € R 1 Opge () + u® —r0° =0

sur |0, L[x(0,T), (3.4)
5, 7° € Ry« Opge (v°) + 130" +7°u® = 0
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3.2. Probléme variationnel

ou A.-(-) est l'opérateur différentiel défini par

2

As() =) O, [6(0)0:,()]
ij=1
A® est une constante positive, f°(-), g°(-), ¢j;(-) sont des fonctions données et 0, .(-) =
2
> ¢;(7)0,,(+).n; indiquer la dérivée par rapport a la normale externe sur la frontiére 9,
ij=1

tel que n® = (0, —1) le vecteur normal extérieur a ]0, L[. Nous complétons le probleme
(B.1)-(3.4) par les conditions initiales suivantes
(u®(z,0),v°(x,0)) = (0,0), Ve Q. (3.5)
Nous traiterons du probleme (3.1)-(3.5) avec les conditions suivantes
¢ € LT (), () = ¢(1),1 <4, <2,
et Ju. > 0, telle que Vn € R?

2

2
S c@mmy = ey ()’
ij=1

3.2 Probléme variationnel

Pour obtenir la formulation faible du probleme, nous introduisons 1’espaces
Ve={Ce H () : ¢ =0surdQf U},
qui est un espace de Banach pour la norme induite
ICllve == 1ICl 2 g0s) + IVCI E2g0e)2 = €I g aey -

Lemme 3.1. Si u* est solution du probleme (3.1)) — (3.4)), alors elle vérifie le probleme variationnel

suivant

Probléme Py. Trouver (uf,v°) € (V©)?, Yy, 1b € V°, tel que
L
<@m#ﬁ+mfwiw+wvwwﬁ+/‘@M—w%ﬂmMa=Uﬂm, (3.6)
0
L
«maw+wﬁwiw+wxwwo+/ (150 + r°uf) bdr = (6, 0).
0

(ua(.% 0)7 Ua(xv O)) = (07 O),

oit (-, -) désigne le produit scalaire dans L* (QF) et

0o ) = 3 [ @0, 00, ()i

ij=1
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Démonstration. Multiplions 1’équation (3.I) par ¢ et I'équation (3.2) par ¢ avec (p,v) €
H' (Q¢)?, et intégrons sur Q°, il vient que

oyu® gpdx—/ Z@xz g ( (u)] <pda:—l—/ AV pdr = fe.pdx,
Qe Qe 5 Qe

7,7=1

et

/ dv° wdx—/g Zaxl A (v°)] wdx+/axu€.wdx:/5f.wdx,

7,7=1

en appliquant la formule de Green, on trouve

/ Oy .pdx + Z / a;;(2) 0y, (u®).0n, pdx — Z / u®)n;.odl’

1,7=1 1,7=1 00Qs
+/ A vt pdx
[ pd,
Qe

et

/Eatv zpdx+Z/ o, (1) 0y, (v°). 0y pda — Z/ (v°)n;.4pdT

i,j=1 i,j=1 Qs

+ / Au®.apdx

= / g e,

Sion prend ¢,y € V¢, nous arrivons a

/ oy’ .pdx + Z/ m )0y, pdx — Z/ x1, Oz, ( ).n?godm

7,j=1 1,j=1

+ / A vt pdx
J=pd,
Qs

et

/6 O Apdx + Z/ Oy, (V°).0p,Ydw — / B (w1, 0) 0y, (v°). Olpdxl

7,7=1 i,j=1

+/ A ufabdx
_ / ¢ bdz,
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3.3. L’existence et I'unicité de la solution

d’autre part, d’apres la condition aux limites (3.4]), on aura

2 L
/ Ot .pdx + 5 / () 0z u" Oy, pdw + / (lfu® — r°0%) .pdxy
€ € 0

1,7=1

+ / A% pdx
= f5.pdx,
QE

et

2 L
/ 8tz;5,1pd:c + Z / fj($)axjv€aml'¢dl’ + / (lgqf + rEuE) wdilil
Qe € 0

ij=1

+ / Aut . pdx

| s

Dong, nous obtenons la formulation faible (3.6]). O

3.3 L’existence et I'unicité de la solution

Dans ce paragraphe, nous étudions 1’existence et 1'unicité de la solution faible du

systéme — (3.5).
Théoréme 3.1. Supposons que
(f%,0°) € L2 (0,1, L2 ())".
Alors, il existe une solution unique (u®,v®) du probleme tell que
(uf,v%) € L*(0,T,V*)?,
(Ou®, 0pv®) € L* (0, T, L? (QE))Q.

Nous commencons par démontrer 1'existence d"une solution faible du probleme (3.6)).

3.3.1 Existence

Pour montrer l’existence de la solution, nous utilisons la méthode de Faedo-Galerkin.

Démonstration. Soit (w5) est une suite de fonctions ayant les propriétés suivantes
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3.3. L’existence et I'unicité de la solution

—w; €VEVi=1,...,m

— La famille {wf, ws, ..., w;,} est linéairement indépendant.
— Le Vi = [wf,ws, ..., ws,]| généré par {w],ws, ..., w;, } est dense dans V©.
Soit (us,,v5,) = (u5,(t), v5,(t)) est une solution approchée telle que
=D Bim(Bwj, v(t) =D Pm(t)us,
j=1 j=1

ol R, (t) et P, (t) sont déterminés par les équations différentielles ordinaires suivantes

(00, 05) + e (e 0?) + X° (05, ;)+/0Laa ). () de (B)
= (fuf), 1<j<m

(0, w5) + age (v5,, ws) + A (ug,, ws) +/0L (1505, + r°us,) - (w§) day
= (9% uf), 1<j<m

avec les conditions initiales
u;, (z,0) =0,

0) = Z Yim (0)w; =30, danc V¢,

et
u;, (x,0) =0,

0) = Z Nim (0) w; =50, danc V*.

Nous allons maintenant établir quelques estimations a priori indépendantes de m.
La premiere estimation.
En multipliant la premiere et la deuxiéme équation de (3.7) par R;,, () et P;,,,(t) respective-

ment et I’on somme en j, il vient

L
(Ot ) o (05 5) N (05 + [ (e, = 1705 iy = (7,05,
0
et
L
(O ) e (0, 05) X (0505 + [ By 05 v = (57, 5,)
0
ceci implique que

d

L
o 10 ey + e (505 40 (e + [ (G, = 05 o = (7,05,
0
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3.3. L’existence et I'unicité de la solution

et

d

L
o I + @ (0505 + X (u05) + [ @507, + rFu) e = (05,
0

en intégrant sur (0, ¢) les deux équations ci-dessus, et en sommant le résultat, on en déduit

que

1 2 1 2 ¢ 2
2 2oy + 3 195 ey + / 1, (5) s ey

+/JJ/B/ ||U ||H1 Q°) dS‘i‘la/ / | dxldS“—l / / | dl’lds

= [+ [ 66, m<>>ds—w/<m<s>,u€m<s>>ds.

0

Maintenant, en utilisant le fait que

/ (7 () 5, (5D ds < / 1 () s + / A
t t t
/ (5 (5), 05, (5))] ds < / 107 (5)2a ey s + / 105, ()2 ds
0 0 0
/ (05, (5), 1, (5)) | ds < 20° / 8, (5) 2 ds + 23° / 105, () P

on trouve l'estimation suivante

et

2 2 2
1, (5) 2oy + 1105, () 2oy + 2t / 4, (5) s e s

e 2 e 5 2 € e 2
2 [ 5 (9 sy s+ 28 [ 105, 6) g s+ 25 [ 105, 9o
0 0 0
t

<2+ ) [ (i O + 105 6) )

0
t t
2 2
2 15 )y ds +2 [ 197 ()l ds
0 0
Apres avoir appliqué le lemme de Gronwall dans 1'inégalité ci-dessus, on conclut que

2 2 2
Hui@(s)nm(ns) + ||Ufn(3)||L2(Qe) + Hui@<s)“L2(0,T,H1(QE)) (3.8)

2 2 2
+ ()27, 1 @0y T 192010200, + 105 ) 22007,2200,20)

<vg¢
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3.3. L’existence et I'unicité de la solution

ol c est une constante indépendante de m.
La deuxiéme estimation.
On multiplie la premiére et la deuxiéme équation de (3.7) par R),,(7) et P}, (7) respective-

ment, et sommons sur j de 1 a m, nous avons

L
(Oyus,, Ous,) + ane (U, Opus, ) + X° (05, Opus,) + / (lJu;, — rcuy,) Oy, dxy
0
= (f€7 atufn) ’
L
(Opvr,, Opvs,) + age (V5,, Opvs,) + A° (us,, Ous,) + / (l5vs, + reu,) Oy, dxy
0
= (gsa atvfn) ’

comme f(f Aoe (us, (), Opus,(s)) ds, fot age (v, (s), 005, (s)) ds, fo fo us,(s).0uus, (s)) drids et

fo fo ¢ .0s)) dryds sont des termes positifs, en integrant de 0 a ¢, nous trouvons
t 5 t 5 t
[ 1005 gy s+ [ 1000 0y s 3 [ 05 (5) 00 (5)
t
P RCACREAC)
t ‘ t
</ <f5<s>,atufn<s>>ds+/ (9 ()05, (5))

// ) O, dmlds+r// (04, () drds.

Ensuite, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, le Théoreme de trace et 1'inégalité de

Young, on aura

1 [t . 1 [t .
Z/ Hatum(s)Hi?(QE) ds—i—Z/ ||atvm(5)“i2(ga) ds (3.9)
0 0
t t t
< ax / 105, (5) 22 gy s + 43° / 10 (5) 122 ey s + 4 / 17 () g s
t t

450 @) [ (15,6 Bagu g + 15 Moy ds+4 [ 1975y

0 0

D’autre part, d’apres I'estimation (3.8), nous avons

t t
2 2
/0 0%, ()1 2202y 5 + / 16, (5) 22z ds
t t
2 2
T / [0, ()| d5 + / 5, (5)] 22 ds
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Dongc, de (3.9), on en déduit qu’il existec ¢ > 0 qui ne dépend pas de m tel que

2 2
||atufn(5)||L2(0,T,L2(Qs)) + Hatvim(s)||L2(0,T,L2(QE)) <c (3.10)

Passage a la limite.

m?’ -m

De (3.8) et (3.10), nous concluons qu'’il existe une sous-séquence de la séquence (u,, v5, ),avec

la méme notation, telle que

(WS, v5) — (uf,v°) dans L2 (0,7, H' (€))7,

m? T m

2

(O, Opvs,) —  (Ow®,0p0%) dans L? (0, T, L* (€))”.

Finalement, en utilisant les arguments comme dans le chapitre 2| et le fait que I'espace V;,
est dense dans V¢, on passe a la limite comme m — 0 dans (3.7), on déduit que v* et v*

satisfont
L
(O ) + el 0) + X (07, ) + [ (B =) oy
0
= (f67§0)/v§0 eV,
et
L
(Opv®, ) + ap= (V5 9) + A°(u®, ) + / (l5v, + rfus,) abday
0
= (g% %),V € V7,
ceci implique que

Opu + Age (uf) + Xv° = fe,

p-p dans Q° x (0,7).
Ov® + Age (v°) + X°uf = ¢°, }

Donc, I'existence de la solution est prouvé. O

3.3.2 Unicité

Nous prouvons maintenant que la solution obtenue est unique.

Démonstration. Supposons que le probleme (3.6) admet deux solutions (u5, v§) et (u3, v5).

Donc, on a

L
@ﬁwwmeaw+xu®w+/‘@ﬁ—fﬁﬂ@@a (3.11)
0

= (f%,9),
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3.3. L’existence et I'unicité de la solution

L
(B45,10) + age (15, 0) + X° (5, ) + / (1505 + rus) () da (3.12)
= (¢5,),
et
L
(atug7 ()0) + Qs (Ug, 90) + )\s (US, 90> + /(; (liug - TEU2) dexl (313)
=(f%,9),
L
(Bu ) + age (15, ) + X (u5,48) + /0 (50§ + r°us) ey (3.14)
= (¢°,v).

Nous prenons ¢ = u5 — uj dans (3.11)), ¢» = v5 — vf dans (3.12)) et ¢ = u] — uj dans (3.13)),
Y = (vi — v5) dans ({3.14)), nous trouvons

(Opui, uy — uy) + aas (uy, ugy — uy) + A (vf, uy — uj) (3.15)
+ /OL (lfu] — rof) (u5 — uf) daq
= (f"uy —uj),
(O, Ui — u3) + aae (U3, uj — uz) + A" (v3, uj — uj) (3.16)
+ /OL (lfug — rfvg) (u — uj) day
= (f%ul —u3),

et
(01, v3 — v7) + age (vf, 05 — v7) + A° (u, v; — v]) (3.17)
+ /OL (l505 + ruy) (v5 — v]) day
= (9%, 05 —vi),
(Orvz, v — v3) + age (v3, vf — v3) + A° (ug, v — v3) (3.18)
" /oL (305 + r¥u3) (vf — v3) day
= (g 0] —v3).

Nous posons U* = uj — uj et V° = v] — v3, puis nous ajoutons I'équation (3.15) a I'équation
(3.16) et I’équation (3.17) a 1’équation (3.18), nous obtenons

L L
— (O UF) — age (US,UF) — N (V2 UF) — / UE U dry + / rEVE U, = 0,
0 0
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3.4. Analyse asymptotique du probleme

et
L L
— (O V5, V®) —age (V5,V°) — A° (US, V) — l;/ Ve Vedr, — / U Vedx, = 0.
0 0
Maintenant, en additionnant les deux équations ci-dessus, nous trouvons
(OU(5),U(5)) + (9V7(s), V(8)) + aas (U(s),U(s)) + ag: (V(s), V°(s))
< =2X° (Vo(s), U (s))
ceci implique que
d € € € € 15 151
S (U2 ey + IV (g ) + ae @ (), UE(9)) +ae V(). V() (B19)
< =207 (Vo(s),U(s)),
D’un autre coté, d’apres la coercivité de a.- (-, -), nous avons
t t
| ). w)s = g [ 196 s
Dong, en intégrant 'inégalité (3.19) sur (0, ), on déduit que

t t
£ 2 I3 2 g I3
U2 (5)] 2 ey + V() e + / U (5) o ey + 15 / IV (5) 2 e ds

t
<ax [ (Il + IV Olan) ds.
Maintenant, en utilisant le lemme de Gronwall, nous trouvons
(U(s),V=(s)) = (0,0), Vs € (0,T).

Donc, nous obtenons 1'unicité de la solution. O

3.4 Analyse asymptotique du probleme

Pour I’analyse asymptotique du probleme (3.1)-(3.4), nous utilisons I'approche qui
consiste a transposer le probleme initialement posé dans le domaine qui dépend d’un petit

parametre ¢ dans un probleme équivalent posé dans un domaine fixe et indépendant de «.

3.4.1 Le probleme dans un domaine fixe et quelques estimations

On utilise le changement de variables z = #2, donc le domaine ()° se transforme a un

domaine €2 indépendant de ¢, ot
Q={(z1,2) eR*0< 2 <L,0<z<h(z1)}.

On note par 092 = 0§23 U 02, U 0€23 sa frontiere, ou
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3.4. Analyse asymptotique du probleme

— 0 ={2z €00 :x3="h(x1)},
— 0 = ({x1 =0} U {z; = L}) x]0,h (21) [,
— 003 =10,L]|.

Maintenant, nous définissons les fonctions suivantes dans 2
u (21, 29, t) = 0 (21, 2,1), 0 (x1,29,t) = 0° (21, 2,t) . (3.20)

Pour les données du probleme (3.1) — (3.4), on suppose qu’elles dépendent de ¢ de la

maniere suivantes

g (11, T2) = Qyj (z1,2),1<4,j <2, (3.21)

j
= f(xl,z,t), e2¢° (1, 29,t) = g (21, 2, 1),

EXN =)\ elf=1, =1y, erf=r.

Proposition 3.1. D’apres (3.20)) et (3.21), le probleme (3.6) équivalent au probleme suivant
Probléme Py, Trouver (u°, 0 ) e V, telle que

/528t115g0d:c1dz +52/a11 (21, 2) (03,0%) (Op, ) dx1d2 (3.22)
Q Q
—i—e/ Qg (21, 2) (04, 0°) (0,) dx1dz —i—e/ Qo1 (21, 2) (0,4°) (O, ) dx1dz

Q Q

L L
+ / Qg (11, 2) (0,0°) (0,p) dr1dz + )\/ 0° - pdrdz + 1y / U - pdr, — f/ 0° - pdxy
Q Q 0 0

=/fsodx1dz, Vo eV,
Q

/ (c%v )¢d$1d2 + £ / 611 T1,2 ) (5’9011) ) ( :E11/J) d.fle (323)
+ 5/ 512 x1, 2) (0, 0%) (0,%) dx1dz + 5/ ,621 (1,2) (0,0%) (0, 0) dx1d2
Q

+ /Q Boo (1, 2) (0,0°) (9.0) dwydz + A /

Q

L L
- pdrydz + lg/ 0° - dxy + f/ 0° - Pdxy
0 0
- / Gudedz, Vo € V.
Q

(4° (x4, 2,0),0° (21, 2,0)) = (0,0),
otl
V={CeH"(Q):(=0surdQ UoQs}.
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3.4. Analyse asymptotique du probleme

Démonstration. En multipliant la premiere et la deuxieme équation de (j3.6|) par ¢, on obtient

5/ 8tu5.godx1dx2+€/ a7, (2)0x, (u°).0x, pdxday
—1—6/50@(%)8@( )(9mgodx1dxg+5/ﬂ a5 ()0, (u°).0p, pdry dy
+€/ 5o () Oy, (1 )8x230dx1dx2+6/0 (lfuf — rv®) .pdxy
—|—5/ A v°.pdxdrs

fepdridrs,

Qe

et

. O apdxydry + € . B11(2) 0y, (v°).0p, Pdx 1 dcy
€ . B1o(2) 0y, (v°).0p, Ydardas + € . 551 ()0, (v°).0p, 0 dz  dy
€ . B59(2) 0, (V7). 0,0 dr dcg + s/OL (I50° 4 r°u®) apday
e/ A u®.pdridrs
= 6/ 9" pdridzs,
en passant maintenant au domaine fixe 2 puis en utilisant et (3.21), nous trouvons
g2 /Q 0y pdridz + €2 /{: An1(x1, 2)04, (0°).04, pdx1dz

+ 8/ dlg(xl, z)@z(ﬂs).axlwdxldz + Ef/ 6621 (.131, z)@xl (@5).3Zg0dx1dz
Q Q

~

L
+ / G (1, 2)0,(8°). D, pdrdz + / (i — 76°) <o,
Q 0

+ / A% pdaydz
Q

= / f.godxldz,
Q
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3.4. Analyse asymptotique du probleme

et
52/8tf15.@/1dx1dz+52/ Gq1(x1, 2)0y, (07).0p,0dx1dz
Q Q
+€/CY12<£IZ'1,Z) ( ) xli/}d.Tle—FE/ Q91 .CEl, 8 (AE).adel'le
Q Q

~

L
+/dm@h@@@q@mm¢z+/ Qﬁ fa)wml
Q 0
+/&m¢m@z
Q

:/ﬁwmmz
Q
Dot (3.22) — (3.23) . [

Nous allons maintenant obtenir des estimations pour @¢, v, 0,4° et 0,0°. Ces estimations

se sont utiles pour obtenir les résultats de convergence et le probleme limite.

Théoréme 3.2. Suppose que f¢,¢° € L*(0,T, L (Q°)) et 4\h? < min (11, pg). Alors il existe

une constante c indépendant de ¢ tel que

o2 2 ei2 o2

et |72y + [1E0°(| 720y + 100 @[ 20,7 120 + 110:0° 7207 22(02)) (3.24)
o2 o2 2

11602, 0% 201 22(0)) + 1190 20,1220 + 107 (22072200,

2
+ v ()1 220,722 ()
<c,

20,072 o)+ ||E20:6° <e. (3.25)

@) —

Démonstration. Soit (u®,v°) la solution du probleme (3.1)-(3.2). Nous prenons (¢,v) =
(u,v°) dans (3.6), nous trouvons

L
(O, u) + aqe (U7, u®) + A° (v°,u¥) + / (lfu® —r°0v%) w'dry = (f°,uf),
0

et
L
(0%, %) + age (V°,0°) + A° (u,0%) + / (I50° + r°uf) wodxy = (¢°,0%).
0

Dongc, nous concluons que

d L
i 1 ey + e 00 X7 070 [ (0 = r20) i, = (77,0,
0
et
d 13 L £, € g £ € g 13
o ||v® HL2 Qg)—l—aﬁa(v V%) 4+ A7 (uf, ) + (I50° + r°u®) wodxy = (¢°,0%).
0
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En intégrant les deux formules sur (0, ¢) puis en additionnant le résultat, on obtient
1 e 2 € 2 ! e 2
5 (IO + V) + o | 106 gy s (3.26)
t t t
bty [NV Bagrrpds + [ 106 agungds +55 [ 1075 g
0 0 0
t t
< / |f2(s).u®(s)| deds + / g% (s).v°(s)| dzds
Qs 0 Jos

+2)° / |u(s).v°(s)| dxds.
(913

Maintenant, nous estimons le membre droit de I'inégalité (3.26). En utilisant les inégalités

de Cauchy-Schwarz, Poincaré
lellzae) < bl Vel ez, Ve € VE,

et de Young, nous avons

t . . 2€2B2 t . 2
| [l deds < =5 1) e ds (3.27)
0 Qe Ha 0
Ho ¢ & 2
b [ @) e s

et

2e2h?
/ [l (s)7 ()] s < / 105(5) 2oy s (3.28)

u
ﬁ/ V0 (0 5

aussi nous avons
0 [ Wl dods < [ 16 1906 e 5 (6:29)
Qe

h2/0 HVUE(S)HiQ(QE)Q ds + )\h2/0 HVuE(s)HiQ(QE)z ds.

En insérant les inégalités (3.27), (3.28) et (3.29) dans (3.26)), on obtient

€ 5 ,ua
1 ()11 720y + 10°(8) [0y + 2Ah2 I\Vu $) 72002 ds (3.30)
2

t
H \7 € € €
+ (8- 20) [ 196 6) e ds + 8 / I (g s
0 0

t
2
T~ / 10 (5) 2 go.cp 45

2€2B2 /t ) 252%2 t )
< £y ds + 2 [ 1 s
Mo Jo e Hg  Jo e

N. Talha 49 Université Saad Dahleb Blida 1




3.4. Analyse asymptotique du probleme

comme
€12 - £
e\ f “L?(Qs) = £ 1”f”%2(9),
2 —1 A
g Mz = € allZamy
& 2 € 2 € 2
e[[Vu(9)l[paqeyz = €ll0mu7 ()l L2 (o) + € 0m,u7 ()] 12 )
~ 2 2
= €00 ()| L2 + 1007 (5) 2 ) »
et

2 2 2
e[V ()2 = €105, 07(5)ll 720y 1 € 1020 () 1202
~ 2 ~ 2
= €02,0°(s)||72¢0) + 10:0°(5) |72 -

on multiplie I'inégalité (3.30) par ¢, nous déduisons que
2 2 H \7 ' 2
e llw ()72 (0e) + € l[v° ()l T2qe) + <7 - 2)\h2> / e[V (s)[|2qe2 ds (3.31)
0
t t
H Y7 € 7 €
+ (5 —232) / = V0% (3)]1 2 s + / o (5) 210,11 s

t
. AN
+12/0 v ()20, @5
< A

ou A= iij £ (¢) ||%2(07T’L2(Q)) + 222)15(t) ||%2(07T7L2(Q)) est une constante indépendante de ¢.

s
De (3.31)), on déduit (3.24).
Pour montrer I'estimation (3.25), on pose ¢ = 9,4° dans (3.22), on trouve

/Q 20,00y uF da dz + €2 /Q a1 (21, 2) (0p,0°) (04, 0,0°) dx1dz (3.32)
+e /Q Q12 (21, 2) (02,0°) (0,0,4%) dx1dz

+ ¢ /Q g1 (1, 2) (0,0°) (0y, 0p0°) dz1d2

-+ /Q g (21, 2) (0.0°) (9.0,0°) daxydz + /Q %005 da dz

L L
+ ll/ u°.e0utdr, — f’/ 0°.0,u°dx,
0 0

= / f.005dzdz.
Q
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En intégrant cette formule sur (0, ¢), on en déduit que

¢ t
/ /528tﬂ58tﬂ8dm1dzds +52/ /dn (21, 2) (02,0°) (Op, O40°) dx1d2ds
0 JQ 0 JQ
¢
+ 6/ / a1 (21, 2) (0x,0°) (0,0,0°) dx1dzds
0o Jo
¢
+ 5/ / g1 (21, 2) (0.0°) (0, 040°) dz1dzds
0o Jo

t t
+ / / oo (1, 2) (0,0°) (0,0:0°) dr1dzds + /\/ / 0°. 0 dzdzds
0 JQ 0 JQ

ot L t oL

—|—l1// as.satﬁgdxlds—f’// 0°.0,u°dxds
0o Jo 0o Jo
t

:/ /f.@tﬁedxldzds.
0 Jo

D’autre part, on utilise 'intégration par parties, on obtient
5/0t /Q 1o (21, 2) (02,0°) (0,0,4°) dx1dzds
= /leg (21, 2) (0z,0°) (0,0°) doydz — € /Ot /Q a1 (21, 2) (0, 0,0°) (0,0,4°) dxydzds
Donc, on déduit
¢ ¢
/0 /Q 20,00y dr dzds + € /0 /Q a1 (21, 2) (0g, 0°) (9, 0,0°) d1d2ds
+e /Q a1 (71, 2) (05, 0°) (0,0°) dx1dz
—€ /Ot /Q Q12 (21, 2) (Og, 0,%) (0,0°) dz1dzds
+e€ /Ot /Q g1 (21, 2) (0.4°) (0, 040°) dz1dzds

t t
+ / / oo (1, 2) (0,0°) (0,040°) dx1dzsds + ;\/ / 0°. 0t dzdzds
0 JQ 0 JQ

ot L t oL

—|—l1// as.satﬁgdxlds—f’// v°.0,u°dxds
o Jo 0o Jo
t

:/ /f.@tﬁedxldzds,
0 Jo

maintenant, en utilisant le fait que a5 (21, 2) = @91 (21, 2) et

t
//d22($1,2) (0,4%) (0,0,4%) dxydzsds > 0,
0o Ja

t
52/ /du (21, 2) (04,0°) (O, Oy°) dx1dzds > 0,
0o Ja
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on obtient

t
/ / 20,05 0,0° dxydzds + 8/ a1 (21, 2) (0, 0°) (0,4°) dxydz
0 Jo Q

t t L t oL
—i—)\//ﬁa.@tﬁadxldzds+11// ﬁg.satﬁgdmlds—f// 0°.0,u°dxds
0o Ja o Jo o Jo
t
:/ /f.@tffdxldzds.
0o Ja

Par conséquent, on a

/He@t “L2 ds — A //&5175 0° (s) dxydzds

<e / 9 (21, 2) |0, 07| |0 1)€|dx1dz—|—// ) .0 (s) dxydzds
Q
0 0

L
_3 / 0 (1) 4F (1) dzydz + 7 / O (£) By (¢) day,
Q 0

ceci implique que

/ 6040 (5) 2y ds — & / / 0,0 (5) . (s) dirydadls

1 .
< 5/ Q19 (21, 2) |0x, 07| 0,07 | daydz + B / / f(s). (g0 (s)) drydzds
v
0 Q

+- /O (6° (1)) . (€0,@° (1)) dary + X / ° (1) .6 (1) dard>.

Q

En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, le théoreme de la trace et I'inégalité de Young,

on obtient

/Ha@t ||L2 ds — A //& s)dxydzds (3.33)

4 [t

~ ~c (12 ~g 12

< max (G2 (21, 2)) <||€3x1UEHL2(Q) + H(?zuf\lm(m) + 5_2/ 1F ()20 ds
0

/ 1204 () 2ageys ds + 3167 (5) gy + M1 (3) e

Con)” [ 15Ny s+ 3 [ 106 gyt

D’autre part, nous choisissons ¢ = 0,0° dans (3.23) et nous utilisons les mémes techniques
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que celles appliquées a 1'égalité (3.32), nous déduisons 1'inégalité suivante

/ lled,v® (s ||L2(Q ds+)\/ /at s)dxidzds (3.34)

4 t
A~ A~ 2 A~ 2 A~
< ma g (11, 2) (||eazlv€um<m+Hazvfnm 5 [ 19 s

#5106 e s+ 57 (o) [ 18 s
#5106 s

Maintenant, en additionnant les deux inégalités (3.33) et (3.34), puis en multipliant le

résultat par 2, nous obtenons

t
/ <20 (5)[ g s + / €205 (5) 3 5

~ 2 1 ~e112 N ~g 12
< / [, ds+8 / 16 (5) gy s + A0 2aiay + Mleil 2y

T8 /|| Magoun ds+/|| a0z 45

~ ~ ~ ~c (12 ~c (12
+ e max (ag (21, 2)) (”58901U€||L2(Q) + ||8ZU8||L2(Q) + |00, 07|72 () + ||82u8||L2(Q)> /
en utilisant le fait que
~e112 ~c (12 ~c (12 ~c |12
€01 z2(q) + 168772 () + 1812207, r2g0,20) T 19 220,702 0:2)
~ ~E112 ~c||12 ~c|2 ~c|l2
+ e?max (412 (21, 2)) <H88961U€“L2(Q) +110:0°(72(0) + 1€05, 07| 72q) + HaZuEHLZ(Q))
<g,
nous concluons qu’il existe une constante c independant de ¢, tel que

2 A&‘Q
Hg Oyt L2(0,T,L2(Q

+ H52at{)€

o) = ¢

3.4.2 Résultats de convergence et probleme limite (¢ — 0)

Dans cette section nous donnons le systeme satisfait par la limite des suites (4°, 0°)
sur € et les deux équations décrivant les conditions aux limites sur |0, L], pour ce la nous

introduisons l'espace de Banach

V.= {¢eL*(Q):0.C € L*(Q),(=00n o},
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muni de la norme

1
2 2
v. = (IR + 19:C 2o

On rappelle que I'inégalité de Poincaré dans le domaine fixe €2 donnée par
€112y < P [|0:C]l 2 , POUr tous ¢ € V..
Théoréme 3.3. Sous les hypotheses du Théoreme 3.2} il existe u*,v* € L*(0,T} V.) tel que

(0°,0°) — (u*,v*), dans  L*(0,T;V.)*, (
(£0,,1°, £0,,0°) — (0,0), dans L* (0, T; LQ(Q))2 , (
(€0.05,60.0°)  — (0,0), dans L* (0, T; L*(2))?, (3.37)
( 28tu £20,0° ) (0,0), dans L* (O,T; L2(Q))2, (

ot (u*,v*) est une solution faible au probleme limite

p.p dans Q x (0,7),

9. | Baz (21, 2) D,0* ($1,z,t)] + A\t (21, 2,t) = § (21, 2, 1)

(3.39)
—dgp (1, 0) Bou* (21,0, 1) + Lyu* (21,0, ) — Fo* (24,0,1)

—ng (1,0) 0,v* (z1,0,1) —I—lAﬂ) (1,0,t) + 7u* (z1,0,1)

=0, [z (1, 2) O,u* (x1, 2, )] + v* (21, 2,t) = 3:1, z,t) }
} p.p dans |0, L[x(0,T),

(u*(z,0),v"(x,0)) = (3.40)

Démonstration. D’apres le Théoreme il existe une constante c indépendant de ¢ tel que

/wa |mms<cu/w )22y ds <

En utilisant ces estimations avec I'inégalité de Poincaré dans le domaine €2, on obtient

2
/ |0.4° HL2(Q) ds < [|ac(s )HLQ(O,T,VZ) s

et
2
/Wa 2y ds < [6°() Bagorrey <

Donc (4°, 0°)_ est borné dans L* (0,7, V.)?, ce qui implique I'existence d’un élément (u*, v*)
dans L% (0,7, V, )2 tel que (4%, 0°), Converge faiblement vers (u* v*) dans L?(0,7T,V.), on
obtient donc (3.35). On en trouve (3.36) and (3.37) a partir de (3.24) et (3.35). Comme (4, 0¢),
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converge faiblement vers (u*, v*) dans L2 (0, T, V,)” et (¢20,0°, £20,0°) converge faiblement
vers (x, () dans L2 (0, T, L%(2))*, on en déduit (x, ¢) = (0,0).
Maintenant, par passage a la limite quand ¢ tend vers zéro dans le probléme variationnel

(3.22)-(3.23) et en utilisant les résultats de convergence, on en déduit

L
/ G (1, 2) O,u*0,pdxidz + /\/ v odridz + / (llu* — fv*) wdx, (3.41)
Q 0

Q
:/f.apdxldz, Yo eV,
Q

et

L
/ Bas (21, 2) B Opdrrdz + A / wdrydz + / (zzu* n 7’) bz, (3.42)
Q 0

Q

:/Q.@Ddxldz, Vi eV,
Q

nous choisissons ¢ et ¢ dans H{ (), puis en utilisant la formule de Green, il est facile

d’avoir que

/GZ G (71, 2) Ou ]gpdmldz—i-)\/v pdridz = /fgpd.:tldz,
Q Q

/ 8, [ as (21, 2 ]wd:cldz+>\ / wpdzydz = / . dydz,
Q

Q Q

dong, on obtient

~

—0, [digg (1, 2) Bou* (21, 2,8)] + Mo* (21, 2, ) = f (21, 2, 1)

. A ) dans H'(Q). (3.43)
—0, [522 (21, 2) 0,0* (1, 2, t)} + A (21, 2,t) = g (21, 2, 1)

Comme f,§ € L? (0, T; L*(Q)), alors la formule (3.43) est vraie p.p dans Q x (0, 7).
Revenons maintenant aux deux formules (3.41)) et (3.42), en utilisant la formule de Green et
le fait que (¢, 1) = (0,0) sur 02, N 92y, on en déduit

L
/ (—&5 [Giag (1, 2) DLu™] + Mo* — f> wdridz — / G (1, 0) O,u*pdry
0

Q

L L
+ ll/ u*.pdry — f’/ v*.pdxy
0 0

=0, YVpeV,
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et

L
/ <—8Z |:622 (iL‘l, Z) (3zu*} + A\ — §> wdxldz - / b22 (1'1, O) 8Zv*wdx1
0
Q

L L
—1-12/ v*.z/zd:l?1+f/ u*.pdry
0 0
=0, VypeV,
ceci implique que

fo < G (1,0) O,u* + Lo — f’U*) odr; =0
Y(p,4) € D(J0, L[)?,
fO < /622 Xy, )820* + ZQ’U* — fu*) @Z)dl‘l = O,

d’apres la densité de D(]0, L[)? dans L?(]0, L[)?, on obtient (3.40). O

Théoréme 3.4. On suppose que

(z1,2)€Q

min ((szi)IéQ (Qog (21, 2)), min <322 (x1, z))) > 2.
Alors la solution faible (u*, v*) du probleme limite (3.39)) — (3.40)) est unique.

Démonstration. Pour prouver le résultat d"unicité, nous supposons qu'il existe deux solu-

tions (u*, v*) et (u**, v**) du probleme variationnel (3.41)-(3.42), nous avons

L
/ Gog (1, 2) O.u*0,pdx dz + )\/ v pdridz + / (llu* — fv*) (pdxy (3.44)
Q Q 0

= / f.gpd:pldz,‘v’ga eV,
Q

L
/ Qg (71, 2) 0,u™ 0, pdr 1 dz + )\/ v pdridz +/ (ilu** — f’?}**) (pdxy (3.45)
Q 0

Q
= / fpdridz, Vo €V,
Q

et

L
/ Bag (21, 2) 0,0 0,0dx1dz + )\/ u*pdridz + / <l2v* + fu*> apdxy (3.46)
Q 0

Q

:/g.@bdwldz,vw eV,
Q
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L
/322 (21, 2) 0,00 bdx dz + /\/ updridz +/ <l2’U** + f’u**) Apdxy (3.47)
Q Q 0
= / g.Ydxdz, N € V.
Q

En soustrayant les équations (3.44) avec (3.45) et (3.46) avec (3.47), puis on prend ¢ =

u* —u* ety =v* — 0™, on trouve

/ brag (21, 2) |0,u* — Du™|* daydz + ;\/ (v —v™) (u* —u™) drdz (3.48)
Q Q

L L
+ 1 / lu* — u**? day — f/ (v —v™) . (0 — u™) dry
0 0

et
/ Bog (21, 2) |0.0* — B0 * dydz + ;\/ (u* —u™) (v* —v™) drdz (3.49)
Q Q
L L
+l1/ |v* —U**|2dx1+f/ (u* —u™). (v* —v™)dzx; = 0.
0 0

Maintenant, en additionnant les deux équations et en appliquant les inégalités de Young et

Poincaré, nous concluons

(min (Gaz) — 25\> |lu* — u**\ﬁz(oj;vz) + (min (Bm) N 2;\> |v* — v**||ig(0’T;Vz) <0.

D'ou! u* = u** et v* = v**. OJ
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Conclusion

e travail est une contribution a 1'étude de I’existence, de 'unicité et du comportement
asymptotique des solutions de certains problemes aux limites paraboliques.
Dans ce mémoire, nous avons traité les deux points principaux :

v" Existence et Unicité : Sous certaines conditions sur les données initiales et les coeffi-
cients, nous avons analysé la question de l’existence et de 1'unicité d"une solution pour des
problemes aux limites paraboliques semi-linéaires. La technique principale utilisée pour la
démonstration est la méthode de Faedo-Galerkin.

v Analyse asymptotique : En utilisant la méthode de Faedo-Galerkin, nous avons
prouvé l'existence et l'unicité de la solution pour un probleme parabolique couplé avec des
conditions aux limites de Dirichlet-Fourier posé dans un domaine mince bidimensionnel
(2°. Ensuite, nous avons appliqué la technique du changement d’échelle pour étudier le
comportement asymptotique de la solution lorsque I'une des dimensions du domaine tend

vers zéro.
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