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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intéresse a l’étude d’une classe d’équations abstraites
d’ordre fractionnaire considérées dans un espace de Banach.
Il existe plusieurs méthodes d’étude de ces problemes, parmi lesquelles, on s’in-
téresse dans ce travail a celle basée sur la théorie des opérateurs résolvants pour
les équations intégrales et le théoréme du point fize.
On montre des résultats d’existence et d’'unicité des solutions intégrales de ces
problémes.
Mots clés : Calcul fractionnaire, théoréme du point fize, équation différentielle

d’ordre fractionnaire, opérateur résolvant, solution intégrale.
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Abstract

In this work, we focus on the study of a class of abstract fractional-order
equations considered in a Banach space.
There are several methods for studying these problems. In this thesis, we focus
on the one based on the resolvent operator theory for integral equations and the
fixed point theorem.
We present results on the existence and uniqueness of integral solutions to these
problems.
Keywords : Fractional calculus, fived point theorem, fractional-order differen-

tial equation, resolvent operator, mild solution.

ix



Notations

N : Ensemble des nombres entiers naturels.

N* : Ensemble des nombres entiers naturels non nuls.
R : Ensemble des nombres réels.

R : Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.
R% : Ensemble des nombres réels positifs non nuls.
C : Ensemble des nombres complexes.

Re(-) : Partie réelle d’'un nombre complexe.

R% : Ensemble des nombres réels positifs non nuls.

X : Espace de Banach.

© ® N o e W

10. ||.|lx : Norme de l'espace X.
11. C([a,b], X) : Espace des fonctions continues de [a, b] & valeurs dans X .

12. I'(+) : La fonction Gamma.

13. B(-) : La fonction Béta.

14. I : Intégrale fractionnaire a gauche au sens de Riemann-Liouville.

15. ¢D¢ : Dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

16. L(X,Y) : L’espace des opérateurs linéaires continus de I’espace X vers I’espace Y.
17. A : Opérateur linéaire.

18. D(A) : Le domaine de définition d’un opérateur linéaire A.

19. D(A) : L’adhérence de 'ensemble D(A) .

20. A~!: L’inverse d’'un opérateur linéaire A.

21. p(A) : L’ensemble résolvant d’un opérateur linéaire A.

22. R)(A) : La résolvante d’un opérateur linéaire A.



Introduction

Les équations différentielles fractionnaires représentent une extension des équations diffé-
rentielles classiques, ot les dérivées sont définies avec des ordres non entiers. Ces équations
sont devenues un outil puissant dans la modélisation de phénoménes complexes qui présentent
une dynamique de mémoire et une dépendance temporelle inhabituelle. Contrairement aux
dérivées entiéres qui ne capturent que l'instantanéité des changements, les dérivées frac-
tionnaires intégrent I’historique des variations, offrant ainsi une perspective plus réaliste et

détaillée des processus naturels et artificiels.

Les équations différentielles fractionnaires jouent un role crucial dans divers domaines
scientifiques et techniques. En physique, elles sont utilisées pour modéliser des phénoménes,
tels que la diffusion anormale et les matériaux viscoélastiques qui présentent des comporte-
ments non linéaires complexes. En ingénierie, elles permettent de concevoir des systémes de
controle plus robustes et de prédire des comportements dynamiques a long terme. En écono-
mie, elles sont utilisées pour modéliser des marchés financiers qui montrent des fluctuations
a plusieurs échelles de temps, offrant ainsi des outils pour des prévisions économiques plus
précises et pour ’évaluation des risques. Ces équations sont également appliquées en biologie

pour modéliser la propagation des maladies.

Une équation différentielle abstraite fractionnaire est une équation qui décrit 1’évolution
d’une fonction dans un espace fonctionnel abstrait (souvent un espace de Banach ou de

Hilbert) en utilisant des dérivées fractionnaires. Elle se présente généralement sous la forme :

Deu(t) = Au(t) + f(t,u(t), te[0,T], (1)
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— D¢ représente la dérivée fractionnaire d’ordre o € (0,1), souvent définie selon la
définition de Caputo ou de Riemann-Liouville.

— wu(t) est une fonction prenant des valeurs dans un espace de Banach ou de Hilbert X.

— A est un opérateur linéaire (non nécessairement borné) défini sur un sous-ensemble
dense dans X.

— [:[0,T]x X — X est une fonction donnée qui peut dépendre explicitement du temps
et de la fonction wu(t).

La condition initiale pour cette équation est généralement défnie par
u(0) = up € X. (2)

Les équations différentielles ordinaires et les équations aux dérivées partielles peuvent
étre généralisées aux équations différentielles abstraites fractionnaires qui permettent la mo-
délisation des processus dynamiques avec mémoire et effets héréditaires, ce qui prouve leur
capacité a fournir des outils mathématiques puissants pour analyser la stabilité, I'existence
et 'unicité des solutions dans des systémes complexes. Par exemple, elles permettent de mo-
déliser des processus stochastiques ou des phénoménes a mémoire longue dans des espaces de
phase abstraits, facilitant ainsi une meilleure compréhension et une gestion plus efficace des
systémes complexes dans des domaines, tels que la mécanique quantique, la dynamique des

populations et la modélisation des réseaux neuronaux.

Il existe des équations différentielles abstraites non autonomes d’ordre fractionnaire, ot les
coefficients de 1’équation dépendent explicitement du temps (ou de la variable indépendante).
Contrairement aux équations autonomes, ou les coefficients sont constants ou dépendent uni-
quement de la variable dépendante, les équations non autonomes ont des termes qui varient

avec le temps.

On peut trouver aussi des équations différentielles abstraites fractionnaires neutres lorsque
la dérivée de la fonction dépend non seulement de la fonction elle-méme et de ses dérivées,
mais aussi de la dérivée d’une version retardée (ou avancée) de cette fonction. En d’autres
termes, elle inclut des termes qui dépendent de la dérivée d’une fonction avec un décalage
temporel.

Dans certaines situations réelles, le retard n’est pas défini par le temps, mais aussi par

une variable inconnue. Les équations différentielles avec des arguments déviés sont un type de
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équations différentielles & retard dans lequel la quantité inconnue et sa dérivée apparaissent
dans différentes valeurs d’argument. Pour les modéles différentiels réels et fractionnaires, di-
vers problémes des équations différentielles stochastiques avec argument dévié sont étudiés
compte tenu du fait que leurs applications peuvent étre trouvées en biologie, chimie, méca-
nique et dans d’autres domaines.

L’objectif principal de ce mémoire est I’étude d’une classe d’équations différentielles
abstraites d’ordre fractionnaire dans un espace de Banach Ceci a travers une synthése des

résultats importants obtenus dans les deux articles suivants :

Dans le cas autonome, nous allons présenter I’étude faite dans I’article des auteurs Her-
nandez E. Hernandez, D. O’Regan, K. Balachandran, intitulé ( voir [6]) :

"On recent developments in the theory of abstract differential equations with

fractional derivatives".

Dans le cas non autonome, nous allons présenter ’étude fait dans l'article des auteurs M.
Malik M. Malik, S. Abbas, A. Kumar, intitulé ( voir [7]) :

"Existence and uniqueness of soultions of fractional order nonautonomous

neutral differential equations with deviated argument".

La méthode utilisée dans ces deux travaux est basée sur la théorie des opérateurs résolvants
des équations intégrales et le théoréme du point fixe de Banach. Nous montrons I'existence et
I'unicité des solutions intégrales (mild solutions) pour ces équations différentielles fraction-

naires.

Contributions de E. Hernandez et al.

Eduardo Hernandez et ses collégues ont apporté une contribution significative en étudiant
les équations différentielles fractionnaires abstraites [6]. Ils ont proposé une nouvelle méthode
basée sur les opérateurs résolvants pour analyser une classe générale d’équations différentielles
abstraites. Leur approche garantit ’existence et 1'unicité des solutions intégrale sous des
conditions spécifiques, permettant ainsi de traiter efficacement les systémes complexes dans

des espaces de Banach.
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Cet article est motivée par quelques articles récents traitant des problémes de I'existence
d’une solution pour les équations différentielles abstraites avec des dérivées fractionnaires. De
la théorie des semi-groupes, il est facile de voir que les concepts de solutions intégrales utilisés
dans [1],|12] et dans d’autres articles ne sont pas appropriés . Pour prouver leur affirmation,

ils considérent le probléme abstrait suivant :
D%x(t) = Ax(t) + f(t), t€l0,q] (3)
2(0) = o, (4)

o 0 < a < 1, A est le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe d’opérateurs linéaires
bornés (T'(t))¢>0 sur un espace de Banach (X, | - ), zo € X et f € L'([0,a]; X). La forme

intégrale associée est

u(f) — o 1 b Au(s) . 1 Lf(s) . .
(t) O+F(a)/0 (t—s)lfoéd +F(a)/0 (t—s)lfad’ t €[0,al. (5)

La solutions intégrale (mild solution) proposée dans les articles cités est

u(t) = T(t)zo + ﬁ /0 (t— )T (t — 5)f(s) ds, (6)

pour tout ¢ € [0, al.

Exemples et analyses

Exemple 1
— Hypothéses : X =R, f=0,20=1, A=1et T(t)zg = €.
— Solution intégrale (mild solution) proposée : u(t) = €.
— Equation intégrale (3) :
t 1 ' a-1_7
6:1+m/o(t_7—) e’ dr.

Cette égalité n’est pas vraie pour tout t > 0.

Exemple 2
— Hypothéses : X =R, A=1,20=0, f=1et T(t)f = €.

— Solution intégrale (mild solution) proposée :

u(t) = m/o (t —7)* et dr.
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— Equation intégrale (3) :

t t T ta
/ (t—7) e Tdr = / (t—7)*t (/ (1 —s5)* te™® ds) dr + —.
0 0 0 «Q

Cette égalité est également incorrecte.

Conclusion

Ces contre-exemples montrent que la forme proposée de solution intégrale wu(t) ne satisfait
pas toujours 1'équation intégrale initiale (3) pour certaines configurations simples des para-
métres A, xg et f. En conséquence, pour résoudre les équations différentielles fractionnaires
correctement dans ce cadre, il est peut étre nécessaire d’examiner des formes alternatives
de solutions ou d’introduire des conditions supplémentaires qui garantissent que la solution
intégrale est valide. Les chercheurs doivent alors ajuster la définition de la solution intégrale
ou explorer des méthodes de résolution plus appropriées pour ces équations.

Motivés par les remarques ci-dessus, les auteurs ont proposés une autre approche pour traiter
les équations abstraites avec des dérivées fractionnaires, basée sur la théorie des opérateurs
résolvants pour les équations intégrales. Ils ont montré I'existence et I'unicité des solutions

intégrales pour une classe d’équations différentielles abstraites d’ordre fractionnaire.

Contribution de M. Malik et al.

D’autre part, M. Malik et ses collaborateurs ont appliqué la méme méthode proposés
par E. Hernandez et al. pour traiter des équations différentielles abstraites fractionnaires
non autonomes avec des arguments déviés, |[7]. Ils ont montré des résultats importnats sur
I'existence et 'unicité des solutions intégrales de ces équations.

Plan du mémoire
Ce mémoire comporte trois chapitres et est organisé comme suit :

— Le premier chapitre contient des rappels des notions de base d’analyse fonction-
nelle : espace de Banach, espace de Sobolev, les opérateurs linéaires non bornés, le
calcul fractionnaire et leurs différentes propriétés.

— Le deuxiéme chapitre concerne ’étude d’une équation différentielle abstraite neutre
autonome d’ordre fractionnaire.

— Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude d’une équation différentielle abstraite
neutre non autonome d’ordre fractionnaire avec arguments déviés.

On termine ce travail avec une conclusion générale.




Chapitre 1
Préliminaires

Introduction
Ce chapitre est consacré aux rappels des notions et résultas de base d’analyse fonctionnelle
qui nous seront utiles par la suite. En particulier, nous rappelons les opérateurs linéaires, les

semi-groupes les espaces de Holder et le calcul fractionnaire avec leurs différentes propriétés.

1.1 Opérateurs linéaires

1.1.1 Définitions

Définition 1.1 Soit E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps K. On dit que l’ap-

plication ou 'opérateur A : E — F est linéaire si
Ve,ye EVAEK: Alx+y)=Ax+ Ay et A(dx) = MAx.

Définition 1.2 Soit A : E — F un opérateur linéaire. On définit ['image de 'opérateur A
par :

Im(A) = {Az |z € E} : est un sous espace vectoriel de F.

et le noyau de l'opérateur A par :
Ker(A) = {x € E| Az = 0} : est un sous espace vectoriel de E .
Le domaine de A :

D(A)={zx € E| Az € Im(A)} : est un sous espace vectoriel de E .

6



Chapitre 1 : Préliminaires

1.1.2 Opérateur linéaire borné

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et A : F — F un opérateur linéaire. Le

théoréme suivant caractérise la continuité d’un opérateur linéaire.
Théoréme 1.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. A est continu,

2. A est continu en 0,

3. il existe une constante c telle que ||Azx|| < c¢|z| pour tout x € E.

Définition 1.3 Une application linéaire A : E — F entre espaces vectoriels normés qui est
continue est souvent dite bornée.

Notation : On note L(E, F) Uespace vectoriel des applications linéaires continues entre E

et F. Quand E =F, L(E,F) est noté L(E).

Définition 1.4 Pour A : E — F opérateur linéaire continu, on définit la norme d’opérateur

de A par
||AH _ A _ HA*/EHF o .
cep) = sup ||[Az|lp = sup = sup ||Az|p=inf{k > 0|Vz € E,||Az||r < k|z||g}.
llzllz=1 wc&  |ZllE lzl|le<1
|zl 270
La norme d’opérateur, aussi notée || - ||z(gr)y, est une norme sur l’espace vectoriel L(E, F)

des opérateurs linéaires continus de E dans F.

1.1.3 Opérateur non borné

Soit X un espace de Banach.

Définition 1.5 Un opérateur dans X est une application linéaire A définie sur un sous-
espace vectoriel D(A) C X a valeurs dans X. Le sous-espace vectoriel D(A) est appelé le
domaine de 'opérateur.

On note un opérateur par (A, D(A)) et on dit que A est un opérateur non borné de

domaine D(A).

Définition 1.6 (Opérateur a domaine dense) Soit A : D(A) C X — X un opérateur

linéaire non borné. L’opérateur A est dit a domaine dense si D(A) = X.
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Domaine, graphe et fermeture d’un opérateur linéaire
Définition 1.7 (graphe et fermeture)
— Le graphe d’un opérateur linéaire (A, D(A)) est le sous-espace de X x X défini par
G(A) ={(z,Az) 1z € D(A)} C X x X.
— On dit que (A, D(A)) est fermé si son graphe G(A) est un fermé de X x X.
La caractérisation des opérateurs fermés par les suites donne la proposition suivante :

Proposition 1.1 Un opérateur (A, D(A)) est fermé si et seulement si pour toute suite
(Tn)n>0 d’éléments de D(A) telle que x, - x € X et Ax,, -y € X, on a alors x € D(A) et
Ax =y.

Lemme 1.1 Soient X un espace de Banach et A : D(A) C X — X un opérateur linéaire.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A est fermée.

(it) D(A) muni de la norme graphe, notée |-|q définie par ||x||pay = |z|c = |(x, Az)|c =

||| + ||Az||, est un espace de Banach .

1.1.4 Ensemble résolvant, spectre et résolvante
Définition 1.8 Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire.
1. On appelle ensemble résolvant de A, qu’on note p(A), I’ensemble :
p(A) ={N € C|N—A: D(A) — X est bijectif et (\[-A)"' : X — D(A) est bornée}.
Si A est fermé alors :
p(A) ={Ae C|\ — A:D(A) = X est bijectif}.

2. On appelle spectre de A, l'ensemble o(A) = C\p(A).
8. Pour \ € p(A), lopérateur linéaire borné R(\, A) = (M — A)~! est appelée la résol-

vante de A au point \.

Lemme 1.2 Si A : D(A) — X est un opérateur linéaire tel que p(A) # 0, alors A est

fermé.

Remarque 1.2 Si A: D(A) — X est un opérateur linéaire tel que p(A) # 0, alors D(A)

est un espace de Banach.
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1.2 Théoréme du point fixe de Banach

Le théoréme du point fixe de Banach assure 'existence et 'unicité du point fixe pour les

applications contractantes. On commence par la définition d’un point fixe.

Définition 1.9 Soit f une application d’un ensemble E dans lui-méme, on appelle point fixe

de f tout point x € E tel que f(z) = x.

Définition 1.10 Soit (z,), une suite d’éléments d’un espace normé (E,|-||). On dit que

(xn)n est de Cauchy si on a la relation suivante :
Ve > OJ EInO € N,V(p, q) S N27 (p 2 nO) A (q 2 nO)? ”xp - xq“ <E&.

Un espace vectoriel normé (E, ||-||) est dit complet si toute suite de Cauchy (z,), d’éléments

de E est une suite convergente dans FE.

Définition 1.11 On appelle espace de Banach (E, ||-||) tout espace vectoriel normé complet.

Définition 1.12 Soit X un espace de Banach de norme ||-||, et f: X — X. On dit que f
est Lipschitzienne s’il existe k > 0 tel que .|| f(x) — f(y)|| < k|l —y], Vz,y € X.

Définition 1.13 Soit f : E — F un opérateur. On dit que [ est contractante s’il existe
0<k<1telque|f(z) = fWlr<kllz—yle, Vo,y € E.

Théoréme du point fixe de Banach

Le théoréeme du point fize de Banach (connu aussi sous le nom de théoréme de ’applica-
tion contractante) est un théoréme qui garantit 'ezistence d’un unique point fize pour toute

application contractante.

Théoréme 1.3 (Théoréme du point fize de Banach) Soient (E,|-||) un espace de Ba-
nach et f: A C E — A (tel que A est un ensemble fermé de E ) une application contractante.

Alors f admet un point fize unique : ag € A unique : f(ag) = ayp.




Chapitre 1 : Préliminaires

1.3 Les semi-groupes d’opérateurs linéaires

Soit X un espace de Banach de norme || - || x. Pour plus de détails voir [9].

Définition 1.14 Une famille {T'(t)}1>o d’éléments T(t) € L(X) forme un semi-groupe sur
l'espace X si :

(i) T(s+1t)=T(s)T(t), Vs,t >0

(i) T'(0) =1 (identité dans L(X)).
De plus, si le semi-groupe {T(t)}i>0 vérifie la propriété :

lim ||T(t)x — z|| = 0,Vx € X,
t—0+
alors il est dit semi-groupe de classe Cy ou Cy-semi-groupe.

Proposition 1.2 Soit {T'(t)}i>0 un semi-groupe de classe Cy. Alors :
— VYa € X, la fonction t — T(t)x est continue de [0,00) dans X.
— Il existe w € R et M € R tels que | T(t)||zx) < Me**, Vt € R,

Définition 1.15 Un Cy-semi-groupe {T'(t)}1>¢ est dit de contraction si
IT@®lleco = 1,96 =20

Définition 1.16 Soit {T(t)}+>0 un Co-semi-groupe. L’opérateur non-borné
A:D(A) C X — X défini par

T(t)x —
D(A) :={z € X| lim M)z =2 existe dans X},
t—0+
Az = lim —T(t)x — ac’
t—0+ t

est appellé le générateur infinitésimal du semi-groupe {T'(t)}¢>0.

Proposition 1.3 Soient {T(t)}:>0 un semi-groupe de classe Cy et D(A) l’ensemble :

T(t)x —

D(A) :={z € X| lim T existe dans X}

t—0t+

Alors D(A) est un sous-espace dense dans X et pour tout x € D(A), l'élément T'(t)x appar-
tient aussi a D(A) pour tout t > 0.

10
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Proposition 1.4 Soit {T'(t)}1>0 un semi-groupe de classe Cy et A son générateur infinité-
stmal. On a les propriétés suivantes :
(i) Soit x € D(A). Alors Uapplication t — T(t)x appartient o C*([0,00),X) et on a
T — AT(t)x = T(t) Az, Yz € D(A), ¥t > 0.

(ii) A est un opérateur non-borné, fermé.

Remarque 1.4 Soit A générateur infinitésimal du semi-groupe, alors D(A) est un espace
de Banach.

1.4 Espace de Holder

Définition 1.17 Soit I un intervalle quelconque de R, (E.|| - ||g) un espace de Banach et
a €)0, 1] un nombre réel. On désigne par C*(I; E) lespace de Hélder défini par :

CO‘(I;E)Z{fGC([;E)i[f]ca(z;E)Z sup ”f(m)‘f@)“%m},

zyelx>y (:U - y)a

muni de la norme
| fllca.zy = [fleam) + | fllowm)- (1.1)

Cet espace est de Banach.

Exemple 1.5 Soit f(z)=2% +>0,0<a<1.
La fonction puissance f est holdérienne f € C*(R*T;RT). Donc

Ve>y>0,3C >0,: 2* —y* < C(zx — y)~.

1.5 La mesurabilité au sens de Bochner

Soit E un espace de Banach, muni de la norme || - ||g. Voir 3], pour plus de détails.

Définition 1.18 Une fonction g définie sur lintervalle [0, T] a valeurs dans E est dite étagée
sl existe une famille finie non vide (B;);c; d’ensembles mesurables dans [0,T] et (x5, )ier,

& € F otels que :

2. g(x) =D ,cr xB:&i ot X, est la fonction caractéristique de B;.

11
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Définition 1.19 (Mesurabilité au sens de Bochner) On dira qu’une fonction g définie
sur Uintervalle [0,T) a valeurs dans E est fortement mesurable au sens de Bochner s’il existe
une suite (g, )n>o de fonctions étagées telles que g, () tend vers g(x) dans E pour presque tout
x de [0;T) (c’est-a-dire que ||gn(x) — g(z)||g tend vers zéro quand n converge vers linfini).

On dit alors que g est B-mesurable.

Définition 1.20 (Intégrabilité au sens de Bochner) On dira qu’une fonction g définie
sur Uintervalle [0,T] et & valeurs dans E est B-intégrable s’il existe une suite de fonctions

étagées (gn)n>o telle que :
1. Pour presque tout z, g,(x) converge vers g(x) dans E quand n tend vers l'infini.

2. fOT llgn(z) — g(x)|| g dx tend vers zéro quand n tend vers l'infini.

Théoréme 1.6 Soit g définie sur Uintervalle [0,T] a valeurs dans E et B-mesurable. Alors g
est B-intégrable si et seulement si lapplication qui a x de [0,T] associe ||g(x)|| g est intégrable

au sens de Lebesgue.

Définition 1.21 Soit g une fonction B-mesurable définie sur [0,T). Alors, pour tout en-

semble Lebesgue mesurable X de [0,T], on définit :

n—oo

/Xg(x) dxr = lim Xgn(:c) dx

0l (gn)n>o est une suite de fonctions étagées satisfaisant :
1. gn(x) tend vers g(x) pour presque tout x.

2. fOT llgn(x) — g(x)|| g dz tend vers zéro quand n tend vers linfini.

Proposition 1.5 Soit g une fonction B-mesurable définie sur Uintervalle [0,T] a valeurs

dans E. Alors, pour tout ensemble X de [0,T], on a :

1 || [y 9(@)da|| ; < [ lg(2)|pd.

2. Lapplication qui & g associe [y g(x)dx est linéaire.
Définition 1.22 Soit 1 < p < co. On définit les espaces :

L ([0,TT; E)
={f:]0,T] = E | f B-mesurable : la fonction x — | g(z)||r est Lebesgue intégrable},

12
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st p est fini. Cet espace est muni de la norme :

T 1/p
T P— ( [ 1 dw) .
0

St p = 00, alors

L=([0,T); E) ={g:[0,T] = E | x — ||g(x)||g B-mesurable : sup ess||g(x)| g est fini }.

z€[0,T

Cet espace est muni de la norme :

19l o,y = sup_ess|lg(z)| 5.
z€[0,7T
Théoréme 1.7 L’espace LP([0,T]; E), p € [1; 0], muni de la norme précédente est un espace
de Banach.

Définition 1.23 (Espace Lj,,.) Soit I un intervalle de R et E un espace de Banach. L’es-

loc
1

e (I3 E) est Uensemble des applications B-mesurables f : I — E telles que, pour tout
compact K de I, f € LYK E) (i.e. flx € L'([; E) ).

pace L

Remarque 1.8 Pour tout p € [1,+00] et tout compact K de I on a LP(K;E) C L*(K; E)
( K est de mesure finie). On en déduit que, pour tout p € [1,+o0], LP(I; E) C LL (I; E).

loc

De plus, si f : I — FE est continue, pour tout K compact de I, comme f est bornée sur

K, f e LNK;E). Ainsi C°(I; E) C L}, (I; E).

loc

Théorémes sur les intégrales doubles

Dans cette partie, E est toujours un espace de Banach et X C R™Y C R™ Vm;n € N,
voir [8], p. 93 p.100-101,
Pour f : X XY — E, on note f, : Y — FE la fonction f,(y) = f(z,y) et f¥Y: X — E la
fonction fY(x) = f(z,y)

Théoréme 1.9 Si k et g sont deux fonctions Bochner-mesurables dans X et'Y respective-

ment (l'une de ces fonctions & valeur réelle), alors le produit k(z)g(y) est Bochner-mesurable
dans X xY.

13
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Théoréme 1.10 (Tonelli) Si f est une fonction Bochner-mesurable sur X XY et l'intégrale
double [ [, ||f|ledydx existe, alors

[ g [ tn)ae= [ (forae) o

(i.e : f Bochner-intégrable ,f € LY(X xY,; E)).

Théoréme 1.11 (Théoréme de Fubini) Si f € L'(X X Y,; E), alors :
i) Pour presque tout x € X, f, € L'(Y; E) et pour presque tout y, f¥ € L'(X; E),
i) x— [, fody est dans L'(X; E) et y — [ fVdx est dans L' (Y; E),

T e f () f ()

1.5.1 Espaces de Sobolev a valeurs vectorielles

Dans tout ce qui suit, F est un espace de Banach, voir [4], pour plus de détails.

Définition 1.24 (Distributions vectorielles) Soit I un intervalle ouvert de R (dans la
suite, I sera soit R, soit de la forme 10, T[); on note D(I) ou C°(I) l’espace des fonctions
définies sur I, a valeurs réelles, de classe C* et dont le support est compact dans I. Lorsque
K est un compact de I, k € N, et ¢ € D(I), on note

vek(p) = sup  |p0(1)].
0<i<k, teK

Il est utile de remarquer que, pour tout compact K de I et tout k € N, vy, i est une semi-norme
sur D(I).

Définition 1.25 Une distribution vectorielle sur I a valeurs dans E est une application
linéaire T : D(I) — E vérifiant : pour tout K compact de I, il existe k € N et C > 0 tel
que, pour tout ¢ € D(I) a support dans K, on a ||T(¢)||lg < Cxvex(p).

On note D'(I; E) ’espace des distributions sur I & valeurs dans E.

Remarque 1.12 : Comme pour l'intégration a valeurs vectorielles, lorsque l'espace de Ba-

nach considérée est R, on l'omet dans les notations; par exemple, D'(I) désigne D'(I;R).

14
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Définition 1.26 Une suite (T,,),>1 € D'(I; E) converge au sens des distributions (on dit
aussi converge dans D) vers T € D'(I; E) si, pour tout o € D(I), limy—,o0 (15, )0/ (1,5),D(1) —
<T ('0>'D/(IE daTLS E.

Définition 1.27 La dérivée d’une distribution T € D'(I; E) est la distribution
T" € D'(I; E) définie par

(T, 0)p.p) o) = — T, ¢ )or(1:8),D(1)-

Proposition 1.6 Si(7,),>1 € D'(I; E) converge au sens des distributions vers T' € D'(I; E),

alors (T)),>1 converge au sens des distributions vers T".
Démonstration. C’est immédiat puisque, pour ¢ € D(I), on a

<T7;7 ‘P>D/(I;E),D(1) = —(T.,, (P/>D/(I;E),D(1) — —(T, 90/>D/(1;E),D(1) = <T/a @)D/(I;E),D(I)-

Lemme 1.3 Si f € L, (I; E) vérifie

voe D), [ fteltat =
I
alors f = 0 presque partout sur I.

Injection de L\ .(I;E) dans D'(I;F)
Soit {T'F : LL (I; E) — D'(I; E)} définie par

TF . 11

loc

(I E) = D(I; E)

f»—)Tf;déﬁniepar :<Tf,cp DI(LE), /f

Cette application est bien définie car pour tout K compact de I et tout ¢ € D(I) a support

.
/ 00t

< | fllzr ) v0,5 (@)

dans K, on a

(TF, o) =
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et Tf € D'(I; E). De plus, T” est linéaire et injective. En effet, si T = 0, alors (T, ¢) = 0
pour tout ¢ € D(I), ce qui implique f = 0 presque partout, donc f =0 dans Ll (I; E).
Donc TF est injective.

On identifie donc f et sa distribution associée Tf .

1

Dérivée au sens des distributions de fonctions L,

La dérivée au sens des distributions d'un élément f de Lj, (I; E) est la dérivée de TF ; ce

n’est donc, & priori, que la distribution f’ € D'(I; E) définie par
I Phop = (.m0 == [ 002 00
I

(on note aussi la dérivée de f € Li .(I; E) par % ou f). Il peut cependant arriver que cette

distribution soit dans I'image par T de L (I; E), c’est-a-dire qu’il existe g € L{..(I; E) tel
que f' = TgE, ce qui se traduit par : pour tout ¢ € D(I),

_/If(t)gp’(t)dt:/g(t)gp(t)dt dans E.

1

Comme on a identifié g et TgE , on identifie alors g et f’.

1.5.2 [Espaces de Sobolev

1

Lorsque I'on demande des conditions d’intégrabilité sur f et f’ plus fortes que L.,

on

obtient les espaces de Sobolev.
Définition 1.28 Soit I un intervalle ouvert de R et p € [1,+00]. On définit ’espace
W'Y (IE)={u€ L’(I;E) | v € L’(I; E)}
la dérivée u' est comprise au sens faible (distributionnel), qu’on munit de la norme
[ullwremy = lulleey + 10 )| o)
Propriétés des espaces de Sobolev
Théoréme 1.13 Pour tout p € [1,+o0], WHP(I; E) est un espace de Banach.

Lemme 1.4 Siu € WY(I; E), alors u est continue sur I et on a, pour tout (to,t) € I?,
t
u(t) = u(ty) +/ u'(s) ds.
to

Comme u' € LP(I; E) C L},.(I; E), Uintégrale ci-dessus a bien un sens.
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Lemme 1.5 Pour tout p € [1,+oo], W'P(I; E) s’injecte continuement dans C%'~V/P(I; E).
Il existe C > 0 tel que, pour tout u € WHP(I; E), on a

[ullcor-1/o(rpy < Cllullwrr sy,
i.e. Uidentité : W'P(I; E) — CO'"VP(I; E) est continue. On note
WhP(I; E) < C™'-VP (I B).

Remarque 1.14

pour tout (to,t) € I°.

Démonstration. Toute fonction de W'P([; E) étant continue sur I, on peut passer a la
limite dans le lemme précédent lorsque ¢ty tend vers une extrémité (finie) de I'intervalle I.

Par exemple, si [ =] a, 8] avec a € R et u € WP(a, 3; E), on a pour tout t € [, 3],

u(t) = u(a) —|—/ u'(s)ds

on utilise aussi la convergence dominée sur v’ € LP(I; E) C L*(a,t; E) pour tout t € I ).
g

Si [ est aussi fini, on peut encore écrire ceci pour t = f3. O

Définition 1.29 L’espace I/Vli’p(]; E) est un espace de Sobolev local défini pour les fonctions

C

allant d’un intervalle I C R vers un espace de Banach E.

Proposition 1.7 Une fonction u : I — E appartient a ’espace de Sobolev local Wl’p(l; E)

loc

st et seulement si, pour tout intervalle compact J C I, la restriction de w a J appartient a

Uespace de Sobolev WP(J; E).

1.6 Le calcul fractionnaire

Dans cette section, on introduit des fonctions qui seront utilisées dans les autres chapitres
telles que les fonctions Gamma et Beta. Ces deux fonctions sont des fonctions spéciales dans

la théorie du calcul fractionnaire.

17
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1.6.1 Fonction Gamma

En mathématiques, la fonction Gamma est une fonction complexe. Elle prolonge la fonc-

tion factorielle & 'ensemble des nombres complexes (excepté en certains points).

Définition 1.30 Pour « € C tel que Re(a) > 0, on définit la fonction Gamma, notée par

INa) = / t* e tdt.
0
Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe ot la partie réelle est stricte-

ment positive.

Lemme 1.6 Pour tout o € C tel que Re(ar) > 0, on a I'(a + 1) = al'(a), et si n € N,
['(n) = (n—1)! (généralise la factorielle).

Démonstration. : La preuve de la premiére formule est immédiate a I’aide d’une intégration

par parties :

IMNa+1)= / t*etdt
0
= [~te™"]) +a /0 t* e tdt

= al'(«)

et la seconde se traite par récurrence. O
Domaine de Définition de la Fonction Gamma
La fonction I" est bien définie pour Re(«) > 0 et Im(«) quelconque.
Prolongement de la fonction Gamma a C*/Z~ :
On commence par prolonger la fonction Gamma définie sur {o € C* et Re(a) >0} a la
bande M_; ={a € C*/{—1} et 0 > Re(a) > —1}. en utilisant la relation

ae M ;T(a)= M.

a

Ce prolongement peut étre itéré indéfiniment, ce qui nous donnera un prolongement de la

fonction Gamma a C*/Z~ par la relation :

(o) — Do+ k)
@ EMHT) = (0aT D). farhoT)
Avec ={a e C*/{-k} et —k+ 1> Re(a) > —k}.

Remarque 1.15 Sia € Z~, alors |I'(a)] = o0

Résultat On conclut que la fonction I' est bien définie pour o € {C/Z}.

18
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1.6.2 Fonction Beta

Définition 1.31 La fonction Beta est définie par

B(z,w) = /01 N1 —t)"tdt,  (Re(z) > 0,Re(w) > 0).

Cette fonction est reliée aux fonctions gamma par la relation suivante

L'(2)(w)

TGrw)’ Vz,w : Re(z) > 0,Re(w) > 0.

Bz, w) =

Remarque La fonction Béta est symétrique, ¢’est-a-dire 5(z,y) = S(y, z).

1.6.3 L’intégrale Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit E espace de Banach, et [a,b] C R. Voir[2] pour plus de détails.

On commence par des intégrales d’ordres arbitraires en utilisant une formule récurrente de

primitive d’une fonction continue :
f:la,b] = R

t— f(t)

/ £(s
12 f(z) = / 1L f(t)dt = / / f(s)dsdt.

pour passer d’une double intégrale a une seule intégrale on utilise :

/u’v:uv—/uv’,

W=1= u=t,

v= [ fo)is = v = 1to)

7) = {t / t f<s>ds]: -/ (e = o / f(s)ds —a / " (s)ds — / et

tels que

alors
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Dans I on change "s" par "t", d’ou

I2f( —x/‘f ﬁ—[:ﬁ(Mt l?x—wﬂom

2éme Méthode : On applique la méthode de Fubini-Tonelli qui permet d’inverser 1'ordre

= [ [ srasar

d’intégration, soit
alors

En posant s = ¢, on obtient
Efe) = [ @ or

En intégrant une nouvelle fois, il vient

2iw = [ S s

et ainsi de suite jusqu’a (par récurrence) :

- [ %f(t)dt.

Définition 1.32 Soit f € L'([a,b], E). Pour tout a € R tels que « > 0. L’intégrale fraction-

naire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville de la fonction f est définie par les intégrales :
IS f(t) /f )t —s)*ds, t>a,

310 /f (s —t)*'ds, t<b.

Ces deuz intégrales sont appelées l’intégrale fractionnaire a gauche et a droite de Riemann-

Liouville d’ordre « (respectivement). Par convention, on a :
=1 =1
(I = limy_,o+ I) ou I est l'opérateur identité.

On remarque que I¢f est une généralisation de 'intégrale I f.
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Théoréme 1.16 Soit f € L'([a,b], E) et soit o > 0. Alors I®f(t) existe presque partout sur
[a,0], et I3 f € LY([a,b], ).

Démonstration. Soit Q = [a,b]* et k: Q@ — R par

(t—s5)*1 sia<s<t<b,
k(t,s) =
0 sia<t<s<hb.

Alors k(-, ) est mesurable sur €2, et nous avons

/abk(t, S)dtz/:k:(t, s)dt+/sbk(t’ s)dt
:/Sb(t —5)*dt

(b—s)"

D’aprés le Théoréme 1.9 , on a f(s)1j,4(s) = f(s) sur €2 est fortement (Bochner) mesurable

sur . Il est clair que k(t, s) est finie presque partout sur €, et est une fonction mesurable &

valeurs réelles. Par conséquent
k<t7 S)f(s>1[a,b]<8) = k(t7 S)f(S) sur €2,

est une fonction fortement Bochner-mesurable. De plus, on a

[ ([ weomse WQ@_/HfH(/Wt5W>
- [
b”l/nfu@

(b—
= la <
- ||f||L1( b,E) < 00.

Par le Théoréme de Tonelli, nous déduisons que k(¢, s) f(s) est une fonction Bochner intégrable
sur [a,b]?. Ainsi d’aprés le Théoréme Fubini : ¢ — fab k(t,s)f(s)ds est Bochner intégrable

sur [a, b], Donc

1 t
I ()= = [ (t—s)*"f(s)d
IO = gy [ (€= 97" ey
est Bochner intégrable sur [a, ], et existe presque partout sur [a, b]. O
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Lemme 1.7 Soit f € L'([a,b], E) et soit a > 1. Alors I f € C([a,b], E).

Démonstration. (i) Le cas a = 1. Nous avons

(];f) (t) :/ f(s)ds.

Soit t, s € [a, b], nous avons
[ - el =| [ o= [ s

/:f(T)dT+ /:f(T)dT _ /:fde
/S s

</ ) = / e | s

t
car t — / | f(s)||ds est continue sur [a, b].

[ 1ol = [ irear

Ve>0,30>0:(t—s)<d=||(Lof) (&) — (Iof) ()| <e

alors
Ve>0,30>0:(t—s) <=

<e€

Donc

(i) Si a > 1. Soit ¢, s € [a,b] ,tels que t > s, en observant que

G F () = 15 f(s)]

- e | [ €= = [ —rrsiar
- i | [ =ttt [ - [ - oo

nous obtenons

1 f () = I3 f (sl

[ 1=t = s sl + [ e =l o]

@ U |t —=7) 7 = (s =) f(7)lldr + (t - s)“‘1||f||L1([a?b]’E)} ,

IN

IN
|
—_
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Donc
[t =) = (s =) IF O <200 = a)* M f ()] € L*([a, V], B).

De plus |(t — 1) — (s = 7)*7 ||| f(7)|| — 0 comme ¢t — s pour tout 7 € [a, b]. Alors par

le Théoreme de convergence dominé de Lebesgue on conclut que, quand ¢ — s

[ le=r = = L — o
Par conséquence, pour { — s
12 f(t) = I3 f(s)]| — 0.
Il résulte que I8 f € C([a,b], E). O
Lemme 1.8 Soit f € C([a,b]E) et a > 0. Alors I¢f € C([a,b], E).

Démonstration.
Soit t, s € [a,b], tels que t > s
Si a > 1 (d’aprés le Lemme 1.7), Alors I¢f € C([a,b], E).

Si a < 1, alors

Mo F(t) — 12 f(s)] = ﬁ / (t — 1) f(r)dr — / (s — 1) f(r)dr
L ) a-l t a-t — ) — )L (Ddr
T / (t — 1) f(r)dr + / (t— ) f(r)dr / (s — 1) f(r)d

et nous obtenons

112 f(E) = I3 f (s)]

< g | [ 1= mt = = sl + [ o=l stoyl]

L o (t—s)°
< I'(a [/ | s—T7) —(t—7) 1} ILf ()l (ap),2)dT + - HfHC([a,b},E)}

~~

< HfHC(ab] E)m ([(8 — a)a + (t — S)a _ (t _ a)a] + (t i S)Q)
1 «
< ”fHC([a,b],E)m (2(t — s) ) .
Il en résulte que I¢f € C([a,b], E), (de plus, si 0 < a < 1 alors I¢f € C([a,b], E)). 0
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Théoréme 1.17 Soient o, 3 >0 et f € L'([a,b], E). Alors
Ig(1f) = 1577 f = 17 (13 )

est vérifiée presque partout sur [a,b]. Si de plus f € C([a,b],E) ou o+ B > 1, alors cette
identité est vraie sur lintervalle |a, b].
Autrement dit, la famille {I¢ : L'([a,b], X) — L'([a,b], X), a > 0} posseéde la propriété des

Semi-groupes.

Démonstration. Puisque I = I, (opérateur identité), si a = 0 ou = 0 ou les deux sont
nulles I’énoncé du théoréme est trivialement vrai. Supposons que «, 3 > 0. Nous observons

que
1

s [ ) s
_ ﬁ /at(t _ gt (ﬁ /:<s - x)ﬁ—lf(x)dx) ds

——1 h — )% Ys — )P f(x)dads
- | [ =y e

Les intégrales existent presque partout sur Uintervalle [a,b] . Si 19I5 f(t), Io*P f(t) existent,

I f(t) =

on peut appliquer le Théoréme de Fubini et on aura (par le changement s = x + 7(t — x))

ICIP f(t) = // ) (s — )7 f(x)dsda,

IfIP f(t) = L / / (t—z—7t—2)* " (7t —2)"") (t — 2) f(x)drdz

_ 1 _ p)etBel(] _ el B
- r(a)r(ﬁ)/a /O (t — 2) (1L — )2 LA f () drda
_ B(a.p) [ e
= Ta (/8)/[1(25—@ AL () da
_ 1 ! a+pB-1
e @
— 1 £(1)
Donc I®1P f(t) = I®*Pf(t) est vraie presque partout sur I'intervalle [a, b]. O
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1.6.4 Dérivée fractionnaire de Caputo

Définition 1.33 Soit [a,b] C R, E un espace de Banach, o > 0, n = [o] + 1. Soit [ :
[a,b] — E telle que f™ € L'([a,b], E). La dérivée fractionnaire de Caputo-Bochner d’ordre
a de f est donnée par

(“Dgf) (1) = L f().
C’est-a-dire,

(CD2) ) = e [ = s 1>

I'n—«

Remarque 1.18

(L2Dgf) () = (Le L= f™) (1)
= (1) 0
= (L f™) ().

Notons que
1 t
(L2 ™) (t) = m/ﬂ (t— )" f" (s)ds

existe pour presque tout t € [a,b]. D’ou, on déduit que

1

L / (t — $)° 1 (°D2f) (s)ds =

L t — )" LM (g)ds
o o [ =0 s

(n—

pour presque tout t € [a, b].

Proposition 1.8 Soit n — 1 < a < n tels que n € N* et f € C"([a,b], E), alors
[3°Dg f(x) = f(z) -

Démonstration. Soit I
150 D3 f () = [T —) o)

d’apreés le théoreme 1.17, 12D f(z) =17 (£)" f(x).
Soit f € C"([a,b], E),n >1 et a >0, nous avons

1°f(x) = ﬁ / " — 0P (o),
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on fait une intégration par parties comme suit

/u’v:uv—/m/

W= (-t = u= —l(ﬂf —1)%,
V=) = =F)
D’ou
110 = i (|- o] - [ -te-veroa)
['(«) « 0 Ja o«
 (r—a)® 1 v o
= mf(a) + F(Oé——l—l)/a (ZL’ — t) f (t)dt.
Donc

I3£(0) = ppgg £ (0) + 29 ).

Si on fait lintégration par parties une 2°™¢ fois sur ISt f'(x), on obtient
ey =0 o
13f(z) = =——= f(a)

! Ia+2 "
ainst de suite jusqu’a obtenir

— (@—a) n p(n)
]O[ Ioén n .
0= S fag e £

Pour démontrer le résultat

il faut passer a la démonstration par récurrence
Soit n > 1,

feC(a,b],E),a>0;
1°f(z) = \ (x_—a)aﬂf(j)m) ot ) ()
“ INa+147) ¢

—_

<.
Il
o

On montre par récurrence que P(n) est vraie. Pour n =1, la propriété

I3 £(0) = pppg 0+ @)

est vérifiée.

Supposons que P(n) est vraie :

.I'—CL a+]
Vn>1,f€C™([a,b,E),a>0; If(z)=) ——F—r r

: Préliminaires

FO) (@) 4 [ £ (5
2 Ta+1+) (a) + 157" [ (),
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et montrons que P(n + 1) est vraie :

(x —a)>t

>1 n+1 bl E T _ (4) JotntL £(nt1) ()
21, € OO b B> 0120 = D g e+
Soit . .
jotn (n) _ / —t a+n—1 g(n) Hdt
T = g L 0O war
par une intégration par parties, nous avons
I ()
= ! —! (z — ) f (1) ' + /z ! (z — t)otn fOrD (1) dt
Fa+n) \ [ (a+n) y Ja (a+n)
(.T _ a)oc—‘rn (n)
_ n Ia-i—n—i—l (n+1) )
R/ @+ e )

En remplacant dans l’hypothése on obtient

(x —a)*tm

[a j) (n) [0¢+n+1 (n+1)

ey . (x_a)aﬂ 7 a+n+1 p(n+1
[af($):;mf()(a)+[a++f(+)(l')-

Donc P(n + 1) est vérifiée et d’aprés le principe de récurrence P(n) est vraie. Si on fait la

limite quand o tend vers 0% dans les deux memebres, on obtient

n—1 a+j
hmmﬂw:hm< —@lﬂifwmefwmmo,
—r J=

a—0+ a=0t \ <= T(a+1+))
f(z)
n—1
= #l) =X e 0+ )
alors
n—1 (.CIZ' . CL)] '
12(2) = f(x) - U §0)(a)
= I
Donc 199D f(x) = f(z) — S1my “=2 f0) (). 0

Proposition 1.9 Soit f € C" Y([a,b],E), n — 1 < a < n tels que n € N* et f
LY([a,b], E), alors

aC Nna — ( (CL) j
19° DY f(x Z —a).
Jj=
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Démonstration. On a  [°“Df(z) = ["f™(z) = [P F0) ().

D’aprés la remarque 1.14

I, f™(z) = f" V() = f"D(a).

Donc
f () = 127 D (@) — V()L

D’aprés la proposition1.8 :

n pm) g = fY(a) ;" V()
[a f( )(QZ) - f(x) - ~ F(j I 1) (.T CL) F(n) (l’ CL) )
on obtient
=l (), ,
270 0) = fa) = 3 gy e = o)

Remarque 1.19 Si f € C([a,b], E),( pour n=1) alors

[3°Dg f(x) = f(z) — f(a).
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Chapitre 2

Etude d’une équation différentielle
abstraite neutre autonome d’ordre

fractionnaire

2.1 Position du probléme

Ce chapitre présente une synthése des résultats obtenus dans 'article de Hernandez et al.

6], intitulé :

"On recent developments in the theory of abstract differential equations with

fractional derivatives".

En utilisant une méthode basée sur la théorie des opérateurs résolvants d’une équation in-
tégrale et le théoréme du point fixe de Banach, nous établissons des résultats d’existence et
d’unicité des solutions de ce type d’equations équations. Plus précisément, nous étudionss
I'équation différentielle neutre non-autonome d’ordre fractionnaire « € (0, 1] dans un espace
de Banach X :

D*(x(t) + g(t,x(t))) = Azx(t) + f(t,z(t)), te€]0,a], (2.1)
z(0) = o, (2.2)

ol

— D (D* = 9Dg) est la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo,
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Chapitre 2 : Etude d’une équation différentielle abstraite d’ordre fractionnaire

— A est le générateur infinitésimal d’un Cj-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés
(T'(t))¢>0 sur un espace de Banach (X, |- ), zo € X,
— f,9 € C([0,a] x X; X) sont deux fonctions non linéaires.
D’abord, nous rappellons la définition de l'opérateur résolvant associé & une équation inté-

grale, voir [10] pour plus de détails. Nous supposons que I’équation intégrale

u(t)zr(la)/o (t‘i“£;1>_ads, t >0, (2.3)

a un opérateur résolvant associé (S(t)):>o dans l'espace X.

Définition 2.1 (Opérateur résolvant associé a une équation intégrale) Une famille
d’opérateurs linéaires bornés (S(t))>0 X est appelée opérateur résolvant pour l'équation in-
tégrale (2.3) si les conditions suivantes sont vérifiées :
— S()x € C([0,00); X) et S(0)x =z pour tout x € X,
S(t)D(A) C D(A) et AS(t)x = S(t)Ax pour tout x € D(A) et chaque t > 0,
— pour tout x € D(A) et t >0,

1 bAS(s)
S(t)x = ds. 24
=+ 55 J, s & 24
Définition 2.2 Un opérateur résolvant S(t) est appelé différentiable si S(-)x € W2 (Ry; X)
pour chaque © € D(A) et s’il existe une fonction pa € L}, (R,) telle que

1S () x| < @a®)||x]|a p-p. sur Ry, pour chaque x € D(A).

Dans ce qui suit, nous supposons que 'opérateur résolvant (S(t)):>¢ est analytique, pour plus
de détails voir [10|, Chapitre 2.

De plus, ¢4 est une fonction dans Li

([0,00);RT) et M;, i = 0,1,2, sont des constantes
positives telles que [|.S'(¢)z|| < @a(t)||z|/ipa)y, pour tout ¢ > 0 et chaque z € D(A), ou

1S ()]l ) < Mo et [|Z358| 4y < Myt~ pour i = 1,2, et tout ¢ > 0.

Considérons maintenant I’équation intégrale abstraite :

1 b Au(s) . "
u(t) = )/0 Tosds 4 he). ¢ (0.d] (2.5)

ot h € C([0,al; X).

D’aprés [10], Définition 1.1.1, nous avons le concept suivant d’une solution.
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Définition 2.3 Une fonction v € C([0,b]; X) est dite solution intégrale (mild solution) de
Iéquation intégrale (2.5) sur l'intervalle [0,b] si fg(t—s)"‘_lu(s) ds € D(A) pour tout t € [0, ]
et

u(t) = LA/; %dsm(o, vt € [0,0].

Le résultat important suivant découle de [10, Proposition 1.1.2], [10, Théoréme 11.2.4], [10,
Corollaire I1.2.6|, et |10, Proposition 1.1.3|

Lemme 2.1 Sous les conditions ci-dessus, les propriétés suivantes sont vérifiées :
— (a) Si u(-) est une solution intégrale (mild solution) de I’équation (2.5) sur l'inter-
valle [0,b], alors la fonction t — fot S(t — s)h(s)ds est continiment différentiable sur
Uintervalle [0,b] et

u(t) = %/0 S(t— s)h(s)ds, Vte[0,b].

— (b) Si h € CP([0,b]; X) pour B € (0,1) et 0 < b < a, alors la fonction définie par
u(t) = S(t)(h(t) — h(0)) + /0 S'(t — s)[h(s) — h(t)]ds + S(¢t)h(0), t € [0,b]

est une solution intégrale (mild solution) de I’équation (2.5) sur l'intervalle [0, b].
— (¢) Si h € C([0,b];[D(A)]) pour 0 < b < a, alors la fonction u : [0,b] — X définie par

u(t) = /Ot S'(t — s)h(s)ds + h(t), t€][0,b]

est une solution intégrale (mild solution) de I’équation (2.5) sur l'intervalle [0, b].

Proposition 2.1 1. Sih € C([0,b]; [D(A)]) et la fonction s — S'(t—s)h(s) est intégrable

sur Uintervalle [0,t] pour tout t € [0,b], alors
t
/ S'(t — s)h(s)ds € C([0,b]; X).
0

2. 81 f e C[0,b]; X) pour a € (0,1) et 0 < b < a et la fonction, s — S’ (t—s)[f(s)—f(t)]

est intégrable sur 'intervalle [0,t] pour tout t € [0,b], alors

/0 St - $)[f(s) — F(B)]ds € Co([0,b]: X).

31



Chapitre 2 : Etude d’une équation différentielle abstraite d’ordre fractionnaire

Démonstration.

1. Soit t,r € [0, b]. Nous avons
t T
/ S'(t — s)h(s)ds — / S'(r — s)h(s)ds
0

¢
:/S’(T) t—TdT—/ S'"(t)h(r —7)d
0

t
:/S/(T) t—7d7’+/ S'"(7) [h(t —T) — h(r — 7)] dT.
Puisque ¢4 € L'([0, c];RT), alors Ve > 0,35 > 0 tel que (t —7) <6 =

t
/ ||S/ t—T Hd7'< ||h||C[D(A)])/ (T)dTS?E.

Comme h € C([0,b]; [D(A)]), alors

Ve>0,360>0:[(t—7)—(r—7)]=(0{—-r)<d=|[[h{—7) = h(r—7)|puy <&

Cela implique que
/ug Bt —7) = h(r = 7)dr < elloallis o).
Donc .
/ S'(t — s)h(s)ds € C(]0, bj; X)
0

2. Soit t,t+ h € [0,0] ,f € C*([0,b]; X). Nous avons
A gwmf$m@<m+mm—ASW—wﬂ@<mms

:[ Swwfﬂum—ﬂﬂwwhﬁA@%+ﬂ—SMNM—ﬂ—ﬂmW
+ /Ot S'(h+71)(f(t) — f(t+ h))dr

=1+ 1+ Is.
D’ou

t+h
HMSMWM[(waW%:MWWWw
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Puisque,

t+h
1S'(t+h) = S (D)l o) < /t 15" (")) dr < Mo g

pour tous t,t + h € [0, b], alors
t t/h
Il < Ml |5 ) Ny =Ml [ )
0 0

< Ms[|fl]ah® /000 777 4+ 1)t dr = My[| f|]ah¥7/ sin(ar).

De méme h
t+ o
Il < 1o (2 ) 071

Donc

tASﬁ—ﬁvwwﬁﬁmbedﬂ&%Xl

2.2 Existence des solutions

Dans cette section, nous étudions l'existence des solutions intégrales (mild solutions) du
probléme (2.1)-(2.2). Pour introduire le concept d’une solution intégrale, nous notons que
si u € C([0,a];[D(A)]) est une solution du probléme (2.1)-(2.2), alors nous pouvons nous

attendre a ce que
I D*(x(t) 4+ g(t, x(t))) = Ig Az(t) + 15 f (¢, =(t)).
D’ou
u(t) = zo+ g (0,20) — g(t,u(t)) + F(l&) /0 (tfus(;)_ads + F(la) /0 (ft(i’ z)(f_)a ds, te€]0,al.
(2.6)

Motivés par le Lemme 2.1 et la représentation (2.6), nous introduisons le concept suivant

d’une solution.

Définition 2.4 Une fonction u € C([0,0]; X),0 < b < a, est dite solution intégrale (mild
solution) du probleme (2.1)-(2.2) sur lintervalle [0,b] si fg (t_us(;)_ads € D(A) pour tout
t€0,0] et

u(t):x0+g(0,w0)—g(t,u(t))+%a>fl /0 (tf(;))lads—i—r(la) /0 AGLIC) P )
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Remarque 2.1 Dans ce qui suit, pour simplifier l’étude du probléme (2.1)-(2.2), pour une
fonction u € C([0,b]; X), nous utilisons les notations G, F, pour les fonctions G, F, :
[0,b] — X définies par G,(s) = xo+ g(0,2¢) — g(s,u(s)) et

1 [,
R = iy J, o sryem i

Théoréme 2.2 Supposons que f,g € C([0,a] x X;[D(A)]) et qu’il existe des fonctions
Ly, Ly € C([0,al; RY) telles que Ly(0) <1 et

lg(t, ) — g(t, Y)llpay < Lg(D)[lz =y,
1£(t, ) = £t )by < Le@)llz =y,

pour tout t € [0,al, et tout x,y € X. Alors il existe une solution intégrale (mild solution)

unique du probléme (2.1)-(2.2) sur lintervalle [0,b] pour 0 < b < a.

Démonstration. Nous allons établir 'existence d’une dolution intégrale du probléme (2.1)-
(2.2), en utilisant un critére de point fixe pour les applications continues.

Puisque Ly(0) <1, |Lg[oqo gmr)y = Lo(0) et [[@allpi(o,qr+) — 0 lorsque ¢ — 0, alors il existe
0 < b<atel que

1 b
A= (|Lg|C([0,b};R+) + (@) L tloqomzsy E) <1 + 90A|L1([o,b];R+)> <L

En considérant le lemme 2.1(c), nous introduisons 'application T : C([0,b]; X) — C([0,b]; X)

définie par
Tu(t) = Gu(t) + Fu(t) + /Ot S'(t —s)[Gu(s) + Fu(s)] ds, t€10,0].
Soit u € C([0,b]; X). Les hypothése sur f(),g(-) permettent d’obtenir
G, € C([0,0]; [D(A))),

car g € D(A) (zo une solution de ’eq pour t =0 ), g € C([0,a] x X;[D(A)]),
et
£y € C([0,0]; [D(A)])
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15'(t — 5) [Guls) + Fu(s)]| ds
;Awwﬂw&@+m@mmws

t
< Gulle [0b~[D(A)})/ wa(t —s)ds

t
+/ oall— 5) / 1£(7, H[D(A]deS
0 S_T

< HGUHC([O,b};[D(A)]) ||<PA||L1([o,b];R+)

«

1 . )
+ o) ||.f(-,U(-))HC([O,b];[D(A)])/0 oalt — S)E s
bOé

< (IGullogomocan + 1D llwomown s ) Ieallooaen -

Cela implique que la fonction s +— S'(t —s) (G,(s) + Fu(s)) est intégrable sur [0, ¢] pour tout
t €10,b] et T'u € C([0,b]; X). Puisque F,(-) et G,(-) sont continues, ce qui précéde montre
que T" est bien définie. De plus, pour u,v € C([0,b]; X) et t € [0,b], nous obtenons

[Tu(t) = To@)|| <[[Gu(t) = GO + [ Fult H+/ 1F/(t = 5) (Guls) — Gu(s))]| ds

+f%1/ /‘f S_T<TM>54

L1 Ly(s)
<|L d —
<| g|o [0,b];R+) lu — ”HC(X) + I'(a) /0 (t—s)i-@ sllu UHC(X)

ds

+Aw4wwﬂmA@—a@mDAﬁs

[t /|u7u )= 1ol

(’L |C ([0,b];R+) + ‘Lf’c ([0,b);R+) F( ) ) HU - UHC

t
+/qm@—@%@Mﬂu—wam
0

+/0 goA(t—S)F(la) /05 (SffgzadeSHu_UHC(X)

<Allu —vllex)
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Ceci montre que I' est une contraction et qu’il existe un point fixe unique u(-) de I'. D’aprés
le Lemme 2.1(c), nous concluons que u(-) est une solution intégrale du probléme (2.1)-(2.2).
O

Lemme 2.2 Supposons o € (5,1) et u € C([0,b]; X). Alors F, € C*7*([0,b]; X) et

b2a71 1 1
(5 + 3 ) I uDleqoa,

“Fu”Cl*a([O,b};X) < F(
Démonstration. Pour ¢ € [0,b) et h > 0 tel que ¢ + h € [0, b], nous avons
1 1

@)

IR+ 1) = R0 < | = | W atrar

a) {(t—f)l—a S (t+h—T)
Lt
T T
<t [ |t e e sl
1)l
) /t (t+hryal
S%Hf(vU('))Ilcqovbl;X)hl_a/0 (t_:de
+ O e ()
<l e (1 + )
1 an—l b?a—l L
<Dl (g + o ) 170
Donc o . )
1Fullor-etonnr < Ty (e * 3 ) MU ooy
et F, € C17([0,0]; X). H

Lemme 2.3 Si o € (3,1) et f(-,u(-)) € C([0,b]; [D(A)]), alors F, € C*=([0,b]; [D(A)]) et

1
200 —

1
Tt 5) 1G5 u )l eqosspa-

Théoréme 2.3 Soit a € (3,1), f € C([0,a]; L(X)), g € C([0,a]; L(X))
et S(-)wg € C12([0,a]; X). S’il existe 0 < b < a tel que
2M, M,

Mo + —a([0,5]; <1,
( ot T, T = Q)a) gller-a(os;c0x))

b2a—1
[|Fu|]01—a([ovb];[D(A)]) < F(a) (
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alors il eriste une solution intégrale (mild solution) du probleme (2.1)-(2.2) sur lintervalle
[0, b1] pour 0 < by < b.

Démonstration. D’aprés les hypothéses, nous pouvons choisir 0 < by < b tel que

2M, My
M, A(g,b o .
< 0+ 1— a + (1—a)a + Ay, 1)) gl ([0,b1];£(X))

(Mob‘l"+M1 b ( 1

MNa)a Do)l -«

1
i —) LA b1>) | Flleqooec < 1

20—1 «

ou

11—« bi_a b(ll
A(g,b1) = | Mob,™* + M, + =

11—« «Q

b2a—1 1 1 2 b M,

En considérant le Lemme 2.1(b), nous définissons 1’application
L:C7([0,by]; X) — C7([0,b1]; X) par

I'=T1+1T%,
Dyu(t) = S(t) (Gu(t) — zo) + /0 S'(t — ) [Gu(s) — Gu(t)]ds + S(t)zg, te€[0,b],
Tou(t) = S(t)Fu(t) + /t S'(t — s) [Fu(s) — Fu(t)]ds, t€]0,b].

Pour montrer que 'application I' est une contraction, d’abord nous établissons que I' prend
ses valeurs dans C''=* ([0, b1]; X).
Soit u € C1= ([0, b1]; X). Pour t € [0,b;], nous avons

1Guls) = Gu(®)]
(s,u(s)) = g(t, u(®))]]

lg(s)uls) = g(t)u(t) + g(t)uls) — g(t)u(s)]|

= |lg
= |lg
< [(g(s) = g@)u(s)ll + lg(@) (u(t) — u(s))]]-
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D’ou

11 =9 1Guts) = Gutol as

<M / (g (®)u(s)ll + llg@)(u(t) — uls))Il
t—s
t (t _ S)l—a
< M ([[9llor-aieoonlulleco + Nlgllewoollullor-«x)) ——, U
0
po
< Mi||gllcr-a(cxpllullor-ax) I—a

Ceci montre que I'application s — S’(t — s) (G,(s) — G,(t)) est intégrable sur I'intervlle [0, ¢]
pour tout t € [0, ] et que t — fot S'(t—s)[Gul(s) —

De méme, d’aprés le Lemme 2.3, nous avons

G
G (1)] ds € C([0, by]; X).
[ s =s) 5 - ol

< ey [ 156 = 9l s (g + >(t—s)1 “ds
b3t 1 (t—s)t—@
< Ml lleeylullevo s (s + 1) [ 2 as

o t—s

b2a 1 1 1 bl a
< il fleecopllaleno B (2a_1+5) e

ce qui nous permet, d’affirmer que t — fg S'(t — s) [Fu(s) — Fu(t)] ds € C(]0, b1]; X).
A partir des remarques ci-dessus, nous concluons que T'u € C([0, b1]; X).

De plus
1S(8) (Gu(t) — o) |
< Mo [lg (0, 20) — g(t, u(t))|
My [lg(0)zo — g(t)u(t) + g(0)u(t) — g(0)u(?)||
Mo [l9(0) (zo — u(t)) || + Mollu(t)(g(0) — g(t))]l
Mollgllewoplullor-ag@bi™ + Mollulleo [lgller-aeb ™

11—«

Mollgllcr-ecoxp lluller-ox)by

INCININ N
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et
|S(t)Fu(t)]]
< My || Fu(t)]]
Y f (s u(s )H s
S T(e) Jo (t—s)te
M, t M,
F(O(j>||fHC(£(X))HUHC(X)/0 (t—s)* 'ds < ozF((()x) I leeoonllulle
Donc

ITulle) S/ 15°(t = 5) [Gu(s) = Gu(®)]]| ds +/0 15°(t = 5) [Fu(s) — Fu()]]l ds

+15() (Gult) = zo) || + 1S (E)zoll + [[SE) Fu()]]

bl—a
< My|lgllor-o ey lullor-ocn
b2a 1 1 1 blfc“
+ M| flleeco llullec Fl(a) <2a — t g) 1 - o

—a My .
+ Mollgller-oecop ltllor-o bt + 1S ()zolle ) + oo )b Y llewe - llullee

-«

o b
< (Mobi +M111_a> lgller-accop lullor-ax)y + 1S (¢)zoll e xy

My b3 b 1 ]
—+ M -
* (F(a) o + 1F(a)(1 — ) (2@ —1 T a)) 1 lececo llullex

On déduit que

l—«o

N by
ITullex) (Mob1 + Mg ) lgllcr-acoopllullor-oxy + 15C)zoll o)

M, b(f 1 1
(F<a) o T = (Qa " a)) I lleqeconlullec)

Maintenant, nous prouvons que [';u € C'=*([0,b]; X) pour i = 1, 2.

t+h\ _ h°
In{—)<—
() =5

(2.8)

En utilisant I'inégalité
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Chapitre 2 : Etude d’une équation différentielle abstraite d’ordre fractionnaire

pour tous t € [0,b) et h > 0 tels que ¢t + h € [0, b;], nous avons

[Tyt + h) = Tru(@)]

t+h
S(t+ h) (Gu(t + h) — ) + / S'(t+ T — 8) [Gu(s) — Gul(t + 1) ds

FS(t+ h)zo — S(t) (Gul(t) — o) — /0 S'(t — ) [Gu(s) — Gu(t)] ds — S(t)zo]| .

< [S(E+h) (Gult + h) — x0) = S(t) (Gu(t) — x0) + S+ h)Gu(t) = S+ h)Gu(@)]-
/Ot+h S'(t +h —5)[Gu(s) — Gu(t + h)]ds — tS'(t — 5) [Gu(s) — Gu(t)] ds|| .

0

+

+1S(t+ h)zo — S(t)zo] -
D’ou
IS(t + R) (Gu(t + ) — 20) — S(£) (Gu(t) — w0) + S(t + h)Gu(t) — S(t+ h)G (1) -
< (S +h) = S@)(Gult) = zo)ll + ST+ 1)l x) |Gult + h) = Gu(t)]

t+h
S/ 18" (7)(Gu(t) — @o)ll d7 + Mollgllor-a(eexy lullcr-a o p'
t

t+h o
T —
< MngHcl—a(c(X»HUI\Cl—a(X)/ —dr + Mollgller—aeixyllullor-a b
t

l—a]tJrh

[T o
< Millgllor-eccooplluller-eco—— — + Mollgllor-a (e [ullor-e bt
1

—

< Miljgller-eepluller-ex7— + Mollgllor-a ey lullor-acx) ',

/ S(t+h—s) [Guls) — Gult + h) ds—/o S'(t = 5) [Guls) — Gu(t)] ds

— / S'(t+h—s)[Gu(s) — Gu(t+ h)]ds + /t S'(t+h—3)[Gu(s) — Gu(t+ h)]
— St — 5) [Gu(s) — Gu(t)] ds.
On pose s =t —r,

/ S'(t+h—3)[Gu(s) — Gu(t+ Rh)] — S'(t — 8) [Gu(s) — Gu(t)] ds

/ S'(r+h) [Gu(t — 1) = Gu(t + h)] = S'(r) [Gu(t — r) — Gu(t)]

+S'(r+ h)G,(t) — S (r + h)G,(t)dr.
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Chapitre 2 : Etude d’une équation différentielle abstraite d’ordre fractionnaire

On peut remplacer r par s. D’oul
t+h t
/ S/t + h— 5)[Gu(s) — Gult + )] ds — / S'(t — ) [Guls) — Gu(t)] ds
0 0

t+h
_ / S'(t+h — 8) [Guls) — Gu(t + B)] ds

t

+ [ (S'(h+s)—S'(s)) [Gu(t — s) — Gu(t)] ds

+ [ S'(h+s)[Gu(t) — Gu(t + h)] ds.

I
/
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Chapitre 2 : Etude d’une équation différentielle abstraite d’ordre fractionnaire

Donc

et

Ainsi

[Ty ul]cr-acx) < lgllor-eeapllullor-ecx) (Ml (

t+h
< / 18"+ b = Pl gy |Gulr) = Gult + B dr
t
t
n / 1S'(h+7) = ' (7l sy |Gl = 7) — Gault) | dr
t
T / 15" (h + 7l gy [Gult) — Gult + ) dr
t+h
< / 15" (t + 1 = 7)oy 19l eoxon luller-e ) (8 + b = 7)1 7T
t
t T+h
T / / 15(6) Ly I9llen—eeorpllllor—egryr~ededr
t
T llgllen-aeioyllullor-agoh ™ / 1S+ ) ) A7

th dr
<M —a Ul|g1-a T o
< Millgllor-aeconlluller (X)/t G+h—1)

t T+h 1
+ Mal|gllcr—e(coxpllullor-ex) / / £iva dédr
0 T

—a t+h
+ lgllereqeoy luller—egxyh' = My In (T)
hlfa
1l -«
hl—a
M. —a i —
+ Mgl cr-e(coxy lluller Mol —a)
by
(@7

< Millgllcr-acoxon llullor-ex)

+ [lgllcr-ecoop lullor-eon ' =M,y

IS(t + h)zo — S(t)zoll < [IS(-)zollcr-a(x)h' .

2 by
11—«

/0 S'(t+h—s)[Gu(s) — Gu(t+h)]ds — /0 S'(t — 5) [Gu(s) — Gu(t)] ds

e RGOy

(2.9)
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Chapitre 2 : Etude d’une équation différentielle abstraite d’ordre fractionnaire

En utilisant le lemme 2.3 et en procédant comme précédemment,

|Tou(t + h) — Tou(t)]]
< [[(S(t+h) = S@))(Ful?))]
1S+ )l ) [ Fult + h) — Fu (@)

t+h
[ NS+ b=l 1) = Fult+ W) dr
t
t
T / 1S+ 7) = 8'(7) Lo [ Fullt = 7) = Fult)]| d7
t
T / 1S/ + 7l I1Fult) = Fult + B)| dr
t+h
< / 1S (1) Fu(8)]) dr + Mol Fullr-acoh
t
t+h
+ [ IS+ b = 1)l [Fulloreq -+ h =)' -odr
t

t T+h t
T / / 15"l [ Fullen-e oy dEdr + ([ Fullen-a b~ / 1S"(h 4+ 1) ey A

t+h _1—« ) t+h dr
<M Flloeie [ e+ MR oeooh ™+ Ml Flloeco | G
t t
t T+h
1 o t+h
‘I‘ MQHFuHCl*O‘(X) / / §1+a dng + HFuH(jlfa(X)hl M1 hl (T)
0 T
hl—a . hl—a
< MlHFuHCl—a(X) —a + MOHFUHCPQ(X)h oy M1[|Fu|]cl—a(x) 1~ 4
hl—oc 11—« b?
+ MzHFuHcl—a(X)m + [[Fullor-ex)h Mlg,
on obtient
pro—t 1 1 2 b M
T o < el e M= 2L Mot 2
ICaullernn < Ty (g + o ) MCuCllevn (M (120 + 5 )+ do+ o).
(2.10)
et on a
[ITul]or-axy < [T1uflor-agxy + [T2ullci-a(x) - (2.11)
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Chapitre 2 : Etude d’une équation différentielle abstraite d’ordre fractionnaire

Donc T'u € C7([0,b]; X). De plus, en notant que f(t) et g(t) sont linéaires pour tout
t € [0,b1], des estimations (2.8) — (2.10) nous avons
ITu = Tofler-e(x)
= [IT'(w = v) = S(t)zoll o1
= ||T'y(u—v) — S(t)zo + Fg(u —v)[|er-a(x)
= T — ) — S()oller + [Talu — v) — SEz0 + Tolu — )l grary
<10 = ) = S(t)zollcco + [T — v) = SOzl + [Talt = 0}l o1,

11—«

Ca b
< (Mob} +M111_a) gllcr-a e llu = vlleri-a(x)

My b7 by 1 1
e NN Vs 1 ol
" <F(a) o " 1F(Oz)(l —a) (2@ -1 + a)) I llecceollu = vller-«x)

2 e M,
o — o M, | —— My + ———
+ llgller-ocexpllu = vller-ax) ( 1 (1 + ) Mo+ a)oz>

paet 1 1 2 by M,
My | —— My + ———— — 1—a(X)-

D’ou

HFU - Fvucl—a(){)

2M1 M2
<M Alah B o
- { 0 11—« + (1—a)a + A (g, 1)} gllcr-acoxn v = v|ler-a(x)

[Mob?+M1 be ( 1
2

* Fa)a T(a)l—a\2a—1
pour tout u,v € C*7([0,b,]; X).

Maintenant, a partir du choix de b;, on déduit qu’il existe un point fixe unique de I', qui,

1
; )+A0bﬂuﬂwwmmu—ﬂaaaw

d’aprés le Lemme 2.1(b), est une solution intégrale du probléme (2.1)-(2.2) sur l'intervalle
[0, by]. O
Il nous reste & montrer 'existence d’une solution intégrale du probléme (2.1)-(2.2) dans le
cas ol « € (0, %] Pour cela, nous devons supposer que la fonction f est Holderienne d'une

maniére appropriée. Pour commencer, nous établissons le lemme suivant.

Lemme 2.4 Supposons que o € (0,1], f € C([0,b]; £(X)) et u € C([0,b]; X) pour tout
0 <b<a. Sila fonction f(-,u(-)) appartient a C*([0,b]; X), alors F,, € C*([0,b]; X) et

[ Fulloeqopxy < G ul)llow ) (1406%).

1
al'(«)
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Chapitre 2 : Etude d’une équation différentielle abstraite d’ordre fractionnaire

Démonstration. Pour ¢t € [0,b) et b > 0 tel que ¢t + h € [0,b], on a

B 1 th (o u(r)) . 1 Ef(ru(r)) .
Fu(t+h) Eﬂ?‘rm)l @+h—rﬂad F@)A L=y

et

LM fEa) 1 fra) 1 [ fra)
F(a)/o (t+h—7')1—ad _F(Oz)/o (t+h—71)" = +F(a)/h (t+h—71)" == a7

En posant s = 7 — h, on peut écrire

L f(ru(r) 1 [T f(sH+hu(s+h)
F(a)/h (t+h—71)— O‘dT_ / (t —s)l-@ ds
/f7'+h) T+h)dr.

t—r)l«

D’ou
[Fu(t +h) = Fu(t)]
L[ W) L[ U)o,

ST Jo trh=mat ((—r)a
1

< 17Dl / Tt D e | e

< ||f<-,u<->>||o<x>a%@[<t 1) = 1]+ [l a?;@

]
< ||f<-,u<->>||oa(x>a+@ (14 5%) he

Donc

[ Fullcaogxy < NFCu(-)lloax) T (o) (1+0%)

et F, € C*([0,b]; X). O
La preuve du théoréme suivantt se fait en argumentant comme dans la preuve du Théoréme
2.3.

Théoréme 2.4 Supposons que o € (0,3], f,g € C*([0,a]; L(X)), S(-)zo € C*([0,a); X) et
il existe 0 < b < a tel que

92M, M, 1
M « . « . EE— < 1-
( ot ——+ a _a)a) <||9||c (e + L lle ([O”’]"(X”ar(a))

Alors il existe une solution intégrale du probleme (2.1)-(2.2) sur Uintervalle [0,b] pour
0<b<b.
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Chapitre 2 : Etude d’une équation différentielle abstraite d’ordre fractionnaire

Démonstration. A partir des hypothéses, nous pouvons choisir 0 < by < b, tel que

oM, M,
M Ala.b .
{ 0+ o + 1—a)a + A (g, 1)] llgllcecixy
2M, M,
M A(F,b . 1
! LéF(oz) < T T —a)a) +AL, 1>} Ifllceecoy <1,
" 2M
A(gabl):b? <M0+ al)
et

b 4+ 2b¢ M,
) =iy (04 (5 + 2o )

En considérant le Lemme 2.1(b), nous définissons 1’application
L:C*([0,b1]; X) = C*([0,b1];X) par ' =Ty + 'y ou

Fyu(t) = S(t) (Gu(t) — o) + /0 S'(t = ) [Gu(s) = Gu(t)] ds + S(t)zo, T €[0,b1],

Tou(t) = S(t)Fu(t) + / t S'(t — ) [Fu(s) — Fu(t)ds, t€[0,b1].

Pour démontrer que 'application I' est une contraction, nous devons d’abord établir que I"
prend ses valeurs dans C® ([0, b;]; X).
Soit u € C* ([0, by]; X). Pour t € [0, ], nous avons :
1Gu(s) = Gu(®)|| =llg(s, u(s)) — g(t, u(®))]]
=[lg(s)uls) — g)u(t) + g(t)u(s) — g(t)u(s)|
<[[(g(s) — g(®))uls)]| + llg(t)(w(t) —uls))]]
D’ou .
181 =91Guts) ~ Gutol as
<M /t I€g(s) — g(t))uls)l| + llg(8) (u(t) — uls))Il

t—s

tt_ o
(t—5)" o

< My ({lglleeeoop lulloco + llgllewee lulleax) /
0

by

o

Ce qui montre que s +— S’(t — s) (G, (s) — G,(t)) est intégrable sur [0, t] pour tout ¢ € [0, b;]

< Millgllee oo llullee x)

et que

£ /Ot S'(t — ) [Guls) — Gu(t)] ds € C([0,by]; X).
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Chapitre 2 : Etude d’une équation différentielle abstraite d’ordre fractionnaire

De méme, d’aprés le Lemme 2.4, nous avons également que

/ 1S°(t — 3) [Fu(s) — Fu(®)]]| ds

< [ 18— Mt oy (B0 )7

S

1 A (A
< Ml uCD om0+ [0
oy

< Myl f (s uC)lloax)

£ /Ot S'(t — ) [Fu(s) — Fu(t)] ds € C([0,bi]; X).

Donc I'u € C(]0, b1]; X). De plus, nous avons

1S(2) (Gu(t) — o)

< Mo |lg (0, 20) — g(t,u(t))|l

Mo [|g(0)zo — g(t)u(t) + g(0)u(t) — g(0)u(t)]

Mo [|9(0) (o — u(t))|| + Mollu(t)(g(0) — (1))l
Mollgllecoyllullee @bt + Mollullo [lgllcecoo)bt
Mollgllce ey llull oo )bt

INCININ N

et
1S(t) Fu(t)] <Mo||F @)l

ftsus)l

\F(CV) o (t—s)t-e
\%Hﬂw(w»uuuam / (t— )" ds
< Mo
Sal(a)

bl oo - llullec
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Chapitre 2 : Etude d’une équation différentielle abstraite d’ordre fractionnaire

Donc

Pulloce) < [ 156 = 9)(Guls) = Gutoll s+ [ 118 =) Fu(s) = Rlol] s

H15@) (Gult) = zo) || + 1S (E)zoll + [[SE@) Fu ()]

bO[
< Mil|gllcezix) ||U||oa<X>—

1 b
MyLFC ()l ee b
# MU w2 (18
N My .,
+ Mollgllce cooy ullce bt + 115C)zollox) + OzF(Oé)bl [ lloeco) - llulloc)
(0% ba
< (Mobl ; Ml—l) lleeeepllullene + 15O mollog

My b2 1
—— 4+ M 14067 a o
(rr 2 + i (430 ) W lemcccopllullenc
Maintenant, nous prouvons que [';u € C*([0, b1]; X).
En utilisant la propriété
In (22) < 2 pour tout ¢ > 0 et h > 0, pour ¢ € [0,b1) et k> 0 tels que t + h € [0, by],

nous avons

[Tyt + h) = Tyu(@)]

t+h
S(t+ h) (Gu(t + h) — x0) + / S'(t+h — ) [Gu(s) — Gu(t + h)] ds

+S(t + ) — S(8) (Galt) — o) — / §'(t — 5) [Guls) — Gu(t)] ds — S(t)ag

< St + h) (Gu(t + h) — ) — S(t) (Gu(t) — z0) + S(t+ h)G,(t) — S(t + )G, (t)||

/ St +h—s) [Gu(s )—Gu(t+h)]ds—/0 St — 5) [Guls) — Gu(t)] ds

+||S(t + h)zg — S(t)xo]| -
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Chapitre 2 : Etude d’une équation différentielle abstraite d’ordre fractionnaire

D’ou

[1S(t + h) (Gu(t + h) — x0) = S(E) (Gult) — m0) + St + h)Gu(t) = S+ )Gu(t)]
<S4 h) = SONGu(t) = zo) | + [1S(E+ M)l x) [Gult + 1) = Gu(@B)]

t+h
< / 15" (T)(Gu(t) = zo) | d7 + Molglloe(econllullenxnh®
t

t+h _o

-
< M1||9||oa(z:(x))||U||oa(x)/ 7d7+Mo||9||oa(c(x))||U||oa(x)h
t
alt+h

< Mi[gllee e lulleex) + Mol|gllcecoxopllullcaxyh”

< Mllgllencecon lellon o + Mollgllowecoy lullowcoh®,
et
[ s =166 - auter mias - [ -9 Guts) - Gutolas
/ S+ h— 8)[Gals) — Gult + )] ds
/ St +h— ) [Guls) — Gult + )] — S'(t — 5) [Guls) — Gu(t)] ds.
On pose s — ¢ —r, ot
/t S+ = 8) [Guls) = Gult + 1) = S'(t — 8) [Guls) — Gu(t)] ds
/ S 1+ 1) [Gult — 1) — Gult + B)] = S'(r) [Gult — ) — Gu(t)]
+S'(r+ h)G,(t) — S’ (r + h)G,(t)dr.
En remplacant  par s, nous obtenons
/ S(t+h—s) [Guls) — Gult + h)| ds — /Dt S'(t — 5) [Guls) — Gu(t)] ds
S+ h— 5) [Guls) — Gult + )] ds

hts) — 8'(s) [Gult — 5) — Gu(t)] ds

-
+/Ots’( ) =S
N /Ot S'(h+ ) [Gu(t) — Gult + h)] ds.
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Chapitre 2 : Etude d’une équation différentielle abstraite d’ordre fractionnaire

Donc

et

t+h t
/0 S(t+h — ) [Guls) — Gult + h)] ds — /0 S'(t — 5) [Guls) — Gu(t)] ds

t+h

< / 1S+ h = Tl gy |Gulr) = Gualt + B d
t
t

T / 1S"(h 4+ 7) = 8L 1Galt — 7) — Gu(t)]| d7
t

T / 1S+ ) ey [1Galt) — Gult + 1) dr
t+h

< /t 15"t + h = 7)o ) 19Nl cacecopllullen o (E+ b — 7)%dT
t T+h

=[] 18 Ol Nalemecopllulcno e

t
+ Hcha(c(X))HUHca(x)ha/0 1S (h 4 7)) A7

dr
t+h—r71)-

t+h
< Milglereosleleco [ 1
t

52
. t+h
Hlglloacooyllulleacoh® M n <—h )
ha
< Millgllceecopllulleaco—

t T+h 1
+ Malglemecoylallonc) [ [ gsder

1
M . . - ((t h)® — o — @
+ Molgllcecxyllulle vy ((t+h) )
« ha
+llglleaecollulleacoh®Mi—
ha
< Mullglloaeconlullon oo —
ha
M « —« - <
 Mellglicecooplivller—co Ta—
by

+ HgHCa(E(X))HUHCG(X)haMlg

15t + h)zo — SE)woll < [ISC)2ol]cax)h®.
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Chapitre 2 : Etude d’une équation différentielle abstraite d’ordre fractionnaire

Ainsi

(87

10l < lollewecoplillonce (Mr (24 %) 4 My 22 ) + 1S Chanllonny-

En utilisant le Lemme 2.4 et en procédant comme précédemment, nous pouvons écrire

ITau(t + h) = Tou(@)]
< S +h) = SE)(F.D)]
F S+ )l gy 1t +h) = Fu(8)]]

t+h
+ / 1S+ h = 7)o |1 Fulr) — Fult + ) dr

t
+ / 1S (h +7) = S'(7) |y | Fult = 7) — Fu(t) | dr

t
T / 1S (h+ 7)oy I1Fult) — Fult + B | dr

t+h
< / 1S (P Fu(0)]] d7 + Mol|Fullom ooy h®

t

t+h
4 / ISt + b = 1) gy [ Fullewcuy (t + b — 7)2d7

t

t T+h t
-/ / 15"l gy [ Falles ey m@d€dr + [ Ful g h° / 1S'h + 7)o 7

t+h _«o

T th dr
S MIHFUHC’O‘(X)/ 7dT+MO|:|Fu|:|CO‘(X)ha+M1HF'U,|]CO‘(X)/ (
t t

t+h—r1)l7e

t T+h 1 t+h
4 M2[|Fu|]ca(x)/0 / 6T + [|Fullomoh® My (T)
ha

h* o
< MIHFUHCC‘(X)E + Mo[|Ful]coxyh™ + MIHFuHCa(E(X))||U||CQ(X)E

he e
L[ Fulleewo gy + IFullo oM

o .

[Taulleaix) < 1/ ul)lleaw) QFI(Q) (1+57) (Ml (% - bz) Mt & i>a) |

Donc

[Tl ey < [IT1el]gax) + (Tatl] e x) -
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Chapitre 2 : Etude d’une équation différentielle abstraite d’ordre fractionnaire

Ce qui implique que T'u € C* ([0,b]; X). De plus, en notant que f(t) et g(¢) sont linéaires
pour tout t € [0, ], alors

ITu = Tol|cax)

= IT(u = v) = S(t)zollce(x)

= ||Ti(u —v) = S(t)xo 4+ La(u — v)||cox)

= [|IP(u = v) = S)zollcx) + [[T1(u — v) = S(t)zo + Ta(u — v)[]ca(x)

< [[P(u = v) = St)zollcwx) + [T (u —v) = S(E)ol] + [T2(u = v)[]ga(x)

o by
< (Mobl +M151 gllce oo llu —vlleax)

MO b 1 N he
I (__1 + My———(1+ 51)51) I fllcecoonllu —vllcax

[(a) a al'(«)
2 0y M,
@ - a M — _]' M
+ llgllea o llv = vllcacx) ( 1 (a + a) + My + o) a)a)
1 2 boz Mg
1 b M = 1 M, . B § '
+ ol () (14 05%) ( 1 (a + a) + Mo + 1= a)a a)a) | fllcecoonllu — vl cex)

D’ou

T = Tvf|oe x)

< | M, Ala. b . B )
< { 0+ - + =) + A (g, 1)] lgllcecxnllu — vl cox)
1 2M, M,
— [ M, A b . _ .
+ [aF(a) ( o+ 5 + {a —a)a) + A (f, 1)] | fllcocoonllu — vl cox)s

pour tout u,v € C*([0,b,]; X).

Maintenant, a partir du choix de b;, on déduit qu’il existe un point fixe unique de I', qui,
d’aprés le Lemme 2.1(b), est une solution intégrale (mild solution) du probléme (2.1)-(2.2)
sur l'intervalle [0, b;]. O
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Chapitre 3

Etude d’une équation différentielle
abstraite neutre non autonome d’ordre

fractionnaire avec arguments déviés

3.1 Position du probléme

Ce chapitre représente une synthése des résultats obtenus dans 'article de M. Malik et

al. |7], intitulé :

"Existence and uniqueness of soultions of fractional order nonautonomous

neutral differential equations with deviated argument"

En utilisant une approche basée sur la théorie des opérateurs résolvants d’une équation
intégrale et le théoréme du point de Banach, nous établissons des résultats d’existence et
d’unicité des solutions de ce type d’equations équations. Plus précisément, nous étudionss
I'équation différentielle neutre non-autonome d’ordre fractionnaire « € (0, 1] dans un espace
de Banach X :

D (u(t) + g(t, ula(t)))) = At)u(t) + f{&,ult), u(h(t, u(t)))), (3.1)
u(0) = ug, (3.2)

ol

— D“ est la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo,
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— a(t) < t,Vt>0,

— A(t) et une famille d’opérateurs fermés a domaine dense dans X,

— f, g et h sont des fonctions non linéaires vérifiant certaines hypothéses a donner aprés.
Nous notons A = A(0) et supposons que 0 € p(A).
Motivés par le travail présenté au chapitre 2 (de Hernandez et al.) et en utilisant la méme
méthode, nous étudions 'existence et l'unicité de la solution intégrale (mild solution) du
probléme (3.1)-(3.2).
Soit C ([0,T5], X) 'espace de toutes les fonctions continues ¢ : J = [0,75] — X ; muni de la

norme du sup, c¢’est un espace de Banach. Nous définissons un autre ensemble :
Co(J, X) ={¢ € C(J, X) : [[(t) = o(s)|| < Lt — 5[, Vt, s € J},

ou L est une constante positive appropriée.
Pour prouver 'existence d’une solution intégrale du probléme (3.1)-(3.2), nous avons besoin
des hypothéses suivantes :
(A1) f:Jx X x X — X est une fonction continue et il existe Ly € C' ([0, T],R™) telle
que
1 @& wr,01) = f (22, 90) [ < Ly(t) (lzn — 22/l + [lyr — w2)
pour tout xy,xs,y; et yo € X ;
(A2) g:J x X — X est une fonction continue et il existe L, € C ([0, T],R") telle que

lg (&, 210) = g (s, 22)|| < Ly(t) (|t = 5| + [Ja1 — 2]

pour tout xy,xs € X ;
(A3) h: X xRT — R satisfait la condition Lipschitz

|h(s,21) = h(s,22)] < Ly [lz1 — 22|
(A4) a:RT — RT satisfait la condition

la(t) — a(s)| < Lq|t — s|.

3.2 Existence des solutions

Pour obtenir la forme de la solution du probléme (3.1)-(3.2), nous définissons la fonction

Ar 2 [0,Ty] — X par A%(t) = A(t)v(t) — Av(t) (voir [11] ). De plus, supposons qu'il existe
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Chapitre 3 : Etude d’une équation différentielle abstraite fractionnaire non autonome

Ly e C([0,T],R") tel que
|AL(t) — AX(t)]| < La(t)||lu—wv|] pour tout u,v € X.

Notons .
Ay(t) = —/ (t —s5)* 1A% (s)ds.
I 0
Définissons également
t
F,(t)= ﬁ/o (t — ) 1 f(s,u(s), u(h(s,u(s))))ds.
En appliquant I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre « aux deux cotés du

probléme (3.1)-(3.2), nous obtenons

u(t) + g(t, u(a(t)))

= uo + ¢(0,u(a(0))) + ﬁ /0 (t —s)* TA(s)u(s)ds
I ol
+ m /0 (t— )" f(s,u(s),u(h(s,u(s))))ds

= up + g(0,u(a(0))) + L ) /0 (t — )1 (A%(s) + Au(s)) ds + F,(t)

o)
= ug + g(0,u(a(0))) + %&) /0 (t —s)* 1A% (s)ds

1 ! a—1
4 m /0 (t —s)* " Au(s)ds + F,(t)

1 ' a—1 n
= ug + g(0,u(a(0))) + (o) /0 (t —s)* " Au(s)ds + A,(t) + Fu(t)
pour chaque t € [0, Tp).
Par conséquent, nous obtenons
u(t) = ﬁ/ﬁ (t — 5)* 1 Au(s)ds + A\u(t) + Fu(t) — g(t,u(a(t))) + uo + g(0,u(a(0))).

Nous utilisons la notation G,, pour la fonction G, : [0,T5] — X donnée par

Gu(t) = uo + g(0,u(a(0))) — g(t, u(a(t)))-
En incorporant ces notations, nous obtenons la forme suivante

1

1m>:f654<p-gawmgm5+ﬁaw+ﬁuw+gam
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Définition 3.1 Une fonction continue u € C ([0, Ty], X) est appelée solution intégrale (mild
solution) du probleme (3.1)-(3.2) sur Uintervalle [0,Tp], avec 0 < Ty < T, si

/0 (t — 5)* tu(s)ds € D(A)

pour chaque t € [0,Ty] et si u satisfait l’équation intégrale

u(t) = ﬁA /0 (t— ) Yu(s)ds + Au(t) + Fut) + Gu(t).

Théoréme 3.1 Supposons que A%, f(-,u(-),u(h(-,u(-)))) € C([0,T],[D(A)]), g € C([0,T] x
X, [D(A)]) et que la fonction L, € C ([0,T],R") est telle que L,(0) <1 et

lg(t,z) — g(t, ) lpay < Ly(®) [z — yll

pour tout t € [0, T],z,y € X. Alors il existe une solution intégrale (mild solution) unique
du probléeme (3.1)-(3.2) sur Uintervalle [0, Ty] pour un certain 0 < Ty < T, si les hypothéses
(A1)-(A4) sont satisfaites.

Démonstration. Puisque Ly(0) <1, [Lg|q o7y rr) = Lg(0) et |@allpi(o.r)r+) — 0 lorsque
Ty — 0, il existe 0 < Ty < T tel que

QL L)Ll ale
= (Il + B mlErlery o Baleqe) (14 foallgonyn) <1

|
a
De la partie (¢) du Lemme 2.1, nous avons
¢
u(t) = / §'(t— ) [Au() + Fuls) + ()] ds + A,(0) + Fult) + Gul0).
0

Maintenant, nous introduisons 'application F : C, ([0, Tp], X) — C1 (0, Tp], X) définie par

la formule
t
Fu(t) = / S'(t—s) [Au(s) + Fu(s) + Gu(s)} ds + A, (t) + Fu(t) + Gu(t).
0
Il est facile de déduire que (la preuve est identique a celle de Théoréme 2.2, voir chapitre 2)

A, + F, + G, € C([0,T],[D(A))).
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Nous observons que

/Ot S'(t—s)[ﬁu(s)jLF()jLG ]Hds

§/0t¢A(t—5)
S/Ot@l(t—s) >/0
/

+ /0 oAt — S)F(la) 08(8 — 7)Y f (7, u(r), ulh(7, u(7))])|| p(aydTds

Gl / palt — s)ds

[+ Rl + Gt

S

(s = 7)* AL pay drds

—
’5»—

1 * ! s 1 t s
< m HAuHc/O ¢A<t—8)gds+m|‘f|10/o (bA(t—s)EdS

+ [ Gulle loall

« (&7

< (IMille 2m + ot + [Gulle ) 6l

Cela montre que la fonction s — S'(t — s) [A\u(s) + Fu(s) + Gu(s)] est intégrable et que
Fu € C([0,Ty],X). Montrons que Fu € Cr, ([0, Tp], X).

Nous ayons

L a=lgx L 55—70‘71*7 T
| e e - s [e=

L S ol _ (s —7m)tA* (r)dr 1 t — ) AT (r)dr
=g | = = =+ s [t

1A (s) — Au(®)]] < [ Au(5) — Au(®)lipeay

1 y _ a— ¥
< g [ = = = AL e
0

)
1 ! a—1 *
+—F<a) S (t = 7)* AL (T) [ ipaydT
1 S t
< * . afl_ - a—1 o a—1
< < 14l (/0 (= 7)ot — (s — 1) d7+/8 (t— 1) dT>
1
< A* a_ oz'
— OéF(Oé) H uHC‘t S ’

D’aprés le théoréme des accroissements finis Jc €]s, t[

|t — s < a Mt — 5.
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D’ou -
I4205) = Au)] < s 14l s
Donc
IF9) = ] < = (>||f|!c|t‘“—8a|_r()||f||c|t S,
et
1Guls) = Gu®l] < 1Culs) = Cul®ll iy
< ||g<t w(a(®))) — g(s, u(a()) loeay
Ly(8) (1s — ¢ + ula(s)) — u(a(®)])
Ly(t) (}s — t] + Lia(s) — a(®))
Ly(®)lula(s)) = u(a)]
< L@l + LL)ls 1.
Alors R R
1Guls) + Fue) + Aue) = Au) ~ )~ Gutl
s(|Lg<t>|c<1+LLa> ()Hfllc ()HA*||C)| 4]

On en déduit que Fu € Cf, ([0, o], X) (voir [7]).
D’autre part, pour tous u,v € Cp, ([0, Tp], X), nous avons

|

~

n 1 ° a—1 * *
A - A0 < / (s = 7" I(AL(r) = A3(r) lldr

1 /s 1
<= s —T1)* " La(7)||u —v||dr
o) J, (s—7) ()l |
|LA|C
< T _
_OzF(O{) 0 ||U UHC
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et
[ Fu(t) = Fu(t) |l
1 -
F—/ s = 1) |(f(7, u(r), ulh(r,u(T)])) — f(7,v(7), v[a(7,v(7))]))[[dT
FL/ (s =) Ly (t) ([[u(r) = o(DI + [Julh(1, u(T)] = v[h(7,v(1))]]) d7
)/ (s = 7)* T L) (lu(r) — ()| + [Julh(1,w(T)] = v[h(7,v(7))]
+ u[h(r,v(7))] = ulh(r,v(7))][})dT
< FL / 5= 0) (2l — il + (e, u()] — (o)
FL/ s — 1) 'Ly(t)(2llu — v|lc + Ll (7, u() — h(7,v(7))|))dr
< e / (s = 72 Ly (1) (2w — vl + LLn|lu — vl|e)dr
< B e g — ol
et

1Gu(t) = Go(®)]| < [Lglc llu = vlle-
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Donc

I(Fu)(t) — (Fo) )|
< A = Ao + 1R = B+ 1Gu(6) - Gu()]

+ /0 S’(t—s)r(la) /0 (5= 1) (AL(r) — A3(r)) dr
= [ =515 [ 6= nr ). b )
— J{r.o(r) wlACr o)) dr ds

+ [ 1869 (Guls) - Gl s

ds

| Lale (2+ LLn) | Lyl
< Ty — Ty —
~ al(a) ™’ lu=vlie + al'(«) 0llu=vle
‘ |LA|C o
+ | Lgle lw = vllc + ; ¢A(t—8)d8ar(a)T0 lu—v|c
! (2+ LLy) | Ly|
+/ ga(t — s)ds CT¢ u — vl e
0 OzF( )

t

+ [ 6t = s)dslLyle lu = vl
0

< ullu - vlc.

D’apreés le théoréme du point fixe de Banach, il existe un unique point fixe u(-) de 'application

F. Ainsi, u(-) est une solution intégrale (mild solution) du probléme (3.1)-(3.2). O

Lemme 3.1 Supposons que o € (%, 1) et ue C(J,X). Alors, F,, € C'*7*(J, X) et

Vulloeom < Ty (e * 3 ) 06k uhuO oo o
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Démonstration. Pour ¢ € [0,7}) et hy > 0 tel que t + h; € [0, Tp], nous avons

1 ¢ 1 1
|Fy(t + hy) — Fu(t)]| < =— o) / {— G e v S)l_a] [ fllx ds

ﬁ /t b (t+ ]!;f !Xs) —ds
= F(loé) /0 ((t —13)1—a (t f 5)1- ) | fllx ds

L i
— s
I'(a) J, (t+hy —s)l@

p1

~—

1 o [ 1
< g O b ent™ [ s
1 t+h1 1
IOl [ G
Ainsi
1 N
IR+ ) = (O] < s I u b u) e (52— + )
< IO uhC )l (G + 7o Y
Donc

1Fullorsoaoo < s (5ag + o ) I abhath e

Lemme 3.2 Supposons que o € (%, 1) et uw e C(J,X). Alors, A, € Cl=2(J, X) et

Al 2 () it
H C1- a [0 TO] X) F(Oé) 206 _ 1 + a H UHC([O’TO]’X)

Théoréme 3.2 Supposons que o € (%, 1), feC(JJ,L(X)), ge C*™(J, L(X)) et
S(ug € C([0,T), X), ou Jy = [0,T]. S’il existe 0 < Ty < T tel que

2M, M,
(o4 22 4 22 oo (10,73 00) < 1,

alors il existe une unique solution intégrale (mild solution) du probléme (3.1)-(3.2) sur l'in-

tervalle [0, Ty] pour 0 < Ty < Tp.
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Démonstration. Nous choisissons un T approprié tel que 0 < T < Ty et

2M, M,

M, Mg, T Ca
( Al (1—-a) +Alg, 1)> lgller-a(o.m],Lex))

- (ﬁg 1 Kﬁf( ) (2@1— 1t 1> +A(S, T1)> £ llewoo

MyTY MTY 1 1
AT A” 1
+ (CL’F(OJ) + (1 —Oé)F( ) <20&— 1 + ) +)‘< 1)) H u“C(L(X)) <1

ou A(g,T1),N(f,T1) et A (A%, T1) sont donnés par
Iy
)\(97T1)2<M0T1 a+M1< +—1)>7

1l -« o

Tt 1 1 2 Ty M.
T M, [ —=— 4+ 2L My —2
AT = I'(a) <2cy—1jL >< 1(1—a+a)+ 0+(1—a)0¢)’
i} TPt 1 1 2 T M,
AMALTh) = I'(«) <2a—1+a> <M1 (1—a+g +M0+(1_a)a '

Nous définissons I'application F : C'=* ([0, T3], X) — C'=* ([0, T1], X) par

F =F+ Fo+ Fs,

ou

(Fru) (¢) = S(t) (Gu(t) — uo) + / S'(t = 5) [Guls) — Gu(t)] ds + S(t)uo,
(Fou) (t) = / S'(t — 5) [Fu(s) — Fu(t)] ds,
(Fsu) () = S(t)A,(t) + /0 S'(t—s) {2 (s) — Au(t)| ds.

Montrons que F est bien définie. Nous avons
t
/ S'(t — ) [Gu(s) — Gu(t)] ds
< a, [ l0to0) ot el o,

t—s
§M1/ (g g(t))ufa(t))|| :Jli(t)(U(a(t))—U(a(S)))H ds
< My ([glle-<lfale + lglelluler-») | (=9 g

(1)~ ‘
1l—a

< M| glleepx lullcex)
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Cela montre que la fonction s +— S'(t —s) [Gyu(s) — G, ()] est intégrable sur I'intervalle [0, T}]
et que

ts /Ot S'(t— $)[Guls) — Gu(®)]ds € C (0, T3], X).

De la méme maniére, on obtient

[ st= 1m0 - Rl < e T (g + 1) [

d
['(a) ¢! t—s ’

T2a—1 1 1 Tl_a

< Ml fllewoo lullec rl(a) (Qa 1t 5) =

Cela montre que la fonction s — S'(t — s) [Fi,(s) — F,(t)] est intégrable sur I'intervalle [0, T}]
et que

tis /Ot S'(t — s) [Fu(s) — Fu(t)]ds € C ([0, T3], X).

D’autre part, on a

/Ot S'(t = 5) [Au(s) = Au()] ds < My 14 o Trf(c;:)1 <2a1— -+ é) /Ot t=9)""

S
t—s
. e 1\ 17
<M, HAuHC(L(X)) lullex) I'(a) (Qa 1 + a) 1—a

D’ou
tis /t S'(t— s) [A‘u(s) - Eu(t)] ds € C([0,T1], X).

Par conséquent, F € C ([0,T3],X).

Il est facile de voir que

l1-a
[Fullox) < (MOTll—a + My &) lgllcopeollulles ) + IS¢ uoll o
A T 1 1
My— M 1 =
" ( "aT(@) @) —a) (m " a)) I lleconllloc)
s T« 1 1
Mo~ + Mim—— —)) pa .
" ( "al(a) T T —a) (2a 1t a)) Al ez lullec

Montrons que

FoeC([0,T],X),i=1,2,3.
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En prenant In <“;Lﬂ> < % pour tous t € [0,T}) et t + hy € [0,T}], o hy > 0, nous avons

1

I (Fru) (4 ha) = (Fru) ()]
< S+ ) = S@)) (Gult) = uo)|
H S+ )l (Gu(t + h) = Gu(®))]]

b [ IS = i I(Gute) — Gt )l s
b [ 1800 +9) = Sl 1Guli +) ~ Gult)l s
+ /Ot 18" (ha + 8) | x0) |G (8) = Gult + B[l ds + [[S"uoll 1o ) 1~
#1800 +9) = Sl Guli +) ~ Gul)l s

t
4 / 18" (s + )0 [1Ga(8) = Gialt + )| ds + (1S ol gy P10

Alors
| (Frw) (t+ ha) = (Fru) (1) ]|

t+h

< [ 186 Gult) — )l ds + Mollgllor-cuony ullor-eqohi
tt-l—hl

" / 18t + b — $)]| lgllen-n e llullnagay (E + b — 5)-2ds
tt t+h1

+ O/t 18" (Ml 1 xy Ngllor—apon luller-acx) (s)~*dnds

t
+ ||g||01a(L(X>>|IUI|cw<X>hi_“/ 18" (71 + )l ds + [|Suol| By~
0

t+hy Sl—a

ds

< Millgloreqonpllulers [ =
t

+ Mo||gllcr-o(roopllullor-a by

t+h ds
+ M —a U||o1-a / 1 o
tgller-eacoluler-ec | Ga =50

t s+hi 1
+ M2H9HCI—Q<L<X»HuH(ﬂ—ﬂ(X)/ / i dnds
0 s

o t+ hy
+||g||01*0‘(L(X))||U||01*Q(X)h% Mlln( hl )

+ 18 uoll ey I~
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D’ou

I (Fru) (¢ + ha) = (Fru) (1)]]

2 T My
< {HQH@ wxyllullor-a(x) (Ml (1 — ) + Mo + ol = a)>

1180l en-aro | B
Cela implique que
H]:luuw—a()()

2 ks M.
< lgllov-wacoyllllerecs) (M (g + 0 ) + o+~

+ ”SluoHcl—a(X)7
| ]:2“]017&()()
T2t 1 1 2 Te
< - M L
<t (5o ) Mheasoliec (3 (125 +75)),

My
Mo+ 72
+ O+a(1—a)>

et
[|f3u|]cl—a(X)

T2t 1 1 2 T
< £ ) A M, [ —— 4L
— INa) (2a -1 a) I Aullowooy lellec ( ! (1 —a o« )

M,
M, — .
+ 0+a(1—a))

Donc Fu € C'= ([0, T1], X).

En utilisant les inégalités ci-dessus, nous obtenons

| Fu — Fol|
2M M.
< {Mo + 1 1@ + = ;)a + A (9>T1)] gllor-a@ion llu — vllcr-ax)
MyT? M, TV 1 1
- )\ T - -«

o) ot (3

Alors F est une application contractante.

1 N "
; —) ; A(Au,ﬂ)] 1S oz 1t — oler-oc.

20— 1  «

Donc, par le théoréme du point fixe de Banach, F a un point fixe unique. 0
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3.2.1 Exemple d’application

Nous allons présenter un exemple d’application des résultats abstraits obtenus : Soit
'espace de Banach X = L?(0,1). Nous considérons les équations aux dérivées partielles

d’ordre fractionnaire avec argument dévié :

O w(t,x) + fi(t,w(a(t),r))] — m@t)Pw(t,z) = folz,w(t, ) + f3(t,z,w(t,x)), (3.3)
w(t,0) =w(t,1)=0, t€[0,T], 0<T < oo, (3.4)

w(0,2) =uy, =€ (0,1), (3.5)

folz,w(t, z)) = /OIK(:U,S)U) (s, ho(t) (aa|w(s, t)] + by [ws(s, 1)])) ds,

pour plus de détails, voir [5]. De plus, nous supposons que ai,b; > 0, (ag,b1) # (0,0), ho :
R* — RT est localement continue en ¢ avec ho(0) = 0 et K : [0,1] x [0,1] — R. Nous

définissons l'opérateur A comme suit :
Altyu =m(t)u" avec ue D(A)={ue Hy(0,1)NH?*(0,1):u" € X}.

Nous pouvons choisir m(t) tel que m(0) = 1. Ainsi, A(0) = A, qui est auto-adjoint avec un
résolvant compact et est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique S(¢) tel que

Sthu=>", et (U, ) Gy, O by = \/gsin nr,n =123, ..

— Le probléme (3.3)-(3.5) peut étre reformulé sous la forme abstraite suivante :

d()f

g t(t) + gt ua®)))] = A)ult) + f(t,ult), ulh(u(t),)]), t>0,  (3.6)

u(0) = up, (3.7)

ou u(t) = w(t,-), c’est-a-dire u(t)(z) = w(t,z),z € (0,1).

1
() = fi(t, w(a(t), z)) .
)

— La fonction g : Rt x X — X est telle que g(t, u(a(t

— L’opérateur A est le méme que dans la formule (3.3
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— La fonction f: Rt x X x X — X est définie par

F0,8)(x) = falx, §) + f3(t, z, 1),

ol fy:[0,1] x X — HE(0,1) est définie par

f2(t,§) = / K(z,y)¢(y)dy. (3:8)
0
et fz: Ry x [0,1] x H?(0,1) — H}(0,1) vérifie :
1fs(t, 2, ) < Qa,t) (1+ ¥l m20,1)) (3.9)
avec Q(+,t) € X. La fonction h est définie par
h(t,u(t,x)) = ho(t) (ar|u(t, z)| + by Ju.(t, z)|). (3.10)

avec Q(-,t) € X et @ est continue en son second argument, pour plus de détails, voir [5].
Pour la fonction a, nous pouvons prendre :

— (i) a(t) =Fkt,out e [0,T] et 0 < k <1,

— (i) a(t) = kt" pour t € I = [0,1],k € (0,1] et n € N,

— (iii) a(t) = ksint pour t € I = [0, Z] et k € (0,1].
Les hypothéses (A1) — (A4) sont vérifiées. Donc le probléme abstrait fractionnaire (3.6)-(3.7)

admet une solution intégrale unique.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a ’étude des équations différentielles
abstraites d’ordre fractionnaire dans un espace de Banach.

Dans le cas autonome, nous avons retravaillé I'article des auteurs Hernandez et al. intitulé :

"On recent developments in the theory of abstract differential equations with

fractional derivatives".

Dans le cas non autonome, nous avons présenté ’étude fait dans article des M. Malik et al.
intitulé :
"Existence and uniqueness of soultions of fractional order nonautonomous

neutral differential equations with deviated argument".

La méthode utilisée dans ces deux travaux est basée sur la théorie des opérateurs résolvants,
les équations intégrales et le théoréme du point fixe de Banach. Nous avons montré ’existence

et I'unicité des solutions intégrales pour ces équations fractionnaires.
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