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Résumé

Dans ce travail, nous avons étudié la coloration injective des graphes en utilisant la mé-

thode de déchargement. Aprés avoir expliqué le principe du raisonnement par déchargement,

nous l’avons appliqué pour démontrer quelques propriétés des graphes planaires. Nous nous

sommes par la suite intéresser à la recherche de l’indice chromatique injectif des graphes

subcubiques de degré moyen maximum borné, ceci nous a permis de déduire une borne supé-

rieure de l’indice chromatique des graphes planaires subcubiques de maille au moins 18.

Mots clés : graphe - graphe planaire - coloration injective - degré moyen maximum -

méthode de déchargement.



Abstract

In this work, we have studied the injective coloring of graphs by using the discharging

method. After given the principle of the discharging method, we give some example to proof

some structuel properties of planar graphs. Next, we have considered the upper bound of the

chromatic injective index of subcubic graph in term of maximum average degree, which give

us an upper bound of the chromatic injectif index of subcubics planars graphs with the girth

at least 18.

Key words : graph - planar graph - injective coloring - maximum average degree - di-

scharging method.
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Introduction

La théorie des graphes est une branche des mathématiques discrètes, elle représente un

moyen très utile et eXcace pour modéliser et résoudre beaucoup de problèmes pratiques dans

plusieurs domaines. Par exemple, les problématiques de réseaux : électriques, informatiques,

télécommunications et de transports. Elle est née en 1736 [16] quand Euler a démontré le

problème des ponts de Koenigsberg, ennoncé comme suit : "Peut-on traverser les 7 ponts de

la ville Koenigsberg, en passant chaque pont une et une seule fois et de revenir au pont de

départ ?".

Euler a résolu ce probléme en le modélisant à l’aide d’un graphe. Il a propopsé de repré-

senter les rives de cette ville par un ensemble de point (appelé sommets), reliés entre eux par

des traits (appelé arêtes) lorsque deux rives ont un pont en commun. Trouver une solution a

ce probléme revient à chercher une chaine qui passe par toutes les arêtes une et une seule fois.

Les problèmes de la coloration dans les graphes sont au coeur de la théorie des graphes.

L’une des premières sources d’inspiration de la coloration, a été le problème des quatre cou-

leurs posé par Francis Guthrie en 1852. Il consiste à répondre à la question suivante : "est-il

possible de colorer toute carte de géographie avec quatre couleurs en respectant la condition

que deux pays voisins ne soient pas recouverts par la même couleur ?". En 1976 les chercheurs

Appel, Haken et Koch [2, 3] ont proposé une solution à cette question à l’aide de l’ordinateur.

Plus tard, Robertson, Sanders, Seymour et Thomas [23] ont obtenu une preuve plus simple et

plus courte, mais toujours à l’aide de l’ordinateur. Bien que ce problème ait été résolu, il attire

toujours de nombreux chercheurs, qui tentent de le résoudre mathématiquement sans l’aide

d’ordinateurs.

Il existe de nombreux résultats sur plusieurs types de colorations elles sont déVnies par

la coloration des éléments du graphe (sommets, arêtes,...), avec une ou plusieurs variantes.

Pour plus d’information, nous pouvons citer l’ouvrage de Jensen et ToW [19], "Graph Coloring

Problems", qui rassemble la plupart des résultats sur plusieurs types de colorations de graphes

ainsi que de nombreuses questions ouvertes.
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Introduction

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à la coloration injective des arêtes en utilisant une

méthode de raisonnement appelée "méthode de déchargement".

Dans le premier chapitre, nous présentons les déVnitions et les notions de base de la théo-

rie des graphes qui nous seront nécéssaires dans la suite. Nous présentons aussi des notions et

certains résultats fondamentaux de la coloration propre des sommets et la coloration propre

des arêtes.

Dans le deuxième chapitre, nous abordons une téchnique de démonstration appelée "mé-

thode de déchargement ". Nous expliquons son principe puis nous l’appliquerons à quelques

propriétés des graphes planaires et aux problèmes de coloration injective des sommets.

Dans le troisième chapitre, nous abordons le problème de la coloration injective des arêtes.

Une coloration injective des arêtes est une coloration des arêtes d’un graphe, telle que pour

toutes trois arêtes consécutif e1, e2 et e3 la couleur de l’arête e1 doit être diUérente de la cou-

leur de l’arête e3.

Nous terminons ce mémoire par une conclusion dans laquelle nous résumons tout ce que

nous avons fait dans ce travail et proposons des perspectives de recherche.

2



Chapitre 1

Notions de bases

1.1 Introduction

Comme toute discipline, la théorie des graphes se distingue par son propre langage. Dans

ce chapitre, nous présentons la terminologie et les concepts de bases utilisées en théorie des

graphes. Ensuite, nous abordons les notions de la coloration propres des sommets et la co-

loration propres des arêtes. Nous donnons leurs déVnitions ainsi que certains résultats fon-

damentaux. Pour plus de détails, nous conseillons aux lecteurs de se référer aux ouvrages

[5, 6, 7, 14, 19].

1.2 DéVnitions et notations

1.2.1 Graphe

Un graphe orienté est un couple G = (V (G), A(G)) où V (G) est un ensemble non vide de

points dont les éléments sont appelés sommets et A(G) un ensemble des couples de sommets

de V (G), appelés arcs. On note habituellement un arc (u, v) par −→uv.
Un graphe non orienté est un couple G = (V (G), E(G)) où V (G) est un ensemble non

vide de points dont les éléments sont appelés sommets et E(G) un ensemble des paires de

sommets de G, appelées arêtes. On note habituellement une arête {u, v} par uv.

Si u = v alors l’arête uv est appelée boucle. Les arêtes qui ont les mêmes extrémités sont

appelées arêtes multiples. Un graphe est dit simple s’il est sans boucles et sans arêtes multiples.

Dans toute la suite, nous considérons seulement les graphes simples. Le nombre de sommets

d’un graphe est appelé l’ordre du graphe et le nombre d’arête d’un graphe est appelé la taille

du graphe.

3



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASES

Exemple : Le graphe G = (V (G), E(G)) donné sur la Figure 1.1(a) est un graphe

simple, ayant pour ensemble de sommets V (G)={x, u, v, w, y} et pour ensemble des arêtes

E(G)={xu, uv, vw,wy, yx, yu}. Le graphe G = (V (G), E(G)) est d’ordre |V (G)| = 5 et de

taille |E(G)| = 6.

Le graphe H = (V (H), E(H)) donné sur la Figure 1.1(b) n’est pas un graphe simple, car

il possède une boucle en x et une arête multiple uv.

(a) G (b) H

Figure 1.1 – Graphe simple et graphe non simple

1.2.2 Adjacence et incidence

Deux sommets u et v d’un graphe G = (V,E) sont dit adjacents s’il existe une arête entre

u et v dans G. Les sommets u et v sont appelés extrémités de l’arête uv.

On dit aussi que u et v sont voisins et que l’arête uv est incidente aux sommets u et v. L’en-

semble des sommets adjacents à u est appelé le voisinage de u ; il sera noté par NG(u) (ou

N(u)). Deux arêtes sont adjacentes si elles possèdent une extrémité commune.

Exemple : Dans la Figure 1.1(a) :

– Les voisins de x sont : NG(x) = {y, u}.
– Les voisins de y sont : NG(y) = {x, u, w}

1.2.3 Sous-graphes

Soit G = (V (G), E(G)) un graphe.

• Un graphe H = (V (H), E(H)) est un sous-graphe de G si V (H) ⊆ V (G), E(H) ⊆
E(G) et toutes les arêtes de E(H) ont leurs extrémités dans V (H). On note H ⊆ G.(

Voir l’exemple de la Figure 1.2(b) ).

• Un graphe G′ = (V (G′), E(G′)) est un sous-graphe partiel de G si V (G′) = V (G) et

E(G′) ⊆ E(G). (Voir l’exemple de la Figure 1.2(c)).

4



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASES

• Soit S un sous-ensemble non vide de V (G). Le sous-graphe deG induit par S, notéG[S],

est le graphe déVnit comme suit :

1. V (G[S]) = S.

2. Toutes les arêtes de E(G) ayant leurs deux extrémités dans S sont également dans

E(G[S]). Autrement dit E(G[S])={uv|u, v ∈ S et uv ∈ E(G)}. (Voir l’exemple de

la Figure 1.2(d)).

• Le sous-graphe de G obtenu en supprimant un sommet v et toutes les arêtes incidentes

à ce dernier est noté G \ {v} (ou simplement G \ v). (Voir l’exemple de la Figure 1.2(e)).

De même, le sous-graphe de G obtenu en supprimant une arête uv est noté G \ {uv}
(ou simplement G \ uv). La suppression de l’arête uv n’implique pas la suppression des

sommets u et v. (Voir l’exemple de la Figure 1.2(f)).

(a) G (b) H sous-
graphe de
G

(c) H ′ sous-graphe
partiel de G

(d) H1 sous-
graphe induit
par S =
{u, v, w, y}

(e) G \ {v, w} (f) G \ {wv, yu}

Figure 1.2 – Graphe et sous-graphe

1.2.4 Degrés

Soit G = (V (G), E(G)) un graphe.

• Le degré d’un sommet u de G, noté dG(u) (ou d(u)), est égal au nombre de ses voisins,

autrement dit dG(u) = |NG(u)|. Un sommet de degré k (respectivement au moins k, au

plus k) est noté k−sommet (respectivement k+−sommet, k−−sommet).

Un sommet de degré 0 est dit isolé.

5



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASES

Lemme des poignées de mains : [16] Pour tout graphe G = (V (G), E(G)) on a∑
v∈V (G)

dG(v) = 2|E(G)|.

On peut déduire que dans un graphe, le nombre de sommets de degré impair est pair.

• Le degré maximum d’un graphe G, noté ∆(G), est le maximum des degrés des sommets

de G. En d’autres termes, ∆(G) = max
v∈V (G)

d(v).

• le degré minimum de G, noté δ(G), est le minimum des degrés des sommets de G. En

d’autres termes, δ(G) = min
v∈V (G)

d(v).

Exemple : Dans le graphe G de la Figure 1.1(a) on a :

– Les degrés des sommets x, u, y, v et w sont : dG(x) = 2, dG(u) = 3, dG(y) = 3,

dG(v) = 2 et dG(w) = 2.

– Le degré maximum de G est ∆(G) = 3.

– Le degré minimum de G est δ(G) = 2.

Un graphe G est dit k-régulier si tous ces sommets sont de degré k. En particulier, un

graphe 3-régulier est appelé cubique.

Exemple : Le graphe P de la Figure 1.3 est un graphe cubique (3-régulier)

Figure 1.3 – Prisme P est d’ordre 6 et 3-régulier

• Le degré moyen de G, noté Ad(G), est égal à 1
|V (G)|

∑
v∈V (G)

dG(v). D’aprés le lemme de

poignées de mains Ad(G) = 2 |E(G)|
|V (G)| et pour tout graphe G, on a :

δ(G) ≤ Ad(G) ≤ ∆(G).

Le degré moyen d’un graphe G et le nombre de ses arêtes sont étroitement liés. En fait,

nous avons la proposition suivante :

6



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASES

Proposition 1.1. [16] Soit G = (V (G), E(G)) un graphe et Ad(G) son degré moyen, on a

| E(G) |= 1

2

∑
v∈V (G)

dG(v) =
| V (G) | Ad(G)

2
.

• Le degré moyen maximum de G, noté mad(G), est déVni comme étant le maximum des

degrés moyens Ad(H) = 2 |E(H)|
|V (H)| pris sur tout les sous-graphe H de G. Autrement dit

mad(G) = max{Ad(H), H ⊆ G}

1.2.5 Chaîne, cycle et maille

Une chaine Pk dans un graphe G est une suite (v0, v1, ..., vk) de sommets telle que deux

sommets consécutifs vi et vi+1 sont reliés par une arête. Une chaîne qui ne contient pas deux

fois le même sommet est dite élémentaire. La longueur d’une telle chaîne est le nombre des

arêtes qui la compose.

Une chaine hamiltonienne d’un grapheG est une chaine qui passe par tous les sommets de

G une et une seule fois.

Une chaine eulérienne d’un graphe G est une chaine qui passe par toutes les arêtes de G

une et une seule fois.

Un cycle Ck est une chaîne élémentaire (u0, u1, ..., uk) où les extrémités sont confondues

c-à-d : u0 = uk.

Un cycle hamiltonien est un cycle qui passe par tous les sommets de G une et une seule

fois.

Un cycle eulérien est un cycle qui passe par toutes les arêtes de G une et une seule fois.

La maille d’un graphe G, notée g(G), est la longueur d’un plus petit cycle contenu dans

G.

1.2.6 Connexité

Un graphe G est dit connexe si pour toute paire u, v de sommets distincts, il existe une

chaîne reliant u à v.

Une composante connexe d’un graphe G est un sous-graphe connexe maximal de G, c-à-d un

sous-graphe tel que tout sous- graphe de G le contenant strictement n’est pas connexe.

Exemple : la Figure 1.4(a) représente un graphe connexe et la Figure 1.4(b) représente un

graphe non connexe ayant deux composantes connexe.

7



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASES

(a) Graphe connexe (b) Graphe non
connexe

Figure 1.4 – Graphe connexe et graphe non connexe

Théorème 1.2. (Théorème d’Euler) [13]

• Un graphe connexe admet une chaine eulérienne si et seulement si le nombre de sommets

de degré impair est 0 ou 2.

• Un graphe connexe admet un cycle eulérien si et seulement si le nombre de sommets de

degré impair est 0 (tous les sommets ont un degré pair).

1.2.7 Distance et diamètre

La distance entre deux sommets u et v d’un graphe G = (V,E), notée distG(u, v) (ou

dist(u, v)), est la longueur d’une plus courte chaîne reliant u et v.

Le diamètre d’un grapheG = (V,E), noté diam(G), est la plus grande distance entre deux

sommets quelconques de G, i.e diam(G) = max
x,y∈V (G)

{distG(x, y)}.

1.3 Quelques classes de graphes

1.3.1 Graphe complet et clique

Un graphe complet à n sommets, noté Kn, est un graphe tel que toute paire de sommets

est reliée par une arête.

Soit G = (V,E) un graphe.

Une clique d’un graphe G est un sous-ensemble des sommets de G dont le sous-graphe

induit est complet.

Une clique maximal d’un graphe est une clique dont le cardinal est le plus grand (c’est-à-

dire qu’elle possède le plus grand nombre de sommets).

On appelle nombre de clique d’un grapheG, noté ω(G), le cardinal de la plus grande clique

de G.

Exemple : Le graphe de la Figure 1.5 est un graphe complet à 4 sommets, noté K4.
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Figure 1.5 – Graphe complet

1.3.2 Graphe biparti et biparti complet

Un graphe est dit biparti s’il existe une partition de son ensemble de sommets en deux

sous-ensembles V1 et V2 telle que chaque arête ait une extrémité dans V1 et l’autre dans V2.

Un graphe est biparti si et seulement s’il ne contient pas de cycle de longueur impaire.

Un graphe biparti est dit complet si chaque sommet de V1 est relié à chaque sommet de

V2, on le note K|V1|,|V2|.

Exemple : Le graphe G de la Figure 1.6(a) représente un graphe biparti et le grapheK3,3

de la Figure 1.6(b) représente un graphe biparti complet.

(a) G (b) K3,3

Figure 1.6 – Graphe biparti et biparti complet

1.3.3 Arbre et forêt

Un graphe ne contenant pas de cycle est dit forêt. Chaque composante connexe d’une

forêt est appellé arbre. Les sommets de degré 1 d’une forêt sont appelés feuilles, les autres

sont appelés sommets internes.

Exemple : Le grapheG de la Figure 1.7(a) représente un arbre et le grapheH de la Figure

1.7(b) représente une forêt.
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(a) G (b) H

Figure 1.7 – Arbre et forêt

1.3.4 Graphe planaire

Un graphe G est planaire s’il peut être représenté sur le plan de façon tel que deux arêtes

ne se rencontrent pas en dehors de leurs extrémités. (Voir l’exemple de la Figure 1.8)

(a) (b)

Figure 1.8 – Représentation planaire du K4

Une face f de G est une région du plan bordée par un ensemble des arêtes de G. L’unique

face inVnie est la face extérieure de G. Les sommets et les arêtes sur la frontière de f sont dit

incidents à f . Deux faces diUérentes incidentes à la même arête sont dites adjacentes.

Le degré d’une face f , noté dG(f) (ou d(f)), est le nombre des arêtes bordant f . L’ensemble

des faces d’un graphe planaire G est noté F (G).

Exemple : Le graphe de la Figure 1.8(b), a exactement 4 faces, elles sont toutes bordées

par 3 arêtes, c’est-à-dire qu’elles sont toutes de degré 3 (∀f ∈ F (G) ; d(f) = 3).

Si nous plaçons un point à l’intérieur de chaque face d’un graphe G dessiné dans le plan

et que, pour chaque paire de faces adjacentes suivant une arête e, nous relions les points

correspondants par une courbe traversant e, nous obtenons la représentation planaire d’un

graphe appelé graphe dual G′ de G.
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Lemme 1.3. [8] Pour tout graphe planaire G = (V (G), E(G), F (G)), on a :∑
f∈F (G)

dG(f) = 2 | E(G) | .

De plus, il existe une formule simple établissant une relation entre le nombre des sommets,

des arêtes et des faces d’un graphe planaire, établie par Euler en 1752 et connue sous le nom

de formule d’Euler :

Théorème 1.4. [16] Si G est un graphe planaire connexe, |V (G)| son nombre des sommets,

|E(G)| son nombre des arêtes et |F (G)| son nombre des faces, alors :

|V (G)| − |E(G)|+ |F (G)| = 2.

Étendue aux graphes non connexes, cette formule nous donne :

Corollaire 1.5. [16] Pour tout graphe planaire G ayant k composantes connexes,

|V (G)| − |E(G)|+ |F (G)| = k + 1

1.3.5 Graphe complémentaire

Le graphe complémentaire d’un graphe simpleG = (V (G), E(G)) notéG = (V (G), E(G))

est un graphe ayant le même ensemble de sommets que G et E(G) a exactement les paires de

sommets qui ne sont pas des arêtes de G.

La Figure 1.9 représente un graphe G et son complémentaire G

(a) G (b) G

Figure 1.9 – Graphe et son complémentaire

1.3.6 Graphe triangulé et non triangulé

Une corde est une arête qui relie deux sommets non adjacents dans un cycle.

Un graphe G est triangulé si tout cycle dans G de longueur supérieure à 3 admet une corde.

11



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASES

Exemple : Le graphe de la Figure 1.10(a) n’est pas un graphe triangulé car il existe un

cycle de longueur 4 qui n’admet pas de corde. Le graphe de la Figure 1.10(b) est un graphe

triangulé

(a) Non triangulé (b) Triangulé

Figure 1.10 – Exemple de graphe triangulé et de graphe non triangulé

1.3.7 Graphe représentatif des arêtes

Soit G = (V,E) un graphe. Le graphe représentatif des arêtes de G (en anglais line graph),

noté L(G), est le graphe déVni de la façon suivante :

Chaque sommet de L(G) représente une arête de G et deux sommets de L(G) sont adjacents

si et seulement si les arêtes correspondantes ont une extrémité commune dans G (on dit alors

qu’elles sont adjacentes).

Exemple : La Figure 1.11 représente un graphe G et son graphe représentatif des arêtes

L(G).

(a) G (b) L(G)

Figure 1.11 – Graphe et son graphe représentatif des arêtes

1.3.8 Graphe subcubique

SoitG = (V,E) un graphe. On dit queG est un graphe subcubique , si son degré maximum

∆(G) 6 3. (Voir l’exemple de la Figure 1.12).
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Figure 1.12 – Graphe subcubique

1.4 Quelques notions de colorations

Un des premier problèmes de coloration de graphe est certainement le problème de quatre

couleurs. Ce problème posé par Francis Guthrie en 1852, il consiste à répondre à la question

suivante : " est-il possible de colorer toute carte de géographie avec quatre couleurs en res-

pectant la condition que deux pays voisins ne soient pas recouverts par la même couleur ?".

Mathématiquement et en théorie des graphes, ce problème consiste à répondre à la question

suivante : "Peut-on colorer les sommets d’un graphe planaire en utilisant quatre couleurs de

telle sorte que toutes les arêtes aient des extrémités de couleurs diUérentes ?".

1.4.1 Coloration propre des sommets d’un graphe

Une k-coloration propre des sommets d’un graphe G = (V (G), E(G)) est une application

c de l’ensemble des sommets V (G) dans l’ensemble des entiers de couleurs {1, ..., k} de telle
sorte que deux sommets adjacents dansG reco̧ivent des couleurs diUérentes, c-à-d, pour toute

arête uv ∈ E(G), c(u) 6= c(v).

Un graphe qui admet une k-coloration est dit k-colorable. Le nombre chromatique de G, noté

χ(G), est le plus petit entier k telle que G admet une k-coloration propre des sommets.

Exemple : La Figure 1.13(a) représente une 5-coloration propre des sommets d’un graphe

G, mais le nombre de couleur utilisé n’est pas minimum. Le nombre chromatique deG vériVe :

3 ≤ χ(G), carG contient C3 donc au moins 3 couleurs sont nécessaires pour colorer le graphe

G. Comme il existe une coloration utilisant 3 couleurs (voir Figure 1.13(b)), alors χ(G) ≤ 3.

On conclue que χ(G) = 3.
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(a) (b)

Figure 1.13 – Coloration propre des sommets d’un graphe G

En 1941, Brooks [9] a proposé une majoration de χ(G) en fonction de degré maximum

∆(G).

Théorème 1.6. [9] SoitG un graphe connexe. SiG n’est ni un cycle impair ni un graphe complet,

alors on a :

χ(G) 6 ∆(G).

De plus, si G est complet ou contient un cycle impair, alors

χ(G) = ∆(G) + 1.

Théorème 1.7. [9] Pour tout graphe G de degré maximum ∆(G) on a :

χ(G) 6 ∆(G) + 1.

Parmi les nombreux résultats du nombre chromatique, nous pouvons citer le théorème des

quatre couleurs, démontrer par Appel et Haken à l’aide d’un ordinateur [1] :

Théorème 1.8. [1] Si G est un graphe planaire, alors χ(G) 6 4.

Théorème 1.9. [4] Soit G un graphe et G le graphe complémentaire de G, on a :

χ(G) + χ(G) 6 n+ 1.

Dans un graphe biparti G = (V1 ∪ V2, E), chaque arête doit joindre un sommet de V1 et

un sommet de V2, alors on peut énoncer le théorème suivant :

Théorème 1.10. [29] Un graphe G est 2-colorable si et seulement si G est biparti.

La borne inférieure du nombre chromatique d’un graphe G implique le nombre chroma-

tique de ses sous-graphes.

Théorème 1.11. [29] Si H est un sous-graphe d’un graphe G, alors χ(H) 6 χ(G).
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Une borne inférieure de χ(G) est donnée en fonction de la taille maximum d’une clique

ω(G). En eUet, si G contient une k-clique alors d’aprés le théorème 1.11, il faut au moins k

couleurs pour le colorer.

Théorème 1.12. [29] Pour tout graphe G on a : χ(G) > ω(G).

Pour plus d’information, nous conseillons aux lecteurs de se référer aux ouvrages [8, 27,

28, 29]

1.4.2 Coloration propre des arêtes d’un graphe

Une k-coloration propre des arêtes d’un grapheG = (V (G), E(G)) est une application c de

l’ensemble des arêtes E(G) dans l’ensemble des entiers de couleurs {1, ..., k} telle que pour
toutes arêtes adjacentes uv et vw ∈ E(G), c(uv) 6= c(vw). L’indice chromatique de G, noté

χ′(G), est le plus petit entier k tel que G admet une k-coloration propre des arêtes.

On peut remarquer que χ′(G) = χ(L(G)).

Exemple : La Figure 1.14(a) représente une 5-coloration propre des arêtes d’un grapheG,

mais le nombre de couleur utilisé n’est pas minimum. L’indice chromatique de G vériVe : 3 ≤
χ′(G), car G contient C3 donc au moins 3 couleurs sont nécessaires pour colorier le graphe

G, comme il existe une coloration utilisant 3 couleurs (voir Figure 1.14(b)), alors χ′(G) ≤ 3.

On conclue que χ′(G) = 3.

(a) (b)

Figure 1.14 – Coloration propre des arêtes d’un graphe G

Dans une coloration propre des arêtes, les arêtes incidentes à un même sommet doivent

évidemment avoir toutes des couleurs diUérentes. Cette observation donne la borne inférieure

de l’indice chromatique :

χ′(G) ≥ ∆(G).

Le résultat le plus important portant sur l’indice chromatique est dû à vizing en 1964 :

Théorème 1.13. [25] Pour tout graphe G, nous avons ∆(G) 6 χ′(G) 6 ∆(G) + 1.
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Le théorème de Vizing permet donc de classiVer les graphes en deux classes : les graphes

ayant un indice chromatique égal à ∆, dit de classe 1, (par exemple les graphes bipartis) et ceux

ayant un indice chromatique égal à ∆ + 1 dit de classe 2 (par exemple les cycles impaires).
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Chapitre 2

Méthode de déchargement

2.1 Introduction

Une des techniques de démonstration qui intervient et qui joue un rôle décisif dans les

preuves du théorème des quatre couleurs est la méthode de déchargement. Cette méthode a

été introduite pour la première fois par Werniche en 1904, aVn de prouver une propriété

structurelle des graphes planaires.

L’objectif principal de ce chapitre est de se familiariser avec la méthode de déchargement.

Pour plus d’exemples d’applications nous renvoyons le lecteur aux références [11, 21, 18]

2.2 Principe de la méthode de déchargement

Le principe de la méthode de déchargement est le suivant :

Supposons qu’on veuille montrer qu’une classe de graphe g a une propriété P . On procède par

l’absurde. Soit G ⊆ g un contre exemple minimal de P , c-à-d, G ne satisfait pas la propriété

P . Soit S un ensemble associé aux éléments de G (sommets, arêtes, faces, ...) :

1. On considére la fonction poids :

ω : S →R

Autrement dit, on assigne à chaque élément a ∈ S un poids ω(a) telle que la somme

totale des poids vériVe une certaine propriété.

2. On déVnit des régles de déchargement appropriée, puis on eUectue un processus de

déchargement autours de S qui laisse le poids total Vxe et inchangé. A la Vn de cette

étape, on obtient une nouvelle fonction poids ω∗ pour tout élément a ∈ S.
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3. On calcule la nouvelle fonction poids ω∗ pour tout a ∈ S.

4. On montre la contradiction suivante
∑
ω(a) 6=

∑
ω∗(a).

On déduit que le contre-exemple G ne peut pas exister. Par conséquent, la propriété P est

vériVée pour tout graphe dans g.

2.3 Exemples d’applications de la méthode de déchargement

Pour illustrer la méthode de déchargement, nous donnons quelques exemples de proprié-

tés des graphes planaires.

Le premier exemple est celui donné dans la proposition suivante :

Proposition 2.1. Tout graphe planaire a un sommet de degré au plus 5.

Démonstration. Soit G = (V,E, F ) un graphe planaire. D’aprés la formule d’Euler :

6m− 6n− 6f = −12 ⇐⇒ 2m− 6n+ 4m− 6f = −12 (2.1)

oùm, n et f sont respectivement, le nombre d’arêtes, de sommets et de faces.

Comme
∑
v∈V

d(v) =
∑
f∈F

d(f) = 2m, par substitution dans (2.1), on obtient :

∑
v∈V

d(v)− 6n+
∑
f∈F

2d(f)− 6f = −12

D’où : ∑
v∈V

(d(v)− 6) +
∑
f∈F

(2d(f)− 6) = −12 (2.2)

Soit la fonction poids ω : V ∪ F → R, telle que :

∀v ∈ V ; ω(v) = d(v)− 6;

∀f ∈ F ; ω(f) = 2d(f)− 6.

D’aprés l’équation (2.2), on a∑
x∈V ∪F

ω(x) =
∑
v∈V

ω(v) +
∑
f∈F

ω(f) = −12.

Comme le degré d’une face est au moins 3, alors
∑
f∈F

ω(f) > 0. On déduit alors qu’il existe

au moins un sommet v ∈ V telle que dG(v) 6 5.
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Un autre résultat classique qui lie le degré moyen maximum à la maille peut être vu comme

un deuxième exemple d’application de la méthode de déchargement.

Théorème 2.2. SiG = (V,E, F ) est un graphe planaire de maille g et de degré moyen maximum

mad(G), alorsmad(G) < 2g
g−2 .

Démonstration. Étant donné que tout graphe sans cycle est de maille inVnie et a un degré

moyen inférieur à 2 alors, sans perte de généralité, on suppose que G possède au moins un

cycle, par conséquence sa maille est Vnie.

Soit G un graphe planaire de maille g. La formule d’Euler peut être reformuler comme suit :

gm− gn− gf = −2g ⇐⇒ 2m− gf + gm− 2m− gn = −2g (2.3)

oùm, n et f sont respectivement, le nombre d’arêtes, de sommets et de faces.

D’où : ∑
f∈F

(d(f)− g) +
∑
v∈V

(
g − 2

2
d(v)− g) = −2g (2.4)

Soit la fonction poids ω : V ∪ F → R, telle que :

∀v ∈ V ; ω(v) = g−2
2
d(v)− g;

∀f ∈ F ; ω(f) = d(f)− g.

D’aprés l’équation (2.4) ∑
x∈V ∪F

ω(x) =
∑
v∈V

ω(v) +
∑
f∈F

ω(f) = −2g.

Donc, le poids total est strictement négatif.

Comme G est un graphe de maille g, on déduit que :
∑
f∈F

ω(f) > 0 et
∑
v∈V

ω(v) < 0.
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On a alors : ∑
v∈V

(
g − 2

2
d(v)− g) < 0 ⇐⇒

∑
v∈V

g − 2

2
d(v)−

∑
v∈V

g < 0

⇐⇒ g − 2

2

∑
v∈V

d(v)−
∑
v∈V

g < 0

⇐⇒ g − 2

2
2|E| − g|V | < 0

⇐⇒ g − 2

2
2|E| < g|V |

⇐⇒ g − 2

2
2
|E|
|V |

< g

⇐⇒ g − 2

2
Ad(G) < g

⇐⇒ Ad(G) <
2g

g − 2

de même pour tout sous-graphe G′ de G, de maille g′, nous avons Ad(G′) < 2g′

g′−2 et comme

2 < g′ ≤ g alors 2g′

g′−2 ≤
2g
g−2 .

On déduit quemad(G) < 2g
g−2 .

Un troisième exemple d’application à la méthode de déchargement est donné dans le théo-

rème suivant :

Théorème 2.3. Si G = (V,E, F ) est un graphe planaire d’ordre n, de taillem ≥ 2 et de nombre

de face f alors 3f 6 2m et m < 6n.

Démonstration. Soit G un graphe planaire telle quem > 2. D’aprés la formule d’Euler :

3m− 3n− 3f = −6 ⇐⇒ 2m− 3f +m− 3n = −6

oùm, n et f sont respectivement, le nombre d’arêtes, de sommets et de faces.

d’où ∑
f∈F

d(f)− 3f +
1

2

∑
v∈V

d(v)− 3n = −6

∑
f∈F

(d(f)− 3) +
∑
v∈V

(
1

2
d(v)− 3) = −6. (2.5)

Soit la fonction poids ω : V ∪ F → R, telle que :

∀v ∈ V ;ω(v) = 1
2
d(v)− 3;

∀f ∈ F ;ω(f) = d(f)− 3.
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D’aprés l’équation (2.5), on a∑
x∈V ∪F

ω(x) =
∑
v∈V

ω(v) +
∑
f∈F

ω(f) = −12

Étant donnée le degré d’une face est au moins 3, alors∑
f∈F

ω(f) > 0 ⇐⇒
∑
f∈F

(d(f)− 3) > 0 ⇐⇒ 2m− 3f > 0 ⇐⇒ 2m > 3f

et∑
v∈V

ω(v) < 0 ⇐⇒
∑
v∈V

(
1

2
d(v)− 3) < 0 ⇐⇒ 1

2
m− 3n < 0 ⇐⇒ 1

2
m < 3n ⇐⇒ m < 6n

On déduit que siG est un graphe planaire ayant au moins 2 arêtes alors 3f 6 2m etm < 6n.

2.3.1 Démonstration de la formule d’Euler en utilisant la méthode de dé-

chargement

Comme nous venons de le voir dans les exemples précédents, la formule d’Euler, joue un

rôle essentiel dans les preuves utilisant la méthode de déchargement. Elle permet de prouver

que la somme des poids initiaux est une constante (positive ou négative). Cependant, même

si cette formule est un outil simple et classique, Thurston [24] montre qu’elle peut également

être démontrée en utilisant la méthode de déchargment.

Pour un polyèdre convexe, on veut calculer la valeur exacte de |V | − |E| + |F | où V , E

et F sont respectivement, l’ensemble des sommets, des arêtes et des faces du polyèdre. On

dispose le polyèdre dans l’espace tel qu’aucune arête ne soit horizontale et qu’il existe un seul

sommet haut U et un seul sommet bas L. (Voir Figure 2.1)
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Figure 2.1 – Polyèdre convexe

1. On considére une fonction poids :

ω : V ∪ E ∪ F →R

telle que : 
∀v ∈ V ; ω(v) = +1;

∀e ∈ E; ω(e) = −1;

∀f ∈ F ; ω(f) = +1.

Autrement dit : On assigne à chaque sommet un poids +1, à chaque arête un poids −1

et à chaque face (y compris la face extérieure) un poids +1. (Voir Figure 2.2)

Figure 2.2 – Assignation des poids
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2. On déVnit la règle de déchargement suivante :

(R) Chaque sommet et chaque arête donne tout son poids, horizontalement de gauche

à droite, à sa face voisine. (Voir Figure 2.3)

Figure 2.3 – Processus de déchargement

La règle (R) est bien déVnie car toutes les arêtes ne sont pas horizontales. De plus, il

n’est pas diXcile de voir qu’après le processus de déchargement (application de (R)),

tous les sommets et toutes les arêtes terminent avec un poids Vnal égal à 0.

(Voir Figure 2.4).

Figure 2.4 – Évaluation des nouveaux poids

3. Évaluons maintenant le poids des faces. Indépendamment de la forme du polyèdre, les

sommets et les arêtes de la frontière gauche d’une face interne forment nécessairement
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une séquence de sommets et d’arêtes en alternance, où les deux extrémités (les sommets)

donnent leur poids à une autre face. Ainsi, le nombre de sommets de la frontière gauche

d’une face interne sera toujours égal au nombre d’arêtes de cette séquence -1. Il s’ensuit,

que le poids Vnal de chaque face interne est de 0. Nous pouvons donc nous concentrer

uniquement sur la face extérieure. La même analyse précédente peut être faite dans

ce cas, sauf que les deux extrémités de chaque séquence ne donnent pas leur poids à

une autre face. Par conséquent, le nombre de sommets de la frontière droite d’une face

interne sera égal au nombre d’arêtes de cette séquence+1. Alors la face extérieure reçoit

au total un poids de +1. On conclue que

|V | − |E|+ |F | = 1 + 1 = 2.

2.3.2 Lemme structurel de Wernicke

Lemme 2.4. [26] SiG est un graphe planaire triangulé de degré minimum au moins 5, alors l’une

des deux conditions suivantes est vériVée :

1. G contient un sommet de degré 5 adjacent à un sommet de degré 5.

2. G contient un sommet de degré 5 adjacent à un sommet de degré 6.

Démonstration. On procède par contradiction. Supposons que G = (V,E, F ) est un graphe

planaire triangulé de degré minimum 5 et tel que les deux conditions suivantes sont vériVées :

1. G ne contient pas de sommet de degré 5 adjacent à un sommet de degré 5.

2. G ne contient pas de sommet de degré 5 adjacent à un sommet de degré 6.

On déVnit une fonction poids ω par ω(v) = d(v) − 6 si v ∈ V et ω(f) = 2d(f) − 6 si

f ∈ F .
Par l’équation (2.2), on a :

∑
x∈V ∪F

ω(x) =
∑
v∈V

(d(v)− 6) +
∑
f∈F

(2d(f)− 6) = −12 (2.6)

D’où, la somme totale des poids est strictement négative. L’étape suivante consiste à re-

distribuer les poids du graphe, de telle sorte que le poids Vnal de chaque sommet et de chaque

face soit positif, ce qui constitue une contradiction.

On déVnit la règle de déchargement suivante :

(R) Chaque sommet v de degré au moins 7 donne 1
5
à chacun de ses sommets voisins de degré

5.

Une fois la procédure de déchargement terminée, un nouveau poids ω∗ est obtenu sur les

sommets et les faces deG. Évaluons maintenant le nouveau poids de chaque face et de chaque

sommet de G.
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Toutes les faces de G sont de degré 3. Par conséquent, le poids de chaque face f est égal

à 0. Après l’application de (R), f ne donne et ne reçoit aucun poids. D’où, pour toute face

f ∈ F , ω∗(f) = ω(f) = 2× 3− 6 = 0.

Il est facile de voir que seuls les sommets de degré 5 ont un poids négatif et que chaque

sommet de degré au moins 7 a un poids positif.

Soit u un sommet de G

1. Si u est un sommet de degré 5. Par hypothèse, tous les voisins de u sont de degré au

moins 7. Le poids initial de u est ω(u) = −1. En appliquant la règle de déchargement

(R), u reçoit 5× 1
5
et donc Vnit avec un poids positif : ω∗(u) = −1 + 5× 1

5
= 0.

2. Si u est un sommet de degré 6, par déVntion, la règle (R) n’est pas appliquée et donc

ω(u) = ω∗(u) = 0.

3. Si u est un sommet de degré au moins 7. Dans ce cas, u a un poids initial ω(u) =

d(u)− 6 ≥ 1. Par hypothèse, toutes les faces incidentes à u sont des triangles. De plus,

u ne peut pas appartenir à un triangle ayant deux sommets de degré 5. Par conséquent,

au plus d(u)
2

voisins de u peuvent être de degré 5. En appliquant la règle de déchargement

(R), u donne au plus d(u)
2
× 1

5
et donc Vnit avec un poids : ω∗(u) = d(u)− 6− d(u)

2
× 1

5
≥

9d(u)−60
10

> 0.

Conclusion : 0 ≤
∑

x∈V ∪F

ω∗(x) =
∑

x∈V ∪F

ω(x) < 0. Ce qui est impossible.

2.4 Méthode de déchargement appliquée aux problèmes de

coloration

Dans les problèmes de coloration, lorsqu’une proposition est prouvée en utilisant la mé-

thode de déchargement, avant de déVnir les règles de déchargement, il est utile de prouver

certaines propriétés structurelles du graphe. Dans ce cas, on procède comme suit : On sup-

pose que le théorème que l’ont veut prouver est faux, puis on considère un contre-exemple

minimal G.

- Dans un premier temps, on prouve que G ne peut pas contenir un ensemble de structures,

{C1, C2, · · · , Cp}, sur ses sommets, ses arêtes ou ses faces, compte tenu de sa minimalité. De

telles structures sont appelées conVgurations réductibles. Généralement, pour prouver que

ces conVgurations n’existent pas, on procède par l’absurde. On suppose que si G contient

la conVguration Ci, alors il existe un plus petit graphe G′ qui est un contre-exemple au

théorème, puis on prouve une contradiction due à la minimalité de G.
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- Durant la deuxième étape, dite phase de déchargement, on montre que les conVgurations

réductibles décrites dans la première étape sont inévitables. Pour ce faire, on utilise la pro-

cédure de déchargement : on attribue des poids aux éléments de G de manière à ce que le

poids total soit un entier strictement négatif, puis on déVnit les règles de déchargement de

telles sorte que le poids total reste inchangé. EnVn, on montre que si aucune des conVgura-

tions n’existe alors tous les éléments de G ont un poids positif ou nul. Ainsi, le poids total

est positif ou nul, ce qui constitue une contradiction.

2.4.1 Exemple d’application : coloration injective des sommets

Une coloration injective des sommets d’un graphe G est une aUectation de couleurs aux

sommets de G telle que deux sommets ayant un voisin en commun reçoivent des couleurs

diUérentes. Le nombre chromatique injectif, χinj(G), est le nombre minimum de couleurs né-

cessaires pour obtenir une coloration injective des sommets.

Exemple : La coloration proposée dans la Figure 2.5(a) ne représente pas une coloration

injective des sommets ; car il existe deux sommets x et w dans G ayant un voisin en commun

(le sommet y) qui ont la même couleur.

La coloration proposée dans la Figure 2.5(b) représente une coloration injective des sommets ;

car pour tout deux sommets ayant un voisin en commun, ces sommets reçoivent des couleurs

diUérentes. Le minimum de couleur nécessaire pour obtenir une coloration injective des som-

mets de G est 3. En eUet, xuyx est un cycle de longueur 3, donc les sommets x, u et y doivent

avoir 3 couleurs diUérentes. Comme la coloration injective des sommets n’est pas une colora-

tion propre, on peut colorer v avec la même couleur de u et w avec la même couleur de y.

Conclusion χinj(G) = 3.

(a) Coloration non injective
des sommets de G

(b) Coloration injective des
sommats de G

Figure 2.5 – Coloration des sommets de G

Cette notion a été déVnie en 2002 par Hahn et al. [17]. Notons que cette coloration n’est

pas propre : deux sommets voisins peuvent reçevoir la même couleur.
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AVn d’illustrer le principe de démonstration par la méthode de déchargement pour les

problèmes de coloration, nous avons choisi de reprendre, étape par étape, un des théorèmes

de Cranston et al. [12].

SoitM un réel positif. Nous cherchons à formuler un théorème de la manière suivante :

"Pour tout graphe G de mad(G) < M tel que ∆(G) ≤ 3, on a χinj(G) ≤ 5."

On considère H un contre-exemple minimal au théorème : ∆(H) ≤ 3, mad(H) < M , H

n’admet pas de coloration injective utilisant 5 couleurs, et pour tout sous graphe H ′ de H ,

χinj(H
′) ≤ 5.

Par déVnition mad(H ′) ≤ mad(H) < M . De plus, on peut supposer que H est connexe,

sinon par minimalité de H , on peut colorer indépendament chaque composante connexe.

Notre but est de montrer que le contre-exemple minimal H n’existe pas, car dans le cas

contraire mad(H) ≥ M ce qui contredit l’hypothèse du théorème. Pour ce faire, nous allons

exhiber un ensemble C de conVgurations réductibles que H ne peut pas contenir à cause

sa minimalité. Nous déVnirons ensuite, une fonction poids ω : V (H) → R avec ω(x) =

d(x)−M . D’après l’hypothèse faite sur le degré moyen maximum, la somme totale des poids

est strictement négative. En eUet, par hypothèse mad(H) < M , alors

Ad(H) < M ⇔ 2 | E(H) |
| V (H) |

< M

⇔
∑

x∈V (H)

d(x) < n.M

⇔
∑

x∈V (H)

(d(x)−M) < 0

Par la suite, nous énoncerons des règles de déchargement qui permettent de modiVer les

poids des sommets tout en conservant la somme totale des poids, et d’obtenir une nouvelle

fonction poids ω∗. EnVn, nous montrerons qu’à la Vn du processus de déchargementAd(H) ≥
M . Autrement dit, les poids de tous les sommets de H sont positifs. Ce qui nous donne la

contradiction suivante :

0 ≤
∑

x∈V (H)

ω∗(x) =
∑

x∈V (H)

ω(x) < 0

Nous pourrons alors conclure qu’aucun contre-exemple ne peut exister.

Dans toutes les Vgures qui suivent, les sommets en noir sont de degré Vxe et les sommets

en blanc sont de degré quelconque.
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Première conVguration réductible :

Lemme 2.5. le contre-exemple minimal H ne contient pas de 1-sommet.

Démonstration. On procède par contradiction. Supposons que H contient un sommet v de

degré 1 (voir Figure 2.6).

Figure 2.6 – Premiere conVguration réductible

Par minimalité de H , le graphe H ′ = H \ {v} admet une 5-coloration injective φ. En

comptant le nombre de couleurs disponibles à v pour étendre la coloration de H ′ à H , on

remarque que nous avons au moins trois couleurs libres pour colorer v. En eUet, on peut

interdire toutes les couleurs qui sont à distance 2 de v, soit 2 couleurs. Il reste alors au moins

trois couleurs libres pour étendre la coloration φ à H . Ce qui constitue une contradiction.

La question qui se pose maintenant est : Pour quelle valeur deM a-t-on Ad(H) ≥M ?.

La réponse est pourM = 2. En eUet,

Proposition 2.6. Le graphe H satisfait Ad(H) ≥ 2.

Démonstration. D’après les hypothèses, le contre-exemple H est connexe. Supposons par

contradiction que Ad(H) < 2. Dans ce cas, H ne contient pas de cycle. Donc H est un

arbre, ce qui est une contradiction car par le Lemme 2.5, H ne contient pas de feuilles.

Nous voulons, bien évidemment, maximiserM . On pose alorsM = 2 + a, avec a ∈ R+
∗ ,

puis on cherche à déterminer la meilleure valeur pour a.

Deuxième conVguration réductible :

Lemme 2.7. Le contre-exemple minimalH ne contient pas de 2-sommet adjacent à un 2-sommet.

Démonstration. Supposons que H contient un 2-sommet u adjacent à un 2-sommet v. Soient

t (respetivement w) le deuxième voisin de u (respectivement, v) (voir Vgure 2.7).
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Figure 2.7 – Deuxième conVguration réductible

Par minimalité deH , le grapheH ′ = H \ {u, v} admet une coloration injective φ utilisant

5 couleurs. Nous pouvons montrer que la coloration φ peut être étendue à H . En eUet, le

sommet u a au plus trois couleurs interdites dans φ (la couleur de w et les couleurs des deux

voisins de t). De même, le sommet v a au plus trois couleurs interdites dans φ (la couleur de

t et les couleurs des deux voisins de w). D’où, nous pouvons étendre la coloration φ à H . Ce

qui est une contradiction.

La question qui se pose maintenant est la suivante : à l’aide du Lemme 2.5 et du Lemme 2.7,

pour quelle valeur de a, a > 0, a-t-on Ad(H) ≥ 2 + a ?.

La réponse est pour a = 2
5
. En eUet,

Proposition 2.8. Le graphe H satisfait Ad(H) ≥ 2 + 2
5
.

Démonstration. Attribuons à chaque sommet v un poids ω(v) = d(v)− (2 +a). Nous voulons

prouver qu’à la Vn de la phase de déchargement tous les sommets Vnissent avec poids supé-

rieur ou égal à 0. Ce qui implique que le degré moyen et donc le degré moyen maximum soit

au moins 2+a. Intuitivement, pour cela, il faut que les sommets de degré 3 donnent un certain

poids aux sommets de petits degrés, qui sont initialement les plus en déVcit de poids. D’après

le Lemme 2.5, tous les sommets de H ont un degré au moins 2, donc un 3-sommet va répartir

son poids à sur ses 2-sommets voisins. Ainsi nous allons appliquer la règle de déchargement

suivante :

(R) tout sommet de degré 3 donne un poids α à chaque sommet voisin de degré 2.

Soit v un sommet de H . On considère les cas suivants :

– Si v est un 2-sommet, alors d’après le Lemme 2.7, il est adjacent à deux 3-sommets. Ainsi

il reçoit α de chacun de ses voisins. Son nouveau poids est de ω∗(v) = 2−2−a+2×α ≥
0.

– Si v est un 3-sommet, il donne au plus α à chacun de ses voisins de degré 2. Ainsi, son

nouveau poids est de ω∗(v) = 3− 2− a− 3× α ≥ 0.

Pour que les deux inégalités soient vériVées, il suXt de prendre α = 1
5
et a = 2

5
et on obtient

Ad(H) ≥ 2 + 2
5
.
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Toujours dans le but de maximiser M , on peut observer que la plus grande contrainte

provient du fait qu’un 3-sommet donne tout son poids au sommet de degré 2 voisin. On peut

alors se poser la question de savoir à combien de 2-sommets un 3-sommet est voisin ?

Troisième conVguration réductible

Lemme 2.9. Le contre-exemple minimal H ne contient pas de 3-sommet adjacent à deux 2-

sommets.

Démonstration. Supposons queH contient un 3-sommet u adjacent à deux 2-sommets v et w.

Soit t le troisième voisin de u (voir la Figure 2.8).

Figure 2.8 – Troisième conVguration réductible

Par minimalité de H , le graphe H ′ = H \ {u, v, w} admet une coloration injective φ uti-

lisant 5 couleurs. Nous pouvons étendre la coloration φ à H comme suit. Soient NH(v) =

{u, v′} et NH(w) = {u,w′}. On commence par colorer le sommet v avec une couleur dif-

férente des couleurs de t et de celles des voisins de v′ (il y a au plus 3 couleurs interdites).

Ensuite, on colore w avec une couleur diUérente de celles de t, v et des voisins de v′ (il y a

au plus 4 couleurs interdites). Finalement, il ne reste plus qu’à colorer le sommet u. Ceci est

possible car u a au plus 4 contraintes (au plus deux voisins de t, de v et de v′). Ce qui nous

donne une contradiction.

Le Lemme 2.9, nous assure qu’un 3-sommet est adjacent à au plus un seul sommet de

degré 2. Dans ce cas, en appliquant la même règle de déchargement précédente, un 3-sommet

donne au plus une fois α. Ainsi son nouveau poids est de ω∗(v) = 3− 2− a− 1× α ≥ 0. De

cette manière, pour α = 1
3
et a = 2

3
, on obtient Ad(H) ≥ 2 + 2

3
. D’où :

Proposition 2.10. Le graphe H satisfait Ad(H) ≥ 2 + 2
3
.

En ajoutant d’autres conVgurations réductibles et en aXnant les règles de déchargement,

nous obtenons la meilleure valeur deM = 36
13
.

On note par 31-sommet, un 3-sommet adjacent à exactement un 2-sommet.
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Quatrième conVguration réductible

Lemme 2.11. Le contre-exemple minimal H ne contient pas deux 31-sommets adjacents.

Démonstration. Supposons queH contient deux 31-sommets u et v adjacents. Soient x, y leurs

2-sommets voisins respectifs.

(a) Si x = y (voir Figure 2.9(a)), alors par minimalité deH , il existe une coloration injective φ

deH0 = H \{x, u, v} utilisant 5 couleurs. En comptant le nombre de couleurs libres pour

colorer dans l’ordre chacun des sommets u, v et x, on peut étendre φ à H . Ce qui est une

contradiction.

(b) Si x 6= y (voir Figure 2.9(b)), alors par minimalité de H , il existe une coloration injective

φ de H ′ = H \ {x, y, u, v} utilisant 5 couleurs. Notons que u et v ont chacun au plus 4

couleurs interdites car x et y ne sont pas encore colorés. Après avoir coloré u et v, on

observe que x et y ont chacun au plus 4 couleurs interdites. D’où, nous pouvons étendre

la coloration à H , ce qui est une contradiction.

(a) (b)

Figure 2.9 – Quatrième conVguration réductible

Rappelons que nous voulons monter que si G n’a aucune des quatre conVgurations citées

précédemment, alors Ad(G) ≥ 2 + a′, avec a′ > 2
3
. Ceci est possible siM = 2 + 10

13
.

Proposition 2.12. Le graphe H satisfait Ad(H) ≥ 2 + 10
13
.

Démonstration. Attribuons à chaque sommet v un poids ω(v) = d(v)− (2 + a′).

Nous allons appliquer les deux règles de déchargement suivantes :

(R1) Tout sommet de degré 3 donne un poids α à chacun de ses voisins de degré 2. (voir

Figure 2.10)

(R2) Tout sommet de degré 3 donne un poids β à chaque 2-sommet qui est à distance 2 de lui,

sauf s’ils appartiennent tous deux à un 4-cycle, dans ce cas le 3- sommet donne 2β au

2-sommet. (voir Figure 2.11)
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(a) (b)

Figure 2.10 – Régle de déchargement (R1)

(a) (b)

Figure 2.11 – Régle de déchargement (R2)

Soit v un sommet de H . On considère les cas suivants :

– Si v est un 2-sommet, alors d’après le Lemme 2.7 v est adjacent à deux 3-sommets. De

plus, d’après le Lemme 2.9, tous les sommets à distance 2 de v sont des 3-sommets. Par

le Lemme 2.11 v n’appartient à aucun 3-cycle. Par conséquent, si v appartient à un 4-

cycle contenant un 3-sommet u à distance 2, alors v reçoit 2β (plutôt que β) de la part

de u. Ainsi son nouveau poids est de ω∗(v) = 2− 2− a′ + 2× α + 4× β ≥ 0.

– Si v est un 3-sommet, d’après les Lemmes 2.7, 2.9 et 2.11, v ne peut pas avoir de 2-

sommets à distance 1 et 2 à la fois. Il s’ensuit, deux cas possibles :

Cas 1 : v n’est pas adjacent à des 2-sommets et a au plus trois 2-sommets à distance 2.

Dans ce cas ω∗(v) = 3− 2− a′ − 3× β ≥ 0.

Cas 2 : v est adjacent à au plus un 2-sommet et aucun 2-sommet à distance 2. Dans ce

cas ω∗(v) = 3− 2− a′ − α ≥ 0.

Pour que les trois inégalités soient veriVées, il suXt de prendre α = 3
13
, β = 1

13
, a′ = 10

13
et on

obtient Ad(H) ≥ 2 + 10
13
.

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème de Cranston et al. [12].
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Théorème 2.13. [12] Pour tout graphe G de mad(G) < 36
13

tel que ∆(G) ≤ 3, on a χinj(G) ≤ 5.
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Chapitre 3

Coloration injective des arêtes

3.1 Introduction

Dans un graphe G, trois arêtes e1, e2 et e3 (dans cet ordre) sont dites consécutives si pour

quatre sommets x, y, z et u, alors on a e1 = xy, e2 = yz et e3 = zu. En d’autre terme les trois

arêtes e1, e2 et e3 forment une chaine ou un cycle de longueur 3.

Une coloration injective des arêtes d’un graphe G = (V,E) est une application φ de l’en-

semble des arêtes E dans l’ensemble des couleurs {1, ..., k} de telle sorte que si e1, e2 et e3
sont trois arêtes consécutives dans G, alors φ(e1) 6= φ(e3). L’indice chromatique injectif des

arêtes de G, noté χ′inj(G), est le plus petit entier k tel que G admet une k-coloration injective

des arêtes. Notons que cette coloration n’est pas une coloration propre : deux arêtes adjacentes

peuvent reçevoir la même couleur.

Exemple :

La coloration proposée dans la Figure 3.1(a) ne représente pas une coloration injective des

arêtes ; car il existe trois arêtes consécutives zx, xv et vu telle que φ(zx) = φ(vu) = 4.

La coloration propsée dans la Figure 3.1(b) représente une coloration injective des arêtes

avec 6 couleurs ; car pour chaque trois arêtes consécutives e1, e2 et e3 on a φ(e1) 6= φ(e3).

Le minimum de couleur nécessaire pour obtenir une coloration injective des arêtes de G est

6. En eUet, vwuv est un cycle de longueur 3 donc φ(vw) 6= φ(wu) 6= φ(uv)( on doit uti-

liser trois couleur diUérentes ). Le même raisonnement peut se faire pour le cycle xyzx :

φ(xy) 6= φ(yz) 6= φ(zx). D’aprés la déVnition de la coloration injective des arêtes, φ(zx) /∈
{φ(vw), φ(vu), φ(uw)}, φ(xy) /∈ {φ(vw), φ(vu), φ(uw)} et φ(yz) /∈ {φ(vw), φ(vu), φ(uw)}.
On conclut que au moins 6 couleurs sont nécessaires pour colorer G. Comme la colora-

tion injective des arêtes n’est pas une coloration propre, on peut poser φ(zw) = φ(wv),

φ(xv) = φ(vu) et φ(yu) = φ(yx). Conclusion : χ′inj(G) = 6.
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(a) Coloration des arêtes non injec-
tive

(b) Coloration des arêtes injective

Figure 3.1 – Coloration des arêtes de G

Remarque : Dans une coloration propre des arêtes, l’indice chromatique de G et le nombre

chromatique du graphe représentatif des arêtesL(G) deG vériVe l’équation χ′(G) = χ(L(G)).

Cependant ; cette égalité n’est pas toujours vraie pour le cas de la coloration injective des

arêtes.

Exemple : L’indice chromatique injectif du graphe K1,n est égal à 1 mais le nombre

chromatique injectif de son graphe représentatif des arêtes L(K1,n) est égal à n : χ′inj(Kn) 6=
χinj(L(K1,n)). (Voir l’exemple de la Figure 3.2(a) où n = 5).

(a) χ′
inj(K1,5) = 1 (b) χinj(L(K1,5)) = 5

Figure 3.2 – Coloration injective d’un graphe et son graphe représentatif des arêtes

3.2 Exemple d’application de la coloration injective des arêtes

La notion de la coloration injective des arêtes a été introduite en 2015 par Domingos et al.

[15] dans le but de modéliser un réseau radio par paquets : Soit G = (V,E) un graphe non

orienté où l’ensemble des sommets V (G) représente l’ensemble des stations et l’ensemble

des arêtes E(G) représente la propriété commune des frécences entre deux paires de sta-

tions. Deux sommets sont adjacents si et seulement si les stations correspondantes peuvent

s’entendent en transmission. En assignant des fréquences aux arêtes de G, on peut déVnir

l’interférence secondaire comme celle obtenue quand deux stations S1 et S2 qui s’entendent

partagent la même fréquence avec un voisin de S1 noté S ′1 et un voisin de S2 noté S ′2 où
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(S ′1 6= S2) et (S ′2 6= S1). La résolution de ce problème d’assignation de fréquance aVn d’évi-

ter les interférences secondaires correspondent à la recherche d’une coloration injective des

arêtes du graphe. (Voir [20, 22])

3.3 Indice chromatique injectif de quelques classes de graphe

Une majoration naturelle de l’indice chromatique de la coloration injective des arêtes d’un

graphe G en fonction de son degré maximum ∆ est donnée par :

χ′inj(G) 6 2(∆− 1)2 + 1.

En eUet, si on veut colorer une arête quelconque uv d’un graphe G, alors pour toute arête

incidente au sommet v, il faut éviter les (∆ − 1) couleurs des arêtes qui lui sont adjacentes.

Ce processus est répété (∆− 1) fois (voir Figure 3.3). Il faut donc éviter (∆− 1)2 des couleurs

du côté de v. Par symétrie, on obtient le même nombre de couleurs à éviter du côté de u. Ce

qui nous fournit la majoration χ′inj(G) 6 2(∆− 1)2 + 1.

Figure 3.3 – χ′inj(G) 6 2(∆− 1)2 + 1.

Domingos et al. ont prouvé qu’il était NP-diXcile de décider si χ′inj(G) est au plus k. Ils

donnent la valeur exacte de χ′inj(G) de certaines classes de graphes.

Proposition 3.1. [15] Soient Pn une chaine de n sommets, Cn un cycle de n sommets, Kp,q un

graphe biparti complet et P le graphe de petersen.

1. χ′inj(Pn) = 2, pour n > 4.

2. χ′inj(Cn) =

2, si n ≡ 0(mod4)

3, sinon

3. χ′inj(Kp,q) = min{p, q}

4. χ′inj(P ) = 5 (voir Figure 3.4)
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Figure 3.4 – 5-coloration injective des arêtes du graphe petersen.

Dans le cas où le graphe est un arbre ou un graphe biparti, ils donnent les bornes sui-

vantes :

Proposition 3.2. [15] Si G = (V,E) est un graphe biparti sans sommet isolé où V = V1 ∪ V2
alors :

χ′inj(G) ≤ min{| V1 |, | V2 |}.

Notons que cette borne est atteinte pour le cas des graphes bipartis complets.

Proposition 3.3. [15] Pour tout arbre T d’ordre n ≥ 2, on a :

1 ≤ χ′inj(T ) ≤ 3.

Une borne triviale de l’indice chromatique injectif des arêtes d’un graphe G est donnée

par sa taille

χ′inj(G) ≤ |E(G)|.

La Proposition 3.4 caractérise les graphes pour lesquels cette borne est atteinte.

Proposition 3.4. [15] Soit G = (V,E) un graphe de taillem et sans sommets isolés.

χ′inj(G) = m si et seulement si G est un graphe complet.

Démonstration. Soit G un graphe de taillem et sans sommets isolés.

1. Montrons que si χ′inj(G) = m alors G est un graphe complet.

Il est clair que G est un graphe connexe, sinon les mêmes couleurs pourraient être

utilisées dans chaque composantes connexe. Considèrons les deux cas suivants :

Casm = 1 : Dans ce cas G est un graphe complet d’ordre 2.

Casm ≥ 2 : Supposons que G n’est pas un graphe complet, alors il existe deux arêtes adja-

centes dans G qui ne sont pas dans le même triangle. On peut colorer ces deux

arêtes avec la même couleur et toutes les arêtes restantes avec des couleurs dif-

férentes, nous produisons une coloration injective des arêtes avec moins de m

couleurs, ce qui donne une contradiction. Donc G est un graphe complet.
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2. Montrons que si G est un graphe complet alors χ′inj(G) = m.

Soient ei et ej deux arêtes arbitraires deG, ei et ej sont soit toutes les deux incluses dans

un triangle ou il existe une arêtes ek tel que, ei, ej et ek sont trois arêtes consécutives.

Dans les deux cas ei et ej doivent avoir des couleurs diUérentes. Donc χ′inj(G) = m.

3.4 Coloration injective des graphes subcubiques

En 2018, Bu et Qi [10] ont considéré les graphes subcubiques de degré moyen maximum

borné, ils montrent le théorème suivant :

Théorème 3.5. [10] Pour tout graphe G de degré maximum ∆(G) ≤ 3, on a

(1) Simad(G) < 5
2
, alors χ′inj(G) ≤ 5.

(2) Simad(G) < 18
7
, alors χ′inj(G) ≤ 6.

Étant donné que pour tout graphe planaire de maille au moins g satisfait la condition

mad(G) < 2g
g−2 , nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 3.6. Soit G un graphe planaire subcubique de maille g.

(1) Si g ≥ 10, alors χ′inj(G) ≤ 5.

(2) Si g ≥ 9, alors χ′inj(G) ≤ 6.

Dans ce qui suit, nous améliorons ce résultat pour tout graphe G de degré maximum

∆(G) ≤ 3 et de degré moyen maximummad(G) < 9
4
.

Lemme 3.7. Soit G un graphe subcubique de degré moyen maximummad(G) < 9
4
.

G satisfait une des conditions suivantes :

1. G contient un sommet de degré 1.

2. G contient une chaine xuvwy, telle que dG(u) = dG(v) = dG(w) = 2.

Démonstration. On procède par contradiction. Supposons que G = (V (G), E(G)) est un

graphe subcubique de degré moyen maximum mad(G) < 9
4
et tel que les deux conditions

suivantes sont vériVées :

(a) G ne contient pas un sommet de degré 1.

(b) G ne contient pas une chaine xuvwy, telle que dG(u) = dG(v) = dG(w) = 2.
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On déVnit une fonction poids ω telle que :

ω : V →R

v 7→ω(v) = d(v)− 9

4

D’aprés les hypothèses ∑
v∈V (G)

ω(v) < 0.

On redistribue les poids du graphe de telle sorte que le poids Vnal de chaque sommet soit

positif.

On déVnit la régle de déchargement suivante :

(R) : chaque 3-sommet donne un poids 1
4
à son 2-sommet voisin.

Évaluons maintenant le nouveau poids de chaque sommet de G. Soit v un sommet de G

1. D’après la condition (a), G ne contient pas de sommet de degré 1.

2. Si v est un sommet de degré 2, alors d’aprés la condition (b), v est adjacent à au moins

un 3-sommet. En appliquant (R) v reçoit au moins 1
4
. Son nouveau poids est ω∗(v) ≥

2− 9
4

+ 1
4

= 0.

3. Si v est un sommet de degré 3, alors en appliquant (R) v donne au plus 3 × 1
4
. Son

nouveau poids est ω∗(v) ≥ 3− 9
4
− 3× 1

4
= 0.

Ce qui nous conduit à la contradiction suivante :

0 6
∑

v∈V (G)

ω∗(v) =
∑

v∈V (G)

ω(v) < 0.

Théorème 3.8. Soit G un graphe subcubique de degré moyen maximummad(G).

Simad(G) < 9
4
alors χ′inj(G) ≤ 4.

Démonstration. On procède par contradiction. Considérons H un contre exemple minimale

au théorème minimisant | E(H) | + | V (H) | ; H subcubique de degré moyen maximum

mad(H) < 9
4
et χ′inj(H) > 4, et pour toute arête e de H , χ′inj(H − e) ≤ 4. H est connexe ;

sinon on peut colorer indépendamment chacune des composantes connexes.

Le contre-exemple minimale H possède les propriétés suivantes :

Faît 1. H ne contient pas de 1-sommet adjacent à un 2-sommet.
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Démonstration. On suppose queH contient un 1-sommet u adjacent à un 2-sommet v. Soit w

le deuxième voisin de v, avec NH(w) = {v, w′, w′′} (voir Figure 3.5).

Figure 3.5 – ConVguration Faît 1

Par hypothèse,H n’admet pas de 4 coloration injective des arêtes φ. Par minimalité deH ,

le grapheH ′ = H −{uv} admet une 4-coloration injective des arêtes. On remarque que nous

avons au moins 2 couleurs disponibles pour colorer uv. En eUet ; la couleur de uv doit être

diUérente de φ(ww′) et φ(ww′′). D’oû on peut étendre φ à H ; contradiction.

Faît 2. H ne contient pas de 3-sommet adjacent à deux 1-sommets.

Démonstration. On suppose que H contient un 3-sommet v adjacent à deux 1-sommets v′ et

v′′. Soit w le troisième voisin de v, avec NH(v) = {v′, v′′, w} et NH(w) = {w′, w′′, v} (voir
Figure 3.6).

Figure 3.6 – ConVguration Faît 2

Par hypotèse , H n’admet pas de 4 coloration injective des arêtes φ. Par minimalité de

H , le graphe H ′ = H − {vv′} admet une 4-coloration injective des arêtes φ. En comptant le

nombre de couleurs interdites pour colorer vv′. En eUet ; la couleur de vv′ doit être diUérente

de φ(ww′) et φ(ww′′). D’oû nous pouvons étendre φ à H ; contradiction.

On considère le graphe H∗ = H − {v ∈ V (H) | dH(v) = 1}. Comme H∗ ⊆ H ,

mad(H∗) < 9
4
. D’après Faît 1 et Faît 2, H∗ ne contient pas de sommet de degré 1. Par le

Lemme 3.7, H∗ contient une chaine xuvwy, telle que dH∗(u) = dH∗(v) = dH∗(w) = 2.

Dans la suite de la preuve, on montre qu’une telle chaine ne peut pas exister.
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On procède par contradiction. On suppose que H∗ contient une chaine xuvwy, telle que

dH∗(u) = dH∗(v) = dH∗(w) = 2.

Dans H , si le sommet u (respectivement v et w) a un sommet de degré 1 voisin alors on note

u′ (respectivement v′ et w′) ce voisin.

1 Si x = y, alors soit z (s’il existe) le troisième voisin de x dans H . (Voir Figure 3.7(a)).

(a) Si x = y (b) Si x 6= y

Figure 3.7 – ConVguration de la chaine xuvwy dans le graphe H

Par minimalité deH , le grapheH ′ = H−{xu, uv, vv′, uu′, vw} admet une 4 coloration

injective des arêtes. Nous étendrons φ à H en colorant les arêtes xu, uv, vv′, uu′ et vw

dans cette ordre comme suit :

• xu avec une couleur c1 diUérente de φ(ww′) et diUérente des couleurs des arêtes

qui sont adjacents à xz. (nous avons au plus 3 couleurs interdites).

• uv avec une couleur c2 diUérente de φ(xz), φ(xw) et φ(ww′). (nous avons au plus

3 couleurs interdites).

• vv′ avec la couleur c3 diUérente de c1, φ(xw) et φ(ww′). (nous avons au plus 3

couleurs interdites).

• uu′ avec la couleur c4 diUérente de c3, φ(xz) et φ(xw). (nous avons au plus 3

couleurs interdites).

• vw avec la couleur c5 diUérente de c1, c4 et φ(xz). (nous avons au plus 3 couleurs

interdites).

Nous pouvons donc étendre la coloration φ à H , d’où la contradiction.

2 Si x 6= y, alors soit NH(y) = {w, y′, y′′} et NH(x) = {u, x′, x′′}. (Voir Figure 3.7(b))
Par minimalité deH ,H ′ = H−{uv, vw, vv′, uu′, ww′} admet une 4-coloration injective

des arêtes. Nous étendrons φ à H en colorant les arêtes uv, vw et vv′, dans cette ordre,

comme suit :

• φ(uv) = c1 avec c1 /∈ {φ(xx′), φ(xx′′), φ(wy)}.

• φ(vw) = c2 avec c2 /∈ {φ(yy′), φ(yy′′), φ(xu)}.
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• φ(vv′) = c3 avec c3 /∈ {φ(wy), φ(xu), c1}.

Par conséquent, nous obtenons une coloration injective des arêtes partielle de H . Nous

allons maintenant colorer ww′ :

(a) S’il existe une couleur c4 diUérente de φ(yy′),φ(yy′′), c1 et c3, alors on pose φ(ww′) =

c4 et nous colorons uu′ comme suit :

i. Si nous pouvons colorer uu′ avec une couleur c5 /∈ {φ(xx′), φ(xx′′), c2, c3},
alors nous obtenons une coloration injective des arêtes de H ; contradiction.

ii. Sinon, sans perte de généralité, nous pouvons supposer que φ(vw) = 2,

φ(vv′) = 3, φ(xx′) = 1 et φ(xx′′) = 4. Dans ce cas, par construction, c1 = 2

et c1 6= φ(xu). Par conséquent, nous permutons les couleurs de uv et vv′ et

attribuons la couleur 3 à uu′. Ainsi, nous obtenons une contradiction.

(b) S’il n’existe pas une couleur diUérente de φ(yy′),φ(yy′′), c1 et c3, alors sans perte de

généralité, nous pouvons supposer que c1 = 1, c3 = 3, φ(yy′) = 4 et φ(yy′′) = 2.

i. Si c2 6= c3, alors par construction, c2 = 1 et 1 /∈ {φ(wy), φ(xu)}. Par consé-
quent, nous recolorons vv′ avec la couleur 1 et attribuons la couleur 3 à ww′.

Ensuite, nous colorons uu′ par c5 diUérente de 1, φ(xx′) et φ(xx′′), nous obte-

nons une contradiction.

ii. Sinon, si c2 = c3 = 3, alors φ(wy) /∈ {1, 3} et 1 /∈ {φ(xx′), φ(xx′′)}.

• Si φ(xu) = 1, nous décolorons vv′ et on pose φ(uu′) = 1, φ(ww′′) = 3 et

on colore vv′ avec c5 /∈ {φ(wy), 3, 1}. nous obtenons une contradiction.

• Si φ(xu) 6= 1 alors, nous décolorons les arêtes vv′ et vw. On pose φ(ww′) =

3, φ(vw) = φ(vv′) = 1 et φ(uu′) = c6 /∈ {φ(xx′), φ(xx′′), 1}. Nous obte-
nons une contradiction.

On peut étendre la coloration φ à H , ce qui est une contradiction, donc le graphe H ne peut

pas exister.

Conclusion : Pour tout graphe subcubique G de degré moyen maximum mad(G) < 9
4
on a

χ′inj(G) ≤ 4.

Corollaire 3.9. Pour tout graphe planaire subcubique de maille au moins 18 on a :χ′inj(G) ≤ 4.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés aux problèmes de la coloration injective des

graphes en utilisant la méthode de déchargement. Nous avons d’abord présenté le principe

de la méthode de déchargement à travers quelques propriétés des graphes planaires. Nous

l’avons ensuite appliqué aussi aux problémes de la coloration injective des sommets. EnVn,

nous avons considéré la coloration injective des graphes subcubiques, nous avons montré que

pour tout graphe G subcubique de degré moyen maximum inférieur strictement à 9
4
, l’indice

chromatique injectif de G est inférieur ou égale à 4.

Nous avons vu que la coloration injective des arêtes d’un graphe ne correspond pas force-

ment à la coloration injective des sommets de son graphe représentatif des arêtes. La question

qui ce pose est la suivante :

Question 1. Peut-t-on caractériser les graphes pour lesquels, l’indice chromatique injectif d’un

graphe est égale au nombre chromatique injectif de son graphe représentatif des arêtes ? Autre-

ment dit, χ′inj(G) = χinj(L(G)).

Étant donné l’éxistance d’exemples de graphes subcubiques ayant un indice chromatique

injectif égal à 6 ; et qu’il n’existe pas d’exemples de graphes subcubiques ayant un indice

chromatique injectif supérieur à 7, nous proposons la conjecture suivante :

Conjecture 3.10. Pour tout graphe subcubique G ; on a χ′inj(G) = 6.

Les résultats obtenus par Bu et Qi nous a permis de déduire des résultats sur les graphes

planaires, il serait intéressant de répondre à la question suivante :

Question 2. Quel est l’indice chromatique injectif χ′inj(G) des graphes planaire ?
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