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Résumé

Les équations intégrales non linéaires modélisent plusieurs problèmes liées aux sciences
naturelles , la biologie, la médecine et la physique etc. Des difficultés considérables peuvent
survenir dans le calcul des solutions de ces équations qui parfois n’existe même pas. Le but
de ce mémoire est de revoir quelques théorèmes d’existence et d’unicité qui existe dans la lit-
térature ancienne et récente d’une part et de chercher les méthodes de résolution approchées
qui s’adaptent au cas non linéaire comme les méthodes de quadrature par exemple.

Mots clés : Equations intégrales non linéaires – Théorèmes de point fixe- Méthodes de
quadrature..

1



Abstract

Nonlinear integral equations model numerous problems in natural sciences, biology, me-
dicine, physics, etc. Significant difficulties can arise when calculating solutions to these equa-
tions, which may not even exist. The aim of this thesis is, on the one hand, to review some
existence and uniqueness theorems from the recent literature and, on the other hand, to look
for approximate solution methods suitable for nonlinear cases, such as quadrature methods.

Keywords : Nonlinear integral equations – Fixed point theorems – Quadrature methods..
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Introduction

Dans les années 1900, les mathématiciens ont commencé à étudier de manière plus systé-
matique les différents types d’équations intégrales, en particulier les équations de Volterra et
de Fredholm.

Une équation intégrale est définie comme une équation dans laquelle la fonction inconnue
φ(x) à déterminer apparaît sous le signe intégral. Le sujet des équations intégrales est l’un des
outils mathématiques les plus utiles en mathématiques pures et appliquées. Ses applications
sont importants dans de nombreux problèmes physiques[14], comme le modèle de population
de Volterra qui s’écrit sous la forme

∂P

∂T
= aP − bP 2 − cP

∫ T

0

P (x)dx, P (0) = P0.

Où P = P (T ) désigne la population au temps T , a, b et c sont des constantes et des para-
mètres positifs, a > 0 est le coefficient de natalité, b > 0 est le coefficient de surpeuplement,
c > 0 est le coefficient de toxicité , et P0 est la population initiale. Le coefficient c indique
le comportement essentiel de l’évolution de la population avant que son niveau ne tombe à
zéro à long terme.[4]

Une équation intégrale non linéaire est une équation intégrale dans laquelle la fonction
inconnue apparaît dans l’équation de manière non linéaire. La non-linéarité peut se produire
soit à l’intérieur, soit à l’extérieur de l’intégrande, ou simultanément à ces deux emplacements.
Elle conduit à une étonnante variété de phénomènes nouveaux liés aux caractéristiques des
solutions et aux méthodes de résolution.[6]

Dans ce mémoire, on utilise les méthodes de résolutions directes : dérivation, en série, et
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les méthodes numériques , pour résoudre des équations intégrales non linéaires.
On va étudier quelques théorèmes de point fixe (les théorèmes de Schauder et de Banach),
pour montrer l’existence et l’unicité de solution par le théorème de Banach, et montrer uni-
quement l’existence par le théorème de Schauder.
Notre objectif dans ce mémoire est de présenter quelques méthodes de résolution des équa-
tions intégrales non linéaires de Fredholm et de Volterra.
Notre travail est présenté en quatre chapitres :
Dans le premier chapitre on donne les rappels de topologie, de théorie de point fixe et d’ana-
lyse fontionnelle.
Dans le deuxième chapitre, nous donnerons une classification des équations intégrales non
linéaires avec quelques exemples et on va présenter la relation avec les équations différentielle
et quelques méthodes de résolution directes.
Dans le troisième chapitre, on va étudier l’existence et l’unicité de la solution des équations
intégrales non linéaires de Fredholm et Volterra par les théorèmes de point fixe : Banach et
Schauder, et étudier l’existence de solutions dans les espaces de Hölder.
Dans le quatrième chapitre, on va appliquer la méthode approchée de remplacement de l’in-
tégrale par une somme finie.

A. SAHLI 5 Université Saad Dahleb Blida 1



CHAPITRE 1.0

Rappels et Préliminaires

1.1 Définitions

Définition 1.1.1 ( Espace de Banach)
Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

Définition 1.1.2 On définit l’epace C[a, b] par l’espace des fonctions continues sur [a, b]

muni de la norme
∥f∥ = max

x∈[a,b]
|f(x)|

Définition 1.1.3 (L’espace Lp(Ω)) Soit 1 ≤ p ≤ +∞, on pose

Lp(Ω) = {f : Ω → R, f mesurable et |f(x)|p ∈ L1(Ω)}.

Muni de la norme

∥f∥Lp = ∥f∥p =
(∫

Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

.

Si p = +∞, on a L∞(Ω) est l’espace des fonctions f : Ω → R mesurable, vérifiant

∃c > 0 telle que |f(x)| ≤ c, p.p.sur Ω.

La norme est notée par

∥f∥L∞ = ∥f∥∞ = inf{c > 0, |f(x)| ≤ c, p.p. surΩ}.

Définition 1.1.4 ( Les espaces de Hölder)
Soit [a, b] est un intervalle fermé dans R,par C[a, b] on note l’espace des fonctions continues

6



1.1. DÉFINITIONS

sur [a, b] équipé de la norme suprême ;
c.à.d

∥x∥∞ = sup
x∈C[a,b]

{|x(t)| : t ∈ [a, b]} .

Pour 0 < α < 1 fixé, par Hα[a, b] nous désignerons l’espace des fonctions réelles x définies
sur [a, b] et satisfaisant la condition de Hölder, c’est-à-dire les fonctions x pour lesquelles il
existe une constante Hα

x tel que

|x(t)− x(s)| ≤ Hα
x |t− s|α, (1.1)

pour tout t, s ∈ [a, b]. On prouve facilement que Hα[a, b] est un sous-espace linéaire de C[a, b].
Dans la suite, pour x ∈ Hα[a, b], par Hα

x on désignera la plus petite constante possible pour
laquelle l’inégalité (1.1) est satisfaite.
Plus précisément, nous posons

Hα
x = sup

{
|x(t)− x(s)|

|t− s|α
: t ∈ [a, b], t ̸= s

}
,

L’espace Hα[a, b] avec 0 < α < 1 muni de la norme

∥x∥α = |x(a)|+ sup

{
|x(t)− x(s)|

|t− s|α
: t ∈ [a, b], t ̸= s

}
.

pour x ∈ Hα[a, b].

Remarque 1.1.1 L’espace de Hölder est noté C0,α(Ω) dans d’autre référence. Voir[11]

Nous introduisons le théorème suivant qui assure la relative compacité dans un espace de
Hölder.

Théorème 1.1.2 Supposons que 0 < α < β < 1 et que A est un sous-ensemble borné de
Hβ[a, b] (cela signifie que ∥x∥β ≤ M pour une certaine constante M > 0, pour tout x ∈ A)
Alors A est un sous-ensemble relativement compact de Hα[a, b].

La preuve de ce théorème repose sur les lemmes suivants

Lemme 1.1.1 Pour x ∈ Hα[a, b] avec 0 < α ≤ 1, l’inégalité suivante est satisfaite

∥x∥∞ ≤ max(1, (b− a)α)∥x∥α.

A. SAHLI 7 Université Saad Dahleb Blida 1



1.2. THÉORÈME DE POINT FIXE DE BANACH

Lemme 1.1.2 Pour 0 < α < γ ≤ 1, nous avons

Hγ[a, b] ⊂ Hα[a, b] ⊂ C[a, b].

De plus, pour x ∈ Hγ[a, b] l’inégalité suivante est vraie

∥x∥α ≤ max(1, (b− a)γ−α)∥x∥γ.

Rappelons aussi la définition d’une contraction qui sera utilisée dans le théorème de Banach

Définition 1.1.5 Soit E un espace de Banach et T un opérateur borné sur E.

T : E → E

On dit que T est un opérateur de contraction s’il existe une constante positive α < 1 telle
que

∥Tf1 − Tf2∥≤ α∥f1 − f2∥

pour tout f1, f2 dans E .

1.2 Théorème de point fixe de Banach

Théorème 1.2.1 Soit E un espace de Banach et A : E → E un opérateur de contraction.
Alors A admet un unique point fixe dans E.

Théorème 1.2.2 Soit E un espace de Banach et A : E → E un opérateur et

An = A ◦ A ◦ ... ◦ A︸ ︷︷ ︸
nfois

est un opérateur de contraction. Alors A admet un point fixe unique dans E.

Preuve.

Existence de point fixe de A :

Sous les conditions de théorème (1.2.2), et appliquant le théorème (1.2.1) à l’opé-
rateur An : E → E et An est une contraction.

A. SAHLI 8 Université Saad Dahleb Blida 1



1.3. THÉORÈME DE POINT FIXE DE BROWER

∃!u0 ∈ E telle que Anu0 = u0

On a
A(Anu0) = u0

A ◦ A ◦ ... ◦ A︸ ︷︷ ︸
n+1fois

(u0) = Au0

donc
An(Au0) = Au0

Comme An admet un point fixe unique u0, alors Au0 = u0.
Donc u0 est un point fixe de A

Unicité de point fixe deA :

Supposons que u1, u2 ∈ E deux points fixes de A tel que u1 ̸= u2

Au1 = u1

Au2 = u2

Donc
An(Au1) = An(u1)

An(Au2) = An(u2)

Or An est une de contraction

∥Anu1 − Anu2∥E ≤ k∥u1 − u2∥E
∥u1 − u2∥ ≤ k∥u1 − u2∥E, 0 < k < 1

Comme u1 ̸= u2 i.e. ∥u1 − u2∥ ≠ 0

donc en divisant sur ∥u1 − u2∥E on obtient 1 ≤ k absurde.

□

1.3 Théorème de point fixe de Brower

Théorème 1.3.1 [5] Soit C un compact, convexe non vide de RN et f : C → C une appli-
cation continue. Alors f admet an moins un point fixe dans C.

Pour la preuvre nous avons besoin des lemmes suivantes :

A. SAHLI 9 Université Saad Dahleb Blida 1



1.3. THÉORÈME DE POINT FIXE DE BROWER

Lemme 1.3.1 Soit F : Rn+1 → Rn est un fonction de C∞ .Considérez le déterminant

Ai = det [D0F, . . . , Di−1F,Di+1F, . . . , DnF ]

dont les colonnes sont
DiF = (∂F1/∂xi+1, . . . , ∂Fn/∂xi+1) .

Alors
n∑

i=0

(−1)iDiAi = 0

où DiAi = ∂Ai/∂xi+1.

Le lemme suivant est le théorème de Brouwer pour les applications de classe C∞

Lemme 1.3.2 Soit T : B → B, où B = B̄1 (0,Rn), est une fonction de C∞. Alors T a au
moins un point fixe.

Preuve. Étape 1. Supposons que D = B = B̄1 (0;Rn). Laisser

T (u) = (t1(u), t2(u), . . . , tn(u))

où ti : B → [−1, 1], i = 1, 2, . . . , n, sont des fonctions continues. D’après le théorème d’ap-
proximation de Weierstrass, chaque fonction ti est la limite uniforme d’une séquence

(
tki
)
k≥1

de fonctions tki : B → [−1, 1] de classe C∞ satisfaisant∣∣tki (u)∣∣ ≤ |ti(u)|

pour tout u ∈ B, i = 1, 2, . . . , n et k = 1, 2, . . .. Définissez Tk : B → B par

Tk(u) =
(
tk1(u), t

k
2(u), . . . , t

k
n(u)

)
.

Alors
T (u) = lim

k→∞
Tk(u)

uniformément sur B. D’après le lemme 1.3.2 , pour chaque k il existe un uk ∈ B avec

Tk (uk) = uk.

Puisque B est compact, (uk) a une sous-séquence
(
ukj
)
j≥1

convergente vers un élément u0 ∈
B. Alors

|T (u0)− u0| ≤
∣∣T (u0)− T

(
ukj
)∣∣+ ∣∣T (ukj)− Tkj

(
ukj
)∣∣

+
∣∣ukj − u0

∣∣→ 0 si j → ∞.

A. SAHLI 10 Université Saad Dahleb Blida 1



1.4. THÉORÈME DE POINT FIXE DE SCHAUDER

Donc T (u0) = u0.

Étape 2. Le cas D = B̄r (0;Rn) peut être réduit au précédent par le changement de
variables v = r−1u et en considérant l’opérateur T ′ : B → B,

T ′(v) = r−1T (rv) (v ∈ B).

Étape 3. Considérons maintenant le cas général. Nous montrons d’abord qu’il existe une
extension continue T̃ de T à tout l’espace Rn avec T̃ (Rn) ⊂ D. En effet, D étant compact
dans Rn, on peut choisir un sous-ensemble dénombrable et dense {uj : j ∈ N\{0}} de D.
Pour tout u /∈ D et tout j nous laissons

ψj(u) = max

{
2− |u− uj|

d(u,D)
, 0

}
.

Ici
d(u,D) = inf{|u− v| : v ∈ D}.

Ensuite l’application T̃ : Rn → D donné par

T̃ (u) =

T (u) if u ∈ D,(∑
j≥1 2

−jψj(u)
)−1∑

j≥1 2
−jψj(u)T (uj) if u /∈ D

est l’extension continue souhaitée de T . Choisissez maintenant n’importe quel r > 0 suffi-
samment grand pour que D ⊂ B̄r (0;Rn) et définissez

S : B̄r (0;Rn) → D ⊂ B̄r (0;Rn) , S(u) = T̃ (u).

Nous sommes avec S dans le cas considéré à l’étape 2. Il existe donc un u ∈ B̄r (0;Rn) avec
S(u) = u, c’est-à-dire T̃ (u) = u. Puisque T̃ (Rn) ⊂ D, nous avons u ∈ D et donc T (u) = u.
□

1.4 Théorème de point fixe de Schauder

Le théorème de point fixe de Schauder est une généralisation de théorème de Brouwer, il
s’énonce ainsi

A. SAHLI 11 Université Saad Dahleb Blida 1



1.4. THÉORÈME DE POINT FIXE DE SCHAUDER

Théorème 1.4.1 [5] Soit E un espace de Banach, K ⊂ E un ensemble compact convexe
non vide et soit T : K → K est un opérateur continu. Alors T possède au moins un point
fixe.

Preuve. Évidemment, T est complètement continu. Par conséquent il existe une suite
d’opérateurs continus Tj : K → K de rang fini tel que

T (u) = lim
j→∞

Tj(u)

uniformément sur K. Soit n = n(j) la dimension du sous-espace Xn généré par Tj(K). Nous
avons

Tj : K ∩Xn → K ∩Xn.

Par conséquent d’après le théorème de Brouwer il existe uj ∈ K ∩Xn avec

Tj(uj) = uj

Puisque K est compact, il existe une sous-séquence de (uj) convergente vers un élément
u ∈ K. Comme à l’étape 1 de la preuve du théorème de Brouwer, nous pouvons conclure que
T (u) = u. □

A. SAHLI 12 Université Saad Dahleb Blida 1



CHAPITRE 2.0

Généralités sur les équations intégrales non

linéaires

2.1 Introduction

Une équation intégrale est une équation dans laquelle l’inconnue, généralement une fonc-
tion d’une ou plusieurs variables, apparaît sous le signe intégral. Cette définition générale
tient compte de beaucoup de différentes formes spécifiques et dans la pratique plusieurs
types distincts surgissent. Pour cette raison, et afin de recouvrir les grands axes de notre thé-
matique sans s’impliquer dans des situations particulièrement inadéquate, nous allons nous
intéresser beaucoup plus aux équations intégrales non linéaires de la forme [3].

h(x)φ(x) = f(x) + λ

∫ b(x)

a(x)

K(x, t, φ(t))dt (2.1)

Ainsi, on peut distinguer principalement les cas suivants
— Si K(x, t, φ(t)) = k(x, t)φ(t), alors l’équation est linéaire.
— Si K(x, t, φ(t)) ̸= k(x, t)φ(t), alors l’équation non-linéaire.
— Si h(x) = 0, l’équation s’appelle équation intégrale de première espèce.
— Si h(x) = C ( où C est une constante non nulle), l’équation s’appelle équation intégrale

de seconde espèce.
— Si h(x) est continue et s’annule en certains points, mais pas en tout point de[a, b],elle

est dite de troisième espèce.
— Si a(x) = a , b(x) = b telle que a et b sont des constantes, l’équation est appelée

équation de Fredholm.
— Si a(x) = a , b(x) = x, x est une variable, l’équation est appelée équation de Volterra.

13



2.2. CLASSIFICATION DES ÉQUATIONS INTÉGRALES NON-LINÉAIRES

2.2 Classification des équations intégrales non-linéaires

2.2.1 Équations intégrales non-linéaires de Fredholm

On appelle une équation intégrale non-linéaire de Fredholm de première espèce de la
forme :

f(x) = λ

∫ b

a

K(x, t, φ(t))dt.

et de seconde espèce de la forme :

φ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t, φ(t))dt, avec λ un paramètre.

Exemple 2.2.1 On présente ici l’exemple suivant qui sera aussi traité dans la section (2.4.2)

par la méthode du calcul direct :

φ(x) =
9

5
x+

1

3

∫ 1

−1

xt2φ2(t)dt.

2.2.2 Équations intégrales non-linéaires de Volterra

On appelle une équation intégrale non-linéaire de Volterra de première espèce de la forme :

f(x) = λ

∫ x

a

K(x, t, φ(t))dt, a ≤ t ≤ x ≤ b.

et de seconde espèce de la forme :

φ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t, φ(t))dt, a ≤ t ≤ x ≤ b, et λ un paramètre.

Exemple 2.2.2 On présente ici l’exemple suivant qui sera aussi traité dans la section (2.4.3)

par la méthode de solution en série :

φ(x) =
1

2
(x− x2) + cos x− sinx− 1

4
sin(2x) +

∫ x

0

(x− t)φ2(t)dt.

2.2.3 Équations intégrales mixtes de Volterra-Fredholm

Les équations intégrales de Volterra-Fredholm apparaissent dans la littérature sous deux
formes à savoir

φ(x) = f(x) + λ1

∫ x

a

K1(x, t)φ(t)dt+ λ2

∫ b

a

K2(x, t)φ(t)dt.
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2.2. CLASSIFICATION DES ÉQUATIONS INTÉGRALES NON-LINÉAIRES

Et
φ(x) = f(x) + λ

∫ x

0

∫ b

a

K(r, t)φ(t)dtdr.

où f(x) et K(x, t) sont des fonctions continues, λ, λ1, λ2 sont des paramètres.
Nous avons aussi les équations intégrales mixtes de Volterra-Fredholm à deux variables et
leurs forme est :

φ(x, t) = f(x, t) + λ

∫ t

0

∫
ω

F (x, t, r, s)φ(r, s)drds, (x, t) ∈ Ω× [o, T ]

où f(x, t) et F (x, t, r, s) sont des fonctions continues sur D = Ω × [0, T ], où Ω est un sous-
ensemble fermé de Rn, n = 1, 2, 3, λ ∈ R.

Exemple 2.2.3 Les équations suivantes sont des exemples d’équations mixtes :

φ(x) = xex − 1
2
x2 +

∫ x

0

∫ 1

0
rφ(t)dtdr

φ(x) = cos x− sinx− 2 +
∫ x

0
φ(t)dt+

∫ π

0
(x− t)φ(t)dt

voir[4] pour plus d’exemples.

2.2.4 Les équations intégro-différentielles

Les équations intégro-différentielles sont des équations où la fonction inconnue φ(x) ap-
paraît sous le signe de dérivée et sous le signe d’intégral.

Équations intégro-différentielles de Fredholm

l’équation intégo-differentielle de Fredholm apparaît sous la forme

φ(n)(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)F (φ(t))dt, x ∈ [a, b].

Où φ(n)(x) indique la nième dérivée de φ(x).

Exemple 2.2.4 Voici deux exemples des équations intégro-différentilles de Fredholm :{
φ′′(x) = 1− e− ex +

∫ 1

0
φ(t)dt,

φ(0) = φ′(0) = 0.

On a aussi {
φ′(x) = cos x− π2

4
+
∫ π

0
xtφ2(t)dt,

φ(0) = 0.
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2.2. CLASSIFICATION DES ÉQUATIONS INTÉGRALES NON-LINÉAIRES

Équations intégro-différentielles de Volterra

l’équation intégo-differentielle de Volterra apparaît sous la forme

φ(n)(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t)F (φ(t))dt

Où φ(n)(x) indique la nième dérivée de φ(x).

Exemple 2.2.5 Voici deux exemples des équations intégro-différentilles de Volterra :{
φ′(x) = 1−

∫ x

0
φ2(t)dt,

φ(0) = 0.

On a aussi {
φ′(x) = −2

3
(2 sinx+ sin(2x) +

∫ x

0
cos(x− t)φ2(t)dt,

φ(0) = 1.

2.2.5 Équations intégrales singulières

Les équations intégrales non-linéaires de Volterra du première espèce

f(x) = λ

∫ h(x)

g(x)

K(x, t)F (φ(t))dt,

Ou du second espèce

φ(x) = f(x) + λ

∫ h(x)

g(x)

K(x, t)F (φ(t))dt,

Où F (φ(t)) est une fonction non-linéaire de φ(t), Sont appelées singulière si l’une des limites
de l’intégration g(x), h(x) ou les deux sont infinies. De plus,les deux équations précédentes
sont appelées singulières si le noyau K(x, t) est non borné en un ou plusieurs points de
l’intervalle d’intégration.[4]

Équation intégrale non linéaire d’Abel

[4] La forme standard de l’équation intégrale non linéaire d’Abel est donnée par

f(x) =

∫ x

0

1√
x− t

F (φ(t))dt.

Et l’équation intégrale non linéaire généralisée d’Abel est de la forme

f(x) =

∫ x

0

1

(x− t)α
F (φ(t))dt, 0 < α < 1.
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Exemple 2.2.6 [4]Voici un exemple d’une équation intégrale non linéaire singulière d’Abel
où l’on a la valeur de α = 1

2

π

2
+ 2x+

π

4
x2 =

∫ x

0

1

(x2 − t2)1/2
φ2(t)dt.

2.3 La relation avec les équations différentielles

Les équations intégrales et les équations différentielles sont deux types d’équations utilisées
pour modéliser des phénomènes dans divers domaines tels que la physique, l’ingénierie et
l’économie. Elles sont étroitement liées et, dans de nombreux cas, peuvent être transformées
l’une en l’autre.

Lemme 2.3.1 Pour toute fontction u(x),∫ x

a

∫ s

a

u(x)dtds =

∫ x

a

(x− t)u(t)dt. (2.2)

En générale, on a∫ x

a

∫ x1

a

· · ·
∫ xn−1

a︸ ︷︷ ︸
nfois

u(xn)dxndxn−1 · · · dx1 =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− x1)
n−1u(x1)dx1. (2.3)

Preuve. Soit g(s) =
∫ s

a
u(t)dt,

∫ x

a

∫ s

a
u(t)dtds =

∫ x

a
g(s)ds =

∫ x

a
1.g(s)ds

= [sg(s)]xa −
∫ x

a
s.g′(s)ds

= xg(x)− ag(a)−
∫ x

a
su(s)ds

= x
∫ x

a
u(t)dt− 0−

∫ x

a
tu(t)dt

=
∫ x

a
(x− t)u(t)dt.

□
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2.3. LA RELATION AVEC LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

2.3.1 Problèmes avec conditions initiales

[3] On considère le problème de Cauchy de second ordre suivant{
u′′(x) = g(x, u(x)), 0 < x < 1

u(0) = u0, u′(0) = u′0
(2.4)

L’intégration des deux cotés de l’équation différentielle associée à (2.4) de zéro à x, donne

u′(x) = u′0 +

∫ x

0

g(t, u(t))dt, 0 ≤ x ≤ 1.

En intégrant une seconde fois,

u(x) = u0 + u′0x+

∫ x

0

∫ s

0

g(t, u(t))dtds

En utilisant la relation (2.2), on obtient

u(x) = u0 + u′0x+

∫ x

0

(x− t)g(t, u(t))dt, 0 ≤ x ≤ 1.

C’est l’équation intégrale de Volterra de seconde espèce.

2.3.2 Problèmes aux limites de second type

[3] On considère le problème de Dirichlet suivant{
u′′(x) = g(x, u(x)), 0 < x < 1

u(0) = u0, u(1) = u1
(2.5)

De la même manière, on intègre les deux cotés de zéro à x, on obtient

u′(x) = c+

∫ x

0

g(t, u(t))dt, 0 ≤ x ≤ 1.

et
u(x) = u0 + cx+

∫ x

0

(x− t)g(t, u(t))dt, 0 ≤ x ≤ 1. (2.6)

Pour déterminer la constante c, on prend x = 1 et on utilise la condition u(1) = u1, ce qui
donne

c = u1 − u0 −
∫ 1

0

(1− t)g(t, u(t))dt,
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Ainsi, l’quation (2.6) devient

u(x) = u0 + (u1 − u0)x+
∫ x

0
(x− t)g(t, u(t))dt− x

∫ 1

0
(1− t)g(t, u(t))dt

= u0 + (u1 − u0)x+
∫ x

0
t(1− x)g(t, u(t))dt−

∫ 1

x
x(1− t)g(t, u(t))dt

qui s’écrit encore comme une équation intégrale de Fredholm de la forme

u(x) = u0 + (u1 − u0)x−
∫ 1

0

k(x, t)g(t, u(t))dt (2.7)

où

k(x, t) =

{
t(1− x), t ≤ x

x(1− t), t ≥ x
(2.8)

2.4 Quelques méthodes de résolution directes

2.4.1 La méthode de réduction par dérivation

L’une des méthodes utilisées pour résoudre les équations intégrales est la conversion de
l’équation intégrale en une équation différentielle équivalente. La conversion est réalisée en
utilisant la règle de Leibnitz pour la différenciation des intégrales.

La règle de Leibnitz : Soit f(x, t) continue et ∂f
∂x

continues dans un domaine du plan
(x− t) qui comprendre rectangle, et soit

F (x) =

∫ h(x)

g(x)

f(x, t)dt (2.9)

La fonction dérivée de F (x) existe et elle donné par :

F ′(x) = h′(x)f(x, h(x))− g′(x)f(x, g(x)) +

∫ h(x)

g(x)

∂f(x, t)

∂x
dt (2.10)

Si g(x) = a et h(x) = b tel que a et b sont des constantes, Alors la règle de Leibnitz
se réduit à

F ′(x) =

∫ b

a

∂f(x, t)

∂x
dt (2.11)

Exemple 2.4.1 [4] On considère l’équation de Volterra suivante :

φ(x) = 1 +

∫ x

0

φ2(t)dt, |x| < 1. (2.12)
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2.4. QUELQUES MÉTHODES DE RÉSOLUTION DIRECTES

Supposons que

y(x) =

∫ x

0

φ2(t)dt

En appliquant la règle de dérivation de Leibnitz on obtient

y′(x) = φ2(x),

φ(x) =
√
y′(x),

En remplaçant dans (2.12) on trouve√
y′(x) = 1 + y(x)

Alors {
y′(x)− 2y(x)− y2(x) = 1,

y(0) = 0.

on appelle cette équation équation différentielle de Riccati.
Soit yp(x) = −1 une solution particulière de :

u(x) = y(x)− yp(x).

C-à-d
y(x) = u(x)− 1.

Donc
u′(x)− 2(u(x)− 1)− (u2(x)− 2u(x) + 1) = 1.

Alors
u′(x)− u2(x) = 0.

On pose z(x) = 1
u(x)

, alors
z′(x) = −1.

Solution de cette équation différentielle est :

z(x) = −x+ c.

Donc
u(x) =

1

c− x
.
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la solution générale est
y(x) =

1

c− x
− 1.

En utilisant le fait que y(0) = 0, on obtient

c = 1.

D’où la solution
φ(x) =

1

1− x
.

Exemple 2.4.2 [10] On considère l’équation intégrale suivante :∫ x

0

√
1 + y′2dx = 2

√
x+ y

En appliquant la règle de dérivation de Leibnitz on obtient :√
1 + y′2(x) = 1√

x
+ y′(x)

1 + y′2(x) = 1
x
+ y′2 + 2y′(x)√

x

2y′(x)√
x

= 1− 1
x

y′(x) = 1
2

√
x− 1

2
√
x

y(x) =
∫
(1
2

√
t− 1

2
√
t
)dt+ C.

Alors la solution est

y(x) =
1

3

√
x3 −

√
x+ C.

2.4.2 La méthode du calcul direct

La méthode du calcul direct sera appliquée pour résoudre les équations intégrales non
linéaires de Fredholm. Elle aborde les équations intégrales non linéaires de Fredholm de
manière directe et donne la solution sous forme exacte et non sous la forme série. Il est
important de souligner que cette méthode sera appliquée pour les noyaux qui sont dégénérés
où séparables de la forme

K(x, t) =
n∑

k=1

gk(x)hk(t). (2.13)
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avec gk, hk des fonctions. La méthode de calcul direct peut être appliquée comme suit :
Tout d’abord nous remplaçons (2.13) dans l’équation intégrale non-linéaire de Fredholm.

φ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)F (φ(t))dt (2.14)

En suite, Cette substitution donne

φ(x) = f(x) +λg1(x)
∫ b

a
h1(t)F (φ(t))dt

+λg2(x)
∫ b

a
h2(t)F (φ(t))dt+ ...

+λgn(x)
∫ b

a
hn(t)F (φ(t))dt

(2.15)

Ainsi, Chaque intégrale du côté droit de (2.15) ne dépend que de la variable t avec limites
d’intégration constantes. L’équation (2.15) devient

φ(x) = f(x) + λα1g1(x) + λα2g2(x) + ...+ λαngn(x) (2.16)

tel que

αi =

∫ b

a

hi(t)F (φ(t))dt, 1 ≤ i ≤ n.

la substitution donne un système de n équations algébriques qui peuvent être résolues pour
déterminer les constantes αi, 1 ≤ i ≤ n. En utilisant les valeurs numériques obtenues de αi

dans (2.16). La solution φ(x) de l’équation intégrale non linéaire de Fredholm (2.14) s’ensuit
immédiatement. Il est intéressant de souligner que nous pouvons obtenir plus d’une valeur
pour un ou plusieurs αi, 1 ≤ i ≤ n. Ceci est normal car l’équation est non linéaire et la
solution φ(x) n’est pas nécessairement unique pour les problèmes non linéaires.

Exemple 2.4.3

φ(x) =
9

5
x+

1

3

∫ 1

−1

xt2φ2(t)dt (2.17)

En procédant comme précédemment, nous réécrivons comme suit :

φ(x) =

(
9

5
+

1

3
α

)
x (2.18)

telle que

α =

∫ 1

−1

t2φ2(t)dt (2.19)

Pour déterminer α, nous substitutions (2.18) dans (2.19) pour obtenir

α =
∫ 1

−1

(
9
5
+ 1

3
α
)2
t4dt

α =
(
9
5
+ 1

3
α
)2 ∫ 1

−1
t4dt

(2.20)
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où, on intègre et nous obtenons

2

45
α2 − 13

25
α +

162

125
= 0. (2.21)

Et on résolvant l’équation (2.21), nous obtenons

α1 =
18

5
, α2 =

81

10
(2.22)

Alors les deux solutions exactes
φ1(x) = 3x,

φ2(x) = 9
2
x.

2.4.3 La méthode de solution en série :

Équation intégrale de Volterra

On rappelle la forme générale de série de Taylor en x = 0 qui peut s’écrire sous la forme

φ(x) =
∞∑
x=0

anx
n (2.23)

Supposons que la solution φ(x) de l’équation

φ(x) = f(x) + λ

∫ x

0

K(x, t)F (φ(t))dt (2.24)

est analytique, et possède la série de Taylor (2.23), où les coefficients sont déterminés de
manière récurrente. En remplaçant (2.23) dans les deux côtés de (2.24) , on obtient :

∞∑
n=0

anx
n = T (f(x)) + λ

∫ x

0

K(x, t)

(
F

(
∞∑
n=0

ant
n

))
dt. (2.25)

Pour simplifier, utilisons

a0 + a1x+ a2x
2 + ... = T (f(x))

+λ
∫ x

0
K(x, t)(F (a0 + a1t+ a2t

2 + ...))dt.
(2.26)

où T (f(x)) est la série de Taylor pour f(x) L’équation intégrale sera convertie en une inté-
grale traditionnelle, où lieu d’intégrer le terme non-linéaire F (φ(t)), les termes de la forme
tn,n ≥ 0 seront intégrés. Nous intégrons d’abord le membre de droit de l’intégrale (2.25) et
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nous collectons les coefficients de x. Nous assimilons en suite les coefficients des mêmes puis-
sances de x des deux côtés de l’équation résultante pour obtenir une relation de récurrence
dans aj, j ≥ 0 .
la résolution de la relation de récurrence conduit à une détermination complète des coeffi-
cients aj, j ≥ 0. Après avoir déterminé les coefficients aj, j ≥ 0. La solution en série suit
immédiatement après la substitution des coefficients dérivés dans (2.23). La solution exacte
peut être obtenue si une telle une solution exacte existe. Si une solution exacte ne peut pas
être obtenue, la série obtenue peut être utilisée à des fins numériques. Dans ce cas, plus nous
déterminons de termes, plus atteignons un niveau de précision élevé. [4]

Exemple 2.4.4 Nous considérons l’équation non-linéaire de Volterra.

φ(x) =
1

2
(x− x2) + cos x− sinx− 1

4
sin(2x) +

∫ x

0

(x− t)φ2(t)dt (2.27)

On remplace la série (2.23) par les deux côtés de (2.27), en notant que

a0 + a1x+ a2x
2 + ... = 1

2
(x− x2) + cos x− sin(x)− 1

4
sin(2x)

+
∫ x

0
(x− t)(a0 + a1t+ a2t

2 + a3t
3 + ...)2dt

(2.28)

Le produit de Cauchy : (
+∞∑
n=0

anx
n

)(
+∞∑
n=0

bnx
n

)
=

+∞∑
n=0

Cnx
n

Cn =
n∑

k=0

akbn−k

on obtient :

(a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 + ...)2 = a20 + 2a0a1t+ (2a0a2 + a21)t
2

+(2a0a3 + 2a1a2)t
3 + ...

et en utilisant la série de Taylor pour cosx,sinx ,sin(2x) :

cosx = 1− x2

2
+ x4

4!
− x6

6!
+ ...

sinx = x− x3

3!
+ x5

5!
+ ...

sin(2x) = 2x− 8x3

3!
+ 32x5

5!
+ ...

En intégrant on aura∫ x

0
(x− t)(a20 + 2a0a1t+ (2a0a2 + a21)t

2 + (2a0a3 + 2a1a2)t
3 + ...)dt

= 1
2
a20x

2 + 1
3
a0a1x

3 + (1
6
a0a2 +

1
12
a21)x

4 + 1
10
(a0a3 + a1a2)x

5 + ..
(2.29)
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Et en égalent les coefficients de puissances similaires de x il s’ensuit :

a0 = 1

a1 = −1

a2 = −1 + 1
2!
a20 = − 1

2!

a3 = 1
2
+ 1

3
a0a1 = 1

3!

a4 = 1
4!
+ 1

6
a0a2 +

1
12
a21 = 1

4!

a5 = − 3
40

+ 1
10
a1a2 +

1
10
a0a3 = − 1

5!
...
a2n = (−1)n 1

2n!

a2n+1 = (−1)n 1
2n+1!

(2.30)

et ainsi de suite. La solution sous forme série est donnée par

φ(x) = (1− 1

2!
x2 +

1

4!
x4 + ...)− (x− 1

3!
x3 +

1

5!
x5..) (2.31)

qui converge vers une solution exacte

φ(x) = cos x− sinx. (2.32)

Équation intégrale de Fredholm

Nous supposons que la solution φ(x) de l’équation de Fredholm

φ(x) = f(x) + λ

∫ 1

0

K(x, t)F (φ(t))dt. (2.33)

existe et est analytique et possède donc une série de Taylor de la forme donnée dans (2.23)

où les coefficients seront déterminés de façon récurrente, la substitution (2.23) des deux cotés
de (2.33) donne

∞∑
n=0

anx
n = T (f(x)) + λ

∫ 1

0

K(x, t)

(
F

(
∞∑
n=0

ant
n

))
dt (2.34)

pour simplifier

a0 +a1x+ a2x
2 + a3x

3 + ...

= T (f(x)) + λ
∫ 1

0
K(x, t)(F (a0 + a1t+ a2t

2 + a3t
3 + ...))dt

(2.35)

puis nous suivons les mêmes étapes que pour la méthode de Volterra de seconde espèce dans
le cas non linéaire.
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Exemple 2.4.5 [4] Nous considérons l’équation de Fredholm

φ(x) = ex +
1

16
(3− e2) +

1

4

∫ 1

0

(x− t)φ2(t)dt (2.36)

En substituant la série (2.23) aux deux côtés de (2.36), on obtient

a0 + a1x+ a2x
2 + ... = ex +

1

16
(3− e2) +

1

4

∫ 1

0

(x− t)(a0 + a1t+ a2t
2 + ..)2dt.

En procédant comme avant, nous trouvons

a0 = 1, a1 = 1 a2 =
1
2!

a3 =
1
3!

a4 =
1
4!

...an = 1
n!

Cela donne la solution sous forme de série

φ(x) = 1 + x+
1

2!
x2 +

1

3!
x3 + ...

Par conséquent, la solution exacte est

φ(x) = ex.
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CHAPITRE 3.0

Théorèmes basiques d’existences et d’unicité

Les équations intégrales non linéaires peuvent avoir plusieurs solutions, ou elles peuvent
n’avoir aucune solution du tout. Pour cela, dans ce chapitre nous allons appliquer quelques
théorèmes d’existence et d’unicité sur les équations intégrales non linéaires de Fredholm et
de Volterra. Tout d’abord, commençons par des exemples de non unicité ou de multiplicité
de solutions.

Exemple 3.0.1 Considérons l’équation intégrale non linéaire suivante :

φ(x) =

∫ π

0

cos(x− t)φ2(t)dt (3.1)

Une solution évidente à cette équation est la solution triviale φ(x) ≡ 0. On développe l’inté-
grale pour obtenir

φ(x) =

∫ π

0

(cosx cos t+ sinx sin t)φ2(t)dt (3.2)

d’où nous concluons que toute solution possible doit avoir la forme

φ(x) = C1 sinx+ C2 cosx
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tel que

C1 =

∫ π

0

cos t(C1 sin t+ C2 cos t)
2dt

=

∫ π

0

cos t(C2
1 sin

2 t+ C2
2 cos

2 t+ 2C1C2 cos t sin t)dt

= C2
1

∫ π

0

cos t(sin2 t)dt+ C2
2

∫ π

0

cos3 tdt+ 2C1C2

∫ π

0

cos2 t sin tdt

= C2
1

∫ π

0

(sin t)′(sin2 t)dt+ C2
2

∫ π

0

(cos t− cos t sin2 t)dt

+ 2C1C2

∫ π

0

− cos2 t(cos t)′dt

= C2
1

[sin3 t

3

]π
0
+ C2

2

[
sin t− sin3

3

]π
0
− 2C1C2

[cos3t
3

]π
0

C1 =
4

3
C1C2

Et

C2 =

∫ π

0

sin t(C1 sin t+ C2 cos t)
2dt

=

∫ π

0

sin t(C2
1 sin

2 t+ C2
2 cos

2 t+ 2C1C2 cos t sin t)dt

= C2
1

∫ π

0

sin3 tdt+ C2
2

∫ π

0

sin t cos2 tdt+ 2C1C2

∫ π

0

cos t sin2 tdt

= C2
1

∫ π

0

(sin t+ (cos t)′ cos2 t)dt− C2
2

∫ π

0

(cos t)′ cos2 t)dt

+ 2C1C2

∫ π

0

(sin t)′ sin2 tdt

C2 =
4

3
C2

1 +
2

3
C2

2

On a un système non liéaire {
C1(1− 4

3
C2) = 0

2C2
1 + (C2 − 3

4
)2 = 9

16

(3.3)

La première équation de le système 3.3 représente deux droites perpendiculaires, et la deuxième
équation représente un cercle. Comme le montre de la Figure 3.1
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Figure 3.1 –

Donc le système (3.3) admet quatre solutions (C1, C2)

Et
φ1(x) = 0, φ3(x) = −3

√
2

8
sinx+ 3

4
cosx

φ2(x) =
3
2
cosx, φ4(x) =

3
√
2

8
sinx+ 3

4
cosx

Sont des solutions de l’équation (3.2).

Exemple 3.0.2 On considère

φ(x) = λ

∫ 1

0

φ2(y)dy.

· φ = 0 est une solution.
· φ = 1

λ
est une autre solution.

On a G(x, t, φ(t)) = φ2(t).

|φ2
1(t)− φ2

2(t)| = |φ1(t) + φ2(t)| |φ1(t)− φ2(t)|

|Aφ1(t)− Aφ2(t)| ≤ L |φ1(t)− φ2(t)|

donc
|φ1(t) + φ2(t)| ≤ L

On pose L = 2R.

A : BE(0;R) → BE(0;R).
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3.1. APPLICATION DU THÉORÈME DE BANACH AUX ÉQUATIONS INTÉGRALES

|Aφ| < R

|λ
∫ 1

0
φ2(y)dy| < |λ| ·R2 < R

Alors
|λ| ·R < 1

|λ| < 1
R

Et
L · |λ| < 1

donc
2R · |λ| < 1

|λ| < 1
2R

Donc si |λ| < 1
2R

,
(
R < 2R < 1

|λ|

)
,

Alors φ(x) = 1
λ
̸∈ BE(0, R).

3.1 Application du théorème de Banach aux équations

intégrales

Dans ce qui suit nous allons détailler la preuve du théorème d’existence et d’unicité de
solutions dans l’espace C([a, b],R) , en utilisant les contractions de Banach.

3.1.1 Équations intégrales non linéaires de Fredholm

Théorème 3.1.1 [6] Supponsons que G(x, t, z) est défini et continu sur l’ensemble Φ(a, b)×R
et qu’il satisfait la condition de Lipschitz de la forme

| G(x, t, z1)−G(x, t, z2) |< C | z1 − z2 | (3.4)

Et en supposons que f ∈ C[a, b] .
Alors l’équation intégrale de Fredholm

φ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

G(x, t, φ(t))dt (3.5)

Admet une solution unique sur l’intervalle [a, b] pour |λ| < 1
C(b−a)
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3.1. APPLICATION DU THÉORÈME DE BANACH AUX ÉQUATIONS INTÉGRALES

Preuve. On considère l’espace C[a, b] espace des fonctions à valeurs réelles qui sont
continues sur l’intervalle [a, b] muni de la distance

d(u, v) = max
x∈[a,b]

|u(x)− v(x)| (3.6)

il peut être démontré que l’opérateur

F : C[a, b] → C[a, b] (3.7)

Défini par :

Fu = f(x) + λ

∫ b

a

G(x, t, u(t))dt (3.8)

Est un opérateur de contraction pour les valeurs restreintes de λ prescrites dans l’instruction
du théorème. Pour tout u, v ∈ [a, b] , on a pour tout x ∈ [a, b]

|Fu(x)− Fv(x)| = |λ|
∫ b

a
(G(x, t, u(t))−G(x, t, v(x)))dt

≤ |λ|C(b− a)d(u, v)
(3.9)

Donc
d(Fu, Fv) ≤ |λ|C(b− a)d(u, v) (3.10)

Ainsi : si α = |λ|C(b− a) < 1. alors F est un opérateur de contraction de C[a, b]. □

3.1.2 Équations intégrales non linéaires de Volterra

[6] Les théorèmes de point fixe peuvent également être utilisés pour prouvér l’existence
et l’unicité de solutions aux équations intégrale non linéaire de Volterra. Dans le théorème
ci-dessous, notez en particulier qu’il n’y a aucune restriction sur la valeur de λ.

Théorème 3.1.2 Supposons que G(x, t, z) est définie et continue sur l’ensemble Γ(a, b)×R
et satisfait la condition Lipschitz de la forme

|G(x, t, z1)−G(x, t, z2)| < C|z1 − z2| (3.11)

Et en supposons que f ∈ C[a, b]. Alors l’équation intégrale non linéaire de Volterra

φ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

G(x, t, φ(x))dt, a ≤ x ≤ b (3.12)

admet une solution unique sur l’intervalle [a, b] pour tout λ ∈ R.
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3.1. APPLICATION DU THÉORÈME DE BANACH AUX ÉQUATIONS INTÉGRALES

Preuve. On considère l’espace C(a, b) espace des fonctions à valeurs réels qui sont conti-
nue sur l’intervalle [a, b] muni de la distance.

d(u, v) = max
x∈[a,b]

| u(x)− v(x) | (3.13)

Il peut être démontré qu’une puissance appropriée de l’opérateur continue.

V : C[a, b] → C[a, b]

Définie par :

V u = f(x) + λ

∫ x

a

G(x, t, u(t))dt (3.14)

Est un opérateur de contraction pour toute valeur de λ. On remarque que u, v ∈ [a, b] pour
tout x ∈ [a, b]

|V u(x)− V v(x)| = λ|
∫ x

a
(G(x, t, u(t))−G(x, t, v(t)))dt|

≤ |λ|C(x− a)d(u, v).

Ou compose encore une fois et on obtient

|V 2u(x)− V 2v(x)| = λ|
∫ x

a
(G(x, t, V u(t))−G(x, t, V v(t)))dt|

≤ |λ|C
∫ x

a
|V u(x)− V v(x)|dt

≤ |λ2|C2(x−a)2

2!
d(u, v).

En général, après n intégration, ou obtient

|V nu(x)− V nv(x)| ≤ |λn|Cn(x− a)n

n!
d(u, v).

D’où il résulte que

d(V nu− V nv)) ≤ |λn|Cn(b− a)n

n!
d(u, v).

Par conséquent, si n est suffisamment grand, lors V n est un opérateur de contraction de
C[a, b]. □
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3.2. APPLICATION DU THÉORÈME DE SCHAUDER AUX ÉQUATIONS
INTÉGRALES

3.2 Application du théorème de Schauder aux équations

intégrales

3.2.1 Équations intégrales non-linéaires de Fredholm

Théorème 3.2.1 [7] On considère l’équation intégrale non linéaire de Fredholm

φ(x) = f(x) +

∫ b

a

K(x, t, φ(x))dt −∞ < a ≤ b < +∞ (3.15)

Supposant que f(.) est une fonction bornée et K(x, t, y) satisfait les condtions suivantes
1) |K(x, t, y)| ≤ g1(x)g2(t)ϕ(|y|),
2) |∂K

∂y
(x, t, y)| ≤ g1(x)g2(t)ψ(|y|),

où g1(.) est une fonction positive, bornée et mesurable, ϕ(.) est une fonction positive et me-
surable qui vérifie la condition

sup
y≥0

ϕ(y)

y
= L < +∞.

Et ψ(.) est une fonction continue et positive sur [0,+∞[. De plus, on suppose qui’il existe
une fonction strictement positive et continue µ(.) qui vérifie la condition suivante

∥g1.µ∥∞∥g2
µ
∥ < 1

L
.

sous ses conditions, l’équation intégrale (3.15) admet une solution dans C[a, b].

Preuve. On note par ∥.∥µ la norme définit sur X = C[a, b] par ∥φ∥µ = supx∈[a,b] |µ(x)φ(x)|,
l’espace X muni de la norme∥.∥µ est un espace de banach. Soit r ≥ 0 est un nombreréel
positif, et soit Br la boule fermée de X défini par

(Br) = φ ∈ C[a, b]; ∥φ∥mu ≤ r.

C’est clair que Br est un sous-ensemble fermé et convexe de X. Alors, démontrer que l’opé-
rateur T associé avec l’équation (3.15) est continue sur X. La conclusion est

T (Br) ⊂ Br;∀r ≥
∥f∥µ

1− L∥∥g1∥µ g2
µ
∥1

= r0.

D’après le théorème du point fixe de Schauder, l’équation intégrale non linéaire (3.15) admet
une solution dans (Br0) et par suite elle admet une solution dans C[a, b]. □
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3.3. EXISTENCE DE SOLUTIONS DANS LES ESPACES DE HÖLDER

3.2.2 Équations intégrales non-linéaires de Volterra

Théorème 3.2.2 [7] On considère l’équation intégrale non linéaire de Volterra

φ(x) = f(x) +

∫ x

a

K(x, t, φ(t))dt (a ≤ x ≤ b). (3.16)

Où f est continue sur [a, b]. supposons que K(x, t, y) satisfait les conditions suivantes :
1) |K(x, t, y)| ≤ g1(x)g2(t)ϕ(|y|),
2) |∂K

∂y
(x, t, y)| ≤ g1(x)g2(t)ψ(|y|),

Où g1(.) est une fonction positive et continue sur [a, b], g2(.) est une fonction positive et
intégrable sur [a, b] et ψ(.) est une fonction positive et continue sur [0,+∞[.Enfin, supposons
que la fonction Φ(.) est positif, continu et satisfait la condition limy→+∞

Φ(y)
y

= L < +∞.
Dans ces conditions, l’équation (3.16) admet une solution continue sur [a, b].

Preuve. Voire [8]
□

L’unicité de la solution de l’équation de Volterra non linéaire est donné par la proposition
suivante.

Proposition 3.2.1 [7] On Considère l’équation de Volterra non linéaire (3.16) et supposons
que K(x, t, y) satisfait les conditions du théorème (3.2.2) avec g2(.) ∈ (L1 ∩ Lp)([a, b]) pour
un certain p > 1. Alors l’équation (3.16) admet une solution unique.

Preuve. Voire [8]
□

3.3 Existence de solutions dans les espaces de Hölder

[12]On va étudier l’existence de solutions de l’équation intégrale suivante de type Fredholm
avec un argument modifié.

x(t) = p(t) + x(t)

∫ 1

0

k(t, τ)x(r(τ))dτ, t ∈ [0, 1]. (3.17)

pour étudier la solvabilité de (3.17) dans les espaces Hölder. Nous utiliserons les hypothèses
suivantes :
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3.3. EXISTENCE DE SOLUTIONS DANS LES ESPACES DE HÖLDER

(i) p ∈ Hβ[0, 1], 0 < β ≤ 1.

(ii) k ∈ [0, 1]×[0, 1] → R est une fonction continue telle qu’elle satisfait la condition de Hölder
avec exposant par rapport à la première variable, c’est-à-dire qu’il existe une constanteKβ > 0

telle que
| k(t, τ)− k(s, τ) |≤ Kβ | t− s |β .

(iii) r ∈ [0, 1]× [0, 1] est une fonction mesurable.
(iv) suivante est satisfaite

∥ p ∥β (2K +Kβ) <
1

4
.

où la constante K est définie par

K = sup{
∫ 1

0

| k(t, τ) | dτ, t ∈ [0, 1]}.

qui existe par (ii).

Théorème 3.3.1 [12] Sous les hypothèses (i)-(iv),L’équation (3.17) a au moins une solution
appartenant à l’espace Hα[0, 1], où α est un nombre arbitrairement fixé satisfaisant 0 < α <

β.

Preuve. En appliquant le théorème classique du point fixe de Schauder.
On considère l’opérateur T défini sur Hβ[0, 1] par

(T x)(t) = p(t) + x(t)

∫ 1

0

k(t, τ)x(r(τ))dτ, t ∈ [0, 1].

Dans la suite, nous prouverons que T transforme l’espace Hβ[0, 1] en lui-même.

T envoie la boule sur elle même :
En fait, on prend x ∈ Hβ[0, 1] et t, s ∈ [0, 1] avec t ̸= s.
Alors, par les hypothèses (i) et (ii), on obtient

|(T x)(t)− (T x)(s)|
|t− s|β

=

∣∣∣p(t) + x(t)
∫ 1

0
k(t, τ)x(r(τ))dτ − p(s)− x(s)

∫ 1

0
k(s, τ)x(r(τ))dτ

∣∣∣
|t− s|β
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≤ |p(t)− p(s)|
|t− s|β

+

∣∣∣x(t) ∫ 1

0
k(t, τ)x(r(τ))dτ − x(s)

∫ 1

0
k(t, τ)x(r(τ))dτ

∣∣∣
|t− s|β

+

∣∣∣x(s) ∫ 1

0
k(t, τ)x(r(τ))dτ − x(s)

∫ 1

0
k(s, τ)x(r(τ))dτ

∣∣∣
|t− s|β

≤ |p(t)− p(s)|
|t− s|β

+
|x(t)− x(s)|

|t− s|β

∫ 1

0

|k(t, τ)||x(r(τ))|dτ

+
|x(s)|

∫ 1

0
|k(t, τ)− k(s, τ)||x(r(τ))|dτ

|t− s|β

≤ |p(t)− p(s)|
|t− s|β

+
|x(t)− x(s)|

|t− s|β
∥x∥∞

∫ 1

0

|k(t, τ)|dτ

+
∥x∥∞ · ∥x∥∞

∫ 1

0
|k(t, τ)− k(s, τ)|dτ

|t− s|β

≤ |p(t)− p(s)|
|t− s|β

+K∥x∥∞
|x(t)− x(s)|

|t− s|β
+

∥x∥2∞
∫ 1

0
Kβ|t− s|βdτ

|t− s|β

≤ Hβ
p +K∥x∥∞Hβ

x +Kβ∥x∥2∞

D’après le lemme (1.1.1), puisque ∥ x ∥∞≤∥ x ∥β et, comme Hβ
x , nous en déduisons

| (T x)(t)− (T x)(s) |
| t− s |β

≤ Hβ
p + (K +Kβ) ∥ x ∥2β .

Donc,

∥T x∥β = |(T x)(0)|+ sup
{

|(T x)(t)−(T x)(s)|
|t−s|β : t, s ∈ [0, 1], t ̸= s

}
≤ |(T x)(0)|+Hβ

p + (K +Kβ) ∥x∥2β
≤ |p(0)|+ |x(0)|

∫ 1

0
|k(0, τ)||x(r(τ))|dτ +Hβ

p + (K +Kβ) ∥x∥2β
≤ ∥p∥β + ∥x∥∞ · ∥x∥∞

∫ 1

0
|k(0, τ)|dτ + (K +Kβ) ∥x∥2β

≤ ∥p∥β +K∥x∥2β + (K +Kβ) ∥x∥2β
= ∥p∥β + (2K +Kβ) ∥x∥2β <∞

(3.18)

∥p∥β + (2K +Kβ) r
2 < r

est satisfait pour les valeurs entre les nombres

r1 =
1−

√
1− 4∥p∥β (2K +Kβ)

2 (2K +Kβ)

et
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r2 =
1−

√
1 + 4∥p∥β (2K +Kβ)

2 (2K +Kβ)

qui sont positifs par l’hypothèse (iv), par conséquent, de (3.18) il résulte que T
transforme la boule Bβ

r0
= {x ∈ Hβ[0, 1] : ∥x∥β ≤ r0} en lui-même, pour tout r0 ∈

[r1, r2].
i.e. T : Bβ

r0
→ Bβ

r0
, où r1 ≤ r0 ≤ r2.

T est compact :
par le théorème (1.1.2), Nous avons l’ensemble Bβ

r0
est relativement compact dans

Hα[0, 1] pour tout 0 < α < β ≤ 1.
De plus, nous pouvons prouver que Bβ

r0
est un sous-ensemble compact dans Hα[0, 1]

pour tout 0 < α < β ≤ 1 .

T est continu :
Nous prouverons que l’opérateur T est continu sur Bβ

r0
, où dans Bβ

r0
on considère la

norme induite par ∥ · ∥α, où 0 < α < β ≤ 1.
Pour ce faire, nous réparons x ∈ Bβ

r0
et ε > 0.Supposer que y ∈ Bβ

r0
et ∥x− y∥α ≤ δ,

où δ est un nombre positif tel que δ < ε

2(2K+3Kβ)r0
.

Alors, pour tout t, s ∈ [0, 1] avec t ̸= s,nous avons

|[(T x)(t)− (T y)(t)]− [(T x)(s)− (T y)(s)]|
|t− s|α

=

∣∣∣∣∣∣
[
x(t)

∫ 1

0
k(t, τ)x(r(τ))dτ − y(t)

∫ 1

0
k(t, τ)y(r(τ))dτ

]
|t− s|α

−

[
x(s)

∫ 1

0
k(s, τ)x(r(τ))dτ − y(s)

∫ 1

0
k(s, τ)y(r(τ))dτ

]
|t− s|α

∣∣∣∣∣∣
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Donc

≤

∣∣∣∣∣∣
[
x(t)

∫ 1

0
k(t, τ)x(r(τ))dτ − y(t)

∫ 1

0
k(t, τ)x(r(τ))dτ

]
|t− s|α

+

[
y(t)

∫ 1

0
k(t, τ)x(r(τ))dτ − y(t)

∫ 1

0
k(t, τ)y(r(τ))dτ

]
|t− s|α

−

[
x(s)

∫ 1

0
k(s, τ)x(r(τ))dτ − y(s)

∫ 1

0
k(s, τ)x(r(τ))dτ

]
|t− s|α

−

[
y(s)

∫ 1

0
k(s, τ)x(r(τ))dτ − y(s)

∫ 1

0
k(s, τ)y(r(τ))dτ

]
|t− s|α

∣∣∣∣∣∣
=

1

|t− s|α

∣∣∣∣ (x(t)− y(t))

∫ 1

0

k(t, τ)x(r(τ))dτ + y(t)

∫ 1

0

k(t, τ)(x(r(τ)− y(r(τ))dτ

−(x(s)− y(s))

∫ 1

0

k(s, τ)x(r(τ))dτ −y(s)
∫ 1

0

k(s, τ)(x(r(τ))− y(r(τ)))dτ

∣∣∣∣
C.à.d

≤ 1

|t− s|α

{
|(x(t)− y(t))− (x(s)− y(s))| ·

∣∣∣∣∫ 1

0

k(t, τ)x(r(τ))dτ

∣∣∣∣
+ |x(s)− y(s)| ·

∣∣∣∣∫ 1

0

(k(t, τ)− k(s, τ))x(r(τ))dτ

∣∣∣∣
+ | y(t)

∫ 1

0

k(t, τ)(x(r(τ)− y(r(τ)))dτ

−y(s)
∫ 1

0

k(s, τ)(x(r(τ)− y(r(τ)))dτ |
}

Ainsi

≤|(x(t)− y(t))− (x(s)− y(s))|
|t− s|α

∥x∥∞
∫ 1

0

|k(t, τ)|dτ

+ [|(x(s)− y(s))− (x(0)− y(0))|+ |x(0)− y(0)|]∥x∥∞

×
∫ 1

0

|k(t, τ)− k(s, τ)|
|t− s|α

dτ +
1

|t− s|α

∣∣∣∣y(t)∫ 1

0

k(t, τ)(x(r(τ)− y(r(τ)))dτ

−y(s)
∫ 1

0

k(t, τ)(x(r(τ)− y(r(τ)))dτ

∣∣∣∣
+

1

|t− s|α

∣∣∣∣ y(s)∫ 1

0

k(t, τ)(x(r(τ)− y(r(τ)))dτ

−y(s)
∫ 1

0

k(s, τ)(x(r(τ)− y(r(τ)))dτ

∣∣∣∣
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Donc
≤ K∥x− y∥α∥x∥∞ + sup

p,q∈[0,1]
|(x(p)− y(p))− (x(q)− y(q))|

× ∥x∥∞
∫ 1

0

Kβ|t− s|β

|t− s|α
dτ + |x(0)− y(0)|∥x∥∞

∫ 1

0

Kβ|t− s|β

|t− s|α
dτ

+
|y(s)− x(s)|

|t− s|α

∫ 1

0

|k(t, τ)| |x(r(τ)− y(r(τ))| dτ

+ |y(s)|
∫ 1

0

|k(t, τ)− k(s, τ)|
|t− s|α

|x(r(τ))− y(r(τ))| dτ

Alors
≤ K∥x∥∞∥x− y∥α + ∥x∥∞Kβ|t− s|β−α

× sup
p,q∈[0,1],p ̸=q

{
|(x(p)− y(p))− (x(q)− y(q))|

|p− q|α
|p− q|α

}
+Kβ∥x∥β|t− s|β−α|x(0)− y(0)|

+KHα
y ∥x− y∥∞ + ∥y∥∞∥x− y∥∞

∫ 1

0

Kβ|t− s|β

|t− s|α
dτ

D’où
≤ K∥x∥β∥x− y∥α + 2Kβ∥x∥β∥x− y∥α +K∥y∥α∥x− y∥α
+Kβ∥y∥α∥x− y∥α

Par conséquent

≤ (K∥x∥β + 2Kβ∥x∥β +K∥y∥α +Kβ∥y∥α) ∥x− y∥α

Depuis ∥y∥α ≤ ∥y∥β et x, y ∈ Bβ
r0

, de l’inégalité ci-dessus, nous déduisons que

|[(T x)(t)−(T y)(t)]−[(T x)(s)−(T y)(s)]|
|t−s|α ≤ (2Kr0 + 3Kβr0) ∥x− y∥α

≤ (2Kr0 + 3Kβr0) δ <
ε
2

(3.19)

D’autre part,
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|(T x)(0)− (T y)(0)| =
∣∣∣x(0) ∫ 1

0
k(0, τ)x(r(τ))dτ

−y(0)
∫ 1

0
k(0, τ)y(r(τ))dτ

∣∣∣
≤

∣∣∣x(0) ∫ 1

0
k(0, τ)x(r(τ))dτ

−x(0)
∫ 1

0
k(0, τ)y(r(τ))dτ

∣∣∣
+
∣∣∣x(0) ∫ 1

0
k(0, τ)y(r(τ))dτ

−y(0)
∫ 1

0
k(0, τ)y(r(τ))dτ

∣∣∣
≤

∣∣∣x(0) ∫ 1

0
k(0, τ)(x(r(τ))− y(r(τ)))dτ

∣∣∣
+ | (x(0)− y(0))

∫ 1

0
k(0, τ)y(r(τ))

)
dτ |

≤ K∥x∥∞∥x− y∥∞ +K∥y∥∞∥x− y∥α
≤ K∥x∥β∥x− y∥α +K∥y∥β∥x− y∥α
≤ 2Kr0∥x− y∥α < 2Kr0δ <

ε
2
.

(3.20)

depuis(3.19) et (3.20), il s’ensuit que

∥T x− T y∥ = |(T x)(0)− (T y)(0)|
+sup

{
|((T x)(t)−(T y)(t))−((T x)(s)−(T y)(s))|

|t−s|α : t, s ∈ [0, 1], t ̸= s
}

< ε
2
+ ε

2
= ε

Cela prouve que l’opérateur T est continue au point x ∈ Bδ
r0

pour la norme ∥ · ∥α.

□
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CHAPITRE 4.0

Méthodes de résolution approchée

4.1 Remplacement de l’intégrale par une somme finie

[1]Soit l’équation de Fredholm de seconde espèce

φ(x)− λ

∫ b

a

K(x, t)F (φ(t))dt = f(x), (4.1)

Où K(x, t) et f(x) admettent des dérivées continues d’ordre requis et λ est un nombre donné.
Prenons une formule de quadrature∫ b

a

Φ(x)dx ≈
n∑

k=1

AkΦ(xk) (4.2)

avec x1, x2, ..., xn les abscisses des points de [a, b] et A1, A2, ..., An les coefficients indépendants
de la forme de la fonction Φ(x).
Posons x = xk(k = 1, 2, ..., n) dans l’équation. Il vient

φ(xk)− λ

∫ b

a

K(xk, t)F (φ(t))dt = f(xk) (4.3)

k = 1, 2, ..., n

Moyennant la formule remplaçons l’intégrale de la dernière équation par une somme :

φ(xk)− λ
n∑

m=1

AmK(xk, xm)F (φ(xm)) = f(xk), (4.4)

k = 1, 2, ..., n.

41
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Nous avons obtenu un système de n équations algébriques à n inconnues φ(x1), φ(x2),· · · ,
φ(xn), valeurs approchées de la solution φ(x) aux points de base x1, x2, ..., xn . On peut
prendre pour solution approchée de l’équation (4.1) sur le segment [a, b] la fonction suivante

φ̃(x) = f(x) + λ
n∑

m=1

AmK(x, xm)F (φ(xm)),

dont les valeurs aux points x1, x2, ..., xn sont respectivement φ(x1), φ(x2), · · · , φ(xn).
Voici les valeurs des coefficients Ak et des abscisses xk de(4.4)
1) formule des rectangles :

x1 = a, x2 = a+ h, . . . , xn = a+ (n− 1)h.

A1 = A2 = · · · = An = h, où h =
b− a

n
.

2) formule des trapèzes :

x1 = a, x2 = a+ h, . . . , xn = a+ (n− 1)h.

A1 = An =
h

2
, A2 = A3 = · · · = An−1 = h, où h =

b− a

n− 1
.

3) formule de simpson (n = 2m+ 1) :

x1 = a, x2 = a+ h, . . . , xn = a+ (n− 1)h = b.

A1 = A2m+1 =
h

3
, A2 = A4 = ... = A2m =

4

3
h,

A3 = A5 = · · · = A2m−1 =
2h

3
, où h =

b− a

2m
.

Exemple 4.1.1 [4] Trouver une valeur approchée de la solution de l’équation intégrale

φ(x) = ex − 1

32
(1 + e2)x+

1

8

∫ 1

0

xtφ2(t)dt. (4.5)

La solution exact est φ(x) = ex.

Fixons le segment [0, 1] les points x1 = 0;x2 = 0.5;x3 = 1 et posons x = 0, x = 0.5, x = 1

dans l’équation proposée. Nous obtenons
φ(0) = 1

φ(0.5)− 1
16

∫ 1

0
tφ2(t)dt = e0.5 − 1+e2

64

φ(1)− 1
8

∫ 1

0
tφ2(t)dt = e− 1+e2

32

(4.6)
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Remplaçons, à l’aide de la formule de Simpson par la règle de Quadrature∫ 1

0

Φ(t)dt ≈ Φ(0) + 4Φ(0.5) + Φ(1)

6

chacune des intégrales par une somme finie.
On a pour l’intégrale de la deuxième équation du système (4.6) :

Φ(t) =
t

2
φ2(t)

de sorte que :
Φ(0) = 0, Φ(0.5) =

1

4
φ2(0.5), Φ(1) =

1

2
φ2(1)

Ainsi
0.5

∫ 1

0

tφ2(t)dt ≈ 1

6
φ2(0.5) +

1

12
φ2(1) (4.7)

la fonction à intégrer de la troisième équation est

Φ(t) = tφ2(t)

donc
Φ(0) = 0, Φ(0.5) =

1

2
φ2(0.5), Φ(1) = φ2(1).

et, par conséquent, ∫ 1

0

tφ2(t)dt ≈ 1

3
φ2(0.5) +

1

6
φ2(1) (4.8)

Portons (4.7) et (4.8) dans (4.6), il vient le système non linéaire
φ(0) = 1

φ(0.5)− 1
48
φ2(0.5)− 1

96
φ2(1) = e0.5− 1+e2

64

φ(1)− 1
24
φ2(0.5)− 1

48
φ2(1) = e− 1+e2

32

(4.9)

Résolvons le système non linéaire (4.8) par logiciel MATLAB (voir Annexe A)

φ(0) = 1, φ(0.5) = 1.651804, φ(1) = 2.724447. (4.10)

Prenons pour solution approchée de l’équation (4.5) la fonction

φ̃(x) = ex − 1

32
(1 + e2)x+

1

8

3∑
m=1

Amxxmφ
2(xm).

Où x1 = 0, x2 = 0.5, x3 = 1, A1 =
1
6
, A2 =

2
3
, A3 =

1
6

Ou
φ̃(x) = ex − 1

32
(1 + e2)x+ 0.268323x

= ex + 0.006165x.
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xi Solution exact Solution approchée Erreur

0.1 1 1 0

0.1 1.105170 1.105786 0.000416

0.2 1.2214027 1.222635 0.001233

0.3 1.349858 1.351708 0.001849

0.4 1.491824 1.494290 0.002466

0.5 1.648721 1.658037 0.003082

0.6 1.822118 1.825817 0.003699

0.7 2.013752 2.018068 0.004315

0.8 2.225540 2.230472 0.004932

0.9 2.459603 2.454054 0.005548

1.0 2.718281 2.712116 0.006165

Table 4.1 – Solutions numérique en divers points et erreurs absolues correspondantes de
l’exemple 4.1.1

Exemple 4.1.2 [4] trouver une valeur approchée de la solution de l’équation intégrale

φ(x) = λ

∫ 1

−1

(xt+ x2t2)φ2(t)dt. (4.11)

On peut calcul la solution exacte par la méthode directe et nous obtenons quatre solutions
Nous réécrivons comme suite

φ(x) = λC1x+ λC2x
2. (4.12)

telle que

C1 =

∫ 1

−1

t(λC1t+ λC2t
2)2dt

=

∫ 1

−1

t(λ2C2
1 t

2 + λ2C2
2 t

4 + 2λ2C1C2t
3)dt

=

∫ 1

−1

(λ2C2
1 t

3 + λ2C2
2 t

5 + 2λ2C1C2t
4)dt

C1 =
4

5
λ2C1C2 =⇒

C1 = 0

C2 =
5

4λ2

Et
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C2 =

∫ 1

−1

t2(λ2C2
1 t

2 + λ2C2
2 t

4 + 2λ2C1C2t
3)dt

=

∫ 1

−1

(λ2C2
1 t

4 + λ2C2
2 t

6 + 2λ2C1C2t
5)dt

C2 =
2

5
λ2C2

1 +
2

7
λ2C2

2 .

— Si C1 = 0 =⇒

C2 = 0

C2 =
7

2λ2

— Si C2 =
5

4λ2 =⇒


C1 =

15
√
7

28

C1 = −15
√
7

28
Alors les solutions exactes est :

φ1(x) = 0, φ2 =
1

28λ
(15

√
7x+ 35x2)

φ3(x) = 7
2λ
x2, φ4 = − 1

28λ
(15

√
7x+ 35x2)

Fixons sur le segment [−1; 1] les points x1 = −1, x2 = −0.5, x3 = 0, x4 = 0.5, x5 = 1 et
posons x = −1, x = −0.5, x = 0, x = 0.5, x = 1 dans l’équation proposée. Nous obtenons

φ(−1)− λ
∫ 1

−1
(t2 − t)φ2(t)dt = 0

φ(−0.5)− λ
∫ 1

−1
(0.25t2 − 0.5t)φ2(t)dt = 0

φ(0) = 0

φ(0.5)− λ
∫ 1

−1
(0.25t2 + 0.5t)φ2(t)dt = 0

φ(1)− λ
∫ 1

−1
(t2 + t)φ2(t) = 0

(4.13)

Remplaçons, à l’aide de la formule de trapèzes∫ 1

−1

Φ(t) ≈ Φ(−1) + 2Φ(−0.5) + 2Φ(0) + 2Φ(0.5) + Φ(1)

4

On a pour l’intégrale de la première équation de (4.13) :

Φ(t) = (t2 − t)φ2(t)

de sorte que
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Φ(−1) = 2φ2(−1),

Φ(−0.5) = 0.75φ2(−0.5),

Φ(0) = 0,

Φ(0.5) = −0.25φ2(0.5),

Φ(1) = 0.

Ainsi, ∫ 1

−1

(t2 − t)φ2(t)dt ≈ 0.5φ2(−1) + 0.375φ2(−0.5)− 0.125φ2(0.5). (4.14)

La fonction à intégtrer de la deuxième équation est

Φ(t) = (0.25t2 − 0.5t)φ2(t)

de sorte que 

Φ(−1) = 0.75φ2(−1),

Φ(−0.5) = 0.3125φ2(−0.5),

Φ(0) = 0,

Φ(0.5) = −0.1875φ2(0.5),

Φ(1) = −0.25φ2(1).

Ainsi, ∫ 1

−1
(0.25t2 − 0.5t)φ2(t)dt ≈ 0.1875φ2(−1) + 0.15625φ2(−0.5)

−0.09375φ2(0.5)− 0.0625φ2(1).
(4.15)

La fonction à intégtrer de la quatrième équation est

Φ(t) = (0.25t2 + 0.5t)φ2(t)

de sorte que 

Φ(−1) = −0.25φ2(−1),

Φ(−0.5) = −0.1875φ2(−0.5),

Φ(0) = 0,

Φ(0.5) = 0.3125φ2(0.5),

Φ(1) = 0.75φ2(1).

Ainsi, ∫ 1

−1
(0.25t2 + 0.5t)φ2(t)dt ≈ −0.0625φ2(−1)− 0.09375φ2(−0.5)

+0.15625φ2(0.5) + 0.1875φ2(1).
(4.16)
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La fonction à intégtrer de la cinquième équation est

Φ(t) = (t2 + t)φ2(t)

de sorte que 

Φ(−1) = 0,

Φ(−0.5) = −0.25φ2(−0.5),

Φ(0) = 0,

Φ(0.5) = 0.75φ2(0.5),

Φ(1) = 2φ2(1).

Ainsi, ∫ 1

−1

(t2 + t)φ2(t)dt ≈ −0.125φ2(−0.5) + 0.375φ2(0.5) + 0.5φ2(1). (4.17)

Portons (4.14) , (4.15), (4.16) et (4.17) dans (4.13), il vient le système

φ(−1)− λ(0.5φ2(−1) + 0.375φ2(−0.5)− 0.125φ2(0.5)) = 0

φ(−0.5)− λ(0.1875φ2(−1) + 0.15625φ2(−0.5)

−0.09375φ2(0.5)− 0.0625φ2(1)) = 0

φ(0) = 0

φ(0.5)− λ (−0.0625φ2(−1)− 0.09375φ2(−0.5)

+0.15625φ2(0.5) + 0.1875φ2(1)) = 0

φ(1)− λ(−0.125φ2(−0.5) + 0.375φ2(0.5) + 0.5φ2(1)) = 0

(4.18)



8φ(−1)− 4λφ2(−1)− 3λφ2(−0.5) + λφ2(0.5) = 0

32φ(−0.5)− 6λφ2(−1)− 5λφ2(−0.5) + 3λφ2(0.5) + 2λφ2(1) = 0

φ(0) = 0

32φ(0.5) + 2λφ2(−1) + 3λφ2(−0.5)− 5λφ2(0.5)− 6λφ2(1) = 0

8φ(1) + λφ2(−0.5)− 3λφ2(0.5)− 4λφ2(1) = 0

(4.19)

résolvant le système (4.19) par logiciel MATLAB (voir Annexe B)

φ(−1) φ(−0.5) φ(0) φ(0.5) φ(1)
1.939394

λ
0.484848

λ
0 0.484848

λ
1.939394

λ
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Prenons pour solution approchée de l’équation (4.11) la fonction

φ̃(x) = λ
5∑

m=1

Am(xxm + x2x2m)φ
2(xm)

Où

i 1 2 3 4 5

xi −1 −0.5 0 0.5 1

Ai 0.25 0.5 0.5 0.5 0.25

Ou
φ̃(x) =

1.939392

λ
x2.

Remarque 4.1.3 La solution obtenu n’approche pas la solution exacte.

Exemple 4.1.4 [13] Nous considérons l’équation intégrale non linéaire de Fredholm suivante

y(x) = sin(x) +
1

2
x(cos(1)sin(1)− 1) +

∫ 1

0

xy2(s)ds, (4.20)

avec la solution exacte est y(x) = sin(x). Fixons sur le segment [0; 1] les points x1 = 0,
x2 = 0.25, x3 = 0.5, x4 = 0.75, x5 = 1 et posons x = 0, x = 0.25, x = 0.5, x = 0.75, x = 1

dans l’équation proposée. Nous obtenons

y(0) = 0

y(0.25)−
∫ 1

0
0.25y2(s)ds = sin(0.25) + 1

8
(cos(1)sin(1)− 1)

y(0.5)−
∫ 1

0
0.5y2(s)ds = sin(0.5) + 1

4
(cos(1)sin(1)− 1)

y(0.5)−
∫ 1

0
0.75y2(s)ds = sin(0.75) + 3

8
(cos(1)sin(1)− 1)

y(1)−
∫ 1

0
y2(s)ds = sin(1) + 1

2
(cos(1)sin(1)− 1)

(4.21)

Remplaçons, à l’aide de la formule de trapèzes∫ 1

0

Φ(s)ds ≈ Φ(0) + 2Φ(0.25) + 2Φ(0.5) + 2Φ(0.25) + Φ(1)

8

On a pour l’intégrale de la deuxième équation de (4.21) :

Φ(s) = 0.25y2(s)
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de sorte que 

Φ(0) = 0,

Φ(0.25) = 0.25y2(0.25)

Φ(0.5) = 0.25y2(0.5),

Φ(0.75) = 0.25y2(0.75),

Φ(1) = 0.25y2(1).

Ainsi,∫ 1

0

0.25y2(s)ds ≈ 0.0625y2(0.25) + 0.0625y2(0.5) + 0.0625y2(0.75) + 0.03125y2(1). (4.22)

La fonction à intégtrer de la troisième équation est

Φ(s) = 0.5y2(s)

de sorte que 

Φ(0) = 0,

Φ(0.25) = 0.5y2(0.25),

Φ(0.5) = 0.5y2(0.5),

Φ(0.75) = 0.5y2(0.75),

Φ(1) = 0.5y2(1).

Ainsi,∫ 1

0
0.5y2(s)ds ≈ 0.125y2(0.25) + 0.125y2(0.5) + 0.125y2(0.75) + 0.0625y2(1). (4.23)

La fonction à intégtrer de la quatrième équation est

Φ(s) = 0.75y2(s)

de sorte que 

Φ(0) = −0,

Φ(0.25) = 0.75y2(0.25),

Φ(0.5) = 0.75y2(0.5),

Φ(0.75) = 0.75y2(0.75),

Φ(1) = 0.75y2(1).
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Ainsi,∫ 1

0
0.75y2(s)ds ≈ 0.1875y2(0.25) + 0.1875y2(0.5) + 0.1875y2(0.75) + 0.09357y2(1).

(4.24)
La fonction à intégtrer de la cinquième équation est

Φ(s) = y2(s)

de sorte que 

Φ(0) = 0,

Φ(0.25) = y2(0.25),

Φ(0.5) = y2(0.5),

Φ(0.75) = y2(0.75),

Φ(1) = y2(1).

Ainsi, ∫ 1

0

y2(s)ds ≈ 0.25y2(0.25) + 0.25y2(0.5) + 0.25y2(0.75) + 0.125y2(1). (4.25)

Portons (4.22) , (4.23), (4.24) et (4.25) dans (4.21), il vient le système

y(0) = 0

y(0.25)− 0.0625y2(0.25)− 0.0625y2(0.5)

−0.0625y2(0.75)− 0.03125y2(1) = sin(0.25) + 1
8
(cos(1)sin(1)− 1)

y(0.5)− 0.125y2(0.25)− 0.125y2(0.5)

−0.125y2(0.75)− 0.0625y2(1) = sin(0.5) + 1
4
(cos(1)sin(1)− 1)

y(0.75)− 0.1875y2(0.25)− 0.1875y2(0.5)

−0.1875y2(0.75)− 0.09375y2(1) = sin(0.75) + 3
8
(cos(1)sin(1)− 1)

y(1)− 0.25y2(0.25)− 0.25y2(0.5)

−0.25y2(0.75)− 0.125y2(1) = sin(1) + 1
2
(cos(1)sin(1)− 1)

(4.26)
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4.1. REMPLACEMENT DE L’INTÉGRALE PAR UNE SOMME FINIE



y(0) = 0

32y(0.25)− 2y2(0.25)− 2y2(0.5)

−2y2(0.75)− y2(1) = 32 sin(0.25) + 4(cos(1)sin(1)− 1)

16y(0.5)− 2y2(0.25)− 2y2(0.5)

−2y2(0.75)− 1y2(1) = 16 sin(0.5) + 4(cos(1)sin(1)− 1)

32y(0.75)− 6y2(0.25)− 6y2(0.5);

−6y2(0.75)− 3y2(1) = 32 sin(0.75) + 12(cos(1)sin(1)− 1)

8y(1)− 2y2(0.25)− 2y2(0.5)

−2y2(0.75)− 1y2(1) = 8 sin(1) + 4(cos(1)sin(1)− 1)

(4.27)

résolvant le système (4.27) par logiciel MATLAB (voir Annexe C)

y(0) y(0.25) y(0.5) y(0.75) y(1)

0 0.250542 0.485701 0.691052 0.854021

Prenons pour solution approchée de l’équation (4.20) la fonction

ỹ(x) = sin(x) +
1

2
x(cos(1)sin(1)− 1) +

5∑
m=1

Amxy
2(xm)

Où

i 1 2 3 4 5

xi 0 0.25 0.5 0.75 1

Ai 0.125 0.25 0.25 0.25 0.125

Ou
ỹ(x) = sin(x)− 0.206057x.

Conclusion 4.1.5 La solution obtenu approche la solution exacte.
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Conclusion

Dans ce travail, on présente des équations intégrales non linéaires avesc des méthodes
de résolution directes. Ensuite on étudie quelques théorèmes d’existence et d’unicité dans
quelques espaces fonctionnels, comme les espaces de Hölder.
Ensuite, on présente une méthode de résolution approchée, qui consiste à remplaçer l’intégrale
par une somme finie par la formule de quadrature, ce qui conduit à un système algébrique
non linéaire. On résoud le système obtenu à l’aide de la méthode de Newton.
la méthode de quadrature constitue une approche efficace et adaptable pour la résolution
numérique des équations intégrales non linéaires. Elle nécessite cependant une attention par-
ticulière à la sélection des points de quadrature et à l’analyse de la convergence pour garantir
des résultats précis et fiables.
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Annexes

Annexe A

% Définition des équations du système non linéaire

F = @(x) [x(1)− 0.0208 ∗ x(1)2 − 0.0104 ∗ x(2)2 − 1.3865;

x(2)− 0.25 ∗ x(1)2 − 0.0204 ∗ x(2)2 − 2.4561];

% Définition de la jacobienne du système non linéaire

J = @(x) [1− 0.0416 ∗ x(1)− 0.0208 ∗ x(2);

−0.5 ∗ x(1)1− 0.0408 ∗ x(2)];

% Initialisation de la solution
x0 = [1; 1];

% Nombre d’itérations maximales
max− iter = 100;

% Tolerance pour la convergence
tol = 1e− 6;

% Itérations de la méthode de Newton
fori = 1 : max− iter

% Évaluation de la fonction F et de la jacobienne J

f = F (x0);

j = J(x0);

% Calcul de la direction de descente
y = −j/f ;

% Mise à jour de la solution
x0 = x0 + y;

% Vérification de la convergence
if norm(f) < tol break ; end end

% Affichage de la solution
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Annexe B

% Définition des équations du système non linéaire

F = @(x, lambda) [8 ∗ x(1)− 4 ∗ lambda ∗ x(1)2 − 3 ∗ lambda ∗ x(2)2 + lambda ∗ x(3)2;

32 ∗ x(2)− 6 ∗ lambda ∗ x(1)2 − 5 ∗ lambda ∗ x(2)2 + 3 ∗ lambda ∗ x(3)2 + 2 ∗ lambda ∗ x(4)2;

32 ∗ x(3) + 2 ∗ lambda ∗ x(1)2 + 3 ∗ lambda ∗ x(2)2 − 5 ∗ lambda ∗ x(3)2 − 6 ∗ lambda ∗ x(4)2;

8 ∗ x(4) + lambda ∗ x(2)2 − 3 ∗ lambda ∗ x(3)2 − 4 ∗ lambda ∗ x(4)2];

% Définition de la jacobienne du système non linéaire

J = @(x, lambda) [8− 8 ∗ lambda ∗ x(1),−6 ∗ lambda ∗ x(2),+2 ∗ lambda ∗ x(3), 0;

−12 ∗ lambda ∗ x(1), 32− 10 ∗ lambda ∗ x(2),+6 ∗ lambda ∗ x(3),+4 ∗ lambda ∗ x(4);

2 ∗ lambda ∗ x(1),−10 ∗ lambda ∗ x(2), 32− 10 ∗ lambda ∗ x(3),−12 ∗ lambda ∗ x(4);

0, lambda ∗ x(2),−6 ∗ lambda ∗ x(3), 8− 8 ∗ lambda ∗ x(4)];

% Valeur de lambda lambda=1
% Initialisation de la solution x0 = [1.25 ; 0.5 ; 0.5 ; 1.25] ;
% Nombre d’itérations maximales max−iter = 100;

% Tolerance pour la convergence tol = 1e-6 ;
% Itérations de la méthode de Newton

for i = 1 : max−iter

% Évaluation de la fonction F et de la jacobienne J

f = F (x0, lambda);

j = J(x0, lambda);

% Calcul de la direction de descente
y = −j/f ;

% Mise à jour de la solution
x0 = x0 + y;

% Vérification de la convergence
if norm(f) < tol break ; end end

% Affichage de la solution

Annexe C

% Définition du système non linéaire

F = @(y) [32 ∗ y(1)− 2 ∗ y(1)2 − 2 ∗ y(2)2 − 2 ∗ y(3)2 − y(4)2 − 32 ∗ sin(0.25)− 4 ∗ (cos(1) ∗ sin(1)− 1);

16 ∗ y(2)− 2 ∗ y(1)2 − 2 ∗ y(2)2 − 2 ∗ y(3)2 − y(4)2 − 16 ∗ sin(0.5)− 4 ∗ (cos(1) ∗ sin(1)− 1);

32 ∗ y(3)− 6 ∗ y(1)2 − 6 ∗ y(2)2 − 6 ∗ y(3)2 − 3 ∗ y(4)2 − 32 ∗ sin(0.75)− 12 ∗ (cos(1) ∗ sin(1)− 1);

8 ∗ y(4)− 2 ∗ y(1)2 − 2 ∗ y(2)2 − 2 ∗ y(3)2 − y(4)2 − 8 ∗ sin(1)− 4 ∗ (cos(1) ∗ sin(1)− 1)];
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% Définition de la matrice jacobienne

J = @(y) [32− 4 ∗ y(1),−4 ∗ y(2),−4 ∗ y(3),−2 ∗ y(4);

−4 ∗ y(1), 16− 4 ∗ y(2),−4 ∗ y(3),−2 ∗ y(4);

−6 ∗ y(1),−6 ∗ y(2), 32− 12 ∗ y(3),−6 ∗ y(4);

−2 ∗ y(1),−2 ∗ y(2),−2 ∗ y(3), 8− 2 ∗ y(4)];

% Valeur initiale de y
y0 = [0.004 ; 0.008 ;0.01 ; 0.015] ;

% Tolérance et nombre maximum d’itérations
tol = 1e-6 ;
max−iter = 100 ;

% Méthode de Newton
y = y0 ; for i = 1 :max−iter

Fy = F(y) ;
Jy = J(y) ;
z = -Jy / Fy ;
y = y + z ;
if norm(z) < tol
break
end
y = y ; end

% Affichage du résultat
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