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RESUME

Notre travail dans cette theése porte sur I’étude de la domination localisatrice dans les
graphes. Soit G = (V, E) un graphe simple, ou V est I’ensemble des sommets et F
est I’ensemble des arétes. Un sous-ensemble S de V est dit ensemble dominant de
G si tout sommet de V' — S est adjacent & au moins un sommet de S. Si, de plus,
pour toute paire de sommets u et v dans V' — S, les ensembles N (u) N S et N (v) NS
sont distincts, alors S est appelé ensemble dominant localisateur de G. Nous notons
par v, (G) (respectivement, I';, (G)) le cardinal minimum (respectivement, maximum)
d’un ensemble dominant localisateur (respectivement, dominant localisateur minimal)
de G.

La contraction d’une aréte uv dans un graphe G consiste a supprimer les sommets
u et v de G en les remplagant par un nouveau sommet noté par uv, et en attachant
uv & tous les sommets qui sont adjacents & u ou v dans GG. Le graphe obtenu & partir
de G en contractant ’aréte uv est noté par G,,. Un graphe G est dit v, -point-critique
si v, (Guww) < 7y, (G) pour toute aréte uv dans E. Etant donné un entier £ > 0, un
graphe GG est défini comme étant k-7, -point-critique si v, (G) = k et G est un graphe
v -point-critique.

Notre contribution dans cette thése est divisée en deux parties distinctes. Dans
la premiére partie, nous caractérisons tous les graphes connexes 3-7;-point-critiques.
Dans la deuxiéme partie, notre attention est portée sur le nombre de domination lo-
calisatrice supérieur en donnant quelques résultats intermédiaires avant de caractériser

tous les graphes connexes d’ordre n > 4 tels que I'p (G) =n — 2.



ABSTRACT

In this thesis, our work focuses on the study of locating-domination in graphs. Let
G = (V, E) be a simple graph, where V' is the set of vertices and F is the set of edges.
A subset S of V' is said to be a dominating set of GG if every vertex in V' — S is adjacent
to at least one vertex in S. If, moreover, for every pair of vertices v and v in V — §,
the sets N (u) NS and N (v) N S are distinct, then S is called a locating-dominating
set of G. The locating-domination number (the upper locating-domination number,
respectively), denoted v, (G) (I'z (G), respectively) is the minimum (maximum, re-
spectively) cardinality of a locating-dominating set (minimal locating-dominating set,
respectively) of G.

The contraction of an edge uv of a graph G consists in removing the vertices u
and v from G and replacing them with a new vertex denoted by v, and attaching
uv to all vertices that are adjacent to w or v in G. The graph obtained from G by
contracting the edge wv is denoted by G,,. A graph G is said to be ~y,-dot-critical if
Y (Gupw) < 7. (G) for any edge uv in E. Given an integer k > 0, a graph G is defined
to be k- -dot-critical if v, (G) = k and G is a vy, -dot-critical graph.

This thesis is structured in two distinct parts. In the first part, we characterize
all connected 3-7;-dot-critical graphs. In the second part, our attention is directed
towards the upper locating-domination number, giving some intermediate results before

characterizing all connected graphs of order n > 4 such that I'y (G) =n — 2.
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INTRODUCTION

La théorie des graphes, apparue vraissemblablement au XVIlle siecle, est une branche
des mathématiques qui s’intéresse & modéliser et a résoudre des problémes réels issus
de différents domaines de la vie courante, tels que les réseaux de transport, de com-
munication, d’informatique et d’autres domaines tels que la chimie, la biologie et les
sciences sociales. Cette discipline a connu un essor considérable qui a fait apparaitre
plusieurs thémes de recherche, notamment la domination qui constitue le champs de
recherche de notre thése. L’origine de la domination remonte a 1'Inde du 16éme siecle,
mais n’a connu sa véritable expansion qu’a compter des années soixante. D’abord avec
les travaux de Berge [2] en 1958, le concept du nombre de domination a été defini sous
I'appelation "coefficient de stabilité externe", puis grace aux travaux de Ore [81] en
1962, ou les termes "ensemble dominant" et "nombre de domination" ont été utilisé
pour la premiére fois. En 1977, Cockayne et Hedetniemi [26] ont publié un article dans
lequel ils ont regroupé tous les travaux effectués et les résultats obtenus sur le concept
de la domination, et ont donné une nouvelle notation au nombre de domination. Dans
la littérature plusieurs définitions de la domination ont été avancées, nous citons ici
celle que nous jugeons la plus utilisée. Un sous-ensemble D de sommets dans un graphe
G est dit dominant de GG si tout sommet de GG est ou bien dans D ou bien adjacent &
un sommet de D. Le nombre de domination du graphe G, noté v (G), est le cardinal
minimum d’un ensemble dominant de G.

Grace a sa capacité de traiter diverses problémes théoriques et pratiques, la domi-
nation est devenue un théme central de la théorie des graphes. En effet, au cours de ces
derniéres décennies, le nombre de travaux réalisés sur ce concept a été fortement mul-
tiplié. Dans ce context, de nouveaux concepts liés a la domination ont été developpés
donnant naissance & de nouveaux parametres de la domination tels que les nombres de
la domination totale, de la k-domination, de la domination double et de la domination
localisatrice qui fera I’objet de notre étude dans cette thése. Pour plus de détails sur la
domination et ses variantes dans les graphes, le lecteur peut se reporter aux ouvrages
de Haynes et al. [52, 53, 54, 55, 56].

L’objectif de cette thése est d’étudier certains aspects de la domination localisatrice,
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une variante de la domination introduite et définie par Slater [89, 90] en 1987. Un
ensemble dominant D de sommets dans un graphe G est dit dominant localisateur de
G si chaque deux sommets distincts en dehors de D ont des voisins distincts dans D.
Le nombre de domination localisatrice inférieur, noté v, (G), est le cardinal minimum
d’un dominant localisateur de G, et le nombre de domination localisatrice supérieur,
noté¢ I'z, (G), est le cardinal maximum d’un dominant localisateur minimal de G. Ce
théme a suscité 'intérét de nombreux chercheurs conduisant & une multitude d’articles
qui présentent plusieurs invariants de la domination localisatrice obtenus en rajoutant
des conditions au graphe considéré. Pour de plus amples détails sur le sujet, voir

8, 21, 41, 77, 79, 87].

Ce manuscrit est présenté comme suit :

Chapitre 1 : Définitions de base et notations

Ce chapitre est consacré aux définitions et concepts de base relatifs & la théorie des
graphes dont on aura besoin le long de ce travail. Les termes spécifiques & un chapitre

seront définis & 'intérieur du chapitre en question.

Chapitre 2 : Etat de I’art sur la domination localisatrice

Dans ce chapitre, nous présentons les derniers développements concernant la dom-
ination localisatrice en fournissant un apergu de ’état actuel de la recherche. En effet,
dans la premiére partie, nous exposons quelques principaux résultats sur le nombre de
domination localisatrice inférieur. Ensuite ceux concernant le nombre de domination
localisatrice supérieur I';, (G), ot nous allons présenter des bornes supérieures ainsi que
des valeurs exactes pour ce paramétre dans des classes particulieres de graphes telles
que les arbres et les cycles. Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, nous récapitulons
les résultats obtenus sur les graphes dits u(G)-critiques ou p € {7,v.,7:} . Il s’agit de
graphes pour lesquels toute modification, telle que la suppression d’'un sommet quel-
conque, 'ajout, la suppression ou la contraction d’une aréte quelconque a un impact
sur pu(G).

Chapitre 3 : Domination localisatrice dans les graphes

Ce chapitre marque le début de notre premiére contribution sur les graphes ~,-
point-critiques. Nous commencons d’abord par établir des définitions et observations
fondamentales, ainsi que des résultats qui seront utilisés dans cette partie de notre

travail. Nous caractérisons par la suite les graphes 3-7;-point-critiques.
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Chapitre 4 : Nombre de domination localisatrice supérieur
Ce dernier chapitre est dédié a notre deuxiéme contribution. En effet, aprés avoir
donné quelques notations et définitions utiles, nous caractérisons les graphes d’ordre

n > 4 pour lesquels 'y (G) =n — 2.

Nous terminons cette thése par une conclusion et quelques perspectives pour les

travaux futurs dans ce domaine de recherche.
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CHAPITRE 1

NOTIONS DE BASE ET NOTATIONS SUR LES GRAPHES

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous introduisons les notions et terminologie
utilisées dans I’ensemble de ce document. Nous rappelons d’abord quelques définitions
de base de la théorie des graphes ensuite nous citons quelques invariants de graphes liés
a notre théme. Ces définitions peuvent étre vu de facon bien détaillée en se référant
aux ouvrages de C. Berge [2], U. Murty [11] et R. Diestel [34]. Dans la deuxiéme partie,
nous abordons le théme de la domination, incluant une bréve rétrospective de I’histoire
de la domination et de quelques-unes de ses variantes. Dans la troisieme partie, nous
nous focalisons sur la domination localisatrice et fournissons une description succincte
de ce sujet ainsi que de certains de ses domaines d’application. Enfin, dans la derniére

partie, nous examinons la notion de graphes p-point-critiques.

1.1 Définitions de base et notations
1.1.1 Graphes et sous-graphes

Un graphe G est la donnée d’'un couple (V, E) ou V est un ensemble fini non vide dit
ensemble de sommets et E est 'ensemble des paires de sommets appelées arétes. Le
nombre des sommets de GG, appelé ordre de GG, est noté par n et le nombre des arétes
de G, appelé taille de GG, est noté par m. Une aréte dans GG reliant deux sommets u et
v est généralement notée par uv. Dans ce cas, les sommets u et v sont dits adjacents
(ou woisins) et sont appelés les extrémités de 'aréte uv. Si e désigne 1'aréte uv, alors
on dit que e est incidente aux sommets u et v. Par ailleurs, e est dite boucle si ses deux
extrémités sont confondues (c’est a dire u = v), et elle est dite multiple s’il existe au
moins une aréte € # e telle que e et € ont les mémes extrémités. Un graphe avec un
unique sommet et aucune aréte est dit trivial et un graphe sans boucles et sans arétes
multiples est dit graphe simple. Il est & noter que tous les graphes considérés dans

cette thése sont non orientés simples et finis.
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Deux graphes G et H sont dits isomorphes s’il existe une bijection f de ’ensemble
des sommets de G sur ’ensemble des sommets de H telle que pour tous sommets u et
v de G, u et v sont adjacents dans G si et seulement si f(u) et f(v) sont adjacents dans
H. En d’autres termes, la fonction f est une correspondance entre les sommets de G et
ceux de H qui préserve les relations d’adjacence entre les sommets. Plus formellement,
on écrit:

Vu,v € V(G), w € E(G) & f(u)f(v) € E(H).

Un sous-graphe d’un graphe G est un graphe qui peut étre obtenu en supprimant
certains sommets et certaines arétes de G. Plus formellement, un graphe H = (Vy, Ex)
est un sous-graphe de G = (V, E) si Vg C V et Ey C E. Un sous-graphe induit de G
est un sous-graphe qui est obtenu en sélectionnant un sous-ensemble de sommets de G
et toutes les arétes qui relient ces sommets dans G. Plus précisément, si G = (V) F)
est un graphe et A C V est un sous-ensemble de sommets, le sous-graphe induit par
A, noté G[A], est le graphe (A, F4) tel que E4 = {uv € E : u,v € A}. Un graphe H
est appelé graphe partiel de G si V (H) =V (G) et E(H) C E(G). Un graphe G est

dit H-libre s’il ne contient pas de sous-graphe induit isomorphe a H.

1.1.2 Voisinages et degrés

Soit G = (V, E), pour un sommet v de G, le voisinage ouvert de v est défini par
I'ensemble Ng(v) = {u € V(G) : uwv € E}, le voisinage fermé de v est désigné par
Nglv] = Ng(v) U {v}. Etant donné un sous-ensemble S C V| les ensembles Ng(S) =
Upes Na(v) et Ng[S] = Na(S) U S désignent respectivement le voisinage ouvert et
fermé de S.

Le degré d'un sommet v de G, noté dg (v), est le nombre d’arétes incidentes a v.
Un sommet isolé est un sommet de degré 0, un sommet pendant appelé aussi feuille
est un sommet de degré 1 et un sommet universel est un sommet de degré n — 1. Les
parameétres A (G) et ¢ (G) désignent respectivement les degrés maximum et minimum
de G.

Le voisin d’'un sommet pendant est dit sommet support et une aréte incidente a
un sommet pendant est dite aréte pendante. Les ensembles des sommets supports
et des sommets pendants de G sont respectivement désignés par S (G) et L (G) avec

|L(G)| =1(G) et |S(G)| = s(G). L’ensemble des sommets pendants adjacents a un
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sommet support v est noté par L, (G). Si |L, (G)| > 1, alors v sera dit support fort.
S’il n’y a pas d’ambiguité, nous utilisons simplement [, s et L, au lieu de [ (G), s (G)

et L, (G).

1.1.3 Chaine et cycle

Dans un graphe G = (V, E), une chaine P est définie comme étant une séquence finie
de sommets, notée uq, us, ...., uy telle que pour tout entier ¢ compris entre 1 et k — 1,
uuir1 € E. La longueur de la chaine P est déterminée par le nombre de ses arétes.
Les sommets u; et u, sont appelés respectivement 'extrémité initiale et finale de la
chaine P. Une chaine est dite simple si elle ne passe pas deux fois par la méme aréte, et
élémentaire si elle ne passe pas deux fois par le méme sommet. Une corde est définie
comme étant une aréte qui relie deux sommets non consécutifs dans une chaine. Une
chaine élémentaire sans corde induite par n sommets est notée P,.

Un cycle dans un graphe G correspond a une chaine dont les extrémités initiale et
finale sont confondues. Un cycle élémentaire induit par n sommets est noté par C,.
Un graphe qui ne contient qu'un seul cycle est appelé unicycle, tandis qu’un graphe

qui n’a pas de cycle est appelé acyclique.

1.1.4 Maille, excentricité et diamétre

La maille d’un graphe G, notée par g (G) est la longueur du plus petit cycle dans G. La
distance entre deux sommets u et v d’un graphe G, notée dg(u,v) est la longueur de
la plus courte chaine entre u et v. L’excentricité d’'un sommet v dans un graphe G =
(V,E) est exc(v) = max {d (v,w) : w € V}. Le diamétre du graphe G est diam(G) =

Iir}lea‘;{{exc (v) : veV}

1.1.5 Graphes particuliers

Un graphe G est dit conneze si pour chaque paire de sommets distincts u et v de G,
il existe une chaine joignant u a v. Une composante connexe de G est un sous-graphe
connexe maximal de G. Un sommet d’articulation est un sommet tel que sa suppression
augmente le nombre de composantes connexes du graphe. Un isthme est une aréte e

de G telle que GG — e contient plus de composantes connexes que G.
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Le graphe complémentaire d’un graphe G, noté G, est un graphe défini sur le méme
ensemble de sommets que G, c’est a dire V(G) = V(G). 1l est construit en ajoutant
une aréte entre deux sommets seulement si aucune aréte ne relie ces deux sommets
dans G. En d’autres termes, les arétes du graphe complémentaire consistent en toutes
les arétes qui ne sont pas présentes dans G.

Un graphe complet d’ordre n, noté K, est un graphe simple ol chaque sommet est
de degré n — 1.

Un graphe régulier est un graphe ou tous les sommets ont le méme degré. Un
graphe G est dit d-régulier si G est régulier tel que le degré de chaque sommet de G
est égal & d. En particulier, si d = 3, alors GG est appelé aussi graphe cubique.

Un graphe multiparti est un graphe dont ’ensemble de ses sommets peut étre par-
titionné en £ sous ensembles disjoints Vi, V,,...., V). de sorte que chaque aréte relie une
paire de sommets qui appartient & deux ensembles différents. Pour & = 2, G est dit
graphe biparti. Un graphe biparti complet est un graphe biparti d’ensemble de sommets
V1 U Vs tel que tous les sommets de V7 sont reliés a tous les sommets de V5. Si [Vi| =p
et |Va| = g, alors le graphe biparti complet sera noté K, ,.

Un arbre est un graphe connexe sans cycles ayant exactement n — 1 arétes. Une
étoile d’ordre ¢ > 1 est le graphe biparti complet K, , et une étoile subdivisée, notée
SS, (p > 1), est un arbre qui est obtenu & partir d’une étoile en subdivisant chaque
aréte exactement une fois. Une étoile double, notée S,, (p > 1 et ¢ > 1) est un arbre
T qui contient exactement deux sommets supports adjacents, I'un ayant p feuilles et
Iautre ¢ feuilles.

La couronne d’un graphe G, noté G o K; (ou cor (G)), est un graphe obtenu par
une copie de G ou chaque sommet de GG est attaché a un nouveau sommet. Ainsi
V(G oK) =2 [V(G)| et [B(Go K))| = [B(G)| + [V(G)].

Un bloc dans un graphe est un sous-graphe connexe maximal qui ne contient pas
de sommets d’articulation. Un graphe bloc est un graphe dont tous les blocs sont des
sous-graphes complets. Un graphe cactus est un graphe ot chaque aréte appartient a

au plus un cycle.
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1.1.6 Quelques invariants de graphes

Une clique dans un graphe G est un sous-ensemble A de sommets de G tel que chaque
paire de sommets distincts dans A est reliée par une aréte dans G. Le nombre de
sommets de la clique est appelé taille de la clique. Une clique de taille maximum est
dite clique maxzimum. Le cardinal d’une clique maximum dans G est noté par w(G).

Un ensemble indépendant (appelé aussi stable) d'un graphe G est un sous-ensemble
de sommets qui ne sont pas reliés entre eux par une aréte. La taille d'un stable est égale
au nombre de ses sommets. Un stable de G est maximum s’il est de taille maximale
dans G. Le cardinal d’un stable maximum de G est appelé le nombre de stabilité de G
et est noté [,(G).

Un couplage dans un graphe G = (V, E') est un sous ensemble M d’arétes de E qui
sont deux a deux non-adjacentes. Si, de plus tout sommet de V' est extrémité d’une
aréte de M alors M est dit couplage parfait.

Un transversal dans un graphe G = (V, E') est un ensemble 7" C V' de sommets tel
que toutes les arétes de G ont au moins une extrémité dans 7'

Une coloration propre d’'un graphe G = (V, E) est une application de V' dans N
telle que si deux sommets = et y sont adjacents, alors leurs couleurs correspondantes
sont différentes. Ainsi, une classe de couleur i est un stable de V' coloré avec la méme
couleur 7.

Le nombre chromatique, noté x(G) est le plus petit entier k tel que G posséde une

coloration propre utilsant k couleurs.

1.2 Domination dans les graphes

L’idée de la domination dans les graphes provient des jeux des échecs, remontant &
I'Inde [61] du XVlIe siecle. En 1862, De Jaenish [31] avait posé le probléme de trouver
le nombre minimum de reines a placer sur un échiquier de telle sorte a ce que toutes
les cases de l’echiquier n X n soient couvertes ou dominées par 1'une des reines. Par
exemple, le nombre minimum de reines pour couvrir un échiquier 8 x 8 est 5, mais le
probléme du nombre minimum de reines a été résolu jusqu’a n = 31, ol ce nombre est
égal a 17.

En 1958, Claude Berge [2] a été le premier & introduire le nombre de domination
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d’un graphe orienté sous le nom de "coefficient de stabilité externe". Deux ans plus
tard, Ore [81] a utilisé pour la premiére fois les termes "ensemble dominant","nombre
de domination" dans son livre "Graph Theory" en désignant le nombre de domination
par d(G). En 1977, Cockayne et Hedetniemi [26] ont publi¢ un article remarquable
sur la domination, qui a regroupé tous les travaux de recherche sur ce sujet, ils ont
été les premiers a désigner le nombre de domination par v (G), une notation qui est
restée inchangée jusqu’a aujourd’hui. Les résultats obtenus dans cet article ont stimulé
les chercheurs & explorer en profondeur le concept de la domination en raison de son
intéret théorique et pratique. Depuis nouveaux parameétres de domination ont vu le jour
en rajoutant des propriétés supplémentaires au graphe concerné. Parmi les ouvrages
consacrés a cette notion figurent ceux de Haynes, Hedetniemi et Slater [52, 53] et les

plus récents sont de Haynes, Hedetniemi et Henning [54, 55, 56].

1.2.1 Définitions

Le probléme du nombre minimum de reines dans un échiquier n X n est modélisé par le
graphe G = (V, E') appelé aussi "Graphe des reines", ot un sommet v € V' représente
une case de 1’échiquier, et uv est une aréte de E (G) si la reine se déplace de la case u
vers la case v. Un tel probléme est résolu par la détermination d’un ensemble dominant

minimum dans le graphe G.

Rappelons qu’un sous ensemble A de V est dit ensemble dominant minimal s’il

n’existe pas d’ensemble dominant B tel que B C A.

Définition 1.1. Soit un graphe G = (V, E). Un sous ensemble de sommets S de V' est
dit dominant de G si tout sommet v de V — S est adjacent a au moins un sommet de
S. Le cardinal minimum (respectivement, mazximum) d’un ensemble dominant minimal
de G, noté ~v(G) (respectivement, I (G) ), est appelé le nombre de domination inférieur

(respectivement, supérieur) de G.

Pour simplifier, on peut omettre le terme "inférieur" et on dira le nombre de domi-

nation. Un ensemble dominant de G de cardinalité  (G) est appelé un v(G)-ensemble.

Le nombre de domination du graphe de la Figure 1.1 est égal & deux. Les sommets

en gras représentent un v (G)-ensemble.
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FIGURE 1.1. Un graphe G tel que y(G) = 2.

1.2.2 Quelques paramétres de domination

La diversité des applications de la domination dans les graphes a nécessité une évo-
lution constante de son étude. Dans de nombreuses situations, la notion simple de
la domination ne suffit pas pour fournir une représentation compléte du probléme.
Dans ce sens, d’autres paramétres de domination ont été définis en ajoutant des con-
ditions supplémentaires qui peuvent étre internes ou externes a l’ensemble dominant.
En conséquence, plusieurs variantes de la domination ont vu le jour, en voici quelques
exemples.

Domination stable: Un sous ensemble S de V est dit dominant stable de G
st S est un dominant et le sous graphe induit par S ne contient pas d’aréte. Le
cardinal minimum (respectivement, maximum) d’un stable maximal de G, noté i(G)
(respectivement, B, (G)), est appelé le nombre de domination stable (respectivement, le
nombre de stabilité) de G.

L’idée d’indépendance est apparue avant celle de la domination. Ce concept a été
introduit par Cockayne et Hedetniemi [27].

Domination totale: Un sous ensemble S de V' est dit dominant total de G st
S est un dominant et le sous graphe induit par S ne contient pas de sommet isolé.
Le cardinal minimum d’un dominant total de G, noté v,(G), est appelé le nombre de
domination totale de G.

La domination totale a été introduite par Cockayne, Dawes et Hedetniemi [25].

Pour une vue plus détaillée sur ces deux derniéres variantes de la domination, le
lecteur peut consulter le livre de Haynes et al. [56].

k-domination: Un sous ensemble S de V' est dit k-dominant de G pour un entier
k > 1, si tout sommet de V — S est adjacent o au moins k sommets de S. Le nombre
de k-domination, noté par v, (G), est le cardinal minimum d’un k-dominant de G.

La k-domination a été introduite par Fink et Jacobson [42]. Pour plus de détails,
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nous référons le lecteur au livre [54], chapter book des auteurs Hansberg et Volkmann.

Domination paire (couplée): Un sous ensemble S de V est dit dominant pair
(couplé) de G si S est un dominant et le sous graphe induit par S contient un couplage
parfait. Le cardinal minimum d’un dominant pair de G, noté v,.(G), est appelé le
nombre de domination paire de G.

La domination paire a été introduite par Haynes et Slater [57].

Domination double: Un sous ensemble S de V' est dit dominant double de G st
tout sommet de V satisfait la condition suivante: Si x € V — S, alors x a au moins
deux voisins dans S et si x € S alors x a au moins un voisin dans S. Le nombre de
domination double, noté par v, (G), est la taille minimale d’un ensemble dominant
double de G.

La domination double a été introduite par Harary et Haynes [51]. A voir aussi la
référence [54].

Dans la section suivante, nous allons définir un autre type de domination, appelé

domination localisatrice, qui est ’objet de notre étude dans cette these.

1.3 Domination localisatrice

Le concept de la domination localisatrice a été défini et introduit par Slater [89] en 1987.
La motivation qui I’animait était de résoudre le probléme de la mise en place d’appareils
de surveillance dans un systéme donné de facon & pouvoir détecter la présence d’'un
incendie ou d’un intrus, qu’il s’agisse d’'un voleur, d’un saboteur etc ...., ou d’un
processeur défectueux dans le cas d’un systéme de multiprocesseurs. L’ensemble des
appareils installés pour détecter tout dysfonctionnement dans le systéme, représente un
ensemble dominant, tandis qu’une localisation précise et unique exige que cet ensemble
soit un localisateur. L’octroi de ces appareils peut s’avérer onéreux, d’oul la nécéssité
de réduire leur nombre pour minimiser le cotit d’achat et les frais d’installation. Cette
installation peut-étre modélisée par un graphe ol un sommet représente une piece,
un hall, un escalier, etc...., et chaque aréte peut relier deux emplacements qui sont
adjacents. L’ensemble dominant localisateur représente ’ensemble d’appareils indis-
pensables pour garantir la sécurité du systéme. Chaque appareil de détection localisé

dans un sommet:
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e détecte I'incendie qui se déclenche dans la piece ou il est installé.

e détecte tous les incendies qui se déclenchent dans toutes les piéces adjacentes

(voisines) a celle o il est installé.

e distingue entre un incendie qui se déclenche dans la piéce ou il est installé de

celui qui se déclenche dans la piéce voisine.

Dans ce qui suit, nous allons définir I’ensemble localisateur et I’ensemble dominant

localisateur d’un graphe G.

Définition 1.2. Soit G = (V, E) un graphe, S = {vy, vy, ...., vt} un sous-ensemble de
sommets de V et v € V. On appelle k-vecteur de v par rapport a S (ou S-localisation
de v), noté Cg (v), le vecteur défini par: Cg (v) = (dg (v,v1),dg (v,v2), ..., dc (v, v)) .
L’ensemble S est dit localisateur de G si pour tout sommet v € V, les k-vecteurs Cg (v)
sont disctints (ou la S-localisation de v est unique). Le nombre de localisation noté par

R (G) est la cardinalité minimum d’un ensemble localisateur de G.

Notons que dans le cas du graphe complet K,, (n > 2), il est facile de voir que tout
ensemble localisateur de K, est de taille au moins n —1. D’ou R (K,,) = n— 1. D’autre
part, il est clair que pour les chaines P, et les cycles C,,, le nombre de localisation est

égal a 1.

Définition 1.3. Soit G = (V, E) un graphe, pour u et v dans V, on pose di (u,v) =

min (2,d (v,w)) . Pour les k-vecteur {vy, vy, ..., v} et v dans V soit:

f1(v) = (dy (v,v1) ,dy (v,v9) ..., dy (v, k),

alors S = {vy,va,...,ux} est un ensemble dominant localisateur de G si pour toute

paire de sommets distincts u,v dans V, on a fi(u) # f1(v) et pour tout u € V,

fi(u) #(2,2,...,2).

Observons aussi qu’un ensemble dominant localisateur est un ensemble dominant
et un ensemble localisateur mais la réciproque est fausse, c-a-d qu’un ensemble qui est
un dominant et un localisateur n’est pas forcément un ensemble dominant localisateur.
11 suffit de considérer la chaine Ps ou V (FPs) = {1, x2, T3, x4, 25,26}, 'ensemble S =

{1, %9, 25} est un ensemble dominant et un ensemble localisateur de Py mais d’aprés
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la, Définition 1.3, S n’est pas un ensemble dominant localisateur du fait que f; (z4) =
fi(ws) = (2,2,1).

La définition suivante est équivalente a la Définition 1.3 qui est plus utilisée étant
donné que 'on peut facilement vérifier qu'un ensemble est un dominant localisateur ou

pas.

Définition 1.4. Soit G = (V, E) un graphe. Un sous-ensemble S de V' est dit en-
semble dominant localisateur de G, noté EDL, si S est un ensemble dominant et de
plus, pour toute paire de sommets u et v de V — S, les voisinages ouverts de u et v
dans S sont distincts. Plus formellement, Yu,v € V. — S, Ng(u) NS # Ng(v) N S.
Le nombre de domination localisatrice inférieur (respectivement, nombre de domina-
tion localisatrice supérieur) d’un graphe G, noté v, (G) (respectivement, I'r, (G)), est
le cardinal minimum (respectivement, mazximum) d’un ensemble dominant localisateur
(respectivement, dominant localisateur minimal) de G. Un EDL de G de cardinal min-

imum est dit v, (G)-ensemble et un EDL minimal de G de cardinal mazimum est dit

I'L(G)-ensemble de G.

La Figure 1.2 illustre un exemple d’une chaine d’ordre 6 dont le nombre de dom-
ination localisatrice inférieur est égal & 3 et le nombre de domination localisatrice
supérieur est égal & 4. Egalement, il est facile de voir que I’ensemble S = {xq, z3, 25}
est un v (G)-ensemble et S’ = {x1, x9, x5, 26} est un 'L (G)-ensemble de G.

T3 X4 T3 Ty

$2l Ts T2 Ts

X1 Tg X1 Te

FIGURE 1.2. La chaine Fs telle que v, (Ps) = 3, et I'r(Fs) = 4.

D’autres variantes de la domination localisatrice ont été proposées dans la littéra-
ture, qui integrent des critéres additionnels & 1’ensemble dominant ou a l’ensemble
localisateur pour résoudre des problémes pouvant étre modélisés par ce concept. Voici
quelques types de la domination localisatrice ainsi que des exemples d’applications de

chacune d’elles:

e La condition rajoutée exige que I’ensemble dominant S soit un dominant total.

La domination localisatrice totale a été introduite en 2006 par Haynes, Henning
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et Howard [58]. Le nombre de domination localisatrice totale noté v} (G) désigne
la taille minimale d’un dominant localisateur total de GG. Pour plus de détails,
voir [20, 69, 70]. Les appareils de surveillance (détecteurs d’incendie, cameéras,
alarmes, ....) dans un batiment sont placés de telle sorte a ce que chaque em-
placement (piece, hall, etc...) du batiment (les appareils y compris) est adjacent
a un autre muni d’un appareil. Au cas de panne ou de défaillance de 'un des
appareils, 'appareil voisin suffira pour protéger la piece. Donc, I’ensemble de ces

appareils est un dominant localisateur total de G

La condition rajoutée exige que ’ensemble dominant localisateur S vérifie que
pour toute paire de sommets u et v de V, N [u] NS # N[v] NS, S ainsi défini
est appelé ensemble identifiant ou code identifiant. La taille minimale d’un code
identifiant de G est notée par v, (G). La notion de code identifiant a été intro-
duite en 1998 par Karpovsky, Chakrabarty et Levitin [75]. Le diagnostic d’une
panne ou d’une défaillance dans les réseaux multiprocesseurs implique souvent
la représentation du systéme par un graphe ce qui facilite ’analyse de I’état de
chaque processeur ainsi que celui de ses voisins. Par exemple, le signal 0 indique
la présence d’une panne sur un processeur z (sommet) ou sur un de ses voisins
et 1 sinon. S’il y a au plus un processeur qui soit déféctueux alors le probléme &
modéliser consiste & déterminer un ensemble X de processeurs qui apres le test

donne:

— Si au moins un des processeurs de X affiche le résultat 0, alors il y a un

unique processeur déféctueux dans le réseau identifiable par X.

— Si tous les processeurs affichent le résultat 1, alors cela indique le bon fonc-

tionnement des multiprocesseurs.

De ce fait, ’ensemble X dont il est question est en réalité un code identifiant.
Pour plus d’informations sur les codes identifiants on peut consulter par exemple

les références [3, 76, 80, 86].

La condition rajoutée sur ’ensemble dominant S est qu’il soit un dominant pair
(couplé), c’est a dire le sous graphe induit par les sommets de S contient un

couplage parfait. La domination localisatrice paire a été introduite en 2009 par



23

Henning et McCoy [64]. Le nombre de domination localisatrice paire noté 75, (G)
représente la taille minimale d’un dominant localisateur pair de G. Un autre
probléme consiste a assurer la sécurité d’un batiment par un groupe de gardiens
représenté par un ensemble S, dans lequel chaque gardien est chargé de protéger
son voisinage tout en étant jumelé avec un autre gardien sur le méme site pour

une protection mutuelle.

Il est clair que tout ensemble dominant localisateur avec une condition supplémen-

taire ¢ est un ensemble dominant localisateur. Ainsi, v, (G) <~ (G).

1.4 Graphes p-point-critiques

Un graphe G est dit graphe critique par rapport & un paramétre p (G) si sa valeur
est affecté sous l'effet d’une opération telle que la suppression d’un sommet ou d’une
aréte, I’ajout ou la contraction d’'une aréte. Cette opération peut entrainer soit une
diminution soit une augmentation de p (G). De plus, si G est un graphe critique avec
w(G) = k, alors G est dit k-critique. Le cas ot u(G) ne change pas, alors G sera
dit stable. Aussi, un sommet v d’un graphe G est dit sommet critique par rapport un
parametre p si la valeur de o change aprées la suppression du sommet v.

Dans notre thése, nous nous focalisons sur 'effet de la contraction d’une aréte sur

le nombre de domination localisatrice.

Définition 1.5. Soient u et v deux sommets adjacents dans un graphe G. La con-
traction de [’aréte uv dans G consiste a supprimer les sommets u et v de G, & ajouter
un nouveau sommet noté uv a G, et a relier wv aux voisins de u et de v dans G. La

contraction de l’aréte uv dans G donne un nouveau graphe noté G.,.

Dans la Figure 1.3, nous donnons une illustration d’un graphe G qui subit une

modification sous l'effet de 'opération de contraction de I'aréte vsvs.
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U3

v (%1 V2 V3VUs Uy
2
(% V4 ° L ® ®

Vs

F1GURE 1.3. Graphe G et le graphe G,,,, obtenu par la contraction de l'aréte vsv;

On définit un graphe G selon les types de criticité par rapport & un parameétre de

domination u sous 'effet des opérations citées ci-dessous comme suit:
1. G est pu~-sommet-critique si p (G — v) < p(G), pour tout sommet v € V (G).
2. G est pT-sommet-critique si p (G —v) > p(G), pour tout sommet v € V (G).

3. G est p~-aréte supprimée-critique si (G —e) < p(G), pour toute aréte e €
E(GQ).

4. G est pT-aréte supprimée-critique si u (G —e) > u(G), pour toute aréte e €
E(GQ).

5. G est pu~-aréte ajoutée-critique si 4 (G + €) < 1 (G) , pour toute aréte e € F (@) )
6. G est uT-aréte ajoutée-critique si 1 (G + e) > (G, pour toute aréte e € E (G) .
7. G est p~-point-critique si u (Ge) < 1 (G), pour toute aréte e € E (G).

8. G est uT-point-critique si u (Ge) > 1 (G), pour toute aréte e € E (G).

L’identification de sommets u et v consiste soit en la contraction d’aréte uv telle
que u et v sont deux sommets adjacents ou soit en identifiant le sommet v au sommet
v tel que u et v sont deux sommets non-adjacents, et dans ce cas nous obtenons un

graphe semblable & celui obtenu aprés la contraction de ’aréte uv.

L’importance de la criticité se révele fondamentale pour de nombreux parametres, ce
qui a engendré un grand nombre de travaux de recherche sur la notion des graphes cri-
tiques, en explorant davantage les propriétés des graphes u-critiques, ainsi que quelques-
unes des caractérisations de ces derniers.

Cette notion a été introduite dans un premier temps en 1951 par Dirac [35], qui

a traité a cette époque le nombre chromatique x (G), sous 'effet de la suppression de
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sommets. Ce n’est qu’en 1979, Walikar et Acharya 1’ont introduite pour la domination,
en donnant la caractérisation des graphes y™-aréte supprimée-critiques. Suivi en 1983
par Sumner et Blitch [92], qui eux ont étudié les graphes vy -aréte ajoutée-critiques.
Brigham, Chinn et Dutton [13] en 1988 ont traités les graphes 7 -sommet-critiques.
Pour plus de détails sur la notion des graphes ~-critiques, nous orientons le lecteur a
consulter quelques articles [1, 12, 13, 17, 24, 47, 48, 52, 68, 85, 92].

La recherche sur les graphes critiques s’est étendue a d’autres variantes de la domi-
nation, comme la domination totale [22, 32, 33, 67, 68, 71, 84], le code identifiant [46],
la domination paire [36, 38, 64, 66, 72|, la domination double [7, 59, 73, 74, 93, 95] et
la domination localisatrice [4, 20, 28, 29, 30, 78, 82].
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CHAPITRE 2

ETAT DE L’ART SUR LA DOMINATION LOCALISATRICE

Dans ce chapitre, nous passons en revue quelques principaux travaux de recherche qui
ont été effectués sur la domination localisatrice. Plus précisément, nous allons d’abord
établir une syntheése des résultats relatifs aux nombres de domination localisatrice in-
férieur et supérieur. Ensuite, nous abordons le concept des graphes pu-critiques ot
w € {v,v.,7%}, qui sont des graphes pour lesquels la suppression d’'un sommet ou
d’une aréte quelconque, I’ajout ou la contraction d’une aréte quelconque entraine un
changement du parametre p. Dans ce sens, nous allons exposer les différents résultats
obtenus sur les graphes y-point-critiques et les graphes p-sommet-critiques et p-aréte-

critiques.

2.1 Nombre de domination localisatrice

Nous commencons par rappeller la définition du nombre de domination localisatrice

inférieur et supérieur.

Définition 2.1. Soit G = (V, E) un graphe et S un sous-ensemble de V. On dit que S
est un ensemble dominant localisateur de G, noté EDL, si S est un ensemble dominant
et de plus, pour toute paire de sommets u et v de V — S, Ng (u) NS # Ng (v)NS. Le
nombre de domination localisatrice inférieur (respectivement, supérieur) d’un graphe G,
noté v (G) (respectivement, I'r, (G)), est le cardinal minimum (respectivement, maxi-
mum) d’un ensemble dominant localisateur (respectivement, dominant localisateur min-
imal) de G. Un EDL de G de cardinal minimum est dit v, (G)-ensemble et un EDL

minimal de G de cardinal maximum est dit I'p(G)-ensemble de G.

2.1.1 Nombre de domination localisatrice inférieur

Dans la suite, pour alléger on peut omettre le terme "inférieur".
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Observation 2.2. Pour tout graphe connexe G d’ordre n > 3, il existe un 7, (G)-

ensemble qui contient l’ensemble des sommets supports S (G), et pour tout sommet

support v, chaque v (G)-ensemble contient au moins |L,| sommets de {v} U L,,.

Dans [89, 90], Slater a déterminé les valeurs exactes du nombre de domination

localisatrice pour certaines classes simples de graphes.

Théoréme 2.3 (Slater [89, 90], 1988). Pour tout graphe G on a,

1.

2.

v (G) = n si et seulement si G = K,,.
v.(G) =n —1 si et seulement si G = K,, ot G = Ky ,,_1.

Pour toute chaine P, et cycle C,, d’ordre n, on a,

2k st n = bk
Y(C) =~ (P) =1 2k+1 si n=5k+1 oubk+2
2k+2 st n=5k+3 oudk+4

St Gy, Ga, ..., Gy sont les composantes connexes d’un graphe G, alors on a

Yo(G) = v.(G1) + 7. (Ga) + ... + 7L (Gr).

Si2 <p<gq, alors

7L (Kp,q> =p+q—2.

Sip=pi+pr+..+ppou2<p <py < ... < pyg, alors on a

YL (Kp17p2 ----- pk) =p—k.

Slater [90] a donné également une relation entre le nombre de domination local-

isatrice d’un graphe G et le degré maximum et ’ordre de G.

Théoréme 2.4 (Slater [90], 1988). Si pour un graphe G d’ordre n, v, (G) = h, alors

n<h+2"—1.
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Théoréme 2.5 (Slater [90], 1988). Si pour un graphe G d’ordre n et de degré maximum
A, 7. (G) = h, alors
A
n<h+)> (}ZL)
i=1

2.1.2 Bornes pour le nombre de domination localisatrice

Slater a montré [90] que tout arbre d’ordre n vérifie v, (T') > g

Cette borne a été améliorée par Blidia et al. [10] comme suit.
Théoréme 2.6 (Blidia et al. [10], 2007). Si T est un arbre d’ordre n > 3, alors

(n+1l—s+1)
3 :

v (T) >

Cette borne est atteinte pour les arbres vérifiant s = [. Un exemple d’arbres at-
teignant cette borne est la chenille (’arbre dont la suppression des sommets supports
donne une chaine) avec [ = s = k > 2 ou la distance entre deux sommets supports
consécutifs de la chenille est deux (le plus petit arbre vérifiant cela est la chaine Ps).

Les auteurs de [10] ont donné une caractérisation de la famille Q des arbres T" pour
lesquels v, (T') = v (T) . La famille Q peut étre obtenue & partir de la séquence d’arbres
11, Ty, ..., T, (k> 1) telle que T} est une chaine P, = x-y et T' = Ty. Si k > 2, alors
T; .1 peut étre obtenu a partir de T; par une des trois opérations O; définies ci-dessous.

Soient x € S(T}), et y € L(TY).

e Opération O;: Ajouter a T; une chaine P, = u-v en attachant par 'aréte uz a

un support z de T;.

e Opération Oy: Ajouter a T; une étoile subdivisée H = S5, avec p > 2 centrée

en a, en attachant par I'aréte ab & un sommet quelconque b de T;.

e Opération O3: Ajouter & T; une chaine P; = u-v-w en attachant par I'aréte uc

a un sommet ¢ appartenant a un 7, (7;)-ensemble.

Théoréme 2.7 (Blidia et al. [10], 2007). Soit T' un arbre d’ordre n > 2. Alors v, (T) =
v (T) si et seulement si T € Q.

Blidia et al. [10] ont aussi trouvé une borne supérieure sur v, pour les arbres, et

ont caractérisé la famille des arbres F atteignant cette borne qui peut-étre obtenue a
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partir de la séquence d’arbres 11,75, ..., T (k > 1) telle que 77 est une chaine P; = z-

y-t ou une chaine Py, T' = T}, et si k > 2 et © < k, alors T;,; peut étre obtenu a

partir de T; par une des cinq opérations définies ci-dessous. De plus, si 77 = P, alors

D(Ty) ={z,y}, et si Ty = Py, alors D (T}) = S (Py) .

Opération Fi: Ajouter & T; un sommet w en attachant par l'aréte wx a un

support = de T; a w. Poser D (T;+1) = D (T;) U {w}.

Opération F,: Ajouter a T; une chaine P, = u-v en attachant par l'aréte uz a

un support z de T;. Poser D (T;41) = D (T;) U {u} .

Opération F3: Ajouter a T; une étoile subdivisée H d’ordre au moins 5 centrée

en a, en attachant par I’'aréte ab’ un sommet pendant ¥’ d’un support fort de 7.

Poser D (T;11) =D (T;)US(H).

Opération F4: Ajouter a T; une chaine P; = b-c-d et p > 0 chaines P, = u; — v;

en attachant par les arétes df et u;f pour chaque i, un sommet pendant f de
D(T;) ou f est un sommet pendant d’un support fort de 7;. Poser D (T;1) =
D (T;) U{c,uq, ..., up} -

Opération F;: Ajouter a T; une chaine Py = a-b-c-d et p > 0 chaines P, = u;—v;

en attachant par les arétes dy et w;d pour chaque 7, un sommet y de T; qui
n’est pas un support et pour lequel v, (T; —y) = v, (T;). Poser D (T;11) =
D (T;) U{b,d,uy, ..., up}

Théoréme 2.8 (Blidia et al. [10], 2007). Si T est un arbre d’ordre n, avec l sommets

pendants et s sommets supports, alors

(n+1—s)

T) <
rYL()— 2 )

avec éqalité si et seulement si T € F.

Dans [19], Chellali, Mimouni et Slater ont étendu la borne supérieure du Théoréme

2.8 aux graphes bipartis connexes sans C}.
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Théoréme 2.9 (Chellali, Mimouni et Slater [19], 2010). Si G est un graphe biparti

connexe, sans sommets isolés et sans cycles Cy, alors

LZ_S<FL(G).

YL (G) < 9 >

Les mémes auteurs de [19] ont établi une borne supérieure pour le nombre de
domination localisatrice dans la classe des unicycles. Aussi, nous donnons la borne
inférieure obtenu par Mimouni et Chellali dans [79] qui est une extension de celle du

Théoréme 2.6.

Théoréme 2.10 (Chellali, Mimouni et Slater [19], 2010). Si G est un graphe connexe

d’ordre n > 2, ayant au plus un cycle, alors
Y (G)<(n+l—-s+1)/2.

Théoréme 2.11 (Mimouni [79], 2009). Si G = (V, E) est un unicycle connexe d’ordre

n, alors
n+l—s+1)

v (G) > 3

Les auteurs de [79] ont établi une borne supérieure sur le nombre de domination

localisatrice pour les graphes cactus contenant ng cycles Cy.

Théoréme 2.12 (Mimouni [79], 2009). Si G est un graphe cactus sans sommets isolés,

alors
n+1l—s+ng(G)
2 b

7. (G) <

ot ng (G) est le nombre de cycles Cy.
Par conséquent, nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 2.13 (Mimouni [79], 2009). Si G est un unicycle connexe ne contenant pas

de cycles Cy, alors
n+l—s

7. (G) < >

Deux sommets distincts u et v dans un graphe G sont dits vrais jumeauz (respec-

tivement, fauzr jumeaux) si N [u] = N [v] (respectivement, N(u) = N(v)).
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Dans [49], Garijo et al. ont conjecturé que I’absence de sommets jumeaux dans un
graphe G, implique que v, (G) < . Autrement dit, le résultat classique d’Ore [81] qui
stipule que tout graphe sans sommets isolés posséde un ensemble dominant de cardinal
au plus la moitié de son ordre, reste vrai pour le nombre de domination localisatrice.

Ces auteurs ont aussi montré le résultat suivant.

Proposition 2.14 (Garijo et al. [49], 2014). Si G est un graphe sans jumeauz et sans

sommets isolés, alors tout tranversal de G est un ensemble dominant localisateur de G.

Motivés par les travaux de Garijo et al., Foucaud et al. [45], ont prouvé les résultats

suivants.

Théoréme 2.15 (Foucaud et al. [45], 2016 ). Si G est un graphe sans jumeauz d’ordre

n, alors
2n
7L (G) < 3
Soit NV la famille d’arbres T" possédant un couplage parfait M dont chaque aréte de
M a une extrémité de couleur blanche et 'autre extrémité de couleur noire et chaque
sommet de couleur blanche est soit une feuille ou bien il est de degré deux et posséde
un voisin de couleur noire qui est lui méme voisin d’une feuille de couleur blanche.

(voir Figure 2.1)

Il est & noter qu'un arbre T ayant [ feuilles et s supports est sans faux jumeaux

—

signifie que [ = s.

FIGURE 2.1. Arbre T' tel que v, (T) = 5.

Théoréme 2.16 (Foucaud et al. [45], 2016 ). Soit T un arbre d’ordre n, sans faux
Jumeaux. On a

v (T) = g si et seulement si T € N.
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Un graphe scindé est un graphe dont ’ensemble de ses sommets peut étre parti-
tionné en une clique et un stable. Un graphe co-biparti est un graphe dont I’ensemble de
ses sommets peut étre partitionné en deux cliques. Un graphe représentatif des arétes
(ou adjoint) d’'un graphe G, est le graphe dont I’ensemble des sommets est ’ensemble
des arétes de GG, et deux sommets de ce graphe sont adjacents si les deux arétes qui

leur correspondent dans G sont adjacentes.

Théoréme 2.17 ([44, 45, 49, 63]). Si G est un graphe sans jumeauz d’ordre n satis-

faisant une des propriétés citées ci-dessous, alors v, (G) < 3.
1. [49] G ne contient pas de cycle Cy.
2. [49] By (G) > 3.
3. [49] w(G) > [%W + 1.

4. 49T (G)>2 oul (G) > 2 +1.

N3

5. [49] x (G) > 2 ou x (G) > 22 +1.

S

[45] G est un graphe scindé ou un graphe co-biparti.
7. [44] G est Uadjoint d’un graphe.

8. [63] G est un graphe cubique.

2.1.3 Relation entre v;, et les paramétres 3, v, et p

Définition 2.18 (Blidia et al. [9] ). Un arbre T est une pseudocouronne si son noyau

C(T)=V (T)\S(T)U L(T) est vide.

D’autres travaux concernant la relation entre le nombre de domination localisatrice

et le nombre de stabilité ont été fournis dans [9, 19].

Théoréme 2.19 (Blidia et al. [9], 2007). Pour tout arbre T" d’ordre n > 2 on a,

Bo(T) +v, (T) <n+1(T) —s(T).

La borne est atteinte pour la famille J des pseudocouronnes des arbres.
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Proposition 2.20 (Chellali, Mimouni et Slater [19], 2010). Si G est un graphe bloc

avec § > 2, alors

7. (G) + B0 (G) <,

cette borne est atteinte pour le graphe Gy formé a partir de k triangles partageant le

meme sommet.
Dans [19], les auteurs ont montré le résultat suivant.

Théoréme 2.21 (Chellali, Mimouni et Slater [19], 2010). Si G est un graphe avec
g(G) > 5, alors tout ensemble indépendant mazimum S de G est un dominant local-

isateur minimal de G. De plus, si §(G) > 2, alors V — S est un dominant localisateur.
Du Théoréme 2.21 découle les deux corollaires suivants.

Corollaire 2.22 (Chellali, Mimouni et Slater [19], 2010). Si G est un graphe avec
g (G) > 5, alors
7L (G) < By (G) <TL(G).

Corollaire 2.23 (Chellali, Mimouni et Slater [19], 2010). Si G est un graphe d’ordre

n, avec § > 2 et g (G) > 5, alors

7 (G) <

SIE

Dans [5, 6], Blidia et al. ont présenté deux résultats qui établissent une relation

entre v;, B, et 7, dans la classe des arbres.

Théoréme 2.24 (Blidia, Chellali, et Favaron, [5], 2005). Pour tout arbre T', on a

Y2(T) = By (T).

Blidia et al. [6] ont donné une borne inférieure du nombre de stabilité pour tout
graphe GG biparti connexe d’ordre n, avec [ sommets pendants et s sommets supports,
cette borne est celle du Théoreme 2.8.

Un corollaire immédiat de ce théoréme.
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Corollaire 2.25 (Blidia et al. [9], 2007). Pour tout arbre T', on a

n+l—s
v (1) < 9 < Bo(T) < 7,(T).
Un ensemble X C V(G) est dit 2-stable dans un graphe G si pour deux sommets
quelconques z et y de X on a N[z] N N[y] = (). Le cardinal maximum d’un ensemble
2-stable de G, noté p (G), est appelé le nombre de 2-stabilité.

Dans [19], Chellali et al. ont montré que v, (G) est borné supérieurement par

n—p(Q).

Proposition 2.26 (Chellali, Mimouni et Slater [19], 2010). Pour tout graphe connexe

non triwvial G, on a v, (G) <n—p(QG).

Un graphe est dit triangulé [50, 83], si tout cycle de longueur au moins quatre admet
une corde. Un graphe est dit fortement triangulé si tous ses cycles pairs de longueur
au moins six ont une corde reliant deux sommets a distance impaire dans le cycle.

Dans [40], Farber a prouvé également que le nombre de domination et le nombre
de 2-stabilité sont égaux pour tout graphe fortement triangulé, incluant ainsi la classe

des arbres. Le corollaire suivant est une conséquence directe de la Proposition 2.26.

Corollaire 2.27 (Chellali et al. [19], 2010). Pour tout arbre non trivial T', on a
v (1) +7(T) <n.

La borne est atteinte si et seulement si T est un arbre d’ordre | + s.

Blidia et al. ont prouvé dans [9] que v, (T') > v, (T') pour tout arbre T Ensuite,
Chellali et al. [19] ont montré que cette inégalité reste valide méme pour les graphes

de maille au moins cing.

Théoréme 2.28 (Chellali et al. [19], 2010). Si G est un graphe connezxe, avec g (G) >

5, alors

71 (G) <72 (G).

Les mémes auteurs de [19] ont montré que le nombre de domination localisatrice et

le nombre de domination stable sont en général incomparbles. La comparaison entre
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ces deux parametres a été posée en premier lieu par Slater [88]. Notons que pour les
graphes sans griffes, la relation i (G) < v, (G) est vérifiée puisque i (G) = v, (G) . De
plus, il existe d’autres graphes qui satisfaient l'inégalité i (G) < 7, (G), comme par
exemple pour les deux graphes K, et K,,,,. On ai(K,)=1<n—1=r~,(K,), pour
n > 2. De méme, i (K, ,) =n < 2n—2 =, (K,,), pour n > 3. Dans la Figure 2.2, il
est clair que S = {a} est un i (K;5)-ensemble et D = {a, b, ¢, d} est un v, (K5)-ensemble,
doni(K5)=1<4=7.(Ks).

FIGURE 2.2. Le graphe K5 ou ¢ (K5) < v, (K5).

D’autre part, soient G; un graphe avec |V (G,)| = j+ 2/ — 1 et X = {v1, vq, ..., v;}
tel que v,v; € E(G;), pour 1 < r < ¢ < j. Chacun des 2/ — 1 sous-ensembles non
vide W de X, ajouter un sommet w & V (G;), avec N (w) = W. L’unique ensemble
indépendant maximal U vérifiant UN X = 0 est U = V (G;) — X de cardinalité
2/ — 1. Un ensemble indépendant maximal contenant exactement un sommet de X
est de cardinalité 2771 Ainsi, v, (G;) = j < 2771 = i(Gy), pour j > 3. Considérons
le graphe G3 de la Figure 2.3, pour j = 3, on a X = {v1,vp,v3}. Il est facile de
voir que X est un v (G3)-ensemble, U = {w,,w,,w,, w,,w,, w,,w,}, et ensemble

indépendant maximal Y contenant un seul sommet v; de X est {vy,w,,w,,w,}, ou

Y| =i(G3)+4>3=7.(Gs).
i)
KA

W W2 W3wWy WsWg Wy

FIGURE 2.3. Un graphe Gj3 tel que i(G3) > v, (G3).

Cependant, ces deux paramétres sont comparables dans les cas des arbres et les

unicycles connexes
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Théoréme 2.29 (Chellali, Mimouni et Slater [19], 2010). Si T est un arbre, alors
(1) Z i(T).

Théoréme 2.30 (Mimouni [79], 2009). Si G = (V, E) est un unicycle connezxe d’ordre
n > 3, alors

i(G) <7,(G).

En se basant sur le Corollaire 2.22 et le Théoréme 2.29, les auteurs de [19] ont
réussi a établir une série d’inégalités reliant les parametres de domination localisatrice

et ceux de la stabilité pour tout arbre 7.
i(T) < 7, (T) < Bo(T) < Ty (T),

2.1.4 Nombre de domination localisatrice supérieur

La plupart des travaux de recherche sur la domination localisatrice se sont largement
concentrés sur le nombre de domination localisatrice, contrairement au nombre de
domination localisatrice supérieur qui fait I'objet d’une trés maigre littérature. Ceci
pourrait étre due & la difficulté liée & la minimalité de ’ensemble dominant localisateur.
Ce parameétre a été introduit dans le cadre de notre travail de Magister qui a abouti
en 2010 a la publication d’un article [19] en collaboration avec Slater dans le journal
Discussiones Mathematicae. Dans la suite de cette section, nous allons présenter les
quelques travaux que nous avons réalisés en Magister concernant ce parameétre. Le
premier résultat donne la valeur exacte du nombre de domination localisatrice supérieur

d’une chaine d’ordre n.

Théoréme 2.31 (Chellali, Mimouni et Slater [19], 2010 ). Pour toute chaine P,, on a
( 4k st n=7Tk

4k+1 si n=7k+1oun="7Tk+2

Lp(Pn) =4 4k+2 si n=Tk+3 oun="7k+4

4k +3 si n=Tk+5

4k+4 si n=Tk+6

\

Les mémes auteurs ont présenté une borne supérieure pour le nombre de domination

localisatrice supérieur d’un graphe non trivial connexe, ensuite ils ont caractérisé les
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graphes extrémaux atteignant cette borne.

Théoréme 2.32 (Chellali et Mimouni [19], 2010 ). Tout graphe non trivial connexe
G d’ordre n satisfait T'p (G) < n — 1. La borne est atteinte si et seulement si G est un

graphe complet ou bien une étoile.

Ils ont également proposé une borne supérieure pour I';, d'un arbre 7', en fonction
de 'ordre et du nombre de feuilles de T', pour le nombre de dominantion localisatrice

supérieur.

Théoréme 2.33 (Chellali et Mimouni [19], 2010). Si T est un arbre non trivial d’ordre

n, avec | feuilles, alors
I'p(T) < W

D’apres le Corollaire 2.22, 'y, (T') > po(T). En effet, la différence I'(G) — 5,(G)
peut-étre arbitrairement large méme quand il s’agit d’une structure simple comme les
arbres. Pour illustrer celd, considérons un arbre 7; (Figure 2.4) obtenu a partir de
t > 1 copies d’'une chaine Fg tel que la premiére chaine Py est notée Fs; = x1.1-72.1-...-
z¢1 et la t-iéme chaine Py est notée Fsy = o1 4-To4-...-Ter OU 4,123, € E (T}), pour
2 <1 < t. Il est facile de voir que ’ensemble des supports ainsi I’ensemble des feuilles

forment un 'y, (7;)-ensemble de cardinalité 4¢, tandis que (,(7}) = 3t.

X3.1 T4 T32 T4.2 X33 T4.3 T3t Tat

Psa Py

FIGURE 2.4. L’arbre T;

Dans [96], Zahao et al. ont eux aussi donné une valeur exacte du nombre de

domination localisatrice supérieur pour les cycles d’ordre n.

Théoréme 2.34 (Zahao et al. [96], 2011). Si G est un cycle d’ordre n, alors
4k  si n=TkouTk+1

4k +1 st n=7k+2 ou 7Tk + 3
4k +2 st n=Tk+4 ouTk+5
\4/{:—1—3 St n="7k+6

Iy (G)=
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2.2 Graphes critiques
2.2.1 Graphes vy-point-critiques
Nous débutons cette section en rappelant la définition d’un graphe v-point-critique.

Définition 2.35. Un graphe G est dit y-point-critique si v (Gu,) < v (G), pour toute

aréte uwv dans G.

En 2006, Burton et Sumner [15] ont initié I’étude des graphes 7-point-critiques.
Dans cette section, nous allons présenter leurs premiers résultats sur ce sujet. En

commencant d’abord par donner les deux définitions suivantes.

Définition 2.36. G est un graphe k-y-point-critique si v (G) =k et v (Gyy) = k — 1,

pour toute aréte e = uv dans G, avec u et v deux sommets adjacents dans G.

Les auteurs de [15] on définit les graphes totalement k-y-point-critique comme étant
ceux dont le nombre de domination diminue sous 'effet de I'identification de quelcon-

ques sommets u et v de ces graphes.

Définition 2.37. Un graphe G est totalement k-y-point-critique si v(G) = k et

Y (Guw) = k — 1, pour tous sommets u et v dans G.

Burton et Sumner [15] ont noté que si un graphe G est totalement ~-point-critique,

alors il est y-point-critique.

Proposition 2.38 (Burton et Sumner [15]). Si G est un graphe ayant v (G) =k > 2,
alors G est y-point-critique (respectivement, totalement ~y-point-critique) si et seule-
ment si tout couple de sommets adjacents non critiques appartient au méme v (G)-

ensemble.

Les caractérisations des graphes 2-y-point-critiques, totalement 2-y-point-critiques

et 3-y-point-critiques respectivement ont été données par ces mémes auteurs.

Théoréme 2.39 (Burton et Sumner [15], 2006). Soit G un graphe d’ordre n > 4. Alors
G est un graphe 2-y-point-critique si et seulement si G n'est pas un graphe complet et
toute composante connexe de G est soit un graphe complet K,, (m > 2) ou bien une

couronne d’un graphe connexe.
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Théoréme 2.40 (Burton et Sumner [15]). Soit G un graphe d’ordre n > 2. Alors
G est totalement 2-y-point-critique si et seulement si toute composante de G est une

couronne d’un graphe conneze.

Théoréme 2.41 (Burton et Sumner [15]). Un graphe connexe 3-y-point-critique sans

sommets critiques posséde un diameétre au plus égal a deux.

Chengye et al. ont donné dans [24] une réponse positive au probléme ouvert posé par
Burton et Sumner dans [15] sur I'existence d’un graphe totalement k-7-point-critique

sans sommets critiques, pour tout entier k > 4.

Théoréme 2.42 (Chengye et al [24], 2008). Il existe un graphe totalement k-y-point-

critique, sans sommets critiques, pour tout entier k > 4.

Ils ont aussi prouvé qu'un graphe 4-y-point-critique connexe sans sommets critiques

posseéde un diamétre au plus égal a cing.

Théoréme 2.43 (Chengye et al [24], 2008). Un graphe conneze 4-y-point-critique sans

sommets critiques posséde un diameétre au plus égal a cing.
Comme conséquence du Théoréme 2.43 on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.44 (Chengye et al [24], 2008). Un graphe conneze totalement 4-y-point-

critique sans sommets critiques posséde un diamétre au plus égal a cing.

2.2.2 Graphes p-critiques avec p € {v,,7%}

Les premieres études sur les graphes critiques pour la domination localisatrice et la
domination localisatrice totale ont été menées en 2009 par Chellali et Rad [20, 82].
Leurs recherches ont porté sur les effets de la suppression d’un sommet ou d’une aréte
sur les parametres v, et 7% d’un graphe G. Par la suite, Blidia et Dali [28, 30] ont
élargi ces recherches en examinant les effets de ’ajout et la suppression d’une aréte sur

ces mémes parametres.

2.2.3 Graphes aréte-critiques

Afin d’alléger les notations p-aréte supprimée-critique et p-aréte ajoutée-critique ou
p € {v.,7%}, nous utilisons au lieu de cela les termes p-as-critique et p-aa-critique.

Les premiers résultats sur les graphes 7% -as-critiques sont dus & Chellali et Rad [20].
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Définition 2.45. Un graphe G est dit +' -as-critique, si pour toute aréte non-pendante

e, 7L (G —e) <71 (G).

Théoréme 2.46 (Chellali et Rad [20], 2009). Pour toute aréte non pendante e dans
G (G) =1 <7, (G =€) <73 (G) +2.

Théoréme 2.47 (Chellali et Rad [20]). Toute aréte non pendante dans un graphe

v -as-critique appartient ¢ un Cy non necéssairement induit.
Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du Théoreme 2.47.

Corollaire 2.48 ([20]). Un arbre T est . -as-critique si et seulement si T est une

étoile.

Théoréme 2.49 (Chellali et Rad [20]). Les unicycles ne sont pas des graphes 7} -as-

critiques.
2z . 2 . . t o .
Le résultat suivant donne une caractérisation des graphes 3-7} -as-critiques.

Théoréme 2.50 (Chellali et Rad [20]). Un graphe G est 3" -as-critique si et seule-
ment si G € {Ky, K13} .

Ils ont également fourni le résultat suivant.

Théoréme 2.51 (Chellali et Rad [20]). Soit G (respectivement, H) un graphe k- -
as-critique (respectivement, k'-y, -as-critique). Soit F' un graphe formé en identifiant
une aréte non pendante de G avec une aréte non pendante de H. Si~% (F) = k+k —1,

alors F est un graphe ~' -as-critique.

Dans [28], Blidia et Dali ont montré que si 'on supprime une aréte quelconque
d’un graphe ; -as-critique, alors le nombre de domination localisatrice augmente dune

unité.

Proposition 2.52 (Blidia et Dali [28]). Si G est un graphe v -as-critique, alors pour
toute aréte e de G, v, (G —e) =, (G) + 1.

Par la suite, ils ont caractérisé les graphes G' qui sont 7} -as-critiques.
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Soit G = (X UY, E) un graphe biparti connexe tel que pour tout sommet w dans Y’
et pour tout sous ensemble non vide X’ C N (w), il existe un unique sommet w’ € Y
tel que N (w') = X'.

Soit G I’ensemble de tous les graphes définis ci-dessus. La Figure 2.5 représente un

graphe de G.

P> i

F1cUrE 2.5. Un graphe de G.

Théoréme 2.53 (Blidia et Dali [28]). Un graphe conneze non-trivial G = (V, E) est

v} -as-critique si et seulement si G € H.

Ces auteurs ont prouvé dans [29] le résultat suivant concernant les graphes 4 -as-

critiques.
Rappelons qu'une galaxie est une forét ou chaque composante est une étoile.

Soit H = (V, E') un graphe connexe satisfaisant les propriétés suivantes:

1. V=XUY.
2. G[X] est une galaxie et Y est un stable.

3. Pour tout y € Y et pour tout sous ensemble non vide X’ C N (y), il existe un

unique ' € Y tel que N (y/) = X.
4. Si H # P, alors tout sommet support x dans X veérifie N (z) NY # (.
Soit ‘H la famille de tous les graphes H définie ci-dessus.

Théoréme 2.54 (Blidia et Dali [29], 2011). Un graphe connexe non-trivial G' est ~ " -

as-critique si et seulement si G € 'H.

Ces mémes auteurs [30] ont obtenu des résultats sur les graphes v -aa-critiques.
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FiGURE 2.6. Un graphe de H, les sommets en noir représentent ’ensemble X et en
blanc ’ensemble Y.

Proposition 2.55 (Blidia et Dali [30], 2014). Soit G = (V, E) un graphe v} -aa-critique

et S un v (G)-ensemble. Alors les sous graphes induits par S et V —S sont des cliques.

Proposition 2.56 (Blidia et Dali [30]). Si G est un graphe v} -aa-critique alors § (G) >
2 et diam (G) < 2.

Un corollaire immédiat des propositions précédentes est le suivant.
Corollaire 2.57 (Blidia et Dali [30]). Il n’existe aucun arbre v} -aa-critique.

Dans [30], ils ont défini la famille de graphes K pour caractériser les graphes ;-
aa-critiques.
Soit G = (V,E) dont 'ensemble de ses sommets peut-étre partitionné en deux

cliques disjointes K’ et K" tel que pour tout sommet v € K" satisfait:
e Ng(v)NK' 0.
e Pour tout sommet w € K" (w # v), Ng (w) # Ng (v) .

e Pour tout sommet u € K’ non adjacent & v, il existe un unique sommet w € K"

tel que Ng (w) = Ng (v) U{u}.
e K’ est un dominant localisateur de GG et K" contient un unique sommet universel.

Théoréme 2.58 (Blidia et Dali [30]). G est un graphe v} -aa-critique si et seulement
st G e K.

2.2.4 Graphes sommet-critiques

Dans [20], Chellali et Rad ont montré que la suppression d’un sommet v d’un graphe G
tel que G — v ne contient pas de sommets isolés peut réduire le nombre de domination

localisatrice total de G d’au plus un.
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Définition 2.59. Si v € S(G), alors v appartient a tout ¥4 (G)-ensemble, et de plus,
tout v (G)-ensemble contient toutes les feuilles de v ou bien toutes les feuilles de v

sauf une.

Théoréme 2.60 (Chellali et Rad [20], 2009). Si G’ est le graphe obtenu & partir de G
en supprimant un sommet x € V. — S (G), alors ¥4 (G) — 1 < ~% (G").

Ils ont aussi présenté quelques classes simples des graphes 7% -sommet-critiques.
En particulier, il ont caractérisé les graphes 3-7%-sommet-critiques et les arbres 7% -

sommet-critiques.

Proposition 2.61 (Chellali et Rad [20], 2009). Soient P,, K,,, C,, et K, respective-

ment, chaine, graphe complet, cycle et graphe biparti complet. Alors,

1. si P, est une chaine d’ordre au moins trois, alors P, n’est pas % -sommet-critique.
2. K, est un graphe % -sommet-critique si et seulement si n > 4.
3. C,, est un graphe ~ -sommet-critique si et seulement sin =1,2 (mod 4).

4. Ko est un graphe % -sommet-critique si et seulement si ou bien min (m,n) > 3

ou bien min (m,n) =1 et max (m,n) > 3.
5. G est 3=y -sommet-critique si et seulement si G € {Ky4, K1 3,cor (Cs)}.

Soit J la famille des arbres T ou tout sommet de T est soit une feuille soit un

support, et tout sommet support est de degré au moins trois.

Théoréme 2.62 (Chellali et Rad [20]). Un arbre T' est v -sommet-critique si et seule-

ment si G € J.

2.2.5 Quelques résultats sur les graphes v, -point-critiques

Dans cette section, nous allons exposer quelques résultats obtenus en 2018 par Blidia et
Chellali dans leur article [4] qu’ils ont dédié a la mémoire de 'initiateur et le pionnier
de la domination localisatrice le professeur P. Slater décédé en 2016. Cet article porte
sur 1’étude des graphes critiques pour le nombre de la domination localisatrice sous

Peffet de la contraction d’arétes.
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Blidia et Chellali [4] ont montré que la contraction d’une aréte peut diminuer le
nombre de domination localisatrice par au plus deux par contre elle peut ’augmenter

de maniére significative.

Proposition 2.63 (Blidia et Chellali [4], 2018). Pour tout graphe non-trivial G et
toute aréte e € E(G), on a vy, (G) —2 <7, (G.) < 2@~ 44 (G) — 1.

Notons que chacune des bornes de la Proposition 2.63 est atteinte. Pour la borne
inférieure, on peut considérer le graphe K33 ot v, (K33) =4 et v, ((K33)e) = 2, pour
toute aréte e € E(K33). Quant a la borne supérieure, prenons le graphe G de la Figure

7?7 oy, (G) =3 et 7 (Ge) =6 =271 4, (G) — 1.

m%

FIGURE 2.7. Graphe G avec v, (G) =3 et v, (G.) =6 =277t + 4, — 1.

Dans [4], ils ont donné les définitions des graphes 7, -point-critiques.

Définition 2.64. Un graphe G est dit v} -point-critique (respectivement, 7 -point-
critique) si vy, (Guw) < v (G) (respectivement, v, (Guy) > 71, (G)) pour toute aréte uv
dans G.

Définition 2.65. Si G est un graphe v -point-critique (respectivement, j -point-
critique) avec v, (G) = k, alors G est appelé graphe k-y; -point-critique (respective-

ment, k-y} -point-critique).

Dans la suite de cette section, s’il n’y a pas de confusion, nous adopterons la nota-
tion v, -point-critique (respectivement, k-7 -point-critique) au lieu de 7 -point-critique
(respectivement, k-7, -point-critique).

Ils ont aussi prouvé qu’aucun graphe n’est v} -point-critique.

Théoréme 2.66 (Blidia et Chellali [4], 2018). Aucun graphe n’est v} -point-critique.

Les auteurs de [4] ont étudié Ueffet de la contraction d’arétes sur les chaines et les

cycles.

Proposition 2.67 ([4]). Si G est une chaine non-triviale P, ou un cycle C,, d’ordre

n, alors G est 7y -point-critique si et seulement sin =1 ou 3 (mod 5).
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Ils ont aussi établi quelques propriétés des graphes ~y;-point-critiques dans ce qui

suit.

Proposition 2.68 ([4]). Si G est un graphe 7y -point-critique, alors G ne contient pas

deux sommets supports adjacents.

Proposition 2.69 ([4]). Si G est un graphe v -point-critique avec g (G) > 5, alors
tout sommet de G appartient a un v, (G)-ensemble. De plus, v, (G) = v, (Ge) + 1,

pour toute aréte e € E (G).

Ils ont remarqué que la Proposition 2.69 n’est pas vraie pour tout graphe G. En

effet, si G = Kj3, alors v, (K33) =4 =, ((Ks3),) + 2 pour toute aréte e € E (K33).

Proposition 2.70 ([4]). Pour tout arbre non-trivial T et tout sommet x de T, on a

Y (T) =1 <~ (T —x).

De plus, si'T" est un arbre 7y -point-critique, alors pour toute feuille v de T,

Y (T —z) =7, (T) - 1.

Voici quelques définitions introduites dans [4].

Définition 2.71. Soit G = (V,E), SCV,veSetweV -5 SiN(w)NnS ={v},
alors w est dit S-voisin-privé externe de v. On note par epn (v, S) l’ensemble de tous

les S-voisins-privés externes de v dans V — S.

Définition 2.72. Soit S un v, (G)-ensemble, A = {v € S : epn(v,S) = 0} et B =
S — A. On dit qu'un sommet x est de Type-A (respectivement, Type-B) si x est dans

A (respectivement, dans B).

Définition 2.73. Un sommet x appartient a une chaine pendante de longueur k > 2 si
G — x a une composante qui est une chaine P d’ordre k et P est attachée a un sommet

x de G par une de ses feuilles.

Blidia et Chellali ont donné dans [4] une caractérisation constructive de la famille

d’arbres F qui sont 7 -point-critiques obtenue a partir de la séquence d’arbres 77, 75, ...,
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T, (p >1) telle que Ty = P ou Py, et T'="T,. Si p > 2, alors T}, est obtenu a partir

de T; par une des septs opérations citées ci-dessous.

012

022

Oﬁi

071

Ajouter a T; un sommet w attaché par une aréte wz a un support x de T;.

Ajouter a T; une étoile subdivisée R; d’ordre 2t + 1 > 5 de centre a attaché par
une aréte az & un sommet z de T;, tel que z est un sommet de Type-A dans un

v (T;)-ensemble et qui est adjacent & un sommet de Type-B.

Ajouter p(p > 1) copies de chaines P, a T; en attachant une feuille de chaque
chaine P, a un sommet z € 7; tel que dr, (z) = 2 et z appartient & une chaine

pendante de longueur 3.

Ajouter a T; une chaine P, en attachant une de ses feuilles & un sommet z € T;

tel que dr, (2) = 3 et v, (T — z) 2 v, (T7) -

: Ajouter a T; une chaine P, en attachant une de ses feuilles & un sommet z € T;

tel que dr, () = 2 et z est soit un support ou bien il appartient a une chaine

pendante de longueur 3 ou 4.

Ajouter a T; une chaine P5 en attachant une de ses feuilles & un sommet z € T;

tel que v, (T — z) = v, (T3) — 1.

Ajouter a T; une chaine P; = uq-uo-...-uy en attachant us & un sommet z € T; tel
que z est de Type-A appartenant a un «y; (7;)-ensemble et qui est adjacent a un

sommet de Type-B.

Théoréme 2.74 (Blidia et Chellali [4], 2018). T" est un arbre vy -point-critique si et

seulement si' T € F.
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CHAPITRE 3

GRAPHES POINT-CRITIQUES PAR RAPPORT A LA

DOMINATION LOCALISATRICE

Nous allons présenter dans ce chapitre notre premiére contribution, qui consiste a
examiner les graphes dont la contraction d’une aréte quelconque entraine une réduction
de leur nombre de domination localisatrice. Plus précisément, nous allons caractériser
les graphes connexes 3-7;-point-critiques.

Il est & noter que les résultats issus de cette étude ont été publiés dans le journal

"Bulletin of the Iranian Mathematical Society" [78].

3.1 Définitions et premiéres propriétés

Dans cette section, nous allons commencer par donner les définitions des graphes ~, -
point-critiques et des graphes k-v;-point-critiques, en nous concentrant plus partic-
ulierement sur celles des graphes 3-7;-point-critiques. Nous allons ensuite exposer les

propriétés qui caractérisent les graphes G pour lesquels v, (G) = 2.

Définition 3.1. Un graphe G est dit -y, -point-critique, si v, (Gu) < vy (G) pour toute
aréte uwv dans G. De plus, si vy, (G) =k, alors G est appelé graphe k- -point-critique.

Blidia et Chellali ont montré dans [4] que la contraction d’une aréte quelconque de
tout graphe peut diminuer le nombre de la domination localisatrice par au plus deux.

Ainsi, nous pouvons exprimer la définition précédente comme suit.

Définition 3.2. Soit k > 3 un entier. Un graphe G est dit k-vy-point-critique si
v (G) = k et pour toute aréte uv, k —2 < v, (Gu) < k — 1.

Nous avons remarqué que si G est un graphe tel que v, (G,,) = 1 pour une aréte uv
de G, alors G appartient a { P, P, K3}. Ainsi, par le Théoreme 2.3, nous avons constaté
que v, (G) < 2. Par conséquent, pour k = 3, la définition 3.2 peut-étre formulée comme

suit.
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Définition 3.3. Un graphe G est 3y, -point-critique si v, (G) = 3 et v (Guy) = 2

sont vérifiées pour toute aréte uv de G.

La proposition suivante est une caractérisation des graphes connexes dont le nombre

de domination localisatrice est égal a 2.

Proposition 3.4. Soit G un graphe connexe d’ordren. On a~y; (G) = 2 si et seulement

si G satisfait les propriétés suivantes
(i) 3<n<H5.

(it) G ¢ {G1,G2,Gs,Gy, K14, K5, Ho}, ou Hy est Uétoile double Sy 1 représentée dans
la Figure 3.1, et les graphes G1, Go, G3 et G4 sont les quatres premiers graphes
de la famille G illustrés dans la Figure 3.2.

(i) G ne contient ni deux sommets de degré quatre ni de sommet support de degré

quatre.

Preuve. Soit G un graphe connexe et S un «y;-ensemble de G. Commencons d’abord
par montrer la condition nécéssaire. D’apres 'hypothese |S| = v, (G) = 2.

(i) SiV =S8 =0, alors G = P et donc v, (G) = 1, ce qui contredit notre hypothese.
DoaV —S # (et doncn > 3. Sin > 6,alors |V — S| > 4. Dans ce cas, le principe
des tiroirs implique qu’au moins deux sommets dans V' — S doivent avoir un voisinage
commun dans S, ce qui contredit le fait que S est un EDL de G. Par conséquent n < 5
et donc (i) est vraie.

(ii) Supposons que (ii) n’est pas vraie. Si G € {G1, G2, G3, K14, K5}, alors d’aprés
le Théoreme 2.3, on ay, (G) € {3,4}, mais ceci contredit notre hypothése. Maintenant,
considérons le cas ou G appartient a {Gy4, Hy) et supposons que S satisfait les propriétés
citées dans 'Observation 2.2. Si G = G, (voir Figure 3.2), alors posons V(G) =
{z,a,b,c,d} tel que x est un sommet support, ¢ sa feuille et Ng(x) = {a,b, c}. D’apres
le choix de S, x € S. Si a et b ne sont pas dans S, alors ces deux sommets possédent
un voisinage commun dans S, contradiction. Donc par symétrie, on peut supposer que
a € S et par conséquent, un sommet parmi b, c,d est dans S. Dans ce cas, S contient
trois sommets, impliquant que |S| = v, (G) = 3, contradiction. Si G = H, (voir Figure
3.1), alors encore une fois, d’aprés le choix de S, S contient trois sommets, ce qui

conduit & une contradiction.
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(iii) Il est clair que (iii) est valide pour n € {3,4}. Supposons alors que n = 5 et
posons S = {x,y} et V — S = {a,b,c}. D’apres la définition de S et sans perte de
généralité, on peut mettre Ng (a) NS = {z}, Ng () NS = {z,y} et Ng(c)NS = {y}.
Puisque chaque sommet différent de b est de degré au plus trois et b n’est pas un
sommet support, alors (iii) est satisfait.

Montrons a présent la condition suffisante. Supposons |S| # 2. Alors soit |S| = 1
ou bien |S| > 3. Si |S]| =1, alors G = P, ou P, mais ceci contredit (i). Ainsi |S| > 3
et donc, d’aprés (i), on a |V — S| < 2. Comme G est un graphe connexe non trivial,
alors |[S| < n —1 et donc |V — S| > 1. Ceci implique que n € {4,5} (puisque |S| > 3).
Si |V — S| = 1, alors il est clair que |S| = n — 1. Dans ce cas, d’aprés le Théoréme
2.3, G est I'un des graphes suivants Ky, K3, K5, K14 (selon que l'ordre n est égal 4
ou 5), mais ceci contredit (ii). Si |V — S| = 2, alors |S| = 3 et n = 5. Dans ce cas, on
distingue trois cas selon la valeur de A(G).

Cas 1. A(G) =2.

Alors G = Ps ou Cs, d’ou 7, (G) = 2, contradiction.

Cas 2. A(G) =3.

Soit x un sommet de degré A (G), a,b,c ses trois voisins dans G et y le sommet
restant dans G. Etant donné que G est connexe, alors y posséde au moins un voisin
dans {a,b,c}. Supposons d’abord que y est de degré trois. Alors, il est clair que
Nc(y) = {a,b,c}. Puisque G # G3, alors ensemble {a,b, c} n’est pas un ensemble
indépendant dans GG. Par symétrie, on peut supposer que ab € E(G). Comme A (G) =
3, et ac,bc ¢ E(G), alors {z,a} est un EDL de G de cardinalité inférieure a celle de S,
mais ceci contredit la minimalité de S (vu que v, (G) = 3 ). Maintenant, supposons
que y est de degré deux. Par symétrie, posons Ng(y) = {a,b}. Si au moins une
parmi cb, ca est une aréte de GG, disons c¢b alors ab ¢ F(G) du fait que A (G) = 3. Ce
qui implique que {z,a} ou {z,b} est un EDL de G, contradiction. Par conséquent,
cb,ca ¢ E(G) et donc ab € E(G) puisque G # G4. Mais dans ce cas, {z,a} est un
EDL de G, contradiction. Enfin, supposons que y est une feuille. Par symétrie, posons
Ne(y) = {a}. Si une parmi ab,ac est une aréte de G, disons ab, alors ac ¢ E(G)
(car A (G) = 3). Mais, 1a encore on a une contradiction étant donné que ’ensemble
{z,a} est un EDL de G. D’ou ab,ac ¢ E(G) et donc bc € E(G) puisque G # Hy. En

conséquence, {a, b} est un EDL de G, contradiction.
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Case 3. A(G) =4.

Soient z un sommet de degré A (G) et a,b,c,d ses quatre voisins dans G. D’aprés
(iii), tous les voisins de x sont de degré deux ou trois. Supposons que l'un d’entre
eux est de degré trois, disons a. Sans perte de généralité, on peut supposer que b et
¢ sont des voisins de a. Sachant que ad ¢ F(G) et d’aprés (iii), au moins une parmi
dc, db, disons dc, est une aréte de G. Comme A (G) = 3 ceci implique que be ¢ E(G).
Mais alors {a,c} est un EDL de G, contradiction avec le fait que 7, (G) = 3. Ainsi,
tous les voisins de = sont de degré deux, ce qui entraine la présence de deux arétes
indépendantes disons ab et cd (par symétrie). Dans ce cas, {a,d} est aussi un EDL de

G, contradiction. Ceci achéve la preuve de la Proposition 3.4. O

N

Ficure 3.1. Graphe H

3.2 Caractérisation des graphes 3-v;-point-critiques

Dans cette section, nous allons présenter notre résultat principal qui consiste a carac-

tériser les graphes connexes 3-vy,-point-critiques.

Théoréme 3.5. Un graphe connexe G est 3-y, -point-critique si et seulement si G € G,

ot G est la famille des graphes illustrée dans la Figure 3.2

Lemme 3.6. St G € G, alors G est un graphe 3-y -point-critique.

Preuve. Soit G € G. Puisque que G ¢ {P;, P}, alors v, (G) > 2. Commencons
d’abord par prouver que v, (G) = 3. D’aprés le Théoréme 2.3 ceci est vrai pour Gy, G
et G3. Supposons donc que G ¢ {G1, G2, G3}. Un EDL de cardinalité trois de chaque
graphe de G est désigné par des sommets en noir dans la Figure 3.2. 1l est clair que
v (G) < 3. Aussi, il est & noter que si G € {G;, 4 <i <20}, alors d’aprés les itemes
(ii), (iii) ou (i) de la Proposition 3.4, respectivement (dans cet ordre) ne sont pas
satisfaits. Dans ce cas, 7, (G) # 2, ceci implique que 7, (G) > 3. D’ou, on déduit le

résultat.
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Maintenant, soit G. le graphe obtenu a partir de GG en contractant une quelconque
aréte e de G. Il est facile de vérifier que le graphe G, satisfait toutes les propriétés de
la Proposition 3.4. Alors v, (G.) = 2 et donc G est un graphe 3-v,-point- critique. Ce

qui achéve la preuve du Lemme 3.6.

SN 7
(G1 = Ki3) (G2 = Ky) (Gs = Ky3) (G4)
(G5) (Gs) (G7) (Gs)
NN CZ%& / é A\
VY N N ./
(Gy) (G1o) (Gu1) (G12)
R
(G1s) (G1a) (G1s) (G1e)
Ny a N
\ ./
(G17) (G1s) (G19 = Cs) (G20 = Fy)

FIGURE 3.2. Famille G des graphes connexes 3-v,-point-critiques, ou 1’ EDL est
représenté par des sommets en gras.
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3.3 Preuve du Théoréme 3.5

Preuve. Si G € G, alors d’apres le Lemme 3.6, G est un graphe 3-y;-point-critique.
A présent montrons l'inverse. Soit G un graphe 3-v;-point-critique d’ordre n. Alors
Y (G) =3 et v (Guw) = 2, out Gy, est le graphe obtenu a partir de G en contractant
une quelconque aréte uv de G. La Proposition 3.4-(i) montre que 3 < |V (Gy,)| < 5.
Par conséquent, on a

4<n<6. (3.1)

Désignons par X; I’ensemble de tous les sommets de degré ¢ dans G. On voit claire-
ment que i € {1,2,...,5}. Nous énongons maintenant quatre faits qui seront utiles a
notre preuve.

Fait 1: Si | X4| # 0, alors X, est une clique et §(G) > 2.

Puisque | X4| # 0, alors selon (3.1), on a n € {5,6}. Commengons par montrer que
X4 est une clique. Puisque le cas | X4| = 1 est trivial, on peut supposer que |X4| > 2 et
donc n = 6. Soient x,y € X4 et notons par a, b, ¢, d les sommets restants de G. Si x et y
ne sont pas adjacents dans GG, alors x et y doivent étre adjacents aux sommets a, b, ¢, d.
Mais alors les sommets ax et y seront de degré quatre dans G,,, ce qui contredit la
Proposition 3.4 (iii). De ce fait, on conclut que z et y sont adjacents dans G et par
symétrie X, est une clique.

Supposons au contraire que §(G) < 1. Comme G est connexe, alors 6(G) = 1 impli-
quant que |X;| # 0. Soit € X4 et a, b, ¢, d ses quatre voisins dans G. Nous allons mon-
trer que x n’est pas un sommet support dans G. Supposons le contraire. Par symétrie,
on peut considérer que a € X;. Prenons d’abord n = 5. Alors V(G) = {z,a,b,c,d} et
dans ce cas, {b, ¢, d} ne peut pas étre une clique dans G, autrement G,, = K4 = G, ce
qui contredit la Proposition 3.4-(ii). D’un autre coté, on peut supposer par symétrie
que be ¢ E(G). Mais dans ce cas, on a encore fois une contradiction avec la Proposi-
tion 3.4-(ii) puisque G4, = K3 3 = G;. Prenons maintenant n = 6 et désignons par z le
sommet restant dans G. Comme G est connexe, alors z doit étre adjacent & au moins
un des sommets b, ¢, d, disons b. Cependant, il en résulte que z serait un support de

degré quatre dans Gy, contradiction avec la Proposition 3.4-(iii). Donc x n’est pas un
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support dans G. Notons que dans le cas n = 6, z n’appartient pas & X; autrement le
sommet bz serait un support de degré quatre dans Gy, contradiction. Ainsi, tous les
sommets de G sont de degré au moins deux. Ceci termine la preuve du Fait 1.

Fait 2. | X;5| < 1.

Supposons au contraire que X5 contient au moins deux sommets, disons z,y. Dans
ce cas, le graphe G a exactement six sommets ol les sommets = et y sont adjacents
aux quatre sommets restants dans G. Il s’ensuit que la contraction d’une quelconque
aréte uv différente de xy donne le graphe G, ot = et y sont de degré quatre dans G,
ce qui contredit la Proposition 3.4-(iii). D’ou | X;5| < 1.

Fait 3. Si | X;| =1, alors | Xy| = |X1| =0 et |X3] = 3 ou 5.

Soit x "'unique sommet de X5 et a, b, ¢, d, z ses cing voisins. Supposons que | X,| # 0.
Il s’ensuit alors que 'un des sommets a, b, ¢, d, z, disons a doit appartenir a X,. Par
symétrie, on peut supposer que Ng(a) = {z,b,c,d}. Mais dans ce cas, les sommets
eT et a sont de degré quatre dans G, contradiction avec la Proposition 3.4-(iii).
Maintenant, supposons que | X;| # 0. Sans perte de généralité, on peut supposer que
a € X;. Ceci conduit également & une contradiction puisque le sommet zb est un
sommet support de degré quatre dans G, En conséquence, | X;| = |X,| = 0. D’autre
part, étant donné que | X5| = 1 et du fait aussi que le nombre de sommets de degré
impair dans un graphe est égal & un nombre pair ceci implique que | X3| € {1,3,5}.
Ainsi, pour montrer la deuxiéme partie il suffit de prouver que |X3| # 1. Supposons
que | X3| = 1. Par symétrie, supposons aussi que a est 'unique sommet de X3 et z, b, ¢
sont ses trois voisins dans G. Alors b, ¢, d, z € X,. De ce fait, il n’ya aucune aréte entre
{z,d} et {a,b,c} (vu que a est de degré trois et b et ¢ sont de degré deux). Comme
| X1| = 0, alors d doit étre adjacent & z. Dans ce cas, x est un sommet support de degré
quatre dans Gy, contradiction. En conséquence | X3| # 1, et donc |X3| = 3 ou 5.

Fait 4. Sin =5, alors | X4| =0 et |X3| =1 ou 2 et si n =6, alors | Xy| < 2.

Considérons le cas n = 5 et montrons d’abord que | X4| = 0. Supposons le contraire.
Alors d’apres le Fait 1, on a 6(G) > 2. Prenons un sommet quelconque x dans Xy,
avec a, b, ¢, d ses quatre voisins dans GG et S un ensemble indépendant maximum dans
G. D’apres la Proposition 3.4-(ii), Gy, ¢ { K4, K13} pour toute aréte uv dans G. Donc
G ¢ { K5, K4}, impliquant que |S| ¢ {1,4}. Cela signifie que |S| € {2,3}, d'ou x ¢ S.

Si |S| = 3, alors I'un des sommets a, b, ¢, d, disons d n’appartient pas a S. Ceci implique
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que S = {a,b,c}, dou Gy, = K3, contradiction. Dans ce cas, |S| = 2 et sans perte

de généralité, on peut supposer que S = {a,b}. La définition de S implique que

chaque sommet dans {c, d} posséde un voisin dans S. (3.2)

De méme, vu que 6(G) > 2, il s’ensuit que

chaque sommet dans {a,b} a un voisin dans {c, d}. (3.3)

Si ¢ et d n’ont pas un voisin commun dans {a, b}, alors suite aux (3.2) et (3.3), il est
clair que l'ensemble {a,b} est un EDL de G, contradiction. Donc ¢ et d ont un voisin
commun parmi les sommets a, b, disons a. Selon (3.3), b doit étre adjacent & au moins
un sommet parmi ¢, d, disons d. Si cd € E(G), alors Gy, = K4, contradiction. D’ou
cd ¢ F(G); mais dans ce cas {a,d} est un EDL de G, contradiction. En conséquence
| Xa| = 0.

Prouvons maintenant que | X3| = 1 ou 2. Supposons le contraire, alors soit | X3| =0
ou bien | X3| > 3. Si | X3| = 0, alors chaque sommet dans G est de degré au plus deux.
Comme G est connexe, ceci implique que G est soit une chaine P5; ou bien un cycle
Cs. Mais dans ce cas, le nombre de domination localisatrice de G est égal a deux,
contradiction, d’ou | X3| # 0. Supposons maintenant que | X3| > 3 et soient z,y, z € X3
et a, b les sommets restants dans G. Supposons que zy ¢ E(G). Il est facile de voir que
toutes les arétes entre {z,y} et {z,a,b} existent. Pour que le sommet z ait un degré
égal a trois, z doit étre adjacent a 'un des sommets a, b (disons a). Par conséquent, zb
et ab ne sont pas des arétes de G puisque chacun des sommets z et a a un degré au plus
trois. Ce qui implique que {z, 2z} est un EDL de G, contradiction. Donc zy € E(QG)
et par symétrie {z,y, z} est une clique. Dans ce cas, chacun des sommets x,y et z
est adjacent a exactement un sommet dans {a, b}. D’apres le principe des tiroirs, deux
sommets parmi x,y, z, disons z et y doivent avoir un voisin commun, disons a dans
{a,b}. 11 est clair que bx,by ¢ E(G). De ce fait za ¢ E(G), autrement b serait un
sommet isolé dans G (vu que tous les autres sommets sont de degré trois). Puisque
dg (z) = 3, alors z doit étre adjacent & b. Mais dans ce cas, {z, 2} est un EDL de G,
contradiction. En conséquence, puisque | X3| # 0, alors | X3| € {1,2}.

Considérons a présent le cas n = 6 et supposons que | Xy| > 3. Alors en vertu du



55

Fait 1, on a 6(G) > 2. Soient x,y,z € X4 et a,b,c les autres sommets de G. Selon le

Fait 1, {x,y, z} est une clique, ce qui nous permet d’affirmer que

chaque sommet dans {a, b, c} a exactement deux voisins dans {z,y, z}. (3.4)

Pour montrer (3.4), supposons d’abord que I'un des sommets a, b, ¢, disons a a au
plus un voisin dans {z,y, z}. Par symétrie, on peut supposer que za,ya ne sont pas
des arétes de GG. Sachant que z,y € X4, alors toutes les arétes entre {z,y} et {b,c}
existent. Par ailleurs, comme 6(G) > 2, alors a doit avoir au moins un voisin dans
{b, c}, disons b. Mais dans ce cas, les sommets = et y maintiennent chacun un degré
de quatre dans G, ce qui contredit la Proposition 3.4-(iii). Ainsi, chaque sommet
dans {a,b,c} posséde au moins deux voisins dans {z,y, z}. Par conséquent, comme
chaque sommet dans {x,y, z} doit posséder exactement deux voisins dans {a, b, ¢}, ceci
implique (3.4).

Etant donné que z,y,z € X, et du fait de (3.4), alors sans perte de généralité,
on peut supposer que toutes les arétes entre {x,y, z} et {a,b,c} sont présentes (sauf
ax,by,cz). Si ab € E(G), alors en contractant I'aréte ab on obtient un graphe G
tel que x et y sont de degré quatre dans G, contradiction. Donc ab ¢ E(G) et par
symétrie {a, b, c} est un ensemble indépendant. Mais cela conduit & une contradiction
avec le fait qu’en contractant I’aréte xy on obtient un graphe G, tel que Ty est un
sommet support de degré quatre dans G,. D’ou | X,| < 2. Ceci compleéte la preuve du

Fait 4.

Par la suite, en utilisant (3.1), on distingue trois cas selon 'ordre n de G. Pour
n =4, et vu que v, (G) = 3 = n—1, alors le Théoréme 2.3 montre que G est isomorphe
a GG1 ou (5. Ainsi, dans la suite nous allons nous restreindre aux cas ou n = 5 et 6.

Cas 1: n =5.

I est clair que |X5| = 0 et d’apres le Fait 4, on a | X4 = 0 et |X3] = 1 ou 2.
Supposons d’abord que | X3| = 1. Soit « 'unique sommet de X3, a,b, ¢ ses trois voisins
de G, et d le sommet restant de G. Alors chaque sommet dans {a,b,c,d} est de degré
au plus deux. Sachant que G est connexe, d doit étre adjacent & 'un des sommets
a, b, c, disons a (par symétrie). Cependant, comme dg (a) = 2, alors a n’est adjacent

ni a b ni & c. De méme, d n’est pas adjacent & au moins un des sommets b, ¢, disons
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c. Si be € E(G), alors bd ¢ E(G) car dg (b) = 2. Dans ce cas, {a,b} est un EDL
de G, contradiction. Donc be ¢ FE(G) ce qui implique que {a,b,c} est un ensemble
indépendant de G. Si bd ¢ E(G), alors G,q = K 3, contradiction avec la Proposition
3.4-(ii). Autrement, si bd € E(G), alors G = Gy.

Supposons maintenant que | X3| = 2 et soient x,y les seuls sommets de X3 et a, b, ¢
les autres sommets de G. Si z et y ne sont pas adjacents dans GG, alors ces deux sommets
doivent étre adjacents aux sommets a, b, c. Comme I'un des sommets a, b, ¢ est de degré
deux, alors il n’ya aucune aréte entre eux; d’ou G = G3. D’un autre coté, si x et y sont
adjacents dans G, alors d’aprés le principe des tiroirs, x et y doivent avoir un voisin
commun dans {a, b, c}, disons b. Le sommet b n’a pas de voisin dans {a,c} (vu que
dg (b) = 2). Aussi, étant donné que z,y € X3, alors il existe deux arétes entre {z,y}
et {a,c}. Si x et y sont adjacents & a ou ¢ (disons a), alors ¢ est isolé dans G (car x,y
sont de degré trois et a est de degré deux), contradiction. Ainsi, par symétrie, on peut
supposer que az et cy sont les seules arétes qui existent entre {x,y} et {a,c}. Mais

dans ce cas {z,y} est un EDL de G, contradiction.

Cas 2: n = 6. D’aprés Le Fait 2, on considére deux cas.

Cas 2.1. | X;| = 1.

Soit x I’ unique sommet de X5 et a,b,c,d, z ses cinq voisins dans G. Du Fait 3,
on a | Xy = |Xi| = 0et | X3 =3 oub. Si|X3| =5, alors |E(G)| = 10, et de plus,
puisque chaque sommet dans G — {x} est de degré deux, alors G — {x} est un cycle
Cs, donc G = (7. Maintenant, supposons que | X3| = 3. Alors |X3| =2 et |E (G)| = 9.
Sans perte de généralité, on peut supposer que X3 = {a,b,c} et Xy = {d, z}. Si X3
est une clique, alors il est facile de voir qu’il n’existe aucune aréte entre X3 et X,. Par
conséquent, dz doit étre une aréte de G (vu que d,z € X,). Dans ce cas, = est un
sommet support de degré quatre dans G, contradiction avec la Proposition 3.4-(iii).
D’ou X3 n’est pas une clique et donc par symétrie, on peut supposer que ab ¢ E(G).
De ce fait, a doit avoir au moins un voisin parmi les sommets d, z, disons d (car a est
de degré trois). Cependant, comme d est de degré deux, alors il n’a aucun voisin dans
{b, ¢, z}. Pour que le sommet b soit de degré trois il doit étre adjacent a c et z. Etant
donné que le sommet z est de degré deux alors za, zc ¢ E(G). De méme, pour que le
sommet a soit de degré trois a doit étre adjacent a c. Ainsi G = Gg.

Cas 2.2. | X;| = 0. D’apreés la seconde partie du Fait 4, on distingue trois cas.
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Cas 2.2.1. | Xy| =2.

Soient =,y € X4 et a,b,c,d les sommets restants de G. D’aprés le Fait 1, x et y
sont adjacents, et en appliquant le principe des tiroirs, ces deux sommets doivent avoir
deux voisins communs parmi a, b, ¢, d, disons b, c. Dans ce cas, il est facile de voir que
x,y possédent exactement un seul voisin dans {a,d}. Si z et y ont un autre voisin
commun parmi a, d, disons a, alors zd,yd ¢ E(G). Par ailleurs, d doit avoir un voisin
parmi a, b, ¢, disons c. Ceci implique que z et y sont des sommets de degré quatre dans
G, contradiction avec la Proposition 3.4-(iii). Donc, sans perte de généralité, on peut
supposer que azx,dy sont les seules arétes entre {x,y} et {a,d}. Si ad € E(G), alors
encore une fois on constate que x et y sont des sommets de degré quatre dans Gq,
contradiction. Ainsi ad ¢ FE(G). Vu que 6(G) > 2 (suite au Fait 1) et chacun des
sommets b, ¢ est de degré au plus trois, alors sans perte de généralité, on peut supposer
que ab et cd sont les seules arétes entre {b, c} et {a,d}; d'ou G = Gj5.

Cas 2.2.2. | X,| = 1.

Soit x 'unique sommet dans X, et a, b, ¢, d sont ses quatre voisins dans G. Notons
par z le sommet restant. Il est clair que chaque sommet autre que x est de degré au
plus trois. D’un autre coté, étant donné que 6(G) > 2 (suite au Fait 1), z doit avoir
au moins deux voisins parmi a,b, ¢, d, disons a et b (par symétrie). Par conséquent,
puisque z est de degré au plus trois, alors au moins un sommet parmi c,d n’est pas
adjacent & z, disons d. Supposons que ec € E(G). Comme §(G) > 2, alors d doit avoir
un voisin parmi a, b, ¢, disons c¢. Dans ce cas, x et ¢z sont des sommets de degré quatre
dans G.., contradiction. Ce qui implique que zc¢ ¢ E(G) et donc a et b sont les seuls
voisins de z dans G. Si ab € E(G), alors z et y sont de degré trois. De plus, il n’existe
aucune aréte entre {a,b} et {c,d}. Ce qui entraine que cd € E(G) puisque §(G) > 2,
d’ou G = Gg¢. Maintenant supposons que ab ¢ E(G). Si ¢ ou d, disons ¢ n’est le voisin
ni de a ni de b, alors Gy, = G4, mais ceci contredit la Proposition 3.4-(ii). Ainsi, les
sommets ¢ et d doivent avoir un voisin dans {a,b}. De plus, sachant que a,b ¢ Xy,
alors sans perte de généralité on peut supposer que ad et bc sont les seules arétes entre
{a,b} et {c,d}. Si cd ¢ E(G), alors az est un sommet support de degré quatre dans
Gz, contradiction avec la Proposition 3.4-(iii). Donc ¢d € E(G); d’ou G = Gs.

Cas 2.2.3. |Xy| =0.

Dans ce cas, chaque sommet dans G est de degré au plus trois (car |X5| = 0). Si
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| X3] = 0, alors il est facile de voir que G € {G19, G2 }. Supposons alors que | X3| # 0
et considérons les deux cas suivants.

Cas 2.2.3.1. |X;| #0.

Soit x € X3 et a, b, ¢ ses trois voisins dans (G, notons par d et z les sommets restants
dans G. Etant donné que |X;| # 0, alors au moins un sommet autre que x doit étre

dans X;. De ce fait, on affirme que

chaque sommet dans {a, b, c} a au plus un voisin dans {d, z}. (3.5)

Supposons que 3.5 n’est pas vraie. Supposons également que les sommets z et d sont
les voisins de 1'un des sommets a, b, ¢, disons b. Ceci signifie que b ¢ X et par suite un
sommet parmi a,c,d, z doit appartenir & X;. Mais dans ce cas, xb serait un sommet
support de degré quatre dans G, contradiction avec la Proposition 3.4-(iii). D’ou
(3.5) est valide.

Comme G est connexe, alors il existe au moins une aréte entre {d, z} et {a, b, c}. Par
symétrie, on peut supposer que ad € E(G). Donc a ¢ X; et d’aprées (3.5), az ¢ E(G).

On distingue deux possibilités selon le fait que la feuille est un voisin de z ou non.

Possibilité 1. b ou ¢ appartient a X7, disons c.

Il est & remarquer que ¢ n’a aucun voisin dans {a, b, d, z}. Nous allons montrer que
dz € FE(G). Supposons le contraire. Sachant que G est connexe, alors bz € E(G), et
d’apres (3.5), on a bd ¢ E(G). Dans ce cas, G, = Hy, contradiction avec la Proposition
3.4-(ii), d’ou de € E(G). Par ailleurs, b posseéde un voisin dans {d, z} car sinon la
contraction de ’aréte ax donne le graphe G,, qui est isomorphe a Hj, contradiction.

En tenant compte de ce fait avec (3.5), on constate que

(i) bz € E(G) oubd ¢ E(G) ou (ii) bz ¢ E(G) oubd € E(G). (3.6)

Si ab ¢ FE(G), alors {a,b,c} est un ensemble indépendant. Ceci et (3.6) donnent
G4, = G4, contradiction avec la Proposition 3.4-(ii). Donc ab € E(G). Dans ce cas, si
la condition (i) de I’expression (3.6) est vérifiée, alors la contraction de I’aréte ax donne
le graphe G, qui est isomorphe & G4, contradiction. D’ou d’apres (3.6), la condition

(ii) est vérifice et par conséquent G = G1y.
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Possibilité 2. b et ¢ ne sont pas dans X;.

Sachant que a ¢ X; et | X;| # 0, alors au moins I'un des deux sommets d, z doit
étre dans X;. Rappelons que ad € E(G) et az ¢ E(G). Dans ce cas, deux situations se
présentent en fonction de la présence ou non d’un voisin de z dans {b, c}.

Situation 1. Supposons que z n’a aucun voisin dans {b, c}. Comme G est connexe,
alors de € E(G). Par conséquent, d ¢ X; et par suite z € X;. Etant donné que d est
de degré au plus trois, alors au moins une parmi db, dc n’est pas une aréte de GG, disons
dc ¢ E(G). Examinons la structure de G et cherchons si bd est une aréte de G ou pas.
Supposons d’abord que bd ¢ E(G). Puisque b,c ¢ X; et a est de degré au plus trois,
alors bc € E(G). Si ab et ac ne sont pas des arétes de G, alors G = Gy5. Si 'une d’elles
est une aréte alors 'autre ne I'est pas vu que a est de degré au plus trois. Dans chaque
cas, on obtient G = G15. A présent, supposons que bd € E(G). Comme ¢ ¢ X, alors ¢
posséde un voisin dans {a, b}, disons b (par symétrie). Il est clair que ab ¢ E(G) (car
b est de degré au plus trois). Dans ce cas, G., = G4, contradiction.

Situation 2. Supposons que z a un voisin dans {b,c}, disons b (par symétrie). Il
s’ensuit que d’apres (3.5), bd ¢ E(G). Comme d ou z appartient a X;, disons z, alors
b est I'unique voisin de z dans G. Maintenant, nous allons discuter la structure de G
selon que cd, ab, ac, be sont des arétes de G ou non. Supposons d’abord que cd € E(G).
Etant donné que a, b, ¢ sont de degré au plus trois, ces sommets induisent au plus une
aréte. S’il n’existe aucune aréte entre eux alors GGy, = (G4, contradiction. Si au moins
une entre ab, bc est une aréte de G, alors G, = G4, contradiction. Cependant, si
ac € E(G), alors G = G15. A présent, supposons que cd ¢ E(G). Du fait que ¢ ¢ X7,
alors il doit avoir un voisin dans {a, b}, disons b (par symétrie). Sachant que b est de
degré au plus trois alors ab ¢ E(G). Si ac € E(G), alors G = G14. Autrement, si
ac ¢ E(G), alors Gy, = Hy, contradiction.

Cas 2.2.3.2. |X;| = 0.

Dans ce cas, V(G) = X3U Xy, (rappelons que | X3| # 0 et | Xy| = | X;5| = 0). Puisque
le nombre de sommets de degré impair dans un graphe est pair, alors | X3| € {2,4,6}.

Dans la suite, on distingue trois possibilités selon la valeur de | X3 .

Possibilité 1. |X3| = 2.
En conséquence |X3| = 4 et par suite |E (G)| = 7. Posons X3 = {z,y} et Xy =
{a,b,c,d} et supposons d’abord que xy ¢ E(G). Alors d’apres le principe des tiroirs, =
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et y doivent avoir deux voisins communs dans X5, disons b et ¢. Ce qui implique qu’il
n’y a pas d’aréte entre {b, c} et {a, d}, étant donné que b et ¢ sont de degré deux. Il est a
noter qu’aucun des sommets a et d ne peut étre un voisin commun de x et y, autrement
a ou d serait un sommet isolé dans G, ce qui est impossible. Par ailleurs, puisque les
sommets x et y doivent chacun avoir un voisin dans {a,d}, on peut supposer que les
seules arétes reliant {z,y} a {a,d} sont za et yd. Egalement, a doit étre adjacent a
d vu que tous les deux appartiennent a Xs. Dans ce cas, G,g = K3 = G, ce qui
contredit la Proposition 3.4-(ii).

Supposons a présent que zy € E(G). Dans ce cas, x et y possédent au plus un
voisin commun dans X5. En effet, si x et y ont deux voisins communs dans X5, disons
a et b, alors il n’existe aucune aréte entre {c,d} et {x,y,a,b}. Or, cela contredirait
la connexité de G. Supposons d’abord que = et y n’ont pas de voisin commun. Sans
perte de généralité, on peut supposer que xa, xb, yc, yd sont les seules arétes entre X3
et X5. Donc I'ensemble des arétes induites par X, est soit {ab, cd}, soit I'un des deux
ensembles {ac,bd} et {ad,bc}. Par conséquent G est isomorphe soit & Gy7 ou bien a
(GG16. Supposons maintenant que x et y ont exactement un voisin commun, disons a.
Par conséquent, il s’ensuit que le sommet a n’a aucun voisin dans 1’ensemble {b, ¢, d}
puisque son degré dans G est égal & deux. De plus, sachant que les sommets = et y
appartiennent a ’ensemble X3, alors chacun d’entre eux doit avoir exactement un voisin
dans I'ensemble {b, ¢, d}. De ce fait et par symétrie, on peut supposer que zb, yc € E(G).
Pour que d soit de degré deux, d doit étre adjacent a b et ¢, et & aucun sommet dans
{z,y,a}. Cependant, cela implique que G, serait isomorphe & G4, ce qui contredit la

Proposition 3.4-(ii).

Possibilité 2. | X3| = 4.

Alors | X;3| = 2 et par suite |E (G)| = 8. Posons X3 = {a,b,¢,d} et Xo = {x,y} et
considérons les deux situations suivantes.

Situation 1. x est adjacent a y. Si x et y ont un voisin commun dans X3, disons a,
alors = et y n’ont pas de voisin dans {b, ¢, d} (puisque =,y € X3). Il s’ensuit alors que a
doit avoir exactement un voisin dans {b, ¢, d}, disons b. Mais dans ce cas, les sommets
c et d ne peuvent pas avoir un degré égal & trois, contradiction. Donc x et y n’ont pas
un voisin commun dans X3 et par symétrie, on peut supposer que az et dy sont les

seules arétes entre X5 et X3. D’autre part, étant donné que b, c € X3, alors toutes les
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arétes reliant {b, c} a {a,d}, ainsi que 'aréte bc, sont présentes dans G. De ce fait, vu
que G posséde exactement 8 arétes, alors ad ¢ F(G), d'ou G = Gya.

Situation 2. x n’est pas adjacent & y. Supposons que deux sommets dans X3, disons
a, b sont des voisins communs de x et y. Puisque a,b € X3, alors il ya exactement deux
arétes entre {a,b} et {c,d}. Cela implique qu’au moins I'un des sommets ¢ et d ne
peut étre de degré trois, contradiction. Maintenant, supposons que x et y ont un seul
voisin commun, disons a. Etant donné que x et y sont dans X5, alors chacun d’eux a
exactement un voisin dans {b, ¢, d}. Par symétrie, on peut supposer que bz, cy € E(G).
Pour que d soit de degré trois, d doit étre adjacent & tous les autres sommets de Xj.
De maniére similaire, on peut montrer que 'aréte bc appartient a G. Dans ce cas,
Gy = Ky 3, contradiction. Enfin, supposons que z et y n’ont aucun voisin commun.
Sans perte de généralité, on peut supposer que a et b (respectivement, ¢ et d) sont des
voisins de z (respectivement, y). On remarque que chaque sommet dans G — {x, y} est
de degré deux. De ce fait et par symétrie, il s’ensuit que G — {x,y} est isomorphe &
I’'un des deux cycles d’ordre quatre suivants : le cycle a-b-c-d-a ou le cycle a-c-b-d-a.

D’ou G est isomorphe soit & GG1; ou bien a G13.

Possibilité 3. |X3| = |V(G)| = 6.

Alors G est un graphe 3-regulier avec |E(G)| = 9. Soit x € X3 et a,b, ¢ ses trois
voisins, notons par d et z les autres sommets de G. Si z et d ne sont pas adjacents,
alors z et d sont adjacents a tous les sommets de {a,b,c}. Donc G = K33 et d’apres
le Théoreme 2.3, v, (K33) = 4, contradiction. Si z et d sont adjacents, alors d’apres le
principe des tiroirs, ils ont un voisin commun parmi les sommets a, b, ¢, disons b. Dans
ce cas, b n’a aucun voisin dans {a, c} et chacun des sommets z, d doit avoir un voisin
dans {a,c} (pour qu’il soit de degré égal a trois). Si z et d ont le méme voisin dans
{a,c}, disons a, alors ¢ € X; (puisque tous les autres sommets sont de degré trois),
contradiction. Donc, par symétrie, on peut supposer que ad, cz sont les seules arétes
entre {d, z} et {a,c}. Par ailleurs, pour que a soit de degré trois, il doit étre adjacent
a c. Par conséquent, le graphe GG serait isomorphe a (G19. Ce qui termine la preuve du

Théoréeme 3.5. U
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CHAPITRE 4

NOMBRE DE DOMINATION LOCALISATRICE SUPERIEUR

Dans ce présent chapitre, nous allons caractériser les graphes connexes d’ordre n > 4
pour lesquels le nombre de domination localisatrice supérieur est égal & n—2. Il convient
de rappeler que Chellali et Mimouni [19] ont montré que tout graphe non trivial connexe
d’ordre n satisfait I'; (G) < n—1, avec égalité si seulement si G est un graphe complet
ou une étoile. Les travaux présentés dans ce chapitre sont en cours de soumission pour
publication.

Le résultat principal de ce chapitre est formulé comme suit.

Théoréme 4.1. Soit G un graphe connexe d’ordre n > 4. Alors ' (G) = n — 2 si
et seulement si G € FiUFUF3 (ou Fy,Fo et Fz sont les trois familles de graphes
illustrées dans les Figures 4.2, 4.3 et 4.4 ).

Avant de donner la preuve de ce théoréme, nous avons besoin de quelques définitions

et résultats intermédiaires qui nous seront utiles dans la suite.

4.1 Familles spéciales de graphes.

Pour caractériser les graphes connexes pour lesquels I'y, (G) = n — 2, nous allons in-
troduire trois familles de graphes, notées F;, F> et F3. Pour ce faire, cependant, il est
nécessaire d’introduire les définitions supplémentaires suivantes. Soit G = (V, E) un
graphe, A, B des sous-ensembles de V, et u, v des sommets de V. Si u est adjacent a v,
alors on dit que u voit v, sinon, on dit que u rate v. Par ailleurs, si u voit (respective-
ment, rate) tous les sommets de A, alors on dit que u voit (respectivement, rate) A.
En outre, si tout sommet de A voit (respectivement, rate) B, alors on dit que A voit
(respectivement, rate) B.

La Figure 4.1 représente un graphe GG avec huit sommets xq, xs...., xg, ol le som-

met x; voit les sommets x5 et xg et rate les sommets restants, tandis que le sommet
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Zs3 7
T2 X5
T Te
xs X7

FiGURE 4.1. Graphe G

x4 voit {mg, x3, 5, w8} et rate {xy,xs, 27} . Par ailleurs, {x3, x4} voit {zs, xs} et rate

{xla Te, 337} .

Famille F; : Un graphe G est dans F; si ’ensemble de ses sommets peut-étre

partitionné en six sous ensembles {a, b}, A;, Az, A3, By et By tel que

e Au moins un des deux ensembles Az et By U By est vide, et les ensembles A1, A,

sont non vides.
e Les ensembles Az et By U By sont des stables.

e Si B;UBy # (), alors |As| = 1. En particulier, si By # (), alors |A;| = 1 et B; voit
Ay U Ay, et si By # (), alors By voit As.

e a voit A; U Ay, b voit Ay U A3 et ab est optionnelle.

e Pour chaque ¢ € {1,2}, A; est soit une clique ou bien un stable, tel que une des

conditions suivantes est vérifiée.

— A1 U A, est une clique.
— A; U Ay est un stable.

— A; est un stable et A, est une clique avec |Ay| > 2, tels que A; voit ou rate
A2 et AgUBlLJBQ:@

— A; est un stable avec |A;| > 2 et |Ay] = 1, tels que A; voit As, de plus, a
voit b et A3UB1U32:@

— |Ai| =1 et Ay est une clique avec |Az| > 2, tels que By U By = (), de plus,
soit A; rate As et As = () ou bien A; voit As.
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A

1 1 I“‘AA 2 4
(A O ® (O

@ b a b @ b

FIGURE 4.2. Famille F;

Famille F,. Un graphe GG appartient a la famille F; si 'ensemble de ses sommets

peut-étre partitionné en trois sous ensembles {a, b}, A; et As tel que

e a voit A; et b voit A,.

e Pour chaque i € {1,2}, A; est soit une clique ou bien un stable, tel que une des

conditions suivantes est vérifiée.

— Pour chaque ¢ € {1,2}, A; est une clique avec |A4;| > 2, telle que a voit b.

— Pour chaque i € {1,2}, A; est un stable avec |A;| > 2, tel que ab est
optionnelle, de plus, soit A; voit Ay ou bien il existe exactement une aréte

entre A; et A,.

— Aj est une clique avec |A;| > 2 et Aj est un stable tels qu'il existe exactement

une aréte entre A4; et A,.
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— Aj est un stable avec |A;| > 2 et |Ay] = 1, tels que A; voit Ay et ab est

optionnelle.

— |A1] =1 et |As] =1 tels que A; voit As et a voit b.

Ay Ay Ay A,y Ay As
cealices) Cemaice)

VY V.Y

FIGURE 4.3. Famille F,

Famille F3. Un graphe GG appartient & la famille F3 si 'ensemble de ses sommets

peut-étre partitionné en trois sous ensembles {a, b, c}, A; et As tel que

e A; U A5 est une clique.

e a voit A; U Ay U {c}, b voit A; U Ay, ¢ voit A; U {a} et ab est optionnelle.

FIGURE 4.4. Famille F3.

Posons F = F1 U F, U F3. Pour clore cette section, nous allons montrer que tout

membre G de la famille F satisfait I'y, (G) = n — 2.
Proposition 4.2. Si G € F, alors ', (G) =n — 2.

Preuve. En se basant sur la définition de F, il est facile de constater que tout
graphe appartenant & cette classe ne peut étre ni une étoile ni un graphe complet. Par

conséquent, en vertu du Théoréme 2.32, on peut conclure que I';, (G) < n — 2. Pour
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montrer 1’égalité, il suffit de déterminer un dominant localisateur minimal D de G de
taille n — 2. Pour ce faire, nous devons envisager les trois situations suivantes. Dans
la premiére situation, on suppose que G € F;. Dans ce cas, si B; U By # (), alors on
prend D = A; U Ay U By U By, ol au plus un des ensembles By et By peut-étre vide.
Cependant, si By U By = (), alors D = A; U Ay U Az, ou As peut-étre vide. Dans la
deuxiéme situation, on suppose que G € F,. Si A; est une clique de taille au moins
deux et A, est un stable, alors on désigne par zy I'unique aréte reliant A; a A, telle que
x € Ay et y € Ay. Dans ce cas, on prend D = ((A; — {z}) U{a})U((A2 — {y}) U {b}).
Concernant les autres cas, on prend D = A; U A,. Dans la troisiéme situation, on
suppose que G € F3 et on prend D = A; U Ay U {c}. Dans les trois situations, il
est facile de vérifier que ’ensemble D est un EDL minimal de G d’ordre n — 2. D’ot

4.2 Définitions et observations

Dans le reste de ce chapitre, étant donné un I'j, (G)-ensemble S de taille n — 2, nous

emploierons les définitions et les notations suivantes.

d V—S:{[L’,y}

A, ={v €S :v voit z et rate y}.

A, ={v e S:vvoit y et rate x}.

Apy={v e S :vvoit {z,y}} et B={ve S:vrate {z,y}}.

B, ={v e B:vvoit A, UA,, et rate A,}.

B, ={ve B:vvoit A, UA,, et rate A,}.
De ces définitions, il en découle les trois observations suivantes.

Observation 4.3. B, U{z} (respectivement, B, U{y}) voit A, U A,, (respectivement,

AyUA,,) etz (respectivement, y) rate A, U B, (respectivement, A, U B,).

Observation 4.4. Les ensembles A,, Ay, Ay, et B sont mutuellement disjoints. Ainsi,

S=A,UA,UA,,UB.
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Observation 4.5. La définition de S implique que soit A, soit A, est non vide. Par

conséquent, nous pouvons supposer par symétrie que

|A.| > |Ay], ot |Ay| > 1 et A, peut-étre vide.

4.3 Lemmes préliminaires

Nous avons besoin d’une série de lemmes pour la preuve du Théoréme 4.1. Dans tout
ce qui suit, G serait un graphe connexe et S un I';, (G)-ensemble de taille n — 2. Par

ailleurs, A, # () selon ’Observation 4.5.

Lemme 4.6. Si B # 0, alors

(i) B est un stable, B,N B, =0 et B= B, U B,.
(ii) |Asy| < 1. De plus, si By # 0 pour un certain s dans {z,y}, alors |Ay] < 1.
(iii) A, # 0 si et seulement si A,, = 0.

Preuve. (i) Si v appartient & B et qu'il voit un sommet dans B, alors S — {v} est
un EDL de G, ce qui contredit la minimalité de S. Donc B est un stable. La deuxiéme
partie découle de la définition de B, et B,. Pour la derniére partie, également d’apres
la définition de B, et B,, on a B,UB, C B. Ainsi, il suffit de montrer que B C B,UDB,,.
Supposons le contraire, c’est-a-dire que B — (B, U B,) posséde au moins un sommet,
disons v. Etant donné que B est un stable et GG est connexe, v doit voir au moins un
sommet dans S — B. Ceci conduit & la méme contradiction précédente. Par conséquent,
B — (B, U By) est vide, ce qui implique que B C B, U B,,.

(i) Si |Azy| > 2 (respectivement, |[A;| > 2), alors pour tout sommet v dans A,
(respectivement, dans Ay), Pensemble S — {v} constitue un EDL de G, contradiction.
Par conséquent, on a max{|A,,|,|As|} < 1.

(iii) La condition suffisante est évidente. Montrons alors la condition nécéssaire. Si
Ay # 0, alors d’apres (ii), on peut prendre A,, = {v}. Dans ce cas, comme v voit B

et {z,y} rate B, alors S — {v} est un EDL de G, contradiction. O

Lemme 4.7. Si D € {A,, Ay, Az}, alors D est soit une clique, soit un stable dans G.
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Preuve. Le cas ou |D| € {1,2} est trivial. Supposons donc que |D| > 3. Si D n’est
ni une clique ni un stable, alors il posséde au moins deux sommets non adjacents, dont
I'un, disons v, n’est pas isolé dans D. Dans ce cas, ’ensemble S — {v} serait un EDL

de G, contradiction. O
Lemme 4.8. Soit z € A, et supposons que A, est non vide. Alors,

(i) siz voit A, (respectivement, A,), alors z rate A, (respectivement, A,),
(ii) A, rate A,.

Preuve. (i) Sinon S — {z} serait un EDL de G, contradiction.
(ii) Supposons au contraire qu’il existe deux sommets u € A, et v € A, tels que u
voit v. Alors d’apres (i), on peut supposer par symétrie que z rate u. Mais dans ce cas,

étant donné que A,, # 0, ensemble S — {u} forme un EDL de G, contradiction. [
Lemme 4.9. St A,, est non vide et A, est une clique d’ordre au moins deuz, alors
(i) A, UA,, est une clique,

(ii) si A, # 0, alors A, est un stable qui rate A, U Ay,

Preuve. (i) Soit u € A, et z € A,,. Alors z voit u car sinon S — {u} serait un EDL
de G, contradiction. Dot A,, voit A,. Par ailleurs, z voit tous les autres sommets de
A,, car sinon A,, serait un stable (d’aprés le Lemme 4.7) et par conséquent, en tenant
en considération le fait que z voit A,, 'ensemble S — {z} doit étre également un EDL
de G, contradiction.

(ii) En combinant le Lemme 4.9-(i) avec le Lemme 4.8-(i) et (ii), on conclut que
A, rate A, U A,,. Montrons a présent que A, est un stable. Le cas ot |4, = 1 est
trivial. Donc admettons que |A,| > 2, et supposons au contraire que A, n’est pas un
stable. En vertu du Lemme 4.7, A, est une clique. Par conséquent, selon le Lemme
4.9-(1), A,UA,, doit étre également une clique. Mais ceci contredit le fait que A, rate

AU Ay, 0

Lemme 4.10. Supposons que Ay, est non vide et A, est un stable d’ordre au moins

deux. Alors

(i) Si A, # 0, alors A, rate Ay,
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(ii) Si A, # (0 est un stable et S n'est pas un stable, alors |A,| =1 et A, U A,, est une

clique.

(iii) Si A, =0 et |Ayy| > 2, alors A,y est une clique et A, voit (ou rate) Ay,

Preuve. (i) Soit u € A,. D’aprés le lemme 4.8-(ii), u rate A,. Dans ce cas, u rate
aussi A, car sinon S — {u} serait un EDL de G, contradiction. D’ou A, rate A,,.

(ii) Soit z € A,,. Tout d’abord, il convient de noter qu’en vertu du Lemme 4.6-(iii),
B = () puisque A,, et A, sont non vides. Commengons par montrer la premiére partie.
Supposons au contraire que |A,| > 2. Alors d’aprés (i) et par symétrie, A, rate A,,.
En combinant ce fait avec (i), on voit que A, rate A, U A,. Ceci, en tenant compte du
Lemme 4.8-(ii) et du fait que S n’est pas un stable, A,, doit étre une clique de taille
au moins deux. Mais dans ce cas, S — {z} serait un EDL de G, contradiction. D’ou
Ayl = 1.

Montrons maintenant la deuxiéme partie, c’est & dire A, U A,, est une clique.
D’apres les Lemmes 4.10-(i) 4.8-(ii), on voit que A, rate A,, U A,. De ce fait, si
| Ayl = 1, alors A, U A,, est une clique puisque |[A,] = 1 et S n’est pas un stable.
Considérons a présent le cas ot |A,,| > 2 et posons A, = {v}. Nous allons montrer que
A,y est une clique. Supposons au contraire que A, est un stable. Etant donné que S
n’est pas un stable et A, rate A,, U A,, v voit au moins un sommet dans A,,, disons
z. Dans ce cas, S — {z} serait un EDL de G, contradiction. D’ou A,, est une clique.
Si v rate un certain sommet z € A,,, alors S — {z} serait un EDL de G, contradiction.
D’ou v voit Ay, ce qui implique que A, U A, est une clique.

(iii) Puisque |A,,| > 2, alors B = ) selon la premiére partie du Lemme 4.6-(ii).
Nous commencons par montrer que A,, est une clique. Supposons le contraire. Alors,
d’apres le Lemme 4.7, A;, est donc un stable. Etant donnés que A, et A,, sont des
stables, A, est vide et S n’est pas un stable, il existe au moins un sommet, disons
z € Ay qui voit au moins un sommet dans A,. Mais dans ce cas, S — {z} serait un
EDL de G, contradiction. D’out A, est une clique.

Montrons maintenant la deuxiéme partie. Supposons au contraire qu’il y a un
sommet, disons w appartenant & A, (respectivement, A,,) qui voit un sommet et rate
un autre dans A,, (respectivement, A,). Etant donné que 4, =), S — {w} serait un

EDL de G, contradiction. n
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Lemme 4.11. Si A, et A, sont des singletons, A,, est non vide et S n’est pas un

stable, alors A, U A,y ou Ay U Ay, est une clique.

Preuve. Posons A, = {u} et A, = {v}. Commencons par examiner le cas ou
|A;,| = 1. Puisque S n’est pas un stable, 'un des deux sommets u et v doit étre
adjacent a I'unique sommet de A,,. D’ot, la proposition est prouvée.

Supposons maintenant que |A,,| > 2. Alors, en vertu du Lemmes 4.6-(ii), B = 0.
D’autre part, comme A,, et A, sont non vides, alors A, rate A, selon le Lemme 4.8-(ii).
Nous allons montrer en premier lieu que A, est une clique. Supposons au contraire
que A,y est un stable. Etant donné que B = ) et S n’est pas un stable, un sommet
parmi u et v, disons u (par symétrie) doit voir au moins un sommet de A,,, disons z.
Dans ce cas, 'ensemble S — {z} est un EDL de G, contradiction. D’ou A,, est une
clique. Maintenant, nous allons montrer que A,, voit A, ou A,. En effet, si A,, rate
A, U A,, alors pour tout z € A,,, S — {z} est un EDL de G, contradiction. Donc,
il existe au moins une aréte, disons wz entre A,, et A, U A, telle que w € A, U A,
et z € Agy. Par symétrie, on peut supposer que w = u. Si u rate un sommet dans
A,y — {z}, alors S — {u} est un EDL de G, contradiction. D’ou, u voit A,,, ce qui

implique que {u} U A,, est une clique. Cela conclut la preuve de ce lemme. O

A présent, nous sommes en mesure de montrer le théoréme qui caractérise les

graphes pour lesquels ', (G) =n — 2.

4.4 Preuve du Théoréme 4.1

Preuve. La Proposition 4.2 établit que la condition suffisante est remplie. Nous allons
maintenant démontrer que cette condition est également nécessaire. Soit S est un
I'; (G)-ensemble de taille n — 2 et posons V — S = {z,y} . D’aprés les Lemmes 4.6 et
4.7, on peut supposer tout au long de cette preuve que B = B, U B, et que chacun des
ensembles A,, A, et A,, est soit une clique, soit un stable. Nous allons maintenant

examiner deux cas selon que A, est vide ou non.

Cas 1. A,, # 0.
Si S est un stable de G, alors d’apres les Observations 4.3 et 4.4, on a B = (). Dans
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ce cas, G € F; avec

a =2, b= Y, Al = Ax, A2 = A:cy; Ag = Ay, Bl = Bx; Bg = By, (41)

tels que B; U By = () et Az peut-étre vide.
Supposons maintenant que S n’est pas un stable. Comme A,, # 0 et A, # 0, le

Lemme 4.6-(ii) et (iii) indique que

si Bs # () pour un certain s € {z,y}, alors |A4,,| =1et A, = 0. (4.2)

Dans ce qui suit, nous allons distinguer deux cas selon la taille de A,.
Cas 1.1. |A,| > 2.

Notons d’abord que B, = () d’aprés la deuxiéme partie du Lemme 4.6-(ii). Dans
la suite, nous allons discuter la structure de GG selon que A, soit une clique ou bien
un stable. Tout d’abord, supposons que A, est une clique. Etant donné que B, = 0,
le Lemme 4.9 montre que G € F; ou (4.1) est remplie, avec B; = () et A3 = A, qui
peut étre vide. En outre, en utilisant (4.2), on voit que si |A,| > 2 ou |4,,| > 2, alors
By = B, = (). En revanche, si |A,| <1 et |A,,| =1, alors By peut-étre non vide.

Supposons maintenant que A, est un stable. Il convient de mentionner que le cas
ou A, est une clique d’ordre au moins deux est déja considéré (par symétrie) dans Cas
1.1. Par conséquent, nous supposerons désormais que A, (s'il existe) est un stable. En
vertu du Lemme 4.10-(ii) et (iii), on a |A4,| < 1. De ce fait, deux cas sont a distinguer

selon que A, est vide ou il contient uniquement un seul sommet.
Cas 1.1.1. |4, = 1.

En utilisant (4.2), on voit que B, = (), ce qui implique que B = (} (puisque B, = 0).
En prenant ceci en consideration avec les Lemmes 4.8-(ii) et 4.10-(i) et (ii), on conclut

que GeFaveca=y, b=x, Ay = A, Ay = Ay, A3 = A, et BiUBy ={).

Y
Cas 1.1.2. 4, = 0.

Ici, nous allons distinguer deux possibilités selon la taille de A,,.

Possibilité 1. |Agy| > 2.
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Alors B = {) selon le Lemme 4.6-(ii). Par conséquent, en utilisant le Lemme 4.10-

(iii), on voit que G € F; ou (4.1) reste valide et A3 = By U By = ().
Possibilité 2. |Agy| = 1.

Posons A,, = {z}. Si z rate A,, alors B, # 0 puisque S n’est pas un stable.
Ceci implique que G € F; ou (4.1) est satisfaite, By # () et By U Az = (). Supposons

maintenant que z voit un sommet, disons v dans A, et définissons ’ensemble suivant.

Ry ={w e A, U{y}: w voit {z,z}}.

Puisque u voit {z,z}, alors Ry # 0. Si y ¢ Ry, alors = rate y, ce qui implique que
G c fl ou

a=z b=ua, Ay =B,U{y}, Ay =Ry, A3=A, — Ry,

(4.3)
ou By UBy =0 et A, — R, peut-étre vide.

Siy € Ry, alors z voit y, ce qui implique que G' € F; tel que soit B, # (), et dans ce cas
(4.3) est satisfaite avec A; = B,; ou bien B, = (), et dans ce cas, a = x, A3UBUBy =0
et I'une des deux options suivantes est vraie.

- Ay — Ry # 0, ce qui implique que b=z, A = A, — Ry et Ay = R,

- A, — Ry = (), ce qui implique que b =y, A; = A, et Ay = {z}.

Cas 1.2. |A,]| = 1.

D’apres ’Observation (4.5), on a |A,| < 1. De ce fait, nous allons distinguer deux

cas selon la taille de A,.
Cas 1.2.1. |4, = 1.

D’aprés le Lemme 4.6-(iii), B = ) car A,, et A, sont non vides. Ainsi, en vertu
du Lemme 4.11, et par symétrie, on peut supposer que A, U A, est une clique. Ainsi,
d’apres le Lemme 4.8-(i) et (ii) et étant donné que B = (), on voit que G € F; ou (4.1)
est vérifiée et By U By = ().
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Cas 1.2.2. A, = 0.

Supposons d’abord que A, U A,, est une clique. Si |A;,| = 1, alors G € F; tel
que (4.1) est satisfaite, A3 = () et chacun des ensembles B; et By peut-étre vide. Si
|Ayy| > 2, alors B = () selon le Lemme 4.6-(ii), et dans ce cas, encore une fois G € F;

tel que (4.1) est vérifiee et A3 U By U By = ).

Supposons maintenant que A, U A, est un stable. Comme S n’est pas un stable,
alors I'un des ensembles B, et B, doit étre non vide. Etant donné que A, est non
vide, le Lemme 4.6-(ii) implique que A,, est un singleton. Mais la encore, on constate
que G € F; tel que (4.1) est valide, A3 = () et au moins I'un des ensembles B; et By

est non vide.

Enfin, supposons que A, UA,, n’est ni une clique ni un stable. Clairement |A,,| > 2,
et par conséquent B = () selon le Lemme 4.6-(ii). Si A, rate A, alors étant donné que
S n’est pas un stable, on constate que A,, est une clique. Ceci implique que G' € F;
tel que a =z, b=y, Ay = A,, Ay = A,y et A3 U By U By = (). Supposons & présent
que A, voit au moins un sommet dans A,,, disons z. Si A,, est un stable, alors étant
donné que |A,,| > 2 et B=10, S — {z} serait un EDL de G, contradiction. D’ou, A,

est une clique. Posons A, = {u} et

Ry ={w € A, : w voit u}.

Puisque u voit z, il est aisé de constater que Ry # (). En outre, étant donné que
{u} U A, n’est pas une clique, A,, — Ry # 0. Ceci implique que G € F3 avec a = z,
b=y, c=u, Ay = Ry et Ay = A, — Ro.

Case 2. A,, = 0.

Clairement A, et A, sont non vides, et d’aprés 'observation 4.5, |A,| > |4,| > 1.
Soit u € A, et v € A, et supposons d’abord que S est un stable de G. Alors B = 0),
et puisque G est connexe, = voit y. Considérons le cas ou |A,| = 1. Alors A, = {u}
et d’apres I’Observation (4.5), on a aussi A, = {v}. Dans ce cas, G € F, avec a = z,
b=y, Ay = {u} et Ay = {v}. Si |A,| > 2, alors G € F; avec a = x, b =v, A] = A,,
As ={y}, A3U By =0 et By = A, — {v} (B peut-étre vide).
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Nous allons maintenant examiner le cas ot S n’est un pas stable, ce qui nous améne

a distinguer deux cas différents.
Cas 2.1 |A,]| = 1.

D’aprés 1'Observation (4.5), on trouve |A4,| = 1. Supposons que B = (). Puisque
S n’est pas stable, alors u voit v. Par ailleurs, si x voit y, alors G € F, avec a = =,
b=y, Ay = {u} et Ay = {v}. Autrement, si x rate y, alors G € F; avec a = u, b =y,
Ay ={z}, Ay = {v} et A3U B; U By =1.

Passons maintenant au cas ou B # (). Alors au moins I'un des ensembles B, et B,
(disons B,) est non vide. Supposons en premier lieu que x voit y et u rate v. De ce

fait, on a deux options a distinguer.

e Soit B, = 0, ce qui implique G € F; tel que a = u, b =y, Ay = By, Ay = {z},
Agz{'l}} et BlLJBQ:@

e Soit B, # () et dans ce cas, G € F, tel que @ = u, b = v, Ay = B, U{z} et
AQZByU{y}

Maintenant, supposons que z rate y et u voit v. Dans ce cas, G € F; tel que a = u,

b=y, Ay = B, U{z}, Ay = {v}, By = B, (B, peut-étre vide) et A3 U B; = (.

Enfin, supposons que x voit y et u voit v. La encore, on distingue deux options.

e Soit B, = 0, ce qui implique que G € F; tel que a = u, b = y, A; = By,
Ay = {z,v} et A3 U B; U By =10.

e Soit B, # () et donc G € Fy tel que a = u, b = v, A; = B,U{x} et Ay = B,U{y}.

Cas 2.2. |A,| > 2. Alors B, = () d’apres le Lemme 4.6-(ii).

Cas 2.2.1 A, rate A,. Puisque G est connexe, alors = voit y. Dans la suite, nous

allons considérer deux possibilités.
Possibilité 1. A, et A, sont des stables.

Etant donné que S n’est pas un stable, alors B, # () et par conséquent A, = {v}
selon le Lemme 4.6-(ii). De ce fait, on constate que G € Fj tel que a = x, b = v,

Alem, Agz{y}, Ag :By et Bl UB2 :(Z)
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Possibilité 2. A, est une clique.

Considérons d’abord la cas ot A, est un stable. Si|A,| > 2, alors B, = () d’aprés le
Lemme 4.6-(ii). Dans ce cas, G € Fj tel que a = u, b =y, A; = A, — {u}, Ay = {z},
A3 = Ay et By UBy = 0. Si |4 =1, alors A, = {v}, et dans ce cas, on a deux

options a distinguer.

e Soit B, = 0, ce qui implique que G € F; tel que a = u, b =y, Ay = A, — {u},
AQ = {x}, Ag = {'U} et Bl UBQ = (Z)

e Soit B, # 0, et donc G € F, tel que a = u, b = v, A} = (A, — {u}) U {z} et
A2 = By U {y}

Si A, est une clique d’ordre au moins 2, alors B, = (). Dans ce cas, G € F; tel que

a=x, b=y, Ay =A et Ay =A,.

Cas 2.2.2. u voit v. Dans ce cas, A, est un stable, autrement S — {u} serait un

EDL de G, contradition. Dans la suite, on considére deux possibilités.
Possibilité 1. |A,| > 2.

Alors B, = () d’aprés le Lemme 4.6-(ii). D’ou B = () puisque B, = 0, et par
symétrie avec A,, 'ensemble A, est également un stable. De ce fait, on affirme que
A, voit A,. En effet, si u rate des sommets dans A,, alors étant donné que u voit v,
S — {u} serait un EDL de G, contradiction. D’ou u voit A, et par symétrie, v voit
aussi A,. Un raisonnement similaire au précédent appliqué a tout sommet de A, U A,,
montre que A, voit A,. Ceci termine la preuve de I'affirmation. De cette affirmation,
étant donnés que A, et A, sont des stables d’ordre au moins deux et que B = (), on

conclut que G € Foota=2x,b=y, A; = A, et Ay =A,.
Possibilité 2. |A,| = 1.
Dans ce cas, A, = {v}. Posons

Ry ={w € A, : w voit v}.

Puisque que v voit u, alors Rs # (). Supposons d’abord que B, # (). Dans ce cas,

GeFoua=v,b=x BiUBy=0et A3 = A, — R3 (A3 peut-étre vide). De plus,
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e si z voit y, alors A; = By, et Ay = R3 U {y};
e si z rate y, alors Ay = B, U {y} et Ay = Rs.

Examinons maintenant le cas ou B, = ). Supposons d’abord que z rate y. Dans ce
cas, Ge Frona=v,b=ux, Ay = {y}, Ay = R3, BiUBy, =0 et A3 = A, — R3 (43

peut-étre vide). Supposons maintenant que z voit y. Alors
esiAd, —Ry=0,alorsGe Fraveca=a,b=y, Ay = A, et Ay = A,

o siA, — R3# 0, alors Ge Ftelquea=uxz,b=v, Ay = A, — R3, Ay = Rz U{y}
et A3 U By U By = 0.

Ceci acheve la preuve du Théoréme 4.1. O
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Au cours de cette thése, notre attention s’est portée sur un concept spécifique de la
domination dans les graphes, & savoir la domination localisatrice. Nous avons concentré
nos études sur deux axes principaux. Dans le premier axe, nous avons examiné les
graphes dont le nombre de domination localisatrice diminue sous 'effet de la contraction
d’une aréte quelconque. Plus précisément, nous avons caractérisé tous les graphes
connexes 3-7;-point-critiques. Dans le deuxiéme axe, nous avons poursuivi notre étude
sur la domination localisatrice en considérant un autre parameétre, a savoir le nombre
de domination localisatrice supérieur I';,. Au cours de notre recherche bibliographique,
nous avons remarqué que peu de recherches ont été menées sur ce parametre. Ce
mangque d’intérét pour son étude peut étre expliquer par les difficultés liées au probléme
de minimalité. Notre contribution sur ce parameétre a été porté essentiellement sur la
caractérisation des graphes connexes d’ordre au moins 4 pour lesquels le nombre de
domination localisatrice supérieur est égal & n — 2.

Les travaux de recherches réalisés durant cette these ouvrent la voie & d’autres
perspectives dans ce domaine. Les problémes de recherche identifiés se résument comme

suit.

e Poursuivre ’étude sur la caractérisation des graphes k-v;-point-critiques pour
k > 4, ainsi que la caractérisation des graphes k-+% -point-critiques pour tout

entier k > 2.

e Considérer d’autres classes de graphes critiques ou stables sous l'effet de la sup-

pression d’un sommet ou d’une aréte l’ajout ou la contraction d’aréte pour v, et

v

e Explorer le parameétre de la domination localisatrice I'y, et trouver des bornes

pour des classes de graphes simples tels que les graphes blocs, cactus, et bipartis.

e Caractériser les graphes extrémaux atteignant les bornes obtenues et établir des
conditions nécessaires et suffisantes pour la minimalité des ensembles dominants

localisateurs.
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Etablir des relations entre I';, et les autres parameétres (domination) tels que 7,
VL 7L P ete
Caractériser les arbres, tels que I'y, (T') = By (T) et v, (T) =T (T).

Etudier la compléxité algorithmique des graphes k-, -point-critiques pour k£ > 1.

Chercher des algorithmes efficaces qui déterminent la valeur exacte de I';, dans
certaines classes de graphes ayant une structure simple telle que les arbres blocs,

cactus, et bipartis.
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