iformatique

Complexité
et algorithmique avanceée

une introduction

&
@
[ —
&
&2
o
e

Ingéniorat - Doctorat




Table des matieres

Remerciements

Introduction
0.1 Pourquoitant dethéorie? . . . . . ... .. ..o

I Historique

1 Histoires d’algorithmes
.1 La notion naive d’algorithme
[.1.1 Lalgorithme d’Euclide
1.1.2  Algorithme de I'équation quadratique
1.1.3  Un algorithme qui vient de loin
1.1.4 Lalgorithme du Labyrinthe

IT Survol

2 Un rapide tour d’horizon

2.1 Une stratégie de résolution

2.2 Deux exemples

2.3 Lesclasses P et NP

2.4 Laclasse NP
2.4.1 Réductibilité polynomiale . . . ... ... .. :
2.4.2 Laclasse NPC
Conclusion




Complexité et Algorithmique avancée

3 La Machine de Turing 27
3.1 La Machine de Turing, modele d’algorithme 27
3.1.1  Description détaillée d’une Machine de Turing
3.1.2  Précision du concept d’algorithme 32
Un peu de formalisme 34
Machines de Turing élémentaires
3.3.1 Machine qui s’arréte
3.3.2 Machine "tout a gauche”, machine "tout a droite”
3.3.3 Machine a effacement et écriture 36
3.34 37
3.3.5 Composition de machines de Turing élémentaires 37
3.3.5.1 Mise en séquence de machines . ... 37
3.3.5.2 Branchement de machines . . . . . . . 38

La Machine de Turing Universelle 39
4.1 Le probléme général 39
4.1.1 Le probléme du codage 41
4.1.1.1  L’unidimensionnalité 41
4.1.1.2  La finitude du codage 42
4.1.1.3 Codage de I’'instance 44

4.1.2  Numérotation des Machines de Turing

Machine de Turing a plusieurs rubans 47

Calculateur, calculateur universel 49
4.3.1 Calculateur universel . 532
4.3.2 Le nombre de Chaitin 52

Complexité de Kolmogorov (rudiments) 55
5.1 Introduction 55
5.1.1 Interprétation intuitive
5.1.2 Paradoxe
Description d’un objet
5.2.0.1 Fonction partiellement récursive
Descriptions et tailles




introduction

II1 Théorie

6 Considérations théoriques

6.1

Quelques définitions fondamentales
6.1.1 Le probléeme, informellement
6.1.2 Essais de définitions
6.1.2.1 Ensembles récursifs
6.1.2.2  Ensemble récursivement énumérable
6.1.2.3 Ensembles approximables et inapproxi-
mables
Des ensembles bien particuliers
6.1.3.1 Taille d’un ensemble
6.1.3.2 Des cardinaux a I'infini
6.1.3.2.1 Cardinaux infinis
6.1.3.2.2  Calcul sur les cardinaux in-

651323 Ensembles dénombrables . .
De plus en plus infini

Ordres, Treillis et Algéebre de Boole

dal

7.2

7.3

7.4
s
7.6

Relations d’équivalence

7.1.1 Ensemble quotient

Ordre, ordre partiel et préordre

7.2.1 Isomorphisme et dualité d’ensembles ordonnés

3.3
[’algebre de Boole
L’ algébre de Boole des expressions logiques
Expressions booléennes et probleme SAT
7.6.1 Satisfaction d’une expression
7.6.2 Algebre de Boole
7.6.2.1 Formes normales
7.6.3 Le probléeme SAT




viii

Complexité et Algorithmique avancée

8 Circuits booléens

8.1

8.2
8.3

Portes et circuits digitaux
8.1.1 Base standard
Fonctions booléennes et circuits
Circuits booléens

8.3.0.1

Quelques probléemes de référence

Introduction a la théorie des graphes

9.1.1 Petit vocabulaire de théorie des graphes

9.1.2  Exemple de représentation de graphes

9.1.3  Quelques sous-ensembles remarquables de som-

9.1

9.4
9.5

9.6

9.1.4 Détermination des ensembles absorbants et du
nombre d’absorption

Existence de chemin

9.2.1 Complexité

Flot maximal

Couplage dans un graphe biparti

La satisfiabilité

9.5.1  Une technique algorithmique : la réduction .

LLe voyageur de commerce

Algorithme, résolution

10.1
10.2
10.3
10.4

Faire son choix

Pourquoi la complexité ?

Comment interpréter la complexité ?
Des mots

10.4.1 Probléme, instance, solution
10.4.2 Algorithme

10.4.3 Taille d’une instance
Fonction de complexité en temps
Problemes de décision, langages, codage
10.6.1 Probléme de décision

10.6.2 Langage

10.6.3 Codage




introduction

IV Complexité

11 Classes de complexité
1.1 Machine de Turing et automates de Markov
11.1.1 Automates de Markov
11.1.1.1 Automate fini
11.1.1.2 Langage accepté, régulier
11.1.2 Machine a plusieurs rubans . , . . .. ... ...
11.2 Langage reconnaissable par une MT
11.2.1 Complexité en temps
11.3 Laclasse P

12 NP complétude
12.1 Les relations entre P et N'P
12.1.1 La transformation polynomiale
12.2 La classe des problémes NP — complets, N'PC .
12.2.1 Un probléeme NP — complet, la satisfiabilité . .
12.2.2 Le probleéme de la satisfiabilité
12.3 SAT, probleme NP —complet . . . . . . . . .. ....
12.3.1 Le théoréeme de Levin-Cook
12.3.1.1 Premiére partie : SAT est dans NP . .
12.3.1.2 Seconde partie
12.3.2 Equilibre
12.3.3 Eappartenance 8 NPC .. . & vvvse s i v 5 v s
12.3.3.1 Le cas de k-SAT
12.3.4 Couverture d'un graphe

13 Le pire n’est pas toujours certain

13.1 Autour de SAT
13.1.1

13.2 Cas particuliers de SAT
13.2.1 SET et SAT
13.2.2 Validation, tautologie et non-satisfiabilité
13.2.3 Clauses de Horn

13.3 Le sac a dos




Complexité et Algorithmique avancée

13.3.0.1 Recouvrement
13.3.0.2 Retour 2 SAD
13.3.1 Pseudo-polynomialité
13.4 Conclusion

14 Complexité et Efficacité

14.1 Le produit matriciel

14.2 La multiplication de StraBen

14.3 Complexité de la méthode de StraBlen
14.3.1 De la complexité a I'efficacité
14.3.2 La programmation récursive

14.4 Reformulation de la méthode de StraBBen
14.4.1 Hypotheses et notations préliminaires
14.4.2 Proposition de Strafien
14.4.3 Généralisation

14.5 L’algorithme
14.5.1 Idée de base
14.5.2 Obtention des produits de StraBen

14.6 Regles d’obtention des termes

Conclusion

V  Que faire ?

15 Des algﬂrithﬂlcs pour problémes N PC
15.1 L’exhaustivité des procédures combinatoires . . . . . . .
15.1.1 La méthode PSEP

15.1.1.1 Le principe de séparation
15.1.1.2 L’évaluation

15.1.1.2.1 La fonction d’évaluation : . .
15.2 Le cas des jeux

15.2.1 La méthode alpha/béta
15.3 En guise de conclusion

16 Introduction a ’algorithmique probabiliste
16.1 Des algorithmes aux parfums de casinos
16.1.0.0.2 Exemple




introduction

16.1.1 Algorithmes numériques probabilistes :
16.1.2 Algorithmes de Las Vegas (deux cas a distinguer) 239
16.1.3 Algorithmes de Monte-Carlo
16.2 Probabilités versus déterminisme . . . . . . . . . . . .. 240
16.2.1 Le probleme 240
16.3 Les probabilités pour réduire la complexité . . 242
16.3.1 Généralités 242
16.3.2 Le Probleme 242
16.3.3 L'algorithme de Boriikva 244
16.3.3.1 Complexité de la phase Boriikva . . . 245
16.3.4 Arétes "lourdes” et vérification d’arbre couvrant
minimum
16.3.5 Echantillonnage aléatoire pour les arbres cou-
vrants minimum
16.3.6 Algorithme d’arbre couvrant minimum linéaire . 248
16.3.7 Algorithme probabiliste de construction d’un arbre
couvrant minimal

16.4 Résoudre SAT de maniere probabiliste
16.4.1 Rappel
16.4.2 Analyse d’une solution probabiliste a 2-SAT
16.4.3 Etude de la chaine de Markov permettant d’es-
timer la complexité en temps de 1’algorithme
16.4.3.1 Cas ou la formule est éventuellement
) insatisfiable

16.4.4 Généralisationa 3-SAT . . . . . ... ... ...
16.4.4.1 L’algorithme
16.4.5 Proposition d’algorithme modifié
16.5 Un probleéme d’accord
16.5.1 Un exemple issu de la Biologie
16.6 Une solution synchrone
16.6.1 Le protocole
16.6.2 Preuve de bon fonctionnement in absurdo . . .
16.6.3 Evaluation de la complexité
16.7 Le cas asynchrone
16.7.1 Evaluation de la complexité
16.7.2 Preuve




Complexité et Algorithmique avancée

17 Kolmogorov le retour 271
[7.1 Introduction 271
17.2 Information, codage, Shannon, Kolmogorov 272

17.2.1 Entropie 272
17.2.1.1 Le cas combinatoire 272

171.2.1.2 Lecas probabiliste . . . . « .« ..o 273

17.3 Notations 271
279

17.3.2 Ne pas dépasser lesbornes . . ... ....... 283
17.3.3 Compressibilité et incompressibilité . . . . . . . 284

Le modeéle quantique 287
[8.1 Introduction 287
[8.2 Retour sur les bits classiques - Cbits 288
18.3 Opérations sur les Cbits 290

18.3.1 Transformation de Hadamard 294
18.4 Les bits quantiques ou Qbits 294
18.5 Opérations sur les Q-bits )
18.6 Comment extraire I'information des Qbits ?

Notations de Bachman-Landau
At lessymbolesarand 0.0.0 .. ... 0000
ALl Lesymbolepetito ... o0y e ...

Index

Bibliographie




Table des figures

Une page du traité des 9 procédures
Algorithme d’ Al Khawarizmi
Labyrinthe

Machine de Turing
Hiérarchie desensembles . . . . . . . . . . . . . . ...

8.1 Graphes de schémas logiques de circuits digitaux
8.2 Schéma logique de circuit booléen

8.3 Opérateurs booléens vs graphes

8.4 Schématisation générale d’une expression booléenne

9.1 Exemple de graphe

9.2 Ensemble stable intérieurement

9.3 Ensemble absorbant

9.4 Existence de chemin entre deux sommets

9.5 Exemple de graphe avec capacités

9.6 Graphes bipartis avec et sans possibilité de couplage
9.7 Couplage et flot

9.8 Echecs et recouvrement

9.9 Une instance du probleme VRP

12.1 Classes de complexité
13.1 Interprétation graphique de 2-SAT

15.1 Arborescence PSEP




Complexité et Algorthmique avanoge

.0 Arbre partie
3.3 Arbre partie

(

(

|
I

Jeu de

et e nim ré-6valué

54 Arre e ju vl pur
).J Arbre de jeu et coupes alphatbeta . . ... ... ... .. AL




