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 ملخص
 
 حة العرضیةالمسا أمام كبیر العنصر طول یكون عندما نحناءالاعزم  مع عموما البسیطالثني دراسة  یتم   

یكون  اھن العنصر، طول أمام كبیر المساحة العرضیة حجم یصبح عندما ولكن مھملة، القص قوة وتأثیر
 یمكن ھنا ،عنصرال طول كبیرا مقارنة مع المساحة العرضیة حجم أصبح وإذا ،موجودا القص قوة تأثیر

  .ناءالانح عزم تأثیر إھمال
 یمكننا وأخیرا ،ةالفعال المساحة ثم الطاقة شكل معامل أولا تجد أن الضروري فمن ذلك، حساب أجل من   

  .العنصر نزوح حساب

 
Résumé  

 
 
La flexion simple est étudiée généralement avec le moment fléchissant lorsque la longueur de 
l’élément est grande devant la section longitudinale et on néglige l’effet de l’effort tranchant, 
mais lorsque la grandeur de la section devienne importante devant la longueur de l’élément, là 
l’effet de l’effort tranchant s’impose, si la grandeur de la section devienne grande devant la 
longueur de la poutre, là en peut négliger l’effet de moment fléchissant.  Et pour le calculer il 
faut trouver d’abord le coefficient de forme énergétique ensuite la section effective, et enfin on 
peut calculer le déplacement.  
 
 

Summary 
 
 

Simple bending is generally studied with the bending moment when the length of the element 
is large in front of the longitudinal section and the effect of the shear force is neglected, but 
when the size of the section becomes large in front of the length of the element, and if the size 
of the section becomes large next to the length of the beam, the effect of the bending moment 
may be neglected. In order to calculate it, it is necessary to find first the coefficient of energy 
form then the effective section, and finally we can calculate the displacement. 
 
 
 

 
 
 
 



                                                                                         

6 

 

Sommaire 
 
Dédicace………………………………………………………………………………………………… 
Remerciement………………………………………………………………………………………… 
Résumé………………………………………………………………………………………………….. 
Sommaire………………………………………………………………………………………………. 6 
Liste des figures………………………………………………………………………………………. 9 
Liste des abréviations……………………………………………………………………………… 12 
Introduction générale…………………………………………………………………………….. 13 
Historique……………………………………………………………………………………….......... 14 
 
Chapitre 1 : les surfaces complexe………………………………………………………….. 22 

1) Introduction…………………………………………………………………………………….. 22 

2) Structure des ailes……………………………………………………………………………. 22 
2-1) Les efforts appliqués à la voilure………………………………………………………………… 22 
2-2) Voilures des premiers avions………………………………………………………………………. 22 
2-3) Voilure en bois……………………………………………………………………………………………. 23 
2-4) Voilure géodésique…………………………………………………………………………………….. 25 
2-5) Voilure métallique………………………………………………………………………………………. 26 
2-6) Voilure d'un avion de transport………………………………………………………………….. 29 

3)   les différentes ailes…………………………………………………………………………..32 
3-1) Les différentes positions des ailes……………………………………………………………….. 32 
3-2) Le dièdre……………………………………………………………………………………................... 34 
3-3) La forme des ailes……………………………………………………………………………………….. 36 
3-4) La flèche……………………………………………………………………………………………………… 38 

4) les empennages………………………………………………………………………………… 42 
4-1) But de l'empennage……………………………………………………………………………………. 42 
4-2) Les différents types d'empennages…………………………………………………………….. 42 

5) les hélices………………………………………………………………………………………….. 45 
5-1) But……………………………………………………………………………………………………………… 45 
5-2) Profil d’une pale…………………………………………………………………………………………. 45 
5-3) Vrillage et angle de calage …………………………………………………………………………. 45 
5-4) Pas d’une hélice ………………………………………………………………………………………….46 
5-5) Fonctionnement aérodynamique ………………………………………………………………. 47 
5-6) Les différentes hélices ……………………………………………………………………………….. 42 
5-7) Les différents calages …………………………………………………………………………......... 52 

6) Les compensateurs……………………………………………………………………………. 57 
6-1) Compensateurs d'évolution ……………………………………………………………………….. 57 
6-2) Compensateurs de régime…………………………………………………………………………… 61 

 



                                                                                         

7 

 

Chapitre2 : Flexion simple plane……………………………………………………………….. 64 

1) Définition………………………………………………………………………………………………. 64 

2) Hypothèses de calcul………………………………………………………………………….. 64 

3) Répartition de la contrainte………………………………………………………………… 65 

4) Facteurs des forces intérieurs engendrées dans les sections droites…..  66 

4-1) Réductions des forces appliquées……………………………………………………………..  66 
4-2) Convention des signes……………………………………………………………………………….  66 
4-3) Diagramme des efforts tranchants et des moments  fléchissant……………..  67 

5)  Dépendance différentielle entre l’effort tranchant, le moment fléchissant et la 
charge……………………………………………………………………………………………………. 67 

6)  Contrainte en flexion simple……………………………………………………………… 69  

6-1) loi de Hooke…………………………………………………………………………………………..  69 
6-2) Expression de la contrainte normale………………………………………………………  70 
6-3) Valeurs des contraintes tangentielles…………………………………………………….   71 
6-4) application sur quelque profils connus…………………………………………………..  75 

7) L’énergie de déformation…………………………………………………………………. 80 

8) Calcule de déplacement réel (moment fléchissant+effort tranchant)…81 

Chapitre 3 : éléments finis…………………………………………………………………….. 84 

1) Flexibilité d’une poutre…………………………………………………………………. 84 
2) Propriétés des matrices de rigidité……………………………………………….. 86 
3) Relation entre les matrices de rigidité de la structure libre et de la structure 

isostatique associe……………………………………………………………………….. 88 
4) Le calcule de la matrice de rigidité d’un élément de poutre en flexion dans 

un plan…………………………………………………………………………………………. 89 

  Chapitre 4 : programmation (numérique)…………………………………………….. 92 
1) Introduction………………………………………………………………………… 92 
2) l’organigramme…………………………………………………………………… 92 
3) validation de programme……………………………………………………. 97 

3-1) le calcule de déplacement avec différentes méthodes………………..  97 



                                                                                         

8 

 

3-2) Les résultats obtenus pour le cercle……………………………………………. 97 
3-3) Maillage d’une poutre circulaire  par ANSYS……………………………….. 98 
3-4) Simulation MEF avec ANSYS……………………………………………………….. 99 

4) les  Profils d’ailles NACA 0012…………………………………………….. 99 
4-1) NACA 0012…………………………………………………………………………………. 99 
4-2) NACA 0024…………………………………………………………………………………. 103 
4-3) NACA 0044…………………………………………………………………………………. 109 

5) Les diagrammes des différents paramètres…………………………. 120 
5-1) les diagrammes de déplacement………………………………………………… 120 
5-2) les diagrammes de l’erreur…………………………………………………………. 122 

6) Comparaison entre les trois profils de NACA………………………. 123 
6-1) La comparaison entre les déplacements……………………………………. 123 
6-2) La comparaison entre les erreurs ……………………………………………… 124 
 

Conclusion…………………………………………………………………………………… 125 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



                                                                                         

9 

 

Liste des figures 

 
Figure1 : essai  et Principe…………………………………………………………………………. 14 
Figure2 : 1er saut en parachute…………………………………………………………………. 15 
Figure3 : les premières usines aéronautiques…………………………………............. 15 
Figure4 : l’avro F…………………………………………………………………………………………. 15 
Figure5 : Deperdussin Monocoque…………………………………………………………….. 16 
Figure6 : record à distance (1000Km)…………………………………………………………. 16 
Figure7 : le siège éjectable…………………………………………………………………………. 16 
Figure8 : Cirque Blériot………………………………………………………………………………. 17 
Figure9 : Junkers Ju 52……………………………………………………………………………….. 18 
Figure10 : F-111 Aardvark…………………………………………………………………………… 19 
Figure11 : L-1011 TriStar…………………………………………………………………………….. 19 
Figure12 : Mirage 2000………………………………………………………………………………. 19 
Figure13 : B-2 Spirit……………………………………………………………………………………. 20 
Figure14 : AIRBUS A380……………………………………………………………………………… 20 
Figure15 : AIRBUS A400……………………………………………………………………………… 20 
Figure16 : F-35 Lightning II…………………………………………………………………………. 21 
Figure1-1: voilure des premiers avions………………………………………………………. 23 
Figure1-2:voilure en bois……………………………………………………………………………. 23 
Figure1-3 : jodel avant entoilage………………………………………………………………… 24 
Figure1-4 : les types de longeron en bois……………………………………………………. 24 
Figure(1-5) : nervure de latte………………………………………………………………………. 25 
Figure1-6) : nervure de latte (fabrication rapide)………………………………………… 25 
Figure1-7) : Nervure à gousset continue……………………………………………………… 25 
Figure1-8) : Nervure avec flanc……………………………………………………………………. 25 
Figure1-9): voilure géodésique……………………………………………………………………. 26 
Figure1-10) : voilure métallique revêtement en étoile………………………………… 26 
Figure1-11) : voilure métallique revêtement en étoile………………………………… 27 
Figure1-13) : aile métallique détaillée…………………………………………………………. 27 
Figure1-14) : différents types de longerons métallique……………………………….. 28 
Figure1-15) : longeron fail-safe……………………………………………………………………. 28 
Figure1-16) : nervure métallique détaillée…………………………………………………… 29 
Figure1-17) : stockage de carburant…………………………………………………………….. 29 
Figure1-19) : Voilure métallique moderne……………………………………………………. 30 
Figure1-20) : Attache d’une aile au fuselage…………………………………………………. 30 
Figure1-21) : Aile d'un Airbus A320 à sharklets…………………………………………….. 30 
Figure1-22) : Ecorché d’une aile airbus A300………………………………………………… 31 
Figure1-23) : le gigantisme de l'emplanture d'une aile de l'Airbus A380………... 32 
Figure1-24): Morane-Saulnier 225 C1……………………………………………………………. 32 
Figure1-25): De Havilland Tige Mot……………………………………………………………….. 33 
Figure1-26): Nieuport XVII……………………………………………………………………………… 33 
Figure1-27): Avro 531……………………………………………………………………………………. 33 
Figure1-28): ATR 72……………………………………………………………………………………….. 33 



                                                                                         

10 

 

Figure1-29): Mitsubishi Ki-21…………………………………………………………………………… 34 

Figure1-30): SN 600 Corvettes…………………………………………………………………………. 34 

Figure1-31) :l’effet de dièdre…………………………………………………………………………… 34 

Figure1-32): Transvaal C160……………………………………………………………………………. 34 

Figure1-33): Airbus 320…………………………………………………………………………………… 35 

Figure1-34): Dassault Etendard IVM……………………………………………………………….. 35 
Figure1-35): Antonov An-225………………………………………………………………………….. 35 
Figure1-36): Martin PBM-5 Marlin………………………………………………………………….. 35 
Figure1-37): Corsair………………………………………………………………………………………… 36 
Figure1-38): Jodel Ambassadeur…………………………………………………………………….. 36 
Figure1-39): MH-1521 Broussard …………………………………………………………………… 36 
Figure1-40): Speed Spitfire……………………………………………………………………………… 37 
Figure1-41): Lockheed F-22 Raptor…………………………………………………………………. 37 
Figure1-42): Northrop B2………………………………………………………………………………… 38 
Figure-43): Airbus 320…………………………………………………………………………………….. 39 
Figure1-44): Suzhou SU-47………………………………………………………………………………. 39 
Figure1-45): Dassault Mirage V……………………………………………………………………….. 40 
Figure1-46): Dassault Rafale B…………………………………………………………………………. 40 
Figure-47): Dassault Mirage G-8………………………………………………………………………. 41 
Figure1-48): Concorde…………………………………………………………………………………….. 41 
Figure1-49) : les éléments de l’empannage……………………………………………………… 42 
Figure1-50) : empennage avec multiples dérives……………………………………………… 43 
Figure1-51) : Empennage bipoutre…………………………………………………………………… 43 
Figure1-52) : empennage en V…………………………………………………………………………. 43 
Figure1-53) : empennage T………………………………………………………………………………. 44 
Figure1-54) : Empennage médian…………………………………………………………………….. 44 
Figure1-55) : empennage à basse position……………………………………………………….. 44 
Figure1-56) : profil d’une pale………………………………………………………………………….. 45 
Figure1-57) : une hélice……………………………………………………………………………………. 46 
Figure1-58) : Pas géométrique…………………………………………………………………………. 46 
Figure1-59) : le cycle d’une hélice……………………………………………………………………. 46 
Figure1-60) : le calcule géométrique……………………………………………………………….. 47 
Figure1-61) : Fonctionnement d’une hélice……………………………………………………… 47 
Figure1-62) : les efforts appliqués sur une pale……………………………………………….. 48 
Figure1-63) : hélice d’un bateau………………………………………………………………………. 49 
Figure1-64) : le mouvement d’une hélice…………………………………………….............. 49 
Figure1-65) : fonctionnement moulinet…………………………………………………………… 50 
Figure1-66) : Fonctionnement drapeau……………………………………………………………. 50 
Figure1-67) : fonctionnement frein………………………………………………………………….. 51 
Figure1-68) : Fonctionnement reverse…………………………………………………………….. 51 
Figure1-69) : récapitulatif………………………………………………………………………………… 52 
Figure1-70) : le rendement d’une hélice…………………………………………………………. 53 



                                                                                         

11 

 

Figure1-71) : hélice à pas constant………………………………………………………………….. 53 
Figure1-72) : la vitesse réelle de l’avion…………………………………………………………… 54 
Figure1-73) : la comparaison entre les pas………………………………………………………. 54 
Figure1-74) : le rendement optimal…………………………………………………………………. 55 
Figure1-75) : pale à régime constant……………………………………………………………….. 56 
Figure1-76) : hélice nouvelle génération…………………………………………………………. 56 
Figure1-77) : hélice en court d’étude………………………………………………………………. 57 
Figure1-78) : déport d’axe………………………………………………………………………………..57 
Figure1-79) : l'empennage vertical d'un DC3 à surface débordante…………………. 58 
Figure1-80) : Corne débordante………………………………………………………………………. 58 
Figure1-81) : l’empennage d’un piper L 18 à corne débordante………………………. 58 
Figure1-81) : cessna 172………………………………………………………………………………….. 59 
Figure1-82) : tab automatique…………………………………………………………………………. 59 
Figure1-83) : le fonctionnement de tab……………………………………………………………. 59 
Figure1-84) : sevvo-tab…………………………………………………………………………………….. 60 
Figure1-85) : tab à ressort………………………………………………………………………………… 60 
Figure1-86) : panneau compensateur………………………………………………………………. 60 
Figure1-87) : équilibrage statique…………………………………………………………………….. 61 
Figure1-88) : compensateur à masselotte externe……………………………………………. 61 
Figure1-89) : Tab Fixe……………………………………………………………………………………….. 62 
Figure1-90) : Le Trim…………………………………………………………………………………………. 62 
Figure1-91) : PHR………………………………………………………………………………………………. 63 
Figure 2-1) : La répartition de la charge sur l’élément……………………………………….. 64 
Figure 2-2) : une poutre chargée sur son extrémité……………………………………….….. 65 
Figure 2-3) : le comportement des fibres…………………………………………………………… 66 
Figure 2-4) : les différentes vues………………………………………………………………………… 67 
Figure 2-5) : Les efforts et les moments appliqués…………………………………………….. 68 
Figure 2-6) : la répartition des contraintes…………………………………………………………. 69 
Figure 2-6) : la répartition des contraintes…………………………………………………………. 70 
Figure 2-7): la contrainte normale sur la poutre……………………..………………………….. 71 
Figure 2-8) : La flèche maximale…………………………………………………………………………. 72 
Figure 2-9) : les différant types de profils………………….……………………………………….. 73 
Figure 2-10) : la contrainte tangentielle sur la poutre……….……………………………….. 74 
Figure 2-11) : La variation de la base et le moment statique………………………………. 75 
Figure 2-11) : La variation de la base et le moment statique………………………………. 76 
Figure 2-12) : la contrainte dû à l’effort tranchant……………………………………………… 77          
Figure 2-13): La répartition de la contrainte normale…………………………………………. 78 
Fig (2-14): La répartition de la contrainte…………………………………………….……………… 79 
Fig (2-15) : la répartition de la contrainte……………………………………………………………. 80 
Fig (2-16) : Les sections effectives des différents types……………………………………….. 81  
Fig (2-17) : La variation de α par rapport à la longueur L……………………………………… 82   
 
 
 
 

 



                                                                                         

12 

 

Liste des abréviations 
 

T : effort tranchant……………………………………………………………………. 
M : moment fléchissant…………………………………………………………….. 
N : la force résultante………………………………………………………………… 
q: charge repartie………………………………………………………………………. 
σ : contrainte normale………………………………………………………… 
τ: contrainte tangentielle…………………………………………………….. 
A : section droite de profil………………………………………………………….. 
F : la force exercé……………………………………………………………………….. 
E : module de Young…………………………………………………………………… 
ζ : Volume massique de profil……………………………………………………… 
S : le moment  statique……………………………………………………………….. 
I : le moment d’inertie……………………………………………………………… 
W : module de résistance à la flexion…………………………………………… 
y : la flèche……………………………………………………………………………… 
* : l’indice de variabilité de paramètre associé……………………………… 
b : la base circulaire perpendiculaire à la charge…………………………… 
a : la base variable circulaire………………………………………………………… 
u : la moitié de la base variable circulaire…………………………………….. 
c : la base triangulaire………………………………………………………………….. 
h : la longueur verticale……………………………………………………………….. 
U : l’énergie de déformation……………………………………………………….. 
V : déplacement  verticale…………………………………………………………..  
Ɵ : déplacement angulaire…………………………………………………………. 
휑 : la matrice de flexibilité…………………………………………………………. 
 K : la matrice de rigidité……………………………………………………………. 
훾:  la déformation en cisaillement…………………………………………….. 
퐺: module transversale…………………………………………………………….. 
k : coefficient de forme……………………………………………………………… 
훥v : la flèche supplémentaire…………………………………………………… 
휙: le facteur supplémentaire dû à l’effort tranchant……………….. 
λ: valeur propre………………………………………………………………………. 
푋: vecteur propre……………………………………………………………………. 
ẟ: accroissement virtuel…………………………………………………………. 
₻: travaux virtuel…………………………………………………………………… 
 
 
 

 
 
 
 



                                                                                         

13 

 

Introduction générale 
  
      Le domaine aéronautique est plein de structures élémentaires ou combinatoires, usuelles 
ou complexes, à la moyenne d’un million pièces par aéronef ce qui nous donnes l’importance  
de ne pas avoir des erreurs au niveau des études (RDM, aérodynamique, SDM…etc.), même si 
pour arriver à ce développement actuels, il a vais beaucoup d’erreurs commis jusqu’au là. 
       Dans le cadre de projet de fin de cycle de mastère, nous intéressons a l’étude des profiles 
complexes des éléments comme les empennages, les ailes, les hélices et compensateurs.     
       L’étude se base sur la flexion simple plane de l’élément qui se divise sur une étude de 
moment fléchissant et de l’autre part sur une étude de l’effort tranchant, ce dernier, pour  ca 
difficulté est comment trouver la section effective de profile et en suite pour avoir le coefficient 
de forme énergétique dans le calcule de l’énergie interne. 
Pour les sections usuelles la section effective on peut la calculée analytiquement mais les 
surfaces complexes sont difficiles et longues, et pour se là on doit les calculées numériquement 
(programmation).   
        Notre étude est faite seulement pour des profiles symétriques, et l’effort appliqué porter 
sur l’un des axes principaux d’inertie. 
        Parmi les domaines d’applications de cette étude, on peut citer par exemple le calcule de 
déplacement des poutres sous l’effet de l’effort tranchant, ou la correction de la distribution de 
la contrainte due à l’effet de moment fléchissant par la méthode des éléments finie lorsque la 
longueur de la poutre est petite en comparaison avec la longueur longitudinale 
        La validation des résultats sur le coefficient de forme se fait avec les sections circulaires 
triangulaire leurs coefficients de forme énergétique peuvent se calculés analytiquement. 
La validation des résultats obtenus sur le déplacement, la contrainte et les efforts internes se 
fait avec la théorie standard de la flexion des poutres sans effet de l’effort tranchant. 
Enfin on doit faire un calcule de l’erreur entre les deux modèles avec et sans effet de l’effort 
tranchant afin de déterminer une limite d’application de la théorie sans effet de l’effort 
tranchant. 
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Historique 

 

Histoire de l’aviation : 

 L'histoire de l'aviation n'a pas la prétention de raconter toute l'histoire de l'aviation, car il 
faudrait plusieurs centaines de pages pour le faire. Mais le but est seulement de décrire dans 
l'ordre chronologique les avions, les découvertes et les travaux faits par des inventeurs, des 
ingénieurs, des pilotes et des mécaniciens tous animés par la même passion : VOLER ! 
Ce chapitre sur l'histoire de l'aviation a pour base l'énorme travail réalisé par Gérard Pujol que je 
remercie. 
La conception d'un aéronef demande plusieurs années, voire pour certains plus de 10 ans. C'est 
pour cette raison que les dates indiquées sont les dates de la première mise en exploitation, soit 
au sein d'une unité militaire, soit au sein d'une compagnie aérienne.  

         Et pour voir comment ce développement est à l’heure actuel il faut avoir une idée sur 
l’archive aéronautique des premiers inventions même si pas à la base. 

1901 - 1903 

Ferdinand Ferber né à Lyon en février 1862, 
commence à construire et à tester une série 
d'appareils qui lui permettent d'établir des 
données et de dégager des principes dont vont 
s'inspirer largement les pionniers de l'aviation. Il 
construit son cinquième appareil pesant 50 kg 
pour une envergure de 9,50 m et 33 m² de 
surface. Au premier essai, il parcourt 25 mètres 
puis 50 au deuxième. En 1903 il l'équipe d'un 
moteur et il accroche sa machine volante à une 
grue qui tournait comme un véritable manège. 
Il meurt accidentellement au cours d'un 
atterrissage à Beuvrequen près de Boulogne-sur-
Mer le 22 septembre 1909. 
 
 
 
 

 
 
            Figure(1): essai  et Principe 

1912  

En France, le Parlement a créé l'Aéronautique Militaire.  
En Angleterre, on crée ce qui deviendra la R.A.F.  
Le capitaine Albert Berry est l'une des deux personnes créditées comme la première personne à 
réussir un saut en parachute à partir d'un avion motorisé. L'autre candidat est Grant Morton , qui 
aurait sauté d'un Wright Model B survolant Vénice Beach, Californie en 1911. Il aurait eu 
comme pilote Phil Parmélie. 
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           Figure(2): 1er saut en parachute 

C’est le 1er mars 1912 que 
l’américain Albert Berry a réalisé le 
premier saut en parachute de 1500ft 
(500m) à bord d'un biplan Benoit à 
Jefferson Barracks, Missouri. L'avion 
était piloté par Tony Jannus. Le 
parachute de 11 mètres de diamètre 
était contenu dans une boîte de métal 
en forme de cône fixée sous les pieds 
des pilotes. Albert Berry (à droite) 
devait quitter sa place et gagner l’axe 
du train d’atterrissage. Plutôt que 
d'être attaché au parachute par un 
harnais, Berry était assis sur une 
barre de trapèze, et en sautant le 
poids de son corps suffisait à tirer le 
parachute de son enveloppe. Selon 
Berry, il a chuté de 500 pieds (152 m) 
avant que le parachute s'ouvre. 

Il commence à se créer un peu partout dans le monde 
de grandes usines aéronautiques : Voisin, Farman, 
Blériot, Breguet, Wrigt Morane-Saulnier en France. A 
l'étranger : Cessna, Bell, De Havilland, Douglas, 
Curtiss aux U.S.A. ; Fokker aux Pays-Bas ; Sirkosky 
en Russie. Certaines de ces usines existent encore. 
Breguet 3 ⇒ 

 
 
 
                Figure(4): l’avro F 

Figure(3) : les premières usines 
aéronautique 

L'Avro F est un avion monoplace de 
course britannique et probablement le 
premier avion au monde à disposer 
d’une cabine fermée. C’est fin 1911 
que fut lancée la construction de cet 
appareil. 
Équipé d’un moteur 5 cylindres en 
étoile Viale de 35 ch, le prototype prit 
l’air le 1er mai 1912 à Brooklands. 
Le 17 mai il atteignit l’altitude de 305 
m et une présentation publique fut 
organisée à Hendon le 25 mai. 



                                                                                         

16 

 

Le Deperdussin Monocoque à mi-aile monoplan est un 
avion français conçu par l'ingénieur Louis Béchereau 
qui réalise le premier fuselage monocoque (rigidité 
assurée par la coque et non par l'armature). Le fuselage 
est constitué d'une coque en bois moulé sur une forme 
profilée. 
 

 

Figure(5) : Deperdussin Monocoque 

En 1912, le Français Fourny bat le 
record de distance en avion avec plus 
1 000 kilomètres parcourus : 
exactement 1 010,9 kilomètres, à 
Estampes. Au cours de ce vol, Fourny 
améliore également le record de 
temps de vol : 13 heures, 17 minutes 
et 57 secondesaux commandes de son 
biplan Farman équipé d’un moteur 
Renault de 70 CV. 

Figure(6) : record à distance (1000Km) 

En 1911 34 pilotes sur 500 ont trouvé la mort ! Le 
baron Odkolek von Ujezd génial inventeur pense a une 
solution… le siège éjectable. Et le 12 décembre 1912 : 
un mannequin du poids d'un homme, équipé d'un 
parachute, est éjecté d'un avion en vol à l'aide d'un petit 
canon. C'est un succès total. Mais il faudra attendre 
encore 35 ans et l'avion à réaction pour que l'usage de 
ce siège éjectable soit généralisé, sauvant ainsi la vie 
de nombreux pilotes. 

 

       Figure(7) : le siège éjectable 
 
A l'age de 20 ans, Anthony Fokker 
construit son premier avion, le Spin 
(Araignée), dans un hangar à 
dirigeables Zeppelin, à Baden-Baden. 
En 1912, il fonde la compagnie 
Fokker Aeroplanbau à Berlin (en 
Allemagne). Celle-ci déménage 
ensuite dans la ville de Schwerin.  

 Fokker SpinIII  
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On commence à pratiquer la voltige aérienne, le 
"cirque Blériot", médisent les confrères.... Ce cirque 
fait connaître l’aviation et vendre des modèles. Dans 
cet esprit, en octobre Domenjoz, Pégoud, et Perreyon 
créent à Buc la première formation d’une patrouille de 
vol acrobatique, s’exhibant devant un public de 20.000 
personnes. Les appareils volent ensemble, grimpant et 
planant, réalisant des virages serrés, suivant un 
programme préalablement convenu, le tout dans une 
beauté rythmique qui était attractive. Ils ont inventé le 
Show aérien.  

C'est le début des raids et des grands voyage la 
traversée du continent américain, de New-York à la 
Californie (5.000 km) mais c'est laborieux : 82 heures 
de vol mais en 49 jours, avec 68 escales et beaucoup 
d'hélices cassées  

 
      Figure(8) : Cirque Blériot 
 

Les forces en présence en 1914 

Lorsque la guerre commence le 3 août 1914 la France mettait en ligne 141 avions, de 14 types 
différents. Mais très vite le 1er septembre le total général s'élève à 183 avions. 
Pour les servir, elle disposait d'environ 250 pilotes, sur les 650 formés entre 1909 et 1914. 
Il convient d'ajouter à ce total cinq dirigeables et quatre parcs de ballons. L'état-major avait 
préparé une guerre de mouvement et il avait estimé que des ballons ne pourraient pas 
accompagner les armées en campagne. Ces ballons avaient été conservés uniquement pour 
communiquer avec l'extérieur en cas de siège.  
Chez les autres belligérants, il n'a pas été possible de faire la distinction entre avions en service, 
en réserve ou servant à l'entraînement. Ainsi les chiffres donnés ci-dessous ne sont-ils que des 
ordres de grandeur. 
La Grande-Bretagne possédait entre 84 et 156 avions. 
La Russie, avait entre 145 à 190 avions. 
L'Allemagne disposait entre 238 et 260 avions, de 12 dirigeables et de nombreux ballons. 
L'Autriche Hongrie avait entre 36 et 72 avions. 
En 1915, la France fait mettre en fabrication 1.200 avions supplémentaires. 
Elle ne conservera que cinq types d'appareils : les Morane et les Spad pour la chasse, les Voisin 
pour le bombardement, les Farman et les Caudron pour la reconnaissance. 
 
Au début de la Guerre, le 3 août 1914, il y avait uniquement une aviation d'observation, de 
surveillance et de renseignement. On estimait que l'avion c'était surtout un moyen "pour voir de 
l'autre coté de la colline". C'est à la bataille de Verdun que le commandement militaire 
commence à comprendre que l'avion peut apporter beaucoup plus et on entrevoit les liens qui 
pourraient exister entre une bataille terrestre et une bataille aérienne, mais le rôle de l'aviation 
dans les combats reste encore à découvrir. La supériorité numérique n'est pas un facteur décisif 
qui puisse faire pencher la balance d'un camp à un autre. Au demeurant, les performances de tous 
ces appareils sont sensiblement équivalentes: globalement, leur vitesse est de l'ordre de 80 à 
120Km/h, leur plafond avoisine de 1500 à 2000m, et leur autonomie est d'environ 3 heures. Mais 
aucun avion n'est armé.    
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1932 Junkers Ju 52        

A l'origine conçu comme un avion de transport 
civil monomoteur, le Junkers Ju 52 avait une 
structure en tôle ondulée qui lui apportait une 
robustesse inédite pour l'époque, mais l'avion 
était nettement sous-motorisé. Aussi, un an plus 
tard le Ju 52 reçoit 2 moteurs supplémentaires 
sur les ailes. Capable de transporter 17 passagers, 
le Junkers Ju 52 entre en service en 1932 dans la 
Lufthansa et fait rapidement l'objet de 
commandes d'autres compagnies aériennes. La 
Luftwaffe manifeste vite son intérêt pour le 
Junkers Ju 52, qu'elle destine à la fois au 
transport militaire (de matériel ou de 
parachutistes) et au bombardement pendant la 
seconde guerre mondiale. Il fut construit à plus 
de 4 800 exemplaires. 

 
          Figure(9):   Junkers Ju 52 

            A la fin de la guerre d'énormes progrès ont été réalisés dans la conception des cellules des 
avions, mais surtout l'apparition des premiers moteurs à réaction vont bouleversés les avions 
militaires et le transport aérien civil dans les années suivantes. La fin de la guerre a laissé un 
monde ravagé, mais avide d'échanges commerciaux. Ces besoins, conjugués au savoir faire des 
industriels et des pilotes, vont favoriser la reprise du transport aérien dans des proportions 
colossales. Le transport aérien n'est plus un mythe mais un élément économique. 
Après la fin de la deuxième guerre mondiale, la persistance de la Guerre Froide entre le bloc de 
l'Ouest et le bloc de l'Est a justifié le déblocage de crédits importants pour perfectionner les 
armes et les machines volantes. 
Une compétition s'est engagée entre les grandes puissances et, dans chaque pays, entre les grands 
constructeurs, dont les buts étaient:  
- la fabrication d'avions de chasse supersoniques,  
- la fabrication d'avions de transport à réaction,  
- la fabrication d'hélicoptères, 
- l'étude et la conquête de l'espace. 

1967 - General Dynamics F-111 Aardvark  

 

Le General Dynamics F-111 Aardvark est un 
bombardier tout-temps à géométrie variable 
développé par les États-Unis dans les années 
1960. La mise au point fut difficile mais, une fois 
tous les problèmes résolus, le F-111 s'est révélé 
être une arme redoutable et très fiable. Il a été 
construit à 554 exemplaires. En décembre 2010, 
il a été retiré du service par l'armée australienne, 
la dernière à en posséder en service.  

Figure (10): F-111 Aardvark 
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1972 - Lockheed L-1011 TriStar 

Le Lockheed L-1011 TriStar est un avion long-
courrier triréacteur à usage civil et militaire, 
construit par la société Lockheed dans les années 
1970 et 1980. Il est considéré pour l'époque 
comme un bijou technologique. Équipé d'un 
triple pilote automatique, l'appareil est capable 
d'atterrir par mauvais temps, même par visibilité 
nulle, et son système de freinage lui permet de 
s'arrêter sans danger, par vent de travers. Le 
TriStar original, avait un fuselage de 54,17 m et 
une capacité maximale de 400 passagers. Comme 
tous les avions de ligne il a été construit en 
plusieurs versions. Entre 1968 et 1984, Lockheed 
a fabriqué un total de 250 TriStar.  

 
          Figure(11): L-1011 TriStar 

1984 - Mirage 2000  

 

Le Mirage 2000 est un avion de chasse conçu par 
la société française Dassault Aviation à la fin des 
années 1970. Bien que la formule à aile delta 
fasse penser au Mirage III des années 1960 et 
que le Mirage 2000 soit de taille comparable, il 
s'agit en fait d'un avion entièrement nouveau, 
avec une surface alaire plus importante, 
naturellement instable pour améliorer sa 
manœuvrabilité et équipé de commandes de vol 
électriques. Il est entré en service dans l’Armée 
de l’Air française en 1984 dans sa version 
défense aérienne (Mirage 2000 C et B. Le 
Mirage 2000 a été exportés vers huit pays 
différents.  

Figure(12) : Mirage 2000 
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1993 - Northrop B-2 Spirit  

 

Le Northrop B-2 Spirit, également surnommé 
Stealth Bomber, est un avion bombardier de l’US 
Air Force (USAF) développé par l’avionneur 
américain Northrop durant la guerre froide. 
Avion emblématique des ailes volantes, le B-2 
Spirit est l’un des plus célèbres avions furtifs. 
Présenté comme le plus performant au monde 
dans sa catégorie, il est propulsé par quatre 
turboréacteurs GE F118 et dispose de deux 
soutes pouvant recevoir une charge maximale 
théorique d’environ 35 tonnes. Il fut mis en 
service en Avril 1997.  

           Figure (13): B-2 Spirit 

2007 - A380 Airbus  

L'Airbus A380 est un avion de ligne civil 
très gros-porteur long-courrier 
quadriréacteur à double pont produit par 
Airbus civil aircrafts, filiale d'Airbus 
Group. Les éléments sont produits et 
assemblés dans différents pays de l'Union 
européenne ; les principaux le sont en 
France, en Allemagne, en Espagne et au 
Royaume-Uni. D'autres pièces 
proviennent d'autres pays dont la 
Belgique et l'assemblage final est réalisé 
sur le site de Toulouse, en France. Le 
premier vol commercial s'est déroulé le 
25 octobre 2007.   

 Figure (14):AIRBUS A380 

2013 - A400M 
 
L'Airbus A400M Atlas est un avion de transport 
militaire polyvalent conçu par Airbus Military. 
Il est pour l'instant commandé à 174 exemplaires 
par huit pays différents : Allemagne, France, 
Espagne, Royaume-Uni, Turquie, Belgique, 
Luxembourg et Malaisie. Le programme a connu 
de nombreux retards. Le premier exemplaire de 
l'A400M a ainsi fait sa sortie d'usine le 26 juin 
2008 à Séville.  

 
 
               figure(15):AIRBUS A400 
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Début novembre 2008, EADS reconnaît avoir ralenti la production de l'appareil dans l'attente du 
premier vol du turbopropulseur TP4007 prévu pour équiper son appareil. 
Le premier vol d'essai, initialement prévu pour fin 2008, a finalement eu lieu le 11 décembre 
2009 à Séville. Enfin, l'A400M obtint sa certification militaire le 31 juillet 2013. L'armée de l'air 
française réceptionne le premier A400M le 1er août 2013, mais la cérémonie officielle est 
reportée le 30 septembre 2013 au matin, en présence de multiples invités officiels. 

2014 - Lockheed Martin F-35 Lightning II  

 

Connu également sous le nom de Joint Strike 
Fighter (JSF), le F-35 Lightning II est un avion 
multirôle en cours de développement en 2014 par 
le constructeur Lockheed Martin, avec comme 
principaux partenaires Northrop Grumman et 
BAE Systems, et qui doit entrer en service en 
avril 2016. Le F-35A est un chasseur polyvalent 
optimisé pour l'attaque au sol. Il intégrera dans 
un premier temps l'USAF pour remplacer les F-
16 et A-10, et pour épauler le F-22. Cette version 
a également été commandée par les Pays-Bas, 
l'Italie, l'Australie, le Canada et la Turquie.  

Figure (16): F-35 Lightning II 
 
 
Conclusion: 
Lorsque en voit ce développement énorme au bout d’un siècle seulement,  en doit se posés des 
questions comment va être à quelques années à venir.   
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Chapitre 1 : les surfaces complexe (ailes, empennages, hélice, et 
compensateurs) : 

 
1) Introduction : 

          Les cellules des aéronefs sont construites à partir de surfaces complexes qui sont difficile à 
traiter car leurs courbures sont spéciales, nous devrons exposées quelques unes des différentes 
cellules  (ailes, empennages, hélice, et compensateurs). 

2) Structure des ailes : 

2-1) Les efforts appliqués à la voilure : 

           Sans entrer dans les détails qui seraient beaucoup trop longs avec de nombreux schémas, 
il faut savoir que les ailes subissent des efforts importants que ce soit en vol ou au sol. 
En vol les charges aérodynamiques font subir à l'extrados une compression et à l'intrados un 
étirement, alors qu'au sol sous le poids de l'aile les forces s'inversent. 
En plus pour les ailes dites "tirées" comme les Airbus ou Boeing dont les réacteurs sont 
accrochés sous les ailes par des nacelles, elles subissent des moments de torsion et de flexion dus 
aux poids des réacteurs et à leur poussée ainsi qu'un moment tranchant dirigé vers l'arrière. 
Pour les ailes dites "poussées" comme les Falcon ou Fokker 28 /100 si la charge due au poids des 
réacteurs est supprimée, celles-ci subissent toujours les moments de torsion, de flexion et des 
efforts tranchants. 
Aux effets précédents se superposent les efforts aérodynamiques dus au braquage des gouvernes 
comme les spoilers, aérofreins ou ailerons. 
Les atterrissages et décollages engendrent également des efforts sur la voilure. 
En général, la construction de l'aile est basée sur l'un des trois conceptions fondamentales: 
- 1. Mono-longeron 
- 2. Multi-longeron 
- 3. Caisson 
La modification de ces modèles de base peut être adoptée par divers constructeurs.  

2-2) Voilures des premiers avions: 

Comme son positionnement ou ses formes la voilure ou l'aile d'un aérodyne à évolué avec le 
temps. 
Dès le début les constructeurs furent conscients que les longerons étaient les pièces maîtresses de 
l'aile. Les premiers longerons furent construits en bois (en principe du frêne) cloué ou collé en 
forme de caisson ou de I. 
Des nervures en contreplaqué ou en lattes de bois donnant le profil de l'aile s'appuyaient sur les 
longerons. Des câbles (corde à piano) étaient tendus en diagonale pour augmenter la rigidité. Le 
tout était recouvert de toiles de lin ou de coton puis enduit. 
Comme la puissance des moteurs était faible, la surface de l'aile était importante et sa structure 
devait être légère. 
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Les premiers avions ne comportaient pas d'ailerons, la stabilité autour de l'axe de roulis se faisait 
en gauchissant l'aile. Ce mot gauchissement est quelquefois encore employé. 
 

2-3) Voilure en bois : 

Evidemment il existe différentes structures d'aile en bois, le choix s'est porté sur l'aile du Jodel. 
L'aile comporte un seul longeron en forme de caisson supportant toutes les contraintes. La partie 
centrale est rectangulaire et plate. Les bouts des ailes en forme trapézoïdale ont un dièdre assez 
prononcé. Cette partie légèrement "vrillée" engendre une incidence plus faible en bout d'aile 
qu'au centre. De cette façon l'incidence de décrochage sera atteinte sur la partie centrale de l'aile 
avant la partie "relevée" du bout d'aile. 
Les toiles à usage aéronautiques sont constituées de fibres naturelles (lin et coton) ou de fibres 
polyester dénommées (Tergal, Dacron, Diol en). Mais d'autres tissus polyesters de qualité 
spéciale peuvent être utilisés. 
L'ensemble de l'aile est entoilé en tissu synthétique de type dacron, sauf le bord d'attaque qui est 
coffré en contreplaqué puis marouflé.      
(Le marouflage consiste à fixer une toile sur le contreplaqué à l'aide d'une colle forte dite 
maroufle qui durcit en séchant). 
Les ailerons occupent tout le bord de fuite de la partie trapézoïdale. 
A noter que la voilure d'un Jodel est composée d'une seule partie en passant "sous" le fuselage. 

Figure (1-2):voilure en bois 

Partie d'une aile de Jodel avant entoilage 

Figure (1-1) : voilure des premiers avions 
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2-3-1) Différents types de longerons en bois : 

Le longeron d'un avion est une poutre qui part de l'emplanture de l'aile et qui va jusqu'à son 
extrémité. C'est cette pièce qui supporte les charges aérodynamiques qui s'appliquent sur la 
voilure. En général on utilise le pin d'Oregon pour la conception des longerons. Une aile peut 
comporter deux longerons, un principal, vers l'avant de l'aile, un secondaire, plus en arrière. 
 
Les longerons peuvent être généralement classés en plusieurs types différents par leur coupe 
transversale. Comme on peut le voir, sur le dessin ci-dessous la plupart des longerons d'une aile 
sont essentiellement rectangulaire en forme avec la dimension longue de la section orientée de 
haut en bas. 
- A  longeron normal 
- B   longeron légèrement creusé au milieu pour réduire le poids, tout en conservant la force d'un 
longeron rectangulaire 
- C  longeron caisson (Type Jodel) 
- D  longeron renforcé en forme de I 
- E  deux longerons évidés au centre puis collés entre eux pour réduire le poids, tout en 
conservant la force d'un longeron rectangulaire.  

 

2-3-2) Différents types de nervures en bois 

Une nervure d'aile peut désigner plusieurs sortes de nervures: 
- nervure simple 
- nervure renforcée 
- nervure portant le nom de leur emplacement ou de leur fonction 
- nervure fausse. Les fausses nervures sont des nervures qui ne vont pas du bord d'attaque au 
bord de fuite. 

Figure (1-3) : jodel avant entoilage 

Figure (1-4) : les types de longeron en bois 



                                                                                         

25 

 

Dans cet article nous appellerons les chapeaux de nervures des lattes ou des baguettes. 
Les nervures en lattes sont renforcées par des goussets en contreplaqué (okoumé ou bouleau), et 
s'appuient sur le longeron. L'ensemble est uniquement collé. 

 

Sur ce type de nervure (ci-dessous) le sens des diagonales est privilégié pour travailler en 
traction et la fabrication est plus rapide. 

 

Ci-dessous la nervure possède des goussets continus. Ces goussets fournissent un renfort plus 
important à toute la nervure pour un poids supplémentaire relativement faible. Un gousset 
continu raidit la latte dans le plan de la nervure. Ces goussets continus sont également plus 
faciles à manipuler que les nombreux petits goussets requis pour la même fonction. 

 

Les nervures avec flancs en contreplaqué sont plus simples mais plus lourdes que les autres 
nervures bien qu'elles contiennent des alvéoles pour diminuer le poids. Des goussets sont 
également collés pour soutenir les lattes de nervures. 

 

2-4) Voilure géodésique : 

Conçue par l'ingénieur Barnes Wallis la structure géodésique a été utilisée par le constructeur 
Vickers, entre les deux guerres mondiales puis pendant la seconde guerre. L'aile est construite à 
partir de poutres à rainures, faites en alliage d'aluminium (duralumin) et qui forment un grand 
treillis. Ce tressage en métal donne à l'aile une très grande résistance. 
Ci-dessous l'aile du Vickers Wellington au Brooklands Museum. 

Figure (1-5) : nervure de latte 

Figure (1-6) : nervure de latte (fabrication rapide) 

Figure (1-7) : Nervure à gousset continue 

Figure (1-8) : Nervure avec flanc  
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Figure (1-9): voilure géodésique  
 

2-5) Voilure métallique : 
 

2-5-1) Voilure métallique revêtement en toile : 

L'aile est composée de deux longerons (avant et arrière) en tôle d'aluminium pliée ou en bois et 
d'un réseau de nervures en tôle d'aluminium formée. La résistance de l'aile est complétée par des 
tubes de compression et de tension. Le bord d'attaque est revêtu d'une tôle fine.  
Comme pour l'aile métallique les nervures comportent des évidements pour diminuer le poids de 
l'aile sans en altérer sa résistance. 

 

Ci-dessous ossature d'une aile avant entoilage. La forme des nervures est différente de celle du 
dessin 

Figure (1-10) : voilure métallique revêtement 
en étoile 
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2-5-2) Voilure métallique classique : 

L'ossature d'une aile dite "classique" est formée de deux longerons (ou plus) reliés entre eux par 
des nervures. La rigidité de l'ensemble est assurée en partie par le revêtement extrados, intrados 
qui sont rivetés sur les nervures, les lisses et les semelles des longerons. 
Le revêtement extrados et intrados est en tôles d'alliage d'aluminium. Si le revêtement est trop 
mince, il ne participe pas au partage des contraintes, on dit alors que le revêtement est non 
travaillant. 

 

2-5-3) Détail d'une aile métallique : 

Sur la plupart des avions la voilure est composée de deux parties aile gauche et aile droite. 
Chaque partie est fixée sur le fuselage par une ou plusieurs attaches.  
Un caisson est la partie comprise entre deux nervures, les âmes des longerons et 
l'extrados/intrados. Ce type de structure augmente la rigidité de l'aile et résiste au mouvement de 
torsion et de flexion sans en augmenter la masse. Il est souvent utilisé comme emplacement ou 
réservoir de carburant.  

Figure (1-11) : voilure métallique revêtement en étoile 

Figure (1-12) : voilure métallique revêtement classique 
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2-5-4) Différents types de longerons métalliques : 

Actuellement, la plupart des avions métalliques ont des longerons d'aile en aluminium extrudé 
d'une seule pièce ou constitués de plusieurs profilés, rivetés ensemble pour former le longeron. 
Ci-dessous plusieurs types possibles de longerons. 

 

2-5-5) Longeron fail-safe : 

Ce type de fabrication signifie que si une partie d'une structure complexe se déforme ou cède, 
l'autre partie de la structure assume la charge et permet un fonctionnement continu sécurisé. 
Ce longeron est fait en deux sections. La section supérieure se compose d'une semelle rivetée à 
l'âme supérieure. La section inférieure est une extrusion simple comprenant la semelle et la 
plaque de l'âme. Ces deux sections sont raccordées et rivetées ensemble pour former le longeron. 
Si l'une ou l'autre section du longeron se casse, l'autre section peut supporter toujours la charge. 

 

Figure (1-13) : aile métallique détaillée  

Figure (1-14) : différents types de 
longerons métallique 

Figure (1-15) : longeron fail-safe 
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2-5-6) Détail d'une nervure métallique : 

Les nervures comportent généralement des bords tombés ou pliures.  
Ces pliures ont plusieurs fonctions: 
- elles permettent le rivetage du revêtement extrados et intrados. 
- elles renforcent la rigidité de la nervure. 
Les nervures sont découpées pour laisser passer les lisses. 
Elles peuvent également comporter des évidements pour diminuer le poids de l'aile sans en 
altérer sa résistance. 

 

Sur certains avions le carburant est stocké directement à l'intérieur de l'aile. Ceci demande une 
bonne étanchéité de la structure pour permettre au combustible d'être stockée dans les caissons. 
Les joints sont réalisés avec un mastic spécial résistant au carburant. Les caissons communiquent 
entre eux par des ouvertures pas trop grandes pour éviter le déplacement non contrôlé du 
carburant (formation de vagues). 

 
 

2-6) Voilure d'un avion de transport : 

2-6-1) Voilure métallique moderne : 

Comme l'aile classique, l'aile dite "moderne" est formée de longerons et de nervures. La 
différence est le revêtement de l'extrados et de l'intrados. Ces revêtements auto raidis sont 
généralement fraisés dans la masse. C'est à dire que les raidisseurs font partie intégrante du 
revêtement. L'usinage peut se faire également par fraisage chimique. On utilise alors une épargne 
qui protège la surface de pièce où il ne doit pas avoir d'usinage et l'attaque chimique se fait alors 
uniquement sur les parties non protégées. L'avantage d'un tel procédé est l'état remarquable de la 
finition, prix de revient inférieur au fraisage. L'inconvénient pas de récupération de copeaux et 
comme tout produit chimique la pollution. 

Figure (1-16) : nervure métallique 
détaillée 

Figure (1-17) : stockage de carburant 
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Une autre solution est de prendre des lisses et de les souder ou les coller sur le revêtement 
(peau). 

2-6-2) Attache d'une aile au fuselage : 

Les ailes d'un avion de transport en deux sections sont fixées à la structure du fuselage par une 
section centrale. Les points d'attache entre les longerons de l'aile et la section centrale du 
fuselage sont souvent en alliage de titane ou d'acier pour les avions de grande taille. La 
conception typique d'un point de fixation est illustrée ci-dessous. 

 

Figure (1-21) : winglet d’une aile Airbus A320 à sharklets. 

 

 

 

Figure (1-19) : Voilure métallique moderne 

Figure (1-20) : Attache d’une aile au fuselage 
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2-6-3) les composantes d'une aile d'Airbus 300 : 

Généralement un avion de transport comporte trois longerons. 
Pour ne pas surcharger l'écorché ci-dessous, les ouvertures entre caissons n'ont pas été 
représentées. 

 

L'extrados doit avoir une excellente tenue en compression le Zicral (AZ5GU) sera 
principalement utilisé. Quant à l'intrados, il sera fait de dur aluminium (Au4G1). 

 
 
  
 
 
 
 
 
 
  
 
 

Figure (1-22) : les composantes d’une aile 
d’airbus A300 

Bord 
d’attaque 
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Figure (1-23) : le gigantisme de l'emplanture d'une aile de l'Airbus A3 
 

3) les différentes ailes : 

Depuis Clément Ader les ingénieurs et les constructeurs ont rivalisé d'audace et d'ingéniosité 
pour concevoir les ailes d'un aérodyne ainsi que leur emplacement par rapport au fuselage.  
Cette page est un rappel non exhaustif des formes des ailes et de leurs positions au fur et à 
mesure des décennies et des progrès techniques. 

3-1) Les différentes positions des ailes : 

3-1-1) Monoplan parasol : 

Sur un monoplan parasol l'aile est fixée sur des haubans, eux mêmes attachés au-dessus du 
fuselage. Des mâts fixés au fuselage maintiennent la rigidité de l'aile. 
 
Figure (1-24): Morane-Saulnier 225 C1. 

 

3-1-2) Biplan : 

Un avion biplan est pourvu de deux paires d'ailes, placées l'une au-dessus de l'autre. Ce type 
d'avion fut beaucoup utilisé pendant la guerre 14-18. Sa construction se poursuivit entre les deux 
guerres, où il servait souvent d'avion d'entraînement. Dans les années 1960-1970 certains comme 
le Stampe SV4 ou le De Havilland Tige Mot servaient encore pour remorquer les planeurs. 
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Figure (1-25): De Havilland Tige Mot. 

 

3-1-3) Triplan 

Un avion triplan est pourvu de trois paires d'ailes, placées les unes au-dessus des autres. Ce type 
d'avion permettait d'avoir une bonne portance pour une envergure limitée augmentant ainsi la 
maniabilité. 
 
Figure (1-26): Nieuport XVII. 

 

3-1-4) Sesquiplan : 

Le sesquiplan est un avion biplan dont l'aile inférieure (basse) a une envergure plus petite que 
l'aile supérieure (haute). 
 
Figure (1-27): Avro 531. 

 

3-1-5) Ailes hautes : 

Ce type d'aile est utilisé principalement pour les avions à hélices, notamment les 
turbopropulseurs qui ont un diamètre d'hélice important. L'inconvénient est le train d'atterrissage 
qui est positionné soit dans le fuselage avec un empattement faible (donc sensible au vent de 
travers au sol), soit dans les ailes avec des grandes jambes de train (d'où une augmentation du 
poids). 
 
Figure (1-28): ATR 72. 
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3-1-6) Ailes médianes 

Seuls certains avions de chasse les utilisent encore. Leurs attaches passant dans le fuselage 
diminuent le volume d'emport de celui-ci. 
 
Figure (1-29): Mitsubishi Ki-21. 

 

3-1-7) Ailes basses : 

Elles équipent actuellement tous les avions de transport à réaction, sauf quelques gros avions de 
transport de fret comme Antonov An 225. Avantages : jambes de train plus courtes que sur une 
aile haute, ce qui permet de faciliter la maintenance des réacteurs en escale. 
 
Figure (1-30): SN 600 Corvettes. 

 

3-2) Le dièdre : 

Le dièdre est l'angle (en degrés) entre l'axe transversal et l'axe du longeron. Il peut être positif ou 
négatif et participe à la stabilité de l'aérodyne. 
L'effet du dièdre est très complexe et ne sera pas traité dans ce chapitre. 

 

3-2-1) Aile haute à dièdre positif : 

Figure (1-32): Transvaal C160 

 

 

Figure (1-31) :l’effet de dièdre 
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3-2-2) Aile basse à dièdre positif 

Figure (1-33): Airbus 320 

 

3-2-3) Aile médiane à dièdre négatif 

Figure (1-34): Dassault Etendard IVM 

 

3-2-4) Aile haute à dièdre négatif 

Figure (1-35): Antonov An-225 

 

3-2-5) Aile en mouette 

Aile à double dièdres, positif puis négatif. 
 
Figure (1-36): Martin PBM-5 Marlin 
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3-2-6) Aile en W 

Aile à double dièdres inversés, négatif puis positif. 
 
Figure (1-37): Corsair 

 

3-2-7) Dièdre en bout d'aile 

Le dièdre est seulement sur une partie de l'aile, comme ci-dessous. 
 
Figure (1-38): Jodel Ambassadeur 

 
 

3-3) La forme des ailes : 

3-3-1) Aile droit 

Les ailes droites forment un angle droit avec l'axe du fuselage. Ce type d'ailes est utilisé 
uniquement pour les aérodynes ayant une vitesse relativement faible (inférieur à Mach 0.7). 
 
Figure (1-39): MH-1521 Broussard  

 

3-3-2) Aile elliptique  

L'avantage de l'aile elliptique est la diminution de la courbure à son extrémité entraînant un 
écoulement aérodynamique homogène sur toute sa longueur et une traînée minimale en vol 
subsonique. 
L'inconvénient d'une telle aile est le vol à basses vitesses avec un décrochage plus rapide et plus 
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brutal, ainsi que la complexité de la structure. 
 
Figure (1-40): Speed Spitfire 

 

3-3-3) Aile trapézoïdale 

Cette aile très performante se caractérise par un faible allongement avec un bord d'attaque à 
flèche positive alors que le bord de fuite a une flèche négative. Comme l'aile elliptique, l'aile 
trapézoïdale a un écoulement aérodynamique homogène sur toute sa longueur mais à basses 
vitesses le décrochage est réparti sur toute sa surface. 
 

Figure (1-41): Lockheed F-22 Raptor 

 

3-3-4) Aile volante 

L'aile volante ne possède ni fuselage, ni empennage horizontal. Certaine comme le bombardier 
stratégique Northrop B2 n'a plus de dérive. Le pilotage assisté par ordinateur se fait à travers les 
gouvernes situées toutes dans l'aile. Bien que le concept soit ancien, l'aile volante pose des 
problèmes de stabilité notamment en tangage et lacet. 
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Figure (1-42): Northrop B2 

 
 

3-4) La flèche : 

L’angle de flèche désigne l'angle formé entre le lieu des points situés au quart avant de la corde 
moyenne aérodynamique et l'axe transversal. Elle peut-être positive ou négative. Si ce lieu de 
points n'est pas une droite (flèche variable), on prend alors parfois le bord d'attaque comme 
référence. 
Pour un avion volant en subsonique Mach inférieur à 0.7 la flèche optimale est nulle ou 
faiblement positive inférieure à 5°. 
Pour un avion de ligne volant en transsonique Mach entre 0,72 et 0.90, la flèche optimale sera de 
25 à 35 degrés. 
Pour un avion supersonique la flèche sera généralement de 35 à 45 degrés, mais pourra atteindre 
beaucoup plus, 76° comme le Concorde.  

 

3-4-1) Flèche positive 

Les ailes à flèche positive ont une meilleure pénétration dans l'air aux hautes vitesses, et 
retardent l'apparition du Mach critique. Ce type d'aile améliore aussi la stabilité de l'aérodyne 
autour de son axe de lacet et sert également de stabilisateur autour de l'axe de roulis, mais 
entraîne la couche limite vers le bout d'aile (saumon). D'où des performances médiocres aux 
basses vitesses. 
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Figure (1-43): Airbus 320 

 

3-4-2) Flèche négative 

Les ailes à flèche négative ont une meilleure maniabilité, elles entraînent la couche limite vers 
l'emplanture de l'aile, mais crée une instabilité de l'aérodyne notamment autour de l'axe de lacet. 
 

Figure (1-44): Suzhou SU-47  
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3-4-3) Aile delta 

L'aile delta est un type d'aile en forme de triangle. Ce type d'aile est bien adapté au vol 
supersonique, c'est pourquoi de nombreux avions de chasse ont des ailes delta. 
 
Figure (1-45): Dassault Mirage V 

 

 

3-4-4) Aile delta avec empennage canard 

Le plan canard situé à l'avant n'est pas un empennage (comme sur un aérodyne classique), mais 
une petite aile portante qui peut également servir de gouverne de profondeur. 
 
Figure (1-46): Dassault Rafale B 

 

 

3-4-5) Aile à géométrie variable 

La voilure à géométrie variable est une voilure dont la forme peut être modifiée en cours de vol, 
afin de rendre l'aéronef le plus performant possible à différentes vitesses sans perte d'efficacité. 
La solution consiste à articuler tout ou une partie de la voilure afin augmenter ou de diminuer la 
flèche en fonction de la vitesse. Inconvénients complexité et poids d'un tel système. 
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Figure (1-47): Dassault Mirage G-8 

 

 

 

3-4-6) Aile gothique 

L'aile gothique est une aile delta, qui présente un bord d'attaque à flèche variable. Pour le 
supersonique Concorde la flèche est très accentuée 76° au bord d'attaque près du fuselage, puis 
elle diminue. Les bouts d'aile sont à courbure parabolique ce qui entraîne une augmentation de la 
surface en bout d'aile. 
L'inconvénient est la complexité de la structure.  
 

 

Figure (1-48): Concorde 
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4) les empennages :  

4-1) But de l'empennage : 

Les empennages sont un ensemble de plans fixes et mobiles, qui assurent la stabilité de l'aéronef 
autour de l'axe de lacet et de l'axe de tangage. 
Sauf pour les empennages papillon en forme de V, l'empennage se compose de deux parties, 
l'empennage vertical et l'empennage horizontal. 
L'empennage vertical assure la stabilité de l'avion autour de l'axe lacet, il est composé de deux 
parties, la partie fixe couramment appelée dérive et la partie mobile appelée gouverne de 
direction alors qu'il serait plus juste de l'appeler gouverne de symétrie, en effet cette gouverne ne 
dirige pas l'avion mais sert surtout à contrôler la symétrie du vol.  
L'empennage horizontal est aussi composé de deux parties. Le plan horizontal appelé 
stabilisateur et la partie mobile appelée gouverne de profondeur, assurent la stabilité de l'avion en 
tangage. 
 

  

4-2) Les différents types d'empennages : 

Comme pour les ailes ou les fuselages les ingénieurs et constructeurs ont conçu au fil des ans 
divers empennages pour arriver au meilleur compromis possible suivant le type d'aérodyne. 
Ci-dessous un rappel des principaux types d'empennages.  

4-2-1) Empennage avec multiples dérives : 

Généralement utilisé par des avions multi moteurs l'empennage peut comporter trois dérives 
comme le Lockheed Constellation (ci-dessous à gauche), deux dérives comme le MH-1521 
"Broussard" (bien que monomoteur) ou le Dassault 315 (ci-dessous à droite). Le but de ces 
multiples dérives est le contrôle longitudinal (lacet) de l'avion sans avoir une surface démesurée 
qui enlaidirait l'aérodyne.  

Figure (1-49) : les éléments de l’empannage 
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4-2-2) Empennage bipoutre : 

Tous les empennages bipoutres sont conçus de la même façon. Pour les avions de chasse, les plus 
célèbres sont certainement le Lockheed P38 "Lighting" construit en 1938 et le De Havilland 100 
"Vampire" construit en 1944. 
Pour les avions de transport l'empennage bipoutre facilite le chargement et le déchargement du 
fret comme le Fairchild C-119 ou le Nord 2501 "Nord Atlas" (ci-dessous).  

 

4-2-3) Empennage papillon ou en V : 

Très peu d'aérodynes ont utilisé un tel empennage. Car si le gain de poids est non négligeable par 
rapport à un empennage classique, la complexité de la timonerie lui fait perdre tous ses 
avantages. 
Le planeur Bréguet 905 "Fauvette" et le Fouga Magister ancien avion de la patrouille de France 
(ci-dessous) ont utilisé ce type d'empennage.  

 

4-2-4) Empennage en T : 

Cet empennage est surtout utilisé pour les avions ayant les moteurs (réacteurs) accrochés à 
l'arrière du fuselage : Boeing 727 - Douglas DC 9 - Fokker 28 et 100 etc. Le plan horizontal 
peut-être réglable en incidence.   

Les planeurs de nouvelle génération utilisent également les empennages en forme de T pour des 
problèmes d'aérodynamisme (optimisation de l'écoulement de l'air sur la profondeur, réduction 
des interactions avec la dérive) et pour éviter la casse lors d'atterrissage en campagne. 

Figure (1-50) : empennage avec multiples dérives 

Figure (1-51) : Empennage bipoutre 

Figure (1-52) : empennage en V 
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4-2-4) Empennage médian : 

Principalement utilisé par les familles des Dassault Mystère 10- 20 et Falcon 50 - 900 - 7X etc. 
L'avantage d'un tel empennage, par rapport à l'empennage en T est la diminution des forces 
appliquées sur la dérive.  
Le plan horizontal réglable en incidence peut être à dièdre négatif ce qui permet une meilleure 
qualité aérodynamique aux grandes incidences.  

 

4-2-5) Empennage position basse : 

La plupart des avions actuels qu'ils soient légers ou gros porteurs ont un empennage bas. Ci-
dessous l'empennage de l'Airbus 319 

 

 

 

 

Figure (1-53) : empennage T 

Figure (1-54) : Empennage médian 

Figure (1-55) : empennage à basse position 
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5) Les hélices :  

5-1) But :  

Le but de l'hélice est de fournir une force de traction en prenant appui sur l'air. 

5-2) Profil d’une pale : 

Le profil d'une pale d'hélice ressemble au profil d'une aile, c'est à dire doté d'un bord d'attaque, 
d'un bord de fuite, d'une corde de référence, d'une épaisseur moyenne, d'une cambrure etc. Il 
détermine les performances d'une hélice, mais aussi sa résistance. L'optimisation de la géométrie 
d'une pale est donc un compromis entre performance et résistance mécanique. 

 

A  = Bord d'attaque 
B  = Bord de fuite 
L   = Corde de référence 
D  = Position de la cambrure maximale du profil 
ƒ   = Cambrure maximale 
θ   = Angle de calage 

5-3) Vrillage et angle de calage : 

L'épaisseur et la forme de la pale varie pour permettre de régler l'angle d'incidence des profils en 
fonction de la variation des angles apparents perçus par les profils du pied au bout de pale. 
Le vrillage de la pale de l'hélice est l'angle entre la corde du profil de bout de pale et la corde du 
profil de pied de pale (photo ci-dessous). 
L'angle de calage θ est défini entre la corde de référence du profil et le plan de rotation. 

Figure (1-56) : profil d’une pale 
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5-4) Pas d’une hélice : 

4-4-1) Pas géométrique, pas relatif, pas effectif : 

Le pas géométrique est la distance parcourue par l'hélice en un tour suivant l'axe de rotation de 
l'hélice. C'est à dire la distance séparant deux points sur une génératrice du cylindre. 

 

En développant une section d'hélice on constate que le point A subi une translation H pour une 
rotation d’un tour. 

 

Figure (1-57) : une hélice  

Figure (1-58) : Pas géométrique 

Figure (1-59) : le cycle d’une hélice 
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Cette translation H appelé pas théorique est la valeur de la translation de l'hélice pour une 
rotation complète dans un milieu incompressible et inerte et s'écrit H = 2 π r tan θ. 
Le pas géométrique de l'hélice est défini généralement comme étant le pas de la section située à 
une distance de r = 0,7 R de l'hélice, elle est appelée section de base. 
 
Le pas relatif est le rapport: 

 

 

 
        Le pas effectif est la distance effectivement parcourue par l'avion pendant un tour d'hélice. 
En effet l'hélice peut tourner sans que l'avion avance (Cas d'un point fixe). 

5-5) Fonctionnement aérodynamique : 

Prenons un élément de pale situé à r de l'axe de l'hélice. 

 

Nous avons: 
θ = angle de calage 
β = angle d'avancement 
α = angle d'incidence 

Figure (1-60) : le calcule géométrique 

Figure (1-61) : Fonctionnement d’une hélice 
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Le point A du profil de référence d'une pale d'hélice en mouvement est soumis à deux vitesses: 
- Vt vitesse tangentielle, égale à 2 π r n (n étant la vitesse de rotation en tours/s). 
- la vitesse en translation en m/s, c'est la vitesse d'avancement ou vitesse de l'avion. 
- Il en résulte un mouvement suivant le vecteur Vr. 

 

Comme pour l'aile une section de pale d'une hélice attaque l'air suivant un angle d'incidence α et 
va développer une résultante aérodynamique Ra qui se décompose: 
- Une force de traction Ft suivant l'axe de l'hélice et dans le sens du mouvement. 
- Une force de résistante Fr opposée à la rotation et à l'origine d'un couple résistant. 
En régime stabilisé ce couple résistant Cr sera égal et opposé au couple moteur Cm. 
D'autre part, l'incidence α va varier à la fois en fonction de la vitesse de rotation et de la vitesse 
sur trajectoire de l'avion.  
Le recul est la différence entre le pas géométrique et le pas réel.  
- Pas géométrique    H = 2 π r tan θ  
- Pas réel ou avance par tour    H' = 2 π r tan β avec H' exprimé en mètres par tour. 
Donc le recul est la différence entre tan θ et tan β soit l'incidence α qui est à l'origine de Ra 
(résultante aérodynamique) donc de la traction.  
Visualisation du sillage laissé par une hélice. 
 
 

Figure (1-62) : les efforts appliqués sur une pale 



                                                                                         

49 

 

 

 

5-5-1) Fonctionnement propulseur : 

L'hélice fournit une traction et consomme de la puissance moteur. 
α est > 0. 
Ft est > 0. 
Fr est > 0. 

 

5-5-2) Fonctionnement moulinet : 

L'hélice fournit une traction négative et un couple moteur. Cette position permet de dévirer une 
hélice pour remise en marche du moteur. 
α est négatif. 
Ft est < 0. 
Fr est < 0. 

Figure (1-63) : hélice d’un bateau 

Figure (1-64) : le mouvement d’une hélice 
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5-5-3) Fonctionnement drapeau : 

θ est à 90°. La pale est dans le lit du vent relatif 
Ft est réduit à sa plus petite valeur. 
Fr est nulle. La pale est immobile. 

 

5-5-4) Fonctionnement frein : 

L'hélice fournit une faible traction négative qui à tendance à freiner l'avion. 
α  est très proche de l'incidence de Cz zéro. 
Ra est faible. 
Ft est < 0. 
Fr est > 0. 

Figure (1-65) : fonctionnement moulinet 

Figure (1-66) : Fonctionnement drapeau 
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5-5-5)) Fonctionnement reverse: 

α est très négatif car θ est inférieur à 0. Dans ce cas l'hélice ne travaillera jamais en moulinet. 
Ft est < 0. 
Fr est > 0. 

 

5-5-6) Récapitulatif 

Récapitulation des divers modes de fonctionnement sur la polaire de Lilienthal d'une section de 
pale. 
A noter les fonctions de propulsion, frein et moulinet sont possibles pour une hélice à calage 
fixe. 

Figure (1-67) : fonctionnement frein 

Figure (1-68) : Fonctionnement reverse 
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5-6) Les différentes hélices : 

5-6-1) Rendement d'une hélice: 

Nous avons vu dans GMP Courbes Wu/WN : 
-   Wm = Puissance moteur 
-   Wu = Puissance utile 
-   ηh = Rendement de l'hélice 

soit :    
Le rendement maximale d'une hélice est de l'ordre de 0,8 à 0,85. 
La courbe de rendement d'une hélice ηh est établie en fonction de paramètre de 
fonctionnement de l'hélice. 
Soit : 

    
-   Va = Vitesse avion 
-   η = nombre de tours/s de l'hélice 
-   d = diamètre de l'hélice 

Figure (1-69) : récapitulatif 
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5-6-2) Pas constant : 

Ce serait une hélice dont le pas resterait constant en toutes ses sections. Or une hélice est 
construite de manière qu'en utilisation normale l'incidence soit toujours égale à l'incidence de 
finesse max: 
incidence de ƒmax = θ - β  
Malheureusement il est impossible de satisfaire à la fois : 
- l'incidence de finesse max tout au long de la pale 
- le pas constant tout au long de la pale 
C'est pour cette raison que le pas n'est pas tout à fait constant le long de la pale et que H varie 
d'une section à l'autre. 
Dans une hélice à pas constant, le calage diminue du moyeu à l'extrémité de la pale. 

 

5-6-3) Nombre de pales et diamètre : 

Les hélices peuvent être bipale, tripale, quadri pale voire plus comme l'Airbus A400M avec huit 
pales. 
A noter que le rendement max sera obtenu par une hélice bipale. Par contre une hélice tripale ou 
quadri pâle aura un encombrement (diamètre) plus faible avec une vitesse en bout de pale 
inférieure à la bipale. 

5-6-4) Vitesse en bout de pale 

Pour une hélice de 1,80m soit un rayon 0,90m et une vitesse de 2400tr/min ou 40m/s, la vitesse 
en bout de pale sera égale au demi diamètre de l'hélice multiplié par 2 pi et multiplié par les tours 
en m/s : 
Soit : 0,90 * 2π * 40 = 226,10m/s ou 813,88 Km/h . 
A cela il faut maintenant combiner cette vitesse avec celle de l'avion. 

Figure (1-70) : le rendement d’une hélice 

Figure (1-71) : hélice à pas constant 
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Si X est la vitesse de l'avion et Y la vitesse de rotation en bout de pale nous aurons en Z la 
vitesse réelle du bout de pale. 

 

 

Soit : Z2 = X2+ Y2 
Si la vitesse de l'avion est de 360km/h soit 100m/s nous aurons : 
V2 = 1002 + 226,12 = 10000 + 51121,21 = 6112,21 et    V = = 247,22 m/s = 890 
km/h.  
 
La vitesse du bout pale est de 890km/h pour une vitesse avion de 360 km/h. 
 
Pour éviter le bruit et une baisse de rendement la vitesse maximale en bout d'une pale est limitée 
à environ 85% de la vitesse du son (Mach 1 = 340m/s dans l'air à 15°C) soit 290m/s. C'est pour 
ces raisons que le diamètre d'une hélice et sa vitesse de rotation sont limités. 
Une hélice de 1,80m à 3600tours/min atteindra cette limite. D'où la nécessité d'un réducteur entre 
le moteur et l'hélice, si la vitesse de rotation du moteur est importante. Les avions 
turbopropulseurs sont tous équipés d'un réducteur.  
 

5-7) Les différents calages :  

5-7-1) Hélice à calages fixe :  

Les premières hélices étaient à pas fixe. Actuellement les avions légers dans les Aéro-club sont 
encore équipés d'hélice à pas fixe. Le petit pas permet des montées rapides (cas des avions 
remorqueurs) et des évolutions en voltige. Les avions de voyages sont équipés d'une hélice grand 
pas, les performances de montée n'étant pas la priorité. 

 

Figure (1-72) : la vitesse réelle de l’avion   

Figure (1-73) : la comparaison entre les pas 
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Petit pas le paramètre de fonctionnement est faible. 
Grand pas le paramètre de fonctionnement est fort. 

5-7-2) Hélice à calages variable  

C'est la possibilité de modifier l'angle de calage θ par rotation autour de l'axe de la pale. 
- Au décollage : V est faible, η est élevé, donc est faible, pour avoir un rendement optimum il 
faut que h soit petit.  
- En croisière : V est élevée, η est moyen, donc est élevé et pour avoir toujours le rendement 
optimum il faut que h soit grand.  

 

Exemple:  
Nous savons que : h = 2,2 tan θ (voir Pas relatif)  
Soit une hélice dont le calage à 0.7 R varie de 18° à 32° 
nous aurons : 
        θ = 18°         tan θ = 0,325         h = 0,715  
        θ = 32°         tan θ = 0,625         h = 1,375  

5-7-3) Hélice à régime constant :  

Pour qu'un moteur fonctionne de façon optimale, il faut en général que le nombre de tours n soit 
constant. 
On obtient n constant quelles que soient V et Wm en utilisant un régulateur d'hélice. 
Sur le dessin ci-dessous le régime fonctionne au point A pour un pas h1 à n max. Si pour une 
raison extérieure V ou Wm croît, n augmente mais le régulateur va agit de façon à maintenir n 
constant et h1 va croître. L'hélice fonctionnera alors avec un nouveau pas h2 au point B et un 
nouveau .  
En règle générale le régulateur adoptera un pas pour que l'hélice reste très proche du rendement 
maximal. Point C ci-dessous. 

Figure (1-74) : le rendement optimal 
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Afin d'éviter toutes détériorations, un régulateur d'hélice fait varier le pas entre deux butées. 
Exemple: Sur Fokker 27 utilisé longtemps dans les compagnies aériennes et notamment 
françaises, la butée de décollage était de 18° et la butée de croisière à 32. 

 

5-7-4) Hélice nouvelle génération : 

La technologie a progressé au cours des années jusqu'à l'utilisation actuelle de pales en 
composite innovantes, ainsi que de commandes d'hélice électroniques. 
L’hélice de l’avion de transport Airbus A400M avec ses 8 pales pour un diamètre de 5,3m 
développe une puissance de 10 700 CV.  

 

5-7-5) Hélice en cours d'étude :  

Une ou deux hélices transsoniques contrarotatives entrainées par une ou deux turbines libres 
tournant en sens inverses. Grâce à un rendement de propulsion pouvant atteindre 0,85 à Mach 
0,8, la consommation de kérosène pourrait diminuer de 20 à 25%. Ces hautes performances sont 
dues à leurs profils supercritiques et à leurs formes. 
Mais ce concept ne sera pas prêt avant 2020 à 2025. 
Ci-dessous un moteur open rotor à deux soufflantes contrarotatives appelées également Propfans. 

Figure (1-75) : pale à régime constant 

Figure (1-76) : hélice nouvelle génération 
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6)  Les compensateurs : 

6-1) Compensateurs d'évolution : 

Les compensateurs d'évolution sont des dispositifs montés sur les commandes permettant de 
réduire ou d'annuler l'effort exigé pour manœuvrer les gouvernes de vol. 

6-1-1) Déport d'axe : 

Le principe est de reculer l'axe de rotation de la gouverne vers le bord de fuite. 

 

Figure (1-77) : hélice en court d’étude 

Figure (1-78) : déport d’axe 
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Figure (1-79) : l'empennage vertical d'un DC3 à surface débordante. 

La partie déportée, ou corne débordante exerce un effet aérodynamique dans le bon sens et 
augmente l'efficacité de la gouverne. 

 

Ci-dessous l'empennage d'un Piper L 18 à corne débordante. 

 

Les avions modernes n'utilisent plus ce procédé pour la gouverne de direction, mais certains 
avions l'utilisent encore pour les ailerons ou la gouverne de profondeur comme l'ATR 42 et 72 
ou le Cessna 172 ci-dessous. 

Figure (1-80) : Corne débordante 

Figure (1-81) : l’empennage d’un piper L 18 à corne débordante 
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6-1-2) Tab automatique : 

Une biellette relie le tab au plan fixe. Le contre braquage du tab est automatique lorsque le pilote 
agit sur le manche relié à la gouverne. En position neutre le tab est dans le prolongement de la 
gouverne. 
 

 

Dans la figure ci-dessous le pilote tire sur le manche: 
   -   l'ensemble mobile va pivoter autour de l'axe d'articulation A. 
   -   le tab descend et la force r est dirigée vers le haut. 
   -   une force R allant croissant apparaît sur la gouverne. 
Mais la force aérodynamique r est suffisante pour maintenir la gouverne braquée. 
 

 

 

6-1-3) Servo-Tab ou Tab commandé : 

Dans ce cas le pilote agit directement sur le tab. Le renvoi entre la commande et la biellette du 
tab pivote librement sur son axe. 
En poussant sur la commande: 
   -   le tab monte et la force r est dirigée vers le bas. 
   -   l'ensemble va pivoter autour de l'axe d'articulation A. 
   -   une force R apparaît sur la gouverne. 
 

Figure (1-81) : cessna 172 

Figure (1-82) : tab automatique 

Figure (1-83) : le fonctionnement de tab 



                                                                                         

60 

 

 

A noter que le tab diminue l'efficacité de la gouverne.  

6-1-4) Tab à ressorts : 

La commande du tab transite pour un renvoi libre monté sur l'axe d'articulation de la gouverne. 
Les ressorts permettent une sensation musculaire lors du braquage du tab. 

 

6-1-5) Panneau compensateur : 

La surface de compensation se trouve à l'intérieur du plan fixe. Ce système est monté sur Boeing 
707. 

 

Ci-dessus l'abaissement de la gouverne provoque une augmentation de pression côté intrados et 
une diminution de pression côté extrados, cette différence de pression se transmet aux chambres 
situées dans le plan fixe et fait office de compensateur. 
Des frottoirs souples en caoutchouc en bout du panneau permettent l'étanchéité entre les deux 
chambres. 
En position neutre les deux chambres sont reliées par un by-pass de façon à conserver au système 
son rôle de compensateur d'évolution. 

 

Figure (1-84) : sevvo-tab 

Figure (1-85) : tab à ressort 

Figure (1-86) : panneau compensateur 
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6-1-6) Equilibrage statique : 

Les gouvernes peuvent être soumises à des oscillations causées par la flexion et la torsion de la 
structure dont les fréquences naturelles sont modifiées par les forces aérodynamiques. A 
certaines vitesses les fréquences de torsion et de flexion se rejoignent, créant un battement ou 
flottement de la gouverne qui s'amplifiera très rapidement pouvant aller jusqu'à la destruction de 
l'aérodyne. 
La gouverne sera plus sensible au flottement appelé 'flutter' si son centre de gravité est éloigné de 
son axe d'articulation. 
Il existe plusieurs solutions pour ramener le centre de gravité plus en avant en plaçant des masses 
de plomb.  

 

 

Ci-dessous le compensateur à masselotte externe des ailerons du Fiseler Fi156 (Morane Saulnier 
500/505) 

 

 

6-2) Compensateurs de régime : 

Les compensateurs de régimes ont leurs propres commandes et servent: 
- à annuler l'effort sur la gouverne de vol pour un braquage à un régime donné. 
- à supprimer la nécessité de braquer la gouverne pour un régime de vol donné (cas du PHR). 

6-2-1) Tab fixe : 

Cette méthode très simple consiste à fixer une petite plaque métallique sur le bord de fuite de la 
gouverne. Montée sur la gouverne de direction sur nombre d'avions légers, elle est utilisée pour 
contrer le souffle hélicoïdal en vol de croisière. L'inconvénient est que le réglage ne peut se faire 
qu'au sol et devra être vérifié ensuite par un vol d'essai. 

Figure (1-87) : équilibrage statique 

Figure (1-88) : compensateur à masselotte externe 
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6-2-2) Trim : 

Une biellette dont l'un des bouts est fileté, relie le tab à un écrou placé sur l'axe d'articulation de 
la gouverne. 
En faisant tourner l'écrou soit par un système de moteur électrique, soit par un système manuel 
(câble et pignons) dans un sens ou dans l'autre, on fait varier la longueur de la biellette. 

 

 

 

 

Il serait donc tout à fait possible de piloter en utilisant ce trim. 

6-2-3) Plan horizontal réglable – PHR : 

Le PHR ou THS en anglais pour Trimbale Horizontal Stabiliser agit sur l'ensemble du 
stabilisateur horizontal en le faisant pivoter autour de son axe transversal. Il en existe différents 
types mais le principe de fonctionnement reste le même. 
Deux moteurs électriques ou hydrauliques (généralement un normal et un de secours) entraînent 
un vérin composé d'une vis sans fin. L'ensemble du mécanisme est soit monté à l'arrière du 
fuselage (Airbus), soit monté dans le plan fixe vertical (Fokker et Falcon). 
La tête du vérin est fixée à l'avant au PHR. En faisant tourner les moteurs dans un sens ou dans 
l'autre, la tête du vérin monte ou descend et fait varier l'incidence du PHR, qui sert alors de 
compensateur et le braquage de la gouverne n'est plus nécessaire. 

Figure (1-89) : Tab Fixe  

Figure (1-90) : Le Trim  
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Sur l'Airbus 300 le débattement du PHR est de 3° vers le haut et 12° vers le bas. A noter que sur 
certains gros porteurs le PHR sert également de réservoir de carburant. 

6-2-4) Assistance : 

Sur les avions de transports modernes en raison des dimensions importantes des gouvernes et des 
forces aérodynamiques s'exerçant dessus, ainsi que la longueur de la tringle rie pour atteindre ces 
gouvernes, le pilote n'agit plus directement sur les gouvernes mais sur des servocommandes qui 
produisent la force nécessaire pour braquer les gouvernes. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure (1-91) : PHR 
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Chapitre2 : Flexion simple plane 
 
1) Définition : 
On entend par flexion simple un mode de charge tel qu’il apparait dans les sections droites de la 
barre des moments fléchissant. 

Si le moment fléchissant est unique facteur de force les autres facteurs étant 
nuls la flexion est dite pure. 
  Mx≠0   ; N=Tx=Ty=Mt=My=0                       (2-1) 

                 Où :      My≠0 ; N=Tx=Ty=Mt=Mx=0                       (2-2) 
 
         Cependant, le plus souvent, il apparait également dans les sections droites 
des efforts tranchants, on dit qu’on a alors flexion simple. 
              Mx≠0; Ty≠0; N=Tx= Mt=My=0                 (2-3) 
 
Ou         My≠0 ; Tx≠0 ; N= Ty=Mt=Mx=0                  (2-4) 
 

2) Hypothèses de calcul : 
 
          L’étude mathématique de la flexion plane simple d’une barre repose sur les 
hypothèses de base suivante : 
 

2-1)   L’organe fléchi est assimilé à une poutre qui repose sur deux appuis, ou qui est 
encastrée à une extrémité ou à ces deux extrémités. 

2-2)      La poutre à un plan de symétrie qui est verticale. Dans la majorité des cas, son axe est 
rectiligne avant déformation et sa section est constante. 

2-3)      Les forces extérieurs appliquées sont perpendiculaires à l’axe de la poutre et doivent 
être située dans le plan de symétrie. 

     Les forces sont situées dans le plan de symétrie pour éviter tous 
efforts de torsion. Elles sont perpendiculaires a l’axe de la poutre pour 
éviter l’effort normale dans la section droite. 

2-4)       Une fibre (ab) est située initialement dans un plan parallèle au plan de symétrie, 
reste dans le même plan après déformation. En particulier, l’axe de la poutre après 
déformation prend la forme d’une courbe plane située toujours dans le plan de symétrie 
fig (2-1), c’est pourquoi la flexion est dite plane. 

2-5) Toute section plane MNPQ  initialement perpendiculaire à l’axe de la poutre, reste plane 
et perpendiculaire à l’axe après déformation. 
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 P1 P2            P3 
 
 
 
 
  

Fig (2-1) : La répartition de la charge sur l’élément 
 
 
 
 
    Encastrement β P 
 
 axe de la poutre 
 α 
 α β : axe de la ligne neutre                                                   

                                                                
                            Fig (2-2) : une poutre chargée sur son extrémité 

 
3) Répartition de la contrainte : 
 

           Sous l’action de la charge  P fig (2-2), la poutre fléchis dans la partie 
supérieure convexe. Les fibres longitudinales telle que (ab) sont tendus 
(allongées), au contraire dans la partie convexe, les fibres longitudinales telle 
que (cd) sont comprimées (raccourcir). Par conséquent, il existe une couche de 
fibre qui ne sont ni tendus ni comprimées (couche de milieu). Cette couche 
contient l’axe de la poutre. Elle est appelée couche de fibre neutre. La contrainte 
dans cette couche est nulle au cours de la déformation. 
La poutre est donc devisée en deux parties. Dans une partie nous avons une 
traction et dans l’autre partie nous avons une compression séparées par les 
couches de fibres qui sont neutres. 
 Traction 

                                                       Fibres  
                                                            Longitudinales                                                       
                                                                                                                      compression 

               
                 (a)                                                                                                      (b)                                         
                                 Fig (2-3) : le comportement des fibres                                                   
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4) Facteurs des forces intérieurs engendrées dans les sections droites : 
 

4-1) Réductions des forces appliquées : 
Soit une poutre en équilibre sous l’action de forces extérieures qui lui 
sont appliquées. Les forces sont dans un plan de symétrie pour éviter 
l’effet de torsion. Elles sont perpendiculaires à l’axe (GZ) il n’ya pas 
d’effort normale à la section MNPQ. 
        Au niveau de la section MNPQ la poutre est soumise à : 

a) Un effort tranchant résultant (Ty=∑Pi) qui est égale à la somme 
algébrique des charges appliquées à gauche (respectivement à 
droite) de la section. 

b) Un moment fléchissant Mx=∑Mx(Pi), qui est la somme des 
moments des forces appliquées à gauche ou à droite par rapport 
à l’axe (Gx) 
 
 Y X                                             P1               P2              P3 

  P                                                                                                     Ty   Mx                      
                                                                                                                                       
 G Z 

 
 
(c)         (d) 

                                         vue en perspective                                                               vue de profil 
 

                  Fig (2-4) : les différentes vues  
 

4-2) Convention des signes : 

 On considère une poutre fléchi ordonnée vers le haut. Par convention on admettre la règle des 
signes suivantes : 

a) Pour l’effort tranchant Ty, la direction positive est choisie suivant Gy à gauche de la 
section fig (2-5 c). il est positif vers le bas à droite de la section fig (2-5 d) cet effort tend 
à cisailler la poutre comme indique la figure fig (2-5 a). 

b) Pour le moment fléchissant, s’il est dirigé dans le sens des aiguilles d’une montre à 
gauche de la section, il est positive fig (2-5 d). la concavité de la section, le moment 
fléchissant est positif dans le sens trigonométrique (sens antihoraire) fig (2-5 b). 
A droite de la section, le moment fléchissant est positive dans le sens trigonométrique 
(sens anti horaire) fig (2-5 c). 
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 y x 
                                                                                            Mx>0                                             Mx<0 
 Ty<0 
 
   
          Ty>0 (a)  (b) 

 
 Mx<0 Mx>0 
 
 
 Ty<0 Ty>0 
 
            (c) à droite de la section                                                              (d) à gauche de la section 
 
                                           Fig (2-5) : Les efforts et les moments appliqués 
 
 
4-3) Diagramme des efforts tranchants et des moments  fléchissant : 
 
En pratique il est souvent nécessaire de connaitre les efforts internes dans toute la poutre pour 
trouver une ou quelques sections les plus dangereuses. Pour cette raison en construit le 
diagramme des efforts internes. Les valeurs de ces  efforts dues à la charge extérieur dépend de 
la position de la section considérée et varie le long de la poutre. 
Pour construire le diagramme des efforts internes il est recommandé de procédé de la manière 
suivante : 

1) Calculer les réactions d’appuis 
2) Deviser l’axe de la poutre, en zone séparée par les points 

d’application des charges concentré et compris des réactions 
d’appuis. 

3) Prendre une échelle des longueurs et des forces. 
4) Choisir une origine des abscisses. D’habitude l’un des extrémités de 

la poutre, puis calculer Mx et Ty dans chaque tronçon 
5) Tracer le diagramme de Mx (z) et Ty (z). 

 

5) Dépendance différentielle entre l’effort tranchant, le moment fléchissant et la 
charge : 
 
Considérant une poutre quelconque maintenue d’une façon arbitraire et supportant une charge 
quelconque repartie de densité q(z). 
Découpant sur cette barre élément de longueur dz. On admettre que dans cet élément la charge q 
est uniformément départie. 
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 Supposant à gauche de cet élément s’exerce un effort tranchant T et un moment fléchissant 
supposé positifs. A droite de cet  élément s’exercera un effort tranchant T+dT vu l’existence de 
la charge répartie, et le moment fléchissant M+dM supposés encore positifs. 
 L’élément étant en équilibre :  

 
                             ∑Fy(ext)=0                                                            (2-5) 
 
                            T+q dz-(T+dT)=0                                                   (2-6) 
 

                           풒 = 풅푻
풅풁

                                                                     (2-7) 

Cette formule démontre que la charge q est la dérivée première de l’effort tranchant T. 
 

                             ∑Mo(ext)=0                                                                    (2-8) 

 
                 -M-Tdz-qdz(dz/2)+(M+dM)=0                                                 (2-9) 

 

On néglige le terme de deuxième(2) ordre q dz (dz/2) on obtient : 
 
                       -M-Tdz+ (M+dM)=0                                                         (2-10) 

 
-M-T dZ+M+dM=0                                                   (2-11) 
 
dM-TdZ=0                                                                  (2-12) 
 

T= 퐝퐌
퐝퐙

                                                                          (2-13) 

Cette formule nous montre que l’effort tranchant T est la dérivé premier de moment fléchissant 
M. 
On peut écrire : 

(풅푴
풅풁

)ퟐ = 풒 = 풅푻
풅풁

                                                       (2-14)  

La relation (2-8) permettre de faire quelques remarques générales sur le caractère des efforts 
internes. 

a)  Dans un tronçon d’une poutre non chargé par des charge reparties (q=0), l’effort tranchant 
T est constant et le moment fléchissant M varie linéairement d’après l’équation (2-7). 
b)   Si le tronçon à une charge uniformément repartie (q=cte≠0) l’effort  tranchant T varie 
linéairement et le moment fléchissant varie paraboliquement. 
c)   Si le tronçon à une charge triangulairement répartie (q est une droite), l’effort tranchant 
varie paraboliquement et le moment fléchissant est une fonction de troisième dégrée. 
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d)  Si le tronçon s’annule dans une section quelconque, le moment fléchissant passe dans 
cette section par un extrémum (maximum ou minimum). 
e)   Au point d’application d’une force concentrée, l’effort tranchant varie brusquement. 
Dans cet endroit, la force concentrée y compris les réactions d’appuis doit figurées sur le 
diagramme de T. 

       f)   Au point d’application d’un moment concentré, le moment fléchissant varie 
brusquement. 
 
6) Contrainte en flexion simple : 
 
6-1) loi de Hooke : 
 Les sections d’une barre en flexion simple sont sollicitées à des contraintes normale σ et des 
contraintes tangentielles τ. La force intérieure qui correspond aux contraintes normales donne un 
moment fléchissant M dans la section. 
La force intérieure qui correspond aux contraintes tangentielles donne un effort tranchant T dans 
la section. 
 

                                         ɛAB=풚 풅휽
풅풛

                                                                (2-15) 
 

Remplaçant l’équation (2-14) dans (2-15) on obtient : 
 

                                    ɛAB= 풚 풅휽 
훇풅풛

 =  풚
훇
                                                            (2-16) 

 
D’après la loi de Hooke : 
 
                                     σ = Eɛ                                                                 (2-17)                
 
                                      훔

푬
 = ɛ                                                             

  
                                     훔

푬
  = 풚

훇
                                                                   (2-18) 

 
D’où :                            σ = 푬풚

훇
                                                                  (2-19)                                       

 
La formule (2-19) démontre que la contrainte σ varie dans une section droite selon une loi 
linéaire par rapport à la variable y. 
 
 
Fibre traction  y                       
neutre compression                                                                                      
                                                                                                                                                         
  z 
                                         Fig (2-6) : la répartition des contraintes 
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         Le lieu des points géométrique de la section vérifiant la condition σ=0 est appelée ligne 
neutre, les points ne subissent aucune déformation. 
        Cette couche (fibre neutre) coupe la poutre en deux zones. 
Dans la première zone se trouve un raccourcissement des fibres et dans l’autre un allongement. 
La contrainte σ sera maximale sur les fibres les plus éloignées de la fibre neutre. 
 
6-2) Expression de la contrainte normale : 
 

La somme des forces élémentaires dF= σ dA est égale à une force normale, 

mais en flexion la force normale est nulle. 
 
 
 dA 
                                                                 

 σ 
 
 
Fig (2-7): la contrainte normale sur la poutre 
 Section A 
 
 
                                      N=0                                                            (2-20) 

 

                                    dN= σ dA                                                    (2-21) 
  
dA : surface élémentaire située dans le plan xy 
 
                                 N=∫ σ dA=0                                                    (2-22) 

 
        Remplaçant l’équation (2-19) dans l’équation (2-22) on aura : 
 
                                N=∫ (Ey/ζ) dA=0                                            (2-23) 

                   Ou  
                               ∫ ydA=0                                                            (2-24) 

 
         Cette expression montre que le moment statique de la section A par 
rapport à l’axe x est nul. 
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                          Sx=∫ ydA=0                                                     (2-25) 
 

           Donc l’axe x passe par le centre de gravité. D’autre part, y à été mesuré à 
partir de la ligne neutre, ce qui donne que la ligne neutre et l’axe de gravité est 
confondus. Par conséquent, la ligne neutre passe par le centre de gravité de la 
section. 
            Sous l’action du moment fléchissant Mx, la poutre se courbe dans le plan 
vertical yz. Ce moment de flexion est porté par l’axe x. on aura : 
 

                             My=0     ; Mx≠0  
 
                                       My= ∫ σx dA=0                                                 (2-26) 
 
                                   = ∫ (E/ζ) xydA=0                                                   (2-27) 
 
                                   = (E/ζ) ∫ xydA=0                                                   (2-28) 
 
         Ou                Ixy= ∫ xy dA=0                                                           (2-29) 
 
Cette équation montre que les axes x et y sont des axes principaux d’inerties.   
                                                                                                             
  Pour le moment Mx : 
 
                                Mx=∫ σy dA= ∫ (E/ζ) (y^2) dA                                (2-30) 
  
                                 =(E/ζ) ∫ (y^2) dA                                                     (2-31) 

 
      Et comme (∫ (y^2) dA) représente le moment d’inertie de la section par rapport à l’axe x. 
 
                           Ix= ∫ (y^2) dA                                                             (2-32) 
 
                   Alors : 
                                        Mx=(E/ζ) Ix                                                      (2-33) 
 
Remplaçant  l’équation (2-19) dans l’équation (2-33) on obtient : 
 
             Mx= (E Ix)/ (Ey/σ) = (E Ix)/ (Ey) σ                                            (2-34) 
 
Ce qui donne: 
 
             σ = (Mx/Ix) y             (formule de Navier)                                      (2-35) 
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           La formule (2-35) montre que la contrainte normale σ varie sur la hauteur de la section 
suivant une loi linéaire. 
 
           La contrainte maximale est obtenu pour y maximum. Elle correspond à la fibre la plus 
éloignée de la ligne neutre. 
 
 
 y 
 
 
 
 ymax 
 x 
 
                                                         
 
 
                                                               Fig (2-8) : La flèche maximale 
 
 
 

            σmax =푴풙 풎풂풙
푰풙

풚풎풂풙=푴풙 풎풂풙
푰풙

풚풎풂풙
                               (2-36)                                

 

                σmax  =푴풙 풎풂풙
푾풙

                                                    (2-37) 
 
Avec:                                      Wx = 푰풙

풚풎풂풙
                                 (2-38)                       

 
Wx : est appelé module de résistance à la flexion. 
En RDM, en cherche toujours le Wx maximum pour obtenir la valeur de la contrainte maximale. 
Le Wx maximum est obtenu à partir de ymax. 
C’est ainsi qu’il apparait les profils de construction. 
 
 
 
 
 
 
α                                          β α β α        β 
 
 
 
 

Fig (2-9) : les différant types de profils 
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6-3) Valeurs des contraintes tangentielles : 
 
              Lorsque la poutre est soumise à des force perpendiculaires à son axe, il va engendre 
dans les sections transversales des efforts de cisaillement T en plus d’un moment de flexion M. 
on a déjà vu dans la section fig (2-7) comment calculer les contraintes normale engendrées dans 
les sections sous l’effet de moment M. dans ce paragraphe en va voir comment calculer les 
contrainte de cisaillement τ engendrées dans les sections transversales sous l’effet de l’effort 
tranchant T. 
 
      Mx : moment de flexion suivant l’axe x. dz 
      Ty : effort tranchant.  une coupe 

    σ : contrainte normale. 
    τ : contrainte tangentielle.       

       Mx 

     σ 

 Figure (2-10) : la contrainte tangentielle sur la poutre     τ         Ty 

 
 

Coupons un élément longitudinal de longueur dz d’une poutre, le moment de flexion appliqué 
dans la section gauche diffère de moment de flexion dans la section droite par Dm. 
Découpons cet élément en deux parties par un plan horizontale distant de y de l’axe neutre est 
considérons l’équilibre de la partie haute de l’élément qui possède un air A*. 
 
 
 M+dM 
M                                                                                  N*    τ                               τ        N*+dN* 

  
T T+dT τ 
                       
                                                                           y 
 A* dA* 

 
 τ y* 

 y 
               x 
 
 
 
 
                   Fig (2-11) : La variation de la base et le moment statique 
 
 La résultante des forces longitudinale appliquées sur la partie sur la partie gauche de la section 
A* est donnée par : 
 

 
 
        b 
       G 
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dN*= σ dA*                                                                                          (2-39) 
 

   N*= ∫σ dA*                                                                                        (2-40) 

 

        =∫  푴풙 풚∗

푰풙
 dA*=푴풙

푰풙
∫y*dA*                                                           (2-41)       

 

    N*=푴풙
푰풙

 Sx*                                                                                         (2-42) 

Avec :                 Sx*=∫y* dA*                                                                            (2-43) 
 
    Où :             Sx*: présente le moment statique de la section qui distant de y de l’axe neutre. 
                       Sur la partie droite de la section, il agit la résultante des forces longitudinale                                                      
suivante, vu le chargement du moment fléchissant. 

 

                     N*+ dN* = 
(푴풙 풅푴풙)

푰풙
 Sx*                                                            (2-44) 

 
 La déférence entre la force appliquée sur la droite et celle appliquée sur la section gauche est : 

 

                        dN*= 풅푴풙)
푰풙  Sx*                                                                           (2-45) 

 
 Puisque l’élément est en équilibre, la différence dN* doit être équilibrées par les forces 
tangentielles existant entre les sections ab et cd, c’est à dire sur la face bc. 
Par supposition que la contrainte de cisaillement τ appliquée sur la section (bc) est 
uniformément distribuée sur la largeur de la section longitudinale b, la force de cisaillement 
appliqué est  τb dz. Alors : 
 
                      dN*= τb dz                                                                                  (2-46) 
 

                   τ = 
풅푵∗

풃 풅풛
                                                               (2-47) 

 
Remplaçant l’équation (2-45) dans l’équation (2-47), on obtient : 
 

                  τ =풅푴풙
풅풛

푺풙∗

풃 푰풙
                                                          (2-48) 
 

Alors l’équation (2-48) devient : 
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         τ =
푻풚 푺풙∗

풃 푰풙
             (formule de jouravski)                                          (2-49) 

 
  Cette formule donne la contrainte tangentielle appliquée sur la section longitudinale qui 
représente aussi la contrainte appliquée sur la section transversale d’après la loi de praire. 
 
 
 y 
 
           x 
           Section longitudinale τ 
                                           z 
 
                Section transversale       τ                  
 
                                          Fig (2-12) : la contrainte dû à l’effort tranchant           
 
La formule (2-49) montre que pour y= ymax (partie haute)    
  On a (Sx*=0) et par conséquent (τ=0)  puisque l’aire qui se trouve sur  y=ymax est nulle. Pour 
la partie basse, on a A*=A et par suite Sx*=0 parce que l’axe x passe par le centre de gravité de 
la section, comme résultat (τ=0). 
 
6-4) application sur quelque profils connus : 
 
        On doit données quelque exemple des géométries qui sont connues : 
 

6-4-1) Poutre à section rectangulaire : 
    Déterminer la réparation  de la contrainte tangentielle τ dans une section 
rectangulaire soumise à un effort tranchant Ty. 
 
 
 y A* 

       dA* y 
 =dy* 

y         y*   

h G  x τ 

 Ty τmax=  

 b 
 
             Fig (2-13): La répartition de la contrainte normale  
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La répartition de la contrainte est donnée par l’équation (2-49) 
 

                        τ=
푻풚 푺풙∗
풃푰풙

                                                              (2-50) 

 
                           Sx*=∫y* dA*                                                                                  (2-51) 

 
Où                    dA*=b d y*                                                                                       (2-52) 
 

Alors :         Sx*=∫ 풃풚 ∗ 풅풚 ∗풉/ퟐ
풚  = [ (b/2) y*] =풚

풉/ퟐ b/2[(h2/4)-y2]                            (2-48) 
 

Donc :                τ= 푻풚 풃/ퟐ[(퐡ퟐ/ퟒ)−퐲ퟐ] 
풃ퟐ풉ퟑ/ퟏퟐ

                                                         (2-53)         

 

Où :             τ(y) = ퟔ푻풚
풃풉^ퟑ

 ((h2/4)-y2)                                                                    (2-54) 

 

On remarque une variation parabolique de la contrainte τ  suivant l’axe y : 

La contrainte τmax est obtenu pour : 
 

= 0        y=0 

 

Alors :               τmax= ퟑ
 ퟐ

푻
풃풉

                                                           (2-55) 

  
Pour      y=± 풉

ퟐ
        on a   τ=0  (sur les frontières extérieures et inférieures). 

 
Par définition on a : 
  

τmoy = 푻
푨풄

 = 
푻
풃풉

     ;    (pour un rectangle).                                                      (2-56) 

 

Alors :              τmax= ퟑ
 ퟐ

 τmoy                                                                             (2-57) 
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  6-4-2) Poutre à section circulaire : 

Déterminer la répartition de la contrainte τ pour une section circulaire de rayon R, 
soumise à un effort tranchant T. 

 y 
 y A* 

                           dA*  
 dy* 

      y* y                                                                                                        τmax=4/3 T/∏R2  

       x τ 

 
  
 
                             Fig (2-14): La répartition de la contrainte 
 
On a: 

 

                      τ=
푻풚 푺풙∗
풃푰풙

                                                                   (2-58) 
 

Avec :                 Ix= 
흅
ퟒ

 R2                                                                                              (2-59)                                                                                               

 

                            b= 2 푹ퟐ 풚ퟐ                                                                                    (2-60) 
 
Et   

                        Sx*=∫y* dA*                                                                                          (2-61) 
 

                      dA*=a dy*                                                                                                (2-62) 
 

                          a= 2 푹ퟐ 풚ퟐ                                                                                       (2-63) 
 

Alors:            Sx*=∫y* 2 푅 푦  dy*                                                                         (2-64) 
 

                       Sx*=∫  2y* 푅 푦  dy*                                                                     (2-65) 

 
On pose :                 u= 푅 푦    ;     -2y* dy*=du 
 

 
 
      G    b 
R 
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Pour :                                              y*=y             ;             u= 푅 푦  
 
                                             Y*=R       ;         u=0  
 

D’où :         Sx*=∫푹ퟐ 풚ퟐ

ퟎ 풖ퟏ/ퟐ du= ퟑ
ퟐ

 풖ퟑ/ퟐ]푹
ퟐ 풚ퟐ

ퟎ                                             (2-66) 

 
               Sx*= ퟐ

ퟑ
 (푹ퟐ−풚ퟐ)3/2                                                                        (2-67) 

 

Alors :       τ= 
푻 ퟐퟑ (푹ퟐ−풚ퟐ)ퟑ/ퟐ

ퟐ 푹ퟐ−풚ퟐ흅ퟒ 퐑ퟐ
                                                                            (2-68) 

 
On remarque que la variation de τ suivant y est une distribution parabolique. 
 

Pour :      y=0     ;    τ=τmax= ퟒ
ퟑ

푻
흅푹ퟐ

=ퟒ
ퟑ
푻
푨푪

                                          (2-69) 

 
Pour :    y=±R   ;     τ=0   (sur les frontières) 
 

On pose :           τmax= ퟑ
 ퟐ

 τmoy                                                     (2-70) 

 
6-4-3) Poutre à section triangulaire : 
 

             Déterminer la variation de la contrainte  τ pour une section transversale 
triangulaire de base C et de hauteur h, soumise à un effort tranchant T verticale. 
 
 
  
  A* y 
 
 dy* 

h        y*                                a  
                       y                    b 

                                                                                                              o                                    τ 
  
     c 
                                 Fig (2-15) : la répartition de la contrainte 
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      On à :                                    τ=
푻풚 푺풙∗
풃푰풙

                                                       (2-71) 
 
    Avec :                                    Ix=  ch3                                                                     (2-72) 
 

                              풃
풄
 = 

ퟐ
ퟑ풉 풚

풉
   ;     b= 풄

푹
(ퟐ
ퟑ
 h-y)                                                  (2-73) 

 
 Et                      Sx*=∫y* dA*                                                                             (2-74) 

 
                      dA*=a dy*                                                                                 (2-75) 

                        풂
풄
 = 

ퟐ
ퟑ풉 풚∗

풉
   ;    a= 풄

푹
(ퟐ
ퟑ
 h-y*)                                                  (2-76) 

 
 

          Sx*=ퟏ
ퟑ
풄
풉
 (ퟐ
ퟑ
h-y) 2 (ퟏ

ퟑ
h+y)                                                              (2-77) 

 

D’où :              τ=
푻 ퟏퟑ

풄
풉 (ퟐퟑ퐡 퐲)ퟐ(ퟏퟑ퐡 퐲)
풄
풉(ퟐퟑ 퐡 퐲)  ퟏퟑퟔ 퐜퐡ퟑ

                                                      (2-78) 

 
Après simplification on aura : 
 

           τ = ퟏퟐ푻
풄풉ퟑ

(ퟐ
ퟑ
h-y)2 (ퟏ

ퟑ
h+y)                                                             (2-79) 

 
On remarque une variation parabolique de τ suivant y 
 

Pour    y= h       ;   τ=0  (frontière supérieure) 

Pour     y= - 
 

h    ;   τ=0   (frontière inférieure) 

 

Détermination de la position et la valeur de τmax. 
 

풅훕
풅풚

= 0        →            (-2y+1/3h=0)      →   y= 풉
ퟔ
  

Pour    y= 풉
ퟔ
 ;                       τ (y= 풉

ퟔ
 )= τmax= ퟑ푻

풄풉
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Par définition :   

                              τmoy = 푻
푨풄

 =ퟐ푻
풄풉

             (pour une section triangulaire). 

 

Alors :                                 τmax= ퟑ
 ퟐ

 τmoy 

 
    7) L’énergie de déformation : 
 
           La section effective 푨풄 est la difficulté sur la quelle on doit se baser pour calculer les 
déplacements réels des poutres sans négliger l’effet de l’effort tranchant. 
Et pour calculer 푨풄 on a cette formule énergétique de déformation qui dépend de la contrainte τ. 
 
                    U= ퟏ

ퟐ푮∫ ∫ 훕ퟐ푨
푳
ퟎ 풅푨 풅풙                                                               (2-80)   

 
Contrairement à la contrainte normale, la répartition de la contrainte de cisaillement dans  une 
poutre dépend largement de la géométrie de sa section. Même pour les géométries les plus 
simples, l’équation (2-80) donne lieu à un calcule de l’énergie de déformation fastidieux. Pour 
simplifier, considérons une contrainte de cisaillement moyenne τmoy = 푻

 푨풄
, où 푨풄 est l’air sur 

la quelle agit cette contrainte moyenne et où V est l’effort tranchant. 
Lorsqu’on insère cette contrainte dans l’équation (2-80), on a : 

 

             U= ퟏ
ퟐ푮∫ 훕퐦ퟐ

푳
ퟎ 푨풄풅풙 = ퟏ

ퟐ푮∫
푽ퟐ

푨풄
풅풙푳

ퟎ                                                        (2-81) 
 
Pour déterminer l’air 퐀퐜 en établit l’égalité des équations (2-81) et (2-80) on obtient : 
 

푨풄 = 푽ퟐ

∫ 훕ퟐ풅푨푨

                                                                                       (2-82) 

 

L’air Ac est dit (air effective en cisaillement). On va donner prochainement quelque valeurs de 
celle aire pour les sections les plus utilisées. Lorsqu’on connait l’aire Ac , on peut calculer 
facilement l’énergie de déformation due à l’effort tranchant à l’aide de l’équation (2-81). Selon 
le théorème de castigliano, le déplacement du point d’application d’une force Q, en considérons 
l’énergie de déformation associé à l’effort tranchant, est : 

 

                ẟ푸= Ə푼
Ə푸

 =∫
Ə푽
Ə푸

푮푨풄

푳
ퟎ 풅풙                                                          (2-83) 
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Les expressions donnant les valeurs exactes sont longues et peu utilisées en pratique.de plus, on 
notera que l’aire effective en cisaillement varie selon la direction de l’effort tranchant. Ainsi, 
퐴  est l’aire effective en cisaillement pour un effort tranchant Vy. 

 

 

 Aire effective en cisaillement des sections les plus utilisées  
 A : aire de la section  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
          
              퐴 =                                       퐴 =                                 퐴 =  
 
  
 t 
 b 
 

                                                                                                                                                            
    w                                 h 
                       t 
 h b 
            퐴 =2ht             
 
 b 
 
                           퐴 = 2ht                                                       퐴 = 

 
 (2bt) 

                                                                                                  퐴   = wh                                                               
       퐴 =2bt                                                          

 
Fig (2-16) : Les sections effectives des différents types  

      
 
8) Calcule de déplacement réel (moment fléchissant + effort tranchant) :  
 
     Selon les équations (2-80) et (2-81), l’énergie de déformation associée au moment fléchissant 
et à l’effort tranchant est donnée par l’équation :    
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             U=∫ 푴ퟐ

ퟐ푬푰
풅풙푳

ퟎ +∫ 푽ퟐ

ퟐ푮푨풄

푳
ퟎ 풅풙                                                          (2-84) 

 
Selon le théorème de castigliano, le déplacement du point d’application de la force P est : 
 

     ẟ푷= 푼
푸

 =∫
푴(Ə푴

Ə푷)

푬푰
푳
ퟎ 풅풙 + ∫

푽(Ə푽
Ə푷)

푮푨풄

푳
ퟎ 풅풙                                      (2-85) 

 
 

 
 P Mx P 
 v 
 
 
  
 L x 
 
 (a) (b) 
 
 α 
 
 1.0  
 
 
 

 
 
 
 1.0 2.0 L(m) 
 
 (c) 
 
                                                  Fig (2-17) : La variation de α par rapport à la longueur L   
 
 
D’après le DCL de la figure fig (2-17 b) : 
 
M(x)=Px        et            V=P            pour                           0≤ 풙 ≤ 푳                (2-86) 
 
En substituant l’équation (2-86) dans l’équation (2-85), on obtient : 
 

       ẟ푷=∫ 푷(푷풙)
푬푰

푳
ퟎ 풅풙 + ∫ 푷(ퟏ)

푮푨풄

푳
ퟎ 풅풙 = 푷푳ퟑ

ퟑ푬푰
+ 푷푳

푮푨푪
                                                  (2-87) 

 
Cet exemple permet d’analyser l’importance pratique de l’effort tranchant sur la flèche. On peut 
écrire l’équation (2-87) sous la forme suivante : 
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  ẟ푷=푷푳
ퟑ

ퟑ푬푰
(ퟏ + ퟑ푬푰

푮푨풄푳ퟐ
)= 푷푳

ퟑ

ퟑ푬푰
(ퟏ + 휶)       où     휶 = ퟑ푬푰

푮푨풄푳ퟐ
                                    (2-88) 

 
Le facteur 훼 est un nombre sans dimension qui indique l’importance relative de l’effort 
tranchant par rapport à une contribution unitaire du moment fléchissant. 
On peut observer que ce facteur diminue très rapidement lorsque la longueur de la poutre 
augment. 
Par exemple pour une poutre d’acier ayant une section de type W200 x 52, on a les propriétés 
suivantes : 
 
 
푰풛 = 52.5 ∗ 106푚푚4     푨 = 6620푚푚2            퐴푐푦 = 7.9 푚푚 ∗ 206 푚푚 = 1627푚푚2 
 
E=200 ∗ 10 푀푃푎           풗 = 0.3             푮 = 푬

ퟐ(ퟏ 풗) = 76.9 ∗ 10 푀푃푎 
 
Lorsque  la longueur L est exprimée en mètre on a:   

 

훼 =
0.252
퐿

 
 

La figue fig (2-17 c) illustre la variation de facteur 훼 en fonction de la longueur 퐿 de la poutre. 
Pour une longueur 퐿 = 2푚, le rapport longueur/profondeur de cette poutre est de 10, et la 
contribution de l’effort tranchant à la flèche est de 6% seulement. Pour de telles poutres, on peut 
donc négliger l’effet de l’effort tranchant (2-17 c) 
Mais lorsque le rapport longueur/profondeur diminue l’impotence de l’effet de l’effort tranchant 
augmente jusqu'à ce qu’il devienne le plus important comme aux hélices et les ailes et les 
empannages et les compensateurs. 
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Chapitre 3 : le calcule de déplacement en éléments finis 
 
 

1) Flexibilité d’une poutre : 
 
           Considérons une poutre en flexion pure dans un plan principale de flexion soit 
(x,y), encastrée au nœud 1 et soumise à la force Y2 et au moment Mz2 au nœud 2. 
Dans un premier temps, nous négligerons la déformation due à l’effort tranchant. 
L’effort tranchant et le moment fléchissant s’écrivent sous la forme : 

 
                           Ty (흃)= Y2                                                               (3-1) 

 
                         Mz (흃)=Mz2+ Y2 흃                                                   (3-2) 

 
           L’énergie complémentaire de déformation en flexion s’exprime en fonction de 
moment de flexion soit : 

 

                     Ucp=UMz=∫
푴풛
ퟐ

ퟐ푬푰풁

푳
ퟎ  d흃                                           (3-3) 

 

D’où :            Uc=  ∫ 푴풛
ퟐ 퐘ퟐ흃
ퟐ푬푰풁

푳
ퟎ  d흃                                                 (3-4) 

 
        En appliquant le deuxième théorème de castigliano, on obtient : 
 
 

     v2 =
흏푼풄
흏풀ퟐ

=∫ 푴풛
ퟐ 퐘ퟐ흃
푬푰풁

푳
ퟎ 흃d흃                                                         (3-5) 

 
             v2= 푳

ퟑ

ퟑ푬푰풛
Y2+

푳ퟑ

ퟑ푬푰풛
Mz2                                                          (3-6) 

 

 

Ɵ2 = 흏푼풄
흏푴풛ퟐ

=∫ 푴풛
ퟐ 퐘ퟐ흃
푬푰풁

푳
ퟎ d흃                                                              (3-7) 

 

                  Ɵ2 = Y2+ Mz2                                                                                     (3-8) 

 
                      Dans l’exemple considéré, la relation de flexibilité s’écrit : 
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 퐯ퟐ
Ɵퟐ = [흋풛] 퐘ퟐ

퐌퐳ퟐ
                                  (3-9) 

  
      D’où la matrice de flexibilité :  
 

                              흋풛 = ퟏ
푬푰풛

푳ퟑ

ퟑ
푳ퟐ

ퟐ
푳ퟐ

ퟐ
푳

                                         (3-10) 

 
Soit K2 la matrice de rigidité de la poutre encastrée telle que : 
 

                      [푲풁]  퐯ퟐ
Ɵퟐ = 퐘ퟐ

퐌퐳ퟐ
                                              (3-11) 

 
On a évidemment : 
                                                퐾 =흋풛

ퟏ 
 
 

D’où :            푲풁=푬푰풛
푳ퟑ

ퟏퟐ −ퟔ푳
−ퟔ푳 ퟒ푳ퟐ                                                 (3-12) 

 
Prenons maintenant en compte la déformation due à l’effort tranchant. 
La déformation en cisaillement est telle que : 
 
                          휸푿풀=흈푿풀

푮
= 풀ퟐ

푲풀푮푺
                                                      (3-13) 

 
Avec 퐾  coefficient de forme de la section au cisaillement suivant y. 
On en déduit la flèche supplémentaire :  
 

                      휟퐯ퟐ = 휸푿풀푳 = 풀ퟐ푳
푲풀푮푺

                                                     (3-14) 

 
          On peut également obtenir ce résultat d’après les considérations énergétiques suivantes. 
L’énergie de déformation de cisaillement s’écrit : 

 

푼푻풚=∫ 푲풀푮푺
ퟐ

푳
ퟎ 휸푿풀

ퟐ d흃=∫ ퟏ
ퟐ푲풀푮푺

푳
ퟎ 푻풀ퟐd흃 = ∫ ퟏ

ퟐ푲풀푮푺
푳
ퟎ 풀ퟐퟐd흃= 풀ퟐퟐ푳

ퟐ푲풀푮푺
            (3-15) 

 
Supplémentaire due à l’effort tranchant,  soit : 

  
                          휟퐯ퟐ =

흏푼푻풀
흏풀ퟐ

=
풀ퟐ푳
푲풀푮푺

                                                    (3-16) 
 

D’où la flèche totale en présence d’effet d’effort tranchant : 
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                      v2= ( 푳ퟑ

ퟑ푬푰풛
Y2+

푳ퟐ

ퟐ푬푰풛
Mz2) + 휟퐯ퟐ                                         (3-17) 

 
ou encore :         v2= 푳

ퟑ

ퟑ푬푰풛
(ퟏ + 흓풀

ퟒ
)Y2+

푳ퟑ

ퟑ푬푰풛
Mz2                               (3-18) 

 
Avec :               흓풀 = ퟏퟐ푬푰풛

푲풀푮푺푳ퟐ
= 24(1+ν) 푰풛

푲풀푺푳ퟐ
                                  (3-19) 

 
D’où la matrice de flexibilité en présence d’effet d’effort tranchant : 
 

                  흋풛 = ퟏ
푬푰풛

푳ퟑ

ퟑ
(1 + ) 푳ퟐ

ퟐ
푳ퟐ

ퟐ
푳

                                           (3-20) 

 
D’où a enfin pour la matrice de rigidité de la structure encastrée :  

 

              퐾 =흋풛
ퟏ= ퟏퟐ푬푰풛

( )

ퟏ − 푳
ퟐ

− 푳
ퟐ

(ퟒ )
ퟏퟐ

푳ퟐ
                                 (3-21) 

 
2) Propriétés des matrices de rigidité : 

 
a) Valeurs propres des matrices de rigidité : 

 
Cherchons les valeurs propres de la matrice K. On a si X est vecteur propre : 
 
                K X = λ X                                                          (3-22) 

 

                 λ = 푿
푻푲푿
푿푻푿

                                                          (3-23) 
 

Si l’on normalise les vecteurs propres de telle sorte que (푋 푋=푰) , on a : 
 
                           λ =푿푻푲푿=2U                                                      (3-24) 

 
D’où la propriété suivante : 
Les valeurs propres d’une matrice de rigidité représentent (à un coefficient de 
normalisation près) les énergies de déformation mises en jeu par les modes de 
déformation propres des structures : 

Cas des structures libres-propriétés des modes rigides : 
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Il existe un cas particulier important, celui des structures avec mécanisme. Une 
structure libre est une structure procédant un certain nombre (au maximum 3 pour 
les problèmes plans, 6 pour les problèmes tridimensionnels) de mode de 
déplacement d’ensemble aux modes rigides à énergie de déformation nulle 
correspondant donc à des valeurs propres nulles. Le cas des structures possédant un 
ou plusieurs mécanismes c’est –à-dire des modes d’ensemble de parties de la 
structure est assimilé au cas précédent. 
Si vR est un mode rigide, on a d’après (3-24) : 

 
                      λ =푽푹푻  푲 푽푹 =2U=0                                                      (3-25) 

 
On en déduit la propriété suivante des modes de déplacement d’ensemble : 
De plus, tout mouvement d’ensemble peut être défini comme combinaison linéaire 
de r(r ≤6) modes rigidité élémentaires à partir de déplacement en r degrés de 
liberté de la structure (par exemple les six déplacements et rotation en un même 
nœud) .On peut donc écrire : 
 

          VR=흓푹 ẟ풓=[흓푹
(ퟏ) … .흓푹

(풓)] ẟ풓                                     (3-26) 
 
Ou en effectuent la partition des degrés de liberté (d.d.l) de la structure en deux 
sous-ensemble complémentaire ℓ : 

 

VR= 푽풓
푽퓵

= ퟏ
흓퓵퐫

ẟ풓 ,        흓푹 = ퟏ
흓퓵퐫                                    (3-27) 

 
 

On a donc :      K 흓푹=0       d’où   
푲풓풓 푲ℓ
푲 ℓ 푲ℓℓ

= ퟏ
흓퓵퐫 = ퟎ

ퟎ            (3-28) 

 
On peut donc écrire les suivantes : 
 
                     퐊풓풓+퐊퐫퓵 흓퓵퐫=0                                                       (3-29) 

                                    푲퓵퓵 흓퓵퐫= −푲퓵퐫                                                 (3-30) 
 

D’où :               흓퐑=
ퟏ ퟏ
푲퓵퓵

ퟏ 푲퓵퐫 
                                               (3-31) 

 
Il est donc possible de vérifier les modes rigides d’une structure libre en résolvant le 
système linéaire (3-30) avec r seconds membres. Il est intéressant de noter que la 
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transformation de corps rigide intervient dans l’écriture des équations d’équilibres 
externes de la structure. En effet, soit ẟ  un accroissement virtuel d’un mode de 
déplacement d’ensemble, c’est-à-dire : 

 

     ẟ풒=흓퐑ẟ풒풓      ou     ẟ풒풓
ẟ퐪퓵

 = ퟏ
흓퓵퐫

ẟ풒풓                     (3-32) 

 
Application au vecteur es forces appliquées F, la partition des (d.d.l). 
En deux sous-ensembles r et ℓ précédemment définis soit : 
 

F= 푭풓
푭퓵

 

 

D’après le principe des travaux virtuels appliqués au mode de déplacement 
considéré, on a : 
 

ẟ퐔 = ẟ₻ = ퟎ 
 

D’où :                ẟ풒
푻 F= ẟ풒풓

푻  [1    흓퓵퐫
푻  ] 푭풓

푭퓵
 =0                              (3-33)  

 
On en déduit directement l’équation d’équilibre externe de le structure : 
 
 

                          푭풓 + 흓퓵퐫
푻 푭퓵 = ퟎ                                             (3-34) 

 
3) Relation entre les matrices de rigidité de la structure libre et de la structure 
isostatique associe : 

 
              Considérons une structure libre. Sa structure isostatique associée est obtenue 
en définissant un nombre d’appuis minimal pour empêcher toute possibilité de 
déplacement d’ensemble, c’est-à-dire en fixant les (d.d.l) du sous-ensemble r ; le 
problème de passage de la matrice de rigidité K de la structure libre à la matrice de 
rigidité de la structure isostatique associée est trivial puisque cette dernière est la sous-
matrice 푲ℓℓ ;cependant il est intéressant de résoudre le problème inverse c’est-à-dire 
déterminer la matrice K à partir de la matrice 푲ℓℓ ou de son inverse (흋 = 푲ℓℓ

ퟏ) c’est-à-
dire la matrice de flexibilité. 
Pour cela, cherchons d’abord la relation entre les déplacements de la structure en appui 
isostatique et de la structure libre. D’après les considérations précédentes, on peut 
écrire l’égalité des travaux virtuels pour la structure libre et la structure associée. 
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     ẟ₻푳푰푩푹푬= ẟ₻푰푺푶    soit     Fẟ풒=푭퓵푻ẟ퐪퓵 퐈퐒퐎              (3-35) 
 

D’où en utilisant la relation (3-34) : 
 
 

     [퐅풓      
푻 퐅퓵

푻] ẟ퐪풓
ẟ퐪퓵

=퐅퓵
푻[−흓퓵퐫    ퟏ] ẟ풒풓

ẟ퐪퓵
=퐅퓵

푻 ẟ퐪퓵  퐈퐒퐎                           (3-36) 

 
On en tire la relation évidente : 

                     퐪퓵 퐈퐒퐎 = −흓퓵풓   ퟏ 퐪풓
퐪퓵

= 퐪퓵 − 흓퓵풓퐪풓                               (3-37)            
 

Par ailleurs, écrivons l’identité des énergies de déformation pour les deux types de 
conditions aux limites considérées : 

 
퐔퐋퐈퐁퐑퐄=퐔퐈퐒퐎 

 
D’où :                                    퐪 Kq=퐪ℓ

푻푲ℓℓ풒ℓ ISO                                             (3-38) 
 
On en tire immédiatement la relation cherchée : 
 

K= 흓ℓr
푻

ퟏ
[푲ℓℓ][−흓ℓr

푻    ퟏ] = 흓ℓr
푻 푲ℓℓ흓ℓr −흓ℓr

푻 푲ℓℓ
−푲ℓℓ흓ℓr 푲ℓℓ

                     (3-39) 

 
On peut vérifier  immédiatement  la validité de cette relation en utilisant la relation 
(3-29) et (3-30) :  
Ainsi, on peut calculer la matrice de rigidité d’une structure (ou d’un élément) libre 
en connaissant sa matrice de rigidité isostatique et ses modes de déplacement 
d’ensemble. L’intérêt de cette méthode va être illustré par les deux exemples 
suivant.  
 

4) Le calcule de la matrice de rigidité d’un élément de poutre en flexion 
dans un plan : 

 
Appliquons la méthode précédente au calcule de la matrice de rigidité libre d’une 
poutre en flexion à partir de sa matrice de rigidité en appui isostatique. Définition la 
poutre isostatique associée en imposant un nœud 1, soit : 

                                                             V1= θ1 =0 
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On a donc la partition suivante de d.d.l : 
 

풒r= 푽ퟏ
훉ퟏ

                              풒ℓ= 푽ퟐ
훉ퟐ

 

 
D’après la relation (3-21), la matrice de rigidité de la poutre encastrée s’écrit : 
 

        푲ℓℓ = ퟏퟐ푬푰풛
( )

ퟏ − 푳
ퟐ

− 푳
ퟐ

(ퟒ )
ퟏퟐ

푳ퟐ
                                       (3-40) 

 
Par ailleurs, les équations d’équilibres de la poutre s’écrivent : 

  

                                              Y1+Y2=0 
 

                         MZ1+ Y2 L +MZ1=0                                        (3-41) 
 

Soit d’après l’équation (3-34) : 
 

                     푭풓 + 흓퓵퐫
푻 푭퓵 = ퟎ                                              (3-42) 

 

               풀ퟏ
푴풁ퟏ

+ ퟏ ퟎ
푳 ퟏ

풀ퟐ
푴풁ퟐ

= ퟎ                                   (3-43) 

 
D’où la matrice des modes rigides : 
 

     흓푹 =
ퟏ
ퟏ

흓퓵퐫
흓퓵퐫

=
ퟏ
ퟎ

ퟎ
ퟏ

ퟏ
ퟎ

푳
ퟏ

= [흓푹
(ퟏ)      흓퐑

(ퟐ)]                             (3-44) 

 
On vérifier aisément que la première colonne de la matrice 흓푹 correspond au mode 
rigide de translation pure et que la deuxième colonne correspond au mode rigide de 
rotation par rapport au nœud 1. 
On obtient alors aisément la matrice de la poutre libre à partir des matrices 푲ℓℓ et 
흓ℓr en appliquant la relation (3-39) soit : 
  

       K= 흓ℓ
푻

ퟏ [푲ℓℓ][ −흓ℓ      ퟏ]                                   (3-45) 
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     퐊 = ퟏퟐ푬푰풛
푳ퟑ(ퟏ+흓풀)

−ퟏ
푳

ퟎ
−ퟏ

ퟏ
ퟎ

ퟎ
ퟏ

ퟏ − 푳
ퟐ

− 푳
ퟐ

(ퟒ 흓풀)
ퟏퟐ

푳ퟐ
−ퟏ −푳 ퟏ ퟎ
ퟎ −ퟏ ퟎ ퟏ                          (3-46) 

 

 
D’où le résultat final: 
  

퐊 = 푬푰풛
퐿3(1+휙푌)

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ퟏퟐ ퟔ푳 −ퟏퟐ ퟔ푳
ퟔ푳 (ퟒ+휙푌)퐿2 −ퟔ푳 (ퟐ−휙푌)퐿2

−ퟏퟐ −ퟔ푳 ퟏퟐ −ퟔ푳
ퟔ푳 (ퟐ−휙푌)퐿2 −ퟔ푳 (ퟒ+휙푌)퐿2

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
              (3-47)  

 

                 Avec :                                                            훟퐘 = ퟏퟐ퐄퐈퐙
퐊퐘퐆퐒퐋ퟐ
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Chapitre 4 : programmation (numérique) 
 
1) Introduction : 
 
Dans ce chapitre, on doit déterminer le coefficient de forme énergétique qui permet de calculer la 
flèche dû à l’effort tranchant des poutres encastrées-libres ayant une section circulaire par deux 
méthodes (analytique et numérique) et comparer les résultats obtenus, et on va élaborer un 
programme de langage fortran qui permet de calculer ce coefficient de forme énergétique des 
sections complexes comme les profils d’aile symétriques.  
Notre travail est de trouver le déplacement réel de l’élément ; pour le déplacement dû à l’effet de 
moment fléchissant c’est simple, il nous reste le déplacement dû à l’effet de l’effort tranchant 
qu’il faut trouver le coefficient de forme énergétique pour chaque section. 
 
2) l’organigramme : 
 
Dans cette partie, on a réalisé un programme de langage fortran pour calculer le coefficient de 
forme énergétique qui est nécessaire pour la détermination de la flèche due à l’effort tranchant. 
 
L’organigramme se divise en quatre parties : 
 
Partie1 : calcule des coordonnées de profil. 
 
Partie2 : détermination des caractéristiques géométriques totales du profil comme le centre de 
gravité et le moment d’inertie…etc. 
 
Patie3 : le calcule de la bande b et les surfaces hachurées pour déterminer le moment statique du 
profil. 
 
Partie4 : calcule de l’aire effectif et de coefficient de forme énergétique ainsi que les 
déplacements sans et avec l’effet de l’effort tranchant. 
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       On a utilisé dans le programme quelques méthodes numériques comme la méthode 
d’écothomie pour calculer la bande b et des sous-programmes pour le calcul des coordonnées du 
profil, on a pris différents types de maillage. 
  
 
 

 
 

          
 
 

Déclaration des variables 
 

 
Lecteur de données : 

 
            - Les caractéristiques géométriques (type de la géométrie) 
            -Les paramètres de maillage 
 
 
 

Initialisation pour le calcule de géométrie globale de i=1, N=1000 
Aire=0, y=0, x=0, Ix=0 

 
 
 Non  Oui 
 i≤ N  
 
                                                                                                                                Pas=C/N 
 
 
 
 Calculer                                                                                           Calculer  
-Les coordonnées du centre de gravité total                                            -les positions x(i) et y(i) des nouds 
-surface de la géométrie                                                                          -centre de gravités élémentaires 
-moment statique total                                                                             -surfaces élémentaires 
-moment d’inertie total                                                                            -moments d’inertie élémentaires 
                                                                                                                 -moments statique élémentaires 
 
 
 
 
                                                                                                                        S/P : Equation du profil 
 à utilisé 
    
                                                                                  
 
                                                                                             i=i+1 
 

 
Début 

1 
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Initialisation de deuxième étape : k=1, τ=0, Cf=0, ɛ=10-6, pas3=10-3 

 
 
 
 
 
                                                                yD ≤ Epmax 
 
 
                                                                                                                                    K=K+1 
 
 
  
                                                                                        Le Calcule des points d’intersection entre la  
                                                                                               droite y=yD et le profil Xmin et Xmax par  
                                                                                               la méthode d’ecothomie 
 
 
 
 
 Le calcule de la base b= Xmax - Xmin 
 
 
 
 
         Pas 2=b/N 
 
 
 
 
                                                                                          Sélectionner la géométrie concernée (travail) 
                                                                                                   Entre la droite y=yD et la courbe du profil   
 
 
 
 
 Initialisation locale des paramètres : 
 X=0, y=yD, Aire=0, j=0  
 

  1 

     4 

 2 

  3 
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                                                        i≤ N+1 
 
 
 
Calculer :                                                                       Calculer : 
-le centre de gravité total de la partie -les coordonnées des nœuds 
Sélection -Centres de gravité élémentaires 
-moment statique total -surfaces élémentaires 
-Contrainte de cisaillement -moments statique élémentaires selon x et y  
 
 
  
 
                                                                                                  J=J+1 
-surfaces élémentaire horizontales 
-CF élémentaire et total 
 
 
 
                
                yD= yD+pas4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  3 

    4 
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                                        Le calcule de la surface effective 
 
 
                                   
                                      Le calcule de coefficient de forme énergétique 
 
 
 
 
                                   Initialisation du calcule de la flexion  
                                            T=1000N, E=200 Gpa, ɛ=E/2.6 
 
 
 
 
                                 Calculer : 
                                     - Déplacement sans effet de l’effort tranchant 
                                     - Déplacement avec effet de l’effort tranchant 
 
 
  
 
                                             La calcule de l’erreur 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  2 

   Fin 
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3) validation de programme : 
 

 Le Cas test avec la forme circulaire  

 
 Pour le cas test on prit le Diamètre = 20 mm et une longueur de L=2000 

mm=2 m 
 Et une charge de P= 1000 N 

3-1) le calcule de déplacement avec différentes méthodes : 

 
           On a utilisé plusieurs méthodes de calcule comme RDM, MEF, numérique (fortran), et en 
logiciel ANSYS, et on a trouvé le même résultat final. 
 
 
3-2) Les résultats obtenus pour le cercle : 
 
 Cercle 

La section effective ACY 0.7075341277148867 
Le facteur de forme énergétique 0.9008769528991034E-001 

La contrainte de cisaillement max 4248.341476800122000 

Le coefficient de forme KY 1.334611095077871 

 
 Exact Numérique 

Le facteur de forme énergétique 0.9 0.9008769528991034 
Le coefficient de forme KY 1.33 1.334611095077871 
 
        Les résultats obtenus on numérique sont identiques à ceux qu’ils sont connus en analytique 
et avec une précision acceptable qui nous donne satisfaction pour la validation de notre 
programme.  

 
 
 
 
 

 Deplacement 
par 

RDM 

Deplacement 
par  

MEF 

Deplacement par le 
numérique  
sans efforts 

Deplacement par le 
numérique  
avec efforts 

Deplacement 
par  

ANSYS 
Dep(mm) 1.723 1.723 1.723245356550140 1.723337685653747 1.701 
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3-3) Maillage d’une poutre circulaire  par ANSYS : 
 
Nombre des Eléments: 40 
Longueur des éléments : 50 mm 
Nombre des nœuds :41 
 
 

N° Noeuds Diplacement (m) 
1 0.0000 
2 -0.15786E-05 
3 -0.62671E-05 
4 -0.13986E-04 
5 -0.24655E-04 
6 -0.38195E-04 
7 -0.54526E-04 
8 -0.73568E-04 
9 -0.95242E-04 
10 -0.11947E-03 
11 -0.14616E-03 
12 -0.17525E-03 
13 -0.20666E-03 
14 -0.24029E-03 
15 -0.27608E-03 
16 -0.31394E-03 
17 -0.35379E-03 
18 -0.39556E-03 
19 -0.43917E-03 
20 -0.48452E-03 
21 -0.53155E-03 
22 -0.58018E-03 
23 -0.63032E-03 
24 -0.68190E-03 
25 -0.73483E-03 
26 -0.78904E-03 
27 -0.84445E-03 
28 -0.90097E-03 
29 -0.95852E-03 
30 -0.10170E-02 
31 -0.10764E-02 
32 -0.11366E-02 
33 -0.11975E-02 
34 -0.12591E-02 
35 -0.13212E-02 
36 -0.13838E-02 
37 -0.14467E-02 
38 -0.15100E-02 
39 -0.15736E-02 
40 -0.16373E-02 
41 -0.17010E-02 

 
MAXIMUM ABSOLUTE VALUES 
NODE 41 
VALUE -0.17010E-02 
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3-4) Simulation MEF avec ANSYS: 
 

 
 
 
 
4)  les  Profils d’ailles NACA 0012 : 
 

 Pour une charge de  P=1000 N 
 Et une longueur de  L=10m 

 
4-1) NACA 0012 : 
 
     a) Les coordonnées du profil NACA 0012 : 
 
          X                      y extrados        y intrados 
      .0000000000      .0000000000      .0000000000 
      .0500000000      .0355468562     -.0355468562 
      .1000000000      .0468277035     -.0468277035 
      .1500000000      .0534516017     -.0534516017 
      .2000000000      .0573754290     -.0573754290 
      .2500000000      .0594124209     -.0594124209 
      .3000000000      .0600172656     -.0600172656 
      .3500000000      .0594861811     -.0594861811 
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      .4000000000      .0580301069     -.0580301069 
      .4500000000      .0558073644     -.0558073644 
      .5000001000      .0529402488     -.0529402488 
      .5500001000      .0495242725     -.0495242725 
      .6000001000      .0456336853     -.0456336853 
      .6500001000      .0413249549     -.0413249549 
      .7000001000      .0366390594     -.0366390594 
      .7500001000      .0316030533     -.0316030533 
      .8000001000      .0262311694     -.0262311694 
      .8500001000      .0205256150     -.0205256150 
      .9000002000      .0144771593     -.0144771593 
      .9500002000      .0080655761     -.0080655761 
     1.0000000000      .0000000000      .0000000000 
 
b)  les moments d’inertie et les contrainte tangentielles de NACA 0012 : 
 
        YD                          IX                Contrainte τ 
     .0000000000      .0009913892    14.5586826736 
      .0005000000      .0009912638    14.5715038981 
      .0010000000      .0009908886    14.5662606925 
      .0015000000      .0009902657    14.5678554491 
      .0020000000      .0009893939    14.6085030888 
      .0025000000      .0009882774    14.6453212491 
      .0030000000      .0009869175    14.6801411234 
      .0035000000      .0009853165    14.7118632344 
      .0040000000      .0009834759    14.7414197558 
      .0045000000      .0009813982    14.7675042374 
      .0050000000      .0009790851    14.7907723757 
      .0055000000      .0009765388    14.8107467130 
      .0060000010      .0009737608    14.8284719672 
      .0065000010      .0009707536    14.8430935358 
      .0070000010      .0009675193    14.8546075949 
      .0075000010      .0009640594    14.8641714765 
      .0080000000      .0009603769    14.8698538551 
      .0085000000      .0009564731    14.8735915764 
      .0090000010      .0009523508    14.8742220364 
      .0095000010      .0009480120    14.8717352207 
      .0100000000      .0009434587    14.8671226430 
      .0105000000      .0009386937    14.8589963206 
      .0110000000      .0009337188    14.8483457329 
      .0115000000      .0009285365    14.8347724534 
      .0120000000      .0009231493    14.8182736610 
      .0125000000      .0009175594    14.7988463820 
      .0130000000      .0009117693    14.7764884024 
      .0135000000      .0009057810    14.7522142728 
      .0140000000      .0008995976    14.7243974024 
      .0145000000      .0008932214    14.6938474775 
      .0150000000      .0008866547    14.6605611884 
      .0155000000      .0008799003    14.6245633554 
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      .0160000000      .0008729608    14.5853637903 
      .0165000000      .0008658388    14.5434452774 
      .0170000000      .0008585366    14.4991957926 
      .0175000000      .0008510576    14.4513663932 
      .0180000000      .0008434037    14.4016175545 
      .0185000000      .0008355786    14.3478614522 
      .0190000000      .0008275842    14.2921790777 
      .0194999900      .0008194239    14.2333139569 
      .0199999900      .0008111001    14.1725177994 
      .0204999900      .0008026163    14.1076917987 
      .0209999900      .0007939749    14.0409260368 
      .0214999900      .0007851793    13.9709561015 
      .0219999900      .0007762324    13.8977759513 
      .0224999900      .0007671369    13.8226456655 
      .0229999900      .0007578963    13.7445020751 
      .0234999900      .0007485136    13.6633428221 
      .0239999900      .0007389922    13.5791570614 
      .0244999900      .0007293351    13.4919406115 
      .0249999900      .0007195455    13.4027435847 
      .0254999800      .0007096268    13.3102879997 
      .0259999800      .0006995826    13.2145682802 
      .0264999800      .0006894159    13.1168415095 
      .0269999800      .0006791304    13.0162559082 
      .0274999800      .0006687296    12.9123812815 
      .0279999800      .0006582171    12.8056299036 
      .0284999800      .0006475963    12.6964144525 
      .0289999800      .0006368712    12.5840928235 
      .0294999800      .0006260452    12.4688622492 
      .0299999800      .0006151223    12.3505076599 
      .0304999800      .0006041061    12.2300639555 
      .0309999800      .0005930008    12.1062614680 
      .0314999700      .0005818100    11.9803431209 
      .0319999800      .0005705379    11.8512515535 
      .0324999800      .0005591887    11.7191812268 
      .0329999800      .0005477666    11.5839113290 
      .0334999800      .0005362755    11.4464669519 
      .0339999800      .0005247200    11.3055900491 
      .0344999800      .0005131043    11.1625013590 
      .0349999800      .0005014331    11.0161558292 
      .0354999800      .0004897108    10.8667415419 
      .0359999800      .0004779419    10.7149599635 
      .0364999800      .0004661314    10.5600730204 
      .0369999900      .0004542840    10.4021668211 
      .0374999900      .0004424045    10.2417238513 
      .0379999900      .0004304981    10.0777193706 
      .0384999900      .0004185698     9.9117315648 
      .0389999900      .0004066250     9.7421426107 
      .0394999900      .0003946687     9.5705079422 
      .0399999900      .0003827069     9.3952288134 
      .0404999900      .0003707447     9.2178402612 
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      .0409999900      .0003587884     9.0367582996 
      .0414999900      .0003468434     8.8534987845 
      .0420000000      .0003349160     8.6673005482 
      .0425000000      .0003230125     8.4772351486 
      .0430000000      .0003111391     8.2856728022 
      .0435000000      .0002993026     8.0902708993 
      .0440000000      .0002875096     7.8924796668 
      .0445000000      .0002757672     7.6916047647 
      .0450000000      .0002640826     7.4876926172 
      .0455000000      .0002524634     7.2809665240 
      .0460000000      .0002409171     7.0714554249 
      .0465000000      .0002294520     6.8585752805 
      .0470000100      .0002180763     6.6434832078 
      .0475000100      .0002067987     6.4248978148 
      .0480000100      .0001956282     6.2038141966 
      .0485000100      .0001845744     5.9793507712 
      .0490000100      .0001736472     5.7518867721 
      .0495000100      .0001628568     5.5222482141 
      .0500000100      .0001522142     5.2893529371 
      .0505000100      .0001417312     5.0531057980 
      .0510000100      .0001314197     4.8146007961 
      .0515000100      .0001212929     4.5724815207 
      .0520000200      .0001113647     4.3277803316 
      .0525000200      .0001016499     4.0802911214 
      .0530000200      .0000921646     3.8297978265 
      .0535000200      .0000829262     3.5760724829 
      .0540000200      .0000739538     3.3196326642 
      .0545000200      .0000652683     3.0598974673 
      .0550000200      .0000568930     2.7977072110 
      .0555000200      .0000488540     2.5324439949 
      .0560000200      .0000411811     2.2641223230 
      .0565000300      .0000339088     1.9927923664 
      .0570000300      .0000270779     1.7183351462 
      .0575000300      .0000207379     1.4409663550 
      .0580000300      .0000149513     1.1607700455 
      .0585000300      .0000098012      .8776992824 
      .0590000300      .0000054072      .5914772015 
      .0595000300      .0000019702      .3023104049 
      .0600000300      .0000000120      .0101278819 
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c)  les déplacements sans et avec l’effort tranchant et l’erreur (%) de NACA0012: 
 
              X                    Dep ẟ1               Dep ẟ2                  erreur (%) 
 
       .0099999998      .0000000000      .0000000017    98.5767028972 
      .5099999998      .0000032467      .0000033331     2.5937329057 
     1.0099999998      .0000252168      .0000253881      .6743685231 
     1.5099999998      .0000842670      .0000845230      .3028360781 
     2.0099999998      .0001987535      .0001990942      .1711365275 
     2.5099999998      .0003870328      .0003874583      .1098130835 
     3.0099999998      .0006674614      .0006679716      .0763860135 
     3.5099999998      .0010583955      .0010589905      .0561850011 
     4.0099999998      .0015781917      .0015788714      .0430529526 
     4.5099999998      .0022452064      .0022459709      .0340390762 
     5.0099999998      .0030777959      .0030786451      .0275856634 
     5.5099999998      .0040943167      .0040952507      .0228074349 
     6.0099999998      .0053131252      .0053141440      .0191710762 
     6.5099999998      .0067525779      .0067536814      .0163397632 
     7.0099999998      .0084310311      .0084322194      .0140922864 
     7.5099999998      .0103668412      .0103681143      .0122785053 
     8.0099999998      .0125783648      .0125797226      .0107936118 
     8.5099999998      .0150839581      .0150854007      .0095626454 
     9.0099999998      .0179019776      .0179035049      .0085308454 
     9.5099999998      .0210507798      .0210523918      .0076574543 
    10.0099999998      .0245487210      .0245504178      .0069116308 
 
 

 
4-2) NACA 0024 : 
 
a) Les coordonnées du profil NACA 0024 : 
 
          X                         y extrados        y intrados 
      .0000000000      .0000000000      .0000000000 
      .0500000000      .0710937125     -.0710937125 
      .1000000000      .0936554069     -.0936554069 
      .1500000000      .1069032034     -.1069032034 
      .2000000000      .1147508580     -.1147508580 
      .2500000000      .1188248419     -.1188248419 
      .3000000000      .1200345313     -.1200345313 
      .3500000000      .1189723622     -.1189723622 
      .4000000000      .1160602139     -.1160602139 
      .4500000000      .1116147289     -.1116147289 
      .5000001000      .1058804976     -.1058804976 
      .5500001000      .0990485450     -.0990485450 
      .6000001000      .0912673707     -.0912673707 
      .6500001000      .0826499098     -.0826499098 
      .7000001000      .0732781188     -.0732781188 
      .7500001000      .0632061066     -.0632061066 
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      .8000001000      .0524623389     -.0524623389 
      .8500001000      .0410512300     -.0410512300 
      .9000002000      .0289543186     -.0289543186 
      .9500002000      .0161311522     -.0161311522 
     1.0000000000      .0000000000      .0000000000 
 
 
 
b)  les moments d’inertie et les contrainte tangentielles de NACA 0024 : 
 
        YD                          IX                Contrainte τ 
 
      .0000000000      .0039655570     7.2793413368 
      .0005000000      .0039654358     7.2864169716 
      .0010000000      .0039650552     7.2857519490 
      .0015000000      .0039644358     7.2846595196 
      .0020000000      .0039635542     7.2831303462 
      .0025000000      .0039624292     7.2810631564 
      .0030000000      .0039610629     7.2839277233 
      .0035000000      .0039594427     7.2940097518 
      .0040000000      .0039575755     7.3042515444 
      .0045000000      .0039554642     7.3137425380 
      .0050000000      .0039531094     7.3226606245 
      .0055000000      .0039505102     7.3317432791 
      .0060000010      .0039476700     7.3400705617 
      .0065000010      .0039445875     7.3483803483 
      .0070000010      .0039412659     7.3559316172 
      .0075000010      .0039377035     7.3636540244 
      .0080000000      .0039339036     7.3707098779 
      .0085000000      .0039298671     7.3771899439 
      .0090000010      .0039255928     7.3837521187 
      .0095000010      .0039210838     7.3897397323 
      .0100000000      .0039163404     7.3953861878 
      .0105000000      .0039113645     7.4003606758 
      .0110000000      .0039061550     7.4053733565 
      .0115000000      .0039007143     7.4099984210 
      .0120000000      .0038950432     7.4142359836 
      .0125000000      .0038891429     7.4180857041 
      .0130000000      .0038830144     7.4215467679 
      .0135000000      .0038766588     7.4246197399 
      .0140000000      .0038700770     7.4273037975 
      .0145000000      .0038632686     7.4300818332 
      .0150000000      .0038562375     7.4320857383 
      .0155000000      .0038489831     7.4337978618 
      .0160000000      .0038415075     7.4349269276 
      .0165000000      .0038338092     7.4362503387 
      .0170000000      .0038258925     7.4367958463 
      .0175000000      .0038177562     7.4372462257 
      .0180000000      .0038094031     7.4371111413 
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      .0185000000      .0038008329     7.4367827981 
      .0190000000      .0037920481     7.4358678052 
      .0194999900      .0037830482     7.4348595890 
      .0199999900      .0037738350     7.4335615950 
      .0204999900      .0037644111     7.4314760321 
      .0209999900      .0037547749     7.4294985193 
      .0214999900      .0037449297     7.4269310006 
      .0219999900      .0037348754     7.4241723617 
      .0224999900      .0037246141     7.4209246962 
      .0229999900      .0037141465     7.4173858161 
      .0234999900      .0037034739     7.4134572130 
      .0239999900      .0036925975     7.4091365204 
      .0244999900      .0036815183     7.4045266227 
      .0249999900      .0036702380     7.3994239603 
      .0254999800      .0036587570     7.3941313722 
      .0259999800      .0036470776     7.3882450902 
      .0264999800      .0036351990     7.3824735267 
      .0269999800      .0036231245     7.3761071724 
      .0274999800      .0036108557     7.3690441053 
      .0279999800      .0035983911     7.3621988461 
      .0284999800      .0035857349     7.3545532169 
      .0289999800      .0035728861     7.3469240467 
      .0294999800      .0035598482     7.3384917137 
      .0299999800      .0035466196     7.3302810437 
      .0304999800      .0035332040     7.3214717822 
      .0309999800      .0035196019     7.3122822829 
      .0314999700      .0035058155     7.3024670572 
      .0319999800      .0034918440     7.2926824365 
      .0324999800      .0034776901     7.2825037575 
      .0329999800      .0034633557     7.2717230003 
      .0334999800      .0034488409     7.2607548688 
      .0339999800      .0034341471     7.2495980841 
      .0344999800      .0034192768     7.2378388182 
      .0349999800      .0034042308     7.2256841540 
      .0354999800      .0033890093     7.2135520360 
      .0359999800      .0033736153     7.2008085169 
      .0364999800      .0033580498     7.1876728917 
      .0369999900      .0033423146     7.1739312321 
      .0374999900      .0033264090     7.1604175414 
      .0379999900      .0033103371     7.1460897987 
      .0384999900      .0032940981     7.1317809051 
      .0389999900      .0032776956     7.1166569784 
      .0394999900      .0032611285     7.1017621717 
      .0399999900      .0032444002     7.0862586262 
      .0404999900      .0032275116     7.0704088125 
      .0409999900      .0032104651     7.0538453386 
      .0414999900      .0031932601     7.0373537374 
      .0420000000      .0031758994     7.0204621568 
      .0425000000      .0031583844     7.0031699297 
      .0430000000      .0031407166     6.9854768746 
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      .0435000000      .0031228976     6.9673832986 
      .0440000000      .0031049288     6.9488874800 
      .0445000000      .0030868106     6.9305164807 
      .0450000000      .0030685468     6.9113209864 
      .0455000000      .0030501376     6.8918293669 
      .0460000000      .0030315841     6.8722498467 
      .0465000000      .0030128892     6.8520565336 
      .0470000100      .0029940534     6.8316698526 
      .0475000100      .0029750794     6.8106672113 
      .0480000100      .0029559675     6.7895765918 
      .0485000100      .0029367198     6.7681872991 
      .0490000100      .0029173391     6.7459689827 
      .0495000100      .0028978250     6.7238721979 
      .0500000100      .0028781802     6.7013690443 
      .0505000100      .0028584066     6.6784587072 
      .0510000100      .0028385056     6.6551418551 
      .0515000100      .0028184791     6.6314150637 
      .0520000200      .0027983286     6.6072805245 
      .0525000200      .0027780549     6.5832650625 
      .0530000200      .0027576616     6.5584177000 
      .0535000200      .0027371493     6.5332652062 
      .0540000200      .0027165192     6.5081254556 
      .0545000200      .0026957748     6.4821512376 
      .0550000200      .0026749160     6.4561876612 
      .0555000200      .0026539465     6.4293888905 
      .0560000200      .0026328658     6.4028114781 
      .0565000300      .0026116775     6.3756082499 
      .0570000300      .0025903825     6.3482032457 
      .0575000300      .0025689834     6.3202771233 
      .0580000300      .0025474816     6.2920408991 
      .0585000300      .0025258789     6.2634943433 
      .0590000300      .0025041776     6.2344260818 
      .0595000300      .0024823791     6.2051509708 
      .0600000300      .0024604860     6.1752482348 
      .0605000300      .0024384986     6.1455566469 
      .0610000300      .0024164210     6.1150268268 
      .0615000400      .0023942534     6.0844945906 
      .0620000400      .0023719994     6.0531239948 
      .0625000400      .0023496591     6.0219604418 
      .0630000400      .0023272359     5.9901652327 
      .0635000400      .0023047313     5.9581563930 
      .0640000400      .0022821477     5.9256192746 
      .0645000400      .0022594869     5.8927610106 
      .0650000400      .0022367508     5.8595829446 
      .0655000400      .0022139417     5.8260833399 
      .0660000400      .0021910622     5.7919488148 
      .0665000500      .0021681131     5.7579056521 
      .0670000500      .0021450978     5.7232264496 
      .0675000500      .0021220178     5.6883255598 
      .0680000500      .0020988760     5.6527878249 
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      .0685000500      .0020756736     5.6171280665 
      .0690000500      .0020524132     5.5812433070 
      .0695000500      .0020290974     5.5448219902 
      .0700000500      .0020057282     5.5080703612 
      .0705000500      .0019823078     5.4709853134 
      .0710000500      .0019588390     5.4333630393 
      .0715000600      .0019353234     5.3955092487 
      .0720000600      .0019117635     5.3574720691 
      .0725000600      .0018881622     5.3188937740 
      .0730000600      .0018645214     5.2800284068 
      .0735000600      .0018408441     5.2405197138 
      .0740000600      .0018171316     5.2010751396 
      .0745000600      .0017933873     5.1611867001 
      .0750000600      .0017696137     5.1208534705 
      .0755000600      .0017458132     5.0800749526 
      .0760000600      .0017219883     5.0388510504 
      .0765000700      .0016981409     4.9977784810 
      .0770000700      .0016742749     4.9558569639 
      .0775000700      .0016503918     4.9138830622 
      .0780000700      .0016264955     4.8710623003 
      .0785000700      .0016025873     4.8283812105 
      .0790000700      .0015786706     4.7852447741 
      .0795000700      .0015547483     4.7416530454 
      .0800000700      .0015308232     4.6976050275 
      .0805000700      .0015068974     4.6535862609 
      .0810000700      .0014829747     4.6089105624 
      .0815000800      .0014590574     4.5639678295 
      .0820000800      .0014351491     4.5183693948 
      .0825000800      .0014112518     4.4727880210 
      .0830000800      .0013873692     4.4267394463 
      .0835000800      .0013635043     4.3802226966 
      .0840000800      .0013396596     4.3336401421 
      .0845000800      .0013158392     4.2863484482 
      .0850000800      .0012920458     4.2386072445 
      .0855000800      .0012682821     4.1909561040 
      .0860000800      .0012445520     4.1428267675 
      .0865000900      .0012208589     4.0942159556 
      .0870000900      .0011972060     4.0451247273 
      .0875000900      .0011735964     3.9959433746 
      .0880000900      .0011500340     3.9462289144 
      .0885000900      .0011265222     3.8961413044 
      .0890000900      .0011030645     3.8457912659 
      .0895000900      .0010796646     3.7950381778 
      .0900000900      .0010563263     3.7438358512 
      .0905000900      .0010330534     3.6922250540 
      .0910001000      .0010098493     3.6404717419 
      .0915001000      .0009867183     3.5883033994 
      .0920001000      .0009636644     3.5357168380 
      .0925001000      .0009406916     3.4827086669 
      .0930001000      .0009178041     3.4292765479 
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      .0935001000      .0008950058     3.3756769867 
      .0940001000      .0008723011     3.3217302916 
      .0945001000      .0008496947     3.2672607970 
      .0950001000      .0008271908     3.2124373757 
      .0955001000      .0008047940     3.1573381650 
      .0960001100      .0007825090     3.1018945429 
      .0965001100      .0007603406     3.0460383461 
      .0970001100      .0007382939     2.9896626163 
      .0975001100      .0007163733     2.9331935803 
      .0980001100      .0006945848     2.8759311797 
      .0985001100      .0006729327     2.8188822996 
      .0990001100      .0006514232     2.7611116670 
      .0995001100      .0006300614     2.7030161011 
      .1000001000      .0006088531     2.6446645410 
      .1005001000      .0005878042     2.5859307302 
      .1010001000      .0005669209     2.5265399860 
      .1015001000      .0005462088     2.4672309345 
      .1020001000      .0005256750     2.4072872449 
      .1025001000      .0005053257     2.3470607047 
      .1030001000      .0004851680     2.2862280648 
      .1035001000      .0004652086     2.2253649401 
      .1040001000      .0004454551     2.1638772047 
      .1045001000      .0004259149     2.1023263579 
      .1050001000      .0004065960     2.0401323270 
      .1055001000      .0003875065     1.9777038895 
      .1060001000      .0003686549     1.9148854020 
      .1065001000      .0003500502     1.8516633301 
      .1070001000      .0003317017     1.7880224484 
      .1075001000      .0003136189     1.7240761388 
      .1080001000      .0002958121     1.6598022434 
      .1085001000      .0002782922     1.5950534844 
      .1090001000      .0002610703     1.5299346374 
      .1095001000      .0002441584     1.4645409821 
      .1100001000      .0002275690     1.3988394709 
      .1105001000      .0002113158     1.3326817270 
      .1110001000      .0001954131     1.2662075212 
      .1115001000      .0001798762     1.1993286686 
      .1120001000      .0001647216     1.1320528700 
      .1125001000      .0001499673     1.0643683363 
      .1130001000      .0001356325      .9963814514 
      .1135001000      .0001217387      .9279420795 
      .1140001000      .0001083091      .8591524121 
      .1145001000      .0000953695      .7900863124 
      .1150001000      .0000829493      .7204679704 
      .1155001000      .0000710813      .6506143742 
      .1160001000      .0000598033      .5803696554 
      .1165001000      .0000491595      .5097835736 
      .1170001000      .0000392029      .4388341171 
      .1175001000      .0000299981      .3674794356 
      .1180001000      .0000216274      .2957227896 
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      .1185002000      .0000142011      .2235833356 
      .1190002000      .0000078797      .1511391642 
      .1195002000      .0000029331      .0782448325 
      .1200002000      .0000000480      .0050475698 
 
c)  les déplacements sans et avec l’effort tranchant et l’erreur (%) : 
 
 
            X                    Dep ẟ1               Dep ẟ2                  erreur(%) 
      .0099999998      .0000000000      .0000000009    99.6417892579 
      .5099999998      .0000004058      .0000004492     9.6613162705 
     1.0099999998      .0000031521      .0000032381     2.6544601104 
     1.5099999998      .0000105334      .0000106619     1.2052656956 
     2.0099999998      .0000248442      .0000250152      .6838027770 
     2.5099999998      .0000483791      .0000485927      .4395842779 
     3.0099999998      .0000834327      .0000836888      .3060825448 
     3.5099999998      .0001322994      .0001325981      .2252730338 
     4.0099999998      .0001972740      .0001976152      .1726885418 
     4.5099999998      .0002806508      .0002810346      .1365703072 
     5.0099999998      .0003847245      .0003851508      .1106996919 
     5.5099999998      .0005117896      .0005122585      .0915381156 
     6.0099999998      .0006641407      .0006646521      .0769519487 
     6.5099999998      .0008440722      .0008446263      .0655927677 
     7.0099999998      .0010538789      .0010544755      .0565745473 
     7.5099999998      .0012958552      .0012964943      .0492956818 
     8.0099999998      .0015722956      .0015729773      .0433360789 
     8.5099999998      .0018854948      .0018862190      .0383952051 
     9.0099999998      .0022377472      .0022385140      .0342534661 
     9.5099999998      .0026313475      .0026321568      .0307473934 
    10.0099999998      .0030685901      .0030694420      .0277532719 
 
 
 

4-3) NACA 0044 : 
 
a)  Les coordonnées du profil NACA 0044 : 
 
          X                      y extrados        y intrados 
      .0000000000      .0000000000      .0000000000 
      .0500000000      .1303384751     -.1303384751 
      .1000000000      .1717015823     -.1717015823 
      .1500000000      .1959892096     -.1959892096 
      .2000000000      .2103765766     -.2103765766 
      .2500000000      .2178455471     -.2178455471 
      .3000000000      .2200633110     -.2200633110 
      .3500000000      .2181160012     -.2181160012 
      .4000000000      .2127770623     -.2127770623 
      .4500000000      .2046270064     -.2046270064 
      .5000001000      .1941142489     -.1941142489 
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      .5500001000      .1815890022     -.1815890022 
      .6000001000      .1673235157     -.1673235157 
      .6500001000      .1515248373     -.1515248373 
      .7000001000      .1343432201     -.1343432201 
      .7500001000      .1158778641     -.1158778641 
      .8000001000      .0961809563     -.0961809563 
      .8500001000      .0752605896     -.0752605896 
      .9000002000      .0530829183     -.0530829183 
      .9500002000      .0295737796     -.0295737796 
     1.0000000000      .0000000000      .0000000000 
 
 
b)  les moments d’inertie et les contrainte tangentielles de NACA 0044 : 
 
        YD                          IX                Contrainte τ 
 
      .0000000000      .0133286780     3.9705497528 
      .0005000000      .0133285663     3.9744928058 
      .0010000000      .0133281909     3.9743853622 
      .0015000000      .0133275657     3.9742050975 
      .0020000000      .0133266717     3.9739510858 
      .0025000000      .0133255658     3.9736461896 
      .0030000000      .0133241914     3.9732363512 
      .0035000000      .0133225438     3.9727946023 
      .0040000000      .0133206687     3.9722354263 
      .0045000000      .0133185438     3.9716017762 
      .0050000000      .0133161944     3.9710007146 
      .0055000000      .0133135731     3.9730514184 
      .0060000010      .0133107053     3.9760772889 
      .0065000010      .0133075914     3.9790402243 
      .0070000010      .0133042281     3.9821890377 
      .0075000010      .0133006225     3.9850759222 
      .0080000000      .0132967714     3.9879504551 
      .0085000000      .0132926777     3.9906616271 
      .0090000010      .0132883404     3.9933097245 
      .0095000010      .0132837557     3.9961455326 
      .0100000000      .0132789317     3.9987186737 
      .0105000000      .0132738647     4.0012785204 
      .0110000000      .0132685578     4.0036747849 
      .0115000000      .0132630053     4.0062604617 
      .0120000000      .0132572158     4.0085813846 
      .0125000000      .0132511853     4.0108896992 
      .0130000000      .0132449132     4.0132434330 
      .0135000000      .0132384043     4.0154196908 
      .0140000000      .0132316568     4.0175394723 
      .0145000000      .0132246691     4.0197048408 
      .0150000000      .0132174463     4.0216926134 
      .0155000000      .0132099864     4.0236231184 
      .0160000000      .0132022871     4.0256447855 
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      .0165000000      .0131943541     4.0275010942 
      .0170000000      .0131861888     4.0291408617 
      .0175000000      .0131777826     4.0310251123 
      .0180000000      .0131691463     4.0326414433 
      .0185000000      .0131602732     4.0343489500 
      .0190000000      .0131511691     4.0358906794 
      .0194999900      .0131418303     4.0374728210 
      .0199999900      .0131322617     4.0388880927 
      .0204999900      .0131224599     4.0403185364 
      .0209999900      .0131124284     4.0416344367 
      .0214999900      .0131021648     4.0429652477 
      .0219999900      .0130916737     4.0441287265 
      .0224999900      .0130809511     4.0453330656 
      .0229999900      .0130700020     4.0463707145 
      .0234999900      .0130588216     4.0475015834 
      .0239999900      .0130474179     4.0483603944 
      .0244999900      .0130357809     4.0494704848 
      .0249999900      .0130239207     4.0503607571 
      .0254999800      .0130118368     4.0510824709 
      .0259999800      .0129995244     4.0518990636 
      .0264999800      .0129869871     4.0526658026 
      .0269999800      .0129742284     4.0532372120 
      .0274999800      .0129612437     4.0538650601 
      .0279999800      .0129480355     4.0544558777 
      .0284999800      .0129346083     4.0548252685 
      .0289999800      .0129209566     4.0552635701 
      .0294999800      .0129070826     4.0556917028 
      .0299999800      .0128929923     4.0558447262 
      .0304999800      .0128786767     4.0562003881 
      .0309999800      .0128641439     4.0563860064 
      .0314999700      .0128493900     4.0566160702 
      .0319999800      .0128344199     4.0566890255 
      .0324999800      .0128192348     4.0565654536 
      .0329999800      .0128038281     4.0566056716 
      .0334999800      .0127882050     4.0565832509 
      .0339999800      .0127723684     4.0563903433 
      .0344999800      .0127563154     4.0561878184 
      .0349999800      .0127400473     4.0559491316 
      .0354999800      .0127235695     4.0554316959 
      .0359999800      .0127068737     4.0550928070 
      .0364999800      .0126899651     4.0546915878 
      .0369999900      .0126728444     4.0542267094 
      .0374999900      .0126555122     4.0536989133 
      .0379999900      .0126379691     4.0531076431 
      .0384999900      .0126202158     4.0524536446 
      .0389999900      .0126022530     4.0517358372 
      .0394999900      .0125840811     4.0509549670 
      .0399999900      .0125657009     4.0501104750 
      .0404999900      .0125471130     4.0492031040 
      .0409999900      .0125283180     4.0482315100 
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      .0414999900      .0125093165     4.0471972242 
      .0420000000      .0124901092     4.0460994122 
      .0425000000      .0124706969     4.0449380637 
      .0430000000      .0124510799     4.0437128482 
      .0435000000      .0124312545     4.0426716072 
      .0440000000      .0124112301     4.0413473563 
      .0445000000      .0123910025     4.0399872153 
      .0450000000      .0123705720     4.0386182228 
      .0455000000      .0123499423     4.0370762395 
      .0460000000      .0123291120     4.0354701491 
      .0465000000      .0123080774     4.0340347377 
      .0470000100      .0122868461     4.0323979545 
      .0475000100      .0122654180     4.0306017993 
      .0480000100      .0122437899     4.0288515969 
      .0485000100      .0122219665     4.0269275078 
      .0490000100      .0121999416     4.0252161994 
      .0495000100      .0121777226     4.0233310180 
      .0500000100      .0121553115     4.0212160978 
      .0505000100      .0121327008     4.0193145084 
      .0510000100      .0121099002     4.0171268153 
      .0515000100      .0120869054     4.0149311763 
      .0520000200      .0120637151     4.0128392017 
      .0525000200      .0120403349     4.0105717478 
      .0530000200      .0120167666     4.0080731825 
      .0535000200      .0119930019     4.0058457852 
      .0540000200      .0119690514     4.0033315269 
      .0545000200      .0119449088     4.0009208416 
      .0550000200      .0119205799     3.9983345475 
      .0555000200      .0118960619     3.9957682583 
      .0560000200      .0118713578     3.9930824261 
      .0565000300      .0118464670     3.9903672206 
      .0570000300      .0118213908     3.9875745314 
      .0575000300      .0117961294     3.9847385405 
      .0580000300      .0117706844     3.9818110320 
      .0585000300      .0117450548     3.9788892065 
      .0590000300      .0117192445     3.9757910099 
      .0595000300      .0116932493     3.9727980537 
      .0600000300      .0116670767     3.9695151615 
      .0605000300      .0116407198     3.9663940558 
      .0610000300      .0116141823     3.9632648867 
      .0615000400      .0115874692     3.9598461931 
      .0620000400      .0115605751     3.9565326119 
      .0625000400      .0115335030     3.9531830958 
      .0630000400      .0115062569     3.9496002352 
      .0635000400      .0114788304     3.9462073515 
      .0640000400      .0114512314     3.9425803801 
      .0645000400      .0114234597     3.9387756710 
      .0650000400      .0113955095     3.9351904608 
      .0655000400      .0113673880     3.9314272106 
      .0660000400      .0113390922     3.9277133162 
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      .0665000500      .0113106263     3.9238498805 
      .0670000500      .0112819923     3.9197518943 
      .0675000500      .0112531841     3.9158446724 
      .0680000500      .0112242065     3.9118735799 
      .0685000500      .0111950623     3.9077237805 
      .0690000500      .0111657485     3.9036233825 
      .0695000500      .0111362685     3.8994019183 
      .0700000500      .0111066214     3.8951722984 
      .0705000500      .0110768094     3.8908505455 
      .0710000500      .0110468326     3.8864670188 
      .0715000600      .0110166951     3.8818118164 
      .0720000600      .0109863910     3.8773241137 
      .0725000600      .0109559245     3.8727720552 
      .0730000600      .0109252964     3.8681544844 
      .0735000600      .0108945077     3.8634729924 
      .0740000600      .0108635553     3.8589689211 
      .0745000600      .0108324473     3.8541720662 
      .0750000600      .0108011807     3.8493244992 
      .0755000600      .0107697562     3.8444409232 
      .0760000600      .0107381758     3.8394347241 
      .0765000700      .0107064378     3.8344781983 
      .0770000700      .0106745464     3.8293418022 
      .0775000700      .0106425008     3.8241410094 
      .0780000700      .0106102980     3.8191186847 
      .0785000700      .0105779456     3.8138306310 
      .0790000700      .0105454412     3.8084917189 
      .0795000700      .0105127850     3.8031448924 
      .0800000700      .0104799803     3.7976184066 
      .0805000700      .0104470220     3.7923140439 
      .0810000700      .0104139170     3.7868290952 
      .0815000800      .0103806669     3.7811064265 
      .0820000800      .0103472658     3.7756064293 
      .0825000800      .0103137221     3.7698106919 
      .0830000800      .0102800325     3.7640072463 
      .0835000800      .0102461961     3.7583110485 
      .0840000800      .0102122180     3.7524337168 
      .0845000800      .0101780963     3.7465636737 
      .0850000800      .0101438351     3.7404837714 
      .0855000800      .0101094329     3.7343528007 
      .0860000800      .0100748874     3.7283868788 
      .0865000900      .0100402062     3.7221242915 
      .0870000900      .0100053835     3.7160269490 
      .0875000900      .0099704267     3.7096332962 
      .0880000900      .0099353303     3.7034045376 
      .0885000900      .0099000983     3.6971136756 
      .0890000900      .0098647334     3.6906342434 
      .0895000900      .0098292338     3.6841499837 
      .0900000900      .0097936030     3.6774849418 
      .0905000900      .0097578378     3.6709271028 
      .0910001000      .0097219412     3.6643315282 
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      .0915001000      .0096859168     3.6574975006 
      .0920001000      .0096497611     3.6507413357 
      .0925001000      .0096134763     3.6439766464 
      .0930001000      .0095770672     3.6369149499 
      .0935001000      .0095405277     3.6300758309 
      .0940001000      .0095038642     3.6230547393 
      .0945001000      .0094670752     3.6160253757 
      .0950001000      .0094301623     3.6089439376 
      .0955001000      .0093931293     3.6015948322 
      .0960001100      .0093559712     3.5944236079 
      .0965001100      .0093186921     3.5871863193 
      .0970001100      .0092812946     3.5797671790 
      .0975001100      .0092437765     3.5723964357 
      .0980001100      .0092061404     3.5649593919 
      .0985001100      .0091683871     3.5574554084 
      .0990001100      .0091305176     3.5498849580 
      .0995001100      .0090925337     3.5421905530 
      .1000001000      .0090544340     3.5345437699 
      .1005001000      .0090162219     3.5267731418 
      .1010001000      .0089778974     3.5189354269 
      .1015001000      .0089394616     3.5110308239 
      .1020001000      .0089009139     3.5031745170 
      .1025001000      .0088622584     3.4951358557 
      .1030001000      .0088234945     3.4870300376 
      .1035001000      .0087846231     3.4788569693 
      .1040001000      .0087456422     3.4708754826 
      .1045001000      .0087065581     3.4626545452 
      .1050001000      .0086673692     3.4543951147 
      .1055001000      .0086280784     3.4459532187 
      .1060001000      .0085886822     3.4376879921 
      .1065001000      .0085491865     3.4292121842 
      .1070001000      .0085095903     3.4206829587 
      .1075001000      .0084698961     3.4119712819 
      .1080001000      .0084300995     3.4035360542 
      .1085001000      .0083902086     3.3948038026 
      .1090001000      .0083502196     3.3861473121 
      .1095001000      .0083101362     3.3773657389 
      .1100001000      .0082699611     3.3683158829 
      .1105001000      .0082296890     3.3595410860 
      .1110001000      .0081893275     3.3504702603 
      .1115001000      .0081488724     3.3415601433 
      .1120001000      .0081083274     3.3325830879 
      .1125001000      .0080676951     3.3234198790 
      .1130001000      .0080269743     3.3142476917 
      .1135001000      .0079861683     3.3048928593 
      .1140001000      .0079452747     3.2956412515 
      .1145001000      .0079042964     3.2863352344 
      .1150001000      .0078632365     3.2768186301 
      .1155001000      .0078220929     3.2673613970 
      .1160001000      .0077808674     3.2578926014 
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      .1165001000      .0077395644     3.2481267201 
      .1170001000      .0076981794     3.2385776631 
      .1175001000      .0076567178     3.2288456301 
      .1180001000      .0076151782     3.2191583628 
      .1185002000      .0075735637     3.2093451956 
      .1190002000      .0075318746     3.1994772866 
      .1195002000      .0074901144     3.1893413636 
      .1200002000      .0074482794     3.1793780281 
      .1205002000      .0074063735     3.1693451732 
      .1210002000      .0073643977     3.1592426865 
      .1215002000      .0073223532     3.1490715256 
      .1220002000      .0072802412     3.1388304835 
      .1225002000      .0072380629     3.1285199794 
      .1230002000      .0071958194     3.1181398844 
      .1235002000      .0071535093     3.1079439434 
      .1240002000      .0071111388     3.0974528627 
      .1245002000      .0070687064     3.0869199574 
      .1250002000      .0070262130     3.0763729197 
      .1255002000      .0069836623     3.0656439865 
      .1260002000      .0069410513     3.0550734158 
      .1265001000      .0068983847     3.0443131355 
      .1270001000      .0068556625     3.0334863404 
      .1275001000      .0068128873     3.0224769439 
      .1280001000      .0067700555     3.0117334287 
      .1285001000      .0067271743     3.0006951412 
      .1290001000      .0066842411     2.9897125140 
      .1295001000      .0066412602     2.9785195322 
      .1300001000      .0065982310     2.9672697925 
      .1305001000      .0065551529     2.9561724182 
      .1310001000      .0065120314     2.9447808542 
      .1315001000      .0064688625     2.9336524659 
      .1320001000      .0064256526     2.9222581709 
      .1325001000      .0063824017     2.9107372704 
      .1330001000      .0063391090     2.8992839263 
      .1335001000      .0062957772     2.8877724539 
      .1340000000      .0062524092     2.8760514092 
      .1345000000      .0062090035     2.8643829992 
      .1350000000      .0061655617     2.8527539999 
      .1355000000      .0061220872     2.8409698238 
      .1360000000      .0060785818     2.8289487504 
      .1365000000      .0060350431     2.8171032904 
      .1370000000      .0059914749     2.8051858885 
      .1375000000      .0059478783     2.7931958502 
      .1380000000      .0059042549     2.7811337932 
      .1385000000      .0058606061     2.7689990160 
      .1390000000      .0058169332     2.7567921317 
      .1395000000      .0057732377     2.7445121695 
      .1400000000      .0057295208     2.7321599955 
      .1405000000      .0056857841     2.7197351620 
      .1410000000      .0056420290     2.7072374771 
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      .1415000000      .0055982546     2.6949376421 
      .1419999000      .0055544665     2.6823480666 
      .1424999000      .0055106639     2.6697387762 
      .1429999000      .0054668496     2.6569487953 
      .1434999000      .0054230214     2.6444084784 
      .1439999000      .0053791855     2.6315790267 
      .1444999000      .0053353402     2.6187972045 
      .1449999000      .0052914896     2.6058066027 
      .1454999000      .0052476337     2.5927564308 
      .1459999000      .0052037723     2.5798457531 
      .1464999000      .0051599088     2.5668737740 
      .1469999000      .0051160458     2.5536939761 
      .1474999000      .0050721829     2.5405595481 
      .1479999000      .0050283243     2.5271378936 
      .1484999000      .0049844672     2.5139599210 
      .1489999000      .0049406167     2.5006007936 
      .1494998000      .0048967731     2.4872196852 
      .1499998000      .0048529402     2.4735525300 
      .1504998000      .0048091157     2.4600729765 
      .1509998000      .0047653034     2.4465187377 
      .1514998000      .0047215049     2.4328883073 
      .1519998000      .0046777219     2.4191816983 
      .1524998000      .0046339560     2.4053989110 
      .1529998000      .0045902090     2.3915404405 
      .1534998000      .0045464824     2.3776062724 
      .1539998000      .0045027764     2.3638157205 
      .1544998000      .0044590957     2.3497666874 
      .1549998000      .0044154406     2.3356543051 
      .1554998000      .0043718124     2.3215170338 
      .1559998000      .0043282124     2.3074309748 
      .1564998000      .0042846446     2.2931132755 
      .1569998000      .0042411092     2.2787445029 
      .1574997000      .0041976067     2.2645021680 
      .1579997000      .0041541422     2.2499784702 
      .1584997000      .0041107142     2.2355801540 
      .1589997000      .0040673262     2.2211161824 
      .1594997000      .0040239809     2.2064468267 
      .1599997000      .0039806785     2.1918132010 
      .1604997000      .0039374213     2.1771512694 
      .1609997000      .0038942130     2.1622090956 
      .1614997000      .0038510525     2.1474394825 
      .1619997000      .0038079432     2.1325899387 
      .1624997000      .0037648873     2.1176608383 
      .1629997000      .0037218867     2.1026518386 
      .1634997000      .0036789433     2.0875630690 
      .1639997000      .0036360592     2.0723944063 
      .1644997000      .0035932349     2.0573671210 
      .1649996000      .0035504750     2.0421109565 
      .1654996000      .0035077804     2.0267988332 
      .1659996000      .0034651539     2.0113082061 
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      .1664996000      .0034225951     1.9960286763 
      .1669996000      .0033801093     1.9804735323 
      .1674996000      .0033376961     1.9650296861 
      .1679996000      .0032953603     1.9493111173 
      .1684996000      .0032531008     1.9337993647 
      .1689996000      .0032109223     1.9181082247 
      .1694996000      .0031688266     1.9023460641 
      .1699996000      .0031268165     1.8863823542 
      .1704996000      .0030848924     1.8705375154 
      .1709996000      .0030430578     1.8546086258 
      .1714996000      .0030013151     1.8385961240 
      .1719996000      .0029596667     1.8224990865 
      .1724996000      .0029181148     1.8063179204 
      .1729995000      .0028766606     1.7902855800 
      .1734995000      .0028353091     1.7739815540 
      .1739995000      .0027940611     1.7576387306 
      .1744995000      .0027529185     1.7413945136 
      .1749995000      .0027118860     1.7248800164 
      .1754995000      .0026709639     1.7084628013 
      .1759995000      .0026301558     1.6919698150 
      .1764995000      .0025894652     1.6752759101 
      .1769995000      .0025488929     1.6586876371 
      .1774995000      .0025084431     1.6419204674 
      .1779995000      .0024681177     1.6251558613 
      .1784995000      .0024279193     1.6083909364 
      .1789995000      .0023878518     1.5914484242 
      .1794995000      .0023479174     1.5744170227 
      .1799995000      .0023081180     1.5575160789 
      .1804994000      .0022684580     1.5404367680 
      .1809994000      .0022289395     1.5233318347 
      .1814994000      .0021895663     1.5060925716 
      .1819994000      .0021503404     1.4888702088 
      .1824994000      .0021112656     1.4715770290 
      .1829994000      .0020723455     1.4540630143 
      .1834994000      .0020335819     1.4366488406 
      .1839994000      .0019949788     1.4191411451 
      .1844994000      .0019565386     1.4017498395 
      .1849994000      .0019182665     1.3840951892 
      .1854994000      .0018801648     1.3663875698 
      .1859994000      .0018422363     1.3487503986 
      .1864994000      .0018044862     1.3308514722 
      .1869994000      .0017669160     1.3131022824 
      .1874994000      .0017295310     1.2951735323 
      .1879994000      .0016923341     1.2772274974 
      .1884993000      .0016553294     1.2591828768 
      .1889993000      .0016185204     1.2411187514 
      .1894993000      .0015819117     1.2228756252 
      .1899993000      .0015455059     1.2047687347 
      .1904993000      .0015093087     1.1864028297 
      .1909993000      .0014733227     1.1681688400 
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      .1914993000      .0014375530     1.1498304999 
      .1919993000      .0014020041     1.1313879871 
      .1924993000      .0013666802     1.1128410318 
      .1929993000      .0013315858     1.0941889319 
      .1934993000      .0012967248     1.0756560488 
      .1939993000      .0012621025     1.0570328909 
      .1944993000      .0012277244     1.0381904638 
      .1949993000      .0011935943     1.0194043905 
      .1954993000      .0011597179     1.0005076353 
      .1959992000      .0011260997      .9816791493 
      .1964992000      .0010927459      .9626656613 
      .1969992000      .0010596614      .9436444385 
      .1974992000      .0010268519      .9245774692 
      .1979992000      .0009943233      .9053937296 
      .1984992000      .0009620815      .8861611617 
      .1989992000      .0009301322      .8669111783 
      .1994992000      .0008984824      .8474731986 
      .1999992000      .0008671378      .8280808162 
      .2004992000      .0008361051      .8087283333 
      .2009992000      .0008053918      .7891833456 
      .2014992000      .0007750046      .7696078273 
      .2019992000      .0007449509      .7499664835 
      .2024992000      .0007152384      .7302565427 
      .2029992000      .0006858747      .7105368539 
      .2034992000      .0006568684      .6907114002 
      .2039991000      .0006282279      .6708082477 
      .2044991000      .0005999620      .6507952049 
      .2049991000      .0005720798      .6308162319 
      .2054991000      .0005445908      .6108343564 
      .2059991000      .0005175057      .5906451480 
      .2064991000      .0004908344      .5704449202 
      .2069991000      .0004645881      .5502538484 
      .2074991000      .0004387786      .5299557021 
      .2079991000      .0004134181      .5095469236 
      .2084991000      .0003885193      .4891275510 
      .2089991000      .0003640959      .4686874498 
      .2094991000      .0003401624      .4481675222 
      .2099991000      .0003167343      .4275604129 
      .2104991000      .0002938281      .4068591231 
      .2109991000      .0002714612      .3861021570 
      .2114991000      .0002496526      .3653230972 
      .2119990000      .0002284227      .3445066140 
      .2124990000      .0002077937      .3236369301 
      .2129990000      .0001877899      .3026564547 
      .2134990000      .0001684379      .2816311143 
      .2139990000      .0001497669      .2605388568 
      .2144990000      .0001318097      .2393930869 
      .2149990000      .0001146033      .2181650692 
      .2154990000      .0000981894      .1969403033 
      .2159990000      .0000826166      .1755901757 
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      .2164990000      .0000679414      .1541781124 
      .2169990000      .0000542318      .1327643221 
      .2174990000      .0000415715      .1112270888 
      .2179990000      .0000300668      .0896710963 
      .2184990000      .0000198608      .0680652818 
      .2189990000      .0000111611      .0463791024 
      .2194989000      .0000043153      .0246254639 
      .2199989000      .0000001665      .0028105832 
 
c)  les déplacements sans et avec l’effort tranchant et l’erreur (%) : 
 
           X                    Dep ẟ1               Dep ẟ2                  erreur (%) 
 
     .0099999998      .0000000000      .0000000005    99.8933523336 
      .5099999998      .0000000659      .0000000896    26.4769687955 
     1.0099999998      .0000005115      .0000005585     8.4099029382 
     1.5099999998      .0000017094      .0000017796     3.9459100314 
     2.0099999998      .0000040318      .0000041253     2.2658922261 
     2.5099999998      .0000078512      .0000079679     1.4649689718 
     3.0099999998      .0000135398      .0000136798     1.0232585267 
     3.5099999998      .0000214701      .0000216333      .7545388965 
     4.0099999998      .0000320144      .0000322009      .5791272992 
     4.5099999998      .0000455451      .0000457549      .4583917377 
     5.0099999998      .0000624346      .0000626676      .3717852093 
     5.5099999998      .0000830553      .0000833115      .3075701577 
     6.0099999998      .0001077794      .0001080589      .2586494220 
     6.5099999998      .0001369794      .0001372822      .2205283532 
     7.0099999998      .0001710277      .0001713537      .1902488973 
     7.5099999998      .0002102965      .0002106458      .1658000585 
     8.0099999998      .0002551584      .0002555309      .1457761981 
     8.5099999998      .0003059856      .0003063 :814      .1291709182 
     9.0099999998      .0003631505      .0003635695      .1152483785 
     9.5099999998      .0004270256      .0004274678      .1034605117 
    10.0099999998      .0004979830      .0004984486      .0933923426 
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5)  Les diagrammes des différents paramètres : 
 
5-1) les diagrammes de déplacement : 
 
a)  le diagramme de déplacement sans et avec effort tranchant de NACA 0012 : 
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b)  le diagramme  de déplacement sans et avec l’effort tranchant de NACA 0024 : 
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c)  le diagramme de déplacement sans et avec l’effort tranchant de NACA 0044 : 
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d)  L’interprétation des graphes de déplacement : 
 
       Ces graphes représentent les déplacements des différents profils de NACA  sans effet de 
l’effort tranchant et avec effet de l’effort tranchant sur toute la longueur de profil et la 
comparaison entre eux, en remarque qu’au départ, le déplacement avec effet de l’effort tranchant 
qui est important, en suite lorsque la longueur de l’élément grandisse l’importance de l’effet de 
moment fléchissant augmente jusqu'au que l’effet de effort tranchant soit négligeable. 
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5-2) les diagrammes de l’erreur : 
 
a) le diagramme de l’erreur pour le NACA 0012 : 
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b)  le diagramme de l’erreur pour le NACA 0024 :  
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c)  le diagramme de l’erreur pour le NACA 0044 : 
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d)  L’interprétation des graphes de l’erreur : 
 
Ces graphes représentent les erreurs de négligence de l’effet de l’effort tranchant, avec des 
pourcentages très élevés à la proche de l’encastrement, ensuite de plus en plus on a proche de 
l’extrémité le pourcentage baisse jusqu’il soit inférieur à 1%. 
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6)  Comparaison entre les trois profils de NACA : 
 
6-1)  La comparaison entre les déplacements : 
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6-2)  La comparaison entre les erreurs  
 
   L’interprétation : 
Les trois courbes de graphe représente les déplacements des profiles de mêmes formes 
géométriques mais de déférents échèles dimensionnels, et avec la même longueur, on sait que 
quand la section soit grande le déplacement va être petit, alors c’est pour ca on voit le        
NACA 0012 a une grande ponte, en suite le NACA 0024 et enfin le NACA 0044 avec une ponte 
amoindrie. 
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      Conclusion : 
 
    Ce travail a été effectué pour des raisons de développement des organes d’un 
aéronef comme les hélices, ailes, empennages…etc. 
 
    Cette partie à étudier des profils symétriques qu’il sufi d’avoir le calcule de la  
moitie positive seulement ensuite en intègre sur tout le profil. 
 
    En recommande par la suite qu’il y aura d’autres candidats qui terminent ce 
travail, et faire une étude pour les profils non symétriques et pour n’importe quelle 
géométrie en déterminant les axes principaux ensuite projeté l’effort sur les deux 
axes et calculer les coefficients de forme énergétiques. 
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