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Résume

Les changements dans les propriétés d'écoulement a travers une
onde de choc normale sont calculés pour les gaz réels, et sa donne une
meilleure affinité pour le comportement réel des ondes de choc. Le but de ce
travail est de développer la théorie des ondes de choc sous les
imperfections gazeuses. Les expressions sont développées pour ['analyse
de I'écoulement supersonique d'un gaz thermiquement  calorifique

imparfaite.

Les effets de la taille moléculaire et de forces d'attraction
intermoléculaires sont utilisés pour corriger [I'équation d'état, en se
concentrant sur la détermination de [limpact des paramétres génératrice

amont sur une onde de choc normale.

L'écoulement a travers une onde de choc dans l'air est étudié pour
trouver une forme générale valable pour n'importe quel modéle. Au nombre
de Mach supérieur a 2,0, 'augmentation de la température est nettement
inférieur, et par conséquent l'augmentation de densité est bien au-dessus,

cette perdition supposant que le comportement des gaz est parfait.

I est montré que les imperfections caloriques dans l'air donnent un
effet sensible sur les paramétres développés dans les processus

considérés.

Les Calcul des erreurs entre le modeéle actuel basé sur la théorie du
gaz réel et le modéle des gaz parfaitsmontre que linfluence des

imperfections thermiques et caloriques associés ou gaz réel est important.

Mots cles:écoulement super sonique, gaz parfait, gaz réel, imperfiction
thermique et calorifique, entropie,parametre  génératrice, fonction de
condensation, derivation et integration, numerique, onde de choc normale

erreur relative.



Abstract:

Changes in flow properties across a normal shock wave are calculated for a
real gas, thus giving us a better affinity to the real behavior of the waves. The
purpose of this work is to develop shock-wave theory under the gaseous
imperfections. Expressions are developed for analyzing the supersonic flow of such

a thermally and calorically imperfect gas.

The effects of molecular size and intermolecular attraction forces are used to
correct a state equation, focusing on determination of the impact of upstream
stagnation parameters on a normal shock wave. Flow through a shock wave in air is
investigated to find a general form for normal shock waves. At Mach numbers greater
than 2.0, the temperature rise is considerably below, and hence the density rise is

well above, that predicted assuming ideal gas behavior.

It is shown that caloric imperfections in air have an appreciable effect on the
parameters developed in the processes considered. Computation of errors between
the present model based on real gas theory and a perfect gas model shows that the
influence of the thermal and caloric imperfections associated with a real gas is

important.

Key words: supersonic flow, perfect gas, real gas, thermally and calorically

imperfect gas, entropy, generator parameter, condensation function, derivation and

integration, numerical, normal shockwave, relative error.
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Introduction générale :

Les ondes de choc sont des ondes propagatrices a grande vitesse dans des
écoulements de fluide compressibles. lls présentent des modifications abruptes dans
les propriétés physiques (masse volumique, température et pression) a travers le
choc, qui peut étre causée, par exemple, la sortie d'un réacteur ou une onde
expansive générée par une explosion. Les ondes de choc peuvent se propager soit
dans la direction normale de I'écoulement, soit de maniére oblique, appelées ondes

de choc normales ou ondes de choc obliques, respectivement.

Une onde de choc est une zone d'écoulement de trés faible épaisseur appelé
front d'onde. Dans cette zone, il existe une transition entre I'écoulement de fluide en
amont, ou la vitesse est un écoulement supersonique, et le fluide en aval, ou la
vitesse est subsonique. La pression affiche une trés forte progression sur ce front
d'onde. Ainsi, les particules du fluide traversant I'onde de choc subissent une
décélération extrémement forte. Il est cet impact violent, produisant un véritable choc

sur les particules qui est a l'origine du nom donné a cette zone de transition.

Ce travail se concentre sur les ondes de choc normales qui se produisent
dans les buses ou sur des corps émoussés. Le probleme sera abordé par la
modélisation de l'onde de choc comme une discontinuité. Les équations de
conservation seront appliquées pour établir des relations entre les propriétés du
fluide en amont et en aval. Les résultats sont représentés par des équations non

linéaires, qui sont utilisés pour générer un programme de calcul numérique.

L’écoulement restera isentropiqgue en amont et en aval du choc, mais
I'entropie ne sera pas forcément la méme sur le front d'onde.En effet, le passage
d'un écoulement supersonique a subsonique a travers un choc est un phénomeéne

trés irréversible, avec une augmentation de l'entropie.

De nombreuses études antérieures sur la dynamique des gaz ont été basées
sur l'utilisation de la théorie des gaz parfaits a chaleur spécifique constante (Cp) [1-

3].Cette hypothése de gaz parfait ignore le comportement réel du gaz lorsque la



température statique augmente de plus de 1000 K.Lorsque cela se produit, le

modéle mathématique de calcul change complétement [4].

Les auteurs de la référence [5] utilisé I'équation de Van der Waal d'Etat et
présenté des imperfections gazeuses. Malgré sa quelques approximations de
solution étaient employé pour réduire le probléme, et les effets de Joule Thomson

n'étaient pas pris en considération soigneusement.

Dans [6], ont trouvé que les équations différentielles du mouvement pouvaient
étre intégrées pour produire des équations d'écoulement isentropiques
unidimensionnelles, avec la méme précision que I'équation de Van der Waals. Une
comparaison des résultats obtenus avec ces équations et des équations
d'écoulement pour un gaz parfait a indiqué que des erreurs appréciables seraient
faites si ces derniéres expressions étaient utilisées pour prédire des phénomenes

aeérodynamiques impliquant des températures élevées ou des pressions élevées.

Dans le présent travail, les écoulements a travers I'onde de choc sont étudiés.
Au front d'onde, le fluide n'est pas modifié, mais contre I'écoulement, il est
radicalement perturbé par le choc, Alors les parametres génératrice sont différents
en amont et en aval du front d'onde. Les conditions statiques dans les régions amont

et aval sont définies.

Dans cette étude, 'écoulement est un gaz réel isentropique. Les équations de
débit sont obtenues en utilisant 'équation de Berthelot de I'Etat [9]. Cette équation
est utilisée pour que de meilleures estimations des effets de force intermoléculaires
sont obtenus qu'en utilisant I'équation de Van der Waal. On suppose que les
imperfections caloriques peuvent étre pris en compte en incluant le terme Planck
dans les expressions de chaleurs spécifiques. L'analyse porte sur les deux
écoulements de choc isentropiques et planes. Dans les limites des hypothéses, des

solutions numériques pour les équations d’onde de choc sont trouvées.



Chapitre 1:Généralités sur les ondes de choc

Chapitre 1:Généralités sur les ondes de choc

1.1. INTODUCTION :

Dans ce chapitre en va donner une généralité sur 'onde de choc et son défé-
rente modelé et on va donner une définition sur I'’écoulement et bien définir le pro-

bléme et finalement donnée un exemple sur le probléme

1.2.Description de I'écoulement supersonique:

Si une masse dair animée d’'une vitesse supérieure a l'unité du Mach,
s’écoule autour d’'un corps (profil d’aile par exemple) arrondi, une onde de choc se
forme en amont de celui-ci provoquant une région subsonique en aval de ce choc
dont son calcul est particulierement difficile vu I'inexistence d’expressions explicites
des pressions locales est des efforts. En revanche, lorsque le profil a un bord
d’attaque pointu, une théorie de petites perturbations peut étre employée (ACKE-
RET, 1925) et conduit a des expressions trés simples, applicables a des profils
minces et aux incidences faibles. Cette théorie s’appuie sur les propriétés d’'une dé-
viation élémentaire d’'un écoulement supersonique de fluide parfait.

Les expressions montrent que le bord d’attaque et le bord de fuite des profils
supersonique doivent étre aigus de fagon a crée un choc oblique et d’éviter un choc

détaché- nous verrons plus tard les causes de sa naissance.

ﬁ 1L .‘5,"’ - 5 5?#
& F S &
) s

n.’gi.mu non
Rinkunlaee

Modd

Figure 1.1 : Systéme d’onde lié a un profil supersonique.
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Chapitre 1:Généralités sur les ondes de choc

Par rapport au cas de I'écoulement supersonique, il se produit donc autour du
profil supersonique un écoulement de caractere completement différent. La formation
d’'un domaine d’influence délimité par les lignes de Mach en aval du profil explique le
parallélisme établi avec un systeme d’ondes attachées au profil et se déplacent avec

lui (voir Figure 1). Dans un "repére fixe" on parle d’'un systeme d’ondes stationnaires.

L’écoulement supersonique peut, donc, engendrer quatre types d'ondes -
nous I'étudierons en détail dans ce qui suit a proximité d’'un corps mouillé dans cet

écoulement de fluide et qui sont les suivants:
» Onde de choc normale.
» Onde de choc oblique (Choc Plan ou Choc Conique)
» Détente de PrandTL-Meyer.

» Onde de choc détachée (Combinaison entre choc normal & chocs obliques

aux extrémités de celui-ci).

1.3. Onde de choc normale :

Les vitesses de propagation d’'une onde de choc dépend des conditions de
pression et de densité de part et d’autre de ce méme choc en présence d’'un gaz par-
fait de chaleurs spécifiques constantes, dans le cas ou le vecteur vitesse du gaz est

normal au front du choc, on parle d’'une "onde de choc Normale".

Pour avoir des conditions de saut des variables d’état et d’écoulements de
part et d’autre de ce choc, il n’est guére nécessaire de considérer la transition conti-
nue des variables a travers celui-ci qui se déroule sur une distance équivalente a
quelques libres parcours moyens de molécules (environ 10 cm). Ce choc est consi-
déré comme une surface de discontinuité des variables d’état en faisant une analyse

macroscopique de I'écoulement et en enregistrant, en outre, de tres forts gradients
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de vitesses, de pression et de température d’'un cété a I'autre du choc conduisant a
un état hors d’équilibre, cette surface est sonique.

Ligne de courant

Py Ui U; P,
h; — — Iy
P1 P2

S s
i \o 2
nde de choc sonique

Figure 1.2: Onde de choc normale.

w This porttion of the bow
§ 4 shock is normal to the

Normal shock
inside the nozzle

M>1|| M=<1
—.
Flow over 2 Overexpanded flow
blunt body through 4 nozzle

Figure 1.3:Deuxexemplesd’unonde de choc normale

1.4. Les équations d’onde de choc normal:

Considérer I'onde de choc normale décrite dans la Figure1.2. La région 1 est
un débit uniforme en amont du choc, et la région 2 est un uniforme différent couler en
aval du choc. La pression, la densité, la température, le nombre de Mach, vitesse,
pressiontotal, température total, et I'entropie dans la région 1 sont P4, p1, T4, M4, Uy,
Po1, To1, et Sq, respectivement. Les variables correspondantes dans la région 2 sont

indiquées par Py, p2, T2, My, Uy, Pog, To2, et So.
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by-- - 1C
[] 1
1P Py >p !
"7 r,>1 !
< ]
[ (73 TH
! uy uy <wuy !
L x direction
My >1 M, <1 @
1 1
1 1
Y | A ad
Given conditions Unknown conditions
ahead of the Normal shock behind the shock wave

shock wave
Figure 1.4:les paramétres d'une onde de choc normale

La figure 1.4 présente le volume de contréle rectangulaire abcd donné par la
ligne pointillée sur la figure.1.4. L'onde de choc est a l'intérieur du volume de con-
trle, comme illustré. Ab est I'extrémité coté vue sur la face amont de volume de con-
trole, Cd est I'extrémité coté vue sur la face avale de volume decontrdle, Nous appli-
quons la forme intégrale des équations de conservation de ce volume de contrdle,
dans le processus ; nous observons trois faits physiques importants a propos de la
circulation compte tenu de la Figure 1.4 : le débit est stable, et I'adiabatique il n'y a
pas de forces du corps.

Dans un systéme de coordonnées lié au choc, I'écoulement de section S constante

est stationnaire.

Les équations de conservation de masse, de quantité de mouvement et

d’énergie s’écrivent respectivement comme suite [Réf.1]:

AU, =pU,
pU + P =p,U;+ P, (1.1)

1 1
]’l1+5U12 :h2+5U22

Connaissant I'état d’écoulement de la région (1), cherchons Celui de la région
(2); les deux régions étant trés proches de la surface de discontinuité représentant

'onde de choc .
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La derniere équation du systeme (1.1) peut s’écrire a I'aide des deux pre-

miéres comme suite:

F,-A
AU,

1 1
0="h —h2+5(U1 +U,)(U,-U,)=h —h, +E(U1 +U,)

0="h —hz+%£i+ij(g -P)(1.2)

P

Cette équation célébre dite équation de "RANKINE et HUGONIOT" exprime la
relation entre les différences d’enthalpie et de pression au travers du choc par rap-

port aux densités p, et p, .

Pour un gaz parfait:

h=C,T = r r Par unité de masse (1.3)
r=1p
en prenant en considération
CP —
¢, 7 Formules de MEYER (1.4)
C,-C,=r

P = prT loi des gaz parfait.

L’équation (1.2) donc, s’exprime par:

-1
5{“&— 2 }{1—7”&} (1.5)
E 7_1:02
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palp, A
10

isentrope

5

adiabate dynamique

Py

0 k=1 0,5 1,0 py/p,

Figure 1.5 : Courbe de Rankine-Hugoniot d’un gaz parfait et chaleurs spécifiques
Constantes (y = 1,4).

Les équations qu’on venait d’établir sont uniquement valables pour les hypo-

théses suivantes :

- Ecoulement permanent %: 0

- Fluide parfait.

- Ecoulement adiabatique (pas d’apport ou échange de chaleur du volume de con-

trole).

Pour un régime sonique (M =1), nous aurons une température T* et une célérité du

son a*.

Cependant, si on divise I'équation de quantité de mouvement par celle de continuité,

on aura:

2 2
q 4,

—A = =U -U 1.6
U, U, 2 ! (1.6)
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d’autre part: pour M=1,U= a*.

2
A A S (1.7)

2 2(7 -1

trouvé par les équations de MEYER et La définition de la

Célérité du son.

+—= : 1.8
y—1 2 2(-1)° (1.8)
d’ou :
a? =7_+la*2 _7__1(]12 (1.9)
2 2
o y+l 5 y—-1_,
L Ly 1.10
a, 5 a 5 2 ( )
Finalement

en combinant (1.6),(1.9) & (1.10) on aura :

(r-1) af+7/_1
2yuu, 2y

=1dou: a>=UU, (1.11)

Nous remarquons que la vitesse U, est toujours plus petite que U, qui est su-
personique, donc U, sera automatiquement subsonique, d'ou vérification de la pro-

priété de 'onde de choc normale.

Nous allons maintenant introduire le nombre de Mach défini par:

U
M =— M<1 Ecoulement subsonique M>1 Ecoulement su-
a

personique

En combinant a’ :Z—P et I'équation (1.11), on aura ainsi :
0

p_U _U

1.12
p U 112
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7/+1M2

1
A (par I'équation de conservation de masse). (1.13)
A 1+—7/_1M12

En utilisant les équations (1.11), (1.12) et (1.13), nous pouvons calculer le

rapport de pression

P, .
—2 Comme suite :
1

5—1=(a3)ﬂ(&—1j=y(a* )Mf (&—1}7]\45 (1—ﬂj (1.14)

R Eln ur e :
Dot: 2142 (m2o1)  (1.15)
B y+1

L’équation des gaz parfaits nous permettra, donc, de calculer le rapport des

températures

T , .
—2 au travers de 'onde de choc comme suite:

2
L bpa_ |4 (1.16)
L B
selon les équations(1.13) et (1.15) nous aurons :

T2 1 2 2 -1 2
:—{1+—71(M1 _1)}[“%(% —1)} (1.17)

Le nombre de Mach en aval du choc est obtenu de la maniére suivante:

2 2 * 2 _
Mj:(ﬂj :(ﬂj (a_j =ﬂi(l+7/—1M22j (1.18)
a, a*) \U, P, y+1 2

24



Chapitre 1:Généralités sur les ondes de choc

M22=2— (1.19)

Figure 1.6 : Variation de P, p ,T ,Po et M a travers une onde de choc normal (y=1,4)

Nous allons maintenant exprimer la a variation d’entropie a travers I'onde
choc.

ds-(asj dT+(a—Sj dP (1.20)
oT oT ),
ds = dh _dp. (1.21)

T pT

() -48) 50
CEEEE

Des équations (1.22) et (1.23) on déduit que:

(3 -
or), T
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(G_SJ __1__r (1.24)
or). ~— pr P

() () S 129
or), r\or), T

par conséquent :

SszVdTT—rlnp+C“e (1.26)

Si C, =C" , I'entropie S pourra prendre une forme simplifiée comme suite:
S=C,.LnT—r.Lnp+C*™ (1.27)

a l'aide de I'équation (1.16), I'équation (1.27) devient :

T, 2 R(pY
S,=8,=C,.Ln—=—r.Ln—==C,.Ln| —=| — (1.28)
T ) B p,

En introduisant les expressions de%et&, on obtient :
Y

2_ Ve
S, -8 =C,.Ln 1+2—7(Mf—1) -2 M (1.29)
y+1 y+1 M;

La conservation d’énergie nous informe que la température totale ne change
pas a travers le choc, d’aprés SAINT- VENANT [Réf. 2].

Po:P(H%_l j (1.30)
1 r
1+ 2 |
B B 2 2
_ : (1.31)
B Bl 72
2 1
1 -7
-1 7-1
fo (1,220 (M7 -1) oA 1—% (1.32)
By y+1 y+1 M,

La conservation d’énergie a travers le choc se traduit par :
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Ln& - _M — Ln&

(1.33)
£, ¢, -C, Poi

Lo _Pu (1.34)
By Por

Le rapport %s’agit d’'une perte de pression totale due au choc, ou d’une perte de
01

charge.
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Chapitre 2: Les gaz réels

Chapitre 2 : Les gaz réels

2.1.Introduction :

Dans ce chapitre on va définir les problémes des gaz parfait et bien défini les
gaz réels et son caractéristiques et donne la maniére d’étudié les ecoulement et

les ondes de choc dans cette mémoire.

2.2. les gaz parfait :

On appelle gaz parfait un gaz dans lequel sont absentes les forces d'interaction
intermoléculaire.Avec une précision suffisante, les gaz sont admis parfaits si leurs
états sont considérés loin des domaines de transformations de phase.

Les gaz parfaits obéissent aux lois suivantes :

a) Loi de Boyle - Mariotte :

A température et masse constantes, le produit de la pression par le volume du gaz

est constant :
PV =const.(2.1)

b) Loi de Gay - Lussac :

Sous pression constante, le volume d'une masse de gaz donnée est
proportionnelle a sa température absolue :
V =KVoT =Vo(T/T0)(2.2)

ou Vp est le volume du gaz a To = 273,15K, k =1/T, est le coefficient de
dilatation volumétrique a pression constante (souvent représenté par le symbole a ,
qu'on évite ici pour ne pas le confondre avec le symbole consacré en sciences de

I'atmosphére pour le volume spécifique).
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c) Loi de Charles :

A volume constant, la pression d'une masse de gaz donnée est
proportionnelle a sa température absolue:
P=(Po/To)T (2.3)

OUPy est la pression du gaz a Tp=273,15K

d) Loi d'Avogadro :

Les volumes égaux de tous les gaz parfaits pris dans les mémes conditions de
pression et de température renferment un méme nombre de molécules ou, a mémes
pressions et températures, les molécules grammes de différents gaz parfaits
occupent un méme volume.

Ainsi, dans des conditions normales

( 7= 00C et P=101325 N/m2 =1 atm = 760 mm Hg ),les molécules grammes de

tous les gaz parfaits occupent le volume V=22, 414 1.

e) Equation d'état pour un gaz parfait :

L'équation d'état d'un gaz parfait est de la forme:
PV =nRT (2.4)
ou p, V, T et n, sont respectivement la pression, le volume, la température
absolue et le nombre de moles.
R est la constante universelle des gaz, numériquement égale au travail effectué par
une mole de gaz parfait lorsqu'on le réchauffe, a pression constante, de 1 degré:
R =831x10’J / kmole-degré (2.5)
La masse de n molécules d'un gaz est m = n.M
ou M est la masse molaire du gaz. L'équation d'état des gaz parfaits peut alors
s'écrire:
Po=RT (2.6)
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ou R est la constante spécifique du gaz dépendant du poids moléculaire du gaz et a
=1/p est le volume spécifique ou massique du gaz. L'équation pa = RT est appelée
Mendéléev - Clapeyron.[38]

2.3. Les gazréels :

Le modele du gaz parfait décrit les gaz réels lorsque leur pression est faible,
c’est-a-dire lorsque leur densité, m/ v, est petite. Dans de telles conditions, les
molécules constitutives du gaz interagissent peu entre elles. En fait, le modéle du

gaz parfait suppose qu’il N’y a aucune interaction entre les molécules.

Dans ce cas, la différence entre un gaz réel et un gaz parfait c’est I'aptitude du gaz
réel a se comprimé, ce phénomene de compressibilité est di a l'effet des forces
d’attraction intermoléculaire et a I'effet de covolume [3], alors, on peut tenir compte

de ces interactions afin d’obtenir une meilleure équation d’état.

Des molécules proches I'une de I'autre ne peuvent s’interpénétrer et exercent
donc l'une sur l'autre une action répulsive. Au contraire, des molécules éloignées

exercent I'une sur l'autre une faible force d’attraction.
Cette interaction peut étre décrite par le potentiel de van der Waals.

Pour des molécules prises au sein du gaz, les interactions avec les autres
molécules ont une moyenne nulle. Pour celles proches des parois, en revanche,
I'attraction exercée par les molécules du gaz n’est pas compensée. Il en résulte une
force tendant a ramener ces molécules vers l'intérieur du gaz, équivalente a une

pression supplémentaire, p;, dite pression interne.

Le volume accessible aux molécules est celui du récipient, diminué de celui
occupé par les autres molécules. Le volume qu’occupent les autres molécules est

appelé covolume et noté b.

a. Le covolume :

Si on se référe a I'équation des gaz parfaits on remarquera que pour une

température constante le volume tant vers zéro si la pression tant vers l'infinie.
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T =cte = limv =0(2.7)
p—>0
Mais la répulsion entre les molécules d’un gaz impose un volume minimal
appelé le covolume. Rendant compte ainsi de l'impossibilité de réduire a zéro le

volume réellement occupé par la matiére.

Ideal Real
Low Pressure High Pressure
“olume of gas is Yolume of gas is
negligible significant
| - —d

Figure 2.1 : Représentation de I'effet de covolume

b. Les forces d’attraction intermoléculaires :

Dans un fluide non parfait les interactions entre molécules ne sont pas nulles.
Au sein du fluide, une molécule est soumise a une force résultante nulle puisqu'elle
est entourée de fagon isotrope par les molécules voisines; ceci n'est plus vrai quand
la molécule s'approche de la paroi car les molécules voisines n'occupent plus que le
demi-espace interne et la molécule est freinée. La pression résultante, conséquence

des chocs contre la paroi, en est diminuée[1].

Figure 2.2 : Représentation des forces intermoléculaires
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Si une molécule est loin de la paroi, la distribution de ces forces d'attraction

est isotrope et leur résultante est nulle. Si une molécule est contre la paroi, la

résultante, f: de ces forces est orientée vers l'intérieur du gaz pour maintenir les

molécules. Ce qui cause une diminution de la pression au voisinage des parois.

c. Equation d’Etat des gaz réels :

Les fluides réels regroupent les liquides ainsi que les gaz aux pressions
suffisamment élevées pour que leur comportement s’écarte notablement de celui du
gaz parfait. La différence essentielle entre les fluides réels et le gaz parfait est que
I'on ne peut plus négliger les interactions entre les particules du fluide.

Concernant ces interactions, on retiendra seulement :
e qu’elles sont généralement attractives a grande distance.

e qu’elles sont répulsives a courte distance (les particules ne s’interpénétrent
pas).

L’équation introduit deux corrections dans la loi des gaz parfaits :

1. Les molécules ont un volume non nul et incompressible (volume exclu).

2. |l existe des forces d’attraction entre les molécules.

Introduisant les valeurs corrigées du volume et de la pression dans I'équation

des gaz parfaits, van der Waals aboutit a 'équation :

(p—i-pl.)(v—b):nRT (2.8)

La pression interne est fonction croissante de la densité du gaz. Une analyse

détaillée montre que :

2
an

(2.9)

Les valeurs de a et b varient selon la nature du gaz étudié.
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2.4. Equation générale :

La théorie cinétique des gaz améne a remplacer I'équation caractéristique des
gaz parfaits P v =RT
Par une équation générale.

(P+7)(v—b)=RT 2.10)

Avec :

7. Excés de pression du a l'attraction mutuelle des particules (pression intérieure).
La pression au sein de fluide est supérieure a la pression au voisinage de la paroi
(tient compte des forces intermoléculaires).

b : le covolume, c’est le volume minimum que peut occuper l'unité de masse du gaz

considéré (tient compte du volume propre des molécules environ 4 fois)

2.5. Les équations des gaz réels ( par ordre de complexité ) :

2.5.1. Equation de VAN DER WAALS:

A la suite des considérations théoriques, en 1873 Johannes Van Der Waals
démontre que la pression interne P est inversement proportionnelle au carré du
volume molaire :

a
2

(2.11)

=
V

Cette pression 1 est proportionnelle a la masse spécifique (a) des molécules
attirantes et celles des molécules attirées. Elle est inversement proportionnelle au
carré du volume.

L’équation de VAN DER WAALS devient donc :

(P+izj(v—b)=RT (2.12)
1%
Ou bien :
RT a
P(T,v)z(v_b)—v—z (2.13)
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Connaissons :

v=1/p (2.14)
2 2
Avec: a:m—T" ,b:RTC etR:§PCVC
64 P 8P 37T

Pc, Tc et v; sont respectivement pression critique, température critique et volume

critique.

a: Est le paramétre d’attraction est une mesure de l'intensité d’attraction entre les

molécules. On l'appelle également pression de liaison.

b: Est le covolume définit auparavant.

(v-b) :est appelé volume effectif dans la contribution de répulsion[1].

Et a, b sont des constants empiriques, on parle en détail sur le calcul de ces

constantes.

= = == VAN DER WAALS

OBSERVE

120 .
\
| A
i! \
|I |
100 LI \\
Il \ A Y
1IN W\
£ Il \
E’l Ill \ \
g 80 :: \\\ \\
7 \\ \\ 101°
s N N/
o ~ ~
N ~ N
N ~ N
60 < -.\‘-\\ a3
48.
SN
~ \ “—-.31-
E ~1
40l Ll L S—=13*
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
VOLUME,

Figure 2.3 : Comparaison entre les courbes P = f (V) obtenues par I'équation de Van

der Waals et les données expérimentales au voisinage du point critique.
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La validité de cette équation bien adaptée au comportement des variables P,
V et T d’un gaz réel, se mesure en choisissant les valeurs a et b, différentes pour
chaque gaz et pour chaque température, de fagon a avoir une corrélation aussi
bonne que possible avec les mesures. Bien que nous obtenions rarement une
coincidence parfaite entre les volumes calculés et observés pour un grand domaine
de pression, 'amélioration par rapport a I'expression de la loi des gaz parfaits PV =
NRT est considérable. La Figure 2.3 et le Tableau 2.1 montrent de facon
quantitative 'amélioration pour les domaines ou le comportement non idéal est trés
apparent. Le succés de I'équation de Van der Waals pour traduire les relations entre
P, V et T, est bien meilleur que ce qui pourrait étre escompté pour toute expression
purement empirique avec seulement deux paramétres ajustables. Cependant, le
comportement du gaz dans le domaine a deux phases, apparent sur la Figure 2.3, ne
peut se représenter par I'équation de Van der Waals, le maximum et le minimum

doivent étre obligatoirement écartés.

Comme le montre la Figure 2.3, I'équation de Van der Waals permet de
traduire assez correctement le comportement d’'un gaz dans le domaine proche de
celui correspondant a I'équilibre liquide- vapeur. Bien plus, il y aura une température
pour laquelle I'équation de Van der Waals avec les valeurs choisies pour a et b,
présentera le point d’'inflexion a tangente horizontale qui est mis en évidence sur
l'isotherme critique. Cette coincidence fournit une méthode convenable, mais qui

n’est pas toujours satisfaisante, pour obtenir les valeurs de a et b.

Tableau 2.1volumes molaires du dioxyde de carbone, CO, a 320 K.
Comparaison de I'équation de Van der Waals et de la loi des gaz parfaits prés de la

température critique.

P(atm) V (litres)
Observé Van der Waals Gaz Parfait
1 26,2 26,2 26,3
10 2,52 2,53 2,63
40 0,54 0,55 0,66
100 0,098 0,10 0,26
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2.5.2. Equation de BERTRHELOT:

Elle s’écrit:
4
Ou bien:
RT a
PV =00y 0 (2.16)
PRT  ap’
P(T,p)= - _
(T.p) (pp) T (2.17)
Avec: a=3PV}? b= et r_8EV.
3T,
2.5.3. Equation de CAUSIUS (1880):
S’exprime par:
a
P -b)=RT 2.18
[ +T(v+c)2J (V ) ( )
Ou bien:
RT a
P(T,v)= - 2.19
T =125 T (2.19)
PRT ap’
P(T,p)= - 2.20
( ) (I_Pb) T(lJrc,o)2 ( )
_2TR’T? _ ., RT _3RT,
 64P “eTap “Tgp e

36



Chapitre 2: Les gaz réels

Cette équation constitue une amélioration de I'équation de VAN DER WAALS.
Elle donne une approximation assez bonne dans le domaine correspondanta : v > 1
vc, P <4Pc, T <2Tc.

Mauvaise approximation dans le domaine des gaz a pression et température

élevées et dans le domaine des liquides.

2.5.4 Equation de REDLICH-KWONG (1949):

S’exprime par:

RT a
P(T,v)—(v_b)—ﬁv(v_b) (2.22)
__PRT ap’
P(T’p)_(l—pb) JT (1+pb) (223)
0.42748 R*T*° 0.08662RT,
a= eth=——-—7-—<

Basée sur des considérations théoriques et pratiques. Fournit une bonne
approximation pour les températures T>Tc
Dans les domaines des liquides et du gaz a masse volumique élevée, les résultas

quoique moins bons sont satisfaisants.

2.5.5. Equation de BERTTIE- BRIDGEMAN (1928):

S’exprime par:

P(T,v)zR—zT[l— ;3J(V+BO—bBOJ—if(l—gj(Z.%)

v v v 14 v

P(T,P)=RT,0+(BORT—AO—%),02 —(—BObRT+A0a—

RBoch3+RBobcp4(2_25)

T’ T’
Les constantes a, b, c, a0, et BO sont déterminées empiriquement a partir des

donnéesexpérimentales P, v, T

- En général, elle peut étre appliquée pour v >2vc et T >1.5 Tc
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- Elle est meilleure que les équations de VAN DER WAALS et CLAUSIUS.
- Inapplicable dans la région située au voisinage des points critiques.

2.5.6. Equation de Dieterici :

S’exprime par:

P(T,v)—(v_b) e (2.26)
P( )_ PRT e;l;
: _(l—pb) (2.27)
2
a=P V?e, b=VC et R=u
cc 2 2T

2.5.7. Equation de Wohl :
S’exprime par:

RT a c
P(T’V)z(v—b)_Tv(v—b) = (2.28)
2 3
P(T,p)=-LRL P__ 1P (2.20)

(-pb) T(1-pb) 17"

a=6P TV, b:Z" et c=4P V>T’

2.5.8. Equation de Berthelot Modifiée :

L’équation finale de la pression en fonction de la température et de la masse

volumique sous la forme :

PRT

P(T,p)= {1_[(22%}(1‘%}}}

(2.30)
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2.6. Les coordonnées du point critique- équations réduites :

Pour T>T¢, P diminue quand V augmente. Pour une valeur de P, correspond
une seule valeur de V qui est le volume réellement occupé par le gaz a cette

température et a cette pression.

Pour T<Tg, les isothermes présentent un minimum E et un maximum F.

A une valeur de P, peuvent correspondre 3 valeurs de volumes (3 racines). A
mesure de l'accroissement de la température, les 3 racines se confondent
fournissant un point d’inflexion sur l'isotherme correspondante ou la tangente est
parallele a 'axe des abscisses. Ce point est caractérisé par une pression critique Pg,

une température critique T¢ et un volume critique Vc.

Physiquement seules les branches BG et AH représentent des états stables
du fluide.

BG c’est I'état gazeux et AH c’est I'état liquide.

lig

/ Lig + gaz \ \.‘.‘_C_‘

v

E ( min)

Figure 2.4: représentation graphique de I'état du fluide pour le cas d’'un gaz réel
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Les états d’équilibres du fluide représentés par des portions AE et BF de
l'isotherme sont des états d’équilibre métastables.
AE : correspond au retard de la vaporisation.
BF : correspond au retard de la condensation.

La portion d’isotherme EMF n’est pas observable car elle est relative a des

états instables. P et V évoluent dans le méme sens.

a. Application pour I’équation de BERTHELOT:

Elle s’écrit:

[P+;y2](v—b):RT

1%

Ou bien :

Calculons les coordonnées du point critique C (PC, VC, TC) en fonction de (a, b et r).

RT a
L’équation caractéristique: P(7T,v)=—————
; e PV =y T
RT a
En point critique C : P. = < —— 2.31
S (A 230
Tangente horizontale enC:(a—PJ =0=> RI, = 2a3 (2.32)
oy (V.-b) LV
2
Point inflexion en C: 8}2 =0= R1, - = 3a4 (2.33)
v (V.-b) TV

Divisons I'équation (2.32) par I'équation (2.33), on obtient:
2

(Vc—b)=§Vc:> V.=3b (2.34)
Remplagons I'équation (2.34 ) dans I'équation (2.33), on obtient:
' :ii(2_35)
27 Rb
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Remplagons les équations (2.34) et (2.35) dans I'équation (2.16), on obtient:

P ==
27b

(2.36)

b. Calcul les constants a, b et R:

EnC,ona:

V.=3b
r-8_a
° 27Rb
P=—
27b

Ici nous avons trois équations a trois inconnues, la solution de ce systeme

donne :
a =3PV]T,
b ==
S PV (2.37)
R=— [
3T,

"

Les caractéristiques critiques de lair sont : Tc=132,6 K, Pc=37,7 10°Pa,
Vc=0.1173 L.

c. Equation réduite :

En remplacgant les constantes a, b et R dans I'équation de BERTHLOT :
On obtient :

2
p+“V@ff(v—§j=§BKZ: (2.38)
TV 3
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Divisons par Pc et Vc, ¢a donne :

2
LA LR RIS P
P TvrT J\v. 3) 3T

c

L’équation réduite de BERTHELOT sous la forme:

Cependant, a la suite d’expériences, BERTHELOT a trouvé une meilleure
représentation des résultats expérimentaux pour les gaz réels en dehors du point

critique, par I'’équation modifiée suivante :

16 1 1 32
2 L ]=220 2.41
[m 3 Wj((” 4) 9 (241)

L’équation (2.41) s’appelle Equation réduite modifiée de BERTHELOT, Avec
cette équation, les constantes a, b et R, auront pour valeurs dans I'équation de
BERTHELOT :

16

a==—PVT,
3

ot
4

L 2RV,
9 T

Il est a rappeler que I'équation réduite modifiee de BERTHELOT, a I'encontre
de celle de VAN DER WAALS, n’est pas applicable au point critique et en son
voisinage. Par ailleurs, I'équation réduite de BERTHELOT est plus précise que celle
de VAN DER WAALS. Elles servira en particulier pour les calculs des correction a

apporter aux grandeurs thermodynamiques des gaz parfaits.
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3.7. Equations de VIRIEL:

L’équation d’état relative a une mole de gaz réel peut étre représentée par un
développement du produit P.V/RT :

e Soit en fonction du volume v du gaz : v _ 1+£+£+£+ ................ (2.42)

rT v ov: v

e Soit en fonction de la pression P du gaz :P—; =14+AP+BP*+CP +... (2.43)
r

Ces deux équations P—TV:f(%j et P—;=f(P)portent le nom d’équations de
r r

VIRIEL.

Généralement s’en limitera aux trois premiers termes du développement. Il est

a noter que les coefficients 4, 4, B, B,C,C sont fonction de la température.

3.7.1. La fonction du volume v du gaz P—Z=f(lj :
r

|4
L’équation de Berthelot: P :L—LZ
(v—b) Tv

Ou bien :
p- RT _Lz

(v—b) Tv
Le développement de I'équation de Berthelot donne :
PV=RT+Pb—— 4 ab2 (2.44)

TV TV

Remplagons I'équation (2.16) dans (2.44), on trouve :

pr=RT- 4| BT __a 1,, ab 5 45
TV (v—b) Tv v

a RTbH b a
PV=RT———+ =RT| 1+ -
TV (v-b) ( (v-b) RTZVJ (2.46)
b b . . . 1
= D’apres la relation approchée ——~1-¢
V—-b ( bj 1+¢
V 1—;
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2
( b jz2(1+2jz2+b—z (2.47)
v=b) 7 7)Y

Remplagons (2.47) dans (2.46):

2
pr=rr[1+242 4 _prliv|p-—2 |1y L (248
v VP RTW RT* )V 7

PV=RT[1+A%+B%} (2.49)

Les coefficients de VIRIEL sontdonc: A= [b— R;Z j , B=b"

3.7.2. La fonction de la pression P du gaz %zf(P) :

L’équation de Berthelot:

P RT B a v I”T +b:7"T 1 +b 250
2 a P (2.50)
(v=b) Tv ps 4
"’ a
1+ 5
PTv
(S —

Or, d’apres la relation approchée : L ~l-¢

I+¢
Dot v="T]1- 4P |, rTf 4P bP) 56y
P PTv P PTv rT

En premiére approximation, PV’ ~ r°T?

V:RT - czP3 +bP jl: P 1 _ P L4 czP3 _bP (2.52)
P R°T° RT V. RT RT R°T° RT
aP bP
T S
R°T° RT
|
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Soit:

1Pl 9 p b plasy
vV RT| RT RT

En remplagant (2.53) dans (2.44), on obtient :

2 2
pr=rT-2L 1y 2 _p b plipp @P 1, 4 _p D p| (254
RT* | RT' " RT RT RT

En se limitant aux termes du second degré en P, on obtient :

aP a*P* abP? abP?
- + +bP+——(2.55
RT* RT° RT? R*T? ( )

PV=RT -

2 p2
Pr=RT+| b2 |ps 280 p 4P _prilp 4 |py 22 [p 2 |p*(2.56)
RT T RT RT RT " 2RT

PV=RT|1+——| b2 |ps+ 2% [ 9 |p*|(2.57)
RT\" RT RT*\" 2RT

Ou:
h— a
2
PY_|, RT P+ 22 [p-—9_|p*|(2.58)
RT RT R'T 2RT
Lidd =[1+4P+BP] (2.59)
RT
- b_RC;Z — 2
Les coefficients de VIRIEL sontdonc: A=|———|, B= 3a4 — >
RT R'T 2RT
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3.8. Facteur de compressibilité:

L’équation d’état des gaz réels peut également étre utilisée sous la forme trés
générale P.V =Z.R. T, Z est appelé coefficient ou facteur de compressibilite.

a
L'équation de Berthelot : (P+ 7 J(v—b)zRT
v

P+ _|v-b)=RT=PV-Pp+ o 2P
T TV T

- 7 =RT (2:60)

PV 2o a | ab ;46
RT RT RT°V RTV

Finalement :

Pb a ab
+ - T 21,2
RT RT°V RTV

(2.62)

3.9. Choix de I'’équation d'état :

Les différentes lois d'état ont été exposées. |l convient maintenant de choisir

laquelle nous allons utiliser dans notre modeéle.

Le tableau 2.2 représente une comparaison entre les valeurs expérimentales
de l'air et les résultats numériques obtenu par des séries de testes pour chaque
équation du gaz réel. Si on accepte une erreur inférieure a 5 %, ce qui est le cas
généralement pour les applications aérodynamiques, on peut étudier un écoulement
supersonique en utilisant les d’'un gaz réels, sila température T et la pression P bien
déterminées. Les conditions nécessaires pour obtenir une erreur inférieure a 5 %

présentées dans le tableau suivant :
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Tableau 2.2 : comparaison entre les valeurs expérimentales de lair et les

résultats numériques pour chaque équation du gaz réel.

1 Bar 10 Bar 100 Bar

Van der Waals 4 T>132,5K T> 300 K
Berthelot v v v
Dieterici T>170K  T>230K T> 440 K
Redlich Kwong v T>170 K T>270K
Beattie-Bridgeman v T>170 K T>298 K
Clausius T>201K T>489K Toujours > 5%
Wohl v T> 186 K T> 300 K
Berthelot modifiée v T> 166 K T>274 K

L'équation du Viriel, tronquée au deuxi€éme ou troisieme coefficient, ne traduit
pas suffisamment les effets observés a haute pression, elle n'est donc pas adaptée

a notre étude [1].

Les équations empiriques et semi-empiriques dites non analytiques sont
généralement plus précises mais nécessitent de connaitre un grand nombre de

constantes qui peuvent étre difficiles a obtenir dans la littérature.

Ainsi, notre choix se porte sur I'équation d'état analytique de Berthelot

requiére un nombre de parametres limité et peuvent étre résolue de maniere
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analytique tout en conduisant a une bonne estimation du comportement des gaz.
L’équation d'état de Berthelot ne nécessite que deux coefficients, aet b, disponibles

dans la littérature. [34].

3.10. Validation du choix de I’équation de Berthelot :

Nous venons de choisir la loi d'état de Berthelot pour son faible nombre de
coefficient et sa simplicité. Il convient donc de s'assurer de la validité des résultats
que donne cette loi, et aussi de vérifier les différences par rapport a la loi des gaz
parfaits pour le gaz retenu pour cette validation qui est dans notre étude I'air. On
compare, sur le Tableau , la masse volumique de l'air calculée avec la loi des gaz
parfaits et la loi de Berthelot, aux valeurs expérimentales d'une base de données
[17], sur le Tableau . On remarque que pour ces températures et ces pressions, les
gaz ne se comportent pas du tout comme des gaz parfait, et que la loi de Berthelot
donne des valeurs plus correctes de la masse volumique, I'analyse de ces résultats
sera bien détailler dans le quatrieme chapitre. La loi de Berthelot est donc utilisable

et justifiée

Dans le but de développer les relations des rapports thermodynamiques et
géomeétriques nécessaires, et d’étudier 'écoulement supersonique isentropique pour
un gaz réel (cas de I'air) en utilisant I'équation de Berthelot qui introduit les effets de
taille moléculaire et de la force intermoléculaire.Cette équation, plutét que les autres
équations d’états, est utilisée pour que des évaluations légérement meilleures des
effets de force intermoléculaire puissent étre obtenues. Cette derniére sera utilisé
pour développer un nouveau modéle mathématique pour déterminer les relations

thermodynamiques dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE 3 : Le modéle Mathématique pour un
Ecoulement Supersonique

3.1. Introduction:

Une large variété de problémes dans I'écoulement compressible a été résolue
sur I'hypothése que l'air se comporte comme gaz parfait. Cette hypothése est
justifiée, fourni la pression et la température ambiante d'intérét est petit et proche
atmosphérique. Cependant, que quand de l'air est soumis aux changements de I'état
aux pressions et aux températures loin enlevé d'atmosphérique, il cesse de se
conformer a la loi simple de gaz et présente d'autres propriétés non caractéristiques
d'un gaz parfait. En conséquence, des procédés d'écoulement dans lequel aérent
sous réserve de ces conditions extrémes peut étre prévu s'écarter du comportement
de gaz parfait. il est connu que qu'un tel écoulement sera produit dans des
souffleries hypersoniques et par le vol d'avions aux vitesses anémomeétriques
supersoniques élevees, par conséquent, la nature et I'ampleur de ce lieévre de départ

deviennent des considérations importantes en aérodynamique.

Les théories et les expériences classiques ont prouvé que des trois propriétés
de gaz réel, d'abord il pour montrer des caractéristiques a la différence de ceux d'un
gaz parfait. Ces propriétés peuvent étre classifieces en tant qu'imperfections
thermiques et caloriques. Les imperfections thermiques sous forme de forces
intermoléculaires et de taille moléculaire sont sensiblement manifestes a de basses
températures et a pressions. Les changements des capacités de chaleur deviennent
une imperfection calorique importante relativement a températures élevées. Des
circonstances dans lesquelles les effets de la dissociation moléculaire ou de
I'excitation électronique deviennent importants (les températures sensiblement au-
dessus de 3550 K) peuvent étre négligées pour le présent. Pour autant que des gaz
en équilibre soient concernés, il est habituellement suffisant d'expliquer la force
intermoléculaire et les effets de taille moléculaires avec des limites additionnelles

dans I'équation d'état. De méme, des changements des capacités de chaleur des
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molécules peuvent étre expliqués avec une fonction de la température dans les

expressions dans les chaleurs spécifiques.

Dans ce chapitre, des équations d'écoulement sont obtenues a l'aide de

I'équation d'état de Berthelot. Cette équation, plutét que Van der Waals', est utilisée

pour que des évaluations légerement meilleures des effets de force intermoléculaire

puissent étre obtenues. On le suppose que des imperfections caloriques peuvent

étre expliquées dans les expressions des chaleurs spécifiques.et donne les

équationsde I'onde de choc

3.2. Hypothéses de base :

I'air se comporte comme un gaz diatomique qui a :

- une constante universelle du gaz R=8.3145 J/(mol.K).

-une température caractéristique de vibration 9=3056 K.

-une masse molaire m=28.96 g/mol.

Les paramétres générateurs (pression et température génératrices) obéissent
a la loi des gaz réels, en exploitant I'équation de Berthelot qui introduit les
effets de taille moléculaire (covolume) et de la force intermoléculaire.
L’écoulement des gaz dans les différentes stations sont adiabatiques, c’est-a-
dire qu’il N’y a pas de perte de chaleur due a I'environnement.

Les conditions d’'un état stable existent au cours des opérations thermiques.
Ceci veut dire que les conditions ou procédés qui surviennent ne changent
pas avec le temps (pour des conditions géométriques données) durant la
combustion (régime stationnaire).

La force de frottement di a I'écoulement est négligeable mais la force
d’attraction intermoléculaire de Berthelot existe.

Les effets de transfert thermique par conduction, convexion ou rayonnement
sont négligeables.

Le fluide (air) est thermiquement et calorifiquement imparfait.

L’effet de joule Thomson est présent dans ce travail.

Toute hypothése supplémentaire sera dictée -si c'est nécessaire-durant les

prochaines analyses. Bien qu’il semble avoir eu beaucoup de suppositions
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simplificatrices, celles-ci sont toutes raisonnables et on peut s’attendre qu’elles

reflétent le véritable comportement de notre domaine d’étude assez précisément.

3.3. Configuration des équations :

Dans le but de développer les relations des rapports thermodynamiques et
géomeétriques nécessaires, et d’étudier 'écoulement supersonique isentropique pour
un gaz réel (cas de I'air) en utilisant I'équation de Berthelot qui introduit les effets de
taille moléculaire et de la force intermoléculaire.

L’équation de Berthelot elle s’écrit:

(P+Tav2](v—b)=RT (3.1)
Ou bien
RT a
P(T,v) (-5) T (3.2)
Connaissons: v:%
__PRT  _ap’
P(T,p)—(l_pb) T (3.3)

Avec:a=3 PV’ et b=
Avec : b est la constante de taille moléculaire.
a est la constante des forces intermoléculaire.

Pc, Vc : sont la pression et le volume critique.

3.3.1. L’équation de la conservation d’énergie :

L’équation d’énergie pour un écoulement adiabatique est [16] :
dH +VdV =0 (3.4)
dH =C,dT +(h+v)dP

D’autre part: (3.5)
dH=(8—HJ dT+(a—HJ 4P (3.6)
or ), opP ),
Avec:
(aﬂJ —heV (3.7)
OP ),
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3.3.2. Détermination la différentielle dP en fonction de dp lorsque la
température T sera constante :

La relation (3.6) s’écrit :dH =C, dT +CdP (3.8)

Avec: C,,:(a—Hj , et C:(a—HJ
orT ), oP );

PRT  ap’

(l—pb) T

La différentielle dP en fonction de dp lorsque la température T est constante donne :

dP:[RT2_2ap(1—2pb) }dp (3.9)
T(1-pb)

Remplagons I'équation (3.9) dans I'’équation (3.8), on obtient:

RT*-2ap(l-pb)
dH:CPdT+CdP:CPdT+[C.{ ap(l=p )Ndp

T(l—pb)2
Cr
Alors:
3ab*p*—6abp—RT*b+3a
CT(Tap): p pz 2
2Tpb-Tb p"-T
Donc:
dH =C,(T,p) a’T+CT(T,p)dp (3.10)

L’identification entre les relations (3.4) et (3.10) donne:
VdV =—dH =—C,(T,p) dT -C,(T,p)dp  (3.11)

3.3.3. Détermination la différentielle dp/p :

L’équation de Bernoulli donne :
VdV+d—P=O(3.12)
P

Par la multiplication et la division par dp, on trouve :
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VdV+[£j APy (3.13)
dp S=cte p

Connaissons que la célérité du son : C; :(Z;—PJ (3.14)
p S=cte

La relation (3.13) devient :

vav +c2 9L~ (3.15)
0

Remplagons I'équation (3.11) dans I'’équation (3.15), on obtient:

d
[-Co(T. p) dT—CT(T,p>dp]+C§7p=o (3.16)

Alors:
d_p:CP(T;p) d”CT(T;p)dp (3.17)
P Cs Cs

3.3.4. Détermination les paramétres thermodynamique pour les gaz
réels :

L’écoulement isentropique d'un gaz caractérisé par I'équation de Berthelot

peut étre étudié a I'aide de la différentielle de I'équation d'expansion isentropique :

du+dw=0 (3.18)
) ou ou
Sachant que: du:(_J a’v+(—j dT (3.19)
v )r oT ),
1 1
Ona:v=— =dv=—-dp (3.20)
P P

Remplagons I'équation (3.20) dans I'équation (3.19), on obtient:

du=(a—”j d[l){a—”j ar - (3.21)
o), \p oT ),

dw=Pdv=pd (lj (3.22)
P

Remplagons les équations (3.21) et (3.22) dans I'équation (3.18), on obtient:
du+dw:(a—uj .d 1 +(%j dT +pd 1 (3.23)
aV T p aT v p
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Avec: (a—uj =C, (3.24)
oT ),

L’effet de Joule-Thomson est donné par :

2
(a_”j =T(a—pj _p=T(a_pj _ﬂ+£(3_25)
av ), \er), or) 1-bp T

La différentielle de la pression est calculée a partir de I'équation (3.3) :

2
(a_pj =R_p+%(3_26)
or), l1-pb T

2ap’

- (3.27)

ov

L’équation devient: (8—u} =
T

Combinant les équations (3.24), (3.20) et (3.27) et substituant la valeur de p de
I'équation de Berthelot dans I'équation (3.23), on trouve :

c.dT~dp- RT jdp=0  (328)

p(1-bp
Maintenant I'expression de la différentielle de c, est donnée par :

(a_cj :T(a—pjj (3.29)
ov ; oT ,

La deuxieme dérivée de la pression par rapport a la température a masse volumique

constante est calculée en exploitant I'équation de Berthelot, donc :

2 2 2 2
(a_pzj - 222" donc: T(aizj - 2% (3.30)
oT , T oT ) T

Alors I'équation (3.29) s’écrit :

2
(acvj = 2% (3.31)
ov )y T
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L’intégration de I'équation (3.31) en utilisant la pression de I'équation d’état de

Berthelot nous donne :

(5] e

Donc :

¢ = I[—%)@v (3.33)
Avec v’ :?

¢ =c’+ 2”sz (3.34)

Ou ¢? est la fonction qui décrit la variation de c,, en fonction de la température,

et le deuxiéme terme représente I'effet de I'imperfection du gaz sur ¢, .

La fonction choisie pour c? est déterminée sous la considération de la

structure moléculaire et la gamme de température ou l'effet sur c, existe.

Pour un gaz diatomique la gamme de température est important a partir de la
température de liquéfaction jusqu'a quelque milles de degré Kelvin, dans ce cas (gaz
diatomique) le nombre de degré de liberté transrationnel et rotationnel est constant
alors que ¢ est varie en fonction de la température vibrationnelle. Pour ce fait la

fonction de ¢? peut-étre s’écrit comme suite :

7
cvozcvgp 1+(7/gp—1)(§] %
{l—e(TJ}

(3.35)

Le deuxieme terme dans les parenthéses, essentiellement le terme de Planck,

explique la contribution vibratoire de la chaleur spécifique a volume constant.
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La supposition est que les molécules du gaz se comportent comme les
oscillateurs harmoniques linéaires pour autant que les degrés de liberté vibrationnels

soient concernés.

3.3.4.1. L’état générateur :

Ca représente l'état dans la chambre de combustion ou la vitesse de

'écoulement est considérée comme étant nulle [13] et [14](V0 =0=>M :0), et les
propriétés de génératrice (T, p,,P,) sont des parametres générateurs. En d'autres

mots, T, est la température de combustion, P, est la pression de la chambre et p,

est la densité de combustion sous les conditions de la chambre.

T,etP, sont des paramétres liés a la conception de la chambre de combustion.la

détermination de p, sera obtenue par I'application de la méthode de dichotomie [9]

sur I'équation de Berthelot.

3.3.4.2. La forme intégrale de I’équation d’énergie pour I’équation de
Berthelot :

Une expression qui gouverne I'expansion isentropique dun gaz réel
diatomique peut s’obtenir maintenant par la substitution des équations (3.34) et
(3.35) dans I'équation (3.28) et on intégre de I'état génératrice a un état statique

donné on trouve:

cdT-%ap——RT__4,-0(3.36)
T p(1-bp)
Devisant cette équation par “T” on obtient :
dT a R

———dp-—————dp=0 (3.37
SR T R (3.37)

On integre I'équation (3.37) de I'état génératrice a un état statique donné on trouve:
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1-b
CV, ln[£J+RlnM—2a(£—&j +

0 p(1-bp,) rr

5 n
Rln +R| &€ 0_c

m ?(ﬁ)_lﬂm_lj

La relation (3.38) représente la forme intégrale de I'équation d’énergie d’'une

détente isentropique caractérisé par I'équation de Berthelot on prend en

considération le comportement vibratoire des molécules.

3.3.5. Détermination du nombre de Mach :

Dans le but de déterminer la fonction du nombre de Mach il est nécessaire de
trouver la vitesse de I'écoulement ainsi la célérité du son. Ces deux quantités
peuvent étre trouvées en utilisant I'équation d’énergie pour un écoulement
adiabatique [16] :

du+d(pv)+VdV:(a—uj d(l}(a—”j dT+d(£j+VdV:0 (3.39)
Vir \P or )y P

3.3.5.1. Calcul de la vitesse :

Substituant les équations de Berthelot, (3.27), (3.34) et (3.35) dans I'équation
(3.39) et on intégre de I'état génératrice a un état statique (température et la masse
volumique donné on trouve:

Finalement la fonction de vitesse sera :

VAT, p)=2{c, (T,~T)+R0O - +4a[£—&j+{&—£j (3.40)
“ r 1 Py P

Ou bien :

D’aprés I'équation (3.11),on a :
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VdV =—dH =—C,(T, p) dT —C,(T, p)dp

Substituant I'équation (3.11) entre [I'état génératrice (0) a un état statique
quelconque (1) donné par (T4, P4, p1 et V1), on trouve:

T P
V' ==2[ C.(T,p)|,_, dT-2[ C,(T,p)|,_, dp(3.41)

Ty Po
Alors, on peut calculer la vitesse par deux méthodes, la premiére méthode est une
méthode explicit et simple présentée par I'équation (3.40), ou bien par la méthode
intégrale présentée par I'équation (3.41), le test numérique montre que les deux

méthodes donnent exactement les mémes résultats.

3.3.5.2. Détermination de la célérité du son:

La célérité du son correspondante est déterminée par la substitution des

équations de Berthelot, (3.34), (3.35) et (3.36) dans I'’équation générale est donne :

a*(T, p) = Sl N ~(3.42)
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3.3.5.3. Le nombre de Mach :
Combinant (3.40) et (3.42) on trouve I'équation du nombre du Mach suivante :

M(T,p)=2 I=e

(3.43)

Si on considére qued, b, et a sont nuls ; on obtient 'équation suivante :

i

Dans ce cas, le rapport des températures devient :

~1 -l
T _[1:72 " | (3.45)
T, 2
Ces relations (3.44) et (3.45) sont les équations qui caractérisent exactement le
nombre de mach (cas de détente), et le rapport des températures pour un gaz

parfait [13] et [15].

Donc I'équation (3.43) pour un gaz réel, représente la forme générale du nombre de
Mach (calorifiquement et thermiquement imparfait).
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3.3.6. La chaleur spécifique a volume constantec, (7', p)

La chaleur spécifique a volume constante est obtenue en substituant les équations

(3.35) dans I'équation (3.34), pour qu’on trouve la relation suivante :

e(gj 2ap

2 + 2
l—e(i)J RT

(3.46)

T

e (T.p)=c, {1+ (7, ~1) (ﬁj (

On remarque clairement que la chaleur spécifique a volume constante est
indépendante de l'effet de covolume b, et que les paramétres qui linfluent sont
seulement les forces d’attraction intermoléculaires et le comportement vibratoire.
Si c’est deux parameétres sont nulles il est aussi clair qu’en revenant a I'étatd’'un gaz
thermiquement et calorifiquement parfait c’est-a-dire

¢, T, p)=¢, g
Si les forces d’attraction intermoléculaires sont nulles (a =0) ¢a va nous revenir au
cas d'un gaz thermiquement parfait mais calorifiquement imparfait ou la chaleur
spécifique a volume constante ne dépend que de la température et le paramétre de
comportement vibratoire 6[36] et [37](ce qu'on appelle le modéle HT ou bien gaz

parfait a haute température) :

CV(T»P) =Cy(ep) 1+ (y(gp) _1)(_

3.3.7. La chaleur spécifique a pression constante ¢ (7', p)
La chaleur spécifique a pression constante est par définition donnée par la relation

i),
or ),

c,(T,p)=c,(T,p) NEAE (3.48)
%),

suivante [8]:
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On rappelle I'équation de Berthelot en termes de volume :

_RT _a
P v—b TV
Donc :
p 2—bp+ ap
3 AN 2ap 1-bp 2RT?
CP(T:p)_Cp(gp) 1+ 7(gp) T2 0 2+RT2 1+ 1 _de (349)
Y
l-e (1—bp)2 RT?

Si on considére que#, b, et a sont nuls ; en revenant a I'état d’'un gaz parfait :

3.3.8. Rapport des chaleurs spécifiques »
Notre domaine d’étude est limité dans le régime supersonique pour un nombre de

Mach M e [1.0,6.0] .Le rapport des chaleurs spécifiques donne la relation suivante:

y(T,

p)

C

_@T.p)
c,(T,p)

(3.50)

Ce rapport des chaleurs spécifique est obtenu en devisant I'équation (2.71) par

I'équation (2.67) :

P) (Z—prr ap ]
1 Jan (0 et 2ap), \1-bp 2RT?
Yy |\T o RT? 1 2ap
I-ef (1-bp)’ RT?
Y(T.P) =) 7 (3.51)
6\ e 2ap
1+(7(gp) _1)(].,2j 0 2 + RTZ
I—e”
Cas de Iair: y,=1402, R=287.0 [J/Kg K], C, :il, a=117.2666 | Pas. m® |

i

h=1.07334.10" [m3] . 0=3056 K

3.4. Calcul numérique des rapports thermodynamiques

Pour calculer les rapports il faut d’abord trouver les paramétres thermodynamiques

d’état dans une section donnée (T,P,p), et les deviser par les parameétres
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générateurs (TO,pO,PO) respectivement. La détermination des parametres (7,P,p)

sera possible en résolvant le systeme d’équation algébrique non linéaire formé par
les équations (3.3), (3.38) et (3.43) :

9
[eTO—lJ g
1-b ;
cV1n(1]+R1nM—2a[£—ﬂJ+R1n—+R 0 e 0 e |,
’ T, ,O(l—bpo) T ( T

M? -2 —£ =0
b, ap
(72 )(1—bp+RT2j 1 2ap
(1-bp) RT’
4
0\ el 2ap
1 (7 1) (Tj o\ " RT?
-
PRT ap’
- - =0
P 0Tep) T
(3.52)

Ces trois équations composent un systeme d’équation fortement non linéaire ou la
solution analytique est impossible a trouver. Les phénoménes non linéaires sont
extrémement courants en pratique. lls sont sans doute plus fréquents que les
phénomeénes linéaires. Dans ce cas, nous examinons les systémes non linéaires et
nous montrons comment les résoudre a l'aide d'une suite de probléemes linéaires,

auxquels on peut appliquer diverses techniques.

Le probleme consiste a trouver le vecteur [T , P, P ]vérifiant les 3 équations non

linéaires suivantes:
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fe(T,p,P)=0
Ju (T, p,P) =0 353
fB (T,p,P) =0
Ou f., f, et fysont des fonctions de trois variables que nous supposons

différentiableset référent respectivement aux équations (3.3) et (3.38), (3.43).

Contrairement aux systémes linéaires, il n'y a pas de condition simple associée aux
systemes non linéaires qui permette d'assurer I'existence et l'unicité de la solution.
Le plus souvent, il existe plusieurs solutions possibles et seul le contexte indique

laquelle est la bonne [9].

Les méthodes de résolution des systémes non linéaires sont nombreuses.
Notamment, nous ne présentons que la méthode la plus importante et la plus utilisée
en pratique, soit la méthode de Newton[9] et [35].

3.4.1. La méthode de Newton

L'application de cette méthode a un systéme de deux équations non linéaires est
suffisante pour illustrer le cas général [35].

Considérons donc le systéme:

{fE(Tap):O
fM(Tap):O

Soit [T, p, |, une approximation initiale de la solution de ce systeme.

Cette approximation initiale, est cruciale et doit toujours étre choisie avec soin. Le

but de ce qui suit est de déterminer les pas[dT,dp]| a [T,,p, |de telle sorte que:

{fE(T,- +dT,p,+dp)=0

[ (T +dT, p,+dp) =03

Pour déterminer[dT,dp] il suffit maintenant de faire un développement de Taylor en

deux variables pour chacune des deux fonctions [35]:
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0= fy(Top)+ 2% I £ (1, pyar + 25 2l U

(3.55)
0= £, (T, p)+ fM( T, p)dT + fM( T.p)dp+...

Dans les relations précédentes, les pointillés désignent des termes d'ordre supérieur
ou égal a deux et faisant intervenir les dérivées partielles d'ordre correspondant.

Pour déterminer [dT,d p] il suffit de négliger les termes d'ordre supérieur et d'écrire:

GfE T (T, p)dT + ’E(T,,mdp— f(Tp)

fM L ] (3.56)
or ToPT+= 2T p)dp =1 (T, )

Ou encore sous forme matricielle :

fE fE
o7 &P ( L. po) [dT]:_(fE(Tppi)

o o)L, (T,-,p,->j(3'57’

fM( an(

,:pl)

Ce systeme linéaire s'écrit, également sous une forme plus compacte[9] et [35]:

J(T,, p,)Ak ==R(T,, p,) (3.58)

Ou J(T,, p,)désigne la matrice des dérivées partielles ou matrice jacobienne évaluée
au point (7,,p,), ou Ak est le vecteur des corrections relatives a chaque variable(
AE=[AT,Ap]) et ol —-R(T,,p,)est le vecteur résidu évalué en (7,,p). Le

déterminant de la matrice jacobienne est appelé le jacobien.

Le jacobien doit bien entendu étre différent de 0 pour que la matrice jacobienne soit
T.,=T+AT

i+1

(3.59)
w=ptAp

inversible. On pose ensuite: {

Qui est la nouvelle approximation de la solution du systéme non linéaire. On
cherchera par la suite a corriger(T,,,, p,,,) d'une nouvelle quantité Ak , et ce jusqu'a

la convergence. Pour en arriver a I'algorithme général suivant :
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3.4.2. Algorithme de la méthode de Newton appliquée aux systéemes
1. Etant donné ¢, un critére d'arrét.

2. Etant donné N, le nombre maximal d'itérations.
3. Etant donnék =[T,, p] une approximation initiale de la solution du
systeme
4. Résoudre le systéme linéaire: J(T,, p,)Ak = -R[T,, p,] et poser:
T =T +AT
{pm =p+Ap
5.8i|T, =T, .|+|p, - pin]|<e et HE 7., p ]Hég

« convergence atteinte
- écrire la solution
. arrét
6./ regois i+1 et retour a I'étape 4
7.Si le nombre maximal d'itérations N est atteint:
« convergence non atteinte en N itérations.

- arrét.

3.4.3. Le choix de la solution initial :

La convergence de la méthode de Newton dépend directement de
I'approximation initial (7, p,) de la solution [35], un mauvais choix de (7, p, ) causera

une divergence, pour cela on va initialiser la solution en utilisant les parameétres

thermodynamiques d’un gaz parfait par la suite on verra si ce choix est justifié.

Notre étude est focalisé sur la détente isentropique unidimensionnelle, 'écoulement

dans ce cas est considéré comme supersonique (1<M<6 ). On va varier le nombre

de mach définie dans I'’équation f,, dans ce domaine est pour chaque valeur de M

on calcule les parameétres initiaux (celles du gaz parfait) on appliquant les lois
suivantes [13] et [25]:

-1 T

_1 =
i: l+7/gp—_1M2 ,&: l+7/gp_1M2 ;/g”_l’i: 1+7/gp_1M2 Tep~1
T 2 Po 2 P, 2

(3.60)
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3.5. Détermination des parametres critiques :

Les parameétres critiques [T*,p*,P*] représentent les propriétés

thermodynamiques au niveau du col (M=1). Pour les déterminer il suffit de résoudre
le systeme (I) par la méthode de Newton prenant en compte le nombre du mach

critique (M=1).

3.6. Détermination la différentielle dp/p :

L’équation de d’énergie :

VdV+d—P: 0 (3.61)
P
La multiplication et la division par dp donne :
Vdv{d—PJ ar _y (3.62)
dp S=cte p
: oy , [ dP
Connaissons que la célérité du son : Cj :(d—J (3.63)
p S=cte

La relation (3.62) devient :

vav +c2 4L —g (3.64)
0

Remplagons I'équation (3.11) dans I'équation (3.64) on obtient:

[C,(T, p) dT —C,(T, p)d p]+ C2 2L 0 (3.65)
o

Alors:

dp _C,(T,p) C.(T,p)
P _ 2Pl gr =Py (3.66)

P Cs Cs
3.7. Détermination de rapport des sections d’un écoulement

D’aprés I'équation de conservation de la masse on a :

pV A=cte (3.67)
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log(p V 4)=log(cte)
La différentielle de la relation (3.67) donne:
dp dV dA

——+—+—=0 (3.68)

p VA

Dans ce cas :

ﬁ:_(d_erd_Vj (3.69)
A p vV

D’apreés la relation (3.64), on peut écrire :

vav =292 (3.70)
P

Divisons la relation (3.70) par V?on obtient :

2
Vd2V=_C_§d_p _4ar__ lzd_/’ (3.71)
% Vi op v M? p

Remplagons I'équation (3.71) dans I'équation (3.69) on obtient:

d—Az(l_szd—p(&?z)

A M* ) p

Donc :

j[ =0 1-MT.p)
LJ[ Ve (T,p) T p)j ar+ J.( (T,p) CT(T,,O)j dp}

Alors:

- e
4 =Exp[jFAT(T,p) dT + jFAp(T,p)dpJ(3.73)
T P

A
Avec :

_M(T,p)-1 M (T,p)-1
Fa (T p) == = G p) U4, (T p) = =5 =i . Cr(T )

3.8. Détermination de I’expression du débit massique critique

Le débit massique traversant une section A est donné par [25]:

m :Jp Veosadd (3.74)
A
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a : Estl'angle que fait le vecteur de vitesse avec la normale a la section A. Si

nous divisons la relation (3.29) par la quantitéA*poao, pour rendre le calcul non

dimensionnel, nous aurons :

n__[£ iMcosaﬂ (3.75)
A.pyay Py 4 4.

Sachant que le débit critique est constant, on peut le calculer au niveau du col de la
tuyére. A cette section on p=p*, A=Ax, a=ax, M=1 et o =0 (écoulement horizontal).
Donc, notre relation se réduit a une relation plus simple:

P2 (3.76)
A.pyay Py 4

Finalement :
2
a R
. ”*m(w*le
RT.p.  2ap. . 2 (1-bp.)
(l_bp*)z T*
L
0 e’ 2ap.
vy 1+(7/gp_1)(T*2J 0 2+RT*2
1-e”
mo (3.77)
A*pOaO 3 d R ’
. P Ty 5+
RTyp, _ 2dpy° 7, (1-bpy)
(l—bp0)2 Ty
9
0 el 2ap,
cvgp 1+()/gl7 _1)(7102j 0 2 + RTO2
1—e

3.9. Erreur entre le modeéle du gaz réel et les modéles GP et HT :

Pour faire une comparaison entre ce modele et les modéles du gaz parfait ou haute
température, on rappelle les relations thermodynamiques isentropiques d’'un gaz
parfait ou bien les relations thermodynamiques correspond le modéle haute

température, le tableau 3.1 illustre ces relations.
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Tableau 3.1 : les équations thermodynamiques des modéles GP et HT.

Rapports Gaz thermiquement et Gaz thermiquement parfait et

calorifiquement Parfait GP calorifiquement Imparfait HT

y=1.402 y= variable
M : variable Principale T : variable Principale
Température T {1+7__1M2} Résolution de I'équation / T :
g M*(T)-a*(T)-2H(T)=0
-1 T
M Volumique £ S P Cp(T)
asse oumlquepo [1+7TM2}7 I j{y(T)'rT dT
Pression - y=1 T p . T
Po e o T,
] A y+1 T
Section — 1| 2 y—1 2r-1) {CP(T)}dT
4 H[ﬁ(”TMZH o} 17T
-y i +1 A
Débit —" _2771 AN
A.poay |:7/—+1} . Po Gy A.
2
Vitesse du son a Jyr-T y(T)-r-T
Enthalpie H C (T-T, t
P TR J¢,(r-1)
T
Nombre de Mach M Variable principale 2-H(T)
a(T)
. 14 T T
Vitesse — M |= M /(1) 1T
" L y(%) T,

Pour les gaz parfaits GP:

y= 1.402
CP=1001.28932 J/(Kg K)
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Pour les gaz a haute température HT:

C,(T)=a,+T(a,+T(a,+T(a, +T(as+T(ag+T(a,+T(a;+T(ay +T(a,)))))))) (3.78)

Les coefficients ai (i=1, 2... 10) sont présentées dans le tableau suivant:

Tableau 3.2 : Les coefficients polynémiaux du Cp.

I ai; i aij

1 1001.1058 6 3.067736 1072

2 4.0661289 10 7 -1.3509355 10°"°

3 | -6.3376997 10™ 8 3.472262 107"

4 2.7474759 10° 9 -4.8467531 102

5 | -4.0338459 107 10 2.8411878 10
2 (T)= CCTL (3.79)

3.9.1. Erreur du modeéle gaz parfait :

Le modéle mathématique d’'un gaz parfait est développé sur la base de CP la
chaleur spécifique et le rapport y constantes, ce qui donne des résultats acceptables
pour des faibles températures et pressions. Selon cette étude, nous pouvons
remarquer une différence sur les résultats donnés entre le modéle du gaz parfait et
notre modele. L'erreur donnée par le modéle PG par rapport a notre modéle RG
(gaz réel) peut étre calculé pour chaque paramétre. Donc, pour chaque valeur (P,

To, M), I'erreur de € peut étre évaluée par la relation suivante:

Parameter p; (PO,TO,M)

P (%) =|1- x 100
Parameter Parameter RG(R) ’ T() ,M) (380)

pour l'application aérodynamique, l'erreur doit étre inférieure a 5%.
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3.9.2. Erreur du modéle haute température :

Les résultats obtenus par le modéle a haute température HT, sont valables a sous
I'hnypothése de l'imperfection calorique du gaz, c.-a-d., les chaleurs spécifiques Cp et
Cy varient avec la température, et qui donne une erreur considérable a haute
pression, par contre, notre modéle RG basé sur les hypothéses de un gaz
thermiquement et calorifiquement imparfait, donc, des nouvelles expressions d'un
gaz réel sont développées, variée avec la température et la masse volumique,
corrigent le modéle HT, surtout a haute pression et donne une erreur considérable a
haute pression. Alors, pour chaque valeur (Po, To, M), l'erreur de € peut étre évaluée

par la relation suivante:

Parameter (PO,TO,M)

P (%) =|1- x 100
Parameter Parameter RG(R) ’ T() ,M) (381 )

3.10. Les équations pour les ondes de choc normales :

Pour I'écoulement a travers une onde de choc, les équations générales prennent la
forme de cette section, avec "1" désignant la face amont de I'onde de choc et "2"
désignant la face aval, duquel la surface S, peut étre estimée égale a celle de la face
amont Sq. La pression, la masse volumique , la température, le nombre de Mach, la
vitesse, la pression totale et la température totale sur la face 1 sont respectivement
P41, p1, T4, My, U4, Po1 et Toq. Les variables correspondantes dans la région 2 sont

notées Py, p2, T2, M2, Uz, Po2 et Too.

P1 P:

Given condition T Unknown condition
ahead of the pl 2 behind the shock

shock wave 71 p: wave
Vi V2

 ——— $
@ Mi> 1 M:<1 @

Normal shock

Figure 3.1 schéma d'une onde de choc normale
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Appliquer la forme intégrale des équations de conservation a ce volume de contréle,
On peut observer trois faits physiques importants sur I'écoulementa partir de la figure
1: 'écoulement est stable et adiabatique, et il n'y a pas de forces du corps. Pour
relier les propriétés du fluide sur les deux cétés d'une onde de choc normale, il est
pratique, I'équation d'énergie, a travers les deux coter d'onde de choc. L'expression

résultante est:

B(T.p) KT.p),
2 2

o (1, T)+ RO . £_A ﬁ_i]:o(s.sz)

(1_;:1] (l_em} “[T Tl]-[,)l P

Les équations de continuité et la conservation de quantité de mouvement doit étre
également satisfaites a travers l'onde. Ces exigences peuvent étre exprimées

analytiquement sous les formes suivantes [1], [2]:

IPV-dA = pVi-p V=0 (3.83)
Y

et [3], [11]

[erPat=—[Pat= a1 -p, B+R-B=0(3.84)
A A

Les équations (3.82) a (3.84) fourni les informations supplémentaires nécessaires

pour déterminer le débit a travers une onde de choc normale
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3.11. entropie:

L'équation de la chaleur pour un gaz réel est donné par [10], [14]:
00 = CvdT +1dv (3.85)

ou le coefficient de Clapeyron est donnée par [17]:

o
I=T (gj (3.86)

De I'équation d'état de Berthelot (1):

[@Pl: R .« (3.87)

8_T v—b T2v2

L'équation d'entropie est donné par [11/10]:

_9%9
ds == (3.88)

En combinant les équations (3.85) et (3.88) donne I'équation suivante pour
I'entropie:

dT R a
SZJ.CV?‘FJ-[E‘FTzvzjdV (3.89)
La relation entre le volume V et la masse volumique p est la suivante:
v=L (3.90)
P

En substituant I'équation (17) pour I'état en amont (1) donnée par (T4, P+, p1, My)
et I'état d'aval (2) par (T2, P2, p2, My):

L

Py

AS_5=8 _ [l GT.p) 1 a

== 1_‘[( e de+_[[p(pb—l) RT2]L¢'P(3.91)
Al

Ul

Ou
) P2
AS
o= [Fgar+ [ £y ap (3.92)
T P
C(T, 1
FST(T»P)ZM et FSp(T»P)Zm—#
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D'apres l'équation (3.91) S, - S1> 0 pour une onde de choc normale. Par
conseéquent cette équation (3.91) indique que Py,<PgiLa pression totale diminue a
travers I'onde de choc.

3.12. Procédure de calcul :

3.12.1. Les parametres en aval du choc:

Aprés avoir fixé les valeurs (Po, To) de la pression génératrice et de la température,
on peut calculer la masse volumique génératrice pp en utilisant la méthode de
dichotomie [15] a partir de l'équation d'état de Berthelot. Ensuite, les rapports
thermodynamiques peuvent étre calculés numeériguement en résolvant le systeme
d'équations algébriques non linéaires. Le calcul est effectué en utilisant I'algorithme
de Newton [16] avec une dérivation numérique a partir des équations précédentes.
Une fois ces parametres statiques sont déterminés, les rapports thermodynamiques
peuvent étre calculés en divisant ces paramétres statiques par les parametres
génératrices.

Les paramétres en aval du choc peuvent étre déterminés en résolvant le
systeme d'équations algébriques non linéaires formés par I'équation d'énergie (3.82),
I'équation de continuité (3.83) et I'équation de quantité de mouvement (3.84). Le
calcul est effectué en utilisant l'algorithme de Newton [16] avec une dérivation
numérique des équations (3.82), (3.83) et (3.84). Cela se fait d'abord avec la
température, et deuxiemement avec la masse volumique, en plagant les parameétres
aval d'un gaz parfait en tant que vecteur initial pour le démarrage du calcul. Pour cet
algorithme, la dérivation se fait avec un pas de calcul égale a 10°. Une fois que ces
parameétres statiques sont déterminés, le calcul des rapports thermodynamique avec
une précision de € = 10° peut étre réalisée en divisant ces paramétres par les
parameétres statiques amont du choc pour trouver les rapports de température T, / T4,
la pression Py / P4.
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3.12.2. entropie :

La détermination de I'entropie est donné par I'équation (3.92), ce qui nécessite
l'intégration numérique des fonctions Fst (T, p) dans l'intervalle [T4, T2] et Fsp, (T, p)
dans l'intervalle [p1, p2]. Notez que les fonctions Fst (T, p) et Fs, (T, p) dépendent

des paramétres Ty et po.

Pour avoir une idée générale sur les variations de chacune des deux fonctions
précédentes, avant de prendre une décision sur le choix de la méthode d'intégration,
((les courbes de variation sont tracées Figure 2 et 3)) On peut conclure que l'intégration
avec une étape constante nécessite une trés forte discrétisation On peut conclure
que l'intégration avec une étape constante nécessite une trés forte discrétisation
pour obtenir une bonne précision pour des variations trés rapides aux extrémités
gauches de chaque intervalle (T = T1) et (p = p1).Le Tragage de ces fonctions sont
choisi pour Ty = 3000Ket Ms = 6.00(extrémement supersonique). Et notez que les
fonctions Fsr (T,0) et Fso(T,0) donner un Inclinaison tres forte au voisinage de la
température T1 et la masse volumique p1, respectivement.La condensation des
nceuds est nécessaire adjacente a T1 et p1 pour ces fonctions. Le but de cette
condensation est de calculer la valeur de l'intégrale avec une trés grande précision

en peu de temps, par minimiser le nombre de nceuds de la méthode d'intégration.

AT1 FsT*103

T2

T T T T T
500 1000 1500 2000 2500
Temperature (K )

Figure 3.2 Variation de la Fst de fonction (T, p) dans l'intervalle [T+, T,] par rapport a
T
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5
Fsp P2
104
15

-20

-25

1/ P1

-30 T T T T
0,04 0,08 0,12 0,16 0,20

Density p ( Kg /m3 )

Figure 3.3 La variation de la fonction Fsp (T, p) dans l'intervalle [p1, p2] par rapport p

La méthode d'intégration retenue est celle de Simpson [4], [15], pour le calcul
numérique des intégrales de fonctions Fst (T, p) et FSp (T, p) dans I'équation (3.92).

La fonction de condensation est donnée par [2], [10]:

tanh[b2.(l—z,-)]
Si:bl.zi+(1—b1).{l—taml(bz)] (3.93)

Oou:

Aprés détermination de la fonction de condensation, les distributions de

température et de densité peuvent étre déterminées a partir de:

T,=S8(Tp - T )+ T (3.95)

p1=5:(pppo)+ P (3.96)
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Le Tp de température correspond a T, en fonction du Fst de fonction (T, p) et Tg
correspond a T1. La pq densité correspond a p, de la fonction Fs, (T, p), et la densité
pg correspond a p¢. Si une valeur de by est adopté proche de zéro (b1 = 0,1) et by =
2,0, les noeuds peuvent étre condensés a l'extrémité gauche de l'intervalle Tq. Et
lorsque les valeurs de b4 sont prises prés de 2,0 (par exemple by = 1,9), les noeuds
peuvent étre condensés par l'extrémité droite. Pour deux sous-intervalles de la

méme longueur, by = 1,0.

La figure 4 montre la répartition des noeuds en fonction des valeurs de by. On
notera que l'intérét est ici de condenser les noeuds sur le cété gauche (T4, p1) pour la

variation dans les fonctions Fsr (T, p) et Fsp (T, p).

b=0.1 ,5322.0 LT R T e B B S TR T I
bF].() , b2:2-0 T( 4

bel9 b=20 Tt T e

Figure3.4 Représentation de condensation de noeud

3.13. Les parameétres génératrices apreés le choc :

Lorsque I'entropie a été calculée, les conditions de génératrice en aval peut étre
trouvée en résolvant le systéme d'équations algébriques non linéaires formés par,
I'équation du nombre de Mach et I'équation d'entropie. Le calcul est effectué en
utilisant I'algorithme de Newton [16] avec une dérivation numérique de ces équations
, d'abord avec la température, et la seconde avec la masse volumique. En réglant les
paramétres de I'espéce de génératrice en aval de celle d'un gaz parfait en tant que
vecteur initial, la dérivation est effectuée par une étape de calcul égal a 06/10. Une
fois que ces parameétres sont déterminés de stagnation, le calcul des rapport
thermodynamique peut étre réalisée avec une précision de € = 10-8. Ces parametres
génératrice peuvent étre divisés par les parametres génératriceen amont pour

trouver les rapports génératrice.
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3.14. Les équations de choc normale [1], [17]:

a2 12IME (3 ge
yM? [y -1/2]

p_ (r+)M?  (3.9g)
P 2+(7_1)M12

Boi 2 (mp)  (3.99)

A y+1
%{lﬁ—y(w—l)ﬂw} (3.100)
1 y+1 (}/+1)M1

a
AS_S =S LV Cn2 (3.101)
R P

1

Koo ssym (3.102)

3.15. Détermination de I'équation des gaz parfaits a partir
le modéle des gaz réel :

Nos équations et théorie basée sur le gaz réel représente la forme générale
du calcul de débit supersonique et valable pour n'importe quel domaine de champ
(haute ou basse pression ou température) et tous les modéles précédents ou des
ceuvres est devenu un cas spécial dans notre modéle, bien sir, notre modéle basé
sur la théorie des gaz réel, mais conduit a corriger toutes les piéces précédentes,

c'est notre objectif, nous allons prendre I'entropie comme exemple:

A partir de l'équation de la chaleutr: 5Q =C,dT +ldv=C,dT +T (g—?} dv; on trouve :
v

T,

P2
S C, (T, 1
Modéle RG : I équation (3.92) S — j[%}dﬂ f[/)(pb_l) — ] dp

L P

A partir de références le modéle PG donnée par I'équation (3.101) :
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ya
gzﬁzln 5L yfl_mﬁ
R R

A partir de I'équation (20) :

T

P2
AS 1 C(T,p) 1 _a
?"j( RT de+J(p(pb—l) RT2Jdp
P

I

Pour extraire I'équation (3.101) a partir de I'équation (3.92), nous avons d'autres de

cette fagon:

Gaz parfait pour: a = constante de forces intermoléculaires =0 et b = constante de

taille moléculaire =0 et CV =constante

T

P ) P
AS [ Cu(T,p) 1 a (S ), (L
?_M RT JdT+J[p(pb—l) Rﬁ]d’)_ﬂRT)dT I[p]dp

I P P

I P2
zj[g]d_T_J@ ool S
1

R)r Jp RO L op
h P
e 114 . . P C, 1
d'aprés I'équation des gaz parfait : P=pRT—= p=—— and L =——
RT R y-1

as__ 1 lnﬁ—lnﬂzL Znﬁ— In 5 +In i
R y-1 % R/ y-1 T | |A L,

= L+1 Zn&—ln 5 :Lln&—ln 5
y-1 n o\R) y-1 1 A
4

-1
A—S:ln Lt ln& comme ['equation (3.101)
R\T A

De tous nos équations nous pouvons trouver des équations du modéle du gaz
parfait, pour que nous avons dit avant ce modele perpresnte la forme générale de

I'écoulement supersonique calcul.

Dans ce chapitre, on présente dune maniere détaillée les relations
thermodynamiques et géométriques lorsque l'on tient compte de les paramétres
génératrices et l'imperfection thermique et calorique, nous présentons aussi la

technique numérique de newton pour résoudre un systéeme d’équation non linéaire
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formé par trois équations. Ces parameétres thermodynamiques et géométriques sera
employées pour élaborer et développer une nouvelle modéle numérique pour

calculer les ondes de chocs.
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Chapitre 4 : Résultats et Commentaire

Introduction :
Dans ce chapitre en va discuter sur les résultats des simulations des

équations de troisieme chapitre et donne une conclusion générale sur les résultats
obtenus [11].

4.1. Résultats pour les caractéristiques d’un gaz réel :

La figure 4.1 représente la variation de la masse volumique génératrice ppoen
fonction de la température génératrice Tocalculée pour défirent pression génératrice
par la méthode de dichotomie. On remarque que la masse volumique diminué si Ty
augmente. et augment si  Ppaugment. Et on remarque que la résultat des GR
s’éloignent par apport des GP et I'expérimentale pour des faible valeur de Tjet
s’approche pour des grand valeur de Ty et pour les grand pression cette déférence
augment. Cette déférence montre que leffet de taille moléculaire et force

intermoléculaire liée par I'équation de Berthelot.

3,50 40
3181 ——RG P, =10 Bar RG
20 PO =1Bar PG 35 0 —— PG
80 * . b .
re (a) Expérimentale 0] (b) Expérimentale
o e
£ 510] E25
> (=)
X 4757 .
o =
140 & i
154
1,054
104
0,70+ a
0,35 5]
L L L L
0,00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ . . :
300 600 900 1200 1500 1800 2100 2400 2700 300C 300 600 900 1200 1500 1800 2100 2400 2700 3000
Temperature T (K) Temperature T (K)
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Po=100Bar |—® RG
300 —— PG
(e) Expérimentale

I I I 3 XYYy
300 600 900 1200 1500 1800 2100 2400 2700 3000

Temperature T,(K)

Figure 4.1: Variation de la masse volumique génératrice po

La figure 4.2 représente la variation de l'erreur relative en pourcentage
donnée par la masse volumique génératrice poet pour quelques valeurs de la
pression génératrice Py du modéle GR au modele GP en fonction de la température
génératrice To On remarque que l'erreur dépend des valeurs de T, et Peet elle
augmente si Ppaugmente ce qui monter les effets de taille moléculaire a et de la
force intermoléculaire ¢ dans I'équation de Berthelot. Si un auteur accepte une erreur

supérieure a 5%, il peut utiliser le modéle GP dans un intervalle de Pyet Tomodéré.

25 —e— Erreur pour p=1 Bar
—e— Erreur pour p=10 Bar
Erreur pour p=100 Bar

Erreurde p (%)
- - N
o )] o
1 1 1

(&)
1

T T T T
500 1000 1500 2000 2500 3000
Temperature Tq (K)

Figure 4.2 : Variation de I'erreur relative de po en fonction de Ty

La figure 4.3 représentation la variation du facteur de compressibilité Z du
modele gaz réel (modéle de Berthelot) en fonction de la température génératrice Ty,
et quelques valeurs de la pression génératrice Po. On remarque que si la

température augment le facteur de la compressibilité diminué et si la pression
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Poaugment le facteur de compressibilité augment , Et on conclure que notre modéle
(modéle de Berthelot), soit proche au modéle du gaz parfait (Z=1) lorsque la
pression est trés faible, ou bien a haute température méme si la pression est
élevée..le facteur de compressibilité ne peut jamais étre égale a un (Z=1) ce qui

implique les limites de I'équation d’état des gaz parfaits.

S
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Z aP=10Bar
Z a P=100 Bar
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>
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Facteur de Compressibili
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1 1

°

T T T T T T T T T
300 600 900 1200 1500 1800 2100 2400 2700 3000
Temperature (K)

Figure 4.3 : Variation de facteur de compressibilité en fonction de Ty pour quelque

valeur de pression Py

La figure 4.4 représente la variation des chaleurs spécifiques Cpen fonction de
Toet Py, pour les modéles HT,GP et RG. on remarque lorsque la température Ty
augmente les deux modeles HT et RG augmentent et prennent la méme allure
jusqu’a 1300 K, et notre modele RG varier dépond a la pression Py,dans ce cas on
peut dire que les deux modéles HT et RG sont calorifiquement imparfait . Mais si la
température Tpaugmente, on peut voir la différence entre les deux modeéles HT et
RG, ce qui montre les effets de taille moléculaire a, de la force intermoléculaire b, et
la température caractéristique de vibration 0, cette variation va influent sur le
comportement thermodynamique de I'écoulement, et dans ce cas on peut dire que

notre modeéle est thermiquement et calorifiquement imparfait.
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Figure 4.4: Variation de la chaleur spécifique Cp en fonction de T, pour différentes Pg

La figure 4.5 représente la variation du rapport des chaleurs spécifiques y en

fonction de la température jusqu’a 3000 K pour quelque valeurs de la pression P,

et pour les modéles HT,GP et RG.on remarque que le rapport y reste constante pour

le modéle PG pour n'apporte qu’elle valeurs de la pression Py et la température

To,on remarque que les deux modelés HT et GP suivent la méme allure, sauf notre

modeéle RG varier avec

la pression P, ,on remarque lorsque la température T

augmente , les deux modéles HT et RG diminuent et prennent la méme allure

jusqu’a 1300 K,ce qui montre les effets de taille moléculaire a, de la force

intermoléculaire b, et la température caractéristique de vibration 8, cette variation va

influent sur le comportement thermodynamique de I'écoulement.
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Figure 4.5 : Variation du rapport des chaleurs spécifiques y en fonction de Ty pour
quelques valeurs de la pression Py

La figure 4.6 représente la variation du coefficient Cren fonction de la
température Ty, et Po.On remarque que le coefficient Cr croit linéairement avec la
température Ty dans tous les modelé On remarque aussi que 'augmentation de la

pression génératrice Py entraine une augmentation du coefficient Cr
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Figure 4.6 : Variation du coefficient en fonction de T, pour quelque valeur de Py
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La figure 4.7 représente la variation de la vitesse du son aen fonction de Ty et
Po, pour les modéles HT,GP et RG. On remarque que si la température To augmente
toutes les modéles entraine une augmentation de la vitesse du son a. Et on
remarque que A basse température les deux modeles HT et GP prennent presque la
méme allure, sauf notre modele RG, il dépond a la pression Py, mais lorsque la
température To augmente , on peut voir la différence entre les deux modeles GP,
HT et RG, cette variation va influent sur le comportement thermodynamique de
'écoulement, et ce qui montre les effets de taille moléculaire a, de la force

intermoléculaire b, et la température caractéristique de vibration 6 cette.

1100 1100
1000 4 Po=1Bar 1000
900 (a) 9001 Po=10 Bar
—
© 800 2 800 (b)
E E
= ] ] !
g 700 S 700
2] X 12
S & =3
S 6007 x 3 600
2 j,z”” ——PG 2 %
5 500 P HT 5 s00] o
© o RG ‘© P —=— PG
O 400 o O 400 ¥ e HT
> P
d Vd RG
3004 300
ST R S
300 600 900 1200 1500 1800 2100 2400 2700 3000 300 600 900 1200 1500 1800 2100 2400 2700 3000
Temperature (K) Temperature (K)
1100
1000
Pp=100 Bar
900
I
2L 00 (a)
E
[= 4
g 700
2]
>
3 600
@
T 500
©
o} -
O 4004 PG
—e—HT
300 RG
200 \ \ \ \ \ \

\ \ \
300 600 900 1200 1500 1800 2100 2400 2700 3000
Temperature (K)

Figure 4.7: La célérité du son en fonction de la température génératrice Ty pour

quelques valeurs de pression Py
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4.2. Résultats pour les paramétres critiques (au col) :

La figure 4.8 représente la variation desrapports de température critiques T-
ITo en fonction de To,et Popour les modeles HT,GP et RG,on remarque que
'augmentation de la température génératrice To pour le modéle HT et RG entraine
une augmentation desrapports de température critiques T+ /Ty, et une valeur
constante pour le modelé GP on remarque que l'augmentation de la pression
génératrice Py entraine une diminution des rapports de température critiques T+« /Ty,
on remarque aussi que les courbes des RG s’approchent si To > 2000 K .on
remarque aussi que les rapports de température critiques obtenues par notre

modele RG estinferieure de ceux obtenus par le modéle HT

0,88

- - —Modeéle GP
Modéle HT
Modéle RG pour P=1 Bar

Modéle RG pour P=10 Bar
Modéle RG pour P=50 Bar

) ) ) ) ) )
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Température génératrice (K)

Figure 4.8: Rapport des températures critiques en fonction de T, pour quelques

valeurs de la pression Py

La figure 4.9 représente la variation desrapports de la masse volumique
critiques p- /po en fonction de TeetPy, pour les modéles HT,GP et RG.on remarque
que 'augmentation de la température génératrice To pour les RG et HT entraine une
diminution des rapports de la masse volumique critiques p- /po,et 'augmentation de
la pression génératrice Py entraine une augmentation des rapports de la masse
volumique critiques p- /po, et les gaz parfaitreste constant .on remarque aussi que
les rapports de la masse volumique critiques p- /pgobtenues par notre modeéle RG
sont toujours supérieure de ceux obtenus par le modéle HT mais si la température
génératrice Ty supérieure a 2000 K , on remarque que les trois courbes de notre

modele RG s’approchent , et s’éloignent apréssa,
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Figure 4.9: Rapport des massas volumique critiques en fonction de T, pour quelques

valeurs de la pression Py

La figure 4.10, 4.11,et 412 représente la variation des rapports de la
pression critiques P+ /Py rapports de la vitesse du son critiques a-/ap et la variation
du débit massique critique m / A*.ro.a respectivement en fonction de la Ty et Py,
pour les modeles HT,GP et RG,on remarque que I'augmentation de la température
To pour déférents modéles entraine une augmentation des P- /Py a-/apg, et m/
A*.rp.a ,ce qui n‘est pas le cas pour le modele du gaz parfait, on remarque que
'augmentation de Py entraine une diminution des P- /Py a- /lag, et m / A*.rp.a on
remarque aussi que tous les résultats des GR et inferieure de ceux obtenus par le
modeéle HT ,et on remarque dans tous les figure les courbe s’approche dans les

températures élevait

0,55

0,54 4

0,53

PP |
0 / —— modele GP

0,521 —— modeéle HT

1 modele GR a P=1 Bar
—— modéle GR a P=10 Bar
—— modéle GR a P=50 Bar

0,514

1 1 1 1 1 1
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Température génératrice (K)

Figure 4.10: Rapport des pressions critiques en fonction de Ty pour quelques valeurs

de la pression Py
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Figure 4.11: Rapport des vitesses du son critiques en fonction de T, pour quelques

valeurs de la pression Py
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Figure 4.12: Rapport de débit massique critique en fonction de Ty pour quelques

valeurs de la pression Py

4.3. Résultats pour les paramétres supersoniques :

Les figure 4.13, 4.14et 4.15 représente la variation du rapport de température
T/To, la variation du rapport de la masse volumique p/pg et la variation du rapport de
la pression P/Porespectivement en fonction du nombre de Mach, pour les modéles
HT,GP et RG,et pour quelques valeurs de la pression Po= 1Bar, 10 Bar et 50 Bar, on
remarque que I'augmentation du nombre de Mach pour déférents modeles entraine
une diminution des rapports de température et une diminution de rapports de la
masse volumique et une diminution de rapport de la pression , on remarque aussi

que la variation de la température génératrice pour les valeurs T = 1000K, 2000K,
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3000K, influe sur le rapport de température, et le rapports de la masse volumique et

le rapport de la pressionce qui n’est pas le cas pour le modéle du gaz parfait.
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Figure 4.15 : Variation de rapport de pressions en fonction du nombre de Mach

La figure 4.16 représente la variation du rapport de la vitesse du son a/agen

fonction du nombre de Mach et Py, pour les modéles HT,GP et RG,on remarque que

'augmentation du nombre de Mach pour déférents modeles entraine une diminution

des rapports de la vitesse du son, On remarque que lorsque la pression génératrice

Po augmente les a/ap obtenus par le modéle RG s’éloignede ceux obtenus par le

modeéle HT,
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Figure 4.16: Variation de rapport des célérités du son en fonction du nombre de
Mach

La figure 4.17 représente la variation desrapports critiques des sections A/A-

en fonction du nombre de Mach, et Popour les modeles HT,GP et RG,on remarque

que sinombre de Machou Tpaugmente on a une augmentation desA/A-, ce qui n’est

pas le cas pour le modéele du gaz parfait,On remarque que lorsque la pression

génératrice Py augmente les A/A- obtenues par le modéle RG s’éloignede ceux

obtenus par le modéle HT,Et on remarque que si le nombre de Mach inferieur a

Ms=2.0, les trois modelés GP,HT, et RG sont confondues .
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Figure 4.17: Variation de rapport des sections en fonction du nombre de Mach

La figure 4.18 représente la correction du nombre de Mach du modéle du gaz
parfait GP par le nombre de Mach du modéle des gaz réels, données respectivement
par les pressions génératrices Po= 1 Bar, 10 Bar, 100 Bar et 500 Bar, et les
températures génératrices To=1000K, 2000 K, et 3000 K en fonction du nombre de
Mach de sortie, du modele GP comparé au modele RG.On remarque clairement que
la variation du nombre de Mach dépend de Py, Ty. Si Ty et Ppaugmentent, le nombre
de Mach du modéle des gaz réels diminue. D’aprés ces résultats on tire que le
nombre de Mach pour un gaz réel ne peut jamais atteindre le nombre de Mach du

gaz parfait sous n'importe quels conditions.
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Figure 4.18: Correction de nombre de Mach du modéle RG par rapport aux modéle
GP

4.4. Résultats sur I’erreur pour les parameétres supersoniques :

La figure 4.19 représente la variation de I'erreur relative en pourcentage des
rapports de température T/Toen fonction du nombre de Mach, et Ty ,Po, du modele
GP comparé au modele RG. On remarque clairement que l'erreur dépend des
valeurs de Py, Teet Ms et elle augmente si Ty et Ppaugmentent. On peut remarquer
qgu’a faible valeur de M, TO et PO, I'erreur ¢ est faible
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Figure 4.19 : Variation de I'erreur relative donnée par le rapport des températures en

fonction de nombre de Mach

La figure 4.20 représente la variation de I'erreur relative en pourcentage des
rapports de masse volumique p/ppy en fonction du nombre de Mach, Ty ,Py du
modéle GP comparé au modele RG.On remarque clairement que I'erreur dépend des

valeurs de Py, Toet Ms et elle augmente si Tpaugmente. Mais elle diminue lorsque Py

augmente, On peut conclue qu’a faible valeur de M, Ty, I'erreur ¢ est faible.
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Figure 4.20 : Variation de I'erreur relative donnée par le rapport des masses

rapports de pression P/P, en fonction du nombre de Mach,et Ty , Po du modele GP
compareé au modéle RG. On remarque clairement que 'erreur dépend des valeurs de
Po, Toet Ms et elle augmente si Ty et Ppaugmentent. On peut remarquer qu’a faible

La figure 4.21 représente la variation de [I'erreur relative en pourcentage des

volumiques en fonction de nombre de Mach

valeur de M inférieure a 2.6, 'erreur € est faible.
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Figure 4.21: Variation de I'erreur relative donnée par le rapport de pression en

fonction de nombre de Mach

Les figures4.22 et 4.23 représente la variation de [l'erreur relative en
pourcentage des rapports de vitesse du son a/apet rapports critiques des sections
A/A- respectivement en fonction du nombre de Mach, et Ty ,Po du modéle GP
comparé au modéle RG. On remarque clairement que 'erreur dépend des valeurs de
Po, Toet Msdans les deux figures et elle augmente si Tpaugmente. Mais elle diminue

lorsque Ppaugmente,
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Figure 4.22: Variation de I'erreur relative donnée par le rapport des célérités du son

en fonction de nombre de Mach
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Figure 4.23: Variation de I'erreur relative donnée par le rapport des sections en

fonction de nombre de Mach

4.5. Résultats pour les ondes de choc normales:

La figure 4.24montre la variation du rapport de température T, ;T4 a travers
une onde de choc normale en fonction de nombre de Machenamont, et PyTy pour
le GP et GR. On remarque 'augmentation de nombre de Mach en amont pour les
deux modéles entraine une augmentation de rapport de température dans I'onde de
choc normal.Et la variation de la température statique en amont Influer sur les
rapport de température, ce qui n'est pas le cas pour le modéle de gaz parfait. Et on
constate également que les rapports de température T, ;T obtenues par le modele

de gaz réels sont toujours inférieurs a ceux obtenus par le modéle de gaz parfait, Et

on remarque que le rapport diminue lorsque la température statique augmente.
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Figure 4.24 La variation du rapport de température a travers une onde de choc
normale en fonction du nombre de Mach en amont

La figure 4.25 montre la variation du rapport de densité de masse p, /ps a
travers une onde de choc normale en fonction de nombre de Mach en amont et Py
To pour le GP et GR, On remarque que l'augmentation de nombre de Mach et Ty
donnée une augmentation du rapport de densité de masse p, /ps.et les graphe de

pression s'éloigne apre la valeur M1=2.5
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Figure 4.25 La variation du rapport de densité de masse a travers une onde de choc
normale en fonction du nombre de Mach en amont

La figure 4.24 montre la variation du rapport de pression P, /P4 a travers une
onde de choc normale en fonction du nombre de Mach en amont et en fonction de Ty
et Po pour le gaz parfait et gaz réel, on remarque si le nombre de Mach en amont
augmente le rapport de pression augment , et on remarque que les courbe va

s’éloigne mais en maniére tirée faible.
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Figure 4.25 La variation du rapport de pression a travers une onde de choc normale

en fonction du nombre de Mach en amont

La figure 4.27 montre la variation du nombre de Mach en aval M, a travers

une onde de choc normale en fonction du nombre de Mach en amont M4 pour le gaz

parfait et gaz réel. Et en de TyetPoen remarque que I'augmentation de nombre de
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Mach en amont donnée une diminution de nombre de Mach en aval dans tous les

modelé, et on remarque que si le nombre de Mach en amont et grand les courbe

s’éloigne d’'une maniére faible.
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Figure 4.27 Variation du nombre de Mach en aval a travers une onde de choc

normale en fonction du nombre de Mach en amont

La figure 4.28montre la variation d'entropie AS1_2 / R a travers une onde de

choc normale en fonction du nombre de Mach en amont et Topour le gaz
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parfait et gaz réel. en remarque que 'augmentation de nombre de Mach en amont
attende une augmentation de d’entropie dans tous les modelé et on remarque que la
résultat des GR s’éloignent par apport des GP aprés un nombre de Mach égala
M=2.5 et s’approche avent sa et d’'outre remarque si la température augmente on a
une augmentation d’entropie.
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Figure 4.26 La variation d'entropie a travers une onde de choc normale en fonction

du nombre de Mach en amont

la figure 4.29 montre la variation du rapport de pression de statique P, /P4 a
travers une onde de choc normale en fonction du nombre de Mach amont M, etTy
pour les modelés de gaz parfait et réel. On remarque que I'augmentation de nombre
de Mach M, attende une diminution de rapport de pression statique dans tous les
modéles, on remarque aussi que les résultats obtenues par le modéle GR
s’éloignent de ceux obtenues par le modéle GP, et devient remarquable si le
nombre de Mach égale M=2.0. Concernant I'influence de la température génératrice
on peut constater que 'augmentation de la température entraine une augmentation

de rapport de pressionsstatiques.
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Figure 4.29 La variation du rapport de pression de stagnation a travers une onde de

choc normale en fonction du nombre de Mach en amont

Les figures4.30,4.31, 4.32,et4.33 représentent les variations de l'erreur
relative en pourcentage, pour les rapports, de température T, ;T4 de densité de
masse p/p1 . et le rapport de pressionP,Piet le nombre de Mach My,
respectivement en fonction de Ty et nombre de Mach M; en amont pour les
modeéles GP etGR.On remarque que les erreurs augmentlorsque, To et M;augmenter
dans les figure 4.30 et 4.31, et augmente aussi dans la figure 4.32 mais elle
diminueraprés une valeur ou dépare par exemple dans le graphe de T=3000K la
valeur est M{=2, et aprés sa elle va augmenter, et dans le figure 4.33 l'erreur
augmente jusqu’ a une valeur limite et diminuer aprés cette valeur mais d'une

maniére faible .
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Figure 4.30 La variation de I'erreur relative donnée par le rapport de la température

en fonction du nombre de Mach en amont
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Figure 4.31 La variation de I'erreur relative donnée par le rapport de la masse

volumique en fonction du nombre de Mach en amont
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Figure 4.27 La variation de I'erreur relative donnée par le rapport de pression en

fonction du nombre de Mach en amont
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Conclusion générale :

Si une erreur inférieure a 5% est acceptée, ce qui est généralement le cas
pour les applications aérodynamiques, une onde de choc normale peut étre étudiée
en utilisant les équations pour un gaz parfait. C'est a dire que Ty est inférieur a 1000
K pour toute valeur du nombre de Mach en amont, ou lorsque le nombre de Mach est
inférieur a 2,0 pour toute valeur de Ty jusqu'a environ 3000 K.

Le modéle gaz parfait est représenté par des équations explicites et simples
et ne nécessite pas beaucoup de temps de calcul. Ce n'est pas le cas du modéle gaz
réel, qui nécessite la résolution d'un systeme d'équations algébriques non linéaires.
De plus, la dérivation ou l'intégration de fonctions analytiques complexes nécessite
un temps de calcul, une programmation numérique et un traitement des données

plus importants.

Les principales variables du modéle gaz réel sont la température et la densité.
Pour le modéle gaz parfait, la variable principale est le nombre de Mach. Ceci parce
que dans le modéle gaz réel, il existe des équations implicites non linéaires reliant T,
p et M.

L'air a été utilisé comme fluide dans cette étude, mais un autre fluide pourrait
étre choisi a la place et les équations resteraient valides. Cependant, il serait
également nécessaire de déterminer la force intermoléculaire a, la taille moléculaire

b et la constante d'énergie vibrationnelle moléculaire ©.

Les équations du modele gaz parfaitpeuvent étre obtenues a partir du modele
gaz réel, en annulant la force intermoléculaire a, la taille moléculaire b et la constante
d'énergie vibrationnelle moléculaire ©. Dans ce cas, le modéle PERFECT GAS

devient un cas particulier du modeéle gaz réel.

A basse température et nombre de Mach, les différences de résultats entre les
deux modeéles sont faibles. Ceci fournit I'opportunité d'étudier le flux du modéle gaz

réel en utilisant les équations du modeéle gaz parfait. Cependant, lorsque T, et M4
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augmentent, les résultats gaz parfait divergent du cas réel, il est donc nécessaire

d'utiliser le modeéle gaz réel.

L'effet de la température génératrice sur les ondes de choc normales est
important et exerce une forte influence. D'autre part, l'effet de la pression

génératriceest négligeable.

Ce travail a présenté une forme générale de calcul d'onde de choc normale en
utilisant une méthode basée sur un modéle de gaz réel avec des imperfections
thermiques et caloriques. Un certain nombre d'équations ont été développées et sont
déterminantes dans l'analyse des ondes de choc et dans I'étude des écoulements
compressibles. Les résultats du présent travail suggerent qu'une extension a d'autres
fluides est nécessaire a I'avenir pour étudier davantage la robustesse de la méthode.

Par la suite, une extension aux ondes de choc obliques sera également intéressante.

A la fin de ce modeste travail, on suggére quelques axes de recherches qui

seront considérés comme une continuité de notre travail.

On peut étudier l'effet du gaz de propulsion en choisissant 'une des gaz
suivants: Ny, 02, Hz, CO, CO2, NH3, CH4 et H,0 au lieu de I'air. Les relations restent
valables, Il faut déterminer les constante des forces intermoléculaire ( a ) et de taille

moléculaire ( b ), ainsi que la température caractéristique de vibration ©.

Développer un modéle RG qui prend en compte le phénoméne d’onde de

choc oblique et déterminer les conditions aprés le choc.

Faire les simulations numériques des écoulements compressibles internes et

extrémes et les comparer avec notre modele.
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