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Nomenclature général

Symboles latins :

0 etr: composants du repére polaire

a et b : rayons (axes) de la section elliptique

X et'Y : composantes de repére cartésien

f : longueur de la fissure

Kl, KII : facture d’intensité de contrainte respectivement en mod 1 et 2
C : nombre de points de collocation

N : nombre de terme

o : contraints normal

T : contrainte tangentiel

Y : facture de forme
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Introduction générale

La fissuration des piéces et des structures est un probleme trés courant en
industrie. En effet, presque la totalité des structures contiennent des fissures méme si
certaines ne se voient pas a I’ceil nu. Ce qui a poussé les ingénieurs a étudier ces fissures et
leurs propagations, pour bien comprendre et savoir laquelle de ces fissures ne représente pas
de danger. En la résumant cette étude est une nouvelle branche qui est la mécanique de la
rupture. Le facteur d’intensité de contrainte (FIC) permet de quantifier la nocivité d’une
fissure dans une structure sous un chargement donné. 1l existe plusieurs méthodes
numeériques de détermination du FIC. La méthode de collocation de frontiére est une des
méthodes les plus utilisées.

Plusieurs travaux ont été consacrés a cette méthode. Bouras et Bouza [12] ont étudié une
section circulaire fissurée en mode I. Deux cas ont été étudieés : fissure centrale et non
centrale. Mezouani [9] a calculé le FIC en mode III d’une section circulaire avec une fissure
centrale.

L’objectif de ce travail est de calculer le FIC en mode I d’une section elliptique fissurée, a
I’aide de la méthode de collocation de frontiére. Deux cas seront considérés : fissure centrale
et non centrale. Nous déduisons des expressions analytiques du facteur de forme en suivant la
méthode utilisée par Benkrira [11]. Le mémoire se divise en trois chapitres :

e Le premier chapitre présente les principaux concepts de la mécanique de la rupture
utilisés dans notre travail, a savoir : modes de rupture, facteur d’intensité de contrainte
et facteur de forme.

Dans le deuxieme chapitre, on parlera de la méthode de collocation de frontiére et la
méthode des moindres carrés.

Le troisiéme chapitre présente le probleme d’une section elliptique fissurée ainsi que
les différents résultats numériques obtenus dans les deux cas : fissure centrale et non
centrale. Il contient également la détermination d’une expression polynomiale du
facteur de forme pour différentes valeurs du rapport (petit axe /grand axe) dans le cas
d’une fissure centrale, et du rapport (longueur de la fissure /grand axe) pour le cas
d’une fissure non centrale.

e Nous terminons par une conclusion générale.




Chapitre |

Rappels Théoriques




I.1.Introduction :

Dans ce chapitre, nous présentons les bases théoriques de notre travail en deux parties:

> Dans la premiere, nous visitons quelques notions de la mécanique de la rupture.

> Laseconde partie présente le développement des contraintes en série infinie, qui sera
utilisé dans la méthode de collocation de frontiere. Elle présente également la
définition du facteur de forme.

I.2. Définition de la mécanique de la rupture [1] :

La théorie de la mécanique de la rupture est un moyen pour estimer la stabilité des fissures
qui peuvent survenir a cause des défauts. Elle permet de prévoir 1’évolution de la fissure
jusqu’a la ruine de la structure.  L'objet de mécanique de la rupture est 1'étude de la
propagation de la fissure en fonction des chargements appliqués et des caractéristiques du
matériau constituant.

1.2.1. Modes de rupture [3] :

Une fissure est definie comme une surface séparant localement un solide en deux parties. Le
champ des déplacements est alors discontinu a travers cette surface et les trois composantes
vectorielles de cette discontinuité forment les trois modes de rupture (Figure. 1.1) :

Le mode | : pour une ouverture normale.
Le mode Il : pour un glissement plan (dans un cas tridimensionnel).

Le mode 11 : pour un glissement anti-plan). Le cas réel est une superposition de ces modes,
on parle alors de mode mixte.

! il

Figure I- 1 Les trois modes de rupture




1.3. Développement des contraintes en série infinie en élasticité plane dans
un milieu fissuré :

Considérons une fissure droite, avec un repere (O, X, y) avec O confondu avec la pointe et
les coordonnées polaires (r, 8) correspondantes (Fig. 1.2).

;R
7 Opy Oap
Fissure P

\
7 \
g \
4 4 - »
>

O

Figure I- 2 Champ de contrainte

Nous allons présenter ci-dessous, les expressions de 6., Ggget 6,9 en fonction de r et 6. On
peut établir que I’expression générale de o, oggel o en elasticité plane pour une structure
fissurée, est donnée par (voir la justification en Annexe 5) :

6, = z [A,Eq(r,n,8)+B, Fy(r,n,0)+C, G, (r,n, 0)+D, Hy(r,n,0)] - (L1)
n=1

z [ALE2(r,n,0)+B, F,(r,n,0)+C, G,(r,n,0)+D, Hy(r,n,0)] ...(1.2)
n=1

Z [ALE3(r,n, 0)+B, F3(r,n,0)+C, G3(r,n,0)+D, H3(r,n,0)] ..(I.3)
n=1

Avec n eN et ou les fonctions E;(r,n,0),F;(r,n,0),G;(r,n,0),H; (r,n,0) i = 1..3,sont
données par :

E,(r,n, 0)=r("_;) [(—n2 +4n — Z) sin ((n - ;) 0) + (n2 - i) sin ((n + %) 0)]

F,(r,n, 0)=r("_%) [(—n2 + 4n — %) cos ((n — ;) 0) + (n — %) (n — g) cos ((n + %) 0)]

G1(r,n,0)=r"V[(—n? + 3n)sin((n — 1)) + n(n — 1)sin((n + 1)0)]

Hy(r,n,0)=r®V[(—n? + 3n)cos((n — 1)0) + n(n + 1)cos((n + 1)0)]

N4N




E;(r,n,0)=— (n — %) r("_g) [(n — g) cos ((n — g) 9) - (n + %) cos ((n +
Fy(r,n, 0)=— (n — %) r("_%) (n — ;) [—sin ((n — ;) 0) + sin ((n + %) 0)]

G2(r,n,0)=—nr® VY (n—1) [cos((n—1)8) — cos((n + 1)0)]

Hy(r,n,0)=—nr®V[—(n— 1) sin((n — 1)0) + sin((n + 1)8)(n + 1)]
E;(r,n, 0)=(n2 — %) r(n=2) [sin ((n — %) 9) — sin ((n + %) 0)]
F3(r,n, 0)=(n2 — i) r(n_%) [cos ((n — ;) 0) — :—J—Ecos ((n + ;) 9) l

G3(r,m, 0)=(n? + m)r"~! [sin((n — 1)6) — = sin((n + 1)6)|

H3(r,n,0)=(n? + n)r" [cos((n — 1)0) — cos((n + 1)6)]
Avec A, B, C,,, et Dn des constantes dépendant du chargement et de la géométrie.
Au lieu de la série infinie (I. 1), (1.2) et (1. 3), on utilise les séries tronquées suivantes :

N
[ z [ALE{(r,n,0)+B, F;(r,n,0)+C, G;(r,n,0)+D, H;(r,n, 0)]
n=1

N
g~ z [ALE2(r,n,0)+B, F,(r,n,0)+C, G,(r,n,0)+D, Hy(r,n, 0)]
n=1

N
Ogo ~ 2 [ALE3(r,n,0)+B, F3(r,n,0)+C, G3(r,n,0)+D, H3(r,n, 0)]
n=1

N est appelé : nombre de termes du développement.

On constante dans (1.4), (1.5) et (1.6) que les facteurs multiplicatifs devant C1 s’annulent
(G1(r,1,8) = G,(r,1,0) = G3(r,1,0) = 0). Cela veut dire que le systeme (1.4), (1.5) et
(1.6) contient 4N-1 constantes a determiner A;....Ay, B1...By, C5...Cy Et Dy.... Dy.

Remarque : les premiers termes de (1.4), (1.5) et (1.6) (n=1) donnent les expressions
asymptotiques des contraintes en pointe de fissure.

En effet, en posant :
KI=B1V271' (l. 7)

K, =A\2m (1.8)
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K; et K;; sont les FIC en mode | et I respectivement.
I.4. Facteur de forme [4] :

En général le FIC dépend de chargement appliqué de la géométrie et de la longueur de la
fissure.

Il s’écrit sous la forme suivante :

K=Yovma
Avec
Y : Facteur de forme (ou de géométrie) sans unité
o : Chargement appliqué

a : Longueur de la fissure

Le facteur de forme est donné par : Y= =




Chapitre |1

Meéthode de collocation de

frontiere et méthode des
moindres carres




I1.1.Introduction :

Dans ce chapitre, on présente la méthode de collocation de frontiere. Cette méthode aboutit &
un systéme d’équation linéaire surdéterminé. Sa résolution doit se faire par la méthode des
moindres carrées. Nous présentons donc également cette méthode.

11.2. La Méthode de collocation de frontiere [5]:

La méthode de collocation de fronti¢re est une méthode de calcul du facteur d’intensité de
contrainte basée sur le développement des contraintes en série infinie.

L’idée générale est qu’étant donné les conditions aux limites en contraintes pour un
probléme, on exprime les contraintes en un nombre fini de positions sur la frontiére, appelée
points de collocation, a I’aide du développement des contraintes (équations (1-4), (I-5) et (I-

6)).

La valeur de coefficient correspondant au terme r~1/2 de I’expansion du champ de
contraintes est le facteur d’intensité de contrainte.

I1.2.1. Cas de I’élasticité plane :

Soit une section quelconque fissurée dont la frontiére est soumise a un chargement connu.

Afin d’établir le systéme d’équations permettant de calculer K; etK;;, on choisit C points de
collocations sur la frontiére (Fig. 11.1)

pts de collocation

,\‘7'/"

frontiére de domaine

Figure 11- 1 Exemple de points de collocation.




Sur la Figure 11-1 :
e T,(0p1,) représente le vecteur contrainte en p.
o 7,(ng, ng) représente la normale extérieure unitaire en p.

e (r,,6,) représentent les coordonnées polaires de p.
Pour chaque point de collocation p, on a deux équations :

01+ (Tp, Op)1}, + 014(1p, 0, )p=0,,
010(Tp 0p)1p + 010(1, 0,)15=T, (IL1) p=1aC
En utilisant (1.4), (1.5) et (1.6), on réécrit (11.1) de la maniére suivante :

Ap|E1(rp,m, 0,)n + Ez(rp,m,0,)nd] + B, [F1(r,, 1, 0,)n}, + F2(r,,n,0,)nd] +}
Co[G1(1p, 1, 0,)N + G2 (1,1, 0,)n0| + Dy[Hy (1,1, 0,)n, + Hy(1,1,0,)nd]

z:x:l{

Ap|E5(1,, 1, 0,)n, + E3(1p,m,0,)nd] + B, [F2(1,, 1, 0,)n, + F3(r,,n,0,)nd] +}
Cn[G2 (1,1, 0,)N + G3(1),1,0,)n8| + D [H, (1,1, 0,)n, + H3(rp,n,0,)nd]

(1.3) p=1acC.

Le systeme (11.2)-(11.3) est un systeme de 2C équations a 4N-1 inconnues A, ....Ay, B;...By,
C,...Cy et D,.... Dy. Le systeme ne peut étre résolu qu’en prenant C et N tels que 2C >4N-1.
Le systeme obtenu est un systeme surdéterminé, il sera résolu par la méthode des moindres
carrés. Les FIC K| et Kj; s’obtiennent par les relations (1.7) et (1.8).

Remarque :
Dans la suite du travail, on prendra la valeur minimale pour C : C=2N.




11.3. La Méthode des moindres carreés [6]:
La méthode du maximum de vraisemblance et celle des moindres carrés sont les outils de la

théorie des erreurs ou de I'estimation, utilisés tous les jours dans toutes les sciences
d'observation. La théorie des erreurs a été développée pour résoudre trois problémes :

-Combiner les erreurs pour choisir une valeur "juste milieu".
-Trouver la loi de densité de probabilité des erreurs.

-Choisir une démarche pour déterminer des quantités dans un systéme d'équations
surdéterminé.

L'estimation du maximum de vraisemblance est une méthode statistique courante utilisée
pour inférer les parametres de la distribution de probabilité d'un échantillon de mesures
donné. Par ailleurs, la recherche de la valeur la plus probable d'une quantité observée par
diverses mesures donne le résultat suivant : la valeur la plus probable est telle que la somme
des carrés des différences entre les observations et cette valeur est minimum. La premiére
publication de la méthode des moindres carrés (destinée a déterminer des quantités dans un
systeme d'équations surdéterminé) est due a Legendre en1805 et gauss en 18009.

11.3.1. Forme standard :
Définition : on appelle forme standard d’un probléme de moindre carrés la donnée de :

Vi1 0 VUin

La matrice A:(

> de dimension (mxn, m>n).

Umi *° VUmn

La vectrice réponse b=

L’expression du critére : on cherche x_

E(X)=||Ax — b]|*> soit minimale.
11.3.2. Solution analytique :
Puisque E(x) est strictement convexe, alors : E(x) minimale & E’(x) =0.

On cherche donc xe R™ tel E’(x) = 0. Donc, les dérivées partielles par rapport a tous les
parametres du vecteur x doivent étre nulles :




o
0x,
Une autre méthode est de prendre le systeme surdéterminé Ax=b, effectuer le produit a
gauche par la matrice transposée A’ de A :

A’ Ax=A’ b (I. 6)

Dans (11.6), la matrice A’ A est de dimension (nxn) et le vecteur A’b est de dimension (1xn).
Le systéme ainsi obtenu sera résolu par les méthodes classiques.

Exemple :

Soit le systéme d’équations suivant :
2x+3y =4
3x—2y=2 (I..7)

4x + 5y =3

(11.7) est un systéeme surdéterminé de 3 équations a deux inconnues (X, y) qui ne peut étre
résolue d’une manicre exacte. On va le résoudre approximativement par la méthode des
moindres carrés.

On cherche une solution approchée ( x, y) tel que I’erreur :
E(x,y)= 2x+3y—4)*+ (3x—2y—2)*+ (4x+5y—3)?,
Soit minimale.

On annule les dérivées partielles par rapportax etay :

OE _

P (11.9)

On obtient le systeme de deux eéquations a deux inconnues suivant :
29x + 20y = 26
{20x + 38y = 23 {1-10)

Une autre maniére d’obtenir (I1.10) est de réécrire le systeme (II. 7) sous forme matricielle :




(0o

On effectue le produit matriciel suivant :

23006 2)0-C 3 9

4 5 3

On aboutit au méme systeme que (11.10) :

(o 38)G) = (33) (e

(1. 8) ou (I1.12) sont résolus par les méthodes classique, la solution est donnée par :

264 147
351’ 702

(11.13)

En remplacant dans (11.7) on trouve :

2x + 3y = 2.132
3x — 2y =1.838 (11.14)
4x + 5y = 4.056

Ces observe a partir de (I1.14) que (I1.13) n’est que approximation de (IL.7).
Mais c’est la meilleure approximation possible au sens des moindres carrés




Chapitre 111

Problemes traités




I11.1 Introduction :

Dans ce chapitre on va calculer le facteur d’intensité de contrainte KI dans le cas d’une
fissure centrale et non centrale dans une section elliptique. Pour le cas de la fissure centrale,
nous calculons K pour plusieurs valeurs du rapport b/a (grand axe/petit axe) de 1’ellipse.
Pour le cas de la fissure non centrale, nous calculons Ki pour plusieurs longueurs de fissure.
Nous déterminerons ensuite, pour les deux cas, les expressions du facteur de forme Y sous la

forme d’une fonction polynomiale.

111.2. Cas d’une Fissure centrale:

On considere une section elliptique, avec a et b le grand axe et le petit axe respectivement. La
section contient une fissure centrale de longueur a. La frontiére de I’ellipse est soumise a un
chargement normal uniforme T Figure (I11-1). Dans toute la suite du chapitre, on prendra a=1
et T = 1. Les résultats seront sans dimensions.

TY
Figure I11-1 : Fissure centrale sous chargement normal uniforme.

Nous considérons des points de collocation p répartis uniformément sur la frontiére de
Iellipse (Figure I1I-2). L’angle 6, sera donné par la formule suivante :

_2xmxp 4 )
0= — T p=1aC. (Ill-1)

On observe dans (I11-1) que —m < 6, < 7. Les angles —n et +x sont évités car ce sont des

points anguleux ou la normale n’est pas définie.

La coordonnée radiale du point p est donnée par :




rp=1/\/(cos(01[,)/a)2 + (sin(0,)/b)?. (1-2)

Les composantes radiales et tangentielles de la normale n? sont données par :

p: f(rprop)
T I
Jf(rp,ep)2+g(rp,ep)2

E— L) (111-3)
0 ]
Jf(rp,ep)2+g(rp,ep)2

n n

Avec :

cos(8,)% sin(0),)?

. 1 1
frp, 0p) =21y (—; 2 ) 9(r,.0,) = rpSin(20p)(— 5 + 3)-
Les composantes radiale o et tangentielle t, du vecteur contrainte en p sont données par :

o,=Tn}, t1,=Tn}. (111-4)

Figure 111-2: Points de collocation.

Les expressions (111-1), (111-2), (111-3) et (111-4) sont injectées dans le systéme d’équations (II-
2) et (11-3) du Chapitre 11.

111.2.1 Résultats

Le systéme d’équations est résolu numériquement a 1’aide du logiciel Matlab. Le programme
correspondant est présenté dans 1’ Annexe 1. Nous effectuons des calculs pour b € [0.6, 1.5].
Pour chaque valeur, nous augmentons le nombre de points de collocation jusqu’a
convergence du K. Les résultats détaillés pour chaque valeur de b sont présentes dans

I’ Annexe Il1.




Remarque
Pour b < 0.6 ou b > 1.5, les calculs sont instables et les résultats non preécis.

Nous présentons dans le Tableau I11-1 ci-dessous, les valeurs de K, et du facteur de forme Y
pour différentes valeurs du rapport b/a.

b/a Kl Y
0.6 7.5699 4.2709
0.7 6.7408 3.8030
0.8 6.2056 3.5011
0.9 5.8553 3.3035
1 5.6225 3.1721
1.1 5.4652 3.0834
1.2 5.3570 3.0224
1.3 5.2812 2.9796
1.4 5.2270 2.9490
15 5.1874 2.9267
Tableau I111-1 : résultats de Kl et Y pour différentes valeurs de b/a.

Discussion des résultats

Nous remarquons que K et Y sont des fonctions décroissantes de b/a. Cela veut dire, que plus
b augmente moins la fissure est dangereuse. Ce résultat est logique, car en augmentant b la
structure devient plus large et donc plus résistante. On constate que la valeur obtenue pour
b=1 (section circulaire) est la méme que celle obtenue par Bouras et Bouza [12].

111-2-2 Détermination de I’expression analytique du facteur de forme :

Dans ce paragraphe, on recherche une expression analytique de Y en fonction de b/a. Nous
choisissons la forme polynomiale utilisée par Benkrira [11]. Elle est donnée par :

Y(b/a):[c1 * (b/a)l/z + ¢y + (b/a)"2 + 5 % (b/a)5/2 + ¢y x(b/a)2 + cg
m/)2|,  (11-5)

ou les coefficients c1...cs seront déterminés par indentification avec les résultats du Tableau
(111-1).

On obtient le systéme surdéterminé de 9 équations a 5 inconnues suivants :




1 3 5 7 9

(cl *0.62+ ¢, *0.62 4+ c3%0.62 + ¢4 * 0.62 + ¢c5 * 0.62 = 4.2709
1 3 5 7 9

c1*x0.72 4+ ¢, x0.72 + c3 x0.72 + ¢, * 0.72 + ¢35 * 0.72 = 3.8030

1 3 5 7 9
c1x0.82+ ¢, x0.82 4+ ¢c3 x0.82 + ¢, *x0.82 + ¢35 * 0.82 = 3.5011

1 3 5 7 9
€1 %092+, x0.92 4+ ¢c3x0.92 + ¢, *x0.92 + ¢c5 *x 0.92 = 3.3035
1 3 5 7 9
c1*¥12+cy*12+c3*%12+ ¢, x 12 + ¢c5 12 = 3.1721

1 3 5 7 9

c1*1.12 4+ ¢, x1.12 4+ c3 x1.12 + ¢, * 1.12 + ¢35 * 1.12 = 3.0834
1 3 5 7 9

c1*1.22 4+ ¢, x1.22 + c3 x 1.22 + ¢4, * 1.22 + ¢5 * 1.22 = 3.0224
1 3 5 7 9

c1*1.324+ ¢, x1.32 4+ c3 x1.32 + ¢, * 1.32 + ¢35 * 1.32 = 2.9796

1 3 5 7 9
c1*142 4+ c, 142 4+ c3 x 1.42 + ¢4 * 1.42 + ¢c5 * 1.42 = 2.9490

1 3 5 7 9
\ ¢y *1.52 + ¢, * 1.52 + ¢31.52 + ¢4 * 1.52 + ¢5 * 1.52 = 2.9267

Le systeme est résolu par la méthode des moindres carrés, le programme matlab
correspondant est présenté dans I’AnneXe Il. Nous obtenons finalement I’expression
suivante :

Y (b/a)=

[24.5109%(2)'/2 —62.0553%(2) /2 +69.8218+ (2) 2 — 36.2877 () /2 + 7.1776 * (2) 2]

(11-9)

A titre de vérification, nous recalculons Y pour les valeurs de b/a du Tableau Il1-1 avec
I’expression (111-9), et nous comparons avec les valeurs de Y du méme Tableau.

b/a Y Y Erreur
(Tableau I11-1) | (111-9) %

0.6 4.2709 4.2647 0.14
0.7 3.8030 3.8165 0.53
0.8 3.5011 3.5001 0.02
0.9 3.3035 3.2941 0.28
1 3.1721 3.1673 0.15
1.1 3.0834 3.0879 0.14
1.2 3.0224 3.0303 0.26
1.3 2.9796 2.9801 0.02
«1.4 2.9490 2.9394 0.24
15 2.9267 2.9303 0.12
Tableau (I111-2) : Comparaison entre I’expression (I11-9) et le Tableau I11-1.




Discussion
L’erreur est trés petite cela veut dire que I’expression (I11-9) est valide.

11.2.3 Confirmation de la validité de I’expression (II1-9)

Pour plus de confirmation, nous recalculons Y avec I’expression (I11-9) pour d’autres valeurs
de b/a, et nous comparons avec les valeurs obtenues en résolvant le systeme (11-2)-(11-3). Les
résultats obtenus sont présentés dans le Tableau I11-3.

b/a Y Y Erreur

((N-2)-(11-3)) (expression (111-9)) %
0.65 4.0112 4.0234 0.30
0.75 3.6359 3.6428 0.18
0.85 3.3921 3.3852 0.31
0.95 3.2313 3.2228 0.26
1.05 3.1235 3.1235 0.00
1.15 3.0501 3.0576 0.24
1.25 2.9991 3.0046 0.18
1.35 2.9631 2.9577 0.18
1.45 2.9370 2.9286 0.28

Tableau (I111-3) : comparaison entre ’expression Y avec les résultats obtenus par

MATLAB

Discussion

L’erreur étant tres faible, le Tableau (I11-3) est une confirmation supplémentaire de
I’expression (I11-9).




111.3 Cas d’une Fissure non centrale :

Nous considérons le cas d’une fissure non centrale de longueur f dans une section elliptique.
La frontiére de la section est soumise a un chargement normal uniforme (Figure I1I-3).

Figure I1I-3 : Section elliptique avec une fissure non centrale sous chargement normal
uniforme.

Nous considérons des points de collocation p répartis uniformément sur la frontiére de
I'ellipse (Figure Ill-4). L’angle 93 sera donné par la formule suivante :

90_2Lp _

P 1 p=1aC.

Le rayon de I'ellipse R, en p est donné par :

Ro=1/ \/ (cos(62)/a)? + (sin(63)/b)?.

La coordonnée radiale du point p est donnée par :

rp=Ja — f + 1% cos(67)? + 1 * sin(6p)?

L’angle 6,, est calculé par I'expression suivante :

6,=atan2(R,sinf,, a — f + R,cos6,). (I1-11)

Les composantes radiales et tangentielles de la normale nP sont données par :

p_ ff(rp,6p) np_ 99(rp.6p)
r _\/ 2 2 6~ 2 2
ff(rp.0p)*+9g9(rp.6p) \/ff(rp'ep) +99(rp.6p)

(I11-12)




avec:

2c0s(8y)(rpcos(8y)—a+f) 21y,5in2%(6,)
ff (. 6,) = BT )+
—2sinb,(r,cos0, —a + f) r,sin*0
_ p\Tp P p p
99(1,6,) = - 4

Les composantes radiale Gp et tangentielle 1, du vecteur contrainte en p sont données par :

o, =Tnf, 71,=Tnj. (111-13)

L

Figure (111-4): Points de collocation

Les expressions (l11-10), (111-11), (11I-12) et (l11-13) sont injectées dans le systeme d’équations
(1-2) et (11-3) du Chapitre 1.

111-3.1 Résultats

Le systéme d’équations est résolu numériquement a I'aide du logiciel Matlab. Le
programme correspondant est présenté dans I’Annexe 1. Nous effectuons des calculs pour
a=1, b=1.2 et lafissure f € [0.7, 1.6]. Pour chaque valeur de f, nous augmentons le
nombre de points de collocation jusqu’a convergence du K. Les résultats détaillés sont
présentés dans I’Annexe V.

Remarque




Pour f< 0.7 ou f > 1.6, les calculs sont instables et les résultats non précis.

Nous présentons dans le Tableau llI-4 ci-dessous, les valeurs de K et du facteur de forme Y
pour différentes valeurs de f.

0.7 2.9926 2.0180
0.8 3.6155 2.2806
0.9 4.3852 2.6079
1 5.3571 3.0224
1.1 6.6140 3.5579
1.2 8.2877 4.2684
1.3 10.5971 5.2437
14 13.9332 6.6437
1.5 19.0578 8.7791
1.6 27.6385 12.3276
Tableau (111-4) : résultats pour différentes valeurs de f/a

Discussion des résultats
Nous remarquons que K et Y sont des fonctions croissantes de la longueur de la fissure f.
111.3.2 Détermination de I’expression analytique du facteur de forme :

Dans ce paragraphe, on recherche une expression analytique de Y en fonction de f. Nous
choisissons la forme polynomiale suivante utilisée par benkrira [11] :

vif)=[d1(n /2 + a2(H’z + d3(H)*2 + da ()2 + ds (f)9/z] (1-13)

Ou les coefficients di...ds seront déterminés par indentification avec les résultats du Tableau
llI-4. On obtient le systeme surdéterminé de 9 équations a 5 inconnues suivantes :




rd1 * 0. 7% +d, * 0.7% +d3 * 0. 7% +d, * 0.7% + ds * 0.72 = 2.0180

dy * 0.8% +d, * 0.8% +d3 * 0.8% +d, * 0.8% +ds * 0.8% = 2.2806

dy * 0.9% +d, * 0.9% +d; * 0.9% +d, * 0.9% + ds * 0.92 = 2.6079
d1*1%+d2*1%+d3*1%+d4*1%+d5*1;=3.0224

1 3 5 7 9
| di* 112+ dy x 112 4 dy % 112 + dy » 112 + dg * 1.12 = 3.5579

dq * 1.2% +d, * 1.2% +dj * 1.2§ +d,y * 1.2% +dg * 1.2% = 4.2684
dq * 1.3% +d, * 1.3% +dj * 1.3§ +d,y * 1.3% +dg * 1.3% = 5.2437
dq * 1.4% +d, * 1.4% +dj * 1.4§ +d,y * 1.4% +dg * 1.4% = 6.6437
dq * 1.5% +d, * 1.5% +dj * 1.5% +d,y * 1.5% +dg * 1.52 = 8.7791
\d,; * 1.6% +d, * 1.6% +d3 * 1.6% +dy * 1.6% + ds * 1.6% = 12.3276

Le systeme est résolu par la méthode des moindres carrés, le programme matlab
correspondant est présenté dans I’Annexe Il. Nous obtenons finalement I'expression
suivante :

1 3 5

7
Y(f)=[26.9393 x fz — 101.9384 * f2 +154.8788+ f2 —102.9052+ fZ + 26.0773 =
9
f2] (11 — 15)

A titre de vérification, nous recalculons Y pour les valeurs de f du Tableau llI-4 avec (I1I-15),
et nous comparons avec les valeurs de Y du méme Tableau.

f Y Y Erreur
(Tableau 111-4) (In-15) %
0.6 2.0180 2.0395 1.05
0.7 2.2806 2.2404 1.76
0.8 2.6079 2.5975 0.39
0.9 3.0224 3.0518 0.96
1 3.5579 3.5905 0.90
1.1 4.2684 4.2639 0.10
1.2 5.2437 5.2006 0.82
1.3 6.6437 6.6197 0.36
1.4 8.7791 8.8430 0.72
1.5 12.3276 12.3052 0.18

Tableau (l11-5) : comparaison entre I’expression Y avec les résultats obtenus par MATLAB
Discussion

L’erreur est tres petite cela veut dire que I'expression (111-9) est valide.




111.3.3 Confirmation de la validité de I’expression (lI1I-15)

Pour plus de confirmation, nous recalculons Y avec I’expression (111-15) pour d’autres valeurs
de f et nous comparons avec les valeurs obtenues en résolvant le systeme (l1-2)-(1I-3). Les
résultats obtenus sont présentés dans le Tableau IlI-6.

f Y Y Erreur
((n-2)-(n-3)) (expression (111-15)) %

0.65 2.1423 2.1155 1.25
0.75 2.4350 2.4040 1.27
0.85 2.8026 2.8146 0.42
0.95 3.2722 3.3091 1.11
1.05 3.8868 3.9043 0.45
1.15 47152 4.6879 0.57
1.25 5.8762 5.8323 0.74
1.35 7.5900 7.6064 0.21
1.45 10.3081 10.3874 0.76

Tableau (l11-6) : comparaison entre I’expression Y avec les résultats obtenus par MATLAB
Discussion

L’erreur étant tres faible, le Tableau (111-6) est une confirmation supplémentaire de
I’expression (I1I-15).




Conclusion génerale :

Ce travail est une application de la méthode de collocation de frontiére en élasticité plane au
cas d’une section elliptique fissurée sous chargement normal uniforme. Deux cas ont été
considérés : fissure centrale et non centrale. Les principaux résultats de ce travail sont les
suivants :

e Dans le cas de la fissure centrale, les facteurs de forme et facteurs d’intensité de

contrainte ont été calculés pour a=1etb € [0.6,1.5]. Une expression analytique du
facteur de forme en fonction de b/a a été déduite et confirmée. Les calculs sont
instables pour b <0.6 ou b>1.5.
Dans le cas de la fissure non centrale, les facteurs de forme et facteurs d’intensité de
contrainte pour ont été calculés pour a = 1, b=1.2 et f € [0.7,1.6]. Une expression
analytique du facteur de forme en fonction de f a été déduite et confirmée. Les calculs
sont instables pour f <0.7 ou f>1.6.

Le principal probléme rencontré est I’instabilité des calculs pour certaines valeurs de b ou de
f. Cette instabilité est probablement due a la méthode numérique utilisée pour résoudre les
systémes d’équations linéaires. En effet, nous avons utilisé la méthode directe. L’utilisation
d’autres méthodes de résolution afin d’éliminer ce probléme fera 1’objet d’un prochain travail.
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Annexe 1

|_es programmes de calcul
du FIC dans une section
elliptique fissurée




Programme pour la fissure centrale :

clear all

clc

%fissure centrale
%converge pour a =1 et 0,6<=b<=1,5

T=1;a=

1;b=1.5;

Nmax=input(‘'nombre des termes maximal =") ;

for p=1:Nmax %nombre de termes

C=2*p; % nombre de points de collocation

for N=1:p %calculer les facteurs des termes du développement
for k=1:C

1/4));

teta=(2*pi*k)/(C+1)-pi;

r=1/sqrt((cos(teta)/a)*2+(sin(teta)/b)*2);
fr=2*r*((cos(teta)/a)*2+(sin(teta)/b)*2);

ft=r*sin(2*teta)*(-1/a*2+1/b"2);

gr=sqrt(frr2+ft"2);

nr=fr/gr;

nt=ft/gr;

E1=-rA(N - 3/2)*(sin(teta*(N - 3/2))*(NA2 - 4*N + 7/4) - sin(teta*(N +1/2)) *(NA2 -

F1=-r~(N - 3/2)*(cos(teta*(N - 3/2))*(NA2 - 4*N + 7/4) - cos(teta*(N + 1/2)) *(N -

1/2)*(N - 3/2));

G1=r~(N - 1)*(sin(teta*(N - 1))*(3*N - NA2) + N*sin(teta*(N + 1))*(N - 1));

H1=rA(N - 1)*(cos(teta*(N - 1))*(3*N - NA2) +N*cos(teta*(N + 1))*(N + 1));

E2=r7(N - 3/2)*(cos(teta*(N + 1/2))*(N + 1/2)-cos(teta* (N - 3/2))*(N - 3/2))*(N - 1/2);
F2=-rA(N - 3/2)*(sin(teta*(N +1/2))-sin(teta*(N-3/2))) *(N - 1/2)*(N - 3/2);
G2=-N*r?(N - 1)*(cos(teta*(N - 1)) - cos(teta*(N +1))) *(N - 1);

H2=N*rA(N - 1)*(sin(teta*(N - 1))*(N - 1) - sin(teta*(N + 1))*(N + 1));
E3=(N~2-1/4)*r~(N-3/2)*(sin(teta*(N - 3/2))-sin(teta*(N + 1/2)));
F3=(N~"2-1/4)*r~(N-3/2)*(cos(teta*(N - 3/2))-(N-3/2)/(N+1/2)*cos(teta*(N + 1/2)));
G3=N*(N+1)*r?(N - 1)*(sin(teta*(N - 1))-(N-1)/(N+1)*sin(teta*(N +1)));
H3=N*(N+1)*r?(N - 1)*(cos(teta*(N - 1))-cos(teta*(N +1)));

%s1:coefs de sigma(rr)

A1(k,N)=E1*nr+E2*nt; %coef de An

B1(k,N)=F1*nr+F2*nt; %coef de Bn

C1(k,N)=G1*nr+G2*nt; %coef de Cn
D1(k,N)=H1*nr+H2*nt; %coef de Dn %s2:coifs de sigma(ro)
A2(k,N)=E2*nr+E3*nt; %coef de An

B2(k,N)=F2*nr+F3*nt; %coef de Bn

C2(k,N)=G2*nr+G3*nt; %coef de Cn
D2(k,N)=H2*nr+H3*nt; %coef de Dn

FF1(k)=T*nr;

FF2(k)=T*nt;




S=[A1B1C1 D1;A2 B2 C2 D2];
F=[FF1';FF2'];
M=[S(:,1:2*p),S(:,2*p+2:4*p)] ;%la matrice sans |la colonne nulle
%moindre carre

L=M"*M;

G=M'*F;

%resoudre par la methode directe
H=inv(L)*G;

%affichage vecteur des solutions
Ki(p)=H(p+1)*sqrt(2*pi);
Kll(p)=H(1)*sqrt(2*pi);
Y(p)=KI(p)/(T*sart(a*pi));

end

KI

Y

p=1:Nmax;

figure

plot(p,Y(p),'b™’)

xlabel('nombre des termes "N"')
ylabel('Facteur de forme "Y" ')




Programme pour fissure non centrale :

clear all
clc
T=1; a=1;b=1.2;
Nmax=input; % (‘nombre de termes maximal=') ;
%converge pour 0.7<=f<=1.6
f=input ('donne la longueur de la fissure f=");
for p=1:Nmax
C=2*p; % nombre de collocation
for N=1:p %calculer les facteurs des termes
for k=1:C
teta0=2*pi*k/(C+1)-pi ;
R=1/sqrt((cos(teta0)/a)*2+(sin(teta0)/b)"2);
x=R*cos(teta0)+a-f; y=R*sin (teta0);
r=sqrt (power(x, 2) +power (y, 2)); teta=atan2 (y, x);
fr=2*cos(teta)*(r*cos(teta)-a+f)/a”2+2*r*(sin(teta)/b)"2;
ft=-2*sin(teta)*(r*cos(teta)-a+f)/a*2+r*sin(2*teta)/b"2;
grad=sqrt(frr2+ft"2);
nr=fr/grad;nt=ft/grad,;
E1=-rA(N - 3/2)*(sin(teta*(N - 3/2))*(NA2 - 4*N + 7/4) - sin(teta*(N +1/2)) *(NA2 -
1/4));
F1=-rA(N - 3/2)*(cos(teta*(N - 3/2))*(N~2 - 4*N + 7/4) - cos(teta*(N + 1/2)) *(N -
1/2)*(N - 3/2));
G1=r~(N - 1)*(sin(teta*(N - 1))*(3*N - NA2) + N*sin(teta*(N + 1))*(N - 1));
H1=rA(N - 1)*(cos(teta*(N - 1))*(3*N - NA2) +N*cos(teta*(N + 1))*(N + 1));
E2=r7(N - 3/2)*(cos(teta*(N + 1/2))*(N + 1/2)-cos(teta* (N - 3/2))*(N - 3/2))*(N - 1/2);
F2=-rA(N - 3/2)*(sin(teta*(N +1/2))-sin(teta*(N-3/2))) *(N - 1/2)*(N - 3/2);
G2=-N*r?(N - 1)*(cos(teta*(N - 1)) - cos(teta*(N +1))) *(N - 1);
H2=N*rA(N - 1)*(sin(teta*(N - 1))*(N - 1) - sin(teta*(N + 1))*(N + 1));
E3=(N~2-1/4)*rA(N-3/2)*(sin(teta*(N - 3/2))-sin(teta*(N + 1/2)));
F3=(N~"2-1/4)*r~(N-3/2)*(cos(teta*(N - 3/2))-(N-3/2)/(N+1/2)*cos(teta*(N + 1/2)));
G3=N*(N+1)*r?(N - 1)*(sin(teta*(N - 1))-(N-1)/(N+1)*sin(teta*(N +1)));
H3=N*(N+1)*r?(N - 1)*(cos(teta*(N - 1))-cos(teta*(N +1)));
%s1:sigma(rr)
A1(k,N)=E1*nr+E2*nt; %coef de An
B1(k,N)=F1*nr+F2*nt; %coef de Bn
C1(k,N)=G1*nr+G2*nt; %coef de Cn
D1(k,N)=H1*nr+H2*nt; %coef de Dn %s2:coifs de sigma(ro)
A2(k,N)=E2*nr+E3*nt; %coef de An
B2(k,N)=F2*nr+F3*nt; %coef de Bn
C2(k,N)=G2*nr+G3*nt; %coef de Cn
D2(k,N)=H2*nr+H3*nt; %coef de Dn
FF1(k)=T*nr;
FF2(k)=T*nt;




S=[A1 B1 C1 D1;A2 B2 C2 D2] ;%matrice des coefs
F=[FF1';FF2'] ;%vecteur des contraintes
M=[S(:,1:2*p),S(:,2*p+2:4*p)];%la matrice sans la colonne nulle
%moindre carre

L=M"*M;

G=M"*F;

%résoudre par la méthode directe

H=inv(L)*G;

Ki(p)=H(p+1)*sqrt(2*pi); Kll(p)=H(1)*sqrt(2*pi);
end

Kl

p=1:Nmax;

figure

plot(p,Kl(p),'b*')

xlabel('nombre des termes "N"')

ylabel('Facteur de forme "Y" ")




Annexe 2

L_es programmes pour les
expressions du facteur de
forme




Programme de facteur de forme pour la fissure centrale
clear all
clc
=[4.2709;3.8030;3.5011;3.3035;3.1721;3.0834;3.0224;2.9796;
2.9490;2.9267
=[0.6"0.
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sresoudre par la methode
A=[L G];

n=size (A, 1l);

for k=1:n-1 ;

for i=k+1l:n ;

w=A(1,k)/A(k,k);

for j=k:n+1l;

A(i,3)=A(1,7)-w*A(k,J);

end

end

end

A

for i=n:-1:1 ;

s=0;

for j=i+l:n

s=s+A(1i,3) *x(J);

end

x(1)=((A(i,n+l)-s)/A(1i,1) );

end

H=x"'

$vecteure du facteur de forme
a=input ('a=")
y=+24.5109* (a) ~0.5-62.0553*

(a) "1.5+69. a) 2.
36.2877*(a)"3.5+7.1776* (a) "4.

a)
5




Programme de facteur de forme pour la fissure non centrale
clear all
clc
F=[2.0180;2.2806;2.6079;3.0224;3.5579;4.2684;5.2437;6.6437;8.7
791;12.3276
M=[0.7"0.

4

>
>
>

> > >
O OO O OO U oo
> >
> >
>
o1 01 U1

>
NN DNDDNDDNDDNDWDNDDNDDND

>

> e

O U W N D O 0o
>

> e
>
. S e e e
U'IUWU'IU'IU'IU'IE\)U'IU'IU'I
>

> e

>

> e
~.

>
>
>

>
>
>
>

]
0
0
0
1
1
1
1
1
1

>
>
>
>

>
>

o e e e e
>
>

(GG NGNS NG NG NG NS, ey
U WN OO 0 ]
>
e e NN e)
U WN P O]
>
or a1 o a1l Oor a1 o g1 gl
FRPRPRPRPRRPRRPRPROOO
WWWwWwwwou wWwww

GG NGNS NGNS

1.

O ol WNBE O W
>

(]
®

B O e
[T
O = O
N e N e e e e
2N S e e e .

G=D*F;

%$resoudre par la methode directe
A=[L G];

n=size(A,1);

for k=1:n-1 ;

for i=k+1l:n ;

w=A(i,k)/A(k,k);

for j=k:n+l;

A(i,3)=A(1,7)-w*A(k,J);

end

end

end

A

for i=n:-1:1 ;

s=0;

for j=i+l:n ;

s=s+A(1,73)*x(J);

end

x(1)=((A(i,n+l)-s)/A(i,1) );

end

H=x"

%3vecteure du facteur de forme

a=input('a')

y= 26.9393* (a)70.5-101.9384* (a) "1 .8788* (a) "2.

102.9052* (a)*3.5+26.0773*(a) 4.5




Annexe 3

Résultats pour le cas d’une fissure
centrale




Résultats pour b/a=0.6
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Figure A3-1 facteur de frome Y en fct de N (b/a=0.6)

Y
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Tableau A3-1Y en fctde N




Résultats pour b/a=0.7
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Figure A3-2 facteur de frome Y en fct de N (b/a=0.7)
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Résultats pour b/a=0.8
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Résultats pour b/a=0.9
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Résultats pour b/a=1
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Figure A3-5 facteur de frome Y en fct de N (b/a=1)
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Résultats pour b/a=1.1
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Résultats pour b/a=1.2
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Figure A3-7 facteur de frome Y en fct de N (b/a=1.2)

OooNOOTULIDS WNPEZ

[ER
o

Tableau A3-7 Yen fctde N




Résultats pour b/a=1.3
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Résultats pour b/a=1.4
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Figure A3-9 facteur de frome Y en fct de N (b/a=1.4)
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Résultats pour b/a=1.5
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Figure A3-10 facteur de frome Y en fct de N (b/a=1.5)
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Annexe 4

Résultats pour le cas d’une fissure
non centrale




Résultats pour f=0.7
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Résultats pour f=0.8

-*—
= 4
*
.*.

Facteur de forme "Y"

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
nombre des termes "N"

Figure A4-2 facteur de frome Y en fct de N (f=0.8)

Boovouounrwner Z

Tableau A4-2Y en fctde N




Résultats pour f=0.9
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Résultats pour f=1
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Résultats pour f=1.1
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Figure A4-5 facteur de frome Y en fct de N (f=1.1)
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Résultats pour f=1.2
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Résultats pour f=1.3
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Résultats pour f=1.4
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Figure A4-8 facteur de frome Y en fct de N (f/a=1.4)

Y N
1.2169 11
3.4094 12

25.8311 37
6.3462 55
6.8757 56
6.2431 64
6.7479 73
6.6329 109
6.6367 169
6.6429 200
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Résultats pour f=1.5
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Résultats pour f=1.6

Facteur de forme "Y"

150 200 250
nombre des termes "N"

Figure A4-10 facteur de frome Y en fct de N (f=1.6)

Y Y
1.5307 12.2276
3.5080 12.4325
-8.6590 12.4407
9.7323 12.3270
13.7227 12.3285
9.0172 12.3276
13.9619 12.3276
12.0949 12.3276
12.2889 12.3276
12.3178 12.3276
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Tableau A4-10Y en fctde N




Annexe 5

Deéduction du développement des
contraintes




En coordonnées polaires, orr, 0rg €t 0g SONt données par

1 1
Oy = T_z(p,rr + ;(p,r

Org = G <P,9)T

099 = Prr

OU (7, 8) est la fonction d’Airy.

Considérons le probléme d’un milieu fissuré en élasticité plane (Fig A 5-1) :

Figure A5-1

On peut montrer que dans ce cas ¢(r, ) est donnée par (voir par exemple [3]):

(r, 0) =r*t2[(af) + Bc(ab) + Csin((a + 2)0) + Dcos((a + 2)0)] (A4 —
3)

Avec a, A, B, C et D des nombres reéels.

Pour que I’énergie de déformation soit finie, il faut que « = —1/2. De plus, on peut montrer
que « est soit entier soit demi-entier [3].

Si « est entier :

a=n—1 neNetn=>1,




nous avons les relations suivantes :

n—1
{C =—A (A4-2)
D =-B

Si g est demi-entier :
a=n—§ neEN et n=1,

nous avons les relations suivantes :
C =-4

En considérant toutes les valeurs possible de « (ou n), et en utilisant les formules précédents,

on aboutit aux développements (1-1), (1-2) et (I-3) du chapitre 1.







