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RESUME

Dans cette thése nous nous intéressons essentiellement au concept des alliances globales
dans les graphes.

Soit G = (V, E') un graphe simple, d’ensemble de sommets V' et d’ensemble d’arétes
E. Un sous-ensemble S C V' est un dominant de G si tout sommet de V' — S est adjacent
a au moins un sommet de S. Un ensemble dominant S est une alliance offensive globale
(aog) si pour tout sommet v dans V' — S, |[N[v]N S| > |N[v]N(V —S)|, et il est une
alliance offensive globale forte (aogf) si I'inégalité est stricte. S est une alliance défensive
globale (adg) si pour tout sommet v dans S, |[N[v]NS| > |[Np]N(V —95)|, et il est
une alliance défensive globale forte (adgf) si I'inégalité est stricte. On dit que S est une
alliance puissante globale ou duale (apg) s’il est a la fois une (aog) et une (adg). Le
nombre de domination (G) est le cardinal minimum d’un ensemble dominant de G et le
nombre d’alliance offensive globale ~,(G) (respectivement, le nombre d’alliance offensive
globale forte v,(G)) est le cardinal minimum d’une (aog) (respectivement, (aogf)) de G. Le
nombre d’alliance défensive globale 7,(G) (respectivement, le nombre d’alliance défensive
globale forte v,(G)) est le cardinal minimum d’une (adg) (respectivement, (adgf)) de G.
Le nombre d’alliance puissante globale v,,(G) est le cardinal minimum d’une (apg) de G.

L’é¢tude de cette thése comprend trois parties:

Dans la premiére partie, nous montrons que tout graphe unicycle G d’ordre n avec ¢
feuilles et s sommets support satisfait v,(G) > (n — ¢ + s)/3. De plus nous caractérisons
les graphes unicycles extrémaux atteingnant cette borne inférieure.

Dans la deuxiéme partie, nous donnons une caractérisation constructive de tous les
arbres ayant une alliance offensive globale minimale unique (aogu-arbres).

Dans la troisiéme partie, nous montrons que tout arbre 7' d’ordre n avec ¢ feuilles et s
sommets supports satisfait v,,(T") > (3n — 2¢ — s+ 2)/5. De plus nous caractérisons tous

les arbres extrémaux atteingnant cette borne inférieure



ABSTRACT

In this thesis, we are mainly interested in the concept of global alliances in graphs.

Let G = (V, E) be a simple graph, with vertex set V' and edge set E. A subset S CV
is a dominating set of G if every vertex of V — S is adjacent to some vertex of S. A
dominating set S is called a global offensive alliance (goa) of G if every vertex v in V' — S,
IN[v] n'S| > |N[v] N (V —9)| and it is a global strong offensive alliance (gsoa) of G if
the inequality is strict S is a global defensive alliance (gda) of G if every vertex v in §
IN[v] 0S| > |[N[v] N (V — 5)| and it is a strong defensive alliance if the inequality is
strict. We say that S is a global powerfull alliance or dual (gpa) if it is both defensive
and offensive. The domination number ~(G) is the minimum cardinality of a dominating
set of G and the global offensive alliance number v,(G) (respectively, the global strong
offensive alliance number ~,(G) ) is the minimum cardinality of (goa) (respectively, (gsoa)
of G. The global defensive alliance number v, (G) (respectively, the global strong defensive
alliance number 7,(G) is the minimum cardinality of (gda) (respectively (gsda)) of G. The
global powerful alliance number ,,(G) is the minimum cardinality of (gpa) of G.

The study of this thesis is divided into three parts:

In the first part, we show that if G is connected unicycle graph of order n with [(G)
leaves and s(G) support vertices then v,(G) > (n — £ + s)/3. Moreover, we characterize
all extremal unicycle graphs attaining this bound.

In the second part, we give a constructive characterization of all trees having a unique
minimum global offensive alliance (ugoa-trees).

In the third part, we show that if T" is a tree of order n with [ leaves and s sup-
port vertices, then v, (T) > (3n — 2¢ — s + 2)/5. Moreover, we provide a constructive

characterization of all extremal trees attaining this bound.
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INTRODUCTION

La théorie des graphes est un outil privilégié de modélisation et de résolution de problémes
dans un grand nombre de domaines allant de la science fondamentale aux applications
technologiques concretes. Par exemple, les graphes déterministes et aléatoires sont utilisés
en chimie (modélisation de structure), en sciences sociales (pour représenter des relations
entre groupes d’individus), en mathématiques, en informatique (structures de données et
algorithmique). Concernant les applications, elles sont trés nombreuses : réseaux élec-
triques et transport d’énergie, routage du trafic dans les réseaux de télécommunications
et les réseaux d’ordinateurs, routage de véhicules et organisation de tournées, problémes
de localisation (localisation d’entrepots dans les réseaux de distribution de marchandises,
d’antennes ...), problémes d’ordonnancement de téches et d’affectation de ressources (prob-
lémes de rotation d’équipages dans les compagnies aériennes).

On considére que I'apparition des graphes remonte & Euler qui, en 1736, a étudié le
fameux probléme des ponts de Konigsberg (actuelle ville de Kalinigrad) : "Peut-on se
promener dans la ville en traversant une et une seule fois chacun des sept ponts de la
ville?" et de revenir au point de départ. La solution de ce probléme a permis de définir la
notion de cycle eulérien et a donné lieu & un théoréme d’existence d’un tel cycle dans un
graphe donné. De nos jours, ce résultat est appliqué notamment dans l'industrie pour la
conception de circuits électroniques.

De nombreux résultats sont apparus dans la seconde partie du X I X eme siécle, notam-
ment en raison des applications en électricité (lois de Kirschoft...).

Parmi Les mathématiciens le plus connu pour la théorie des graphes est Claude Berge
(1926 — 2002), également un des membres fondateurs de I’Oulipo, & qui on doit une bonne
partie du vocabulaire de la théorie de graphes.

Parmi les problémes les plus connus en théorie des graphes, on peut citer les problémes
de domination dans les graphes. En 1862, De Jaenisch [22] posa le probléme qui consiste
a déterminer le nombre minimum des reines qui peuvent étre placées sur un échiquier de

sorte que chaque case de I’échiquier est attaquée ou "dominée" par au moins 'une des
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reines. D’autres applications de la domination dans la théorie des graphes sont utilisées
dans divers domaines tels que la communication, la théorie des réseaux, la théorie du
codage. De ce fait, I’étude de la domination dans les graphes a recu beaucoup d’attention
ces derniéres années. La théorie de la domination dans les graphes a été formellement

introduite par Berge [1] en 1958.

En 1962, Ore [57] a été le premier a publier sur la domination dans les graphes et
donna I’appellation actuelle du nombre de domination. La domination a connu sa véritable
expansion aprés les travaux de Cockayne et Hedetniemi en 1977 [20]. Les deux livres de
Haynes, Hedetniemi et Slater [48, 49] témoignent de la pertinence et de I'intérét accru de ce
sujet dans les derniéres années. En 1984, lors d’une conférence a Kalamazoo (USA), Fink
et Jacobson [34] ont introduit la k-domination dans les graphes qui est une généralisation
de la domination dans les graphes.

Le coté pratique et appliqué de la domination a été souvent la cause de la naissance
d’autres et nouveaux paramétres de domination. En effet, beaucoup de parametres de
domination ont vu le jour lorsqu’on impose & la domination une condition supplémentaire
dans le graphe considéré. L’idée générale de la domination est de trouver dans un graphe
G un sous ensemble S de V' (appelé dominant) tel que tout sommet extérieur au sous
ensemble S a au moins un voisin dans S. Parmi ces variantes, il y a les alliances dans les
graphes, des parametres de domination introduits en 2002 par Kristiansen et al. [55]

Dans cette thése, on s’intéresse principalement & I’étude des invariants d’alliances glob-
ales dans quelques classes de graphes. Aprés une introduction, la thése s’articule autour

de cing chapitres qui sont organisés comme suit:

Chapitre 1 : Définitions de base et notations
Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions et les notions de base de la théorie des
graphes nécessaires a la compréhension de cette thése. Les notions propres & un chapitre

donné seront définies dans le chapitre lui méme.

Chapitre 2 : Etat de ’art sur les alliances dans les graphes
Dans ce chapitre, nous exposons un état de I’art sur les différents types d’aliances dans

les graphes en rappelant les principaux résultats existants dans la littérature.
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Chapitre 3 : Alliances offensives globales dans les graphes unicycles

Dans ce chapitre, nous montrons que si G est un graphe unicycle connexe d’ordre n
avec [(G) feuilles et s(G) sommets supports alors 7, (G) > M De plus, nous
caractérisons tous les graphes unicycles extrémaux atteignant cette borne.

Chapitre 4 : Caractérisation des arbres ayant une unique alliance offensive
globale minimum (aogu)

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la détermination de la structure des arbres
qui sont des aogu-arbres.

Nous traitons la préservation de la propriété de I’arbre aogu aprés avoir effectué une
opération dessus. Suite & cela, nous fournissons une caractérisation constructive de ’arbre

aogu. Enfin, nous concluons en posant quelques problémes qui nous paraissent intéressants.

Chapitre 5 : Alliances puissantes globales dans les arbres
Dans ce dernier chapitre, nous montrons que si 7" est un arbre d’ordre n avec [ feuilles

> 3n—21(T)—s(T)

2 .
et s sommets supports, alors v,,(T) 3 *2 De plus, nous fournissons une

caractérisation constructive de tous les arbres extrémaux atteignant cette borne.

La thése s’achéve par une conclusion générale sur ’ensemble des travaux réalisés. Nous
proposons quelques perspectives de recherches dans le domaine des alliances dans les

graphes.
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CHAPITRE 1

NOTIONS GENERALES SUR LES GRAPHES

Dans ce chapitre, nous introduisons les définitions de base de la théorie des graphes qui
nous seront utiles tout au long de cette thése. Ces notions sont standards et peuvent étre

retrouvées dans [1], [48] et [49].

1.1 Définitions et notations
1.1.1 Définition d’un graphe :

Un graphe G est la donnée d’un couple (V(G), E(G)) ou V(@) est un ensemble non vide,
appelé ensemble de sommets de G et E(G) est 'ensemble des paires de sommets, appelées
arétes de (G. Un graphe est fini si 'ensemble de ses sommets est fini. L’ordre de G, noté
par n, est le cardinal de V(G), et la taille de G, notée par m est le cardinal de E(G).
Les sommets sont notés de maniére usuelle par des lettres minuscules: u, v, x,y, a, b, etc.
Les arétes sont notées par uv, xy, ab, etc. Deux sommets u et v sont adjacents ou voisins
s’ils sont reliés par une aréte. Deux arétes distinctes sont dites adjacentes si elles ont au
moins une extrémité commune. Une aréte e sera dite incidente & un sommet v si v est
une extrémité de e.

Un graphe simple est un graphe dont toute paire de sommets sont reliés par au plus
une aréte et toute aréte de GG a ses extrémités distinctes. Tous les graphes considérés dans
cette theése sont simples et finis.

Pour 'exemple de la Figure 1.1, G = (V(G), E(G)) est un graphe d’ordre n = 7 et de
taille m = 8 avec V(G) = {a,b,c,d,e, f,g} et E(G) = {ab, ac,bc,be, cd, de, eg,ef}.
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c d f g
Figure 1.1: Un graphe simple d’ordre n = 7 et de taille m = 8.

1.1.2 Voisinage

Pour un sommet v de G, le voisinage ouvert de v est Ng(v) = {u € V(G) : uwv € E(G)},
et le voisinage fermé de v est Nglv] = Ng(v) U {v}. Pour un sous-ensemble S C V(G),
le voisinage ouvert de S est Ng(S) = UyesNg(v) et le voisinage fermé de S est Ng[S] =
UvesNa[v].

Pour le graphe G = (V(G), E(G)) de la Figure 1.1, le voisinage ouvert du sommet ¢
est Ng(c) = {a,b,d} et son voisinage fermé est Ng[c] = {a,b, ¢, d}

Le woisinage privé d'un sommet v € S par rapport & .S est I’ensemble, noté pn|v, S], des
sommets du voisinage fermé de v qui n’ont pas de voisins dans S autre que v, i.e, pn[v, S] =

{u e V(G) : Nglu|nS = {v}}.

U3

V2 V4

U1 (%

S = {’Uz, U4}

Figure 1.2: Un graphe G avec pnlvs, S| = {v1}

1.1.3 Degré d’un sommet

Le degré d’un sommet v € V(G), noté degg (v) ou dg(v), est le cardinal de son voisinage

ouvert. Un sommet de degré nul est dit isolé et un sommet de degré un est dit pendant ou
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feuille. On note par L(G) 'ensemble des sommets pendants de G. Un sommet adjacent
a un sommet pendant est appelé sommet support et 'ensemble des sommets supports de
G sera noté par S(G). On note par §(G) et A(G) le degré minimum et mazimum dans

G, respectivement.

Figure 1.3: Un graphe G avec A (G) =3 =d(u), 0 (G) =1=d(2), S (G) =uet L(G) = z.

1.1.4 Chaine, cycle, distance, diamétre

e Une chaine dans un graphe G = (V(G), E(G)) est une séquence finie de sommets
V1, V2, ..., Uy telle que pour tout 1 < ¢ < k —1,¢; = vv;11 € E(G). Lentier k — 1
représente la longueur de la chaine (au sens des arétes) et les sommets v; et vy sont
appelés extrémités de la chaine. Une chaine qui n’utilise pas deux fois la méme aréte
est dite simple. Une chaine qui n’utilise pas deux fois le méme sommet est dite

élémentaire.
e Un cycle est une chaine dont les extrémités sont confondues.
e Une corde est une aréte reliant deux sommets non consécutifs dans une chaine.

e Une chaine minimale induite par n sommets, notée par P, = (v1, vg, ..., v, ), est une

chaine élementaire sans corde.

e Un cycle élémentaire d’ordre n est noté C,.

e Soient u et v deux sommets d’'un graphe GG. On appelle distance entre u et v, notée
da(u,v), la longueur de la plus courte chaine joignant u et v. L excentricité d'un

sommet v dans G est exc(v) = max{dg(v,w) : w € V(G)}.
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Figure 1.4: Une chaine simple P; et un cycle Cs.

e Le diameétre de G, noté diam(G), est égal max{exc(v) : v € V(G)}. Le centre est

I’ensemble de tous les sommet de GG ayant une excentricité minimum.

1.1.5 Graphe partiel et sous graphe

Soit G = (V(G),E(G)) un graphe. Un graphe H est dit un graphe partiel de G si
V(H)=V(G) et E(H) C E(G).

Pour un sous ensemble de sommets non vide A C V(G), le sous graphe H = (A, E,)
induit par A dans G, noté par (A)s ou G[A], est un graphe dont ’ensemble des sommets
est A et Pensemble des arétes est E4 = {uv € E(G) : u,v € A}. La Figure 1.4 illustre ces
deux définitions.

Pour les sous-ensembles A et B de V' (G), on note par m(A, B) le nombre d’arétes reliant

les sommets de A aux sommets de B, et par m(A) le nombre d’arétes du sous-graphe G[A].

b e b b e
a M a ﬁ‘ a L
[ J
c d f g c d c d f g
G H
Figure 1.5: Un graphe G et sous-graphe induit par A = {a,b,¢,d} et son graphe partiel
H.

1.1.6 Clique et stable

Une clique dans un graphe G = (V(G), E(G)), est un sous ensemble de sommets deux a

deux adjacents.
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Un stable dans un graphe G = (V(G), E(G)), appelé aussi, ensemble indépendant, est

un sous ensemble de sommets deux a deux non adjacents.

1.2 Quelques classes de graphes
1.2.1 Graphe complémentaire d’un graphe

Le graphe complémentaire de G, noté G, est un graphe ayant le méme ensemble de sommets

que G et une aréte uv € E(G) si et seulement si uv ¢ E(G). Voir la Figure 1.5 qui illustre

un graphe G et son complémentaire G.

Figure 1.6: Un graphe G et son complémentaire G.

1.2.2 Graphe régulier

Un graphe G est dit d-régulier si chaque sommet de G' a un degré égal a d.

1.2.3 Graphe complet

Un graphe complet d’ordre n, noté K,, est un graphe (n — 1)-régulier. Voir un exemple

de K5 dans la Figure 1.6.

1.2.4 Graphe k-part:

Un graphe G = (V, E) est dit k-parti, pour un entier £ > 2, s'il existe une partition de
V(G) en k sous-ensembles stables Vi, Vs, ..., V.
Si k = 2 aors le graphe G est dit bipart;. Un graphe est biparti si et seulement si, il

ne contient pas de cycle de longueur impair.
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Figure 1.7: Une clique K5

On appelle graphe biparti complet, un graphe biparti tel que pour tout sommet u € V;
et v € Va, uv € E(G). Dans ce cas si |V| = p et |Va| = ¢ alors le graphe biparti complet

est noté K, ,. Un exemple du graphe K34 est illustré dans la Figure 1.7

Figure 1.8: Un graphe biparti complet K3 4

1.2.5 Graphe connexe

On dit qu’un graphe G est connexe si pour toute paire de sommets distincts u et v de
V(G), il existe une chaine joignant u et v. Un graphe qui n’est pas connexe est dit non
connexe. Une composantes connere d’un graphe est un sous graphe induit maximal (au

sens de I'inclusion) connexe.

1.2.6 Graphe blocs

Un sommet z d'un graphe G est un sommet d’articulation si sa suppression augmente le
nombre de composantes connexes.
Un bloc d’'un graphe G est un sous graphe connexe maximal qui ne contient pas de

sommet d’articulation.
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Un graphe blocs G est un graphe dont tous les blocs sont complets. Si G ne possede
pas de sommet d’articulation alors GG est lui méme un bloc. L’intersection de deux blocs

contient au plus un sommet. La Figure 1.8, représente un graphe G a 4 blocs.

Figure 1.9: Un graphe de blocs

1.2.7 Arbre, unicycle, cactus et couronne d’un graphe

Un arbre est un graphe connexe sans cycle (ou acyclique).

Un exemple d’un arbre 7' est representé dans la Figure 1.9.

Figure 1.10: Un arbre T" d’ordre n = 15, |L(T")| = 8 et |S(T)| = 4.

Une forét est un graphe ol chaque composante connexe est un arbre.

VAN D VANV

Figure 1.11: Une forét a 4 composantes connexes.

Une étoile d’ordre n + 1, est le graphe biparti complet K ,,, n est un entier positif. Si
n > 2, le sommet de degré n est le centre de 1’étoile, et si n = 1, alors les deux sommets

de ’étoile sont des centres.
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Une double étoile, notée S, 5, est le graphe obtenu par deux étoiles K, et K; en
ajoutant une aréte reliant les deux centres.
Une chenille est un arbre tel que si on supprime toutes les feuilles, le graphe résultant

est une chaine.

AN NN ATA

Figure 1.12: Un étoile, une double étoile et une chenille

Un graphe cactus G est un graphe oul toute aréte appartient a au plus un cycle.

Figure 1.13: Un graphe cactus

Un graphe cactus ayant un seul cycle est dit unicycle.

Figure 1.14: Un graphe unicycle

La couronne d’un graphe G, notée GoK, est le graphe obtenu en attachant a chaque
sommet de G un nouveau sommet. Pour le cycle (g, sa couronne est représentée par le

graphe de la Figure 1.14.
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Figure 1.15: La couronne Cg o K.

1.2.8 Subdivision d’un graphe

Une subdivision SS(G) d’un graphe G est le graphe obtenu en remplacant chaque aréte
uv de G par un sommet w et deux arétes uw et wv.

Voir exemple de la Figure 1.15.

Figure 1.16: Une étoile subdivisée

Une araignée blessée est un graphe obtenu en subdivisant au plus n — 1 arétes d’une

étoile Kl,n .

Figure 1.17: Une araignée blessée

1.3 Apercu sur la domination dans les graphes

Soit G = (V(G), E(G)) un graphe. On dit qu'un sous-ensemble A de V(G) est minimal,

(resp, maximal) par rapport a une propriété P s’il n’existe pas d’ensemble B C A (resp.,
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B D A) tel que G [B] vérifie P.

Nous dirons qu’un sous-ensemble A de V(G) est minimum ou de taille minimale (resp,
mazximum ou de taille maximale) par rapport & une propriété P s'il n’existe pas d’ensemble
B CV tel que G |B] vérifie P et |A| > |B| (resp, |B| > |A]).

Donnons maintenant la définition des ensembles dominants dans les graphes.

Soit G = (V(G), E(G)) un graphe simple. Un sous ensemble S de V(G) est un domi-
nant si tout sommet de V' — S est adjacent & au moins un sommet de S.

Le cardinal minimum d’un ensemble dominant de G est appelé nombre de domination

et il est noté par v(G).

1.3.1 Quelques types de domination

Soit G = (V(G), E(G)) un graphe simple. On définit le nombre de domination inférieur
conditionné v(G : P) comme étant la taille minimum d’un ensemble dominant S C V' tel
que le sous-graphe induit par S satisfait la propriété P.

Remarque: ~v(G) < (G : P) pour toute propriété P.

De nombreux paramétres de domination peuvent étre définis en imposant une ou
plusieurs conditions & I’ensemble dominant, par exemple imposer la condition que le sous

graphe induit par ’ensemble dominant:
1. (D) soit connexe, produit la domination conneze.
2. (D) soit sans sommets isolés, produit la domination totale.
3. (D) soit une clique, produit la domination clique.
4. (D) soit sans arétes, produit la domination stable.
5. (D) soit un cycle, produit la domination cycle.
6. (D) posséde un couplage parfait produit la domination couplée.

On peut de méme imposer des conditions extérieures, sur la fagon de dominer, par
exemple, chaque sommet extérieur a D posséde au moins k voisins dans D, produit la

k-domination.
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Comme on peut imposer simultanément des conditions des deux types, par exemple
un dominant double D est un dominant sans sommet isolé et chaque sommet extérieur a
D est dominé par au moins 2 sommets de D.

Les invariants de domination sont nombreux. A titre d’exemples, nous pouvons citer :

e La domination multiple : Un sous ensemble S de V' est dit dominant multiple (ou k-
dominant) de G si tout sommet de V — S posseéde au moins k voisins dans D. Le nombre de
domination multiple (ou nombre de k-domination), noté par v,(G), est la taille minimum
d’un ensemble dominant multiple de G.

e La domination connexe : Un sous ensemble S de V(G) est dit dominant conneze de G
si S est un dominant et le sous graphe induit par S est connexe. Le nombre de domination
connexe, noté par 7v.(G), est la taille minimum d’un ensemble dominant connexe de G.

e La domination stable : Un sous ensemble S de V(G) est dit dominant stable de G
si S est un dominant et le sous graphe induit par S ne contient pas d’aréte. Le cardinal
minimum (resp. maximum) d’un stable maximal de G, noté i(G) (resp.B,(G)), est appelé
le nombre de domination stable (resp. le nombre de stabilité) de G.

e La domination totale : Un sous ensemble S de V est dit dominant total de G si

tout sommet de V' posséde un voisin dans S, i.e, N(S) = V. Le nombre de domination

totale noté, v,(G), est le cardinal minimum d’un ensemble dominant total de G.
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CHAPITRE 2

ETAT DE L’ART SUR LES ALLIANCES DANS LES GRAPHES

2.1 Vue historique et application des alliances

Le mot alliance peut étre défini comme une union ou une association formée pour un
bénéfice mutuel, par exemple il peut s’agir : d’un accord ou traité entre deux ou plusieurs
nations pour coopérer a des fins spécifiques, une fusion d’efforts ou d’intéréts par des
personnes, des familles, des Etats ou des organisations. Les alliances sont présentées
de plusieurs fagons dans le monde réel. D’une maniére générale, une alliance peut étre
comprise comme un ensemble d’éléments partageant des objectifs similaires ou ayant des
propriétés similaires parmi tous les éléments de la collection. Comme exemples d’alliances,
on peut citer:

Groupe de personnes unies par une amitié commune ou par des obligations.

Groupe de plantes appartenant & la méme famille botanique.

Groupe d’entreprises partageant le méme intérét économique.

Groupe d’utilisateurs de Twitter suivant ou étant suivi entre eux.

Groupe d’utilisateurs Facebook partageant une activité commune.

Par exemple, Facebook peut étre vu comme un énorme réseau (ou graphe) dans lequel
chaque utilisateur est un sommet et deux sommets sont connectés s’ils sont "Amis", au
sens du systéme. Avec cette idée, une alliance dans Facebook peut étre réalisée comme une
collection d’utilisateurs (ou sommets) ayant plus d’amis" & l'intérieur de la collection qu’a
I’extérieur. De maniére analogue, Twitter peut étre compris comme un graphe dans lequel
chaque utilisateur est un sommet et deux sommets sont adjacents si au moins I'un d’entre
eux suit 'autre. Ainsi, une alliance sur Twitter peut étre réalisée comme une collection
d’utilisateurs qui suivent (ou sont suivis) plus d’utilisateurs (par plus d’utilisateurs) a

I'intérieur de la collection qu’a ’extérieur.
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Les alliances dans les graphes ont été introduites par Kristiansen et al. [54] en définis-
sant différents types d’alliances qui ont été largement étudiées au cours de la derniére
décennie. Ces types d’alliances sont appelées alliances défensives [38], [70], alliances of-
fensives [26], [64] et alliances puissantes ou duales [11], [12]. Une généralisation de ces
alliances, appelée k—alliances (ou r—alliances), introduites par Shafique et Dutton [66]
et [67], a recu une attention particuliére ces derniéres années. Dans ce cadre, il y a eu des
définitions de nombreux et divers parametres qui ont été largement étudiés dans le cas des
k—alliances défensives (offensives, puissantes) et pour différentes classes de graphes.

Les travaux de recherche de Kristiansen et al. [54] sont motivés par l'alliance des
nations en guerre pour un soutien mutuel. Ils considérent deux cas : le premier qui
correspond & une alliance défensive se réalise lorsque les nations sont obligées de s’unir si
un ou plusieurs d’entre eux sont attaqués et le second est une alliance offensive qui sert de
moyen de maintenir la paix. A titre d’exemple illustratif, 'action des troupes de ’TOTAN
dans un pays déchiré par la guerre est donnée. Dans le graphe correspondant a cette
situation, les sommets représentent les nations et les arétes correspondent aux relations
possibles (d’amiti¢ ou d’hostilité) entre eux.

Kristiansen et al. [55] ont étudié les propriétés mathématiques des alliances défensives
dans les graphes.

Une riche littérature sur les différentes parameétres d’alliances peut étre trouvée dans
les surveys [35], [60] et [70].

Dans ce chapitre, nous présenterons les différents types d’alliances et leurs variantes

avec les paramétres associés en rappelant quelques résultats connus.

2.2 Types d’alliances

Considérons un graphe simple G = (V(G), E(G)).

2.2.1 Alliances défensives

Définition 2.1. Un ensemble non vide de sommets S est dit une alliance défensive si

pour chaque sommet v € S, |[N[v]NS| > |N] N (V — S)|. Si l'inégalité est stricte alors,
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lalliance défensive est dite forte.

Utilisons les problémes de la sécurité nationale pour illustrer ces concepts. On peut
penser a un sommet dans une alliance S pouvant se défendre lui-méme et ses voisins
contre des attaques possibles par des sommets de V' — S. Puisque chaque sommet dans
une alliance défensive S a au moins autant de sommets de son voisinage fermé dans S que
dans V' — S, nous dirons que chaque sommet dans S peut étre défendu contre une attaque

possible par des sommets de V' — §S.

Définition 2.2. Le nombre d’alliance défensive a(G) (respectivement, le nombre d’alliance
défensive forte a(G)) est le cardinal minimum d’une alliance défensive (respectivement,

d’une alliance défensive forte).

La Figure 2.1 représente un arbre 7" avec a(7) =1 et a(T) = 2

a(T) =1 a(T) = 2

Figure 2.1: Un arbre T avec a(T) = 1 et a(T) = 2

Il est a signaler que tout graphe G admet une alliance défensive car V(G) est un tel

ensemble.
Définition 2.3. Une alliance défensive S est dite globale si S est un ensemble dominant.

Définition 2.4. Le nombre d’alliance défensive globale v,(G) (respectivement, le nombre
d’alliance défensive globale forte v,(G)) est le cardinal minimum d’une alliance défensive

globale (respectivement, d’une alliance défensive globale forte).

Donnons une illustration, par le graphe G de la Figure 2.2. L’ensemble S = {b,c}
est une alliance défensive globale du graphe G, d’ou 7,(G) = 2, et S = {a,b,c} est une
alliance défensive globale forte de G, d’ou 7,(G) = 3.
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a a

b c b c

d e d e
S=(hchV\S=(a,de)  S=(abe)V\S=(de)

Figure 2.2: Un unicycle G avec v,(G) =2 et v,(G) =3

Dans ce qui suit, nous présentons quelques résultats relatifs aux paramétres 7v,(G) et

Ya(G).

Remarque 2.5 (Haynes, Hedetniemi et Henning [38], 2003). Pour tout graphe G, d’ordre

n,

(1) 1<9(G) £ 7,(G) £7.(G) <n;
(1) 1<a(G) <7,(G) <n;
(ii)) 1< a(@) <a(G) < 7,(G) <n.

Proposition 2.6 (Haynes, Hedetniemi et Henning [38], 2003). Pour un graphe complet
an ﬁYa(Kn) = LHTHJ7

Proposition 2.7 (Haynes, Hedetniemi et Henning [38], 2003). Pour un graphe biparti
complet K, ,

(1) va(Kus) = [5] +1,
(i) vo(Krs) = [5] + [5], sir s 22,
(1id) v4(Krs) = [5] + 51

Haynes et al. [38] ont présenté aussi des résultats liant les nombres d’alliances globales
aux nombres de domination totale v,(G) défini comme étant le cardinal minimum d’un

ensemble dominant de GG dont le sous-graphe induit est sans sommets isolés.

1. Pour un cycle Cy,, n > 3, 7,(C) = v2(Ch) = 7,(Ch).

2. Pour n = 3, v,(P,) = 7,(Pn).
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3. Pour n > 2, v,(P,) = v,(P,), si n = 2(mod 4), et v,(P,) = v,(P,) — 1, sinon.
4. Pour r,s > 1, 7,(Srs) = [(r—1)/2] + [ (s — 1)/2] + 2.

5. Pour r,s > 1, v,(S,5) = [7/2] + |s/2] + 2.

2.2.2 Alliances offensives
Pour un sous ensemble S C V', notons par 95 = N(S) — S.

Définition 2.8. Un ensemble non vide de sommets S C V est dit une alliance offensive
si pour chaque v € 0S,|N[v]N S| > |N[v]N(V —S)|. Dans ce cas on dit que chaque
sommet de OS est vulnérable & une attaque possible par des sommets de S (par la force

des nombres). Si l'inégalité est stricte, alors S est dit une alliance offensive forte.
Définition 2.9. Une alliance offensive S est dite globale (aog) si S est un dominant.

Définition 2.10. Le nombre d’alliance offensive o(G) (respectivement le nombre d’alliance
offensive forte 6(G)) est le cardinal minimum d’une alliance offensive,.(respectivement,

d’une alliance offensive forte) de G.

La Figure 2.3 représente un arbre T = S5 5 avec o(T") = 2 et un graphe G avec 6(G) = 3

N <<

o(T) =2 o(T)=3

Figure 2.3: Un Sy avec 0(Ss2) = 2 et un Ss 3 avec 6(S33) = 3
Il est & signaler que tout graphe G admet une alliance offensive puisque V(G) est un

tel ensemble.

Définition 2.11. Le nombre d’alliance offensive globale y,(G) (respectivement, le nombre
d’alliance offensive globale forte ~v,(G)) est le cardinal minimum d’une alliance offensive

globale (respectivement, d’une alliance offensive globale forte) de G.

La Figure 2.4 illustre un arbre T" avec v, (T) = 2 et v,(T) = 5.
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a b a b
CAd eAf cAd eAf
Vo(T) =2 V5(T) =5
S =(a,b);V\S = (cde,f) S = (a,c,d,e, f);V\S=(b)

Figure 2.4: Un Sy5 avec 7,(522) = 2 et 7,(S22) =5

2.2.3 Alliances puissantes

Définition 2.12. Une alliance S est dite puissante si elle est a la fois défensive et of-

fensive. Ce concept peut étre exprimé par la seule condition que pour chaque sommet

veNIS], IN[]NS| > |N[v] - S].

Puisqu’'une alliance puissante S est défensive, elle peut défendre tout sommet de S
contre une attaque possible par les sommets de 0.5, et puisqu’elle est offensive, elle peut
effectivement attaquer tous les sommets dans 9S. En outre, une alliance puissante peut
également défendre tout sommet de 0SS contre une attaque par des sommets dans N [0.S] —

N1S].

Définition 2.13. Une alliance puissante globale de G est une alliance puissante qui

domine G.

Définition 2.14. Le nombre d’alliance puissante a,(G) (respectivement, d’alliance puis-
sante globale v,,(G)) est le cardinal minimum d’une alliance puissante (respectivement,

d’une alliance puissante globale).

La Figure 2.5 représente un arbre T" avec un v, (T') = 8.

Figure 2.5: Un arbre T avec v,,(T) = 8.
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Voici quelques valeurs exactes de a, (G) et v,, (G) pour des familles de graphes spéci-
fiques [11].
1. Pour toute chaine P, avec n > 2, a,(P,) = 7,,(Pn) = [2n/3].
2. Pour tout cycle Cy, a,(Cy) = 7,,(Cn) = [2n/3].
3. Pour le graphe complet K, a,(K,) = 7,,(K,) = [n/2].

4. Pour un graphe biparti complet K, , 1 <r <'s,

ap(Krs) = Yop(Crs) = min{r + |s/2], [(r +1)/2] + [(s + 1)/2]} .

2.3 Bornes sur Yar Yar Yor Vo et rYap(G)

Dans ce qui suit, nous présenterons quelques propriétés et principaux résultats existants

dans la littérature sur les parameétres d’alliances définis auparavant.

2.3.1 Bornes inférieures sur v,(G) et v,(G).

Dans [38], Haynes et al. ont donné des bornes inférieures sur v,(G) et v,(G) en fonction

de l'ordre n et le degré maximum A du graphe G.

Théoréme 2.15 (Haynes, Hedetniemi et Henning [38], 2003). Si G est un graphe d’ordre

n, alors

(1) 7.(G) = (Van +1-1)/2.
(i) 7a(G) = V/n.

Théoréme 2.16 (Haynes, Hedetniemi et Henning [38], 2003). Si T est un arbre d’ordre

n, alors

Théoréme 2.17 (Rodriguez et Sigaretta [63], 2005). Soit G un graphe simple d’ordre n

et de degré mazimum A. Alors v,(G) > (f—fgw et 1,(G) = h—éﬁ-‘ :
2
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En 2010, Bouzefrane et al. [5] ont donné des bornes inférieures sur v,(G) et v,(G)
pour tout arbre 1" en fonction de son ordre, du nombre de ses feuilles et du nombre de ses

sommets support.

Théoréme 2.18 (Bouzefrane, Chellali et Haynes [5], 2010). Si T' est un arbre d’ordre

3n—Il—s+4

n > 2 avec | feuilles et s sommets supports, alors v,(T) > 2=l=st ef 5, (T) > 32=L

Les mémes auteurs dans [5] ont caractérisé tous les arbres extrémaux atteignants ces

deux bornes.

2.3.2 Bornes supérieures sur v,(G) et 7,(G)

La proposition suivante, établie par Haynes et al. dans [38], donne une borne supérieure

sur v, et v, pour tout graphe G.

Proposition 2.19 (Haynes, Hedetniemi et Henning [38] 2003). Pour tout graphe G sans
sommets isolés et de degré minimum 0,

(1) 7.(G) < m —[6/2].

(i) 7a(G) < n —[6/2].

Le corollaire suivant découle immédiatement de la Proposition 2.19.
Corollaire 2.20 (Haynes, Hedetniemi et Henning [38], 2003). Pour tout graphe G,

7,(G) = n si et seulement si G = K,,.

Les deux résultats suivants, établis par Haynes et al. [38], donnent une borne supérieure, |
pour la classe des arbres, sur 7y, et v, avec une caractérisation des arbres extrémaux pour
chaque borne.

Soit F la famille des arbres T' contenant 1" = FP5, T' = K; 4 ou bien T' est obtenu
a partir de tK; 4 (I'union disjoint de ¢ copies de K 4) en ajoutant ¢t — 1 arétes entre les
feuilles de ces copies de telle sorte que le centre de chaque K 4 est adjacent & exactement

trois feuilles de 7.

Théoréme 2.21 (Haynes, Hedetniemi et Henning [38], 2003). Si T' est un arbre d’ordre

n >4, alors v,(T) < 3, avec égalité si et seulement si T € F.
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Les mémes auteurs ont introduit une famille F; d’arbres T" obtenus & partir de 'union
disjointe tK;3 de ¢ > 1 copies de K3 en ajoutant ¢ — 1 arétes entre les feuilles de ces
copies de K3 de telle sorte que le centre de chaque K;3 est adjacent a au moins une

feuille dans T'.

Théoréme 2.22 (Haynes, Hedetniemi et Henning [38], 2003). Si T' est un arbre d’ordre

n >3, alors v,(T) < 2, avec égalité si et seulement si T € F».

2.3.3 Bornes sur 7,(G) et v,(G)

Le résultat suivant établi par Chellali [14], donne une borne inférieure sur v, pour tout

graphe biparti.

Théoréme 2.23 (Chellali [14], 2010). Pour tout graphe biparti G sans sommets isolés,
7(G) < (n = L(G) + 5(G))/2.

Dans le méme article, Chellali a donné une caractérisation constructive des arbres
extremaux vérifiant v, (T) = (n — L(T) + S(T))/2.
Sigaretta et Rodriguez ont donné une borne supérieure et une borne inférieure sur v,

pour tout graphe GG en fonction de l'ordre n, les degrés minimum ¢ et maximum A,

Théoréme 2.24 (Rodriguez et Sigaretta [61], 2006). Pour tout graphe G d’ordre n, et

des degrés minimum 6 et maximum A\,

n@+D) | o S
m [ 1 si 0 est impair;
>4 (G) > 2A+5+1
3 {2&15-‘ sinon.

Théoréme 2.25 (Rodriguez et Sigaretta [61], 2006). Pour tout graphe régulier G d’ordre
n et de degré d impair, on a :

n(d+1)

<
sar1 = 0C)

I
SIE

Le Théoréme 2.25 permet d’affirmer que pour le cas des graphes cubiques (3- réguliers)

ona: 2 <, (G) <2
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Dans [8], Blidia, Chellali et Favaron ont montré que tout graphe biparti G sans sommets
isolés satisfait v, (G) < (n+£(G))/2. Du fait que pour tout v,(G)-ensemble S, tout sommet
v € V — S possede au moins deux voisins dans S, alors S est un 2-dominant de G et par
suite, v, (G) < 74(G) pour tout graphe G. La précédente borne supérieure sur v,, établie

dans [10] par Blidia, Chellali et Volkmann, a été améliorée pour v, par Chellali dans [14].
Théoréme 2.26 (Chellali [14]). Pour tout graphe biparti G sans sommets isolés,
76(G) < (n+4(G))/2.

Dans le méme article, Chellali a donné une caractérisation constructive des arbres
extrémaux atteignant la borne du Théoreme 2.26.

Dans [61], Rodriguez et Sigaretta ont donné une borne supérieure et une borne in-
férieure sur vy, pour les graphes cubiques ainsi qu'une caractérisation des graphes extré-

maux.

Théoréme 2.27 (Rodriguez et Sigaretta [61], 2006). Soit G un graphe cubique d’ordre n.

2. 7, (G) = § si et seulement si G est un graphe biparti.

3. 75 (G) = 7 si et seulement si G est isomorphe au graphe complet Kj.

Soit F la famille des arbres d’ordre au moins trois qui peuvent étre obtenus de r étoiles
disjointes en ajoutant d’abord r» — 1 arétes incidentes seulement aux centres des étoiles, le
graphe ainsi obtenu est connexe, ensuite en subdivisant chaque nouvelle aréte exactement

une seule fois. L’arbre de la Figure 2.6 est un exemple d'un arbre de F.

AN

Figure 2.6: Un arbre de la famille F

Bouzefrane et Chellali ont montré que tout arbre 7" d’ordre au moins trois avec ¢ feuilles
et s sommets support satisfait vy, (7)) > (n — ¢+ s+ 1)/3, et une caractérisation des arbres

extrémaux atteignant cette borne inférieure a été établie.
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Théoréme 2.28 (Bouzefrane et Chellali [3], 2009). Soit T' un arbre d’ordre n > 3, avec

L feuilles et S sommets supports. Alors

— L 1
1(1) 2 PR

avec éqalité si et seulement si T € F.

2.3.4 Bornes sur v,,(G) et a,(G)

Dans leur article introductif, Brigham et al. [11], ont donné une borne supérieure sur le

nombre d’alliance puissante a, pour les arbres.

Théoréme 2.29 (Brigham et al. [11], 2009). Si T est un arbre d’ordre n différent d’une

chaine P,, alors a,(T) < |™3| et cette borne est atteinte.
Les mémes auteurs ont montré aussi les deux résultats suivants :

Proposition 2.30 (Brigham et al. [11], 2009). Pour tout graphe G d’ordre n, de degrés
minimum 6 et maximum /N, on a :

< A+0+2
- o0+1

) e

Corollaire 2.31 (Brigham et al. [11], 2009). Si G est un graphe régulier d’ordre n, alors
n < 27ap(G)-

2.4 Relations entre v,, Vay Vs Vos Vos Bos Vo €t 1
2.4.1 Relations entre v,, 7, et 3, dans les arbres

En géneral, le nombre d’alliance défensive globale peut étre beaucoup plus grand que le
nombre d’indépendance. Par exemple, pour le graphe complet K, 8, (K,) =1 < %3] =
74 (K7). Chellali et Haynes dans [13], ont montré que le nombre d’alliance défensive globale

pour les arbres est borné supérieurement par le nombre d’indépendance.
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Théoréme 2.32 (Chellali et Haynes [13], 2007). Pour tout arbre T, ~,(T) < By (T), et

cette borne est atteinte.

Puisque 3, (T) < =1 pour tout arbre non trivial T' avec ¢ feuilles [8], le corollaire

suivant est une amélioration du Théoréme 2.21 [38], pour ¢ < n/5.

Corollaire 2.33 (Chellali et Haynes [13], 2007). Pour tout arbre T avec ¢ feuilles, v, (T') <

n+l—1
-

Les mémes auteurs dans [13], ont montré que 7y, (T') et i(T") sont incomparables. Par
exemple, pour une étoile 7" d’ordre n > 3, i(T) = 1 < [n/2] = v, (T') . D’autre part, pour
la chenille T, avec 6k sommets supports, ol chaque support est adjacent & exactement
deux feuilles, on a v, (1) = 6k tandis que (7)) = 9k.

Par les exemples précédents, v,(T) et i(T") sont aussi incomparables. Pour une étoile
T dordre n >3, i(T) =1 < [%H] = 7,(T).

Les parametres v,(T") et 5,(T) sont aussi incomparables. En effet, pour une étoile
Ki,(p=4), Bo(T)=p>[p/2] +1 =7,(T), et si T est un 2-couronne de la chaine Py,
alors v,(T') = 4k > 3k = 3,(T).

Chellali et Haynes [13], ont établi deux bornes supérieures sur le nombre d’alliance
défensive globale forte v, pour la classe des arbres en fonction de (5, et (3, et s) respec-

tivement.

Théoréme 2.34 (Chellali et Haynes [13], 2007). Si T est un arbre d’ordre n > 3 avec s

sommets support, alors

(a) 74(T) < 22l

(b) va(T) < B (T) + s — 1,

et ces bornes sont atteintes.

Pour I'¢toile G d’ordre n, i(G) = 1,7,(G) = [n/2] et v,(G) = [2£*]. Par conséquent,
aucune borne du type 7,(G) < f(i(G)) ou v,(G) < ¢(i(G)) ne peut étre satisfaite pour

tout graphe, et ceci méme pour la classe des arbres.
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2.4.2 Relations entre 7,(G) et i(G)
Avant d’énoncer les résultats ci-dessous on donne la définition suivante :

Définition 2.35. Un graphe biparti équilibré est un graphe tel que les deux ensembles de

la bipartition ont la méme taille.

Exemple 2.36. Les graphes bipartis complet K, , pour lesquels p = q, sont des graphes

équilibrés.

Dans [25] Favaron a étudié existence d'une fonction f telle que i(G) < f(v,(G)) pour
un graphe quelconque, un graphe biparti ou bien un arbre. Elle a défini les familles de

graphes suivantes :

1. F; est la famille de graphes obtenus d’une clique S d’ordre k£ par la fixation de k

feuilles a chaque sommet de la clique S.

2. F, est la famille de graphes bipartis obtenus & partir d’'un graphe biparti complet
équilbré S d’ordre k par la fixation de k + 1 feuilles a chaque sommet de S.

3. F3 est la famille d’arbres obtenus & partir d’un arbre S par la fixation de I’ensemble

L, de ds(u) + 1 feuilles a chaque sommet u de S.

Le théoréme suivant de Favaron [25] nous donne une relation entre ~,(G) et i(G) sous

forme i(G) < f(v,(G)), avec une caractérisation des graphes extrémaux.

1. Tout graphe G satisfait i(G) < (7,(G))* = 7,(G) + 1, avec égalité si et seulement si
G e F.

2. Tout graphe biparti G satisfait i(G) < (7,(G))* /4 + 7,(G), avec égalité si et seule-

ment si G € Fs.

3. Tout arbre G satisfait i(G) < 2v,(G) — 1, avec I'égalité si et seulement si G € F;.
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2.4.3 Relations entre 7,(G) et i(G)

Puisque i < 7, pour tout graphe, Favaron dans [25], a donné des bornes du type i(G) <
9(74(G)) (i(G) borné par une fonction de v,(G)) pour un graphe général, biparti ou un

arbre. Elle a défini les familles des graphes suivantes:

1. Fj est la famille de graphes obtenus d’une clique S d’ordre k par la fixation de k — 1

feuilles & chaque sommet de la clique S.

2. F5 est la famille de graphes bipartis obtenus a partir d’un graphe biparti complet

équilibré S d’ordre 2k par la fixation de £ feuilles & chaque sommet de S.

3. $ est la famille d’arbres S tels que pour tout ensemble d’indépendance maximal J

de S, le nombre de composantes des foréts S — J est au plus S/2.

4. Fg est la famille d’arbres obtenus par un arbre S de & par la fixation de 1’ensemble

L(u) de dy(u) feuilles & chaque sommet de S.

Favaron [25] & donner une relation entre v,(G) et i(G) sous forme i(G) < f(7,(G)),

avec une caractérisation des graphes extrémaux.

1. Tout graphe G satisfait i(G) < v%(G) — 2v,(G) — 2, avec égalité si et seulement si
G e Fy.

2. Tout graphe biparti G sans sommets isolés satisfait i(G) < 724 (G)/4+7,(G)/2, avec

égalité si et seulement si G € Fs.

3. Tout arbre G d’ordre n > 2 satisfait i(G) < 37v,(G)/2—1, avec égalité si et seulement
siG e F(;.

2.4.4 Relations entre v, v, 5, i et 7, dans les arbres
Le théoréme suivant de Favaron [25], donne une relation entre v, et ¢ dans les arbres.

Théoréme 2.37 (Favaron [25], 2008). Pour tout arbre T, ~v,(T) < 2i(T)—1 et cette borne

est atteinte.
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Le résultat suivante, établi par Favaron [25], est une borne sur 7, en fonction de ¢ pour

la classe des arbres.

Théoréme 2.38 (Favaron [25], 2008). Pour tout arbre non trivial T, v4(T) > i(T) + 1 et

cette borne est atteinte.

En 2007, Volkmann [69], a donné une relation sur 7, en fonction de v pour la classe

des arbres.

Théoréme 2.39 (Volkmann [69], 2007). Pour tout arbre non trivial T', v5(T) > v(T) + 1
avec éqgalité si et seulement si, T est une étoile subdivisée, une couronne d’une étoile ou

une double étoile subdivisée.

Hansberg et al. [51], ont donné une caractérisation des arbres 7' vérifiant v,(7") =

i(T) + 1.

Théoréme 2.40 (Hansberg et Volkmann [51] ). Pour tout arbre non trivial T, v,(T") >
i(T) + 1, avec égalité si et seulement sivo(T) > v(T) + 1 ouT = Sa 5.

Dans [15], il a été prouvé que tout graphe G vérifie v,(G) > v,(G), Chellali et al. [15],

ont utilisé le Théoréme 2.40 pour montrer ce qui suit :

Théoréme 2.41 (Chellali, Haynes et Volkmann [15], 2009). Pour tout arbre non trivial T,
v5(T) > ~(T) + 1 avec égalité si et seulement si T' est une étoile subdivisée, une couronne

d’une étoile ou une double étoile subdivisée.

Les mémes auteurs [15], ont donné une borne inférieure pour le nombre d’alliance
offensive globale forte v,(G) pour tout graphe en fonction de v,(G), le nombre de feuilles

L et le nombre de supports S.

Théoréme 2.42 (Chellali, Haynes et Volkmann [15], 2009). Pour tout graphe G d’ordre
n >3, avec S sommet suport et L feuilles, v,(G) > v,(G) + L — S.

On note que pour tout graphe G, les feuilles de G' sont dans tout 7,(G)-ensemble.
Avant d’énoncer la chaine d’inégalités établie par Chellali et al, on donne une remarque,

justifiée par le fait que V' — D est une (aog) pour tout stable D.
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Remarque 2.43. Si G est un graphe sans sommets isolés, alors 5, (G) + v,(G) < n.
En utilisant I'inégalité triviale suivante: v (G) < 7,(G) < 7,(G), on a alors
Corollaire 2.44. Pour tout arbre T, on a v (T) < v,(T) < By (T) < 7o(T) < v4(T).

Le résultat suivant, de Chellali et al., est une relation entre le nombre d’alliance offen-

sive globale forte 7, et le nombre d’alliance offensive globale v, pour les arbres.

Théoréme 2.45 (Chellali, Haynes et Volkmann [15], 2009). Pour tout arbre non trivial
T, v,(T) > ~v,(T) + 1, avec égalité si et seulement si, une des propriétés suivantes est

vérifiée.

(7) T un arbre subdivisé.
(13) T est obtenu & partir des arbres Ty et Ty, qui sont des subdivisions des arbres T}
et T, respectivement, en ajoutant une aréte entre un sommet uy, de 1] et uy de Ty, ot au

moins ['un des sommets uy et ug est une feuille ou un sommet isolé de Ty U Ts.

Théoréme 2.46 (Blidia, Chellali et Favaron [8], 2005). Soit T' un arbre. Les propriétés

sutvantes sont équivalantes:

a) v, (T) = Bo(T),
b) T=K,ouT € F,

c) T aun 7, (T) —ensemble et un S,(7")—ensemble.

En utilisant le Théoréme 2.46, Chellali et al. [15], ont donné une caractérisation
descriptive des arbres satisfaisant v, (T") = 5,(T).

Afin de caractériser les arbres pour lesquels les nombres de domination et d’alliance
offensive globale sont égaux, nous définissons la famille G suivante:

G est la famille de tous les arbres T" qui peuvent étre obtenus a partir d’'une séquence 77,
Ty,..., T} (k > 1) d’arbres, ou Ty = Po, T' = Ty, et si k > 2, T;,; est obtenu récursivement
a partir de T; par I'une des quatres opérations définies ci-dessous. Considérons I'un des

sommets de 77 un support et 'autre une feuille.
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e Opération O, : Attacher un nouveau sommet en le joignant & un sommet support

quelconque de T;.

e Opération O, : Attacher une chaine P, = zy en joignant x & un sommet support

z quelconque de T; .

e Opération Ojs : Attacher une étoile subdivisée SSi, k > 2, de centre u en joignant u
a un sommet v de T; avec la condition que si v n’appartient pas a un v, (7;)-ensemble

D, alors la majorité stricte des sommets de Nr,[v] sont dans D.

e Opération O, : Attacher une chaine P; = xyz en joignant x a un sommet quel-

conque de T; appartenant a un ,(7;)-ensemble.

Théoréme 2.47 (Bouzefrane et Chellali [3] 2009). Soit T' un arbre. Alors v,(T) = v(T')

st et seulement si T = Kq ou bienT € G.

L’arbre illustré dans Figure 2.7 est un exemple d’arbre 7" de G.

NN ATA

Figure 2.7: Un arbre de la famille G.

2.4.5 Relations entre v,(G) et v,(G)

La figure suivante nous montre un arbre 7" avec 7,(1") > v,(7T')

L

70:5 ")/a:4

Figure 2.8: Un arbre T avec v,(T) =5 > v,(T) = 4

Le Théoréme suivant donne une relation entre le nombre d’alliance offensive globale et

le nombre d’alliance défensive globale dans les arbres.
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Théoréme 2.48 (Bouzefrane et Chellali [4]). Si T est un arbre d’ordre n > 3, alors

Yo(T) < 274,(T) — 1, et cette borne est atteinte.

La caractérisation des arbres pour lesquels 7, (T) = %ya(T ) — 1 n’est pas encore résolue

a ce jour. La figure suivante représente un arbre 1" vérifiant v, (T") = 2~,(T)—1, v,(T) = 11

B T

Figure 2.9: Un arbre T avec v,(T) = 5% -1

2.4.6 Relations entre v,,(G) et v(G)

La proposition suivante donne une relation entre le nombre d’alliance puissante globale

Yap(G) et le nombre de domination y(G).

Proposition 2.49 (Brigham et al. [11], 2009). Pour tout graphe G de degré minimum
57 W(G) + L5/2J S ’Yap(G)‘

Brigham et al. [11] ont caractérisé les graphes tels que v(G) = ,,(G) par le théoréme

suivant:

Théoréme 2.50 (Brigham et al. [11], 2009). Un graphe G vérifie v(G) = 7,,(G) si
et seulement si N[v] contient au moins [|N[v]| /2] sommets support, pour tout sommet

veV(Q).

a+1].

Pour la classe des arbres, ils ont caractérisé ceux qui vérifient a,(1) = ~,,(T) = [ 5

Théoréme 2.51 (Brigham et al. [11], 2009). Soit T' un arbre. Alors a,(T) = 7,,(T) =

[%-‘ s1 et seulement si T est une double étoile Syo ou bien T peut étre obtenu d’une

t

étoile K1+ en subdivisant au plus bJ arétes exactement une seule fois.
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2.5 Généralisation des alliances

2.5.1 k-alliances

Les concepts des alliances défensives et offensives ont été généralisés aux k-alliances of-
fensives et défensives respectivement, ou la force d’une alliance est liée a la valeur du
parametre k. Avant de présenter quelques résultats existants sur ces concepts, donnons

les définitions suivantes:

Définition 2.52. Soit k > 1 un entier. Un ensemble non vide S de sommets d’un graphe
G est appelé une k-alliance offensive globale si [N [v] N S| > |N [v] — S| + k pour tout
v €V (G)—S. Le nombre de k-alliance offensive globale de G, noté v*(Q), est le cardinal

minimum de k-alliance offensive globale de G.

Définition 2.53. Un ensemble non vide S C V est une k-alliance défensive globale si
pour tout v € S,|N [v] N S| > |N [v] = S|+ k. Le nombre k-alliance défensive globale de

G, noté v%(G), est le cardinal minimum d’une k-alliance défensive globale de G.

Dans [36], Fernau, Rodriguez et Sigarreta ont montré que le probléme de la recherche
du nombre de k-alliance offensive (défensive) globale est N P-Complet.
La Figure 2.9 représente un graphe G avec un 72 (G)-ensemble et un arbre T avec

72 (T)-ensemble.

les sommets noirs forment les sommets noirs forment
une 2- alliance offensive une 2- alliance défensive

Figure 2.10: Un graphe G avec un v2(G)-ensemble et un arbre 7" avec un v2(7T')-ensemble
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2.5.2 Bornes supérieures sur ¥

Chellali, Haynes et Volkmann [15], ont donné une borne supérieure sur * pour les graphes

bipartis. Soit Ly(G) = {z € V(Q) : dg(z) < k — 1}.

Théoréme 2.54 (Chellali, Haynes et Volkmann [15], 2009). Soit k > 1, un entier. Si G

est un graphe biparti alors, v*(G) < w

Une caractérisation constructive des arbres atteignant la borne du Théoreme 2.54. a

été établie par les mémes auteurs.

Théoréme 2.55 (Chellali, Haynes et Volkmann [15], 2009). Soit k > 2 un entier. Un
arbre T' satisfait v%(T) = (n + |L(T)]) /2 si et seulement si, ou bien A < k—2 ouT € F.

o Fy, est la famille d’arbres obtenus d’une maniére constructive dans [15],

Par ailleurs dans [16], Chellali et al. ont donné une borne supérieure sur v* pour un

graphe quelconque.

Théoréme 2.56 (Chellali et al. [16], 2009). Soit k > 1 un entier. Si G est un graphe

d’ordre n et de degré minimum 6 > k alors, v*(G) < Z—j_én

Dans le cas ot 6 > k + 2, la borne du Théoréme 2.56 peut étre améliorée.

Théoréme 2.57 (Chellali et al. [16], 2009). Soit k > 2 un entier, et soit G un graphe

d’ordre n et de degré minimum 6 > k + 2. Alors v*(G) < kiﬂn

2.5.3 Bornes inférieures sur "

Deux bornes inférieures ont été données par Chellali et al. dans [16] sur le nombre k-
alliance offensive globale 7% pour tout graphe G d’ordre n, de degré minimum § et de

degré maximum A.

Théoréme 2.58 (Chellali et al. [16] 2009). Soit k un entier positif. Si G est un graphe

n(5+k)

) . .o . . k
d’ordre n, de degré minimum § et de degré mazximum A\, alors vi(G) > SATITE"

Théoréme 2.59 (Chellali et al. [16] 2009). Soit k > 1 un entier et soit G est un graphe

n(0+k+1)

d’ordre n, de degré minimum & et mazimum /\. Alors, v*(G) > SATITRTT"
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2.5.4 Bornes sur "

Théoréme 2.60 (Rodriguez et Sigaretta [62] 2009). Pour tout graphe G,

Vian + k2 + k
2

Les mémes auteurs ont donné aussi la borne suivante.

<7e(@) <n- L%J .

Théoréme 2.61 (Rodriguez et Sigaretta [62] 2009). Pour tout graphe G,

40> s |

Rodriguez et al. ont établi d’autres résultats pour les graphes cubiques et planaires

sur ce paramétre, (pour plus de détails, voir [68]).

2.5.5 Partition en alliance
Le nombre de partition en alliance a été défini dans [54] comme suit :

Définition 2.62. Le nombre de partition en alliance d’un graphe G noté 1), est le nombre
mazximum d’ensembles dans une partition de V(G) de telle sorte que chaque ensemble
est une alliance. De méme le nombre de partition en alliances globales v, est le nombre
mazimum d’ensembles dans une partition de V(G) de telle sorte que chaque ensemble est

une alliance globale.

Notons que ¢, est appelé aussi le quorum coloration étudié par Hedetniemi et al dans
[44].

Dans ce qui suit, on donne quelques résultats existants sur le nombre de partition en
alliance globale ;. Le théoreme suivant, établi par Eroh et Gera dans [23], donne une

borne sur ¢, pour tout graphe connexe en fonction du degré minimum d.

Théoréme 2.63 (Eroh et Gera [23], 2008). Soit G un graphe connexe de degré minimum
6. Alors 1 <, (G) <1+ [2], et cette borne est atteinte.

Comme conséquence immédiate du Théoréme 2.63, ils obtiennent le corollaire suivant.
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Corollaire 2.64 (Eroh et Gera [23], 2008). Soit G un arbre d’ordre n > 3. Alors

1<9,(G) <2

Shafique [34] a étudié le partitionnement des données (objets) en clusters en impliquant
le concept de défense O-alliance. En général, les clusters sont définis en maximisant les
similarités des objets appartenant & chaque cluster ainsi que les dissemblances d’objets
entre les clusters. Ainsi, il existe plus de liens & Uintérieur de chaque cluster qu’entre
les grappes. Il a représenté cette situation par un graphe (ou les sommets correspondent
aux données et les arétes symbolisent la propriété commune (similitude) que les données
partagent). Cela implique que les sommets de chaque cluster ont au moins autant d’arétes
adjacentes aux sommets a 'intérieur du cluster qu’aux sommets & l'extérieur, et ¢a cor-
respond a la définition de 0-alliance défensive. Sur cette base, Shafique [34] a établi un
algorithme approché et appliqué pour différentes applications de clustering.

Il existe plusieurs résultats sur ce concept. Pour plus de détails on peut se référer aux

articles , [24], [50] et [53].
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CHAPITRE 3

ALLIANCES OFFENSIVES GLOBALES DANS
LES GRAPHES UNICYCLES

Dans ce chapitre on montre que si G est un graphe unicycle connexe d’ordre n avec [(G)

feuilles et s(G) sommets support alors v, (G) >

—UG)+s(G »
%- De plus, nous caractérisons

tous les graphes unicycles extrémaux atteignant cette borne.

3.1 Borne inférieure du nombre v, pour les unicycles

Pour la classe des arbres, Bouzefrane et Chellali [3], ont donné une borne inférieure du
nombre d’alliance globale et ont caracterisé tous les arbres extrémaux atteignants cette

borne.

Théoréme 3.1. (Bouzefrane et Chellali [3], 2009) Soit T un arbre d’ordre n > 3,

avec 1(T) feuilles et s(T) sommets supports. Alors ,(T) > "=

w, avec éqgalité si

et seulement si T € F
Nous commencons par donner une observation qui nous sera utile par la suite.

Observation 3.2. Si G est un graphe connexe d’ordre au moins trois, alors il existe un

v,(G)-ensemble qui contient tous les sommets supports.

Le théoréme qui suit nous donne une borne inférieure du nombre d’alliance offensive

globale pour les graphes unicycles.

Théoréme 3.3. (Bouzefrane et al.[7], 2018) Si G est un graphe unicycle connexe

d’ordre n avec I(G) feuilles et s(G) sommets support. Alors

() s P UG +5(G)

(3.1)
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Preuve. Soit G un graphe unicycle d’ordre n et de cycle C. 1l est trés facile de voir que
I'inégalité (3.1) est vraie pour n = 3 ou 4. On suppose que tout graphe unicycle G d’ordre
n' < n avec | feuille et s sommets support satisfait v,(G') > #

Si G est un cycle C,, alors 7v,(C,) = [5] > 5. On suppose donc que G' # C,,. Soit D
un 7,(G)-ensemble qui contient tous les sommets supports de G, un tel ensemble existe
d’aprés I’Observation 3.2. Soient x, ¥, z trois sommets consécutifs de C' et dans cet ordre.
On considére les cas suivants:

Cas. 1.: z € D et y ¢ D. Donc y n’est pas un sommet support. On distingue deux
sous cas selon la taille de V(C').

Cas 1.1: |V(C)| = 3. Si z ¢ D, alors y, z sont de degrés au moins 3, sinon D ne serait
pas un (aog) de G. Dans ce cas D est aussi un (aog) de H = G — yz et ceci implique que
Yo(G) > 7,(H). Puisque H est un arbre d’ordre n(H) = n(G) = n avec I[(H) = l[(G) et
s(H) = s(G), par le Théoréme 3.1, on a:

n(H) —I(H) + s(H) + 1
3

Y

o(G) > 7,(H)
n—I(G)+s(G)+1
3

. n=l(G) +5(G)

On suppose maintenant que z € D et d(x) = 2. Donc d(y) > 3 car G n’est pas un cycle.
Soit D" = (D — {z}) U {y}. Il est trés facile de voir que D" est un (aog) de H = G — y=z
et donc v,(G) > 7,(H). Aussi, il n’est pas dificile de vérifier que n(H) = n(G) = n,
I(H) =1(G)+1et s(H) = s(G) + 1. Comme H est un arbre, le Théoréme 3.1 implique
que

n(H)—I(H)+s(H)+1 n—I(G)+s(G)+1

> =
,yO(G) — 3 3 )

qui donne v,(G) > w

Supposons maintenant que I'un de sommets z et z, disons x, est de degré au moins 3
et soit H = G — xz. Si dg(z) = 2, alors 'ensemble (D — {z}) U {y} est une (aog) de H,
et par suite, n(H) = n(G) =n,l(H) = (G) + 1 et s(H) = s(G) 4+ 1. Donc comme le cas
précédent, v,(G) > w Si dg(z) > 3, 'ensemble D reste une (aog) de H. Alors
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n(H) =n(G) =n, [(H) =1(G) et s(H) = s(G). Donc, par le Théoréme 3.1
1(C) > ) > M= 1<H;+ s(H) +1
n—1(G)—1+s(G)+1
3
n—1(C) +5(G)

Cas 1.2: |V(C)| > 4. Si d(y) = 2, alors z € D, car sinon D ne serait pas une (aog).
Supprimons ¥y et identifions = et z dans un seul sommet noté Zz. Alors G' est un graphe
unicyle d'ordre n' =n — 2,1’ = I(G), et s > s(G) — 1. D’autre part, (D — {z,2}) U {7z}
est une (aog) de G'. En utilisant l'induction sur G', on obtient

V(@) S ()1 ol Es =22 lG) +s(G) 2]

1
3 = +

et donc
Y (G) > n—l(G;—i—S(G)'

On suppose maintenant que d(y) > 3. Le sommet y n’est pas support car sinon par notre

choix de D, y € D. Soit w I'autre voisin de y telque w ¢ D. Si un tel sommet n’existe pas,
alors N(y) C D et dans ce cas supprimons I'aréte zy. Le graphe résultant G est un arbre
dordre n’ =n, ' <I(G) +1et s > s(G). Comme D est une (aog) de G, on obtient par
le Théoreme 3.1

’YO(G)Z’YO(G/)ZH —1 ;—S +1 Zn—l(G:)))—Fs(G)'

Donc on peut supposer que w existe. Dans ce cas supprimons 'aréte yw et on note G
le graphe résultant. Si w = z, comme y,z ¢ D, alors deg,(z) > 3. L’ensemble D reste
une (aog) de G’ qui est un arbre d’ordre n' = n avec I' = I(G) et s’ = s(G). En utilisant

w. On suppose maintenant que

le Théoréme 3.1 sur G, on obtient 7,(G) >
w # z. Donc z € D. Le graphe G est constitué de deux composantes connexes, une est
un unicyle graphe G et lautre est un arbre 7" qui contient w. Notons que 7" est d’ordre
n’ > 5. Comme y et w ne sont pas dans D, w a au moins deux voisins dans D N V(T/).
D’autre part D N V(G”) et DNV(T') sont deux alliances offensives globales de G" et T"
respectivement. Il s’ensuit que

! 1! !

Yo(G) Z7o(G) = 7,(G) +7,(T").
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Posons

1 "

T =1,s(TY=5s.nG)=n"I(G)=1"ets(G)=5".

Puisque d(y) > 3 et T' est un arbre d’ordre n' > 5, alors
n=n +n,1(G)=1 +1ets(G)=s +5.

Maintenant utilisons I'induction sur G . Par le Théoréme 3.1 sur 7", on obtient

—l//—l—s“ +n’—l/+s’+1
3 3
n—1UG)+s(G)+1 - n—IU(G) + s(G)
3 3 '

1"
1 /

10(G) = 7@ +7,(T) > 2

Cas 2. z,y € D. Si dg(z) = 2, alors on peut remplacer x dans D par son deuxiéme
voisin dans C. Dans ce cas on obtient un nouveau ~,(G)-ensemble D’ telque » ¢ D',
y € D', et ce cas a déja été considéré (voir le Cas 1). Donc dg(z) > 3 et de méme
da(y) > 3. Soit G le graphe obtenu aprés avoir supprimé Paréte xy. Alors G est un arbre

d’ordre n’ avec I = I(Q), et s = s(G). Puisque G est un arbre et D est une (aog) de G’

n—1(G)+s(G)

donc on obtient par le Théoréme 3.1, v,(G) > 5

Cas 3. © ¢ D,y € D. Alors les deux sommets = et y doivent étre de degré au moins
3, sinon D ne serait pas une (aog). En outre, par le choix de D, = et y ne sont pas des
sommets supports. Soit H le graphe obtenu de GG en supprimant 'aréte xy. Clairement,
H est un arbre d’ordre n = n(H) avec I[(H) = I(G) et s(H) = s(G). Comme D est une
n—1(G)+s(G)
— 3 U

(aog) de H, il s’ensuit, par le Théoréme 3.1, que v,(G) >

Les deux graphes illustrés dans la Figure 3.1 sont des unicycles tels que 7,(G) =

n—1(G)+s(G)
3

—l+s

Figure 3.1: Deux graphes unicycles avec 7,(G) = "=
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Afin de caractériser tous les unicycles atteignant la borne du Théoréme 3.3, nous avons
besoin des théoremes suivants qui nous donnent des propriétés sur le cycle de ces graphes.
Nous commencons par la propriété qui indique que si la borne inférieure du Théoréme 3.3
est atteinte, alors le graphe unicycle est biparti. Chellali dans [14] a montré que si G est
un graphe biparti d’ordre n et sans sommets isolés alors, v,(G) < w Le résultat

suivant montre que cette inégalité reste vraie pour les graphes unicycles.

Théoréme 3.4. (Bouzefrane et al.[7], 2018) Soit G un graphe unicycle connexe

n—I(G)+s(G) ’I

d’ordren et de cycle C, avecl (G) feuilles et s (G) sommets support. Sivy,(G) = 5

alors C' est un cycle pair.

Preuve. Par absurde. On suppose que G est un graphe unicycle de cycle impair C' tel
que v,(G) = w Comme 7,(C,,) = [2] = % # 2, donc G a au moins un sommet
support (en particulier G # C,,). Soit D un +v,(G)-ensemble et soient z,y deux sommets
adjacents de C'. Il s’ensuit, par le Cas 3 de la preuve du Théoreme 3.3, qu’au moins un
des sommets x,y est dans D. Ainsi, nous considérons le cas ou x et y € D. Le Cas 2 de la
preuve du Théoréme 3.3 exclu le cas ou x et y sont a la fois de degré au moins 3. Donc,
on suppose que deg,(z) = 2. Si |V (C)] = 3, alors le Cas 1.1 du preuve du Théoréme 3.3

n—1l(G)+s(Q) . . .
== Comme C' est un cycle impair, on suppose maintenant que

conduit a v, (G) >
|V (C)] > 5. Nous identifions les sommets z et y en un seul sommet 7y. Le graphe obtenu
G = (G —{z,y})U{ry} est un graphe unicycle d’ordre n' = n — 1. Puisque deg, (z) = 2,
alors [(G') = 1" = I(G) et s(G') = s = 5(G). L’ensemble (D — {z,y}) U {Zy} est une

alliance offensive global de G, ce qui implique

1(@) < D] 1 =3,0) ~ 1= "G

n—1U(G) +s(G) — 3
; .

n ' 4+s’ _ n=l(@)+s(G)-1

3 = 3 . Donc on obtient

D’autre part, par le Théoréme 3.3, v,(G') >
% <, (G) < %7 qui est une contradiction. On en déduit que pour
tout aréte Ty de C, une seule extrémité x ou y est dans D et donc soit |V (C)ND| = m
et dans ce cas il existe une aréte xy telle que x,y € D, qui est une contradiction, soit

V(C)nD| = % et dans ce cas il existe une aréte xy telle que x et y ne soient pas

dans D, ce qui est aussi une contradiction. O
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Théoréme 3.5. (Bouzefrane et al.[7], 2018) Soit G un graphe unicycle connexe
d’ordre n, de cycle C, avec 1 (G) feuilles et s(G) sommets support tel que v,(G) =
w. Alors pour tout ~y,(G)-ensemble D, tout sommet de V (C') — D est de degré

deux.

Preuve. Soit D un v,(G)-ensemble et soit y un sommet de C'— D tel que degg(y) > 3.
Supposons x, z sont les voisins de y dans C et soit 2’ 'autre voisin de = dans C. D’aprés la
preuve du Théoréeme 3.4, les deux sommets x, z sont dans D et 2’ ¢ D. Donc, on est dans
le Cas 1.2 de la preuve du Théoréme 3.3, puisque x € D, w ¢ D et degg(y) > 3. On sait
alors que §'il existe un sommet w voisin de y tel que w ¢ D et par suite w # z car z € D.

M ce qui est une contradiction.

En supprimant l’aréte wy, on obtient v,(G) >
Ainsi, tous les voisins de y sont dans D. Soit G' = (G — {x,y}). Si degg(x) = 2, G est
un arbre d’ordre n(G') = n' = n avec [(G') =1 = I(G) + 1 et 5(G") = s’ = s(Q) + 1.
L’ensemble (D — {z}) U {z'} est un (aog) de G" et donc 7,(G") < |D| = %

D’autre part, par le Théoréme 3.1, on a

%<G/)Zn'—l';3'—l—1_n—l(G)—l—i?—)S(G)+1+1_n—l(G);—s(G)le'

Donc on obtient, % < 'yO(G') < w, qui est une contradiction. Sup-

’

posons maintenant que degg(z) > 3. G’ est un arbre d’ordre n(G') = n' = n avec

!

(G) =1 = 1(G) +1et s(G") = & = s(G). L'ensemble D est un (aog) de G’ et

donc ~,(G") < |D| = w D’autre part, par le Théoréme 3.1, on a 7v,(G') >

n —1 45 +1 _ n—1(G)—14+S(G)+1+1
3 = 3

ce qui est une contradiction. ]

Théoréme 3.6. (Bouzefrane et al.[7], 2018) Soit G un graphe unicycle connexe
d’ordre n de cycle C, avecl (G) feuille et s (G) sommets support tel que v,(G) = WI

Alors pour tous v,(G)—ensemble D, tout sommet de C' N D est un sommet support.

Preuve. Soit D un v,(G)—ensemble. Supposons qu’il existe un sommet x de C' N D
qui n’est pas un sommet support. Soient y, z les voisins de z dans C. Par les Théorémes
3.4 et 3.5, on sait que les deux sommets y, 2z sont de degrés deux et ne sont pas dans
D. Donc y, z ne sont pas des sommets supports. Sans perte de géneralité, on suppose

que les autres voisins de z et y dans C' sont des sommets supports. Si deg.(x) = 2,
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supprimons l'aréte zy de G, on obtient un graphe G'qui est un arbre d’ordre n(G/) =n
avec I(G') =1 =1(G) +2 et s(G") = s’ = s(G) + 1. L'ensemble (D — {x}) U {z} est une

(aog) de G et donc v,(G') < |D| = % D’autre part le Théoréme 3.1, donne

%(G,)zn —1 ;—s —|—1:n—l(G)—2—Z|))—s(G)—|—1+1:n—l(G)—i—s(G)‘

On obtient donc ,(G") = n_l(G%Jrs(G) = n=Lts 4 Donc au vu du Théoréme 3.1, G’ € F.
ou G'a deux sommets support z et son voisin, et cela est impossible par la construction

de F. Donc degg(x) > 3. O
Fait 1. x n’a pas de sommet support comme voisin

Preuve. Supposons que x est adjacent a un sommet support w. Par la preuve du
Théoréme 3.4,w ¢ C. En supprimant Paréte zw de G, le graphe G’ obtenu a deux
composantes connexes, Gy qui contient le cycle C' et Parbre T' qui contient w. Gy est
un graphe unicycle d’ordre n(Gy) = ng avec I(Gy) = Iy et s(Go) = so. T est d’ordre
n(T") = n' avec [(T") = I et s(T") = &'. Les ensembles D NV (Gy), DN V(T") sont les
deux (aog) de G et T 'respectivement. On a n = ng+n', [(G) = lp + 1" et s(G) = 5o + 5.

Nous obtenons par les Théorémes 3.1 et 3.3

' — '—U+s+1 n—l 1
1(@) 2 7,(Go) 7,1 > oot WAL no MGG R

qui est une contradiction. O
Fait 2. Tout voisin de x dans V(G) — C' est au plus de degré 2.

Preuve. Soit y un voisin de z dans V(G) — C tel que dege(y) > 3. Selon le Fait 1,
y n’est pas un sommet support. De plus, y ¢ D, car sinon, en supprimant 'aréte xy, et
en procédant de la méme maniére que dans la preuve du Fait 1, nous obtiendrions une
contradiction. Siy a tous ses voisins dans D, alors en supprimant ’aréte xy, nous obtenons
un graphe avec deux composantes connexes et nous aboutissons & la méme contradiction
qu’auparavant. Ainsi, ¥ a au moins un voisin dans V(G) — (C'N D), disons w. Dans ce
cas, en supprimant l'aréte yw et par 'argument similaire & celui du précédent cas, nous

obtenons a nouveau une contradiction. OJ
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Soit y le voisin de = dans V(G) — C tel que degg(y) = 2 et soit w autre voisin de y

qui est différent de x
Fait 3. Chaque sommet w ¢ C' de distance 2 de x est un sommet support.

Preuve. Supposons que w n’est pas un sommet support. Comme x € D et y ¢ D,
alors w € D. Supprimons 'aréte xy. Le graphe obtenu a deux composantes connexes Gg
qui contient un cycle C et arbre T' 'qui contient w. Gy est un graphe unicycle d’ordre
n(Go) = ng avec [(Go) = lp et s(Go) = sp. T' est d’ordre n(T") = n’ avec Z(T/) =1
et s(T') = s'. Les ensembles D NV (Gy) et DN V(T ') sont une (aog) de Gy et T’

’

respectivement. On an =ng+n’, [(G) = lp+1' — 1 et s(G) = sp + s’ — 1. On obtient par
les Théorémes 3.1 et 3.3

’ — r__q / 1 N 1
75(G) 2 7,(Go) +7,(T) = ™2 §°+8“+“ l;” _n l<G>§5<G>+,

qui est une contradiction.

Maintenant, si x a tous ses voisins dans V(G) — C qui sont de degré 2, soit k =
dega(r) — 2 et soit {y;,i = 1,...,k}, 'ensemble de ces voisins. Pour i = 1,..., k, soit
w; autre voisin de y; qui est différent de x. Nous supprimons a partir de GG, I’ensemble
{ysw;,i = 1,...,k}. Nous obtenons les composantes U*_,T;, Gy, ot T est un arbre qui
contient w;, d’ordre n; avec I(T;) = l;, s(T;) = s; et Gy la composante qui contient C' et
qui est un graphe unicycle d’ordre ngy avec 1(Go) = ly, s(Go) = so. Posons T' = Uk T;.

Clairement

k k k
n(T/) = n/ = Zni, l(Tl) = ll = le et S(Tl) = Sl — Zsi.
=1 =1 =1

Par les Faits 2 et 3, comme y; est de degré deux et w; est un sommet support pour
i=1,..,k, il S’ensuit que [(G) = lo+1'—k, s(G) = s9+5 —1 et n = ng+n’. Les ensembles
DNV (Gy), DNV(T;) pour i = 1, ..., k, sont une (aog) de Gy et T; respectivement. Par
les Théorémes 3.1 et 3.3, nous obtenons

ng—l0+so+n’—l’+s’+k:n—l(G)—k+s(G)+1+k

%(G) 2 7,(Go) +7,(T) = =— 3 3

n—IU(G)+s(G)+1
3
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qui est une contradiction. Donc il existe un voisin de o de degré un. Ainsi, xy est un

sommet support. ]

T Ty

NN

Figure 3.2: La famille G,

n—I(G)+s(G)

3.2 Graphes unicycles avec v,(G) = 2

Nous proposons dans ce qui va suivre une caractérisation de tous les graphes unicycles
atteignant la borne du Théoréme 3.3. Dans ce but, nous introduisons la famille G de
graphes unicycles que 'on peut obtenir & partir d'une séquence Gy, Gs, ..., G, (k > 1)
d’unicycles, o G = G et G est le graphe obtenu a partir d’un cycle pair d’ordre k avec
les sommets x1, xs, ..., rx dans cet ordre en ajoutant % arétes telles qu’exactement 1'une
d’elles est incidente & 9,1 pour chaque i dans {1, ,% , et si k> 2 G, est obtenu

récursivement & partir de GG; par 'une des deux opérations définies ci-dessous.

e Opération O; : Attacher un sommet en le joignant par une aréte & n’importe quel

sommet support de G;.

e Opération O, : Attacher une chaine P; = abc en joignant a par une aréte a

n’importe quel sommet support de G;.

Avant de prouver que la famille G contient tous les graphes unicycles atteignant la
borne inférieure du Théoréme 3.3, nous devons prouver que la famille G, suivante qui est
inclus dans G atteint aussi la borne du Théoréme 3.3.

Soit G, une famille de graphes obtenus & partir de » > 1 étoiles disjointes en ajoutant

d’abord r — 1 arétes telles que sont incidentes seulement aux centre des étoiles et en



95

joingnant un sommet centre d’une étoile par une aréte e & un sommet support de GG; puis
en subdivisant e et les r — 1 arétes qui connectent les centres exactement une seule fois
(voir Figure.3.2), puis nous appliquons opération O; a ce graphe résultant. Il est clair

que chaque graphe de G, est dans G.

Proposition 3.7. (Bouzefrane et al.[7], 2018) Soit G € G, un graphe d’ordre n avec

n=U(G)+s(G)

[(G) feuilles et s(G) sommets support. Donc v,(G) = 5

Preuve. Soit C' I'unique cycle pair de G et soient L., S. le nombre des feuilles et des
sommets supports de C' respectivement. Soient 7" et G\ T' les deux composantes connexes
de G —xy o z est un sommet support de C' et y ¢ C' est un voisin de = de degré 2 dans G.
Il est clair que T" est un arbre d’ordre n(7") et appartient & F. Donc n(T") = n— (L.+2S,),
(T)=4¢G)— L.+ 1et s(T) = s(G) — S.. Puis par ’Observation 1,

Vo(G) = 7o(T) +7(G\ T) = 7,(T) + Se.

Comme T est un arbre de F, il s’ensuit que v,(7") = —"_Z(T)QS(T)H. Par conséquent,
T)—U(T T)+1
@ = MDD DL
n(T) — (Le +2S.) — (I(G) — Le +1) + 1+ s(G) — S. + 38,

3
n—1(G) + s(G)
. .

]

Théoréme 3.8. (Bouzefrane et al.[7], 2018) Si G est un unicycle connexe d’ordre n

n—1(G)+s(G)
3

ayant [(G) feuilles et s(G) sommets supports alors, v,(G) = si et seulement si

Gedg.

Preuve. Soit G € G et C} 'unique cycle pair de G d’ordre k. Supprimons de G, g
arétes z;y;(1 <i < g) telles que z; est un sommet support de Cy, et y; ¢ Cj, est un voisin
de x; de degré 2 dans G. Soient 11,75, ..., T & et H; les composantes connexes du graphe
obtenu. H; est la composante qui contient le cycle C} et T; est un arbre. Nous observons
que pour chaque i € {1, ..., %}, T; est dans F. Ainsi par le Théoréme 3.1,

n(T) — U(T3) +5(To) +1 k

v,(T3) = 3 pour chaque i € {1, ..., 5} (3.2)
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=k
Posons Gy = G\ U,_3T;. Alors Gy est le sous-graphe induit par les sommets de H;

(2

et T;. Clairement, Gy € G,. Par conséquent, par 1’Observation 3.2, I’égalité (3.2) et

proposition 3.7, on obtient,

7(G) = 7,(Go) + i%(Ti) = ™Gl l(?’) L CON wCh Z(Ti;JF s(T) +1
 n(Go) — UGo) +5(Go) e~ @) — UT) +s(T)  E—1
= 3 + ; g +2
Comme
n=n(Go) + D nlT2), 5(6) = $(Go) + D 8(T) et UG) = 1(Go) + D UT) = (5~ 1),

il s’ensuit que
n—1U(G) + s(G)

Yo(G) = 3

Inversement, soit D un 7,(G)-ensemble et soit  un sommet dans C' N D. Par le
Théoréme 3.6, x est un sommet support. Soit y un voisin de x dans V(G) — C de degré
2, (un tel sommet existe par le Fait 2). Supposons que w est autre voisin de y dans
V(G) — C. 1l s’ensuit par le Fait 8 que w est un sommet support. Supprimons aréte xy
de G. Le graphe obtenu a deux composantes connexes G' qui est un unicycle contenant
z, et T' qui est un arbre qui contient y. G est un unicycle de cycle C' qui est un cycle
pair par le Théoréme 3.4. Soit S,., L. le nombre de sommets supports et de feuilles de
C, respectivement. Comme chaque sommet de C' N D est un sommet support (par le
Théoréme 3.6) et tout sommet de C' — D est de degré deux par le Théoréme 3.5, donc si
S, = L., alors G' = G; € G, car sinon, G peut étre obtenu & partir de G en utilisant
opération O; et donc G* € G. Soit G d’ordre n” avec [(G") = 1", s(G") = 5" et soit T"
d’ordre n/ avec I[(T") = I',s(T") = s'. Comme G" € G, il s’ensuit que 7,(G") = %

Les ensembles D NV(G") et DN V(T") sont des (aog) de G" et T" respectivement, alors

Yo(G) = 7,(G") +7,(T). (3.3)

D’autre part, comme x et w sont des sommets supports et y est de degré deux, alors

n=n"4+n,1(G)=1"+1—1,5G) =s +5 et tout (y,(G")— ensemble) U (v,(T")
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-ensemble) est un (aog) de G, et ainsi,

Yo(G) < 7,(G") +7,(T). (3.4)

Par les inégalités (3.3), (3.4),

Yol @) = 75(G") +7,(T).
Donc

! 1"

Vo(T) = 7,(G) =7,(G")
n—1(G)+s(G) n" —1"+s"

3
(=)= (UG) ~ 1) + (5(G) = ")
3
Con = =1D+s w45 +1
N 3 N 3 '

Ainsi, T" € F. Donc, si G' = G, alors G = Gy € G, sinon G peut étre obtenu & partir de

Go par 'opération O, et donc G € F, ce qui compléte la preuve. O
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CHAPITRE 4

CARACTERISATION DES ARBRES AYANT UNE
ALLIANCE OFFENSIVE GLOBAL MINIMUM UNIQUE

Un ensemble dominant minimum unique dans un graphe est un ensemble dominant min-
imum qui est unique, c’est-a-dire qu’il n’y a qu'un seul tel ensemble dans ce graphe. Le
probléme de trouver un ensemble dominant minimum unique est un probléme difficile et
important en théorie des graphes avec de nombreuses applications pratiques du monde
réel.

Les graphes avec un ensemble dominant minimum unique, ot par rapport a un parametrel
de domination, ont suscité I'intérét de plusieurs chercheurs au cours de ces dernieres dé-

cennies.

4.1 Ensemble minimum unique par rapport 4 un parameétre de

domination pour quelques classes de graphes

Dans ce chapitre, on traite la préservation de la propriété des aogu-arbres, puis nous
fournissons de cette classe d’arbres aprés avoir effectué une opération dessus. Ainsi, nous
fournissons une caractérisation constructive de ’arbre aogu.

Les graphes avec un ensemble dominant minimum unique ont été étudiés, par Gunther
et al. [37]. Ces auteurs ont initié ce concept lié¢ a 'unicité dans la théorie de domination
et ont étudié quelques propriétés structurelles des graphes ayant cette propriété d’unicité.
Certaines travaux ont été établis sur différentes classes de graphes connus par exemple,
par Fischermann et Volkmann [28] pour les arbres et dans [29] pour les graphes cactus; par
Fischermann [32] pour les graphes blocs; par Hedetniemi [42] pour les produits cartésiens
de certains graphes et dans [46] pour certains graphes de produits cartésiens répétés.

En ce qui concerne 'unicité liée aux autres invariants de domination, des études ont été
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entreprises par Blidia et al. [9] pour le nombre de localisation-domination; par Chellali
et Haynes [18] pour le nombre de domination couplée et pour le nombre de domination
double [17]; Chellali et Rad [19] pour le nombre de domination romaine; et par Haynes
et Henning [41] pour le nombre de domination totale. D’autres travaux sur ce sujet se
trouvent dans [[27], [30], [31], [33], [47], [52] et [65]].

Rappelons que D est une alliance offensive globale d'un graphe G si pour tout v €
V — D, on a |Ng[v]ND| > |Ng[v] — D|.

Nous présentons d’abord quelques résultats concernant les aogu-arbres dont certains

sont simples et leurs preuves seront donc omises.

Observation 4.1. (Bouzefrane et al. [6], 2021) Soit T un arbre d’ordre au moins
trois et soit u € S(T). Alors,

() il existe un ,(7T")-ensemble qui contient S(T),
(77) si D est un aogu-arbre, alors D contient S(T"), et aucune feuille.

(731) si Ly(u) > 2, alors u appartient a tout v, (7')-ensemble.

Preuve. (i) et (i) sont évidentes. Soit S un v,(7")-ensemble et on suppose que (ii7)
n’est pas satisfait. Dans ce cas, toutes les feuilles adjacentes a u devraient étre dans S et
I'ensemble (S — Lp(u)) U{u} est une (aog) de T' de cardinalité inférieure a v, (T) , ce qui

est une contradiction. O

Observation 4.2. (Bouzefrane et al.[6], 2021) Soit T un arbre obtenu d’un arbre
non trivial T' en joignant un nouveau sommet v & un sommet support u de T'. Soit D et

D’ des v, (T)-ensembles de T et T', respectivement. Alors,
(1) |D']=|DJ,
(17) DNV(T") est un 7, (T")-ensemble,

(73i) si T est un aogu-arbre tel que u est dans tout v,(7”)-ensemble, alors 7" est un

aogu-arbre.



60

Preuve. Par I’Observation 4.1 (i), et puisque Ip(u) > 2, u doit étre dans D.

(7) Il est clair que D est une (aog) de T", et alors |D’| < |D|. Par ’Observation 4.1 (i), on
peut supposer que u € D'. Par conséquent, D' peut étre étendu a une (aog) de T', ce qui
implique |D| < |D’|. D’ou I'égalité.
(#7) Puisque D NV (T") = D est une (aog) de T" de cardinalité |D| = |D’|, on en déduit
que D NV(T") est un v, (7")-ensemble.

it em (i) avec le fait que u est dans tou implique que D’ peut étre étendu a
1) LTt ' le fait td tout 7, (1") impli D’ t étre étendu a

un 7, (7')-ensemble. Donc l'unicité de D en tant que 7, (T')-ensemble conduit & D' = D.

Par conséquent, D’ est 'unique v, (7") . ]

Observation 4.3. (Bouzefrane et al.[6], 2021) Soit T un arbre obtenu d’un arbre non
trivial T, différent de Py, en joignant le sommet centre y de la chaine Py = x-y-z a un
sommet support v de T". Soient D et D' des ~y,(T)-ensembles de T' et T', respectivement

tels que chacun d’eux contient tous les sommets supports. Alors,
(i) |D'| =[D] -1,
(i7) DNV(T") est un 7, (T")-ensemble,

(73i) si T est un aogu-arbre, alors T" est un aogu-arbre.

Preuve. (i) Puisque y € D et v € DN D', 'ensemble D — {y} est une (aog) de T" et
par suite |D’| < |D| — 1. De plus, puisque v € D', D' peut étre étendu a une (aog) de T
en ajoutant y. Il s’ensuit que, |D| < |D"U{y}| = |D’| + 1 D’ou I'égalité.

(77) Puisque DNV (T') = D — {y} est une (aog) de T’ de cardinalité¢ |D| — 1 = |D'|,

DNV(T') est un v, (T")-ensemble.

(7ii) Soit B = {y}. Par I'Item (i), D’ peut étre étendu a un -y, (7)-ensemble en ajoutant
le sommet unique de B. L'Item (ii) et I'unicité de D impliquent que D' = DNV (T") est
I'unique 7, (7")-ensemble. O

Observation 4.4. (Bouzefrane et al.[6], 2021) Soit T un arbre obtenu d’un arbre non

trivial T' en ajoutant une étoile subdivisée SSy avec k feuilles, k > 1, puis en identifiant
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son centre a une feuille v de T". Soit w le sommet support adjacent a v dans T', et soient
D et D' des 7y, (T)-ensembles de T' et T", respectivement. Si w € D N D', alors les trois

propriétés suivantes sont satisfaites.

G) ID'| = |D| —
(15) DNV (T") est un v, (T")-ensemble,

(17i) Si T est un aogu-arbre, alors 7" est un aogu-arbre.

Preuve. Soit B = {y1, s, ..., yr} 'ensemble des sommets supports de SSj. La défini-

tion de T" implique que chaque sommet de B est adjacent & v.

() il est clair que chaque sommet dans B reste un sommet support dans 7. D’ou, par
I’Observation 4.1(7), on peut supposer que D contient tous les sommets de B. Donc,
puisque w € D et v ¢ D, D — B est une (aog) de T’, et par conséquent, |D’'| <
|D — B| = |D| — k. Nous prouvons maintenant 'inégalité inverse. w € D’ implique
que D’ peut étre étendu a une (aog) de T' en ajoutant tous les sommets de B. Donc,

|D| < |D'U B| = |D'| + k et 'égalité est atteinte.

(17) La preuve est similaire a celle de I’'Observation 4.3 (ii), en prenant D N V(1) =
D-B [

(7i1) La preuve est similaire & celle de I’Observation 4.3(iii).

Observation 4.5. (Bouzefrane et al.[6], 2021) Soit V(T") un ensemble de sommets
dun arbre T', et soit D' un ~,(T")-ensemble tel que V(T') — D" & un sommet w de degré

q>2 dans T" et |Np(w) N (V(T") — D")| < 1.
Soit p un entier positif tel que

p<a—1, s |Ne(w)n(V(T) - D) =0,
ou (4.1)
p<q-—3, s |Np(w)n(V(T)-D) =1.

Soit T un arbre obtenu a partir de 7" en ajoutant p étoiles subdivisées SSy,, ..., SSk,,
k; > 2 pour 1 <14 < p, et en joignant chaque centre x; de SSi,, 1 <1 < p, & w. Soit
D un v,(T")-ensemble. Si w et 1,29, ..., z, ne sont pas dans D, alors les trois propriétés

suivantes sont satisfaites
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p
(1) |D'| =|D] - ;kz
(i1) DNV(T') est un v, (T")-ensemble,

(13i) si T est un aogu-arbre, alors Ty est aussi un aogu-arbre.

Preuve. Pour i € {1,...,p}, soit B; 'ensemble des sommets supports de SS,.

i) Puisque les sommets w, x1, 7o, ..., T, ne sont pas dans D, tous les sommets de UY_, B;
p =1
doivent étre dans D. Par conséquent, D — U?_, B; est un (aog) de T”, ce qui donne |D’| <
p
|D|— Zlkl Pour I'inégalité inverse, nous prouvons d’abord que I’ensemble A = UY_, B;U D’
=

est une (aog) de T, c’est a dire, |Nr[z] N A| > |Np[z] — A| est vérifiée, pour tout z €

{w, x1, 29, ...,x,}. Pour cela, nous considérons deux cas en selon la valeur de z.

Cas 1. z = x;, pour un certain i € {1,2..., p}.
Nous avons alors,

INp[z] NA| = |Np 2] N (U Bi) | = ki > 2,

et
[Nt [2] = Al = {z, w}| = 2.

Donc, |Nr[z] N A| > |Nr 2] — Al, pour tout z € {x1,xa,..., 2}

Cas 2. z = w.

On a
Nena={ @ N nVT) = D=0
q— ]-, si |NT/(U)) N (V(T/) . D,>| _ 1’
et
Ny [2] — A] = p+1, si |[Np(w)N (V(T') —D')| =0,

p+2, st |[Np(w)n(V(T")—-D")| =1.
D’apres (4.1), on a aussi, |Np[z] N A| > |Np [z] — A|, pour z = w. Par conséquent, A est
une (aog) de T, et

p
ID| < Al = [D'|+) k.
=1

D’ou, I’égalité est atteinte.
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(i7) Puisque D NV (T') = D — UY_|B;, la preuve de ce cas est similaire a celle de

I’Observation 4.3 (7).

(i73) La preuve est similaire a celle de I’Observation 4.3 (iii), en prenant B = U,_; B;. O

4.2 Reésultats principaux
4.2.1 Constrution de la famille F

Afin de caractériser les arbres avec une alliance offensive globale minimum unique (aogu-
arbre), nous définissons une famille F de tous les arbres T qui peuvent étre obtenus a
partir d’une séquence 11,75, ...,T,, r > 1, d’arbres, ou T} est la chaine P3 centrée a un
sommet y, T' =T, et, si r > 2, 'arbre T;,; est obtenu a partir de 7}, 1 < ¢ < r — 1, par

une des opérations suivantes. Soit A (71) = {y} .

e Opération O, : Attacher un sommet en le joignant & un sommet support quelconque

de T;. Soit A(T;41) = A(T;) .

e Opération Oy : Attacher une chaine P3; = u-v-w en joignant v a un sommet de T;.

Soit A (Tjs1) = A (T}) U {v}.

e Opération O3z : Ajouter une étoile subdivisée SS; avec k feuilles, k& > 1, puis en
identifier son centre & une feuille de T}, ou son sommet support w dans T; satisfait

la condition Cj suivante.

(Co) : Si [Ng[uw] 1 A(T)| > [Ny (w) 0 (V(T) — A(T))] + 1, aloss,
soit Iz, (w) = 2 et Nr,(w) — A(T;) a au moins un sommet wy, tel que,
[N, (wi) 0 A(T3)| < [Ny [we] 0 (V(T3) — A(T3)| + 1,

* oulr,(w) =1 et Np,(w) — A(T}) a deux sommets w, et w,, tels que,

[N, (wi) NVA(TY)| < |Ng [wi] 0 (V(T) = A(T3))| + 1, pour I € {p,q}.
Soit A (T;11) = A(T;) U B, ou B est 'ensemble des sommets supports de S.Sy.
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e Opération Oy : Soit w € V (T;) — A(T;) un sommet de degré q > 2 dans T}, tel que
|Np,(w) N (V (T;) — A(T;))| < 1. Attacher p > 1 étoiles subdivisées SSk,, k; > 2

pour 1 <17 < p, en joignant chaque centre z; de S5k, & w, tel que

¢—1 st |Ng(w)n (V(T;) = A(T))| =0,
¢—3 st [N (w)n (V(T) — A(Th))| = 1.

Soit A (T;11) = A(T;) U (U_, B;), on B; est ’ensemble des sommets supports de SSy,.
Avant d’énnoncer notre résultat principal, nous devons prouver un lemme supplémentaire.

Lemme 4.6. (Bouzefrane et al. [6], 2021)Si T € F, alors A(T) est l'unique v, (T)-

ensemble.

Preuve. Soit T' € F. On utilise une induction sur le nombre d’opérations r exécutées
pour construire 'arbre 7. La propriété est vraie si r = 1, puisque 1" = T est la chaine
P centerée a y et A(T) = {y} est 'unique 7, (T')-ensemble. Cela établit le cas de base.
Supposons que pour tout arbre 77 € F qui peut étre construit a partir de r — 1 opérations
de Ty, A(T") est l'unique 7,(7T")-ensemble. Soit T' = T,, avec r > 2, et 7" = T,_;. On

considére quatre cas, selon 'opération utilisée.

Case 1. T est obtenu & partir de 7" en utilisant O.

Supposons que 1" est obtenu & partir de 7" en attachant un sommet supplémentaire & un
sommet support v de 7”. En vue de 1’Observation 4.1 (i7), u € A(T"). Par conséquent,
A(T") peut étre étendu a une (aog) de T. Par 1’'Observation 4.2 (i), v, (T) = ~v,(T"),
puis A(T") est un v, (T)-ensemble. Puisque A(7") est 'unique ~, (17”)-ensemble, nous en
déduisons que A(T) = A (T") est 'unique 7, (T')-ensemble.

Case 2. T est obtenu de T en utilisant Opération Os.

A(T") U {v} est une (aog) de T. Par 1'Observation 4.3 (i), v, (T) = 7, (T') + 1, puis
A(T")U{v} est un v, (T')-ensemble. Puisque A (7”) est I'unique ~y, (T”)-ensemble, nous en
déduisons que A (T) = A(T") U {v} est I'unique 7, (T')-ensemble.

Case 3. T est obtenu de T” en utilisant I’Opération Os.

A (T")UB est une (aog) de T'. Par 1’Observation 4.4 (i), v, (') = v, (I")+k, puis A (T")UB
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est un 7, (7)-ensemble. Puisque A (7") est 'unique 7, (1”)-ensemble, nous en déduisons

que, A(T) = A(T") U B est 'unique 7, (T')-ensemble.

Case 4. T est obtenu de T” en utilisant I'Opération O,.

A(T")U(UY_|B;) est une (aog) de T'. Par 'Observation 4.5 (i), v, (T) =, (T")+ >_7_, ki,
puis A (T")U(UY_; B;) est un v, (T')-ensemble. Puisque A (7”) est 'unique v, (T”)-ensemble,
nous en déduisons que A (T) = A(T") U (U_, B;) est I'unique ~, (T)-ensemble. O

Notons que dans chacun des quatre cas précédents, A(T;,1) est obtenu a partir de A(T;)
en ajoutant tous les sommets supports a 71;.1 — ;. Par conséquent, le corollaire suivant

est immédiat.

Corollaire 4.7. (Bouzefrane et al.[6], 2021) Soit T € F et S(T) un ensemble de
sommets supports dans T'. Alors, v, (T) = |S(T)].

4.3 Caractérisation des aogu-arbres

Nous sommes maintenant préts & prouver notre résultat principal.

Théoréme 4.8. (Bouzefrane et al. [6], 2021) Un arbre T est un aogu-arbre si et

seulement s1T = K; ouT € F.

Preuve. Il est clair que T' = K est une aogu-arbre. Aussi, le Lemme 4.6 montre que
tout arbre de F est une aogu-arbre. Nous prouvons l'inverse par récurrence sur le nombre
n de sommets de 7. Pour n = 1 ou n = 3, le résultat est trivial, mais pas pour n = 2,
puisque P, n’est pas une aogu-arbre. Pour n =4, T' € {K, 3, P;}. Clairement que P; n’est
pas une aogu-arbre, tandis que K 3 est une aogu-arbre qui peut étre obtenu a partir d'un
P5 aT'aide de 'Opération O,. Par conséquent, Ky 3 € F. Pourn =5,T € {S12, K14, Ps}.
La double étoile S; 3 n’est pas un aogu-arbre, tandis que K; 4 et P5 sont des aogu-arbres,
puisque K 4 peut étre obtenu a patir de K 3 en utilisant I’'Opération O, et P5 peut étre
obtenu a patir de Ps en utilisant Os. Par conséquent, K 4 et P5 sont dans F. Ceci établit

le cas de base.
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Supposons maintenant n > 6, et tout arbre 7" d’ordre n’, 3 < n’ < n, a un ~, (7")-
ensemble unique dans F. Soit 7" un arbre d’ordre n avec un 7, (7')-ensemble unique D
et soit s € S(T). Par I’Observation 4.1 (i), on a s € D. Si Iy (s) > 3, soit 7" un arbre
obtenu de T en supprimant une feuille adjacente a s et soit D’ un 7, (7")-ensemble. Alors,
clairement n’ = |V(T")| =n—1> 5,1 (s) > 2 et donc, s € D' par I’Observation 4.1 (ii).
Selon 1’Observation 4.2 (iii), T est une aogu-arbre. En appliquant ’hypothése d’induction
a T’, nous obtenons 7" € F. Ainsi, T est obtenu & partir de 7" en appliquant I’Opération

01, ceci implique que T' € F. Supposons maintenant que
Pour tout x € S(T), Ir(z) < 2. (4.2)

Nous enracinons 7' & un sommet r d’excentricité maximum. Soit © un sommet support a
distance maximum de r et soit v’ une feuille adjacente a u. Soit v et w les parents de u et

v, respectivement, dans ’arbre enraciné T'. Nous considérons deux cas.

Cas 1. v e D.

Sily(u) = 1, alors D U {u'} — {u} est un 7,(7")-ensemble, contredisant 'unicité de D
en tant qu'un v,(7")-ensemble. Par conséquent, par (4.2), Iy (u) = 2. Nous affirmons que
v € S(T). Supposons au contraire que v ¢ S(T'). Alors, soit w € D et ainsi, D — {v}
est un aog de T de cardinalité inférieure a |D|, ce qui est une contradiction avec le fait
que D est minimum, soit w ¢ D et donc, (D — {v}) U {w} est un ~, (T)-ensemble, ce
qui est une contradition avec 'unicité de D comme un v, (7')-ensemble. D’ou v € S(T).
Soit 7" =T — T, et D' un v,(T")-ensemble. Par I’Observation 4.1(i), on peut supposer
que D’ contient tous les sommets supports dans 7”. Puisque |V (T,)| = 3, il s’ensuit que
n' =|V(T")] =n—3 > 3 et donc, T’ # P,. Par ’Observation 4.3(iii), T" est un aogu-arbre.
En appliquant ’hypothése d’induction, on a 77 € F. Donc, T peut étre obtenu a partir
de T par I’Opération Oy et donc, T' € F.

Cas 2. v ¢ D.
Selon I’Observation 4.1(ii), v ¢ S(T) et donc, Ip(v) = 0. Soit k = |Np(v) — {w}|. Nous
avons dr(v) = k + 1 et puisque u € Np(v) — {w}, nous en déduisons que k£ > 1. Pour

i€ {1,2,...,k}, soit u; € Np(v) — {w} tel que uy = u. Par le choix de v u; € S(T),
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l7(u;) > 1 et donc,

u; € D pour tout 7. (4.3)

Par conséquent, par (4.2), nous avons 1 < lr(u;) < 2 pour tout i. Supposons d’abord que
l7(uj) = 2 pour un certain j € {1,2,...,k}. Sans perte de généralité, soit j = 1. Alors, u
a un autre voisin v” # u’ dans T. Soit 7" = T'—{u"} et D' un v,(7")-ensemble. Clairement
u' est 'unique feuille de v dans 7”. Nous affirmons que v € D’. Supposons au contraire
que u ¢ D'. Alors, v’ et v doivent étre dans D’. Il s’ensuit que D" = (D' — {u'}) U {u}
est un ~y, (T')-ensemble qui est différent de D (puisque v appartient & D" et non & D), une
contradiction. D’ou u € D’. Nous avons n’ = n — 1 > 5. Par ’Observation 4.2(7it), T" est
un aogu-arbre. En appliquant notre hypothése d’induction & 7", nous obtenons 1" € F.
Par conséquent, T' est obtenu & partir de 7" en utilisant ’Opération Oy, ce qui implique

que T € F. Supposons maintenant que [r(u;) = 1 et donc,
dr(u;) = 2 pour tout i. (4.4)

Pour tout i € {1,2,...,k}, soit u; 'unique feuille adjacente a u; (avec v} = u’). Nous
distinguons deux sous-cas, selon w appartient a D ou non.

Cas 2.1. we D.

Au vu de (4.4), T, est une étoile subdivisée SSy centrée en v. Soit 7" =T — (T, — {v}) .
Clairement v € L(T") et w € S(T"). Sin’ = |V(1")| = 2, alors T is une araignée blessée
avec exactement une aréte non-subdivisée et dans ce cas, il n’est pas difficile de voir qu’un
tel graphe n’est pas un aogu-arbre. Par conséquent, supposons que n’ > 3. Nous affirmons
ce qui suit:

Si |[Np[w] N D| > |Np(w) N (V(T) — D)| + 1 avec Ir(w) € {0, 1}, alors
e Quand Ip(w) =1, Np(w) — D a au moins un sommet w; tel que

[Nr(w) N D] < [Nrlw] 0 (V(T) = D)| +1. (4.5)

e Quand [r(w) =0, Nr(w) — D a au moins deux sommets w, et w, pour lequel (4.5)

est vérifiée.
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En effet, supposons d’abord que lr(w) = 1 et supposons qu’il n’y ait pas de sommet
dans Np(w) — D pour lequel (4.5) est vérifiee. Soit w’ une feuille adjacente & w dans 7.
Dans ce cas (D — {w}) U {w'} est un v, (T')-ensemble différent de D, une contradiction.
Supposons maintenant que I7(w) = 0. Supposons d’abord que Np(w) — D a exactement
un sommet, disons w” pour lequel (4.5) est vérifiee. Alors (D —{w})U{w"} est un v, (T)-
ensemble différent de D, une contradiction. On Suppose maintenant qu’il n’ya aucun
sommet dans Np(w) — D pour lequel (4.5) est vérifice. Alors (D — {w}) U {v} est un
v, (T)-ensemble différent de D, une contradiction. Ceci compleéte la preuve.

On observe que lorsque I7v(w) € {1,2}, le fait précédent reste vrai en remplacant D par
D" et T par T'. Ainsi, selon 1’Observation 4.4 (iii), T’ est un aogu-arbre. Par induction
sur 77, on a T’ € F. Puisque T est obtenu a partir de 7" en utilisant I’Opération O3, nous

obtenons directement T' € F.

Cas 2.2. w ¢ D.

Par I’Observation 4.1(ii), w ¢ S(T) et donc, I (w) = 0. Puisque v et w sont dans V (T')— D,
v doit avoir au moins deux vosins dans D. Par conséquent, dr(v) = k+ 1 > 3. Soit t le
pére de w, et soient X,Y et Z les ensembles suivants: Y = C(w) N S(T), X = C(w) =Y
et Z = D(w)N(S(T)—Y).0On Observe que v € X, u € Z, Np(w) = {t} UX UY et
chaque sommet de Z joue le méme role que u. Par conséquent, par (4.3), nous avons
Z C D puisque Z C S(T). Nous avons également, par (4.4), chaque sommet dans Z a
exactement deux voisins tels que I'un d’eux est une feuille et I'autre est dans X. De plus,
comme v € X, u; € Z pour tout i € {1,2,...,k} et donc, |Z] > k > 2. Notons aussi que
|X| > 1 puisque v € X. De méme |Y| > 1 puisque D est un v,(7)-ensemble. Il est clair
que Y C S(T) et alors, par ’Observation 4.1(ii), Y C D. Posons

X ={z1,29,...2p}, p>1, avecz; =vet |[Y|=q—1,q9>2.
Le fait que chaque sommet de X joue le méme role que v, x; € V(T) — D pour tout
ie{l,...,p}. Soit
pi = |Nr(z;) — {w}| pouri=1,...,p.

Nous avons p; = k et puisque pour tout ¢ € {1,...,p}, x; et w sont dans V(T') — D,

x; doit avoir au moins deux voisins dans Z. Par conséquent, dr(z;) = p; + 1 > 3. Cela
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signifie que pour tout i € {1,2,...,p}, V(1},) induit une étoile subdivisée SS,, d’ordre
pi + 1, centrée en x;. Puisque w € V(T') — D, 'inégalité (4.1) est valide en remplagant v
par w. Cela donne

p<q—1site D, oup<qg— 3 sinon. (4.6)

Soit 7" =T — (U_,T,,) et D" un v,(T")-ensemble. On observe que 7" contient au moins
un P; comme sous-graphe induit, ce qui signifie que n’ = |V(7”)] > 3. Pour tout i €
{1,2,...,p}, soit B; 'ensemble des sommets supports de SS,,. Nous avons U!_| B; = Z et
Np(w) =Y U{t}, donc

dr(w) =q > 2.

Selon ’Observation 4.1 (i), on peut supposer que Y C D’ puisque Y C S(7”). Alors, t est

le seul voisin de w dans 7" qui ne peut pas étre dans D’, c’est-a-dire
| Nz (w) 0 (V(T') — D')| < 1.

Si t € D', alors la minimalité de D’ conduit & w € V(T") — D', car sinon, on pourrait
remplacer w par ¢t dans D’. Par I’Observation 4.5 (i7) et (iii), nous avons D' = DNV (T").
Donc, t € D si et seulement si ¢t € D’. Notons que si t € D', alors Ny (w) N (V(T") — D')
est un ensemble vide, sinon, ¢ serait I'unique sommet de Np(w) N (V(T") — D'). Ainsi,

(4.6) peut étre rééerit comme suit:
Si |[Np(w) N (V(T') — D")| =0, alors p < q—1,

et
si |[Np(w) N (V(T") — D")| =1, alors p < ¢ — 3.

Par I’Observation 4.5(iii), 7" est un aogu-arbre. En appliquant ’hypothese d’induction
sur 77, on en déduit que 77 € F. Puisque T peut étre obtenu a patir de 7" en utilisant

I’Opération Oy, nous concluons que 7' € F. Ceci compléte la preuve. n

4.4 Algorithme pour tester si un arbre 7" appartient a F

Le Théoréme 4.8 suggere un algorithme pour tester si un arbre 7" d’ordre n appartient a F

et, si c’est le cas, ’algorithme renvoi ’ensemble A(T). Les étapes de cet algorithme peuvent
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étre résumées comme suit. Si 7 est une chaine de 2 ou 4 sommets, répondre 7' ¢ F et
arrétez. Sinon si n < 5, répondre T' € F, renvoyer I'ensemble précédent A(T'), et arréter.
Supposons n > 6. Si T a un sommet support fort, disons s tel que Iy (s) > 3, appeler
Palgorithme récursivement sur ’arbre 7" obtenu a partir de T en supprimant une feuille
voisine de s; si la réponse a 'appel récursif est 77 € F, alors répondre T € F, retourner
A(T) = A(T") et arrétez, sinon répondre T' ¢ F et arréter. Supposons maintenant que
pour chaque z € S(T), Ir(z) < 2. Choisir un sommet r, enraciner ’arbre 7" & 7, choisir un
sommet 1’ de distance maximum a 7. Soit u le pére de v/ dans I’arbre enraciné et v le pére
dewu.Siv e S(T) et Ir(u) = 2, appeler 'algorithme récursivement sur 'arbre 7" = T'—T,; si
la réponse a l’appel récursif est 7" € F, alors répondre T € F, revenir A(T) = A(T")U{u}
et arréter, sinon répondre T ¢ F et arréter. Siv € S(T) et lp(u) = 1, puis retourner et
répondre T ¢ F et arréter. Supposons maintenant que v ¢ S(7'). Si un fils de v a deux
feuilles u’, u”, puis appeler I'algorithme récursivement sur Parbre 7" = T — {u"}; si la
réponse & 'appel récursif est 77 € F, alors répondre 7' € F, retourner A(7T) = A(T") et
arrétez, sinon répondre T' ¢ F et arréter. Supposons maintenant que chaque fils de v est un
sommet support de degré deux. Soit w le pére de v et de plus soit X = {z1,z2,...2,} et Y
deux sous-ensembles de V(T') définis comme dans la preuve du Théoréme 4.8. Supposons
d’abord que w € S(T) ou |Y| < |X|. Appeler lalgorithme récursivement sur ’arbre
T" =T — (T, — {v}); si la réponse a l'appel récursif est 7" € F et w vérifie la condition
Co (voir ’Opération Os), alors répondre T € F, poser A(T') = A(T") U B et arréter, sinon
répondre T ¢ F et arréter. Supposons maintenant que w ¢ S (7T') et |Y| > | X|. Appeler
l'algorithme récursivement sur Parbre 7" = T — (UY_,T,.,); si la réponse a Pappel récursif
est T € F, et w ¢ A(T'), alors réponder T € F, poser A(T) = A(T") U (U_B;) et

arréter, sinon répondre T' ¢ F et arréter.
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CHAPITRE 5

ALLIANCES PUISSANTES GLOBALES DANS LES
ARBRES

Rappelons la définition d’une alliance puissante globale. Une alliance globale d’un graphe
G est dite puissante ou duale si elle est a la fois défensive et offensive. Le nombre d’alliance
puissante globale v, est le cardinal minimum d’une alliance puissante globale de GG. Dans

ce chapitre, nous nous intéressons a ce parameétre pour la classe des arbres.

5.1 Quelques résultats sur le nombre d’alliance puissante glob-
ale.

Commencons par donner un exemple illustratif. La Figure 5.1 représente un arbre 1" avec

un v,(T) =4, v,(T) =5 et ’yap(T) = 6.

Vo =4 Yo =9 Yap = 6

Figure 5.1: Un arbre T avec v,(T) = 4, 7,(T) =5 et 7,,(T) =6

Pour la classe des étoiles et des double étoiles, la valeur du nombre d’alliance globale

puissante.

p+1w

Observation 5.1. Si T est une étoile K1, alors v,,(K1,) =[] .
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Observation 5.2. 9i T est une double étoile Sy q, alors 74, (Sp,) = |E2] + |22
Dans [2], Bouzefrane et Chellali ont donné une borne supérieure du nombre d’alliance

puissante globale dans la classe des arbres,

dn — 1+ s
—

Ouatiki [58] a caractérisé les arbres extrémaux atteignant cette borne supérieure.

Vap(T) <

Dans ce qui suivra, nous présenterons nos résultats.

5.2 Borne inférieure du nombre d’alliance puissante globale

pour les arbres

L’invariant v,, d’'un arbre quelconque est borné inférieurement par une fonction dépendant

de son ordre et de ses nombres de feuilles et de supports.

Observation 5.3. (Ouatiki et Bouzefrane [59], 2021) Si G est un graphe connexe
d’ordre au moins trois, alors il existe un v,,(G)-ensemble qui contient tous les sommets

Supports.

Preuve. Si D est un yap(T )—ensemble, et D ne contient pas un sommet support u ,

alors D contient tous les feuilles de u. Donc on peut remplacger une feuille de u par u dans

D [l

Théoréme 5.4. (Ouatiki et Bouzefrane [59], 2021) Soit T un arbre d’ordre n avec

[ feuilles et s sommets support. Alors

n—20—s+2
E .

Yap(T) >

Preuve. On utilise I'induction sur 'ordre n de T'. Il est clair que le résultat est vrai

pour 1 < n < 3 ou T est une chaine.
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Soit n > 4. On suppose que tout arbre T d’ordre n, 4 < n' < n avec [ feuilles et s

sommets support vérifie
oo3n =2l —s +2
’Y(lp<T ) Z 5 °

Soit T" un arbre d’ordre n avec [ feuilles et s sommets support. Si diam(T") = 2, alors T

est une étoile S,, p > 2, et par I’Observation 5.1,

Vap(Sp) = P%ﬂ :

> 3n—2l—s+2
5

Puisque n =p+1, s =1 et I = p, on a 7,,(T) = ’%4. Si diam(T') = 3, alors

T = S, 4 et par 'Observation 5.2,

o) = | 5| +| 1

Puisque n =p+q+2,l =p+ q et s =2 et on obtient,

ptq+6 3n—20—s+2
5 N 5

,yap(SP#J) Z

et donc le résultat est vrai. Supposons que diam(7T) =t > 4. Soit T un arbre enraciné a
une feuille u,. d’excentricité maximum ecc(uy) = diam(T) et soit u; un sommet support a

distance diam(T)—1 de ur. Soit u, ,, 0 < i < t—1, le pére de u; dans arbre enraciné. Soit

i1
P :ug,uq, ..., u; la chaine diamétral résultante. Il est clair que u; est un sommet support
pendant. Soit D un 7,,(T)—ensemble avec le plus petit nombre de feuilles possibles.
Considérons les cas suivants:

Cas 1: |L,,| = k > 3, Par le choix de D les deux sommets u; et uy sont dans D
et D contient L%J feuilles de u;. Soit ' une feuille de u; qui n’est pas dans D. Soit
T =7 - (Ly, —u') (voir Figure 5.2), alors ' =n —k+1,1' =1l —k+1let s = s.
Puisque diam(T) > 4, alors n’ > 5. Clairement D N V(TI) est un (apg) de T et donc,

Yap(T") < 7 (T) = [55]
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Figure 5.2: L’arbre T’ de la preuve du Théoréme 5.4, Cas 1.
Ut (t 2 4) Uy Ut

Uo

(a) - [N[uz] 0 D| > |[Nlug] = D] (b) : [Nfug] VD] = | Nfug] — D

Figure 5.3: Graphe illustratif de la preuve du Théoréme 5.4, Cas 1 .
En Utilisant I'hypothése d’induction sur 7", on obtient ~,,(T) > W + [,
k

: ! ! ! n—2l—s —k
Puisque n’ =n—k+ 1,0 =l—k+1lets =s, alors y,,(T) > 2n=2=42 4 L2k 4 | E2L] >

3n—2l—s+2
5 -

Cas 2: |L,| =k < 2et DN L(u;) = 0. Tous fils de uy est soit une feuille soit un
sommet support. Par ’Observation 5.3, et la minimalité de D, les deux sommets u; et us
sont dans D.

Sous-cas 2.1: dr(u,) > 3. On suppose que us est un sommet support avec |L(uz)| =
p > 2 ou up a un fils qui est un sommet support . Alors si |N [ug] N D| > |N [uz] — D],
considérons T = T — T., (voir Figure 5.3 (a)). Comme diam(T) > 4, alors n’ > 4. 11
est clair que D N V(Tl) est un apg de T ce qui implique que 7,,(T") < 7,,(T) — 1. Dot
Yap(T) = 74p(T") + 1. L’hypothése d’induction sur T procure 7,,(T) > w + 1.

3 - - - 3n—2l—s542 3—k
Puisque nn = n—1—k, [ =1l—kets =s—1,ona",,(~T) > =" 4 =2 >
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W. On suppose maintenant que uy est un sommet support avec |N [uz] N D| =
|N [ug] — D|. Soit v une feuille voisine de 1y qui n’et pas dans D et soit T =7- (T, U
{v'}) (voir Figure 5.3 (b.2) ). Clairement D N V(T/) est un apg de T " ce qui implique que
Yap(T") < 74p(T) — 1. En utilisant I'hypothése d’induction sur T', on obtient Yap(T) >

3”’2’5—’5+2+1.Puisquen':n—2—k,l':l—k—lets’zs—l,onobtient’yap(T)2

3n—20—s+2 2—k 3n—20—s+2
5 + 5 > 5 :

On suppose maintenant que que us est un sommet support avec |L,,| = 1 et dp(ug) = 3
voir Figure 5.3 (a.2)). Si ug € D alors on considére T =T7- T,,. Comme précédement on

3n_721575+2_ Supposons donc que ug ¢ D. D’ou par I’Observation

peut voir que 7,,(T) >
5.3, uz n’est pas dans D. Soit vy I'unique feuille de uy dans T'. Considérons T =T- {vo}
(Voir Figure 5.3 (b.1)). On a diam(T") > 4. L’ensemble D N V(T,) est un (apg) de T ce
qui implique que 7,,(7") < 7,,(T). En utilisant I'hypothese d’induction sur T,, et puisque
n=n-11=1-1ets =s—1, on obtient v,,(T) > 2=2522 Doy le résultat est
obtenu.

Sous-cas 2.2: dp(uz) = 2. Supposons que uz € D. Tout fils de ug est soit une feuille
soit un sommet support ou voisin a un sommet support mais qui n’est pas une feuille.
Selon I’Observation 5.3 et la minimalité de D, tout sommet différent d’une feuille et
voisin de uz est dans D. Supposons que |N [ug] N D| > |N [us] — D| (voir Figure 5.4 (a.1)).
Considérons T = T —T,,. On peut voir facilement que si T = k,,alorsn =k+4,l = k+1

et s =2 et donc 7,,(T) = 3 > =22 — M0 Tyoq le résultat. De plus T" + S, sinon
IN [us] " D| = |N[us] NV — D|. Ainsi n’ > 4 et DN V(Tl) est un (apg) de T ce qui
implique que 7,,(7") < 7,,(T) — 2. En utilisant I'hypothése d’induction sur T et puisque

I

n=n—-2-—kil <l—k+1lets < s, on obtient v,,(T) > MT’S”—F%E

3n—20—s+2

== .Remarquons que le cas dr(u3) = 2 est inclu dans ce cas.

On suppose maintenant que |N [uz] N D| = [N [ug] — D|. Si dr(u3) = 3, alors L, =1
et uy n'est pas dans D (voir Figure 5.5 (b.1)). Soit wy 'unique feuille de w; et nous
considérons T = T — {wo}. Comme diam(T) > 4 alors n' > 5. clairement D N V(T /)
est une (apg) de T ce qui implique que 7,,(T") < 7,,(T) — 2. En utilisant 'hypothése

d’induction sur T et puisque n”’ =n—1,1 <l—1ets =s— 1, on obtient Yap(T) >

3n—20—s+2
s
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(a) : [Nus] N D| > |Nfus] — DI

Figure 5.4: Graphe illustratif du Sous cas 2.1.

/ \ / ‘\ / \
TU4 ®) r @) r Ug O

(b) : |Nfus] N D] = | Nfus] — D

Figure 5.5: Graphe illustratif du Sous cas 2.2 ou T"= T — {wy} .

Supposons maintenant que dr(uz) > 3. Donc, |Lu3‘ > 2 et ug a forcément une feuille
wo ¢ D. Considérons T =T - (T, U {wo}) (voir Figure 5.5 (b.2)). Si u, € D alors
!Lug} > 3 et donc n' > 4. Sinon u, ¢ D, }Lus‘ > 2 et Lu3 N D = (. Donc u, a un
fils qui n’est pas une feuille dans D N V(T") et donc n" > 4. Clairement D NV (T") est
une (apg) de T ce qui implique que v,,(7") < 7,,(T) — 2. En utilisant I'’hypothese
d’induction sur T et puisque n’ =n—-3—k, I =1l—1—kets =s— 1, on obtient
Yap(T) > W +2 > 3n=2bs42 4 Ak Pyjsque k < 2, on obtient 7,,(T) > 31=2l=s£2,
On suppose maintenant que u, ¢ D. Alors u, est différent d’'un sommet support selon
I’Observation 5.3. De plus, u, ne peut pas étre I'unique voisin & un sommet support
et différent d’une feuille car il peut remplager n’importe quelle feuille dans D de son

voisin support ce qui est une contradiction. Donc, tout voisin de u, est dans D. Si
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|N [us] N D| > |N [us] — D| (voir Figure 3 (a.2)) . Considérons T =T- T., et on procede
de la méme maniére que ce qui a été fait précédemment ( le cas dr(usz) = 2 est inclus
ici). Supposons maintenant que |N [ug] N D| = |N [us] — D|. Donc, dr(uz) = 3 et uy n’est
pas dans D (voir Figure 4 (b.3)). Soient w, v les fils de de uz et w respectivement dans
T,.et considérons T =T7-T uy - Ol w est un sommet support alors |L,| = 1 sinon, uz peut
remplacer une feuille de w dans D qui est une contradiction. Posons L, = p, par analogie
avec Ly, , p < 2. Comme 1uy,us ¢ D, Alors uy a au moins deux voisins dans D NV (T") Le
sommet u; ne peut pas étre un parent de uy sinon uy4 serait un sommet support et alors
uy serait dans D, ce qui est une contradiction. Donc, n' > 4. Il est clair que D NV (T")
est une (apg) de T ce qui implique que 7,,(7") < 7,,(T) — 4. En utilisant I'hypothése

d’induction sur T et puisque n’ >n—6—p—Fk ' <l—p—kets <s—2, on obtient

Yop(T) > Bn=2ost2 4*(§+k)_ Puisque (p + k) < 4, alors on obtient 7,,(T') > 31=2=2+2 ¢t

le résultat est vral. O

5.3 Arbres avec v,,(T) = MT_SH

Dans cette section, nous caractérisons les arbres extrémaux atteignant la borne donnée
dans le Théoréme 5.4. Pour cela nous définissons une famille F de tous les arbres T qui
peuvent étre obtenus a partir d’une séquence 13,75, ...,Ty, k > 1, d’arbres, ou T} est la
chaine P, T' = T}, et si k > 2 l'arbre T}, est obtenu récurssivement & partir de 7; par

I’opération suivante :

e Opération O : Supposons que u est un sommet support de T;. Alors 'arbre T}, est
obtenu a partir de 7; en ajoutant une feuille par ’attachement d’une aréte a u et en

ajoutant une chaine Pj : xyz en joignant u a y

5.3.1 Reésultats préliminaires
De la maniére dont un arbre T € F est construit, nous pouvons poser la remarque suivante:

Remarque 5.5. Soit T un arbre de F différent de P,. Alors chaque sommet deT', différent

d’une feuille, est un sommet support fort.
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Théoréme 5.6 (Ouatiki et Bouzefrane [59] 2021). Soit T' un arbre non trivial avec

| feuilles et s sommets support. Si T € F, alors v,,(T) = =22,

Preuve. Soit T' un arbre de F. Utilisons l'induction sur le nombres d’opérations O
effectuées pour construire 7. Clairement, si T = Ty = P, alors 7,,(T) = 1 = w
Supposons que la propriété est vraie pour tous les arbres de F construit avec k — 1 > 0
opérations, et soit 7" un arbre de F construit avec k opérations. Ainsi 7' est obtenu en
effectuant 'opération O sur un arbre T' = T._1 € F dordre n’ avec ! feuilles et s* sommets
support. Par I'hypothése d’induction, on a v,,(T) = W D’aprés I’Observation
5.3, il existe un %;;(T ')—ensemble qui contient le sommet support u. Un tel ensemble peut
étre étendu a une (apg) de T en ajoutant y. Alors, v,,(T) < 7, (T")+1 = w +1.
D’autre part, soit D un 7,,(T)-ensemble avec le plus petit nombre possible de feuilles.
Ainsi, par la minimalité de D et ’Observation 5.3, u et y sont dans D. Soit u" une feuille
de w dans T —T'. Siu' ¢ D, alors DN V(T") est une (apg) de T'. Sinon, on remplace
u' € D par n’importe quelle feuille de v dans T' qui n’est pas dans D. Il s’ensuit alors que
DNV(T') est une (apg) de T" ce qui implique 7,,(T") < 7,,(T) — 1. On en déduit alors
que Yo, (T) =7, (T') + 1 = 3"/’2[5& + 1. Puisquen’ =n—4,1' =1 —3ets =s—1,

on obtient v,,(T) = ?m—2l5——s+2 .

5.3.2 Reésultat principal

Théoréme 5.7 (Ouatiki et Bouzefrane [59], 2021). Soit T un arbre non trivial avec

| feuilles et s sommets support. Alors 7, (T) = In-2l-5t2 g et seulement si T € F.

Preuve. La condition suffisante découle du Théoréme 5.7. Pour prouver la condi-
tion nécéssaire, on procéde par induction sur 'ordre n d’un arbre 71" verifiant v,,(T) =
W. Nous allons prouver que 7" € F. Si diam(T) = 1, alors T = K, € F. Si
diam(T') = 2 alors T est un étoile S, avec p > 2 et de I’Observation 5.1, v,,,(T) = |22 ] >
LMJ = MS_S“ Si diam(T') = 3, alors T est une double étoile S, , et par ’Observation

5

5.2, Yop(T) = || + || = PHLES = 3n=21=s82 j ot seulement si p = g = 2 et Sy € F.

Donc diam(T) > 4. Supposons maintenant que tout arbre 7" d’ordre n’, 5 < n' < n, avec

I feuilles et s sommets support tel que %p(T/) = MT_S“ est dans F.
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Si un sommet support non pendant, disons ¢, de T est faible, alors soit 7" l’arbre
obtenu & partir de 7' en supprimant une feuille, disons ¢, adjacente & t. Donc tout
Yap(T')-ensemble avec le plus petit nombre de feuilles possible est une (apg) de T implique
que 'yap(T/) < n=2lest2 - Puisque n = n4+1,1=14+1ets = s +1, on obtient
Yap(T ) < W L’égalité est vérifiée par le Théoréme 5.4 et par conséquent, en
utilisant ’hypothese d’induction, on déduit que 7" € F. Par I’Observation 5.1, on déduit
que t est un sommet support fort de 7' puisqu’il est différent d’une feuille, qui est une
contradiction. Ainsi, on peut supposer dans la suite que tout sommet support non pendant
de T est fort. Soit diam(T') =t et soit P : ug,uy,...,u;, (t > 4) une chaine diamétrale et

enracinée en u;. Il est clair que u; est un sommet support pendant. Soit D un 7ap(T )-

ensemble qui contient le moins de feuilles possible. O

(a) : ug n’est pas un support (b) : |Ly2| =2
Figure 5.6: Graphe illustratif du Théoréme 5.7 ou 7"= T— T,

Fait 5.8: |L,,| < 2.

Preuve. On suppose |L,,| = k > 3. Par le choix de D, les deux sommets u; et uy sont
dans D et D contient [%J feuilles de u. Soit v une feuille de u; n’appartenant pas a
D. Soit T = T — (L, — {u'}) (voir Figure 5.2). Comme diam(T) > 4 et k — 1 > 2,
alors n' > 5. Clairement D N V(T") est un (apg) de T" et donc 7v,,(T") < 7,,(T) —
[%J = MT_SH— L%J Puisquen =n' +k—1,l=104+k—1et s = s, on obtient

’ /_ I_ ! _ _ /_ I_ ! . . .
Vop(T') < Bn=2mssz g bl [kl o 3n=2l=s 42 qyj est une contradiction avec le

Théoréme 5.4. N
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Par le Fait 5.8 et le choix de D, les deux sommets u; et uy sont dans D et DN L(uq) = 0.
Considérons les cas suivants.

Cas 1. dr(ug) > 3.

Fait 5.9. u, est un sommet support.

Preuve. Tout fils de us soit une feuille, soit un sommet support. Supposons que s
a un voisin, disons v, qui est un sommet support (voir Figure 5.6 (a)). Par le Fait 5.8,
|L,| <2 et donc {uy,us,v} C D. Considérons T =T - Ty, - Donc diam(T") > 4 et donc
n' > 5. On peut voir facilement que D NV (T") est une (apg) de T", ce qui implique que
Vap(T') < Ygp(T) — 1 = 32252 1 Puisque n = n' + 1+ |Ly |, I = ' + |Ly | et

|Lu, |3 B T R W VS
= 5

s =5 +1, on obtient 7ap(T') < 3 —215—5 +2 4 : = = , qui

est une contradiction avec le Théoreme 5.4 O
Fait 5.10: |L,,| >3
Preuve. Par le Fait 5.9, us est un sommet support non pendant, alors d’apres la
remarque donnée ci-dessus, uy est un sommet support fort. Supposons que |L,,| = 2. Par
la minimalité de D et I’Observation 5.3, {uy, us, us} C D. Considérons T =T-T w, (voir
Figure 5.6 (b)). Comme diam(T) > 4 et |L,,| = 2 alors n’ > 5. En procédant de la méme
maniére comme dans la preuve du Fait 5.9 et nous obtenons une contradiction. O
Fait 5.11: |L,,| = 2.
Preuve. Par le Fait 5.8. |L,,| < 2. Supposons |L,,| = 1. Par la minimalité de D,

. : . Luy|-2
’Observation 5.3 et le Fait 3.6. D contient {uy, ug, us} et %

feuilles de uy. Puisque
ug € D et D est une alliance défensive | N [ug] N D| > |N [uz] — D] (voir fig 5.7). Supposons
que cette inégalité est stricte et considérons T’ —T- Ty, (voir Figure 5.7 (a)). On obtient
une contradiction de la méme maniére que dans la preuve du Fait 5.9.

Ainsi, |N [uz) N D| = |N [ug] — D|. Soit v une feuille de uy qui n’est pas dans D.
Considérons T = T — T, — {v} (voir Figure 5.7 (b)). Comme diam(T) > 4 et |L,,| > 3,
alors n’ > 5. Clairement, D N V(T") est une (apg) de T, ce qui implique que ’yap(T/) <
Vop(T) — 1 = 32=2542 1 Puisque n =n' + 2+ Ly, |, | =1 + 1+ |Ly| et s=5 +1,0n

déduit que 7, (T') < =222 P2 pisque |1y, | = 1, alors 7,,(T) < 2=2=42,

qui est une contradiction avec le Théoréeme 5.4.
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® Uy v
\/ “

O Ug Ug

(@) = [Nug] N D} > [Nlug] = D (b) : [ Nlug] N D| = [ N[ug] — D|

Figure 5.7: Graphe illustratif du Fait 5.11

Donc, par le Fait 5.11 et sa preuve, |L,,| = 2 et |N [ug] N D| = |N [ug] — D|. Soit v
une feuille de us qui n’est pas dans D et considérons T = T., —{v}. De la preuve du Fait
5.11, on obtient v,,(T ) < W Ainsi par le Théoréme 5.4, I’égalité est obtenue.
En utilisant '’hypothése d’induction, on en déduit que T € F.DouT € F car T est
obtenu a partir de T par l'opération O. O]

Cas 2: dr(ug) =2

Fait 5.12: dp(u3) > 3

Preuve. On suppose que dr(us) = 2, alors soit uz soit us est dans D. Sans perte de
généralité, on suppose que uy € D. Considérons T =T - T.., ( voir figure 5.8 (a)). Il est
tres facile de verifier que si T = Sp, 1 <p<3ou T' = Py, alors Yap(T) € {3,4} et v,,(T)
> 3’”_2@—_5“ Donc, n' > 5. Clairement D N V(T") est une (apg) de T, ce qui implique
Vap(T') < 7op(T) =2 = 3225422 Onan =n'+2+|L,,|. Siu, est un sommet support
|L“j,)|‘3. Par le Fait 5.8,

alors s =s +1etl=1 —1+]|L,|. Donc ’Yap(T,) < 3n,_2l;_8,+2 +

, /_ /_ / /_ I_ ! . . .
| Ly, | < 2 et alors 7, (T') < 3n=2=st2 1 o 3n=2l-s 42 qyj est une contradiction avec

2 N . I

le Théoréme 5.4. Supposons maintenant que u, n’est pas un sommet support, donc s = s

| Loy |—2
5

et =1 —1+|L,,|. Il Sensuit que 7,,(T") < 3n=2=s42 4 . Puisque |L,,| < 2, si
|Ly,| = 1, on obtient 7,,(T") < 22=2L=2+2 quj contredit le Théoréme 5.4. Donc | Ly, | = 2
et par suite 7,,(T ) < n—2l-s 2 Par le Théoréme 5.4 on obtient I'égalité. En utilisant
I’hypothése d’induction, on en déduit que T € F. Ainsi, d’aprés I’Observation 3.1, tout

sommet différent d’une feuille de T" est un sommet support fort. Ainsi, u4 est un sommet

support dans T, qui contredit notre hypothése. O



82

Fait 5.13: |N [u3] N D| = |N [us] — D] .

Preuve. D’aprés le Fait 5.12, dr(us) > 3. Tout fils de uz est ou bien une feuille, ou
un sommet support, ou un voisin différent d’une feuille d’un sommet support. Supposons
que |N [ug] N D| > |N [us] — D|. Considérons T = T —T,, (voir Figure 5.8 (b)). On peut
montrer facilement que T #Sp,2<p<3et T # P, sinon v,,(T) > Mﬁ“ ce qui
contredit I’hypothése sur 7. Donc n' > 5. il est clair que, D N V(T') est un gpa de T ce
qui implique %w(T/) < Yop(T) —2 = 3222522 _ 9 Puisque n = n' 424 | Ly, |, 1 =1 +|Ly|
Loy

et s = s +1, on obtient 'yap(T') < dn-gosdz g I = Par le Fait 5.8, | Ly, | < 2 et donc,

Vop(T') < Bn=2ms 32 3 30 2L 82 quj contredit le Théoréme 5.4 O

5

Fait 5.14: u3 est un sommet support.

Preuve. Supposons que uz n’est pas un sommet support. Ainsi, par la minimalité de
D et I’Observation 5.3, tout fils de u3 est dans D car usest soit un sommet support, soit
un voisin différent d’une feuille, d’'un sommet support. Par conséquent, si us € D alors
|N [us]) N D| > |N [ug] — D] (voir Figure 5.8 (b)) qui contredit le Fait 5.18. Donc us ¢ D
et selon le Fait 5.13, dr(uz) = 3 et uy ¢ D (voir Figure 5.9 (a)) . Alors u4 est différent
d’un sommet support, sinon, par la minimalité de D et par I’Observation 5.3, uy serait

dans D. Soient v et u les fils de uz et v, respectivement dans T, .

(a) : dp(us) = 2 (0) = dr(us) = 3; |Nus] N D] > |N[us] — D]

Figure 5.8: Graphe illustratif du Fait 5.14 (a) et (b)
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(a) - [Nlus] N D| = |Nfus] — D

Figure 5.9: Graphe illustratif du Fait 5.14 ou , |[N[ug] N D| = |N[us] — D|

Si v est un sommet support, alors |L,| = 1 car sinon ug serait dans D car il peut
remplacer n’importe quelle feuille de v dans D.

La faiblesse de v contredit notre remarque faite auparavant sur les sommets supports
non pendants qui doivent étre forts. Donc, v n’est pas un sommet support. Considérons
T = T—T,,. Puisque ug ¢ D, alors uy a au moins deux voisins dans DNV (T "). Le sommet
u; ne peut pas étre le parent de w4 sinon uy € D car il peut remplacer u; dans D. De plus,
u4 ne peut pas étre adjacent & une feuille ou & un sommet support, car sinon u, serait dans
D car c’est un support ou il peut remplacer n’importe quelle feuille dans D de son voisin
support. Il s’ensuit que diam(T) > 4 et n' > 5. L’ensemble D NV (T") est un (apg) de T"
ce qui implique que %p(T/) < Yop(T) —4 = 31=2=542 4 Puisque n = n 54| Ly, |+ | L ,
+ ‘L”’?Lu‘_?. Par le

Fait 5.8, | Ly, | + |Lu| < 4 alors, 7,,(T") < M;’S,H ce qui contredit le Théoréme 5.4.

I =1+ |Ly,| + L] et s = s +2, on obtient ~,,(T") < Sr=2=+2

Il s’ensuit par les Faits précédents et la remarque faite ci-dessus que uz est un sommet
support fort vérifiant |N [ug] N D| = |N [ug] — D|. Soit wy ¢ D une feuille de u3. Consid-

érons T = T — (Tou, U{wo}) (voir Figure 8 (b)) . il est facile de vérifier que u; ne peut

> 3n—20—s+2

pas étre le parent de u3 sinon 7" = Sy et par suite v,,(7) = 4. Donc 7,,(T) =,

qui est une contadiction. Donc n' > 5. Clairement, D N V(T") est un (apg) de T' ce
qui implique que 7o, (T") < 7,,(T) — 2 = =242 _ 2 Puisque n = n' + 3 + |Ly,|,
|Lug’_4. Par le Fait 5.8,

|L.,| < 2 et donc /yap(T/) < MT_SH — % < MT_SH7 qui contredit le Théoréeme 5.4

I =1 —1+|L,|ets=s +1,on obtient ,,(I') < S=2L=s"t2 |



et ceci termine la preuve.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans le cadre de cette theése, nous nous sommes intéressés principalement & I’étude des
alliances globales dans les graphes.

D’abord, nous avons établi une borne inférieure sur le nombre d’alliance offensive
globale, plus précisément nous avons montré que tout graphe unicycle connexe GG d’ordre

—1
M et nous avons

n avec [(G) feuilles et s(G) sommets support satisfait v,(G) >
caractérisé tous les graphes unicycles extrémaux atteignant cette borne inférieure.

Dans un second lieu nous avons fourni une caractérisation construtive de tous les arbres
ayant une alliance offensive minimum globale unique (aogu)-arbres.

Enfin, nous avons donné une borne inférieure sur le nombre d’alliance puissante globale
pour tout arbre en fonction de son ordre, du nombre de ses feuilles et du nombre de ses
sommets support. De plus, nous avons caractérisé tous les arbres extrémaux atteignant
cette borne.

Comme perspectives & notre travail, qui nous semblent intéressantes, nous proposons

notament :

e (Caractériser tous les aogu-graphes des graphes unicycles ou plus généralement des

graphes cactus.

e (Caractériser les arbres avec une alliance défensive minimum globale unique "adgu-

arbres".

e (Caractériser les arbres avec une alliance puissante minimum globale unique "apgu-

arbres".

e Etendre les bornes obtenues & d’autres classes de graphes comme les unicycles, les

bipartis et les cactus.

e Trouver des relations entre les différents parametres d’alliances avec d’autres

parameétres de domination.
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