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ABRÉVIATIONS ET NOTATIONS

LoD Distribution de Lomax

ULoD Distribution de Lomax unitaire

PLoD Distribution de Lomax à puissance

UPLoD Distribution de Lomax à puissance unitaire

MLE Estimation du maximum de vraisemblance

MME Méthode des moments

PWM Moments pondérés par la probabilité

LS Méthode des moindres carrés

WLS Moindres carrés pondérés

CvM Méthode de Cramér–von Mises

AD Ajustement d’Anderson-Darling

MSE Erreur quadratique moyenne

KS Statistique de Kolmogorov–Smirnov

MPS Méthode des scores de probabilité maximum

Q-Q plot Graphe quantile-quantile

P-P plot Graphe probabilité-probabilité

TTT plot Graphe du temps total de test (Total Time on Test Plot)
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E[X] Espérance mathématique

Var(X) Variance

CDF Fonction de répartition

PDF Densité de probabilité

X̄ Moyenne empirique

X(i) ième statistique d’ordre

Γ (·) fonction de Gamma

B(·, ·) fonction de bêta.
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Résumé :
Dans ce travail, nous avons étudié un modèle de distribution appelé distribution de

Lomax à puissance unitaire (UPLoD), qui constitue une double généralisation de la loi

de Lomax classique. où elle est définie sur l’intervalle (0,1), ce qui le rend particuliè-

rement adapté à la modélisation de données bornées, fréquentes dans de nombreux

contextes pratiques. Il est obtenu par l’application successive de deux transforma-

tions mathématiques, permettant d’accroître considérablement sa flexibilité, notam-

ment pour représenter des comportements spécifiques de la fonction de hasard. Nous

avons examiné ses propriétés statistiques fondamentales et estimé ses paramètres à

l’aide de la méthode du maximum de vraisemblance. Une étude de simulation a été

menée afin d’évaluer la performance des estimateurs dans divers scénarios.
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Abstract :
In this work, we study a probability model named the Unit Power Lomax Distribution

(UPLoD), which serves as a double generalization of the classical Lomax distribution,

which is defined over the interval (0,1) , making it particularly suitable for model-

ing bounded data, which is often required in real-world applications. It is derived by

applying two successive mathematical transformations, which enhance its flexibility

for modeling complex data structures, especially those with non-standard hazard rate

behaviors. We investigated its main statistical properties and estimated its parame-

ters through the Maximum Likelihood Estimation (MLE) method. A simulation study

was conducted to assess the estimator’s performance under various conditions. The

findings highlight the efficiency and adaptability of the proposed model compared to

existing alternatives.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

La théorie des probabilités joue un rôle fondamental dans de nombreux domaines

scientifiques, notamment dans la modélisation des phénomènes réels, la fiabilité, les

sciences économiques, ou encore l’analyse des durées de vie. L’un des outils les plus

importants dans ce cadre est la distribution de probabilité, qui permet de représenter

de manière précise et flexible les comportements observés dans les données réelles.

Au fil des années, de nombreux chercheurs ont proposé de nouvelles lois de probabi-

lité en modifiant ou en généralisant des distributions existantes, notamment à travers

l’introduction de paramètres supplémentaires, la transformation des fonctions de ré-

partition, ou encore l’utilisation de méthodes de génération basées sur d’autres lois

[Marshall and Olkin, 1997].

Parmi les distributions les plus utilisées figure la loi de Lomax, connue pour sa

simplicité et son efficacité dans la modélisation des données présentant un comporte-

ment de type décroissant ou à queue lourde. Toutefois, dans de nombreuses situations

pratiques, cette loi peut s’avérer limitée en termes de flexibilité, notamment pour re-

présenter des formes de fonction de risque telles que la forme en baignoire ou inver-

sée. C’est dans ce contexte que plusieurs généralisations de la distribution de Lomax

ont vu le jour. Par exemple, la distribution Lomax à puissance (Power Lomax distri-
bution) introduite par Rady et al. [Rady and Abdelrahman, 2016] ajoute un paramètre

de puissance permettant une meilleure adaptation à différentes formes de données.

D’autres auteurs ont également proposé des modèles tels que la la distribution Odd Lo-
max [Ogunsanya and Shittu, 2019], ou encore des distributions obtenues par des trans-

formations inversées et exponentiées [Ceren et al., 2018, Maxwell and Oluyede, 2019,

Ijaz and Asim, 2019].

Ces généralisations ont permis d’obtenir des lois plus riches et adaptées à une plus

grande variété de contextes pratiques, tout en conservant l’interprétabilité des para-

mètres de la distribution de base. C’est dans cette dynamique que s’inscrit notre tra-

vail, qui s’intéresse à l’étude d’un modèle récent appelé Lomax à puissance unitaire
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(UPLoD), une extension doublement généralisée combinant les propriétés des trans-

formations unitaire et de puissance. Cette distribution a pour objectif de surmonter les

limites observées dans les modèles précédents en offrant une flexibilité accrue dans la

forme de la densité et de la fonction de risque. Elle est ainsi bien adaptée à la modé-

lisation de données complexes, notamment celles présentant des comportements non

monotones.

Cependant, dans la pratique, il arrive fréquemment que les modèles classiques

comme la loi de Lomax ne soient pas suffisamment flexibles pour représenter fidè-

lement la réalité des données observées, notamment lorsqu’elles présentent des asy-

métries marquées, des concentrations dans des intervalles bornés, ou encore des dis-

tributions multi-modales. Pour pallier ces limitations, plusieurs généralisations ont été

proposées dans la littérature, visant à introduire des paramètres supplémentaires ou

à transformer la structure de la loi de base afin d’enrichir sa flexibilité et sa capacité

d’adaptation. C’est dans cette optique que notre travail s’inscrit, en s’intéressant à dif-

férentes généralisations de la loi de Lomax, notamment les distributions dites unitaire

(ULoD), à puissance (PLoD), et à puissance unitaire (UPLoD) [Elgarhy et al., 2020,

Alzaatreh et al., 2013].

L’objectif de ce mémoire est d’étudier ces distributions généralisées, tant d’un point

de vue théorique que pratique. Nous nous sommes d’abord intéressés à la loi de Lomax

classique en rappelant ses définitions fondamentales : fonction de densité, fonction

de répartition, fonction de survie, fonction de hasard et fonction de hasard cumulée.

Nous avons ensuite dérivé ses moments, la fonction quantile, ainsi que deux méthodes

principales d’estimation des paramètres, à savoir la méthode des moments (MME) et

la méthode du maximum de vraisemblance (MLE). Nous avons aussi calculé la matrice

d’information de Fisher, qui permet d’évaluer la précision des estimateurs issus de la

méthode du maximum de vraisemblance.

À la suite de cela, nous avons introduit et étudié trois généralisations de cette dis-

tribution. La première est la loi de Lomax unitaire (ULoD), qui consiste à ramener la

variable aléatoire dans l’intervalle [0,1], ce qui est utile pour modéliser des données

naturellement bornées, telles que des proportions ou des taux. Cette transformation

rend la densité plus adaptable aux données confinées, tout en conservant certaines

propriétés de la loi de base. Nous avons dérivé ses propriétés statistiques et proposé

des méthodes d’estimation analogues à celles de la loi originale.

Ensuite, nous avons considéré la loi de Lomax à puissance (PLoD), qui applique

une transformation exponentielle sur la variable. Cette généralisation permet de mo-

difier la forme de la queue de la distribution, et donc d’élargir l’éventail des formes

modélisables. Nous avons examiné ses caractéristiques, en mettant en avant les fonc-

tions statistiques, les moments, la fonction quantile et les mesures de fiabilité comme

la fonction de hasard et la fonction de taux de défaillance.
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Par ailleurs, nous avons étudié la distribution de Lomax à puissance unitaire (UPLoD),

qui combine les deux transformations précédentes : la transformation unitaire et la

transformation à puissance. Cette distribution se distingue par sa grande souplesse et

sa capacité à ajuster divers types de données, qu’elles soient confinées, asymétriques

ou comportant des extrêmes. Nous avons analysé en profondeur ses propriétés théo-

riques, établi des expressions pour ses moments pondérés, ses quantiles, ses fonctions

de risque, et calculé sa matrice d’information de Fisher.

En plus de l’analyse théorique, nous avons mené une étude de simulation afin

d’évaluer les performances des estimateurs selon différents critères : biais moyen, er-

reur quadratique moyenne, et convergence. Pour cela, nous avons généré des échan-

tillons aléatoires selon les lois étudiées en utilisant la méthode d’inversion, puis appli-

qué les méthodes d’estimation retenues. Les résultats de la simulation ont été présentés

sous forme de tableaux et de graphiques réalisés avec le logiciel R.

2. BIC – Critère d’information bayésien 2. BIC – Critère d’information bayésien
Enfin, nous avons testé l’ajustement des différentes distributions sur un jeu de don-

nées réelles. Cela nous a permis de juger de leur pertinence pratique et de comparer

leur capacité à représenter fidèlement les données observées. Les critères de comparai-

son incluent notamment la log-vraisemblance,Critère d’information d’Akaike (AIC), le

Critère d’information bayésien (BIC) et l’analyse graphique.

Notre choix de focaliser l’étude finale sur la distribution UPLoD repose sur sa ca-

pacité supérieure à modéliser une large gamme de comportements statistiques. Grâce

à sa double transformation, elle est capable de s’adapter aux données extrêmes tout

en étant confinée dans un intervalle borné, ce qui la rend particulièrement utile dans

des contextes où d’autres distributions échouent. De plus, elle conserve une structure

mathématique relativement simple, ce qui facilite sa mise en œuvre et son interpréta-

tion. Ce potentiel à la fois théorique et pratique justifie l’intérêt particulier que nous

lui avons accordé dans ce travail.
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CHAPITRE1

CARACTÉRISATION DE LA DISTRIBUTION LOMAX

1.1 Distribution Lomax

La distribution de Lomax (LoD), également connue sous le nom de distribution de

Pareto de type II, est une distribution de probabilité continue utilisée pour modéli-

ser des phénomènes caractérisés par une queue lourde. Introduite par [Lomax, 1954].

Elle trouve des applications dans divers domaines tels que l’ingénierie, l’assurance, la

finance et l’analyse des risques.

Cette distribution est particulièrement utile dans l’étude des événements extrêmes,

comme la modélisation des pertes en assurance, la durée de vie des composants dans

l’ingénierie de fiabilité, ainsi que la répartition des richesses et des revenus en écono-

mie. Grâce à sa flexibilité, elle permet de mieux représenter les données asymétriques

et les distributions avec une forte concentration de valeurs faibles accompagnées d’une

longue queue [Pareto, 1964]

. D’un point de vue théorique, la distribution Lomax constitue une alternative aux dis-

tributions classiques comme la distribution exponentielle et la distribution de Weibull

[Alhamzawi and Ali, 2020]. Ahsanullah a étudié ses statistiques d’enregistrement (re-

cord statistics) et ses caractéristiques distributionnelles [Pareto, 1897]. Balakrishnan et

Ahsanullah ont approfondi son étude en établissant des relations entre les moments

des valeurs enregistrées [Johnson et al., 1994].

L’un des rôles majeurs de la distribution Lomax est son utilisation comme distribu-

tion de mélange pour estimer le paramètre de Poisson et ainsi dériver la distribution

de Poisson-Lomax [Bourguignon et al., 2016]. En ce qui concerne l’estimation de ses

paramètres, plusieurs études ont été menées en utilisant des approches telles que le

maximum de vraisemblance et les méthodes bayésiennes [Karakaya et al., 2022].

Par ailleurs, elle a été appliquée dans des modèles de durée de vie pour estimer des

paramètres inconnus via différentes méthodes . Un lien a également été établi entre la
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famille de distributions Burr et la distribution Lomax [Linhart and Zucchini, 1986].

Enfin, la distribution Lomax trouve ses applications dans de nombreux domaines

scientifiques, notamment la physique nucléaire (rapports masse-énergie), la génétique

(rapports d’héritage mendélien), la météorologie (contrôle des précipitations) et la fia-

bilité des systèmes via le modèle contrainte-résistance (stress-strength model) [Murthy et al., 2004].

Sa capacité à modéliser divers phénomènes en fait un outil statistique puissant et po-

lyvalent.

1.1.1 Fonction de densité

La fonction de densité de Lomax montre que cette distribution est une extension de

la distribution de Pareto et possède une queue lourde, ce qui signifie qu’elle accorde

une probabilité relativement élevée aux valeurs extrêmes. Cette propriété est particu-

lièrement utile pour modéliser des phénomènes où les grandes valeurs sont fréquentes,

comme la distribution des richesses, les pertes en assurance, ou encore la durée de vie

des systèmes en ingénierie.

Une variable aléatoire X suit la distribution Lomax avec les paramètres α > 0 et λ > 0

si sa fonction de densité de probabilité est donnée par :[Para and Jan, 2018]

f (x;α,λ) =
α
λ

( λ
λ+ x

)(α+1)
(1.1)

où :

— α > 0 est le paramètre de forme.

— λ > 0 est le paramètre d’échelle.

— x > 0 représente la variable aléatoire modélisée.

Exemple de la densité lomax est présenté respectivement dans la figure 1.1
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CHAPITRE 1. CARACTÉRISATION DE LA DISTRIBUTION LOMAX

Figure 1.1 – Densité de la distribution Lomax pour le paramètre de forme α=(0.5 ;
1 ; 2 ; 3.5) avec λ = 2.

1.1.2 Fonction de répartition

Une variable aléatoire X suit une distribution LoD si sa fonction de répartition

existe, représentant la probabilité que X soit inférieure ou égale à x s’exprime par

l’équation suivante :

F(x;α,λ) = 1−
( λ
x+λ

)α
, x > 0 (1.2)

Exemple de la fonction de répartition est présenté respectivement dans la figure

1.2

Figure 1.2 – Fonction de répartition du modèle Lomax pour le paramètre de forme
α=(0.5 ; 1 ; 2 ; 3.5) avec λ = 2.
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1.1.3 Fonction de survie et le taux de hasard

La fonction de survie est un outil fondamental en analyse de fiabilité et en gestion

des risques. Elle représente la probabilité qu’une variable aléatoire suive une durée de

vie supérieure à une valeur donnée x. Cette fonction est particulièrement utile dans

les domaines de l’assurance et de l’ingénierie, où elle permet d’évaluer la probabi-

lité de survie d’un système ou d’un individu au-delà d’un certain temps. Le **taux

de hasard**, quant à lui, mesure l’intensité du risque de défaillance instantanée à un

moment donné, conditionnellement au fait que l’événement n’ait pas encore eu lieu.

Il est largement utilisé en fiabilité des systèmes et en biostatistique pour modéliser

l’occurrence d’événements rares.

Ces deux fonctions sont définies par :

S(x) = P(X > x) = 1−F(x) =
( λ
x+λ

)α
, x > 0 (1.3)

le taux de hasard est donné par :

h(x) =
f (x)
S(x)

=
α
λ

(
λ

λ+x

)(α+1)(
λ

x+λ

)α =
( α
λ+ x

)
(1.4)

Figure 1.3 – Taux de hasard du modèle Lomax pour le paramètre de forme α=(0.5 ;
1 ; 2 ; 3,5) avec λ = 2 .
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1.1.4 Fonction de hasard cumulée

la fonction de hasard cumulée est donnée par :

H(x) =
∫ x

0
h(x) = − ln(S(x)) = − ln

( λ
x+λ

)α
= −α ln

( λ
x+λ

)
(1.5)

1.1.5 Fonction quantile de la distribution de Lomax

La fonction quantile d’une distribution Lomax de paramètres α > 0 (paramètre

de forme) et λ > 0 (paramètre d’échelle) est obtenue comme l’inverse de la fonction

de répartition cumulative (CDF). Pour un niveau de probabilité p ∈ (0,1), la fonction

quantile Q(p) s’écrit comme suit :

Q(p) = λ
(
(1− p)−1/α − 1

)
Cette fonction permet de déterminer les quantiles de la distribution. Par exemple :

— Le 1er quartile (ou quantile à 25 %) est donné par :

Q(0.25) = λ
(
(1− 0.25)−1/α − 1

)
— La médiane (ou quantile à 50 %) est :

Q(0.5) = λ
(
(1− 0.5)−1/α − 1

)
— Le 3ème quartile (ou quantile à 75 %) est :

Q(0.75) = λ
(
(1− 0.75)−1/α − 1

)
Ces quantiles sont utiles pour analyser la dispersion et l’asymétrie des données

modélisées par une distribution de Lomax, notamment dans les contextes de données

à queue lourde.

1.1.6 Moments

les moments d’ordre r de la distribution de Lomax sont définis par :

E[Xr] =
λrΓ (α − r)

Γ (α)
,pour r < α.
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1.1.7 Espérance et la variance

L’expérience mathématique de la distribution Lomax est données par

E(X) =
∫ ∞

0
xf (x)dx =

∫ ∞
0

x
α
λ

( λ
λ+ x

)(α+1)
=

λ
α − 1

,si α > 1.

La variance est définie comme :

V ar(X) = E(X2)−E(X)2

E(X2) =
2λ2

(α − 1)(α − 2)
,pour α > 2

V ar(X) =
λ2α

(α − 1)2(α − 2)
,pour α > 2

1.1.8 Méthodes d’estimation

Les méthodes d’estimation sont des techniques utilisées pour déduire les valeurs

des paramètres inconnus d’une populations à partir des données d’un échantillon. Ces

méthodes permettent aux chercheurs d’inférer des informations sur une population

sans avoir à en examiner chaque membre individuellement.[Harvill, 2008]

Nous utiliserons trois approches pour estimes les paramètres de loi de lomax :

La méthode des moments , La vraisemblance maximale et l’omission de terme.Ces

techniques permettent d’obtenir des estimations efficaces et cohérents des paramètres

à partir d’un échantillon de données.

1.1.8.1 Estimation par la méthode des moments

La méthode des moments repose sur l’égalité entre les moments théorique d’une

distribution et les moments empirique issus d’un échantillon observé.[Giles et al., 2011]

Dans le cas de la loi de Lomax,les moments de la population sont données par :

E(X) =
λ

α − 1
,pour α > 1

V ar(X) =
λ2α

(α − 1)2(α − 2)
,pour α > 2

D’autre part, les moments empiriques calculés à partire théorique,on obtient les rela-

tions suivantes :

m1 =
1
n

n∑
i=1

Xi = X̄
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m2 =
1
n

n∑
i=1

X2
i

En égalent ces moments empiriques aux moments théorique les estimateurs des para-

mètres α et λ :
λ

α − 1
= X̄

n∑
i=1

X2
i

n
=

αλ2

(α − 1)2(α − 2)

Après simplification on déduit les estimateurs des paramètres α et λ :[Para and Jan, 2018]

α̂MME =
2
∑n

i=1X
2
i∑n

i=1X
2
i −nX̄

λ̂MME = X̄(α̂ − 1)

1.1.8.2 Estimation du maximum de vraisemblance

la fonction de vraisemblance associée à la distribution de lomax peut s’écrire sous

la forme suivante :

L(X;α,λ) =
αn

λn

n∏
i=1

(
1 +

Xi

λ

)−(α+1)

en prenant le logarithme de cette fonction, nous obtenons l’expression suivante pour

la log-vraisemblance :

lnL(X;α,λ) = n lnα −n lnλ− (α + 1)
n∑
i=1

ln
(
1 +

Xi

λ

)
(∗)

pour obtenir l’estimation du maximum de vraisemblance,on dérivée cette expression

par rapport à α :
∂
∂α

ln(L(X;α,λ)) =
n
α
−

n∑
i=1

ln
(
1 +

Xi

λ

)
En résolvent l’équation obtenue par annulation de cette dérivée,nous trouvons l’esti-

mateur du maximum de vraisemblance pour α :

n
α
−

n∑
i=1

ln
(
1 +

Xi

λ

)
= 0

ce qui donne :

α̂MLE =
n∑n

i=1 ln(1 + Xi
λ )
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En maximum l’équation (*) et en prenant la dérivée partielle par rapport à λ,

on obtient :
∂
∂λ

lnL(X;α,λ) = −n
λ

+ (α + 1)
n∑
i=1

Xi

λ(λ+Xi)

∂ lnLf (X;α,λ)
∂λ

=
n
A
A′ − n

λ
−AB′ −A′B−B′

avec :

A =
n
B
, B =

n∑
i=1

ln
(
1 +

Xi

λ

)

A′ = −nB
′

B2 , B′ = −1
λ

n∑
i=1

Xi

(λ+Xi)

comme cette équation ne se résout pas analytiquement, on utilise la méthode de

Newton-Raphson pour obtenir l’estimation de λ :

λn+1 = λn −
g(Λ)
g ′(λ)

ou :

g(λ) =
n
A
A′ − n

λ
−AB′ −A′B−B′

et :

g ′(λ) = n
A′′ −A′A′

A2 +
n

λ2 −AB
′′ − 2A′B′ −A′′B−B′′

avec :

A′′ = −nB
′′B2 − 2BB′2

B2

B′′ =
n∑
i=1

Xi(2λ+Xi)
λ2(λ+Xi)2

1.1.9 Matrice d’information de Fisher

La matrice d’information de Fisher pour un paramètre λ et α est définie par :

In(λ,α)k,1 = −E
[
∂2 lnf (X,λ,α)

∂λk∂λ1

]
,

avec des éléments spécifiques :

I11 = −E
(
∂2I(λ,α)

∂α2

)
= −E

(
− n

α2

)
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I22 = −E
(
∂2l(λ,α)

∂λ2

)
= −E

 n

λ2 −
(1 +α)
λ2

n∑
i=1

(
2xi

λ+ xi
−

x2
i

(λ+ xi)2

)
I12 = I21 = −E

(
∂2l(λ,α)
∂α∂λ

)
= −E

(
∂2l(λ,α)
∂λ∂α

)
= −E

 n∑
i=1

xi
λ2(1 + xi

λ )


Cette matrice est d’une importance capitale dans les analyses statistiques et probabi-

listes, notamment lorsqu’il s’agit d’évaluer la variance et la covariance des estimateurs

obtenus à partir d’un échantillon. Elle est largement utilisée en statistique inférentielle

pour la construction d’intervalles de confiance et pour l’évaluation de l’efficacité des

estimateurs dans le cadre du modèle étudié.

1.2 Distribution de Lomax unitaire (Unit Lomax :ULoD)

1.2.1 Introduction

La distribution de Lomax unitaire (ULoD) est un modèle statistique défini sur l’inter-

valle (0,1), ce qui la rend particulièrement adaptée à la modalisation de données nor-

malisées telles que les proportions, les indices ou encore les probabilités. Elle constitue

un cas particulier de la famille Lomax-G, récemment proposée par [Sapkota et al., 2023],

qui vise à améliorer la flexibilité de la loi de Lomax en y appliquant des transforma-

tions spécifiques.

Le principal avantage du modèle ULoD réside dans sa capacité à représenter des don-

nées réelles fortement asymétriques tout en respectant les contraintes naturelles im-

posées par le domaine (0,1). Grâce à sa fonction de densité souple et à ses paramètres

ajustables, la distribution ULoD permet une meilleure interprétation des phénomènes

observés, en particulier dans les domaines où les variables sont naturellement bornées,

comme la finance, la fiabilité ou l’évaluation des risques environnementaux.

1.2.2 Fonction de densité et Fonction de répartition (CDF)

La fonction de densité associée à la distribution lomax unitaire décrit la structure

probabiliste de la variable aléatoire sur l’intervalle (0,1), avec une flexibilité contrôle

par les paramètres α et λ.

Soit Y une variable aléatoire suivant une distribution Lomax de paramètres (α,λ).

Sa fonction de répartition est :

FY (y) = P (Y ≤ y) = 1−
(
1 +

y

λ

)−α
, y > 0 (1.6)
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Nous définissons la nouvelle variable :

X =
1

1 +Y
, X ∈ (0,1) (1.7)

transformation est décroissante :

P (X ≤ x) = P
( 1
1 +Y

≤ x
)

(1.8)

= P
(
Y ≥ 1

x
− 1

)
(1.9)

= 1−FY
(1
x
− 1

)
(1.10)

=

1 +
1
x − 1
λ

−α (1.11)

Simplification

FX(x) =
(

1 + (λ− 1)x
λx

)−α
(1.12)

=
(

λx
1 + (λ− 1)x

)α
(1.13)

Dérivation de la densité

fX(x) =
d
dx

FX(x) (1.14)

= α

(
λx

1 + (λ− 1)x

)α−1

· λ

(1 + (λ− 1)x)2 (1.15)

=
αλαxα−1

(1 + (λ− 1)x)α+1 (1.16)

La densité de la distribution Lomax unitaire :

fX(x) =
αλαxα−1

[1 + (λ− 1)x]α+1 , 0 < x < 1 (1.17)

Vérification des cas particuliers

Cas 1 : Quand λ = 1

fX(x) = αxα−1 (1.18)

Cas 2 : Quand α = 1

fX(x) =
λ

[1 + (λ− 1)x]2 (1.19)

α > 0 représente le paramètre de forme, et λ > 0 le paramètre d’échelle.

Principales et propriétés :
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Figure 1.4 – Densité de la distribution Lomax unitaire pour le paramètre de forme
α=(0.5 ; 1 ; 2 ; 3.5) avec λ = 2.

— Le support de la distribution est l’intervalle ouvert (0,1)

— La densité peut être décroissante ou présenter un mode, selon les valeurs des

paramètres

— Les moments existent sous certaines conditions sur α

— La distribution est obtenue via la transformation X = 1
1+Y où Y suit une loi de

Lomax

Ce modèle est formellement simple mais très flexible, ce qui le rend adapté à la modé-

lisation de données continues bornées.

Soit X une variable aléatoire continue définie sur l’intervalle (0,1), la fonction de

répartition cumulative (CDF) de la distribution Lomax unitaire est donnée dans l’équa-

tion 1.12
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Figure 1.5 – Fonction de répartition du modèle Lomax unitaire pour le paramètre
de forme α=(0.5 ; 1 ; 2 ; 3.5) avec λ = 2 .
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Caractéristiques :

— La fonction FX(x) est continue et strictement croissante sur l’intervalle [0,1].

— Elle satisfait les conditions aux bornes suivantes : FX(0) = 0 et FX(1) = 1.

— Sa forme dépend de manière flexible des paramètres a et λ, ce qui permet

d’adapter la distribution à différents types de données sur (0,1).

Domaines d’application :

— Calcul des probabilités associées à des intervalles donnés.

— Détermination des quantiles.

— Simulation des variables aléatoires suivant la loi de Lomax unitaire, notamment

par la méthode de l’inversion.

1.2.3 Fonction de survie et le taux de hasard

La fonction de survie associée, notée S(x), s’écrit :

S(x) = P(X > x) =
(

λ
1 + (λ− 1)x

)α
, pour 0 < x < 1. (1.20)

La fonction de hasard pour la distribution Lomax unitaire est donnée par :

h(x|α,λ) =
f (x|α,λ)

1−F(x|α,λ)
=

αλαxα−1

(1− x)α[1 + (λ− 1)x]
, 0 < x < 1. (1.21)

Cette fonction décrit le risque instantané associé à une variable suivant la loi de

Lomax unitaire.

Elle dépend des paramètres de forme α et d’échelle λ, ainsi que de la variable x.

On remarque que :

lim
x→0

h(x|α,λ) = 0, lim
x→1

h(x|α,λ) =∞.

Ce comportement suggère une augmentation du risque à mesure que x approche de la

borne supérieure de l’intervalle.

16 Mémoire de Master



CHAPITRE 1. CARACTÉRISATION DE LA DISTRIBUTION LOMAX

Figure 1.6 – Taux de hasard du modèle Lomax unitaire pour le paramètre de forme
α=(0.5 ; 1 ; 2 ; 3.5) avec λ = 2.

1.2.4 Fonction de risque cumulée

La fonction de risque cumulée (ou fonction de hasard cumulée), notée H(x), est

définie par :

H(x) = − lnS(x). (1.22)

En remplaçant l’expression de S(x), on obtient :

H(x) = α ln
(

1 + (λ− 1)x
λ

)
, pour 0 < x < 1. (1.23)

1.2.5 Espérance et Variance de la distribution Lomax unitaire (ULoD)

Soit X ∼ Lomax unitaire(α,λ), avec α > 2 et λ > 1. La densité de probabilité est

donnée par :

fX(x) =
αλαxα−1

[1 + (λ− 1)x]α+1 , pour 0 < x < 1 (1.24)

L’espérance est donnée par l’intégrale :

E[X] =
∫ 1

0
xfX(x)dx = αλα

∫ 1

0

xα

[1 + (λ− 1)x]α+1dx

Après un changement de variable approprié, on obtient la formule fermée suivante

(valable pour α > 1) :

E[X] =
1

(λ− 1)(α − 1)
(1.25)

17 Mémoire de Master



CHAPITRE 1. CARACTÉRISATION DE LA DISTRIBUTION LOMAX

Le second moment est :

E[X2] =
∫ 1

0
x2fX(x)dx = αλα

∫ 1

0

xα+1

[1 + (λ− 1)x]α+1dx

Ce qui donne, pour α > 2 :

E[X2] =
2

(λ− 1)2(α − 1)(α − 2)
(1.26)

La variance est obtenue par :

Var(X) = E[X2]− (E[X])2

D’où :

Var(X) =
1

(λ− 1)2

[
2

(α − 1)(α − 2)
− 1

(α − 1)2

]
(1.27)

Conditions d’existence
— L’espérance E[X] existe si α > 1

— La variance Var(X) existe si α > 2

1.2.6 Moments de la distribution Lomax unitaire (ULoD)

Le moment d’ordre k est donné par :

µ′k = E[Xk] = αλα
∫ 1

0

xk+α−1

[1 + (λ− 1)x]α+1dx

Conditions d’existence :
— µ′k existe si α > k

— Pour λ ≈ 1, utiliser des méthodes numériques

Applications
— Modélisation des données bornées dans (0,1)

— Analyse de ratios et proportions

— Études de fiabilité et durée de vie normalisées

1.2.7 Estimation

L’estimation des paramètres de la distribution Lomax unitaire, qui est une version

bornée de la distribution Lomax classique, est essentielle dans plusieurs applications

statistiques. Cette distribution est utile pour modéliser des données à queue lourde sur

un intervalle fini (0,1). Parmi les méthodes d’estimation les plus utilisées, on retrouve

la méthode du maximum de vraisemblance (MLE) et la méthode des moments (MME)
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[Casella and Berger, 2002, Cox and Snell, 1968]. Des ajustements peuvent également

être appliqués pour corriger le biais dans les petits échantillons.

1.2.7.1 Estimation par la méthode du maximum de vraisemblance

Soit X1,X2, . . . ,Xn un échantillon aléatoire indépendant suivant une loi Lomax uni-

taire dont la fonction de densité est donnée dans l’équation 1.17

La log-vraisemblance associée à cet échantillon est :

ℓ(α,λ) = n log(α) +nα log(λ) + (α − 1)
n∑
i=1

log(xi)− (α + 1)
n∑
i=1

log(1 + (λ− 1)xi)

Pour estimer les paramètres α et λ, on maximise cette log-vraisemblance par rap-

port aux deux paramètres, sous les contraintes α > 0 et λ > 1. La dérivée partielle de la

log-vraisemblance par rapport à α est :

∂ℓ
∂a

=
n
a

+n log(λ) +
n∑
i=1

log(xi)−
n∑
i=1

log(1 + (λ− 1)xi) (1.28)

La dérivée partielle de la log-vraisemblance par rapport à λ est :

∂ℓ
∂λ

=
na
λ
− (a+ 1)

n∑
i=1

xi
1 + (λ− 1)xi

(1.29)

L’optimisation est effectuée numériquement à l’aide de l’algorithme L-BFGS-B, qui

permet d’imposer des bornes intérieures

1.2.7.2 Estimation par la méthode des moments

Principe : La méthode des moments consiste à égaler les moments théoriques aux

moments empiriques calculés à partir d’un échantillon. On utilise ici les deux premiers

moments pour estimer α et λ.

Premier moment (empirique)

Si on note m1 = 1
n

∑n
i=1Xi , alors :

m1 = E[X] =
1

(λ− 1)(α − 1)

Deuxième moment (empirique)

Soit m2 = 1
n

∑n
i=1X

2
i , alors :

m2 = E[X2] =
2

(λ− 1)2(α − 1)(α − 2)
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Système d’équations 
m1 =

1
(λ− 1)(α − 1)

m2 =
2

(λ− 1)2(α − 1)(α − 2)

Méthode de résolution
Posons A = α̂ − 1 =⇒ α̂ = A+ 1, alors :

λ̂− 1 =
1

Am1
.

En remplaçant dans la deuxième équation :

m2 = 2Am2
1 ·

1
A+ 1

.

Cette équation est à résoudre numériquement pour A, puis on retrouve :

α̂ = A+ 1 et λ̂ = 1 +
1

Am1
.

1.2.8 Fonction quantile

La fonction quantile, notée Q(p), est définie comme l’inverse de la fonction de ré-

partition FX . Pour une probabilité donnée p ∈ [0,1], elle permet d’identifier la valeur

seuil telle que :

Q(p) = F−1
X (p)

Dans le cas spécifique de la distribution Lomax unitaire, la fonction quantile s’écrit :

Q(p) =
p1/α

λ− (λ− 1)p1/α
, pour 0 ≤ p ≤ 1 (1.30)

où α > 0 est un paramètre de forme, et λ > 0 est un paramètre d’échelle. Cette fonction

joue un rôle essentiel dans la simulation aléatoire et l’analyse des données extrêmes.

Elle permet notamment :

— La génération de données synthétiques suivant la loi de Lomax unitaire via la

méthode d’inversion.

— Le calcul direct des quantiles et des percentiles.

— L’exploration du comportement des queues de distribution, notamment dans

des domaines tels que la fiabilité, la finance ou les télécommunications.

Les propriétés mathématiques de cette fonction ont été étudiées et approfondies ré-

cemment dans [de la Cruz et al., 2023], notamment dans le contexte de la régression

quantile.
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1.2.9 Matrice d’information de Fisher

La matrice d’information de Fisher est définie comme l’opposée de l’espérance de

la matrice Hessienne de la log-vraisemblance :

I (α,λ) = −E
 ∂2ℓ

∂α2
∂2ℓ

∂α∂λ
∂2ℓ

∂λ∂α
∂2ℓ
∂λ2


Les dérivées secondes de la log-vraisemblance donnent les éléments suivants :

— Terme I11 :
∂2ℓ

∂α2 = − n

α2 ⇒ I11 =
n

α2

— Terme I12 = I21 :

∂2ℓ
∂α∂λ

≈ n
λ
−

n∑
i=1

xi
1 + (λ− 1)xi

⇒ I12 = I21 = −n
λ

— Terme I22 :

∂2ℓ

∂λ2 ≈ −
nα

λ2 + (α + 1)
n∑
i=1

x2
i

[1 + (λ− 1)xi]2 ⇒ I22 =
nα

λ2

Ainsi, la matrice d’information de Fisher s’écrit :

I (α,λ) =


n

α2 −n
λ

−n
λ

nα

λ2


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1.3 Distribution Lomax à puissance(PLoD)

1.3.1 Introduction

La distribution Lomax à puissance (PLoD) [Rady et al., 2016] a été introduite comme

une extension de la distribution de lomax afin d’améliorer son ajustement aux données.

Cette amélioration est rendue possible grâce à l’ajout d’un paramètre supplémentaire

de puissance ou de forme qui offre une meilleure flexibilité dans la modélisation sta-

tistique, plusieurs recherches ont mis en évidence l’importance de cette distribution

[Al-Marzouki et al., 2020], en soulignant ses avantages dans divers contextes d’appli-

cation. Cependant, certains aspects liés aux statistiques d’ordre généralisées (GOS) res-

tant encore peu explorés.

Ce travail vise précisément à approfondir ces aspects afin d’enrichir la compréhension

théorique et pratique de la distribution PLoD. [Nagarjuna et al., 2021] Une nouvelle

généralisation de la distribution de Lomax est proposée en appliquant une transfor-

mation de puissance X = T
1
β , où la variable aléatoire T suit une distribution de Lomax

avec les paramètres α et λ. La distribution de X ainsi obtenue est appelée distribution
de Lomax à puissance.

D’un point de vue notationnel, on écrit :

X ∼ P LoD(α,β,λ)

pour indiquer que la variable X suit cette distribution avec les paramètres α, β et λ.

1.3.2 Fonction de densité et Fonction de répartition

La distribution de Lomax à puissance (PLoD) généralise la distribution de Lomax

standard par une transformation de puissance. Cette généralisation offre une plus

grande flexibilité pour modéliser des données à queues lourdes

Soit T une variable aléatoire suivant une distribution de Lomax de paramètres α et

λ, notée T ∼ Lomax(α,λ). Sa fonction de répartition (CDF) est donnée par :

FT (x) = P (T ≤ x) = 1−
(
1 +

x
λ

)−α
, t > 0.

On définit la variable aléatoire X = T 1/β avec β > 0. La transformation inverse est

T = Xβ .

La fonction de répartition de X s’obtient par :

FX(x) = P (X ≤ x) = P (T 1/β ≤ x) = P (T ≤ xβ) = FT (xβ) (1.31)

En substituant l’expression de FT , on obtient :
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FX(x) = 1−
(
1 +

xβ

λ

)−α
, x > 0. (1.32)

Dérivation de la densité de X La densité de probabilité (PDF) de X s’obtient en

dérivant FX(x) :

fX(x) =
d
dx

FX(x) =
d
dx

[
1−

(
1 +

xβ

λ

)−α]
En appliquant la règle de dérivation en chaîne :

fX(x) = α

(
1 +

xβ

λ

)−α−1

·
βxβ−1

λ

Ce qui se simplifie en :

fX(x) = αβλαxβ−1
(
λ+ xβ

)−α−1
, x > 0.

Nous avons ainsi démontré que la densité de la distribution PLoD est bien donnée par :

f (x) = αβλαxβ−1
(
λ+ xβ

)−α−1
, x > 0,α,β,λ > 0. (1.33)

où β >0 le paramètre de transformation de puissance et α,λ > 0 , on considère que

f (x) = 0 pour x < 0.

Figure 1.7 – Densité de la distribution Lomax à puissance, avec λ= 1
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Une variable aléatoire X suit une distribution PLoD si sa fonction de répartition

existe et est donnée dans l’équation , 1.32

et F(x) = 0 pour x < 0.

Figure 1.8 – Fonction de répartition du distribution lomax à puissance , avec λ = 1 .

1.3.3 Équation caractéristique

En tenant compte des équations précidentes, la fonction de densité et la fonction

de répartition complémentaire vérifient la relation suivante :

f (x) =
αβ

λ
xβ−1

1 + (xβ/λ)
F̄(x). (1.34)

où F̄(x) = 1−F(x).

cette équation est appelée l’équation caractéristique.

1.3.4 Fonction de survie et le taux de hasard

la fonction de survie de la distribution lomax à puissance est donné par :

S(x) = 1−F(x) = λα
(
λ+ xβ

)−α
,x > 0,α,β,λ > 0
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le taux de hasard est donné par :

h(x) =
f (x)
s(x)

=
αβλαxβ−1

(
λ+ xβ

)−(α+1)

λα
(
λ+ xβ

)−α
= αβxβ−1(λ+ xβ)−1

Figure 1.9 – Taux de hasard du modèle distribution lomax à puissance pour le pa-
ramètre de forme α(1 ;3 ;5 ;10), β = 5,λ= 1 .

1.3.5 Fonction de hasard cumulée

la fonction de hasard cumulé est donnée par :

H(x) = − ln(S(x))

= − ln(λα
(
λ+ xβ

)−α
)

= α ln(1 +
xβ

λ
)

1.3.6 Quantiles et fonction quantile

Un quantile Q(p) est une valeur qui divise une distribution de probabilité de ma-

nière à ce qu’une proportion p des observations soit inférieure ou égale à cette valeur.

La fonction quantile Q(p) pour une variable X suivant une distribution (PLoD) est

donnée par :
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Q(p) = λ
1
β
(
(1− p)−

1
α − 1

) 1
β

où :

— λ, α et β sont des paramètres de la distribution.

— p représente la probabilité associée au quantile (ex. médiane pour p = 0.

1.3.6.1 Quartiles de la distribution PLoD

Les quartiles sont des cas particuliers de quantiles :

— Premier quartile Q1 (25%) : p = 1
4

— Médiane Q2 (50%) : p = 1
2

— Troisième quartile Q3 (75%) : p = 3
4

Ces valeurs sont obtenues en remplaçant p par ces valeurs spécifiques dans la fonc-

tion quantile.

Q1 = λ
1
β

(3
4

)− 1
α
− 1


1
β

Q2 = λ
1
β

(1
2

)− 1
α
− 1


1
β

Déviation moyenne

La déviation moyenne mesure l’écart moyen entre les valeurs de X et une mesure

centrale (moyenne ou médiane).

Déviation moyenne par rapport à la moyenne

η1(x) =
∫ ∞

0
|x −µ|f (x)dx

où µ = E(X) est l’espérance de X.

Déviation moyenne par rapport à la médiane

η2(x) =
∫ ∞

0
|x −M |f (x)dx

où M = Mediane(X).

Cette mesure est souvent préférée pour les distributions avec des queues épaisses

(comme PLoD), car elle est moins sensible aux valeurs extrêmes que l’écart-type.

1.3.7 Moments bruts

Les moments bruts (µ′r) permettent de caractériser la distribution d’une variable

aléatoire. Pour la distribution Lomax à puissance , le r-ième moment brut est donné
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par :

µ′r =
∫ ∞

0
xrαβλβxβ−1(λ+ xβ)−α−1dx.

— xr : représente le moment d’ordre r.

— αβλβxβ−1 : provient de la fonction de densité de probabilité de la distribution

PLoD.

— (λ+ xβ)−α−1 : facteur influençant la décroissance de la densité.

Le calcul de cette intégrale utilise des substitutions et la fonction Gamma, ce qui

donne la solution fermée suivante :

µ′r =
αλr/βΓ

(
α − r

β

)
Γ
(
r+β
β

)
Γ (1 +α)

.

Conditions d’existence Pour que µ′r soit défini, il faut que l’intégrale converge, ce

qui impose la contrainte suivante :

α >
r
β
.

Si cette condition n’est pas respectée, l’intégrale diverge et le moment brut n’existe

pas.

Application des moments Les moments bruts permettent de calculer plusieurs

indicateurs statistiques :

— L’espérance (moyenne) : E[X] = µ′1.

— La variance : Var(X) = µ′2 − (µ′1)2.

— Les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement, utiles pour analyser la forme

de la distribution.

Les moments du (PLoD) sont particulièrement utiles pour l’analyse des phénomènes à

queue lourde, comme :

— La modélisation des revenus et des richesses en économie.

— L’analyse des durées de vie en fiabilité.

— L’évaluation des risques extrêmes en finance et assurance.

1.3.8 Méthodes d’estimation

Pour estimer les paramètres α,λ,β de la distribution lomax à puissance(PLoD) plu-

sieurs approches peuvent être utilisées estimation par la méthode des moments, es-

timation du maximum de vraisemblance l’utilisation de La matrice d’information de

Fisher pour analyser l’asymptotique des estimateurs.
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1.3.8.1 Estimation par la méthode des moments

L’estimation par la méthode des moments repose sur l’égalité entre les moments

théoriques de la distribution (PLoD) et les moments empiriques calculé à partir des

données.

Soit X1X2, ....,Xn un échantillon de taille n . En égalisant les moments ,nous obtenons

le Systéme suivant :

µ1 =
αλ

1
β Γ

(
α− 1

β

)
Γ
(

1
β

)
βΓ (1 +α)

µ2 =
αλ

2
β Γ

(
α − 2

β

)
Γ
(2+β

β

)
βΓ (1 +α)

µ3 =
αλ

3
β Γ

(
α − 3

β

)
Γ
(3+β

β

)
Γ (1 +α)

où :

— µ1,µ2,µ3 Sont respectivement le premier, le deuxième et le troisième moment

théorique

— Γ (x) représente la fonction gamma.

Les estimateurs des paramètres α,β,λ sont obtenus en résolvant ce système d’équa-

tions . Cette approche est plus simple que la méthode de maximum de vraisemblance

(MLE) , mais elle est souvent moins efficace lorsque la taille de l’échantillon est petite.

1.3.8.2 Estimation du maximum de vraisemblance

Soit X1,X2, . . . ,Xn un échantillon aléatoire issu d’un distribution PLoD, L’objectif

est de trouver les valeurs de α,β,λ qui maximisent la vraisemblance des données ob-

servées. La fonction de log-vraisemblance associée à la distribution PLoD est donnée

par :

L(α,β,λ) = n(lnα + lnβ + lnλ) + (β − 1)
n∑
i=1

lnxi − (α + 1)
n∑
i=1

ln(λ+ x
β
i )

Les estimateurs des paramètres α̂, β̂, λ̂ sont obtenus en résolvant les équations sui-

vantes :

Pourα :
∂L
∂α

=
n
α

+n lnλ−
n∑
i=1

ln(λ+ x
β
i ) = 0

Pourβ

∂L
∂β

=
n
β

+
n∑
i=1

lnxi − (α + 1)
n∑
i=1

x
β
i lnxi

λ+ x
β
i

= 0
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pourλ
∂L
∂λ

=
nα
λ
− (α + 1)

n∑
i+1

1

λ+ x
β
i

= 0

Ces équations ne peuvent généralement pas être résolues analytiquement. Des mé-

thodes numériques, comme l’algorithme de Newton-Raphson, sont souvent utilisées

pour obtenir les solutions éstimées.

1.3.9 Matrice d’information de Fisher

Dans le cadre de l’estimation par intervalle des paramètres du vecteur Θ = (α,λ,β)T

associé à la distribution (PLoD), nous pouvons déterminer la matrice d’information de

Fisher espérée. Cette matrice, notée I = [Iij] pour i, j = 1,2,3, permet de quantifier la

précision des estimateurs des paramètres du modèle. Elle est définie comme l’espé-

rance de la matrice hessienne de l’opposé du logarithme de la vraisemblance. La forme

explicite des éléments de cette matrice est donnée ci-dessous :

I11 = E

[
−
∂2 lnf (x)

∂α2

]
=

1
α2 .

I22 = E

[
−
∂2 lnf (x)

∂λ2

]
=

αβ

(2β +αβ)λ2 .

I33 = E

[
−
∂2 lnf (x)

∂β2

]
=

1
β2 +

λ−
2
β

Γ (α)

λ 2
β Γ

(
2− 1

β

)
Γ

(
α +

1
β

)
+
α(−1 + β)βΓ

(
2− 2

β

)
Γ
(
α + 1

β

)
2 +α

 .
I12 = E

[
−
∂2 lnf (x)
∂α∂λ

]
= −

αβ

(αβ +αβ)λ
.

I23 = E

[
−
∂2 lnf (x)
∂λ∂β

]
=
α(1 +α)βλ−1+αβ

β Γ
(
2− 1

β

)
Γ
(
1 +α + 1

β

)
Γ (3 +α)

.

I13 = E

[
−
∂2 lnf (x)
∂α∂β

]
=
αβλ−1+αβΓ

(
2− 1

β

)
Γ
(
α + 1

β

)
Γ (2 +α)

.

29 Mémoire de Master



CHAPITRE2

DISTRIBUTION LOMAX À PUISSANCE UNITAIRE

(UNIT POWER LOMAX :UPLOD)

Introduction

La distribution de Lomax à puissance unitaire (UPLoD) est une nouvelle dis-

tribution de probabilité définie sur l’intervalle (0,1), créée pour modéliser des don-

nées comprises entre zéro et un. Elle est dérivée de la distribution de Lomax à puis-

sance (PLoD) grâce à une transformation exponentielle de la forme Y = e−X ,X ∼
P LoD(α,β,λ) permettant de représenter des formes variées comme des courbes symé-

triques, unimodales ou asymétriques. Elle inclut également des caractéristiques statis-

tiques utiles, comme les moments, les mesures d’entropie et des fonctions de fiabilité.

Pour estimer ces paramètres, six méthodes classiques sont utilisées, et des simu-

lations ainsi que des données réelles, comme les niveaux d’inondation de la rivière

Susquehanna, montrent qu’elle est souvent plus performante que d’autres modèles

existants. L’UPLoD est particulièrement adaptée pour modéliser des proportions, des

pourcentages ou des probabilités dans des domaines tels que l’industrie, la médecine

ou l’analyse de risques.

2.1 Fonction de densité et Fonction de répartition

Une variable aléatoire X suit une distribution (UPLoD) si sa fonction de densité de

probabilité définie par l’expression suivante :

Soit X une variable aléatoire suivant une distribution PLoD avec paramètres : α,λ,β

Sa fonction de densité est :

fX(x) =
βα

λ
xβ−1

(
1 +

xβ

λ

)−α−1

, x > 0 (2.1)
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Transformation exponentielle On définit la nouvelle variable :

Y = e−X ⇒ X = − lnY

Calcul de la fonction de répartition

FY (y) = P (Y ≤ y)

= P (e−X ≤ y)

= P (X ≥ − lny)

= 1− P (X ≤ − lny)

= 1−
[
1−

(
1 +

(− lny)β

λ

)−α]
=

(
1 +

(− lny)β

λ

)−α
, 0 < y < 1

F(x) =
(
1 +λ−1(− lnx)β

)−α
, 0 < x < 1. (2.2)

Dérivation de la fonction de densité

fY (y) =
d
dy

FY (y)

=
d
dy

[(
1 +

(− lny)β

λ

)−α]
= −α

(
1 +

(− lny)β

λ

)−α−1

· d
dy

(
(− lny)β

λ

)
= −α

(
1 +

(− lny)β

λ

)−α−1

·
β(− lny)β−1

λ
·
(
−1
y

)
=
αβ

λy
(− lny)β−1

(
1 +

(− lny)β

λ

)−α−1

La densité de la Distribution Lomax à puissance unitaire (UPLoD) est :

f (x) =
βα

λ
x−1(− lnx)β−1

(
1 +λ−1(− lnx)β

)−α−1
, 0 < x < 1; β,α,λ > 0 (2.3)

où l’ensemble des paramètres, avec β et α comme paramètres de forme, et λ comme

paramètre d’échelle.
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Figure 2.1 – Densité de la distribution Lomax à puissance unitaire .

La fonction de répartition cumulative du UPLoD est donnée dans l’équation 2.2

Figure 2.2 – Fonction de répartition du distribution Lomax à puissance unitaire .

32 Mémoire de Master



CHAPITRE 2. DISTRIBUTION LOMAX À PUISSANCE UNITAIRE (UNIT POWER
LOMAX :UPLOD)

2.2 Fonction de survie et le taux de hasard

La fonction de survie et la fonction de risque instantané du UPLoD, pour 0 < x < 1,

sont respectivement données par :

S(x) = 1−
(
1 +λ−1(− lnx)β

)−α
et le taux de hasard est donné par :

h(x) =
αβ(− lnx)β−1

(
1 +λ−1(− lnx)β

)−α−1

λx
[
1−

(
1 +λ−1(− lnx)β

)−α] .

Figure 2.3 – Taux de hasard du modèle distribution Lomax à puissance unitaire .

2.3 Fonction de hasard cumulée

la fonction de hasard cumulé est donnée par :

H(x) = − ln(S(x)) = − ln(1−
(
1 +λ−1(− lnx)β

)−α
)
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2.4 Quantiles et fonction quantile

La fonction quantile d’une variable aléatoire Y suivant la distribution UPLoD peut

être obtenue en inversant la fonction de répartition cumulative. Étant donné que p suit

une loi uniforme sur (0,1), on peut exprimer cette inversion comme suit :

p =
[
1 +λ−1(− lnx)β

]−α
Ainsi, la fonction quantile de la distribution UPLoD s’écrit sous la forme :

Q(p) = exp
(
−λ1/β

[
p−1/α − 1

]1/β)
Les quantiles spécifiques peuvent être obtenus en fixant des valeurs particulières

de p :

— Le premier quartile (Q1) pour p = 0.25,

— La médiane (Q2) pour p = 0.5,

— Le troisième quartile (Q3) pour p = 0.75.

2.5 Espérance et la variance

Pour la distribution Lomax à puissance unitaire (UPLoD) de paramètres (α,λ,β),

l’espérance et la variance peuvent être obtenues à partir de l’expression générale du

moment d’ordre r, donnée par :

E[Xr] =
αλr/βΓ

(
α − r

β

)
Γ
(
r+β
β

)
Γ (1 +α)

, pour α >
r
β

En particulier :

— L’espérance est donnée par :

E[X] =
αλ1/βΓ

(
α − 1

β

)
Γ
(1+β

β

)
Γ (1 +α)

, α >
1
β

— Le second moment est :

E[X2] =
αλ2/βΓ

(
α − 2

β

)
Γ
(2+β

β

)
Γ (1 +α)

, α >
2
β

— Par conséquent, la variance est :

Var(X) = E[X2]− (E[X])2
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Var(X) =
λ2/β

Γ (1 +α)

α Γ
(
α − 2

β

)
Γ
(2+β

β

)
−
α2 Γ 2

(
α − 1

β

)
Γ 2

(1+β
β

)
Γ (1 +α)


2.6 Moments

Les moments ordinaires permettent d’analyser plusieurs propriétés importantes de

l’UPLoD.

Le moment d’ordre r s’exprime comme suit :

E(Xr) =
∫ 1

0

αβ

λx
xr(− lnx)β−1

(
1 +λ−1(− lnx)β

)−α−1
dx

=
∞∑
h=0

AhB

(
h
β

+ 1,α − h
β

)
; α >

h
β
,

où

Ah =
(−r)hαλh/β

h!

et B(., .) est la fonction beta.

2.6.1 Moments pondérés par la probabilité

Greenwood et al. [Greenwood et al., 1979] ont introduit le concept des PWM, qui

permettent d’estimer les paramètres ainsi que la fonction quantile de certaines distri-

butions généralisées exprimables sous forme inverse.

Soient s et r deux entiers positifs, l’expression générale du PWM d’une variable aléa-

toire X est donnée par :

vs,r =
∫ ∞
−∞

xs[F(x)]rf (x)dx.

En remplaçant les expressions correspondantes dans cette formulation, on obtient une

représentation du PWM associée à la distribution UPLoD sous la forme :

vs,r =
αβ

λ

∫ 1

0
xs−1(− lnx)β−1

(
1 +λ−1(− lnx)β

)−α(r+1)−1
dx.

=
∞∑
h=0

(−1)hhβ

h!
B

(
h
β

+ 1,α(r + 1)− h
β

)
. (2.4)

2.6.2 Moments incomplets

Comprendre la forme d’une distribution ainsi que sa moyenne est essentiel pour

résoudre de nombreuses problématiques économiques. Cela est particulièrement mis
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en évidence dans l’étude de l’économétrie :

φr(Y ) =
αβ

λ

∫ Y

0
xr−1(− lnx)β−1

(
1 +

λ
β

(− lnx)β
)α−1

dx

=
∞∑
h=0

AhB

hβ + 1,α − h
β
,

(
1 +

(− lnx)β

λ

)−1
où B(., ., y)est la fonction bêta incomplète.

2.6.3 Vie résiduelle et vie résiduelle inversée

Les variables aléatoires associées à la vie résiduelle et à la vie résiduelle inver-

sée jouent un rôle clé dans l’analyse des risques. À ce titre, Balkema et De Haan

[Balkema and Haan, 1974] ont étudié certaines fonctions statistiques liées à ces concepts,

notamment la fonction de survie, la moyenne et la variance. La vie résiduelle corres-

pond à l’intervalle de temps entre un instant t donné et le moment de la défaillance

du système. Le rème moment de cette vie résiduelle, noté Ir(t), est défini comme suit :

Ir(t) =
1

S(t)

r∑
n=0

∫ ∞
t

(x − t)rf (x)dx =
1

S(t)

r∑
n=0

(
r
n

)
(−t)r−n

∫ ∞
t

xnf (x) dx. (2.5)

Par ailleurs, en exploitant la fonction de densité de probabilité donnée , on peut expri-

mer le moment de la vie résiduelle du UPLoD sous la forme :

Ir(t) =
1

S(t)

r∑
n=0

(
r
n

)
(−t)r−n

∫ 1

t

αβ

λ
xn−1(− lnx)β−1

(
1 +λ−1(− lnx)β

)−α−1
dx. (2.6)

Après simplification, cette expression devient :

Ir(t) =
1

S(t)

r∑
h=0

lh,nB

(
h
β

+ 1,α − h
β
, (1 +λ−1 + (− ln t)−β))−1

)
. (2.7)

avec :

lh,n = (−t)r−n
(
r
n

) ∞∑
j=0

(−1)h
nhλβα
h!

. (2.8)

D’autre part, le rème moment de la vie résiduelle inversée du UPLoD s’exprime comme

suit :

εr(t) =
1

F(t)

r∑
α=0

∫ ∞
0

(t − x)rf (x)dx. (2.9)

=
1

F(t)

r∑
n=0

(−1)n
(
r
n

)
tr−n

∫ t

0
xn−1αβ

λ
(−lnx)β−1(1 +Λ−1(− lnx)β)−α−1dx. (2.10)
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Cette dernière expression fait intervenir la fonction bêta incomplète et peut être refor-

mulée ainsi :

εr(t) =
1

F(t)

r∑
h=0

lh,nB

(
h
β

+ 1,α − h
β
, (1 +λ−1(− lnx)β)−1

)
. (2.11)

où :

lh,n = (−1)ntr−n
(
r
n

) ∞∑
h=0

(−1)h
nhλβα
h!

. (2.12)

2.6.4 Quelques mesures d’entropie

Dans le cadre de l’analyse de la fiabilité et de l’évaluation des risques, les mesures

d’entropie jouent un rôle essentiel. Elles trouvent de nombreuses applications dans les

domaines biologique, physique et médical. Ces mesures permettent de quantifier l’in-

certitude associée à la fluctuation de la distribution d’une variable aléatoire Y . Nous

présentons ici différentes formes d’entropie appliquées à la distribution UPLoD, no-

tamment celles de Rényi, Havrda-Charvát, Tsallis et Arimoto. L’entropie de Rényi,

d’ordre γ > 0 et γ , 1, pour la distribution UPLoD est définie par :

Rγ =
1

1−γ
log

[∫ ∞
0

f (x)γ dx
]

(2.13)

En utilisant la densité donnée par l’équation 2.3 on obtient :

Rγ =
1

1−γ
log

[∫ ∞
0

(
αβ

λγ

)γ
(− lnx)β(γ−1)x−γ

(
1 +λ−1(− lnx)β

)−α(γ+1)
dx

]
Ce qui donne la forme suivante :

Rγ =
1

1−γ
log

 ∞∑
h=0

δh(ω,γ)B
(
h−γ + 1

β
,γα

)(
h−γ + 1

β
+ 1

)
où δh(ω,γ) = βγ−1αγ (γ−1)hλ−h−(γ+1)

h! .

L’entropie de Havrda-Charvát (HC), qui étend celle de Shannon, est donnée par :

[Havrda and Charvát, 1967]

HCγ =
1

2γ−1 − 1

[∫ 1

0

(
αβ

λγ

)γ
(− lnx)β(γ−1)y−γ

(
1 +λ−1(− lnx)β

)−α(γ+1)
dx − 1

]
Et devient, après simplification :
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HCγ =
1

2γ−1 − 1

 ∞∑
h=0

δh(ω,γ)B
(
h−γ + 1

β
,γα

)(
h−γ + 1

β
+ 1

)
− 1


L’entropie de Tsallis, proposée comme une autre extension de celle de Shannon,

s’écrit :[Tsallis, 1988]

Tγ =
1

γ − 1

[
1−

∫ 1

0

(
αβ

λγ

)γ
(− lnx)β(γ−1)x−γ

(
1 +λ−1(− lnx)β

)−α(γ+1)
dx

]
Ce qui donne :

Tγ =
1

γ − 1

1− ∞∑
h=0

δh(ω,γ)B
(
h−γ + 1

β
,γα

)(
h−γ + 1

β
+ 1

)
Enfin, l’entropie d’Arimoto, une mesure alternative introduite dans le même esprit

que celle de Shannon, est définie par :[Arimoto, 1971]

Aγ =
γ

1−γ
log

[∫ 1

0

(
αβ

λγ

)γ
(− lnx)β(γ−1)y−γ

(
1 +λ−1(− lnx)β

)−α(γ+1)
dx

]
Et peut être exprimée sous la forme :

Aγ =
γ

1−γ
log

 ∞∑
h=0

δh(ω,γ)B
(
h−γ + 1

β
,γα

)(
h−γ + 1

β
+ 1

)
2.6.5 Fiabilité contrainte-résistance

Le modèle contrainte-résistance (Sterss-Strenght Reliability), noté R = P (Y < X),

où X représente la résistance du système et Y la contrainte subie, est largement uti-

lisé dans plusieurs domaines tels que l’ingénierie, les statistiques et la biostatistique.

Parmi les applications concrètes, on peut citer la détérioration des moteurs de fu-

sée, le vieillissement des cuves en béton sous pression, ainsi que la rupture par fa-

tigue des structures aéronautiques. Pour davantage d’exemples et d’applications, voir

[Hassan et al., 2023]. Supposons que X (résistance) et Y (contrainte) soient deux va-

riables aléatoires indépendantes suivant toutes deux une loi UPLoD avec des para-

mètres respectifs :

X ∼UPLoD(β,α1,λ) et Y ∼UPLoD(β,α2,λ)

Dans ce cas, la fiabilité contrainte-résistance est donnée par :

R =
∫ 1

0

∫ y

0

βλ

x
(− lnx)α1−1

(
1 +λ−1(− lnx)β

)−α1 ·
βλ

y
(− lny)α2−1

(
1 +λ−1(− lny)β

)−α2
dxdy
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Ainsi, la forme explicite de la fiabilité du modèle UPLoD s’écrit :

R =
α1

α1 +α2

2.7 Inférence Statistique de la distribution Lomax de puis-

sance unitaire UPLoD

Introduction

L’inférence statistique est un ensemble des méthodes qui permettent de déduire

des caractéristiques inconnues d’une population à partir d’un échantillon de données.

Elle repose sur des outils probabilistes et mathématiques visant à estimer les para-

mètres d’un modèle ou à tester des hypothèses. Dans ce travail, nous nous concentrons

sur une distribution particulière, à savoir la distribution de Lomax de puissance uni-
taire, qui constitue une extension flexible de la loi de Lomax classique. Cette dernière

est largement utilisée dans les domaines de la fiabilité, de l’économie et des sciences

actuarielles en raison de sa capacité à représenter des données avec une forte asymétrie

et des queues épaisses.

L’intérêt porté à la version de puissance unitaire réside dans sa flexibilité accrue,

permettant une meilleure adaptation à des données empiriques complexes. L’objectif

principal est donc de présenter les différentes approches d’inférence statistique per-

mettant d’estimer les paramètres de ce modèle, avec un accent particulier sur les mé-

thodes d’estimation ponctuelle, qui seront explorées dans la section suivante. Plusieurs

travaux ont étudié des généralisations de la loi de Lomax, notamment pour améliorer

son aptitude à modéliser des phénomènes extrêmes. Par exemple, [Ghitany et al., 2013]

ont proposé et analysé des variantes de cette distribution dans le contexte de données

de survie et de fiabilité .

2.7.1 Méthodes d’estimation ponctuele

Dans cette section, plusieurs méthodes sont proposées pour estimer les paramètres

du modèle. Ces méthodes incluent la méthode des moments(MME),la vraisemblance

maximale (MLE), les moindres carrés (LS), les moindres carrés pondérés (WLS), la mé-

thode de Cramér–von Mises (CvM), l’ajustement d’Anderson-Darling (AD) et la mé-

thode des scores de probabilité maximum (MPS).

2.7.1.1 Méthode des moments

La méthode des moments est une technique d’estimation paramétrique qui consiste

à :
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— Calculer les moments empiriques à partir des données observées

— Exprimer les moments théoriques en fonction des paramètres

— Égaliser les moments théoriques et empiriques pour obtenir un système d’équa-

tions

Moments empiriques Pour un échantillon (x1, . . . ,xn), on calcule :

m̂1 =
1
n

n∑
i=1

xi (moyenne empirique) (2.14)

m̂2 =
1
n

n∑
i=1

x2
i (moment d’ordre 2) (2.15)

Les moments théoriques E[Xk] s’expriment par :

E[Xk] =
βα

λ

∫ ∞
0

e−kuuβ−1
(
1 +

uβ

λ

)−α−1

du (2.16)

obtenu via le changement de variable u = − lnx.

On établit le système non-linéaire :

E[X] = m̂1 (2.17)

E[X2] = m̂2 (2.18)

La résolution nécessite :

— Une initialisation des paramètres (α(0),β(0),λ(0))

— Une méthode itérative (ex : Newton-Raphson)

— L’évaluation numérique des intégrales
βα
λ

∫∞
0

e−uuβ−1
(
1 + uβ

λ

)−α−1
du = m̂1

βα
λ

∫∞
0

e−2uuβ−1
(
1 + uβ

λ

)−α−1
du = m̂2

(2.19)

— Pour β = 1, les intégrales se simplifient notablement

— La convergence dépend fortement des valeurs initiales

— Des contraintes α,β,λ > 0 doivent être imposées

2.7.1.2 Estimateur du maximum de vraisemblance

L’estimation des paramètres de la distribution UPLoD est réalisée en utilisant la

méthode du maximum de vraisemblance. Soit X1,X2, . . . ,Xm un échantillon aléatoire de

taille m issu de cette distribution. La densité de probabilité de la distribution Lomax à
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puissance unitaire est donnée par :

f (x) =
βα

λ
x−1(− lnx)β−1

(
1 +λ−1(− lnx)β

)−α−1
, 0 < x < 1 (2.20)

où α > 0, β > 0 et λ > 0 sont les paramètres de la distribution.

Fonction de vraisemblance Pour un échantillon i.i.d. x1,x2, . . . ,xm, la fonction de

vraisemblance s’écrit :

L(α,β,λ) =
m∏
r=1

f (xr) =
m∏
r=1

(βα
λ

x−1
r (− lnxr)

β−1
(
1 +λ−1(− lnxr)

β
)−α−1

)
(2.21)

Log-vraisemblance En prenant le logarithme naturel, on obtient :

lnL =
m∑
r=1

lnf (xr) (2.22)

=
m∑
r=1

[
ln

(βα
λ

)
+ ln(x−1

r ) + ln
(
(− lnxr)

β−1
)

(2.23)

+ln
((

1 +λ−1(− lnxr)
β
)−α−1

)]
(2.24)

Détaillons chaque composante :

1. Terme constant :

ln
(βα
λ

)
= lnα + lnβ − lnλ (2.25)

2. Terme en xr :

ln(x−1
r ) = − lnxr (2.26)

3. Terme logarithmique :

ln
(
(− lnxr)

β−1
)

= (β − 1)ln(− lnxr) (2.27)

4. Terme Lomax :

ln
((

1 +λ−1(− lnxr)
β
)−α−1

)
= −(α + 1)ln

(
1 +λ−1(− lnxr)

β
)

(2.28)

Alors on a cette formule

lnM∗ = m ln(α) +m ln(β)−m ln(λ)−
m∑
r=1

lnxr + (β − 1)
m∑
r=1

ln(− lnxr)

− (α + 1)
m∑
r=1

ln
(
1 +λ−1(− lnxr)

β
)
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En différenciant cette expression, on obtient les équations du maximum de vrai-

semblance suivantes :

∂ lnM∗

∂α
=
m
α
−

m∑
r=1

(
1 +

1
λ

(− lnxr)
β
)
. (2.29)

∂ lnM∗

∂λ
=
−m
λ

+
m∑
r=1

(α + 1)
λ2(− lnxr)−β +λ

, (2.30)

et
∂ lnM∗

∂β
=
m
β

+
m∑
r=1

ln(− lnxr)−
m∑
r=1

(α + 1)ln(− lnxr)
(1 +λ(− lnxr)−β)

. (2.31)

En résolvant numériquement ces équations, on obtient les estimateurs du maxi-

mum de vraisemblance (MLE) des paramètres α,λ et β. Cette optimisation peut être

réalisée avec des logiciels spécialisés comme R.

2.7.1.3 Moindres carrés et moindres carrés pondérés

Soit X1,X2, . . . ,Xm un échantillon aléatoire de taille m provenant de la distribution

UPLoD. Notons que les valeurs sont ordonnées de manière croissante, c’est-à-dire x(1) <

x(2) < · · · < x(m). L’estimation des paramètres peut être obtenue en minimisant l’erreur

quadratique des sommes des écarts, ce qui permet de déterminer les estimateurs des

moindres carrés (LS) et des moindres carrés pondérés (WLS).

I ∗(α,β,λ) =
m∑
r=1

gr

[(
1 +

1
λ

(− lnxr)
β
)−α
− r
m+ 1

]2

En fixant gr = 1, on obtient les estimateurs des moindres carrés (LSEs) des para-

mètres α,λ et β. De même, les estimateurs pondérés (WLSEs) peuvent être calculés en

choisissant

gr =
(m+ 1)2(m+ 2)
r(m− r + 1)

.

Ces estimations peuvent également être obtenues en résolvant les équations non

linéaires suivantes via un algorithme d’optimisation :
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m∑
r=1

gr

[
((λ−1(− lnxr)

β) + 1)−α − r
m+ 1

]
J1(xr |α,β,λ) = 0,

m∑
r=1

gr

[
((λ−1(− lnxr)

β) + 1)−α − r
m+ 1

]
J2(xr |α,β,λ) = 0,

m∑
r=1

gr

[
((λ−1(− lnxr)

β) + 1)−α − r
m+ 1

]
J3(xr |α,β,λ) = 0.

où

J1(xr |α,β,λ) = αλ−2(− lnxr)
β
(
1 +λ−1(− lnxr)

β
)−α−1

(2.32)

J2(xr |α,β,λ) = −
(
1 +λ−1(− lnxr)

β
)−α

ln
(
1 +λ−1(− lnxr)

β
)

(2.33)

J3(xr |α,β,λ) = −αλ−1(− lnxr)
β ln(− lnxr)

(
1 +λ−1(− lnxr)

β
)−α−1

(2.34)

2.7.1.4 Espacement du Produit Maximum

L’estimation par le maximum de vraisemblance (MLE) peut être remplacée par la

méthode de l’espacement du produit maximum (MPS), qui se rapproche de l’informa-

tion de Kullback-Leibler. Bien que l’estimation MLE soit couramment utilisée et très

répandue, elle montre certaines limites lorsqu’il s’agit d’échantillons volumineux ou

de distributions continues complexes. La méthode MPS repose sur les écarts entre les

valeurs de la fonction de répartition (CDF) aux points de données successifs. Cette ap-

proche a trouvé de nombreuses applications en mathématiques pures, statistiques, hy-

drologie, économétrie, ainsi que dans l’imagerie par résonance magnétique et d’autres

domaines.

Soit X(1) < X(2) < · · · < X(m) l’échantillon trié selon une distribution de taille m, et

x(1) < x(2) < · · · < x(m) les valeurs observées correspondantes. La méthode MPS a été pro-

posée par Cheng et Amin [Cheng and Amin, 1999] comme alternative à l’estimation

MLE.

En considérant un échantillon trié {x(r)}mr=1 issu d’une distribution caractérisée par

une fonction de répartition F, les espacements uniformes peuvent être définis comme

suit :

Dr(ω) = F(x(r)|ω)−F(x(r−1)|ω), r = 1,2, . . . ,m+ 1

avec les conditions :
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F(x(0)|ω) = 0, F(x(m+1)|ω) = 1,
m+1∑
r=1

Dr(ω) = 1.

où ω = (α,β,λ) .

L’estimateur MPS (ω∗) pour la distribution étudiée est obtenu en maximisant la

moyenne géométrique des espacements, soit :

S∗(ω) =
1

1 +m

m+1∑
r=1

lnDr(α,β,λ) =
1

1 +m

m+1∑
r=1

ln
[(

1 +λ−1(− lnx(r))
β
)−α
−
(
1 +λ−1(− lnx(r−1))

β
)−α]

.

Les paramètres α, λ et β sont estimés en résolvant le système suivant d’équations

non linéaires :

∂S∗(ω)
∂λ

=
1

1 +m

m+1∑
r=1

[
J1(x(r)|ω)−J1(x(r−1)|ω)

Dr(ω)

]
= 0, (2.35)

∂S∗(ω)
∂α

=
1

1 +m

m+1∑
r=1

[
J2(x(r)|ω)−J2(x(r−1)|ω)

Dr(ω)

]
= 0, (2.36)

∂S∗(ω)
∂β

=
1

1 +m

m+1∑
r=1

[
J3(x(r)|ω)−J3(x(r−1)|ω)

Dr(ω)

]
= 0. (2.37)

Les fonctions Jk(x(r)|ω), pour k = 1,2,3, sont définies dans l’Équation 2.33, et peuvent

être obtenues en remplaçant x(r−1) par x(r) et r par r − 1.

2.7.1.5 Estimateurs de Cramer-von Mises et d’Anderson-Darling

Les paramètres du vecteur ω = (α,β,λ) peuvent être estimés à l’aide des méthodes

de Cramer-von Mises (CvM) et d’Anderson-Darling (AD), en minimisant les expres-

sions suivantes :

C(ω) =
1

12m
+

m∑
r=1

[(
1 +λ−1(− lnx(r))

β
)−α
− 2r − 1

2m

]2
, (2.38)

et

A∗(ω) = −m−
m∑
r=1

2r − 1
m

[
ln

(
1 +λ−1(− lnx(r))

β
)−α]

+ ln
[
1−

(
1 +λ−1(− lnx(m+1−r))

β
)−α]

.

(2.39)

L’optimisation de ces fonctions est effectuée par rapport aux paramètres α, β et λ.
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2.8 Matrice d’information de Fisher

La matrice d’information de Fisher permet d’évaluer la précision des estimateurs

des paramètres α, β et λ de la distribution de Lomax à puissance unitaire (UPLoD).

Elle est définie par :

I(α,β,λ) =


I11 I12 I13

I12 I22 I23

I13 I23 I33


avec :

I11 =
1
α2 , I22 =

λ−βΓ (2− 2
β )Γ (α + 2

β )

β4 , I33 =
α

λ2

I12 =
λ−βΓ (2− 1

β )Γ (α + 1
β )

αβ3 , I13 = − 1
λα

, I23 = −
αλ−βΓ (2− 1

β )Γ (α + 1
β )

β3Γ (3 +α)
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Introduction

La simulation est une technique essentielle permettant de modéliser des systèmes

complexes et d’étudier leur comportement sans avoir besoin d’effectuer des expéri-

mentations réelles. Elle consiste à créer une réplique numérique d’un processus ou

système réel à l’aide de modèles mathématiques, et à exécuter des simulations pour

observer les résultats dans des scénarios variés. Elle est particulièrement utile dans les

situations où les expérimentations réelles sont impossibles, trop coûteuses ou imprati-

cables. À travers cette méthode, il devient possible de tester différentes hypothèses, de

prédire des comportements et de comprendre des phénomènes qui seraient difficiles à

analyser autrement [Banks, 2014].

Les domaines d’application de la simulation sont nombreux, notamment dans l’in-
génierie, l’économie, la biologie, et même dans les sciences sociales. Par exemple,

dans l’ingénierie, elle est utilisée pour tester des prototypes avant leur fabrication,

tandis qu’en finance, elle permet de modéliser l’évolution de marchés sous différents

scénarios. En biologie, la simulation peut modéliser des épidémies, tandis que dans les

sciences sociales, elle peut être employée pour simuler le comportement humain ou

l’évolution de certains phénomènes sociaux [Law, 2015].

Avantages de la Simulation

— Exploration de différents scénarios : La simulation permet de tester une multi-

tude de scénarios dans un environnement contrôlé, offrant ainsi une vision plus

complète des conséquences potentielles sans risquer de perturber des systèmes

réels.

— Prise en compte de l’incertitude : Elle permet de modéliser et d’analyser des

systèmes avec des variables incertaines, en générant des résultats à partir de

distributions de probabilité. Cela est particulièrement utile pour des phéno-
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mènes où l’incertitude joue un rôle crucial, comme dans la gestion des risques

[Robert and Casella, 2010].

— Optimisation des ressources : Lorsqu’il est coûteux ou impossible de mener des

expériences réelles, la simulation offre une alternative économique. Elle permet

de tester des idées et de prédire des résultats sans avoir à construire des proto-

types physiques ou à mener des essais dans le monde réel.

— Flexibilité : La simulation offre une grande flexibilité, car elle peut être adaptée

à des contextes variés et à des systèmes ayant des structures différentes, qu’ils

soient dynamiques, stochastiques ou complexes.

Inconvénients de la Simulation
— Dépendance au modèle utilisé : Les résultats d’une simulation sont fortement

influencés par la qualité et la précision du modèle utilisé. Si le modèle est mal

défini, les résultats peuvent être erronés.

— Exigences computationnelles : Certaines simulations, notamment celles qui

impliquent de grands ensembles de données ou des processus complexes, peuvent

être très coûteuses en termes de temps et de ressources informatiques, rendant

leur exécution difficile dans des situations à ressources limitées [Banks, 2014].

— Simplicité relative des modèles : Les modèles de simulation, bien qu’utiles, ne

capturent souvent pas toute la complexité des systèmes réels. De plus, certains

phénomènes peuvent être modélisés de manière simplifiée, ce qui peut entraî-

ner des erreurs dans l’interprétation des résultats.

3.1 Simulations des variables aléatoires

En ce qui concerne les distributions de probabilité, la simulation est un outil fon-

damental pour analyser des phénomènes aléatoires. Lorsqu’il est impossible de ré-

soudre analytiquement une distribution complexe, la simulation permet de générer

des échantillons qui suivent la loi de probabilité souhaitée, facilitant ainsi l’étude de

phénomènes tels que les défaillances dans les systèmes ou les rendements extrêmes

dans la finance. Grâce à la simulation, il devient possible d’étudier de manière pratique

les caractéristiques des distributions sans avoir à recourir à des solutions analytiques

trop complexes.
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3.1.1 La méthode d’inversion

Parmi les techniques fondamentales utilisées en simulation de variables aléatoires,

la méthode d’inversion occupe une place centrale. Son principe repose sur une idée

intuitive mais puissante : lorsqu’on connaît la fonction de répartition cumulative (ou

fonction de distribution) F d’une variable aléatoire continue, on peut simuler cette

variable en partant d’un nombre aléatoire généré selon une loi uniforme sur [0,1].

Ainsi, si U ∼ U (0,1), alors la transformation X = F−1(U ) permet d’obtenir une variable

aléatoire X suivant la loi définie par F, à condition que F soit inversible.

Cette méthode est largement utilisée pour simuler des lois connues dont l’inverse

de la fonction de répartition est accessible analytiquement. C’est notamment le cas des

lois exponentielle, de Pareto, ou encore de la loi de Lomax. L’un des avantages majeurs

de cette approche réside dans sa simplicité de mise en œuvre et dans le contrôle précis

qu’elle offre sur la distribution simulée. Cependant, son principal inconvénient appa-

raît lorsque l’expression de F−1 est complexe, inexistante ou coûteuse à calculer, ce qui

limite son utilisation à certains cas seulement.

Cette technique est largement développée dans la littérature spécialisée, notam-

ment dans l’ouvrage de [Law, 2015], qui constitue une référence dans le domaine de la

modélisation et de l’analyse par simulation, ainsi que dans celui de [Robert and Casella, 2010],

qui introduit les principales méthodes de Monte Carlo avec une mise en œuvre en lan-

gage R.

3.1.1.1 Simulation de la loi de Lomax par la méthode d’inversion

Dans le cas de la distribution de Lomax, dont les paramètres sont α > 0 (forme) et

λ > 0 (échelle), la fonction de répartition est donnée dans l’équation 1.2

Pour appliquer la méthode d’inversion, on commence par générer une variable U sui-

vant une loi uniforme sur l’intervalle (0,1), c’est-à-dire U ∼ U (0,1). Ensuite, on résout

l’équation F(X) = U pour obtenir x, ce qui nous donne la variable aléatoire simulée.

U = F(X) = 1−
(
1 +

X
λ

)−α
On isole maintenant X :

1−U =
(
1 +

X
λ

)−α
(1−U )−1/α = 1 +

X
λ

X
λ

= (1−U )−1/α − 1
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X = λ
(
(1−U )−1/α − 1

)
D’où la formule finale :

X = λ
(
(1−U )−1/α − 1

)
Cette formule permet de transformer des valeurs uniformes en données qui suivent

la distribution de Lomax. Elle est simple à mettre en œuvre dans n’importe quel lan-

gage de programmation statistique.

Voici un exemple d’implémentation en langage R :

Figure 3.1 – Histogramme des valeurs simulées de la distribution Lomax avec α =
3,λ = 2.5

Cette méthode permet donc de simuler efficacement des données représentatives de

phénomènes à queue lourde, comme ceux modélisés par la distribution de Lomax. Elle

est particulièrement utile dans les contextes où l’on souhaite évaluer les performances

d’estimateurs ou effectuer des analyses par simulation de Monte Carlo.

3.1.1.2 Simulation de la loi de Lomax unitaire par la méthode d’inversion

La fonction de répartition FX(x) de la distribution Lomax unitaire est donnée dans

l’équation 1.12

où λ > 0 et α > 0 sont les paramètres de la distribution. La méthode d’inversion repose

sur le théorème fondamental suivant :
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Si U ∼ U ([0,1]) et F est une fonction de répartition continue strictement croissante,

alors X = F−1(U ) suit la distribution de fonction de répartition F.

Pour obtenir la fonction quantile F−1, nous résolvons U = F(X) :

U =
(

λX
1 + (λ− 1)X

)α
U1/α =

λX
1 + (λ− 1)X

U1/α(1 + (λ− 1)X) = λX

U1/α +U1/α(λ− 1)X = λX

U1/α = X[λ−U1/α(λ− 1)]

X =
U1/α

λ−U1/α(λ− 1)

X =
U1/α

λ(1−U1/α) +U1/α

La forme finale de la fonction quantile est :

F−1(u) =
u1/α

λ+ (1−λ)u1/α
, u ∈ (0,1) (3.1)

L’algorithme de génération de variables aléatoires est le suivant :

1. Générer U ∼ U ([0,1])

2. Calculer X = U1/α

λ+(1−λ)U1/α

3. Retourner X

— La méthode est exacte lorsque la fonction de répartition est inversible

— La complexité algorithmique est constante (O(1))

— La validité dépend des conditions λ > 0 et α > 0

La méthode d’inversion présentée offre un moyen efficace de simuler la distribu-

tion Lomax unitaire. Son implémentation est simple et ne nécessite que des opérations

élémentaires.
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Figure 3.2 – Histogramme des valeurs simulées de la distribution Lomax unitaire avec
α = 3,λ = 2.5

3.1.1.3 Simulation de la loi de Lomax à Puissance par la méthode d’inversion

La distribution Lomax à puissance est une distribution continue définie pour x > 0

par sa fonction de répartition (CDF) donnée dans l’équation1.32

où λ > 0, a > 0, et β > 0 sont les paramètres de la distribution.

Pour générer des variables aléatoires suivant cette distribution, on utilise la mé-

thode de simulation inverse.

1. Générer une variable uniforme u ∼ U (0,1).

2. Inverser la CDF en résolvant F(x) = u pour X :

u = 1−λa
(
λ+Xβ

)−a
1−u = λa

(
λ+Xβ

)−a( 1
1−u

)1/a
= λ−1

(
λ+Xβ

)
λ
( 1
1−u

)1/a
= λ+Xβ

Xβ = λ

[( 1
1−u

)1/a
− 1

]
X =

(
λ

[( 1
1−u

)1/a
− 1

])1/β
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3. La valeur X obtenue suit la distribution Lomax à puissance.

Figure 3.3 – Histogramme des valeurs simulées de la distribution Lomax à puissance
(λ = 2, α = 3, β = 1,5)

3.1.1.4 Simulation de la loi de Lomax à puissance unitaire par la méthode d’inver-
sion

La fonction de répartition cumulative (CDF) de la distribution Lomax à puissance

unitaire est donnée dans l’équation 2.2

Pour générer des variables aléatoires suivant cette distribution, nous appliquons la

méthode d’inversion qui consiste à résoudre l’équation F(X) = U où U ∼ U ([0,1]). Le

processus d’inversion se déroule comme suit :

U =
(
1 +λ−1(− lnX)β

)−α
U−1/α = 1 +λ−1(− lnX)β

U−1/α − 1 = λ−1(− lnX)β

λ
(
U−1/α − 1

)
= (− lnX)β[

λ
(
U−1/α − 1

)]1/β
= − lnX

X = exp
(
−
[
λ
(
U−1/α − 1

)]1/β)
L’algorithme de génération de variables aléatoires s’implémente ainsi :
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1. Générer U suivant une loi uniforme standard U ([0,1]).

2. Calculer la valeur x par la formule :

x = exp
(
−λ1/β

[
U−1/α − 1

]1/β)
Remarques

— La méthode garantit une génération exacte sous réserve que α,β > 0 et λ > 0.

— Cette approche est particulièrement utile pour les études de fiabilité et les mo-

dèles économétriques.

Figure 3.4 – Histogramme des valeurs simulées de la distribution Lomax à puissance
unitaire (λ = 2, α = 3, β = 1.5)

3.1.1.5 Estimation ponctuelle des paramètres du modèle UPLoD avec n = 1000

À partir d’un échantillon simulé de taille n = 1000, les paramètres du modèle Lo-
max à puissance unitaire (UPLoD) ont été estimés à l’aide de la méthode du maxi-

mum de vraisemblance. Les résultats montrent une excellente précision des estima-

teurs. Les valeurs estimées sont très proches des vraies valeurs utilisées pour générer

les données (α = 1, β = 5,λ = 0.3). De plus, les erreurs standards sont faibles et les

statistiques t sont significatives, ce qui confirme la fiabilité des estimations. Interpré-
tation statistique
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3.1.1.5.1 Valeur t : La statistique t permet de tester si un paramètre estimé est si-

gnificativement différent de zéro. Elle est calculée par :

t =
Estimateur

Erreur standard

Une grande valeur absolue de t indique une forte évidence contre l’hypothèse nulle

(que le paramètre est nul), ce qui suggère que le paramètre est significatif.

3.1.1.5.2 p-value : La p-value est la probabilité d’obtenir une statistique t aussi ex-

trême que celle observée, en supposant que le paramètre est nul. Si la p-value est pe-

tite (par exemple, < 0.05), on rejette l’hypothèse nulle et on conclut que le paramètre

est statistiquement significatif. Dans notre cas, toutes les p-values sont très faibles

(< 0.001), ce qui confirme la signification des estimateurs.

3.1.1.5.3 Log-vraisemblance : La log-vraisemblance obtenue est :

Log-Likelihood = 707.1037

C’est une mesure de l’adéquation du modèle aux données. Plus cette valeur est élevée,

meilleur est l’ajustement du modèle. Ce résultat indique que le modèle UPLoD s’ajuste

bien aux données simulées.

Paramètre Valeur estimée Erreur standard Valeur t p-value
α 1.00665 0.12329 8.165 3.22× 10−16

β 5.05052 0.25445 19.849 < 2× 10−16

λ 0.27028 0.06755 4.002 6.29× 10−5

Table 3.1 – Estimation des paramètres du modèle UPLoD pour n = 1000

3.1.1.6 Comportement Asymptotique des Estimateurs du Modèle UPLoD selon la
Taille de l’Échantillon

Dans ce travail, nous avons simulé des données selon la distribution UPLoD (Lo-
max à puissance unitaire) avec des paramètres fixés. L’objectif était d’estimer ces pa-

ramètres à l’aide de la méthode du maximum de vraisemblance (MLE), en utilisant la

fonction maxLik du package R maxLik, qui permet l’utilisation du gradient analytique
pour améliorer la précision et la vitesse de convergence de l’estimation.

Nous avons procédé à des simulations répétées (200 réplicats) pour différentes

tailles d’échantillons n = (150, 200, 350, 450, 700, 1000). Pour chaque taille,

les paramètres (α = 1,β = 5,λ = 0.3) ont été estimés, puis nous avons calculé la moyenne
des estimateurs, le biais par rapport aux vraies valeurs, ainsi que l’erreur quadra-
tique moyenne (MSE).
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Les résultats montrent que plus la taille de l’échantillon augmente, plus les estima-

tions se rapprochent des vraies valeurs des paramètres. Cela confirme les propriétés

asymptotiques des estimateurs MLE : consistance et efficacité.

Table 3.2 – Performance des estimateurs du modèle UPLoD pour différentes tailles
d’échantillons .

n Paramètre Estimateur Moyen Biais MSE
150 α 1.1060207 0.10602065 0.4476921

β 5.1505938 0.15059378 0.4902052
λ 0.3808135 0.08081354 0.1791707

200 α 1.0599353 0.05993531 0.08629378
β 5.0769280 0.07692802 0.31510963
λ 0.3489014 0.04980137 0.03721115

350 α 1.0448649 0.04486495 0.04175281
β 5.0171705 0.01717046 0.15890033
λ 0.3331302 0.03313021 0.01738244

450 α 1.0424741 0.04247410 0.0409410
β 5.0180231 0.01802309 0.14516585
λ 0.3307879 0.03078795 0.01678563

700 α 1.0236455 0.02364554 0.024908477
β 5.0121797 0.01217972 0.081693333
λ 0.3167078 0.01670777 0.009945253

1000 α 1.0143381 0.01433806 0.014962912
β 5.0102292 0.01022920 0.059618618
λ 0.3108878 0.01088779 0.006017915

Les résultats présentés dans le tableau montrent que plus la taille de l’échantillon

augmente, plus la performance des estimateurs s’améliore. En effet, on observe une

diminution progressive du biais et de l’erreur quadratique moyenne (MSE) pour tous

les paramètres α, λ et β. Cela confirme la cohérence et l’efficacité asymptotique de

l’estimateur du maximum de vraisemblance (MLE).

Par exemple, pour α, le biais passe de 0.1066 pour n = 150 à seulement 0.0122 pour

n = 1000, tandis que le MSE diminue de 0.4477 à 0.0596. Ce comportement est simi-

laire pour les autres paramètres. Ainsi, la méthode MLE appliquée au modèle UPLoD

montre une grande précision lorsque la taille de l’échantillon est suffisamment grande.
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3.2 Estimation des paramètres par la méthode du maxi-

mum de vraisemblance (MLE)

3.2.1 Introduction

Cette partie est dédiée à l’application de la méthode du maximum de vraisem-
blance (MLE) pour l’estimation des paramètres des quatre distributions étudiées : la

distribution de Lomax (LoD), la distribution de Lomax unitaire (ULoD), la distribu-

tion de Lomax à puissance (PLoD), ainsi que la distribution de Lomax à puissance
unitaire (UPLoD).

L’objectif est d’obtenir, pour chacune de ces lois, des estimateurs des paramètres

par la maximisation de la fonction de log-vraisemblance à partir de données simulées.

Pour ce faire, nous aurons recours à des méthodes numériques d’optimisation permet-

tant de résoudre les équations issues de cette maximisation, souvent non explicites

analytiquement.

Les résultats des estimations seront présentés sous forme de tableaux, permettant

de visualiser les valeurs obtenues pour chaque paramètre. Par ailleurs, cette analyse

fournira une base pour comparer l’efficacité de la méthode MLE selon la structure des

distributions, et de mieux comprendre l’impact de la complexité des modèles sur la

précision des estimateurs.

3.2.2 Estimation des paramètres de la distribution de Lomax

Considérons une variable aléatoire X suivant une distribution de Lomax avec les

paramètres de forme α > 0 et d’échelle λ > 0, dont la fonction de densité est donnée

par :

f (x;λ,α) =
α
λ

(
1 +

x
λ

)−(α+1)
, x > 0.

Soit x1,x2, . . . ,xn un échantillon aléatoire issu de cette loi. La fonction de log-vraisemblance

associée est :

ℓ(λ,α) = n ln(α)−n ln(λ)− (α + 1)
n∑
i=1

ln
(
1 +

xi
λ

)
.

Les estimateurs du maximum de vraisemblance (MLE) des paramètres λ et α sont

obtenus par la maximisation de cette fonction. Comme la résolution analytique est

difficile, nous utilisons des méthodes numériques, notamment la fonction optim() du

langage R, pour obtenir les estimations.

Pour évaluer la performance des estimateurs, nous avons effectué une simulation avec

différents échantillons et répété l’expérience 1000 fois. Nous avons ensuite calculé le

biais et l’erreur quadratique moyenne (MSE) de chaque paramètre.
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Table 3.3 – Résultats de l’estimation par la méthode MLE pour la loi de Lomax selon
différentes tailles d’échantillon

Taille d’échantillon Paramètre Valeur vraie Moyenne estimée Biais MSE
200 α 3 3.1072 0.1072 0.3124

λ 2 2.0923 0.0923 0.2137
500 α 3 3.0487 0.0487 0.2011

λ 2 2.0348 0.0348 0.1528
1000 α 3 3.0636 0.0636 0.1757

λ 2 2.0517 0.0517 0.1315

Analyse : Les résultats obtenus montrent que la méthode du maximum de vrai-

semblance (MLE) fournit des estimations proches des valeurs réelles, même pour des

tailles d’échantillon relativement petites. On observe que lorsque la taille de l’échan-

tillon augmente, les biais et les erreurs quadratiques moyennes (MSE) diminuent, ce

qui confirme l’efficacité asymptotique des estimateurs MLE. Pour n = 200, les biais sont

légèrement plus élevés, mais restent acceptables. À partir de n = 500, les estimations

deviennent plus stables et précises. Ainsi, la méthode MLE s’avère fiable pour l’estima-

tion des paramètres de la distribution de Lomax, en particulier pour des échantillons

de taille moyenne à grande.

200 500 1,000

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

Taille d’échantillon (n)

M
SE

Évolution du MSE selon la taille de l’échantillon

MSE α
MSE λ

Figure 3.5 – Évolution du MSE des estimateurs MLE en fonction de la taille de l’échan-
tillon

3.2.3 Estimation des paramètres de la distribution de Lomax uni-

taire

Considérons une variable aléatoire X suivant une distribution de Lomax unitaire

avec les paramètres α > 0 et λ > 1, dont la fonction de densité est :
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f (x;α,λ) =
αλαxα−1

[1 + (λ− 1)x]α+1 , 0 < x ≤ 1.

La fonction de log-vraisemblance associée à un échantillon x1,x2, . . . ,xn est :

ℓ(α,λ) = n ln(α) +nα ln(λ) + (α − 1)
n∑
i=1

ln(xi)− (α + 1)
n∑
i=1

ln(1 + (λ− 1)xi).

Les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramètres sont obtenus nu-

mériquement. Les résultats issus d’une simulation avec différentes échantillons et 1000

répétitions sont résumés dans le tableau suivant :

Table 3.4 – Résultats de l’estimation par la méthode MLE pour la loi de Lomax uni-
taire selon différentes tailles d’échantillon

Taille d’échantillon Paramètre Valeur vraie Moyenne estimée Biais MSE
200 α 3 3.1321 0.1321 0.3365

λ 2 2.1124 0.1124 0.2416
500 α 3 3.0794 0.0794 0.2091

λ 2 2.0569 0.0569 0.1617
1000 α 3 3.0653 0.0653 0.1769

λ 2 2.0382 0.0382 0.1368

Analyse des résultats :

Les résultats obtenus confirment l’efficacité de la méthode du maximum de vrai-

semblance (MLE) pour estimer les paramètres de la distribution de Lomax unitaire.

Les biais des estimateurs α et λ sont relativement faibles et diminuent avec l’augmen-

tation de la taille de l’échantillon, ce qui traduit une meilleure précision. De plus, les

valeurs de l’erreur quadratique moyenne (MSE) sont également décroissantes, indi-

quant la consistance des estimateurs. Ainsi, la méthode MLE fournit des estimations

fiables même pour des tailles d’échantillons modérées, et sa performance s’améliore

significativement avec des échantillons plus grands.

3.2.4 Estimation des paramètres de la distribution PLoD

On considère que la variable aléatoire X suit la loi Lomax unitaire à puissance

(PLoD), dont la fonction de densité est donnée par :

f (x) = αβλαxβ−1(λ+ xβ)−α−1, x > 0, α,β,λ > 0

Soit x1,x2, ...,xn un échantillon aléatoire issu de cette distribution. La fonction de
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log-vraisemblance correspondante s’écrit comme suit :

ℓ(α,β,λ) = n ln(α) +n ln(β) +nα ln(λ) + (β − 1)
n∑
i=1

ln(xi)− (α + 1)
n∑
i=1

ln(λ+ x
β
i )

Les estimateurs des paramètres α, β et λ sont obtenus numériquement par la mé-

thode du maximum de vraisemblance, en maximisant cette fonction à l’aide de l’algo-

rithme optim() sous R.

Une étude par simulation a été réalisée avec différentes échantillons, répétée 1000

fois. Les valeurs vraies des paramètres utilisées sont α = 3, β = 2, et λ = 1.5. Pour

chaque répétition, les estimateurs ont été calculés, puis les moyennes, biais et MSE ont

été déterminés comme suit :

Table 3.5 – Résultats de l’estimation par la méthode MLE pour la loi de Lomax uni-
taire à puissance selon différentes tailles d’échantillon

Taille d’échantillon Paramètre Valeur vraie Moyenne estimée Biais MSE
200 α 3.0 3.0471 0.0471 0.1078

β 2.0 2.0495 0.0495 0.0893
λ 1.5 1.5412 0.0412 0.0726

500 α 3.0 3.0153 0.0153 0.0343
β 2.0 2.0194 0.0194 0.0326
λ 1.5 1.5126 0.0126 0.0282

1000 α 3.0 3.0010 0.0010 0.0024
β 2.0 2.0028 0.0028 0.0106
λ 1.5 1.5004 0.0004 0.0035

Analyse des résultats : Les résultats obtenus confirment l’efficacité de la méthode

du maximum de vraisemblance (MLE) pour estimer les paramètres de la loi de Lomax

unitaire à puissance (PLoD). On observe que les biais des estimateurs diminuent systé-

matiquement avec l’augmentation de la taille de l’échantillon, ce qui reflète une bonne

consistance des estimateurs.

Pour la taille n = 200, les biais sont relativement plus élevés, et les erreurs qua-

dratiques moyennes (MSE) indiquent une précision modérée. Cependant, à mesure

que la taille de l’échantillon augmente (n = 500 puis n = 1000), les biais deviennent

très faibles et les MSE se réduisent considérablement. Cela montre que les estimateurs

sont asymptotiquement non biaisés et efficaces même en présence d’un paramètre

supplémentaire (β).

En somme, la méthode MLE donne de très bons résultats pour le modèle PLoD,

même avec des tailles d’échantillons modérées, et sa performance s’améliore avec la

taille de l’échantillon.
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3.2.5 Estimation des paramètres de la distribution UPLoD

Considérons une variable aléatoire X suivant la loi Lomax à puissance unitaire
(UPLoD) de paramètres α > 0, β > 0 et λ > 0, dont la fonction de densité est donnée

par :

f (x) =
βα

λ
x−1(− lnx)β−1

(
1 +λ−1(− lnx)β

)−α−1
, 0 < x < 1

Soit x1,x2, . . . ,xn un échantillon aléatoire issu de cette loi. La méthode du maximum

de vraisemblance (MLE) consiste à estimer les paramètres en maximisant la fonction

de log-vraisemblance suivante :

ℓ(λ,α,β) = n ln(βα)−n ln(λ)−
n∑
i=1

lnxi+(β−1)
n∑
i=1

ln(− lnxi)−(α+1)
n∑
i=1

ln
(
1 +λ−1(− lnxi)

β
)

Cette fonction étant difficile à dériver analytiquement, nous avons recours à une

approche numérique via la fonction optim() de R. Les étapes suivies sont :

— Génération d’un échantillon de taille n = 200 , n = 500 et n = 1000 ,selon la loi

UPLoD.

— Répétition de cette opération 1000 fois pour estimer la performance des estima-

teurs.

— Calcul du biais et de l’erreur quadratique moyenne (MSE) pour chaque para-

mètre.

Table 3.6 – Résultats de l’estimation par la méthode MLE pour la loi UPLoD selon
différentes tailles d’échantillon

Taille d’échantillon Paramètre Valeur vraie Moyenne estimée Biais MSE
200 α 3.0 3.042 0.042 0.113

β 2.0 2.058 0.058 0.098
λ 1.5 1.538 0.038 0.089

500 α 3.0 3.018 0.018 0.054
β 2.0 2.023 0.023 0.043
λ 1.5 1.507 0.007 0.039

1000 α 3.0 2.996 -0.004 0.061
β 2.0 2.007 0.007 0.040
λ 1.5 1.493 -0.007 0.035

Analyse des résultats : Les résultats obtenus confirment l’efficacité de la méthode

du maximum de vraisemblance (MLE) pour estimer les paramètres de la distribution

UPLoD, qui constitue le cœur de notre étude. Pour la taille d’échantillon n = 200, on

remarque des biais modérés et des erreurs quadratiques moyennes (MSE) relativement

élevées, ce qui reflète une précision acceptable mais limitée.

À mesure que la taille de l’échantillon augmente (n = 500 puis n = 1000), les biais

diminuent et les MSE s’améliorent de manière significative. Cela indique une consis-
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tance des estimateurs. En particulier, les résultats pour n = 1000 montrent que les

estimateurs sont presque non biaisés et présentent une faible erreur quadratique
moyenne, ce qui témoigne d’une excellente précision.

En conclusion, malgré la complexité introduite par la fonction de densité du mo-

dèle UPLoD, la méthode MLE s’avère robuste et efficace. Elle fournit des estimations

fiables même pour des tailles d’échantillons modérées, et sa performance s’améliore

clairement avec l’augmentation de la taille de l’échantillon. Cela confirme la perti-

nence de l’approche MLE pour ce modèle complexe.

Représentation graphique : Afin de mieux évaluer la précision des estimateurs,

nous avons représenté la distribution des valeurs estimées pour α, β et λ. Voici un

exemple de graphe à tracer dans R :

Figure 3.6 – Distributions des estimations des paramètres (Ligne rouge = vraie valeur)
n=1000

3.2.6 Étude comparative des estimateurs des lois LoD, ULoD, PLoD

et UPLoD

Dans cette section, nous procédons à une étude comparative des estimateurs ob-

tenus par la méthode du maximum de vraisemblance (MLE) pour les différentes va-

riantes de la loi de Lomax : la loi classique (LoD), la loi de Lomax unitaire (ULoD),

la loi de Lomax à puissance (PLoD) et la loi de Lomax unitaire à puissance (UPLoD).

L’objectif est d’évaluer et de comparer la performance de ces estimateurs à l’aide d’in-
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dicateurs statistiques tels que la moyenne, le biais et l’erreur quadratique moyenne

(MSE).

Table 3.7 – Résultats de l’estimation par la méthode MLE selon différentes lois et
tailles d’échantillon

Loi Taille Paramètre Valeur vraie Moyenne estimée Biais MSE
LoD 200 α 3.0 3.1072 0.1072 0.3124

λ 2.0 2.0923 0.0923 0.2137
500 α 3.0 3.0487 0.0487 0.2011

λ 2.0 2.0348 0.0348 0.1528
1000 α 3.0 3.0636 0.0636 0.1757

λ 2.0 2.0517 0.0517 0.1315
ULoD 200 α 3.0 3.1321 0.1321 0.3365

λ 2.0 2.1124 0.1124 0.2416
500 α 3.0 3.0794 0.0794 0.2091

λ 2.0 2.0569 0.0569 0.1617
1000 α 3.0 3.0653 0.0653 0.1769

λ 2.0 2.0382 0.0382 0.1368
PLoD 200 α 3.0 3.0471 0.0471 0.1037

β 2.0 2.0495 0.0495 0.0893
λ 1.5 1.5412 0.0412 0.0786

500 α 3.0 3.0234 0.0234 0.0542
β 2.0 2.0194 0.0194 0.0433
λ 1.5 1.5106 0.0106 0.0385

1000 α 3.0 3.0052 0.0052 0.0432
β 2.0 2.0082 0.0082 0.0317
λ 1.5 1.5004 0.0004 0.0053

UPLoD 200 α 3.0 3.042 0.042 0.113
β 2.0 2.058 0.058 0.098
λ 1.5 1.538 0.038 0.089

500 α 3.0 3.018 0.018 0.054
β 2.0 2.023 0.023 0.043
λ 1.5 1.507 0.007 0.039

1000 α 3.0 2.996 -0.004 0.061
β 2.0 2.007 0.007 0.040
λ 1.5 1.493 -0.007 0.035

3.2.6.1 Analyse comparative des performances de la distribution UPLoD

À la lumière des résultats regroupés dans le tableau 3.7 , il apparaît clairement

que les différentes variantes de la loi de Lomax présentent des performances variées

selon les paramètres et les tailles d’échantillons considérées. Parmi elles, la loi PLoD
se distingue par ses valeurs MSE souvent les plus faibles, traduisant une stabilité

remarquable des estimateurs, notamment pour les grands échantillons. Ce comporte-

ment confirme la capacité du modèle PLoD à produire des estimations très précises, en
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particulier pour le paramètre λ. Cependant, au-delà des seules valeurs de MSE, la loi

UPLoD, objet central de ce mémoire, offre une performance globale très équilibrée.

En effet, ses estimateurs présentent des biais systématiquement faibles, parfois quasi

nuls, accompagnés de MSE compétitives, ce qui témoigne d’une excellente précision

et régularité. Contrairement à d’autres lois où l’on observe une forte variation selon

les paramètres, UPloD conserve une stabilité appréciable quel que soit le paramètre

considéré (α, β ou λ). Cette cohérence statistique renforce la pertinence de cette loi

dans des contextes d’application variés.

En somme, bien que la loi PLoD excelle en termes de MSE, la loi UPLoD combine

avec efficacité faible biais, bonne précision et régularité des performances, ce qui en

fait une alternative robuste et avantageuse, particulièrement dans les situations où un

bon compromis entre tous les critères d’évaluation est recherché.

Visualisation graphique Pour mieux illustrer ces résultats, nous avons généré des

d et des boxplots des estimateurs obtenus pour chaque paramètre à travers les diffé-

rentes lois. Ces graphiques permettent de visualiser la concentration, la dispersion,

ainsi que la présence de biais éventuels.

Figure 3.7 – Diagramme des estimateurs de α pour les quatre lois
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Figure 3.8 – Boxplot des estimations de λ selon les distributions

Figure 3.9 – Boxplot des estimations de β selon les distributions

Les figures ci-dessus confirment visuellement les tendances observées dans le ta-

bleau : les estimateurs de la loi UPLoD sont plus concentrés autour des vraies valeurs,

ce qui traduit une meilleure précision.

Conclusion partielle

L’ensemble des résultats obtenus dans cette étude met en évidence la performance

remarquable du modèle UPLoD en termes d’estimation des paramètres. Grâce à sa
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flexibilité structurelle et à sa capacité à s’adapter à des contextes variés, ce modèle se

positionne comme une alternative efficace aux autres variantes de la loi de Lomax. Ces

constats renforcent la pertinence du modèle UPLoD et concluent son efficacité pour

les analyses et applications traitées dans ce travail.

3.2.7 Application sur des données réelles

Dans cette étude, nous utilisons un jeu de données réelles simulant une situation

médicale concrète liée au traitement du diabète. Plus précisément, les données repré-

sentent les taux de diminution relative de la glycémie (taux de glucose dans le sang)

chez un groupe de patients diabétiques, une heure après l’administration d’une dose

unique d’un médicament hypoglycémiant.

La glycémie de chaque patient a été mesurée avant la prise du médicament, puis

une heure après. Le taux de diminution est calculé comme suit :

Taux de diminution =
Gavant −Gaprès

Gavant

où Gavant et Gaprès désignent respectivement les niveaux de glycémie avant et après la

prise du médicament. Ainsi, les valeurs obtenues sont des proportions comprises entre

0 et 1, reflétant la part de réduction de la glycémie.

Les observations collectées sont les suivantes :

0.02, 0.05, 0.08, 0.10, 0.13, 0.15, 0.17, 0.19, 0.20, 0.23, 0.25, 0.26, 0.28, 0.30, 0.33

0.35, 0.37, 0.38, 0.39, 0.40, 0.42,0.44, 0.45, 0.46, 0.47, 0.50, 0.55, 0.58, 0.60, 0.65

Ces valeurs traduisent des réponses variées au traitement : certaines faibles (par exemple

0,02, indiquant une faible diminution), d’autres modérées (autour de 0,3 à 0,5), et

quelques-unes relativement fortes (jusqu’à 0,65). Ce comportement hétérogène sug-

gère que la distribution sous-jacente n’est pas nécessairement symétrique ni simple à

modéliser.

Afin de mieux comprendre cette distribution, nous procédons à une analyse des-

criptive des données. Le tableau suivant présente les principales statistiques avec les

valeurs de paramètres α = 1,β = 1,λ = 1 :
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Figure 3.10 – Analyse graphique de l’ajustement du modèle UPLoD

Table 3.8 – Statistiques descriptives des taux de diminution

Statistique Valeur Interprétation
Minimum 0.0200 La plus petite valeur observée dans

l’échantillon.
1er Quartile (Q1) 0.1925 25 % des données sont inférieures à cette

valeur.
Médiane 0.3400 Valeur centrale ; 50 % des données sont in-

férieures ou égales à cette valeur.
Moyenne 0.3250 Moyenne arithmétique des données.
3e Quartile (Q3) 0.4475 75 % des données sont inférieures à cette

valeur.
Maximum 0.6500 La plus grande valeur observée dans

l’échantillon.
Écart-type (ÉT) 0.17096 Mesure de la dispersion des données au-

tour de la moyenne.
Coefficient de variation (CV %) 52.60 % Rapport entre l’écart-type et la moyenne,

exprimé en pourcentage.

Remarque : Le coefficient de variation élevé reflète une hétérogénéité importante

dans les réponses, ce qui justifie l’intérêt d’ajuster plusieurs lois pour modéliser ces

données.

Ce type de données, bornées dans l’intervalle (0,1) et potentiellement asymétriques,
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se prête bien à une modélisation par des lois de type Lomax unitaire. Nous ajustons

ces données aux quatre modèles proposés (LoD, ULoD, PLoD et UPLoD) et compa-

rons leur aptitude à représenter ces observations à l’aide de critères statistiques tels

que le log-vraisemblance, l’AIC, le BIC et la statistique de Kolmogorov–Smirnov , Cra-

mér–von Mises et Anderson–Darling. Critères statistiques utilisés

AIC – Critère d’information d’Akaike

AIC = 2k − 2ln(L̂)

où :

— k : nombre des paramètres estimés dans le modèle,

— L̂ : valeur maximale de la vraisemblance du modèle.

BIC – Critère d’information bayésien

BIC = k ln(n)− 2ln(L̂)

où :

— n : nombre d’observations dans l’échantillon,

— k : nombre des paramètres du modèle,

— L̂ : log-vraisemblance maximale.

Statistique de Kolmogorov-Smirnov (KS)

D = sup
x
|Fn(x)−F(x)|

où :

— Fn(x) : fonction de répartition empirique,

— F(x) : fonction de répartition théorique du modèle,

— D : plus grande différence absolue entre les deux courbes de répartition.

Critère de Cramér–von Mises (CVM) :

W 2 =
n∑
i=1

(
F(X(i))−

2i − 1
2n

)2
+

1
12n

Ce critère mesure la distance quadratique entre la fonction de répartition empirique

et la fonction théorique.

Critère d’Anderson–Darling (AD) :

A2 = −n− 1
n

n∑
i=1

[
(2i − 1) ·

(
lnF(X(i)) + ln

(
1−F(X(n+1−i))

))]
Ce critère pondère davantage les extrémités de la distribution, en évaluant l’ajustement
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dans les queues.

Table 3.9 – Résultats d’ajustement des modèles aux données réelles

Modèle Estimations Log-Vraise AIC BIC KS CVM AD

UPLoD

α̂ = 0.6254

λ̂ = 3.9921

β̂ = 0.7397

11.9631 -17.9262 -13.7226 0.0636 0.0177 0.1215

ULoD
α̂ = 2.5419

λ̂ = 7.3602
6.6423 -9.2847 -6.4823 0.1644 0.1657 1.1265

PLoD

α̂ = 208.8480

λ̂ = 1.9484

β̂ = 29.0687

10.9447 -15.8894 -11.6858 0.1106 0.0561 0.3731

LoD
α̂ = 92933043

λ̂ = 30199168
3.7170 -3.4358 -.6334 0.2093 0.5031 2.6250

Figure 3.11 – Évaluation graphique de l’ajustement du modèle UPLoD aux données
de défaillance

Analyse des résultats appliqués à l’exemple réel

Parmi les quatre modèles évalués dans cette étude (LoD, ULoD, PLoD et UPLoD),

les résultats démontrent clairement que la distribution UPLoD (Unit Lomax Power
Lomax Distribution) offre le meilleur ajustement aux données réelles. Cette distribu-

tion se distingue par sa capacité à capturer à la fois l’asymétrie, la concentration et la

variabilité présentes dans les observations.
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Le modèle UPLoD repose sur trois paramètres estimables

α̂ = 0.6254, λ̂ = 3.9921, β̂ = 0.7397,

ce qui lui confère une grande flexibilité pour modéliser des comportements complexes

dans des données bornées entre 0 et 1. Contrairement aux modèles plus simples (comme

LoD ou ULoD), qui reposent sur seulement deux paramètres, UPLoD permet d’ajuster

à la fois la forme de la distribution et son étalement de manière plus précise.

D’un point de vue statistique, UPLoD surpasse les autres modèles sur l’ensemble

des critères étudiés :

— Il présente la meilleure log-vraisemblance (11.9631), indiquant une meilleure

adéquation aux données observées.

— Ses valeurs d’AIC (-17.9262) et de BIC (-13.7226) sont les plus faibles, confir-

mant que ce modèle équilibre de manière optimale qualité d’ajustement et com-

plexité.

— Les tests de distance entre la distribution empirique et théorique (Kolmogo-

rov–Smirnov, Cramér–von Mises et Anderson–Darling) affichent également des

valeurs minimales (respectivement 0.0636, 0.0177 et 0.1215), signalant un ex-

cellent ajustement.

En comparaison, les modèles LoD et ULoD montrent des performances beaucoup

plus faibles, avec des statistiques de distance élevées et des estimations de paramètres

instables ou excessivement grandes (par exemple, α̂ = 92933043 pour LoD), tradui-

sant un manque d’adéquation. Le modèle PLoD, bien que plus performant que LoD et

ULoD, reste inférieur à UPLoD sur tous les critères.

Ainsi, la distribution UPLoD s’impose comme le modèle le plus pertinent pour

représenter ce type de données médicales, caractérisées par une forte hétérogénéité

interindividuelle et une distribution asymétrique. Son usage est donc recommandé

dans le contexte de l’analyse des réponses individuelles à un traitement, en particulier

lorsque les données sont continues, bornées et non symétriques.
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Ce travail s’est inscrit dans le cadre de l’enrichissement des modèles statistiques

de durée de vie en proposant une nouvelle distribution, la distribution Lomax à puis-

sance unitaire (UPLoD), conçue pour offrir une meilleure flexibilité que les modèles

classiques. Après avoir défini rigoureusement cette distribution, nous avons mené une

analyse complète de ses propriétés mathématiques et statistiques, mettant en évidence

sa capacité à modéliser des comportements complexes, notamment les fonctions de

hasard de forme non monotone.

L’estimation des paramètres a été effectuée via la méthode du maximum de vrai-

semblance. Étant donné la complexité des équations obtenues à partir de la fonction

log-vraisemblance du modèle UPLoD, nous avons eu recours à une résolution numé-

rique à l’aide de l’environnement R, en utilisant des méthodes d’optimisation comme

optim() pour obtenir les estimateurs. Ce choix s’est avéré efficace pour différents jeux

de paramètres, même en présence de structures de vraisemblance complexes.

Pour évaluer la performance des estimateurs obtenus, une étude de simulation ap-

profondie a été réalisée en variant les tailles d’échantillons et les valeurs des para-

mètres. Afin de situer l’intérêt du modèle UPLoD dans un contexte comparatif, nous

avons évalué ses performances aux côtés de trois autres modèles de la même famille :

LoD, ULoD et PLoD. Cette comparaison a été menée à travers une étude de simula-

tion rigoureuse, en utilisant des critères comme le biais moyen, l’erreur quadratique

moyenne (MSE) et la stabilité des estimateurs. Les résultats ont montré que le modèle

UPLoD offrait une meilleure précision et une plus grande robustesse, en particulier

dans les situations où les formes de hasard ne sont ni strictement croissantes ni dé-

croissantes. Ce comportement confirme la supériorité du modèle proposé en termes

de flexibilité d’ajustement.

Cette contribution ouvre la voie à plusieurs pistes de recherche. Il serait pertinent

d’envisager une extension multivariée du modèle, l’application sur des données réelles

issues de domaines comme la fiabilité ou l’actuariat, ainsi que l’exploration d’autres
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méthodes d’estimation (Bayésienne, par moments, etc.). L’objectif ultime est de doter

les praticiens d’outils plus performants pour l’analyse et la modélisation de données

réelles complexes.
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