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RESUME

L’application de la théorie des jeux aux systèmes de Vles d’attente permet d’analyser les inter-

actions stratégiques au sein de ces systèmes. Dans cette thèse, nous avons d’abord introduit

un nouveau type de jeu de routage intégrant des liens, des pertes et de la congestion. Nous

avons ensuite proposé un modèle multi-objectif, appelé modèle de jeu compétitif, associé à ce

jeu, et déterminé sa solution optimale ainsi que son équilibre symétrique, tout en mettant en

lumière un paradoxe. Par ailleurs, nous avons établi l’équilibre de Nash unique et évalué le

prix de l’anarchie. Nous avons validé notre modèle de jeu compétitif par des expérimentations

numériques et graphiques. Dans un second temps, nous avons cherché à optimiser la longueur

des Vles d’attente et le temps d’attente des patients dans un service ambulatoire d’un hôpital.

Pour ce faire, nous avons créé, avec Anylogic, des simulations d’événements discrets et des

modèles de systèmes dynamiques, aVn d’optimiser la longueur des Vles d’attente et diminuer

le temps d’attente des patients dans le service par le biais de fonctions de distribution person-

nalisées. EnVn, nous avons adapté notre modèle de jeu compétitif pour évaluer l’équilibre de

Nash et le prix de l’anarchie, spéciVquement dans le contexte des Vles d’attente des patients,

permettant ainsi une gestion plus eXcace des performances du système.

Mots clés : Vles d’attente, service ambulatoire, temps d’attente, mesures de performance,

systèmes nonlinéaire, équilibre de Nash, prix de l’anarchie, jeu de routage.
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ABSTRACT

The application of game theory to queueing systems allows for the analysis of strategic in-

teractions within these systems. In this thesis, we Vrst introduced a new type of routing game

that incorporates links, losses, and congestion. We then proposed a multi-objective linear mo-

del, referred to as the competitive game model, associated with this game, and determined its

optimal solution and symmetric equilibrium while highlighting one paradoxe. Additionally,

we established the unique Nash equilibrium and assessed the price of anarchy. We validated

our competitive game model through numerical and graphical experiments. Subsequently, we

aimed to optimize queue length and patient waiting time in an outpatient department of a

hospital. To achieve this, we created discrete event simulations and dynamic system models

using AnyLogic, in order to optimize queue length and reduce patient waiting time through

customized distribution functions. Finally, we adapted our competitive game model to eva-

luate the Nash equilibrium and the price of anarchy, speciVcally in the context of patient

queues, thereby enabling more eUective management of system performance.

Keywords : Queue, outpatient department, waiting time, performance measures, nonli-

near systems, Nash equilibrium, price of anarchy, routing game.
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INTRODUCTION

La théorie des jeux étudie les situations interactives où deux individus ou plus, appelés

joueurs, prennent des décisions qui inWuencent conjointement le résultat Vnal. Cette théorie,

fondée sur les travaux de Neumann [42], repose sur une approche mathématique structu-

rée et est appliquée à divers domaines. Parmi ses nombreuses applications, on trouve celle

des systèmes de Vles d’attente, qui permettent de dériver et de calculer plusieurs mesures de

performance. Celles-ci incluent le temps d’attente moyen dans la Vle ou dans le système, le

nombre attendu d’attentes ou de services, ainsi que la probabilité de se retrouver dans certains

états du système.

En 1969, Naor a initié l’étude des systèmes de Vles d’attente Markoviennes en adoptant

une approche basée sur la théorie des jeux [46]. Il a examiné une Vle d’attente M/M/1 avec

une structure de récompenses et de coûts. Ce travail a été approfondi par Edelson et Hilde-

brand, qui ont considéré le même système de Vle d’attente tout en supposant que les clients

prenaient leurs décisions sans être informés de l’état du système. Depuis lors, de nombreuses

publications se sont multipliées, abordant l’analyse du comportement des clients et des ser-

veurs dans les diUérentes formes de Vles d’attente.

Un aspect essentiel qui se manifeste dans de nombreux types de jeux de Vles d’attente est

la congestion, qui inWuence à la fois les coûts et les délais. Parmi les travaux majeurs dans ce

domaine, ceux d’Altman [2] se distinguent, car il a étudié un type de jeu dynamique intégrant

les Vles d’attente. Altman a mené plusieurs recherches en théorie des jeux, ce qui lui a valu

d’être considéré comme l’un des fondateurs de ce domaine, remportant de nombreux prix in-

ternationaux. Nous avons également eu l’opportunité de collaborer avec lui et de publier nos

travaux, cette publication ayant été reconnue parmi les 15 meilleurs papiers au Gamenets[15].

Dans ce travail, nous avons créé un modèle de jeu de routage prenant en compte les pertes

et la congestion. Notre analyse a abordé un problème multi-objectif où chaque joueur doit

gérer une somme pondérée incluant un coût de retard et un coût de perte. Nous avons calculé

l’équilibre et la solution optimale, qui se révèlent uniques. En plus du paradoxe classique de
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Kameda, nous avons observé un autre comportement paradoxal : des taux de perte plus élevés

peuvent avoir un impact positif sur le retard, ce qui peut entraîner des performances dégra-

dées, même avec un seul joueur.

Dans un problème d’optimisation, notre objectif est de maximiser ou minimiser une fonc-

tion en contrôlant les valeurs d’un vecteur qui doit satisfaire un ensemble de contraintes.

Le jeu de routage est un processus par lequel nous sélectionnons un chemin pour le traVc

dans un réseau, utilisé pour évaluer les mesures de performance dans de nombreux cas. L’une

des approches pour modéliser ces systèmes et analyser les eUets secondaires lorsqu’un sys-

tème est remplacé par un autre est la simulation à événements discrets. Cette technique est

couramment utilisée dans l’étude des systèmes dynamiques ; elle repose sur une modélisa-

tion informatique où le changement d’état d’un système se déroule à travers une séquence

d’événements discrets. Chaque événement se produit à un moment précis et modiVe l’état du

système. Le comportement dynamique du système est ainsi modélisé par l’évolution interdé-

pendante de divers éléments au Vl du temps.

Dans une approche basée sur les événements, nous décrivons de manière complète le

fonctionnement du système et les phénomènes qui s’y produisent lors d’une campagne de

production, en mettant l’accent sur les conditions d’occurrence et les conséquences de ces

événements. Il convient de noter que la modélisation des événements discrets se concentre

sur les processus d’un système à un niveau intermédiaire d’abstraction. Cette approche est

largement utilisée dans les secteurs de la santé, de la fabrication et de la logistique.

Dans le secteur de la santé, les délais d’attente constituent un phénomène récurrent. Il est cou-

rant que les patients attendent plusieurs jours, voire semaines, pour obtenir un rendez-vous

médical ou planiVer une intervention. De plus, lors de leur consultation, un temps d’attente

supplémentaire est souvent nécessaire avant d’être pris en charge. Dans les établissements

hospitaliers, il est fréquent de rencontrer des patients en attente de lits dans les couloirs ou

confrontés à des délais prolongés pour des interventions chirurgicales. Les délais pour la réa-

lisation de tests individuels sont également des occurrences courantes.

Les délais d’attente résultent d’une diUérence entre la demande de services et la capacité

disponible pour y répondre. La modélisation des systèmes à événements discrets peut être

formalisée par la théorie des Vles d’attente, une technique de recherche opérationnelle qui

permet de modéliser un système où se manifeste un phénomène d’attente, d’évaluer ses per-

formances et de déterminer ses caractéristiques, aVn d’aider les gestionnaires dans leur prise

de décision. Les résultats théoriques et les formulations sont bien établis pour les modèles

de Vles d’attente avec des arrivées suivant un processus de Poisson et des temps de service
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exponentiels.

Dans cette thèse, et dans un second temps, nous avons développé une approche inno-

vante pour réduire la longueur des Vles d’attente dans le service de consultation externe d’un

système M/M/1, en diminuant le temps d’attente, ce qui favorise une meilleure gestion du

Wux de patients et améliore leur satisfaction. Nous avons proposé un nouveau scénario en

augmentant le nombre de réceptionnistes tout en réduisant le nombre de médecins généra-

listes dans le service ambulatoire. Pour modéliser ce système, nous avons conçu des fonctions

de distribution personnalisées. En outre, en intégrant des concepts avancés de la théorie des

jeux, nous avons déterminé l’équilibre de Nash pour les deux scénarios, tout en calculant le

prix de l’anarchie aVn d’identiVer la stratégie optimale. Le modèle que nous avons élaboré est

non seulement théoriquement pertinent, mais également applicable dans les services ambula-

toires, oUrant ainsi une solution concrète pour réduire la congestion des patients.

Cette thèse vise à étudier la théorie des Vles d’attente en intégrant la théorie des jeux et

est divisée en cinq chapitres :

– Le chapitre 1 présente les concepts fondamentaux de la théorie des jeux, leur classiVca-

tion en analysant les diUérents types des jeux.

– Les notions fondamentales des Vles d’attente ont été explorés en deuxième chapitre,

avec un accent particulier sur le modèle M/M/1.

– Le troisième chapitre est consacré au lien et aux applications entre les Vles d’attente et la

théorie des jeux. Ce phénomène s’intéresse aux interactions stratégiques entre joueurs

concurrents et repose sur les interactions sociales au sein d’un groupe.

– Le quatrième chapitre concerne notre première contribution, qui s’intéresse à un mo-

dèle du jeu de routage avec pertes et congestion. Cela nous a permis de calculer la

solution optimale, l’équilibre symétrique et de révéler un paradoxe, en plus de celui de

Kameda.

– Dans le chapitre 5, nous abordons notre seconde contribution, en commençant par exa-

miner les systèmes dynamiques, leurs classiVcations, et l’impact de la distribution des

événements discrets sur l’OPD. La simulation des systèmes de Vles d’attente a été étu-

diée pour modéliser le système. Notre objectif est d’optimiser la performance du sys-

tème ambulatoire en développant des approches pratiques et en utilisant des fonctions

de distribution personnalisées. La validation des scénarios et l’eXcacité de notre ap-

proche ont été démontrées par le calcul de plusieurs paramètres et mesures de per-

formance. L’obtention de l’équilibre de Nash et du prix de l’anarchie a conVrmé cette

eXcacité. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur au dernier chapitre. EnVn,

nous terminons par une conclusion et quelques perspectives de recherche.



Chapitre 1

NOTIONS ÉLÉMENTAIRES DE LA

THÉORIE DES JEUX

En 1928, le mathématicien Émile Borel publie un livre intitulé La théorie du jeu et les équa-

tions intégrales à noyau symétrique, dans lequel il introduit les concepts de jeux de stratégie et

d’équilibres. Il pose ainsi les fondations de ce qui deviendra la théorie des jeux [14]

Cependant, ce n’est qu’en 1944 que cette théorie gagne en notoriété grâce à la parution

de Theory of Games and Economic Behavior rédigé par le mathématicien et physicien hongrois

John von Neumann et l’économiste autrichien Oskar Morgenstern. Ce livre marque la recon-

naissance de la théorie des jeux comme un domaine de recherche à part entière. La théorie des

jeux est un domaine des mathématiques et de l’économie qui étudie les comportements straté-

giques et les interactions entre les individus quand ils doivent prendre une décision [50]. Dans

ce chapitre, nous présentons les déVnitions, notations et concepts fondamentaux associés à la

théorie des jeux. Pour des informations plus approfondies, le lecteur est invité à consulter les

références [67, 60, 39].

1.1 Concepts de base de la théorie des jeux

Un jeu est décrit par les éléments suivants :

1.1.1 Joueurs

Ce sont les décideurs ou agents qui participent au jeu. Chaque joueur prend des décisions

qui inWuencent le résultat du jeu.

Si dans un jeu, il y a N joueurs (N ≥ 2), on note J = {1, 2, · · · , N} l’ensemble des joueurs.
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1.1.2 Stratégies

Chaque joueur dispose d’un ensemble d’actions ou de stratégies possibles parmi lesquelles

il peut choisir. Ces actions peuvent être déterminées à chaque étape du jeu.

Dans un jeu, on distingue deux catégories de stratégies :

1. Stratégie pure : Une stratégie pure d’un joueur i ∈ J est un plan d’action qui prescrit

une action de ce joueur chaque fois qu’il est susceptible de jouer.

On note par Si = {s1, s2, . . . , sk} l’ensemble de toutes les stratégies possibles du joueur

i où sj, j = 1, k désigne la stratégie j disponible pour le joueur i.

2. Stratégie mixte : Une stratégie mixte d’un joueur i ∈ J est une mesure de probabilité pi

déVnie sur Si. On note Πi l’ensemble des stratégies mixtes du joueur i et π une stratégie

mixte de ce joueur.

1.1.3 Fonction gain

Dans un jeu, la fonction de gain (ou fonction d’utilité) représente la récompense qu’un

joueur reçoit en fonction des actions choisies par lui-même et par les autres joueurs. Elle

quantiVe l’intérêt ou le bénéVce que le joueur retire d’une issue particulière du jeu.

Formellement, la fonction de gain ui d’un joueur i associe à chaque combinaison d’actions

des joueurs un gain, c’est-à-dire :

ui : S1 × S2 × · · · × SN → R

où :

– S1, S2, . . . , SN sont les ensembles des stratégies possibles pour les N joueurs,

– ui(s1, s2, . . . , sn) est le gain du joueur i lorsque les joueurs choisissent respectivement

les stratégies s1, s2, . . . , sn.

Un jeu peut être donc formellement déVni par le triplet ;

〈J, S, u〉

1.1.4 Rationalité

La rationalité est la capacité des joueurs à prendre des décisions de manière logique et

optimale, en vue de maximiser leur propre gain ou utilité, compte tenu des informations dis-

ponibles et des choix des autres joueurs. Un joueur est considéré comme rationnel s’il choisit

une stratégie qui maximise son gain ou son utilité, étant donné les stratégies possibles des

autres joueurs.
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1.2 ClassiVcation des jeux

La classiVcation des jeux permet de diUérencier les types de jeux selon les critères d’ordre

suivants :

1.2.1 Ordre

Les jeux peuvent être classiVés selon l’ordre dans lequel les joueurs prennent leurs déci-

sions. Cette classiVcation distingue les jeux simultanés des jeux séquentiels :

1.2.1.1 Jeux simultanés

Un jeu est dit simultané lorsque les joueurs prennent leurs décisions en même temps, sans

connaître les choix des autres joueurs. Les décisions sont prises de manière simultanée, et

chaque joueur doit anticiper les actions des autres sans information préalable.

Exemple : Le dilemme du prisonnier : Les deux prisonniers choisissent de coopérer ou de

trahir sans savoir ce que l’autre a choisi.

1.2.1.2 Jeux séquentiels

Un jeu est dit séquentiel lorsque les joueurs prennent leurs décisions à des moments dif-

férents et de manière ordonnée. Chaque joueur peut observer les choix faits par les joueurs

précédents avant de prendre sa propre décision. Les jeux séquentiels sont souvent modélisés

sous forme d’arbres de décision, où chaque branche représente un choix possible à chaque

étape du jeu.

Exemple : Le jeu d’échecs : Les joueurs jouent à tour de rôle, et chaque mouvement est visible

par l’adversaire avant qu’il ne fasse le sien.

1.2.2 Relations entre les joueurs

Une caractéristique fondamentale des jeux est que le gain d’un joueur dépend non seule-

ment de ses propres choix, mais également des décisions prises par les autres joueurs. La

classiVcation des jeux selon les relations entre les joueurs permet de distinguer les types de

jeux en fonction de l’interaction et de l’interdépendance des décisions prises par les joueurs.

Nous citons les principales catégories :
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1.2.2.1 Jeux à somme nulle

Dans un jeu à somme nulle, les intérêts des joueurs sont totalement opposés. Le gain d’un

joueur correspond exactement à la perte de l’autre. La somme des gains est égale à zéro, ce

qui implique un conWit pur entre les joueurs.

Exemple : Chifoumi : Chaque joueur choisit une action et l’un gagne tandis que l’autre perd.

1.2.2.2 Jeux à somme non nulle

Dans un jeu à somme non nulle, les intérêts des joueurs peuvent être partiellement com-

plémentaires ou opposés. La somme des gains des joueurs n’est pas nécessairement égale à

zéro, et la coopération peut être bénéVque pour les joueurs.

Exemple : Le dilemme du prisonnier : Bien que les intérêts soient en conWit, la coopération

permettrait un meilleur résultat pour les deux joueurs.

1.2.2.3 Jeux compétitifs

Dans un jeu compétitif, les joueurs sont en conWit direct, cherchant à maximiser leurs

propres gains aux dépends des autres.

Exemple : La guerre des prix entre entreprises concurrentes : Les entreprises se battent pour

attirer des clients en réduisant les prix.

1.2.2.4 Jeux de coopération

Un jeu est qualiVé de coopératif lorsque les joueurs peuvent communiquer librement et

conclure des accords. Dans ce cas, ils forment une coalition et visent l’intérêt général. Au-

trement dit, les joueurs cherchent à maximiser les gains collectifs, ce qui peut entraîner une

répartition équitable des ressources ou des bénéVces.

Exemple : La division d’un terrain Plusieurs personnes décident ensemble comment répartir

équitablement un bien.

1.2.2.5 Jeux mixtes ou hybrides

Les jeux mixtes combinent des éléments de coopération et de compétition. Les joueurs

doivent jongler entre leurs intérêts individuels et collectifs.



CHAPITRE 1. NOTIONS ÉLÉMENTAIRES DE LA THÉORIE DES JEUX 8

Exemple : Les négociations commerciales internationales : Les pays coopèrent sur certains

points tout en étant en compétition sur d’autres aspects.

1.3 Formulaire stratégique

Un formulaire stratégique, aussi appelé forme normale, décrit les stratégies disponibles

pour chaque joueur ainsi que les gains associés à chaque combinaison de stratégies choisies.

Dans le cas de deux joueurs, il peut être représenté de la manière suivante :

〈S1, S2, u1, u2〉

où

– S1 = (s11, s
2
1, . . . , s

m1

1 ) est l’ensemble des stratégies disponibles du joueur 1.

– S2 = (s12, s
2
2, . . . , s

m2

2 ) est l’ensemble des stratégies disponibles du joueur 2.

– u1 : S1 × S2 → R est la fonction d’utilité du joueur 1, qui associe à chaque paire de

stratégies (si1, s
j
2) un gain pour le joueur 1.

– u2 : S1 × S2 → R est la fonction d’utilité du joueur 2, qui associe à chaque paire de

stratégies (si1, s
j
2) un gain pour le joueur 2.

– Pour une paire de stratégies (si1, s
j
2), on a u1(s

i
1, s

j
2) = xij .

– Pour la même paire, on a u2(s
i
1, s

j
2) = yij .

La forme normale peut être représentée par un tableau des gains, aussi appelé matrice des

gains, qui illustre les résultats possibles des interactions entre les joueurs, comme le montre

le tableau suivant :

Stratégies S1
2 S2

2 · · · · · · · · · Sm2

2

S1
1 (x11, y11) (x12, y12) · · · · · · · · · (x1m2

, y1m2
)

S2
1 (x21, y21) (x22, y22) · · · · · · · · · (x2m2

, y2m2
)

...
...

...
...

...
. . .

...
Sm1

1 (xm11, ym11) (xm12, ym12) · · · · · · · · · (xm1m2
, ym1m2

)

Table 1.1 – Tableau des gains dans un jeu à deux joueurs

Exemple 1.1. Cet exemple illustre les gains pour deux joueurs :

Stratégie X (Joueur 2) Stratégie Y (Joueur 2)

Stratégie X (Joueur 1) (5, 3) (0, 2)

Stratégie Y (Joueur 1) (2, 0) (3, 5)

Chaque cellule du tableau indique le gain pour chaque joueur. Par exemple, si le Joueur

1 choisit la stratégie X et le Joueur 2 choisit la stratégie X , alors le Joueur 1 obtient 5 et le
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Joueur 2 obtient 3.

1.3.1 Interprétations d’un formulaire stratégique

Osborne et Rubinstein [48] proposent deux interprétations de la représentation sous forme

stratégique :

1. Jeu à événement unique : Le jeu se déroule une seule fois. Tous les joueurs sont infor-

més des détails du jeu et prennent leurs décisions simultanément. Chaque joueur choisit

sa stratégie de manière autonome, sans connaître les choix des autres joueurs, mais en

sachant précisément les options disponibles.

2. Jeu répété ou jeu avec anticipation : Le joueur peut anticiper le comportement des

autres en se basant sur des informations sur la manière dont le jeu, ou des jeux simi-

laires, ont été joués dans le passé. Les décisions des joueurs peuvent être inWuencées

par l’historique du jeu ou par l’expérience acquise dans des situations similaires.

1.4 Domination

La notion de domination est l’un des indicateurs les plus Vables dans un jeu. Elle désigne

une situation où une stratégie est strictement préférable, quel que soit le choix des autres

joueurs. Autrement dit, une stratégie domine une autre si elle entraîne un meilleur résultat,

indépendamment des stratégies choisies par les autres joueurs.

DéVnition 1.2. Une stratégie si ∈ Si est strictement dominante pour le joueur i si, pour tous les

proVls de stratégie s−i ∈ S−i et pour toute stratégie s
′
i 6= si ∈ Si, on a :

ui(si, s−i) > ui(s
′
i, s−i), ∀s−i ∈ S−i et ∀s

′
i ∈ Si \ {si}

où :

– S−i désigne l’ensemble des stratégies des autres joueurs que i ne choisit pas.

– ui(si, s−i) est la fonction d’utilité du joueur i lorsqu’il choisit la stratégie si et que les

autres joueurs choisissent s−i.

DéVnition 1.3. Une stratégie si ∈ Si pour le joueur i est faiblement dominante si, pour tout

s−i ∈ S−i (les stratégies des autres joueurs), et pour toute stratégie s
′
i ∈ Si telle que s

′
i 6= si, on

a :

ui(si, s−i) ≥ ui(s
′
i, s−i) ∀s−i ∈ S−i,
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et il existe un s∗−i ∈ S−i tel que :

ui(si, s
∗
−i) > ui(s

′
i, s

∗
−i)

1.5 Équilibre de Nash

L’équilibre de Nash est une notion fondamentale en théorie des jeux non coopératifs. Il

désigne une situation dans un jeu où aucun joueur n’a intérêt à modiVer unilatéralement sa

stratégie, étant donné les stratégies des autres joueurs.

Le mathématicien américain John Nash (1950) a démontré que tout jeu ayant un ensemble Vni

de stratégies disponibles pour chaque joueur possède au moins une stratégie mixte d’équilibre

de Nash [45]. Un équilibre de Nash mixte se produit lorsque les joueurs choisissent leurs stra-

tégies selon des probabilités spéciVques, plutôt que de manière déterministe. Cet équilibre est

souvent observé dans des jeux où la nature du jeu exige des choix probabilistes. En revanche

un équilibre de Nash mixte se produit lorsque les joueurs choisissent leurs stratégies selon

des probabilités spéciVques, plutôt que de manière déterministe. Cet équilibre est souvent ob-

servé dans des jeux où la nature du jeu exige des choix probabilistes (par exemple, des jeux de

hasard). Un jeu peut comporter plusieurs équilibres de Nash ou aucun.

DéVnition 1.4. Un équilibre de Nash du jeu

〈J, {Si}i∈J , {ui}i∈J〉 (1.1)

est un proVl de stratégies s∗ = (s∗1, s
∗
2, . . . , s

∗
i , . . . , s

∗
N) ∈ S, qui vériVe l’inégalité suivante pour

chaque joueur i ∈ J :

ui(s
∗
1, s

∗
2, . . . , s

∗
i , . . . , s

∗
N) ≥ ui(s

∗
1, s

∗
2, . . . , si, . . . , s

∗
N), ∀si ∈ Si

DéVnition 1.5. Un équilibre de Nash en stratégie pure du jeu (1.1) est un proVl de stratégie

s∗ = (s∗1, s
∗
2, . . . , s

∗
i , . . . , s

∗
N) ∈ S

vériVant :

ui(s
∗
i , s

∗
−i) ≥ ui(si, s

∗
−i), ∀si ∈ Si, ∀i ∈ J

Exemple 1.6. Deux hôpitaux, A et B, doivent décider s’ils vont fournir des soins intensifs. Leur

matrice de gains est la suivante :
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Hôpital B\Hôpital A Fournir soins Ne pas fournir soins

Fournir soins (−5,−5) (10, 0)

Ne pas fournir soins (0, 10) (5, 5)

Les gains sont interprétés ainsi :

– (−5,−5) : congestion, pertes Vnancières.

– (10, 0) : A gagne, B perd.

– (0, 10) : B gagne, A perd.

– (5, 5) : aucun des hôpitaux ne fournit des soins, économies pour les deux.

L’équilibre de Nash pur est (5, 5), où aucun hôpital ne change de stratégie.

DéVnition 1.7. Un équilibre de Nash en stratégie mixte du jeu (1.1) est un ensemble de stratégies

mixtes α∗ tel que

ui(α
∗
i , α

∗
−i) ≥ ui(αi, α

∗
−i), ∀αi ∈ ∆Si

, ∀i ∈ J.

où∆Si
=
{

αi : Si → [0, 1] |
∑

si∈Si
αi(si) = 1

}

Exemple 1.8. Deux pharmacies (A et B) choisissent entre Prix bas (P1) et Prix élevé (P2). La

matrice des gains est la suivante :

Pharmacie B\Pharmacie A Prix bas (P1) Prix élevé (P2)

Prix bas (P1) (10, 10) (0, 15)

Prix élevé (P2) (15, 0) (5, 5)

Les gains attendus pour chaque pharmacie sont :

uA = 10pApB + 0(1− pA)pB + 15(1− pA)(1− pB) + 5(1− pA)pB

uB = 10pApB + 15(1− pA)pB + 0(1− pA)(1− pB) + 5(1− pA)pB

L’équilibre de Nash en stratégie mixte nécessite que chaque joueur soit indiUérent entre ses

choix de stratégie. Cela donne l’équation d’indiUérence suivante : uA = uB

La solution obtenue est pA = 1
3
et pB = 1

2
, ce qui signiVe que chaque pharmacie choisit "Prix

bas" avec une probabilité de 1
3
et "Prix élevé" avec une probabilité de 2

3
.

Cet équilibre de Nash en stratégie mixte montre que les deux pharmacies choisissent aléatoire-

ment entre "Prix bas" et "Prix élevé" selon des probabilités spéciVques, rendant les joueurs indif-

férents entre leurs choix. Ce type d’équilibre diUère d’un équilibre en stratégie pure où un seul

choix est fait sans aléa.
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1.5.1 Dilemme du prisonnier

Le dilemme du prisonnier est l’exemple le plus emblématique de la théorie des jeux ; c’est

un jeu où chaque joueur peut choisir de coopérer ou non. Ce dilemme a été formulé pour la

première fois en 1950 par les mathématiciens américains Merrill Flood et Melvin Dresher [22].

Il a ensuite été popularisé par le mathématicien John Nash, qui a introduit des concepts liés à

la théorie des jeux permettant d’analyser les interactions stratégiques entre les individus [44].

1.5.1.1 Jeu associé

Deux complices A et B sont arrêtés pour un crime. Ils sont séparés et interrogés indivi-

duellement. Chacun a deux choix : trahir l’autre en témoignant contre lui (défection : D) ou

rester silencieux (coopération : C). Les conséquences des choix sont les suivantes :

– Si les deux restent silencieux (coopération) : ils sont condamnés à une peine légère,

car les preuves contre eux sont insuXsantes (chacun purgera 1 an de prison).

– Si l’un trahit et l’autre reste silencieux :

– Le traître est libéré (0 an de prison).

– Celui qui est resté silencieux reçoit une lourde peine (10 ans de prison).

– Si les deux trahissent (défection) : ils sont tous deux condamnés, mais à une peine

modérée (5 ans de prison chacun).

Ce dilemme met en lumière la tension entre la coopération et la trahison. Même si la meilleure

option collective serait que les deux restent silencieux, la peur de se faire trahir pousse souvent

chaque prisonnier à trahir l’autre, conduisant ainsi à un résultat sous-optimal pour les deux.

La matrice de détention est donnée ci-dessous :

Suspect B

Su
sp
ec
t
A C D

C (5,5) (0,10)

D (10,0) (1,1)

1.5.1.2 Explication de l’équilibre de Nash

Dans le dilemme du prisonnier :

– Si le prisonnier A suppose que le prisonnier B va trahir, il a intérêt à trahir aussi, car

cela lui évite une lourde peine (10 ans) et lui permet d’obtenir une peine modérée (5

ans).

– Si le prisonnier A suppose que le prisonnier B va rester silencieux, il a aussi intérêt à

trahir, car il sera libéré (0 an) au lieu de purger 1 an de prison.
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Dans les deux cas, trahir est la meilleure réponse. Par conséquent, l’équilibre de Nash est

atteint lorsque les deux prisonniers trahissent l’autre, chacun recevant une peine modérée (5

ans) ; l’équilibre est donc le proVl de stratégie (c, c).

Cet équilibre met en évidence le fait que même si la coopération (rester silencieux) serait

avantageuse pour les deux, la crainte de la trahison entraîne un résultat où les deux décident

de trahir, ce qui est sous-optimal.

1.6 Prix de l’Anarchie

L’étude du *prix de l’anarchie* a été lancée par Christos Papadimitriou et Elias Koutsou-

pias dans un article publié en 1999 [35]. Koutsoupias mentionne : "À l’époque, nous l’appelions

le *ratio de coordination*". Cependant, c’est Christos qui a ensuite introduit le terme plus per-

cutant de *prix de l’anarchie*. Ce terme a sans doute contribué à la popularité du concept,

puisque des centaines d’articles scientiVques font désormais référence à cette idée ou l’ont

élargie. L’objectif principal de cette notion est de mesurer l’écart entre un résultat eUecti-

vement atteint dans des contextes où les joueurs agissent de manière rationnelle et égoïste

(comme dans les jeux de congestion, le routage de paquets Internet, ou l’ordonnancement des

tâches sur des machines), et l’optimum collectif théorique qui pourrait être atteint dans la

même situation.

La déVnition formelle du prix de l’anarchie est la suivante : pour chaque résultat d’un

jeu, on calcule la somme des utilités des joueurs. Ensuite, on compare cette somme à l’utilité

optimale que les joueurs pourraient obtenir, que le résultat soit ou non un équilibre de Nash.

Cette comparaison permet de quantiVer à quel point l’issue rationnelle d’un jeu peut être

sous-optimale par rapport à la solution idéale.

DéVnition 1.9. Pour un jeu minimisation des coûts qui admet des équilibres de Nash purs, le prix

de l’anarchie pour ces équilibres est déVni comme suit :

PoA =
max

s∈PNE
cost(s)

min
s∈S

cost(s)

où

– PNE désigne l’ensemble des équilibres de Nash purs de ce jeu.

– cost(s) =
∑

i∈J

ci(s) représente le coût social associé à l’état s, ci(s) est le coût individuel

du joueur i pour une stratégie s.
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1.6.1 Jeux de congestion et prix de l’Anarchie

Un jeu de congestion est un type de jeu non coopératif dans lequel plusieurs joueurs partagent

une ressource limitée, comme une route, un réseau de communication ou un serveur. Le coût subi

par chaque joueur dépend de l’utilisation collective de cette ressource. Ces jeux modélisent des

situations où l’ineXcacité et la surcharge surviennent lorsque les joueurs prennent des décisions

égoïstes, cherchant à minimiser leur propre coût (par exemple, leur temps de trajet ou leur délai),

sans considérer l’impact de leurs choix sur les autres. En conséquence, l’utilisation excessive de la

ressource par plusieurs joueurs peut entraîner des coûts plus élevés pour tous.

Dans un jeu de congestion, le prix de l’anarchie reWète l’ineXcacité induite par le fait que

chaque joueur cherche à minimiser son propre coût sans prendre en compte l’impact de son choix

sur les autres.

Exemple illustratif Il y a des jeux de congestion avec des fonctions de retard dr(x) dont le prix

de l’anarchie pour les équilibres de Nash purs est de 5/2.

Considérons le jeu de congestion du réseau suivant : La notation 0 ou x sur une arête signiVe

w

u

v

x x

x

0 0

0

Figure 1.1 – Modèle de congestion

que dr(x) = 0 ou dr(x) = x pour cette arête.

Les diUérents résultats sont illustrés dans le tableau suivant :

Joueur Puit Source Stratégie Opt Coût Opt Stratégie PNE Coût PNE
1 u v u → v 1 u → w → v 3
2 u w u → w 1 u → v → w 3
3 v w v → w 1 v → u → w 2
4 w v w → v 1 w → u → v 2

Table 1.2 – Jeu de congestion dans un réseau

Considérons un réseau avec deux routes R1 et R2 menant à la même destination. Les

fonctions de retard pour chaque route sont déVnies comme suit :

– Route1 (principale) : Le temps de trajet est d1(x1) = x1, où x1 est le nombre de véhicules

sur cette route.
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– Route2 (alternative) : Le temps de trajet est d2(x2) = 2x2, où x2est le nombre de véhi-

cules sur cette route.

De plus x1 + x2 = N où N est le nombre total de véhicules.

À l’équilibre, ces temps de trajet doivent être égaux : x1 = 2x2.

En utilisant la contrainte x1 + x2 = N , on remplace x2 : x2 = x1

2
⇒ x1 +

x1

2
= N ⇒ 3x1

2
=

N ⇒ x1 =
2N
3
, et x2 = N − x1 = N − 2N

3
= N

3
.

Le coût total à l’équilibre de Nash est :

d1
(

2N
3

)

+ d2
(

N
3

)

= 2N
3

+ 2
(

N
3

)

= 2N
3

+ 2N
3

= 4N
3
. Le coût social optimal se produit

lorsque tous les véhicules choisissent la route avec le coût total le plus faible. En eUet, si tous

les véhicules prennent la Route 1, le coût total est : d1(N) = N .

Le prix de l’anarchie est donc :

PoA =
Coût optimal

Coût de Nash
=

N
4N
3

=
3

4
=

5

2

. Cet exemple montre que dans un jeu de congestion avec des fonctions de retard d1(x1) = x1

et d2(x2) = 2x2, le prix de l’anarchie pour les équilibres de Nash purs est eUectivement 5
2
.

1.7 Paradoxe de Braess

Le paradoxe de Braess, découvert par le mathématicien allemand Dietrich Braess en 1968

[18], est un phénomène contre-intuitif observé dans les réseaux de transport ou d’autres sys-

tèmes congestionnés. Selon ce paradoxe, l’ajout d’une nouvelle route ou d’une nouvelle capa-

cité à un réseau, loin de soulager la congestion, peut paradoxalement l’aggraver et rendre la

situation moins eXcace pour tous les utilisateurs. Ce phénomène survient lorsque chaque ac-

teur d’un réseau, en cherchant à optimiser son propre trajet de manière rationnelle, Vnit par

aggraver la congestion pour l’ensemble du système. Le paradoxe met en lumière les consé-

quences inattendues de la prise de décision individuelle dans des contextes complexes, où

l’absence de coordination peut mener à des résultats collectivement sous-optimaux.

Le paradoxe de Braess s’apparente à des situations classiques de théorie des jeux, comme le

dilemme du prisonnier, où des décisions rationnelles prises de manière indépendante peuvent

aboutir à un résultat défavorable pour tous les participants. Il soulève des questions sur les

eUets de la liberté individuelle dans les systèmes interconnectés et l’impact de l’absence de

régulation ou de coordination collective.

Exemple 1.10. Considérons un réseau simple où deux routes relient deux points A et B. La

fonction de coût pour chaque route peut être modélisée par une fonction aXne :

– Pour le chemin 1 : C1(x1) = a1 + b1x1
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– Pour le chemin 2 : C2(x2) = a2 + b2x2

où a1, b1, a2 et b2 sont des constantes positives, et x1 et x2 sont les nombres d’utilisateurs emprun-

tant respectivement chaque chemin.

Lorsqu’une nouvelle route est ajoutée au réseau, le nombre total d’utilisateurs sur chaque

chemin peut changer, et la distribution du traVc entre les diUérentes routes peut augmenter le

coût global. Le paradoxe de Braess apparaît lorsque l’ajout d’une nouvelle route conduit à une

augmentation du coût total, même si l’objectif initial était de réduire la congestion.

1.7.1 Paradoxe classique de Braess

Considérons le réseau de transport à quatre noeuds, tel qu’illustré par le réseau de la

Figure 1.2.

1

32

4

a b

dc

(a) Réseaux R1

1

32

4

a b

dc

e

(b) Réseaux R2

Figure 1.2 – Exemple de paradoxe de Braess

Il existe une seule paire de nœuds Origine/Destination (O/D) : w = (1, 4). Un voyageur

sur ce réseau peut emprunter l’un des deux chemins suivants :

– Le chemin p1 constitué des liens (a, c)

– Le chemin p2 constitué des liens (b, d).

Nous désignons les Wux sur les liens par : fa, fb, · · · , et les coûts des liens respectifs par :

ca, cb, · · · . Dans ce réseau, les fonctions de coût sur ces liens sont :



























ca(fa) = 10fa,

cb(fb) = fb + 50,

cc(fc) = fc + 50,

cd(fd) = 10fd.
Soit xp le Wux sur un chemin p. Supposons que toutes les voies sont utilisées, nous pouvons

donc établir un système d’équations en utilisant les éléments suivants :
{

Cp1 = Cp2 = Cp3 ,

x∗
p1
+ x∗

p2
+ x∗

p3
= dw = 6.

Et ce, en supposant que la demande de déplacement dw = 6 ( ce qui représente 6 véhicules

de déplacement par unité de temps). Selon la conservation des Wux, les équations pour les Wux
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de liaison et de chemin sont les suivantes :































f ∗
a = x∗

p1
+ x∗

p3
,

f ∗
b = x∗

p2
,

fc = x∗
p1
,

f ∗
d = x∗

p2
+ x∗

p3
,

f ∗
e = x∗

p3
.

Ainsi, nous pouvons réécrire les coûts des utilisateurs sur les chemins en fonction des Wux

associés à chaque chemin, comme suit :



















Cp1 = 10(x∗
p1
+ x∗

p3
) + x∗

p1
+ 50 = 11x∗

p1
+ 10x∗

p3
+ 50,

Cp2 = x∗
p2
+ 50 + 10(x∗

p2
+ x∗

p3
) = 11x∗

p2
+ 10x∗

p3
+ 50,

Cp3 = 10(x∗
p1
+ x∗

p3
) + x∗

p3
+ 10 + 10(x∗

p2
+ x∗

p3
) = 10x∗

p1
+ 10x∗

p2
+ 21x∗

p3
+ 10.

La solution donne le modèle d’écoulement d’équilibre sur le réseau étendu de : x∗
p1

=

x∗
p2

= x∗
p3

= 2, avec les coûts de déplacement sur le chemin d’équilibre encourus : Cp1 =

Cp2 = Cp3 = 92. Par conséquent, l’ajout d’un nouveau lien dégrade la situation de chaque

utilisateur, dans la mesure où chaque voyageur du réseau élargi subit un coût de déplacement

plus élevé qu’auparavant.

Le paradoxe de Braess se manifeste principalement dans un cadre d’optimisation individuelle,

où chaque utilisateur choisit son chemin en fonction de ses propres coûts. Toutefois, dans un

cadre d’optimisation systémique, l’eUet paradoxal peut être évité, car les décisions sont prises

en tenant compte de l’impact global sur le réseau.

1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les concepts fondamentaux de la théorie des jeux,

en soulignant son eXcacité comme outil pour modéliser des situations stratégiques dans di-

vers domaines. L’importance de l’analyse des équilibres de Nash, du prix de l’anarchie et du

paradoxe de Braess a été mise en lumière. Un lien intéressant émerge entre les Vles d’attente

et la théorie des jeux, démontrant comment les décisions individuelles dans une Vle peuvent

être appréhendées à travers cette lentille. Dans le chapitre 2, nous examinerons plus en détail

les Vles d’attente, considérées comme un phénomène omniprésent ayant des répercussions

sur plusieurs aspects clés des systèmes de service.



Chapitre 2

PHÉNOMÈNE DE FILES D’ATTENTE

Les Vles d’attente jouent un rôle fondamental dans de nombreux domaines, allant des ser-

vices publics aux systèmes de production industrielle. Elles permettent de gérer de manière

structurée la demande des clients ou utilisateurs, assurant ainsi un service à la fois équitable

et performant. En optimisant les temps d’attente et en réduisant la congestion, ces systèmes

améliorent l’expérience client tout en maximisant l’eXcacité des ressources. De plus, l’analyse

des Vles d’attente fournit des informations essentielles pour la prise de décision, la planiVca-

tion des capacités et l’allocation des ressources, contribuant ainsi à la performance globale des

systèmes. Les travaux d’Artalejo constituent une référencemajeure dans ce domaine, auxquels

nous renvoyons le lecteur [8].

Dans ce chapitre, nous aborderons les concepts fondamentaux de la théorie des Vles d’at-

tente, la gestion qui l’accompagne, ainsi que les applications et types de systèmes associés.

2.1 Processus Stochastiques

Les processus stochastiques représentent des modèles mathématiques permettant de dé-

crire des phénomènes aléatoires qui se déroulent dans le temps. Un processus stochastique

{X(t), t ∈ T} est une collection de variables aléatoires indexées, qui pourrait représenter la

valeur d’une action à un instant t.

2.1.1 Processus de comptage

Un processus de comptage est un type particulier de processus stochastique qui modélise

le nombre d’événements qui se produisent dans un intervalle de temps donné. Il est utilisé

pour analyser et modéliser le comportement des systèmes où des entités (clients, données,

etc.) attendent d’être servies.

Soit N(t) le nombre d’événements survenant dans l’intervalle de temps [0, t], avec t ≥ 0 et

18
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N(0) = 0. Le processusN(t) prend des valeurs entières positives.

La quantitéN(a+t)−N(a) représente le nombre d’arrivées enregistrées entre les instants

a et a+ t, pour tout a ≥ 0 et t ≥ 0.

Le processus de Poisson est un processus stochastique utilisé pour modéliser des événe-

ments aléatoires se produisant dans le temps ou l’espace. Il est particulièrement adapté aux

situations où les événements surviennent indépendamment et à un taux constant. Parmi ses

propriétés fondamentales, on distingue :

1. Le nombre d’arrivées dans un intervalle [a, a + t] de longueur t suit une loi de Poisson

de moyenne λt, c’est-à-dire que, pour a, t ≥ 0 et n = 0, 1, 2, . . ., on a :

Pn(t) =
(λt)ne−λt

n!

2. Si [a, b] et [c, d] sont des intervalles de temps disjoints, alors le nombre d’arrivées dans

[a, b] est indépendant du nombre d’arrivées dans [c, d]

3. N(0) = 0.

Quelques commentaires s’imposent au sujet de cette déVnition :

– La troisième propriété est évidemment requise si {N(t) : t ≥ 0} doit pouvoir être

interprété comme un processus d’arrivée.

– La deuxième propriété n’est pas satisfaite par tous les processus d’arrivée. Intuitive-

ment, elle implique que le nombre d’arrivées enregistrées dans un intervalle [a, b] (par

exemple, [0, 5]) ne fournit aucune indication sur le nombre d’arrivées à attendre dans

un intervalle disjoint [c, d] (par exemple, [5, 8]).

– La propriété 1 est encore plus restrictive et beaucoup moins intuitive. Elle implique

en particulier que le processus d’arrivée est stationnaire, c’est-à-dire que les nombres

d’arrivées enregistrés dans deux intervalles distincts de même durée suivent la même

loi de probabilité.

Pour un intervalle de longueur t Vxé, [0, t], le nombre attendu d’arrivées se calcule comme

suit :

E[N(t)] = λte−λt

∞
∑

n=1

(λt)n−1

(n− 1)!

2.2 Chaîne de Markov à temps discret

Soit {Xn}n∈N un processus stochastique à espace d’états E discret et à temps discret.

Xn est une chaîne de Markov à temps discret si pour tout n ≥ 0 et pour tout état j, i, in−1, . . . , i0 ∈
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E, la chaîne de Markov vériVe la propriété de Markov suivante [11] :

P [Xn+1 = j|Xn = i, Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) = P (Xn+1 = j|Xn = i]

L’axiome de Markov traduit que la probabilité de n’importe quel comportement futur, le pré-

sent étant connu, n’est pas modiVé par toute connaissance supplémentaire du passé.

DéVnition 2.1. Une chaîne de Markov à temps discret est dite homogène si elle vériVe la propriété

suivante :

∀n ∈ N,P (Xn+1 = j|Xn = i) = P (X1 = j|X0 = i)

l’évolution du processus ne dépend pas de l’origine des temps.

2.3 Chaîne de Markov à temps continu

Soit {Xt}t≥0 un processus stochastique à espace d’états E discret et à temps continu.

{Xt}t≥0 est une chaîne de Markov à temps continu si et seulement si pour tout n [11] :

P (X(tn) = j|X(tn−1) = in−1, X(tn−2) = in−2, . . . , X(t0) = i0) = P (X(tn) = j|X(tn−1) = in−1)

avec t0 < t1 < . . . < tn.

DéVnition 2.2. Une chaîne de Markov à temps continu est dite homogène si pour s > 0 elle

vériVe la propriété suivante :

P [X(t+ s) = j|X(s) = i) = P (X(t) = j|X(0) = i]

2.4 Processus de naissance et de mort

Considérons à présent un système très général, dans lequel nous ferons abstraction des

caractéristiques telles que nombre de serveurs, capacité,... etc. On peut utilement visualiser

un tel système comme une boîte noire, simplement caractérisée par un processus d’arrivée,

un processus de sortie et un processus d’état résultant de la combinaison des arrivées et des

départs.

A chaque instant t+∆t, l’étatN(t+∆t) du système résulte des arrivées et sorties enregistrées

entre t et t+∆t. Sans être parfaitement rigoureuse, la déVnition suivante permet d’introduire

les caractéristiques d’un tel système auxquelles nous allons nous intéresser.

DéVnition 2.3. Le processus d’état stochastique {N(t) : t ≥ 0} est un processus de naissance

et de mort si, pour chaque n = {0, 1, 2, ...}, il existe des paramètres λn et µn(avec µo = 0) tels
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que, lorsque le système est dans l’état n, le processus d’arrivée est poissonnien de taux λn et le

processus de sortie est poissonnien de taux µn.

Dans un processus de naissance et de mort, les taux d’arrivée et de service sont donc

variables en fonction d’état du système.

2.4.1 Relations de base et matrice de transition

Les processus de naissance et de mort, essentiels dans la modélisation des Vles d’attente,

permettent d’identiVer des relations importantes au sein de ces systèmes. Dans ce cadre, les

arrivées sont assimilées à des naissances, tandis que les départs (ou services) sont interprétés

comme des morts. La distribution de l’état d’équilibre de ces processus de naissance et de mort

peut être exprimée de la manière suivante :

Pi =
λ0λ1 · · ·λi−1

µ1 · · ·µi

P0, i = 1, 2, . . .

( Cette formule est typiquement utilisée dans le contexte des systèmes de Vles d’attente, en

particulier dans le cadre des chaînes de Markov). Pour un processus de naissance et de mort

simple, la matrice est de cette forme :

P =



















1− µ λ 0 . . .

µ 1− λ− µ λ 0 . . .

0 µ 1− λ− µ λ . . .

0 0 µ 1− λ− µ . . .
...

...
...

...
. . .



















Cette matrice de transition est utilisée pour analyser le comportement à long terme d’un

système de Vles d’attente, permettant de calculer des métriques telles que les états stables, les

temps d’attente moyens, et d’autres caractéristiques de performance.

2.5 Files d’attente

Une Vle d’attente peut se décrire comme un système où des clients désirent recevoir un

service à un guichet et peuvent avoir à attendre que d’autres clients soient servis. Un système

de Vle d’attente peut être représenté par :
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Queue Serveur

· · ·Arrivée des cliens Départ des clients

Système d’attente

Figure 2.1 – Système de Vles d’attente

Quelques exemples de Vles d’attente que l’on rencontre dans diUérents contextes :

– Aéroports : L’enregistrement, le contrôle de sécurité et l’embarquement sont des étapes

nécessaires aux passagers aux aéroports. La mise en place de Vles séparées pour les

passagers prioritaires ou en classe aUaires est possible.

– Hôpitaux ; les patients sont en attente pour des consultations, des examens ou des suivis

médicaux. Il est indispensable de gérer les Vles d’attente aVn d’assurer des soins rapides

et eXcaces.

– Banques : Les clients sont en attente aVn de réaliser des opérations bancaires au guichet

ou aux distributeurs automatiques.

Pour spéciVer la structure d’une Vle d’attente, il est nécessaire de déVnir ses caractéristiques,

notamment :

2.5.1 Processus d’arrivée

Un processus d’arrivée est une représentation mathématique qui explique comment les

clients ou les entités pénètrent dans un système. L’arrivée des clients dans une station sera

décrite à l’aide d’un processus de comptage {Nt}t≥0.

La variable aléatoire Tn mesure le temps séparant l’arrivée du (n − 1)ime client et du nime

client et est donnée par :

Tn = An − An−1

où An est la variable aléatoire mesurant l’instant d’arrivée du nime client dans le système,

avec A0 = 0.

2.5.2 Processus de service

Le départ d’un client indique toujours la Vn de son service, mais ne constitue pas forcé-

ment le début d’un nouveau service. En eUet, un client qui quitte la station peut laisser celle-ci

vide, entraînant ainsi une période d’inoccupation pour le serveur jusqu’à l’arrivée d’un nou-

veau client. Soient :

– Dn : la variable aléatoire mesurant l’instant de départ du nime client du système.
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– Bn : la variable aléatoire mesurant le temps de service du nime client. Les temps de

service dans les stations sont décrits par les variables aléatoires {Bn}n≥1, qui sont in-

dépendantes et identiquement distribuées.

– µ : taux de service et la durée moyenne de service est 1
µ
.

Il convient de noter que la distribution du temps de service la plus simple à analyser

est la distribution exponentielle. Cependant, ses propriétés rendent cette loi souvent

peu réaliste. Pour modéliser des phénomènes réels, il est donc courant de faire appel à

d’autres types de distributions de temps de service.

2.5.3 Discipline de la Vle

La discipline d’une Vle d’attente désigne les règles qui régissent l’ordre dans lequel les

clients sont servis. Les disciplines les plus courantes incluent :

– FIFO (First In First Out) : signiVe que le premier client ou la première tâche à arriver

dans la Vle est le premier à être servi. En d’autres termes, les clients sont traités dans

l’ordre de leur arrivée, sans favoritisme.

– LIFO (Last In, First Out) : signiVe que le dernier client ou la dernière tâche à arriver

dans la Vle est le premier à être servi. En d’autres termes, les clients sont traités dans

l’ordre inverse de leur arrivée.

– RS (Random Service) : le client est sélectionné au hasard.

– Priorité : Certains clients sont servis avant d’autres en fonction de critères spéciVques

(urgence, type de service, etc.).

Chaque discipline peut inWuencer les performances du système, comme le temps d’attente

et la satisfaction des clients.

2.5.4 Notations de Kendall

Suivant une suggestion de Kendall, on décrit souvent les caractéristiques essentielles d’un

système de Vles d’attente par une notation de la forme A/B/C/D/E/F , où A etB désignent

deux lois de probabilités indiquant respectivement la distribution des temps d’inter-arrivée

des clients et celle des temps de service. Ces lois peuvent être :

– M : loi exponentielle.

– G : loi générale.

– GI : loi générale et indépendant.

– D : loi déterministe.

– Ek : loi d’Erlang d’ordre k.

Les autres symboles désignent :

– C : le nombre de serveurs.
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– D : la capacité du système ( nombre maximum des clients dans le système).

– E : la taille de la source ( population des usagers).

– F : la discipline de service.

Lorsque la capacité du système et de la source est inVnie, et que la discipline de la Vle est de

type FIFO, il est suXsant de se concentrer sur les trois premiers symboles.

Remarque 2.4. Un type de Vle d’attente notable est celui des Vles d’attente markoviennes, où le

comportement des arrivées et des services est régi par des processus de Markov. Les inter-arrivées

et les durées de service suivent une loi exponentielle. L’état du système est déVni par le nombre

de clients présents, ce qui permet d’analyser son comportement à l’aide de chaînes de Markov.

Le nombre de clients dans le système à l’instant t est un processus de naissance et de mort. La

notation de Kendall associée prend la forme suivante : M/M/ · · ·

2.6 Caractérisation d’un système de Vle d’attente

2.6.1 Formule de Little

Soient :

– L : le nombre moyen de clients dans le système.

– λ : le taux d’arrivée moyen des clients dans le système (nombre d’arrivées par unité de

temps).

– W : le temps moyen de séjour passé par un client dans le système.

La relation fondamentale de la formule de Little est :

L = λW.

Lorsque ces variables sont connues, il devient possible de calculer de nombreuses mesures de

performance du système de Vles d’attente. Parmi les plus importantes, on trouve :

– Lq : nombre moyen de clients dans la Vle d’attente.

– Wq : temps moyen d’attente d’un client.

Où :

Lq = L−
λ

µ
.

Wq =
Lq

λ
= W −

1

µ

Ces formules sont cruciales pour analyser les performances des systèmes de Vles d’attente

et pour optimiser le service dans divers contextes.
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2.6.2 Analyse du modèleM/M/1

Une Vle d’attente M/M/1 est un modèle de base en théorie des Vles d’attente, où les

arrivées se font selon un processus de Poisson avec un taux λ et les temps de service sont

distribués exponentiellement avec un paramètre µ. Ce système possède un seul serveur et

une capacité illimitée, permettant un service sans abandon selon une discipline FIFO. Cette

Vle se distingue par le graphe de transition suivant :

0 1 n − 1 n + 1n

λ λ λ λ λ

µ µ µ µ µ

Figure 2.2 – Graphe de transition de la Vle M/M/1

Régime transitoire

Pour un intervalle de temps ∆(t), nous avons les probabilités suivantes :

– P [exactement une arrivée pendant∆t] = λ∆t+ o(∆t).

– P [aucune arrivée pendant∆t] = 1− λ∆t + o(∆t).

– P [deux arrivées au plus pendant∆t] = o(∆t)..

– P [exactement un départ pendant∆t | X(t) ≥ 1] = µ∆t+ o(∆t).

– P [aucun départ pendant∆t | X(t) ≥ 1] = 1− µ∆t+ o(∆t).

– P [deux départs au plus pendant∆t] = o(∆t)..

Ces probabilités ne dépendent ni du temps ni de l’état X(t) dans lequel se trouve le sys-

tème. On donne la probabilité pour que le processus X(t) fasse une transition de i vers j

pendant la durée ∆t par :

pij(∆t) = P (X(t+∆t) = j | X(t) = i).

Les arrivées et les départs se produisent indépendamment les uns des autres. ce qui donne :

– pn,n+1(∆t) = λ∆t(1− µ∆t) + o(∆t) = λ∆t + o(∆t). pour n ≥ 0

– pn,n(∆t) = λ∆tµ∆t + (1− λ∆t)(1− µ∆t) + o(∆t) = 1− ((µ+ λ)∆t + o(∆t). pour

n ≥ 1

– p0,0(∆t) = 1− λ∆t+ o(∆t).

– pn+1,n(∆t) = (1− λ∆t)µ∆t + o(∆t).

Tandis que : pn,m(∆t) = o(∆t) pour |m− n| ≥ 2. A partir d’un état, le processus ne peut

donc que passer dans l’un des états voisins n− 1 et n + 1.

Le calcul de pn(t) se fait comme suit : p(X(t) = n). D’après le théorème des probabilités

totales et pour n ≥ 1
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pn(t+∆t) =

∞
∑

i=0

pin(t)pi(∆t) = pn−1(t)λ∆t+ pn(t) (1− (λ+ µ)∆t) + pn+1(t)µ∆t+ o(∆t)

D’où :
pn(t+∆t)− pn(t)

∆t
= −(λ + µ)pn(t) + λpn−1(t) + µpn+1(t) + o(∆t)

En faisant tendre ∆t vers 0, on obtient :







p′n(t) = −(λ+ µ)pn(t) + λpn−1(t) + µpn+1(t)

p′0(t) = −λp0(t) + µp1(t)

Ces équations sont connus sous le nom d’équations diUérentielles de Kolmogorov, la so-

lution de ce système en connaissant la distribution initiale nous donne la probabilité d’état

pn(t) .

Régime stationnaire

Soit ρ =
λ

µ
, en supposant la stabilité du système ie λ < µ, on a limt→∞ pn(t) = pn existent

est indépendantes de l’état initial du processus, de plus lim
t→∞

p′n(t) = 0.

On obtient alors un système d’équations linéaires et homogènes :


















µp1 = λp0

λpn−1 + µpn+1 = (λ+ µ)pn, n ≥ 1
∑∞

n=0 pn = 1

La solution de ce système révèle que :

pn = p0

(

λ

µ

)n

= p0ρ
n

Avec p0 = 1− ρ, représentant la probabilité que le serveur soit libre, on en déduit que :

pn = ρn(1− ρ)

Remarque 2.5. Si ρ ≥ 1, on a : limt→∞ pn(t) = 0 pour tout n, ce qui signiVe que la longueur

de la Vle d’attente dépasse toute limite.

2.6.3 Caractéristiques du systèmeM/M/1

Dans cette partie on donne quelques caractéristiques clés de ce système :

1. Nombre moyen de clients dans le système

L =
∞
∑

k=0

kpk = ρ/(1− ρ) =
λ

µ− λ
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2. Nombre moyen de clients dans la Vle d’attente :

Lq =
λ2

µ(µ− λ)

3. Temps moyen passé dans le système :

W =
1

µ− λ

4. Temps moyen d’attente dans la Vle d’attente :

Wq =
λ

µ(µ− λ)

5. Probabilité que le système soit vide :

P0 = 1− ρ

6. Probabilité d’avoir n clients dans le système :

Pn = (1− ρ)ρn

Ces formules permettent d’analyser les performances d’un système M/M/1, de prendre des

décisions sur l’ajout de serveurs ou l’amélioration des perfotrmances du système ; évaluer

une satisfaction des clients en réduisant le temps d’attente et en optimisant le service.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un aperçu de la théorie des Vles d’attente. Nous

avons introduit les concepts de base et les notations d’un système de Vles d’attente, en nous

concentrant sur les Vles d’attente markoviennes. Nous nous sommes intéressés à la Vle M/M/1.

Il est essentiel de mener une étude approfondie de ce type de système aVn d’améliorer et d’éva-

luer ses performances. Cette amélioration peut également être envisagée dans le contexte de

la théorie des jeux, en fusionnant les deux domaines : la théorie des Vles d’attente et la théorie

des jeux. Le but du chapitre suivant est d’explorer en profondeur ces deux concepts.



Chapitre 3

FILES D’ATTENTE ET THÉORIE DES

JEUX : LIENS ET APPLICATIONS

La théorie des jeux permet de modéliser le comportement des agents aVn de comprendre

la dynamique d’un système étendu, en examinant ses routages, en déVnissant des stratégies

et en évaluant leur eXcacité [42]. Nous intégrerons des concepts issus de cette théorie pour

analyser comment les choix individuels au sein d’une Vle d’attente peuvent interagir et in-

Wuencer l’ensemble du système. Cette approche nous aidera à mieux appréhender les dyna-

miques complexes qui régissent les Vles d’attente et à les gérer de manière eXcace. L’objectif

de ce chapitre est d’explorer les diUérents liens et applications entre la théorie des jeux et les

Vles d’attente, en commençant par quelques déVnitions utiles.

3.1 Routage et congestion

Un routage désigne un processus de sélection d’un chemin à travers d’un réseau, per-

mettant le transfert eXcace d’informations ou de ressources d’une source à une destination.

Mathématiquement, un réseau peut être représenté par un graphe G = (V,E), où V est l’en-

semble des noeuds (ou sommets) et E est l’ensemble des arêtes (ou liens) reliant ces noeuds.

Le routage consiste à trouver une ou plusieurs voies P ⊆ E qui relient deux nœuds donnés

s ∈ V (source) et d ∈ V (destination), en optimisant un critère donné, tel que la distance, le

temps de transit ou le coût. Nous distinguons trois types de routage :

3.1.1 Routage Vxe

Le routage Vxe, également connu sous le nom de routage statique, est une méthode où les

chemins de routage sont prédéVnis et ne changent pas en fonction des conditions du réseau.

Considérons un réseau avec J liens étiquetés {1, 2, . . . , J} et où chaque lien j possède des

28
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circuits Cj . Soit R l’ensemble de toutes les routes possibles du réseau, qui représentent les

diUérentes combinaisons de liens qu’un appel pourrait utiliser.

Nous déVnissons une matrice A de dimension J × |R|, où chaque élément Ajr représente

le nombre de circuits que la route r utilise sur la liaison j. Quelques éléments essentiels à

considérer sont les suivants :

1. Matrice A :

A =













A11 A12 . . . A1|R|

A21 A22 . . . A2|R|

...
...

. . .
...

AJ1 AJ2 . . . AJ |R|













Où chaque Ajr indique combien de circuits de la route r passent par le lien j.

2. Somme des circuits par lien : La somme des circuits pour chaque lien j peut être calcu-

lée comme suit :

Cj =
∑

r∈R

Ajr

où Cj est le nombre total de circuits passant par le lien j.

3. Capacité totale : La capacité totale du réseau en termes de circuits peut être exprimée

par :

Ctotal =
J
∑

j=1

Cj

La méthode de routage Vxe est employée aVn de déterminer des chemins de routage précis

dans un réseau. Alors que le routage dynamique permet d’apprendre et de mettre à jour au-

tomatiquement les routes grâce à des protocoles de routage, le routage Vxe requiert que les

administrateurs réseau conVgurent manuellement chaque route.

3.1.2 Routage dynamique

Le routage dynamique fait appel à des protocoles permettant de modiVer automatique-

ment les chemins de routage en fonction des conditions actuelles du réseau. Le coût d’un

chemin entre un nœud source S et un nœud destination D peut être déVni comme la somme

des coûts des liens qui composent ce chemin :

C(S,D) =
n
∑

i=1

ci

Ce type de routage s’adapte à l’état du système au moment du routage. Par exemple, un client

quittant une station i peut choisir la station avec le moins de clients parmi ses destinations
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possibles, optimisant ainsi son chemin en fonction des conditions locales du réseau.

3.1.3 Routage probabiliste

Un client sortant d’une station i a une probabilité pij de passer à la station j, ou une pro-

babilité pi0 de quitter le réseau. L’ensemble des probabilités de routage de toutes les stations

est regroupé dans une matrice de routage donnée par :

P =













p11 p12 · · · p1J p10

p21 p22 · · · p2J p20
...

...
. . .

...
...

pJ1 pJ2 · · · pJJ pJ0













3.1.4 Congestion du réseau

La congestion du réseau dans la théorie de la mise en réseau et de la mise en Vle d’attente

des données est la qualité de service réduite qui se produit lorsqu’un noeud ou une liaison

réseau transporte plus de données qu’il ne peut en supporter. Les eUets typiques incluent le

délai de mise en Vle d’attente, la perte de paquets ou le blocage de nouvelles connexions. Une

des conséquences de la congestion est qu’une augmentation progressive de la charge oUerte

ne conduit qu’à une légère augmentation, voire à une diminution du débit du réseau.

Les protocoles réseau qui utilisent des retransmissions agressives pour compenser la perte

de paquets due à la congestion peuvent augmenter la congestion, même après que la charge

initiale ait été réduite à un niveau qui n’aurait normalement pas provoqué de congestion du

réseau.

Pour un systèmeM/M/1, la probabilité de perte de paquet Ploss et le débit eUectifD peuvent

être modélisés comme :

{

Ploss = ρ

D = λ · (1− Ploss)

3.1.4.1 Contrôle de la congestion

Le contrôle de congestion module l’entrée de traVc dans un réseau de télécommunication

aVn d’éviter un eUondrement congestif résultant d’un surabonnement. Ceci est généralement

accompli en réduisant le taux de paquets. Alors que le contrôle de la congestion empêche les

expéditeurs de saturer le réseau, le contrôle du Wux empêche l’expéditeur de submerger le

destinataire [68].

La théorie du contrôle de la congestion a été mise au point par Frank Kelly, qui a appliqué

la théorie microéconomique et la théorie de l’optimisation convexe pour décrire comment
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les individus, contrôlant leurs propres taux, peuvent interagir pour obtenir une allocation de

débit optimale à l’échelle du réseau [27, 66].

Les exemples d’allocation optimale des taux sont l’allocation équitable max-min et la sug-

gestion de Kelly d’une répartition proportionnellement juste, bien que beaucoup d’autres

soient possibles. Chaque capacité de liaison impose une contrainte, ce qui conduit à l’intro-

duction d’un multiplicateur de Lagrange p`. Le prix auquel répond le Wux i est donné par la

somme de ces multiplicateurs :

yi =
∑

`

p`r`i,

où r`i est une variable binaire déVnie comme suit :

r`i =







1 si le Wux i utilise le lien `,

0 sinon.

Le contrôle de congestion devient un algorithme d’optimisation distribuée. De nombreux

algorithmes actuels de contrôle d’encombrement peuvent être modélisés ainsi, avec p` repré-

sentant la probabilité de perte ou le délai de mise en Vle d’attente sur le lien `.

3.2 Réseaux de Vles d’attente dans la théorie des jeux

Les réseaux de Vles d’attente, dans le cadre de la théorie des jeux, peuvent être abordés

sous les angles de la stratégie, de la coopération et de l’optimisation des ressources. Les déVs

de recherche soulevés par ce domaine sont considérables et nécessitent des avancées métho-

dologiques substantielles dans plusieurs disciplines. En particulier, l’exploitation optimale des

ressources des réseaux de communication et le respect des exigences de qualité de service

constituent des enjeux majeurs. L’objectif principal de nombreuses recherches est de dévelop-

per de nouveaux modèles et méthodes permettant d’évaluer et d’optimiser les performances

des réseaux de communication [40].

Il est important de noter la distinction entre les systèmes de Vles d’attente et les réseaux de

Vles d’attente :

1. Un système de Vles d’attente fait référence à un seul serveur (ou un ensemble de ser-

veurs) qui traite les demandes des clients. Les clients arrivent, attendent dans une Vle

(s’ils doivent attendre), et sont servis.

Exemple : Une Vle d’attente dans une banque où un caissier sert les clients un par un.

2. Un réseau de Vles d’attente consiste en plusieurs systèmes de Vles d’attente intercon-

nectés. Les clients peuvent passer d’une Vle d’attente à une autre, créant un réseau

complexe de traitements.
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Exemple : Un système de télécommunications où les données sont transmises à travers

plusieurs nœuds, chaque nœud étant une Vle d’attente.

3.2.1 ClassiVcation des réseaux de Vles d’attente

Dans le domaine des réseaux de Vles d’attente, il existe plusieurs types de conVgurations

qui dépendent de la nature et du comportement des clients ainsi que de leur interaction avec

le système. La classiVcation des réseaux peut se faire en fonction de plusieurs critères, notam-

ment le nombre de classes de clients présentes dans le réseau, leur mode d’arrivée et de départ,

ainsi que le nombre total de clients impliqués dans le système. En fonction de ces critères, on

peut déVnir des réseaux mono-classe ou multi-classe, ouverts ou fermés.

a . Réseau mono-classe ouvert : On appelle réseau mono-classe ouvert un réseau avec

une seule classe de client où les clients arrivent de l’extérieur du système, séjournent

pour recevoir un ou plusieurs services, puis quittent déVnitivement le système. Par

conséquent, le nombre de clients est inVni.

b . Réseau mono-classe fermé : Un réseau est dit mono-classe fermé lorsque tous les

clients appartiennent à la même classe et leur nombre en entrée du système est constant.

Il n’y a ni de départ ni d’arrivée de clients.

c . Réseau mutli-classe mixte : On appelle réseau multi-classe mixte un réseau contenant

au minimum une classe de clients ouverte et une classe fermé. La population de clients

externes est inVnie, alors que la population de clients internes est Vnie.

3.2.2 Modélisation des systèmes à l’aide des réseaux de Vles d’attente

La modélisation des réseaux de Vles d’attente permet de représenter et d’analyser le com-

portement des systèmes complexes où plusieurs Vles d’attente interagissent, souvent avec des

serveurs ou des ressources partagées. En utilisant des approches stochastiques, cette modé-

lisation aide à comprendre la distribution des Wux, la gestion des ressources et l’impact de

diUérents paramètres sur la performance globale du réseau [40].

Avant de pouvoir analyser un réseau de Vles d’attente, il est essentiel de commencer par

une simulation, qui permet de reproduire le comportement dynamique du système dans des

conditions variées. La simulation oUre une vue réaliste de l’interaction entre les diUérentes

Vles d’attente, les serveurs et les demandes, et sert de base pour valider les modèles théoriques

et évaluer les performances sous diUérentes conVgurations.



CHAPITRE 3. FILES D’ATTENTE ET THÉORIE DES JEUX : LIENS ET APPLICATIONS 33

3.2.3 Simulation des systèmes d’attente

La déVnition de l’état du système, des événements qui peuvent se produire, ainsi que de

l’horloge de simulation, qui permet de suivre le temps écoulé, est primordiale avant de présen-

ter la simulation des systèmes de Vles d’attente. Une fois qu’une unité a terminé son service,

la simulation se poursuit comme illustré dans la Vgure 3.1.

Evenement de départ

Temps d’innactivité Supprimer l’unité
d’attente

Commencer le

Unité en attenteNon Oui

service de l’unité

Figure 3.1 – Schéma de Wux de service

L’événement d’arrivée se produit lorsqu’une unité entre dans le syst ème ; L’organigramme

de l’événement d’arrivée est présenté dans la Figure 3.2.

Evenement d’arrivée

Unité entrée en service Unité entrée dans la queue

Service occupé
Non Oui

Figure 3.2 – Schéma de Wux d’entrée de l’unité dans le système

Nous nous intéressons à la question suivante : comment modéliser l’occurrence des événe-

ments en temps simulé ? Les simulations de systèmes de Vles d’attente reposent généralement
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sur la gestion d’une liste d’événements, qui permet de déterminer les événements à venir.

Cette liste indique les moments futurs où se produiront diUérents types d’événements. Dans

ces simulations, les événements surviennent souvent à des instants aléatoires, ce qui reWète

l’incertitude des situations réelles [55, 21]. À titre d’illustration, il est impossible de prédire

avec certitude l’heure d’arrivée d’un client à la caisse d’une épicerie, ni la durée exacte de la

transaction. Dans ces cas, un modèle statistique est développé à partir de données collectées

et analysées, ou encore d’estimations et d’hypothèses subjectives.

3.2.3.1 Modèle d’unité de chimiothérapie

Considérons le cas d’une unité de chimiothérapie d’un hôpital. La chimiothérapie est l’un

des traitements les plus courants contre le cancer. Le type de traitement chimiothérapeutique

dépend de nombreux facteurs, principalement du type et de l’emplacement de la maladie. On

administre habituellement des agents chimiothérapeutiques à chaque patient dans une unité

de jour de l’hôpital, mais parfois la chimiothérapie implique un séjour de quelques jours à

l’hôpital. La chimiothérapie est généralement administrée en plusieurs séances. Chaque cycle

consiste en une période de traitement suivie d’une période de repos de quelques semaines.

Le nombre de cycles dépend de la façon dont le cancer réagit à la chimiothérapie. L’unité de

chimiothérapie peut être modélisée sous la forme de réseaux fermés, illustrés à la Figure 3.3,

avec les probabilités de routage connues [24] (indiquées près des Wèches).

Supposons que le changement de classe n’est pas autorisé. Nous distinguons trois catégo-

ries de patients, représentées dans des rectangles.

– Classe “1” – 250 patients de l’unité de chimiothérapie de jour (recevant une chimiothé-

rapie une fois durant un cycle),

– Classe “2” – 144 patients recevant une chimiothérapie de quelques jours,

– Classe “3” – 20 patients de l’unité de chimiothérapie de jour (recevant une chimiothé-

rapie cinq fois durant un cycle).

Le modèle consiste en huit systèmes, tous ayant des temps de service distribués exponentiel-

lement :

– Bureau des inVrmières S1 (une inVrmière, µ11 = µ12 = µ13 = 67),

– Salle d’attente S2 (µ21 = µ22 = µ23 = 8),

– Bureau du médecin pour les patients en chimiothérapie de quelques jours S3 (un méde-

cin, µ32 = 60),

– Bureau du médecin pour les patients en chimiothérapie quotidienne S4 (quatre méde-

cins, µ41 = µ43 = 8.33),

– Chambre des malades S5 (deux inVrmières, µ52 = 12),

– Unité de chimiothérapie de quelques jours S6 (66 lits, µ62 = 0.218),

– Unité de chimiothérapie de jour S7 (30 lits, µ71 = µ73 = 1),
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Figure 3.3 – Réseau de Vles d’attente dans une unité de chimiothérapie

– “Salle d’attente à domicile” S8 (serveurs à lits inVnis, taux de service diUérent selon

les classes de patients : µ81 = 0.092, µ82 = 0.137, µ83 = 0.053) : un nœud supplé-

mentaire introduit pour modéliser l’ensemble du cycle de la chimiothérapie. Ce modèle

de Vle d’attente pour l’unité de chimiothérapie constitue une approche eXcace et per-

tinente pour analyser et optimiser le fonctionnement de l’unité. Il permet de simuler

le parcours des patients, d’identiVer les points de congestion et de proposer des solu-

tions pour améliorer l’eXcacité et réduire les temps d’attente, tout en tenant compte des

contraintes liées aux ressources humaines et matérielles. Une telle approche analytique

est essentielle pour garantir une prise en charge rapide et de qualité des patients, tout

en assurant une gestion optimale des ressources dans un contexte de soins de santé de

plus en plus complexe.

Une description détaillée de l’unité de chimiothérapie est présentée dans [24]. AVn de déter-

miner les temps d’attente moyens des patients dans chaque système, nous pouvons appliquer

la méthode de sommation en utilisant la loi de Little. Les paramètres nécessaires à ce calcul

sont présentés dans le Tableau 5.
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classe 1 classe 2 classe3
S1 28.4 28.4 28.4
S2 0 0 0
S3 0 5.9 0
S4 40.5 0 40.5
S5 0 38.2 0
S6 0 44 0
S7 56.3 0 56.3
S8 0 0 0

Table 5 – Matrice des temps d’attente des deux scénarios

3.3 Théorie des jeux dans les Vles d’attente Markoviennes

3.3.1 Applications du jeu de routage dans les Vles d’attente

Il existe deux types de travaux concernant l’application de la théorie des jeux en Vles d’at

tente markoviennes : Des travaux qui considèrent que les joueurs sont les serveurs, où les

jeux sont simultanés et non-cooperatifs , des travaux qui considerent que les joueurs sont les

clients, où les jeux sont considérés séquentiels et non-coopératifs. Le premier travail qui a été

réalisé concernant ce thème a été éUectue en 1969 par P.Naor sur un modèleM/M/1 [46], où

il a etudié le comportement des clients dans une station de péage. Depuis, plusieurs travaux

ont vu le jour [43, 64, 25].

Considérons un système distribué typique composé d’un ensemble d’utilisateurs et de

machines, avec utilisateurs générant des requêtes et des machines les traitant. Lorsqu’une

demande est aUectée à une machine, il est placé dans une Vle d’attente interne premier en-

tré, premier sorti (FIFO) dans la machine. Une machine inactive prend toujours la première

requête de sa Vle d’attente lorsque la Vle d’attente n’est pas vide et traite cette requête. Le

temps nécessaire pour traiter une demande est S / V où S indique la taille de la requête et V la

vitesse de la machine. Chaque machine aussi prescrit une taille de Vle d’attente maximale aVn

qu’il accepte uniquement les requêtes lorsque sa taille de Vle d’attente est sous cette limite. Le

temps de réponse d’une requête est déVni comme étant le temps entre lorsqu’une demande est

générée et lorsqu’elle a été traitée. La performance d’un Le système est évalué principalement

par la moyenne et la variance du temps de réponse [70]. Notos à titre d’exemple que pour une
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VleM/M/1 le taux de perte dans un système avec une capacité limitée PL est donné par :

PL =

(

λ
µ

)c

c!
·

1
∑c

n=0

( λ
µ)

n

n!

.

3.3.2 Comportement d’une File d’attente M/M/1 observable

3.3.2.1 Modèle

Soit une Vle d’attente M/M/1, où les clients arrivent selon un processus de Poisson de

taux λ, le taux de service est µ. Chaque client débourse un coût Vxe θ pour l’entrée dans la

Vle, ainsi qu’un coût C par unité de temps, en recevant une récompense R de service. Le

temps moyen de séjour dans le système est

n+ 1

µ

3.3.2.2 Exploration du Jeu

L’analyse d’une Vle d’attente M/M/1 observable se concentre sur les caractéristiques

que l’on peut observer dans un système de Vles d’attente où les clients arrivent et sont servis

selon des processus exponentiels. Cette situation peut être simulée par un jeu entre les clients.

Chaque client a la possibilité de choisir entrer ou de quitter. Au moment où un client entre

dans le système et trouve un client, sa fonction d’utilité est indiquée par :

Ui =

(

R−
C(n+ 1)

µ
− θ

)

j

où j =







1 si entrer

0 si quitter
L’utilisation de cette fonction est identique pour tous les joueurs,

3.3.3 Comportement d’une Vle d’attente M/M/1 non-observable

Ici les clients qui arrivent n’observent pas la taille du système, les clients ne peuvent pas

voir l’état actuel de la Vle d’attente (c’est-à-dire le nombre de clients en attente ou en cours de

service). Cela peut inWuencer le comportement des clients, notamment leur décision d’entrer

ou non dans le système. Ils décident d’entrer ou de quitter sans avoir connaissance de l’état
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du système. Les stratégies de chaque joueur se caractérisent ainsi :{ entrer, quitter }.

La fonction d’utilité d’un client i est donné par :

U(q, p) = q

(

R−
C

µ
− pλ− θ

)

3.4 Conclusion

La théorie des jeux et la théorie des Vles d’attente sont deux cadres puissants qui, lorsqu’ils

sont combinés, oUrent des perspectives précieuses sur les processus de prise de décision et la

performance des systèmes dans divers domaines. Nous avons eUectué dans ce chapitre une

analyse approfondie des interactions entre la théorie des jeux et la théorie des Vles d’attente,

mettant en lumière leur complémentarité dans divers contextes.



Chapitre 4

ROUTAGE MULTICRITÈRE ET

PARADOXES : NOUVELLE APPROCHE

L’étude des jeux de routage appliqués aux Vles d’attente a considérablement progressé

dans les domaines des réseaux de communication, de la théorie des jeux et de l’optimisation.

De nombreux travaux ont été consacrés aux jeux de routage à coûts additifs, où le coût d’un

chemin est la somme des coûts des liens [3, 6]. Ces recherches ont été étendues à des critères

multi-objectifs additifs, mais peu d’attention a été accordée aux jeux de routage avec des coûts

non additifs.

Dans ce chapitre, nous présentons notre première contribution, qui consiste en l’analyse

d’un jeu de routage dans un réseau comportant des liens avec pertes. Nous abordons un pro-

blème multi-objectifs dans lequel chaque joueur doit minimiser une somme pondérée des

coûts de retard et des pertes. Nous déterminons à la fois l’équilibre et la solution optimale, qui

sont uniques. Nous mettons également en lumière un paradoxe de type Braess pour la topo-

logie considérée. De plus, nous découvrons un comportement paradoxal supplémentaire : des

taux de perte plus élevés peuvent améliorer le retard, ce qui signiVe que des liens de meilleure

qualité peuvent Vnalement nuire à la performance, même pour un seul joueur. Cette décou-

verte met en évidence un nouveau type de paradoxe, avec des implications inattendues. EnVn,

nous calculons le prix de l’anarchie, apportant ainsi une contribution signiVcative à la com-

préhension des jeux de routage dans des contextes non additifs.

4.1 Modèle et mesures de performance

La topologie utilisée dans notre approche [15, 16] consiste en un réseau d’équilibrage de

charge, composé de trois noeuds : deux noeuds sources, Sr et Sl (où r représente la droite et l

la gauche) et un noeud de destination communD (voir Figure 4.1).

39
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Figure 4.1 – Modèle de routage compétitif

Il y a 2N sources de Wux, pour S(i), i = 1, . . . , 2N . Chaque Wux est un processus ponctuel

de Poisson de paramètre φ, indépendant et distribué, avec un débit φ. Les paquets provenant de

la source i = 1, . . . , N arrivent au noeud Sl, tandis que ceux provenant de i = N +1, . . . , 2N

arrivent au noeud Sr. La source i = 1, . . . , N peut diviser son Wux entre son chemin direct

SlD et le chemin indirect SlSrD. De même, la source i = N + 1, . . . , 2N peut répartir son

Wux entre son chemin direct SrD et le chemin indirect SrSlD.

Chaque fois qu’un paquet arrive de la source i, celle-ci lance une pièce ayant une probabi-

lité pi d’obtenir un résultat appelé « direct » et une probabilité de 1− pi d’obtenir un résultat

appelé « indirect ». Si le résultat est « direct », alors le paquet emprunte la route directe ; sinon,

il emprunte la route indirecte. Ainsi, le processus des paquets provenant de la source i qui em-

pruntent le chemin direct suit un processus de Poisson de taux φpi, tandis que le processus

des paquets qui empruntent le chemin indirect suit un processus de Poisson de taux φ(1−pi).

Soit xi
l le débit du Wux envoyé par la source i via la liaison l. Les liaisons SrSl et SlSr sont

supposées être sans Vl, de sorte que les paquets envoyés sur ces liaisons subissent des pertes

indépendantes avec une probabilité Vxe q. Le retard sur ces liaisons est considéré comme une

constante notée δ. En revanche, les liens SlD et SrD sont supposés sans perte, mais entraînent

un coût de congestion par unité de Wux qui les utilise, donné par :

Tl(x) =
1

C − xl

.

Où C est la capacité du lien et xl représente le Wux total passant par le lien l.

Par conséquent, pour chaque joueur i, considérons le processus d’arrivée des paquets au

nœud Sk, qui sont ensuite redirigés vers le chemin indirect SkSmD (avec k ∈ l, r et m 6= k).
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Ce processus suit également une loi de Poisson, avec un taux donné par :

φp(1− pi)(1− q)

.

4.1.1 Coût total

Soit i ≤ N . Le coût associè à la source i est une somme pondérée du retard moyen de son

Wux et de son taux de perte. Ce coût est donné par la formule suivante :

gi(p) =
φpi

C ′ − φ

(

N
∑

j=1

pj − q

2N
∑

i=N+1

(1− pj)

) +
φ(1− pi)(1− q)

C ′ − φ

(

q

N
∑

i=1

(1− pj)−

2N
∑

j=N+1

pj

)

+ φ(1− pi)[δ(1− q) + γq] (4.1)

Les trois premiers termes correspondent au coût du retard, tandis que le dernier terme

représente le coût des pertes. Le premier terme reWète le coût de congestion sur le trajet direct

partant de la source i, alors que les deux termes suivants illustrent le coût de congestion sur

le trajet indirect.

La solution optimale symétrique est obtenue en minimisant gi(p) par rapport à pi, sous la

contrainte que les pi sont identiques pour tout i (on omet donc i dans la notation de pi). Soit :

Xl(x) = φ
N
∑

j=1

pj + φq
2N
∑

j=N+1

(1− pj).

la quantité qui représente le taux de paquets utilisant le lien SlD.

Supposons que le coût du lien par unité de Wux est linéaire dans ce Wux. Cela revient à utiliser

le premier terme du développement en série de Taylor de (4.1). Ainsi, gi(p) est approximé par :

gi(p) = φpi(axl + b) + φ(1− q)(1− pi)(axl + b) + δφ(1− pi) + γφq(1− pi).

où a et b sont des constantes positives.

4.2 Calcul de l’optimum global

Dans le cadre de notre étude, nous avons conçu une approche systématique aVn de déter-

miner la solution optimale globale en termes de coût dans le réseau. Dans ce but, nous avons
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formulé l’équation d’optimisation suivante :

∂
2N
∑

i=1

Ji(p)

∂p
= 0

(Á moins que ce ne soit pas à la limite).

En résolvant cette équation, nous avons obtenu une solution unique, qui s’exprime comme

suit :

p =
1

2

aφN(2q2 − 2q + 1) + bq − γq − δ

φaqN(q − 1)
.

Dans le cadre de l’étude numérique, nous trouvons commode, de poser z = γq + δ, car la

dépendance de l’optimum global ou de l’équilibre par rapport à chacun des deux paramètres

δ et γ ( pour un q Vxé) ne se traduit que par la valeur de z. Ainsi, p peut s’écrire :

p =
1

2
·
aφN(2q2 − 2q + 1) + bq − z

φaqN(q − 1)

.

4.2.1 Conditions d’existence

Les conditions d’existence de la solution optimale jouent un rôle crucial dans la garantie

de la résolution et de l’optimisation du modèle. Nous avons établi que :

g′(p) = 2aφ2q2N(1 − p) + φbq + φ2aN + 2aφ2qN(p− 1)− φz.

De plus :







g′(p) > 0 si z < φaN (2q(q − 1)(1− p) + 1) + qb,

g′(p) < 0 si z > φaN (2q(q − 1)(1− p) + 1) + qb.

Dans le premier cas, g est croissante et le minimum est atteint pour p = 1, et dans le second

cas, g est décroissante et le minimum est aussi atteint pour p = 1.

Ces résultats soulignent les conditions sous lesquelles le comportement de la fonction de coût

varie et mettent en lumière l’importance des paramètres z, φ, et q dans la détermination de

l’optimum.

Les conditions de validité suivantes peuvent être résumées avant d’examiner les implica-

tions pratiques de notre modèle :
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





p < 1 si z < aφN + qb,

p > 0 si z > aφN(2q2 − 2q + 1) + qb.

Ces conditions reWètent un contexte de modélisation et garantissent que p reste dans une

plage raisonnable en fonction des valeurs de z.

4.3 Calcul de l’équilibre de Nash

Dans notre modèle [15, 16] , la détermination de l’équilibre de Nash est obtenu en posant :

pi = p pour tous les i, sauf pour i = 1 où il est Vxé à p̂.

Pour chaque valeur de p, nous déterminons la meilleure réponse p̂ = f(p) pour le joueur 1. Un

point Vxe de cette équation fournit l’équilibre recherché. En appliquant cette méthode, nous

avons établi l’équilibre de Nash, qui s’exprime comme suit :

p1 =
1

2
−

aφqN(p+ q − pq) + q(φap+ φa− b+ γ)− φa+ δ

φaq
.

Ce résultat illustre les interactions stratégiques entre les joueurs et souligne l’inWuence des

paramètres du modèle sur l’équilibre obtenu.

Soit p̂ le point obtenu en remplaçant p1 par p. Nous obtenons ainsi :

p̂ =
aφNq2 + aφ(1− q) + qb− γq − δ

aφq(qN −N − 1)
.

qui s’écrit comme :

p̂ =
aφNq2 + aφ(1− q) + qb− z

aφq(qN −N − 1)
.

Ces équations permettent de mieux comprendre comment les variations des paramètres in-

Wuencent les choix des joueurs et l’équilibre du système.

4.3.1 Conditions d’existence

Pour analyser les conditions d’existence de l’équilibre de Nash, il est crucial de déVnir le

contexte dans lequel nous évoluons. Notre modèle s’appuie sur des relations précises entre les

coûts, les quantités produites et les stratégies des joueurs. En dérivant la fonction de coût par

rapport à p̂ et en égalant la dérivée à zéro, nous sommes en mesure d’identiVer les conditions

nécessaires pour établir l’équilibre. :







si z > 2aφqN − aφN + bq, g est une fonction décroissante,

si z < 2aφqN − aφN + bq, g est une fonction croissante.
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Ce système de conditions met en évidence le rôle déterminant de la variable z dans le com-

portement de la fonction g. Lorsque z dépasse le seuil déVni ci-dessus g adopte un caractère

décroissant, ce qui suggère que les joueurs peuvent être incités à réduire leur production ou

à ajuster leurs stratégies, pouvant ainsi mener à un équilibre instable. En revanche, lorsque z

est en dessous de ce seuil, g devient croissante, indiquant que les joueurs sont encouragés à

accroître leur production ou à intensiVer leurs eUorts, favorisant ainsi la convergence vers un

équilibre. Cette dualité souligne l’importance des paramètres économiques dans les décisions

stratégiques des joueurs et met en lumière la dynamique potentielle du marché en fonction

de la position relative de z par rapport à ce seuil critique. De plus :







p < 1 si z < aφ(qN + 1) + bq,

p > 0 si z > aφq2N + aφ(1− q) + bq.

ces conditions soulignent comment la perception des probabilités, en fonction de la variable z,

inWuence les décisions stratégiques des joueurs dans le cadre de l’équilibre de Nash, révélant

ainsi la dynamique entre la conVance dans les résultats et le comportement stratégique.

4.4 Prix de l’anarchie et nouveau paradoxe

Le prix de l’anarchie est le rapport entre la valeur de la fonction objectif dans le pire des

cas d’un équilibre de Nash et celle d’un résultat optimal. Cet indicateur permet de quantiVer

la perte d’eXcacité d’un système due au comportement égoïste de ses joueurs. En d’autres

termes, il mesure dans quelle mesure l’optimisation individuelle peut nuire à l’eXcacité col-

lective. Cette mesure a été particulièrement utile pour évaluer l’ineXcacité dans des contextes

tels que les réseaux de congestion. Dans ce cadre, chaque utilisateur du réseau a une source

et une destination, et il doit supporter un coût pour voyager entre ces deux points. En tenant

compte de ces éléments, nous formulons le prix de l’anarchie comme suit :

PoA =
2Ngi(p̂)

2Ngi(p)
.

Un paradoxe se produit si le remplacement de liaisons par des liaisons de meilleure qualité

entraîne une performance pire. Dans notre cas, une liaison de meilleure qualité pourrait si-

gniVer une liaison avec un délai plus court δ ou une probabilité de perte plus faible q. Nous

constatons dans notre étude qu’un paradoxe se produit lorsque la dérivée g′(δ) de la fonction

g à l’équilibre, par rapport au délai δ, est négative. Cela indique qu’une amélioration du délai,

qui devrait logiquement entraîner une meilleure performance, se traduit en réalité par une

dégradation des résultats du système.
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Ce phénomène souligne les complexités des interactions entre les joueurs et les eUets non

anticipés des changements dans la qualité des liaisons, révélant ainsi que des améliorations

apparentes peuvent parfois nuire à l’eXcacité globale. Nous développons l’expression sui-

vante :

g′(δ) =
aφ+ aφN2(1 + q2) + 2aφNq(1−N) + 2bq − 2δ − 2γq

aq(qN −N − 1)2
.

Dans un réseau similaire, avec un objectif unique pour chaque joueur, des paradoxes ont été

observés [4, 5, 33], dans lesquels, sous certaines conditions, l’amélioration de la qualité des

liaisons entre Sr et Sl entraîne une performance dégradée pour tous les joueurs.

Nous pouvons rechercher un paradoxe similaire dans notre problème [15, 16] , où la qualité

de la liaison est mesurée par son délai (une meilleure qualité signiVe un délai plus court) ou

par son taux de perte (une meilleure qualité signiVe un taux de perte plus faible). La condition

pour ce type de paradoxe est que la fonction g à l’équilibre soit décroissante par rapport à un

paramètre du réseau, tel que le délai δ. Ainsi, la dérivée g′ à l’équilibre devrait être négative,

et cette dernière est donnée par :

g′(δ) =
aφ+ aφN2(1 + q2) + 2aφNq(1−N) + 2bq − 2δ

aq(qN −N − 1)2
.

Si z > 1
2
φa(1 + N2) − 1

2
φaqN(2N − qN − 2) + bq, g est une fonction décroissante. Cette

condition indique que, au-delà d’un certain seuil pour z, la fonction g commence à diminuer,

ce qui peut avoir des implications signiVcatives pour le comportement des joueurs dans le

système. Cela souligne l’importance de comprendre les interactions entre les paramètres et

leur inWuence sur la performance du réseau.

4.5 Résultats numériques

Pour valider nos résultats théoriques, nous entreprenons de les confronter à des simu-

lations numériques, aVn d’obtenir une vision plus concrète et approfondie de notre modèle.

Dans ce cadre, nous choisissons les paramètres suivants : a = 1, b = 1, N = 4, φ = 1 et

q = 0.5. Ces valeurs nous permettront d’explorer en détail le comportement du système et de

tester la robustesse de nos prédictions théoriques. Ainsi, le domaine d’existence de z dans ce

contexte est [2.2, 3]

La Figure 4.2 illustre la solution optimale et le point d’équilibre en fonction de la variable z.

p̃ et p sont des fonctions croissantes en z et la solution optimale p est dominée par l’équilibre

p̃, ce qui conVrme les tendances théoriques prévues. La Figure 4.3 montre la fonction de coût
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de la solution optimale g(p) et l’équilibre g(p̂) en fonction de z ; les deux courbes sont des

fonctions croissantes. Cela met en lumière l’interaction entre le niveau de z et les coûts de

mise en oeuvre des solutions dans le système.

Figure 4.2 – Équilibre et solution op-
timale

Figure 4.3 – Fonctions des coûts

Dans la Figure 4.4, nous présentons la variation de la fonction de coût à la solution op-

timale et à l’équilibre en fonction de la probabilité de perte q. Cette illustration nous permet

d’observer comment les coûts évoluent en réponse aux changements de q, mettant en lumière

les interactions entre la qualité des liaisons et les performances du système.

La Figure 4.5 montre la variation de la fonction de coût à l’équilibre en fonction du délai

de liaison. Cette analyse met en évidence un paradoxe inattendu : bien qu’une amélioration

apparente de la qualité des liaisons (par la réduction du délai) soit observée, les coûts peuvent

paradoxalement augmenter, ce qui déVe les attentes intuitives. Ces résultats soulignent la

complexité des interactions au sein du système et l’importance d’une analyse approfondie

pour comprendre pleinement les conséquences des modiVcations des paramètres.

Figure 4.4 – Variation de la fonction coût
Figure 4.5 – Coût d’équilibre en fonction
du délai
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Le prix de l’anarchie est présenté dans la Figure 4.6. Nous constatons que, pour de faibles

valeurs de z, le prix de l’anarchie se rapproche de 1. Cela indique qu’à ce niveau, l’eXcacité du

système est proche de l’optimum social, suggérant ainsi que le comportement individuel des

joueurs n’entraîne pas de pertes signiVcatives en termes de performance globale. En d’autres

termes, lorsque z est faible, les joueurs semblent coopérer de manière plus eXcace, et les

décisions individuelles n’aXchent pas un impact négatif important sur les résultats collectifs.

Cela indique une situation où l’équilibre de Nash est proche de la solution optimale, ce qui est

souhaitable dans un système idéal. Ce constat met en évidence que l’ineXcacité associée au

comportement égoïste des joueurs ne se manifeste que lorsque les valeurs de z augmentent,

entraînant un écart croissant entre le prix de l’anarchie et l’optimum social.

Figure 4.6 – Prix de l’anarchie

4.5.1 Discussions

Nouveau paradoxe : Nous identiVons un nouveau type de paradoxe : le coût n’est pas

monotone par rapport à la qualité de la liaison (la probabilité de perte q). Ce phénomène est

dû à la structure multi-objectifs particulière de notre problème. En eUet, une probabilité de

perte plus élevée augmente le coût lié aux pertes, mais contribue à diminuer le coût global,

car davantage de pertes entraînent une réduction de la congestion et donc des délais plus

courts.

Paradoxe de Kameda : Nous retrouvons dans notre modèle le paradoxe déjà observé dans

[4], [5], [33], selon lequel des délais de liaison plus longs peuvent être bénéVques pour tous

les utilisateurs. En eUet, investir dans des liaisons plus rapides entraîne une augmentation des

délais et dégrade ainsi les performances globales pour tous les joueurs.Applications Pratiques

de l’approche multi-Objectifs : Cette approche peut être utilisée pour évaluer les coûts et les
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délais dans divers domaines, tels que les études économiques, sociales et médicales, comme

celle du Covid-19, où elle permet d’estimer le pic de l’épidémie. Elle oUre ainsi la possibilité de

déterminer une solution optimale (décision). L’élément clé de cette approche est la fonction de

coût, qui doit être minimisée en fonction de la décision prise, tout en permettant à diUérents

utilisateurs d’attribuer des poids distincts. La plupart des courbes actuellement disponibles

correspondent à celles illustrées dans la Figure 4.4.

4.6 Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié un jeu de routage caractérisé par des liaisons, des pertes

et de la congestion, où les composants de délai et de perte sont directement associés aux coûts.

À partir de nos résultats, nous avons calculé la solution optimale ainsi que l’équilibre symé-

trique. Plus important encore, nous avons identiVé un nouveau paradoxe et démontré que le

paradoxe de Kameda se manifeste également dans ce contexte. Nous avons également établi

l’unicité de l’équilibre de Nash. Cette étude révèle un avantage majeur : même en présence

de taux de perte élevés, un paradoxe peut survenir. De plus, nous avons obtenu des résultats

théoriques signiVcatifs, indiquant que l’approche proposée peut être appliquée avec succès

dans des contextes quadratiques et qu’elle est facilement réalisable en pratique. En eUet, cette

approche pourrait être directement mise en œuvre dans des domaines tels que la gestion des

ressources hospitalières, où l’optimisation des délais et des ressources est cruciale. Ce sujet

sera exploré plus en détail dans le chapitre suivant.



Chapitre 5

INNOVATION DANS L’OPTIMISATION

DES PERFORMANCES AMBULATOIRES

Les hôpitaux représentent des systèmes complexes qui, bien qu’ils oUrent de nombreux

avantages, peuvent être coûteux pour le grand public. La surpopulation dans les zones d’at-

tente, les urgences, les unités de soins intensifs et les départements de consultations externes

(OPD) constitue une préoccupation majeure. Cette situation résulte souvent d’une gestion in-

adéquate des systèmes de Vles d’attente dans plusieurs départements [49, 37]. En eUet, lorsque

le nombre de serveurs est inférieur à celui des patients à traiter, des Vles d’attente se forment.

Pour remédier à ces ineXcacités, la simulation d’événements discrets (DES) s’avère être un

outil précieux, permettant d’analyser et d’optimiser la gestion des Wux de patients ainsi que

l’utilisation des ressources dans les établissements de santé [13, 23, 29, 56, 34, 32].

La modélisation dynamique est particulièrement adaptée pour comprendre les enjeux com-

plexes en santé publique, en s’appuyant sur des modèles de simulation qui capturent les dy-

namiques d’accumulation et garantissent des résultats Vables [31, 51, 47, 71]. Lane et al. ont

développé un modèle visant à gérer le temps d’attente des patients dans un service d’urgence,

en analysant les déVs rencontrés par les professionnels de santé lors de la création de modèles

simpliVés [38]. En utilisant le modèle DES, Das a montré que les ajustements proposés pour

le processus COVID-19 avaient un impact négatif signiVcatif sur les mesures de productivité

et les indicateurs opérationnels [20].

Dans ce chapitre, nous commencerons par examiner les fondements théoriques des sys-

tèmes dynamiques et de la simulation d’événements discrets, dans le but d’optimiser les per-

formances des systèmes de Vles d’attente. Nous nous concentrerons ensuite sur l’optimisation

de la longueur des Vles d’attente et du temps d’attente des patients dans l’OPD. À cette Vn,

nous avons développé à la fois un modèle DES et un modèle de systèmes dynamiques (SD)

en utilisant les mêmes données. Étant donné que l’interaction des variables, temps d’attente,

nombre de patients, nombre de serveurs et coût d’opportunité est non linéaire, nous avons

49
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choisi l’approche SD pour nos calculs. De plus, nous avons élargi nos résultats pour inclure le

calcul du prix de l’anarchie et de l’équilibre de Nash, aVn de déterminer la meilleure stratégie

à adopter via les approches DES et SD. Cette recherche démontre comment les techniques

de modélisation DES et SD peuvent être utilisées pour améliorer les performances des OPD,

oUrant ainsi aux hôpitaux des solutions eXcaces pour optimiser leur fonctionnement.

5.1 Systèmes Dynamiques : Concepts et éléments essentiels

5.1.1 Système

Un système est un ensemble d’éléments interconnectés qui interagissent pour atteindre un

objectif commun ou produire un résultat. Ces éléments peuvent être physiques, des processus

ou des acteurs, et leurs interactions sont inWuencées par des facteurs externes. Les systèmes se

caractérisent par des entrées (E), des processus internes (P ) et des sorties (S). Cette relation

peut être exprimée par la formule suivante :

S = f(E, P )

où f est la fonction qui relie les entrées et les processus aux sorties. Les systèmes peuvent être

simples ou complexes selon la nature et le nombre de leurs éléments et interactions.

5.1.2 Système dynamique

Un système dynamique est un modèle mathématique qui décrit le comportement d’un

système en fonction du temps, permettant d’analyser comment les variables interagissent les

unes avec les autres. Un système dynamique peut être représenté par deux manières :

1. Une équation diUérentielle ordinaire dans le cas d’une évolution continue dans le temps :

{

x. = f(x(t))

x(t) = x0

2. Un système d’équations dans le cas d’une évolution discrète dans le temps :

{

x(k + 1) = f(x(k))

x(k0) = x0

Un regard plus avancé sur le développement des modéles et la théorie des systémes dyna-

miques peuvent être trouvés dans [28].
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DéVnition 5.1. L’état d’un système dynamique est un ensemble de variables dont les valeurs à

l’instant t0 sont nécessaires pour déterminer de manière unique les sorties y(t) pour tout t ≥ t0,

étant donné les entrées U(t) pour tous t ≥ t0.

5.1.3 ClassiVcation des systèmes dynamiques

Les systèmes dynamiques se classiVent en quatre catégories : systèmes groupés, systèmes

à temps continu ou discret, systèmes à variation ou invariants dans le temps, et systèmes

linéaires et non linéaires.

DéVnition 5.2. Un système est dit linéaire s’il peut être décrit par des équations diUérentielles

linéaires d’ordre Vni à coeXcients constants, plusieurs limitations sont considérées pour la modé-

lisation d’un système par une représentation linéaire.

DéVnition 5.3. Un système qui n’est pas linéaire est un système qui ne peut pas être décrit par

des équations diUérentielles linéaires à coeXcients constants.

Il existe plusieurs points d’équilibre isolés dans un système non linéaire ( le point d’équilibre est

unique dans un système linéaire ).

5.1.3.1 Systèmes linéaires vs non linéaires

Principe de superposition

La superposition, dans le cadre des systèmes linéaires, est un principe clé qui stipule que la

réponse globale d’un système linéaire à une combinaison d’entrées est égale à la somme des

réponses du système à chaque entrée prise individuellement. Autrement dit, si l’on considère

deux entréesx1(t) et x2(t), la réponse du système à la somme de ces entrées, x(t) = x1(t) +

x2(t), correspondra à :

y(t) = y1(t) + y2(t)

où y1(t) est la réponse à x1(t) et y2(t) est la réponse à x2(t).

Point d’équilibre

Le point d’équilibre, dans le contexte des systèmes dynamiques, est un état où le système reste

stable et ne subit pas de changement sans intervention extérieure. Plus précisément, c’est un

point où les forces ou les inWuences qui agissent sur le système se compensent, de sorte que

la dynamique du système ne varie pas.

– Un point d’équilibre est considéré comme stable si, lorsqu’il est légèrement perturbé, le

système revient vers ce point.

– Un point d’équilibre est instable si une petite perturbation peut provoquer l’éloignement

du système de ce point.
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– Dans un système dynamique décrit par des équations diUérentielles, un point d’équi-

libre (x∗, y∗) est généralement trouvé en résolvant les équations lorsque les dérivées

sont égales à zéro :
dx

dt
= 0,

dy

dt
= 0

Les systèmes linéaires obéissent au principe de superposition, ce qui facilite leur analyse

et leur résolution. Ils permettent de déterminer l’existence et l’unicité des solutions, ainsi que

d’étudier les points d’équilibre à l’aide des valeurs propres. En revanche, les systèmes non

linéaires présentent un comportement plus complexe et ne respectent pas le principe de su-

perposition. Leur analyse requiert une compréhension approfondie des systèmes linéaires, car,

près des points d’équilibre, les systèmes non linéaires peuvent se comporter de manière simi-

laire à leurs homologues linéaires. Ainsi, bien que les systèmes linéaires soient plus simples

à traiter et largement utilisés dans divers domaines [7, 12, 21, 30], les systèmes non linéaires

jouent un rôle clé dans la modélisation de phénomènes naturels et techniques de manière plus

authentique [58].

5.1.4 Système dynamique à l’hôpital

Les systèmes dynamiques peuvent être employés dans les hôpitaux pour augmenter l’eX-

cacité, optimiser la prise en charge des patients et diminuer les coûts [65]. Quelques méthodes

et exemples d’application de ces systèmes dans un environnement hospitalier incluent :

1. Système de gestion des lits
dL

dt
= A−D (5.1)

où :

– L = nombre de lits occupés

– A = taux d’admission de nouveaux patients

– D = taux de sortie de patients ( guérison, transfert, décès)

2. Système de Vle d’attente aux urgences

W =
λ

µ(µ− λ)
(5.2)

où :

– W = temps moyen d’attente

– λ = taux d’arrivée des patients

– µ = taux de service des médecins
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3. Modèle de propagation des infections

dS

dt
= −βSI,

dI

dt
= βSI − γI,

dR

dt
= γI. (5.3)

où :

– S = nombre de personnes susceptibles

– I = nombre de personnes infectées

– R = nombre de personnes rétablies

– β = taux de transmission

– γ = taux de récupération

4. Système de gestion des stocks de médicaments

dM

dt
= R− U (5.4)

où :

– M = quantité de médicaments en stock

– R = taux de réception de nouveaux médicaments

– U = taux d’utilisation des médicaments

5. Modèle de planiVcation des ressources humaines

N(t) = N0 +

∫ t

0

(A(s)−D(s))ds (5.5)

où :

– N(t) = nombre de personnel disponible à un moment t

– N0 = personnel initial

– A(s) = taux d’embauche

– D(s) = taux de départ

5.1.5 Modélisation et simulation des systèmes dynamiques avec Anylogic

AnyLogic est un logiciel de simulation de systèmes dynamiques qui permet aux utilisa-

teurs de modéliser, d’analyser et de visualiser des systèmes complexes dans divers domaines,

tels que l’ingénierie, la logistique [62], la santé, et l’économie. Il combine plusieurs approches

de modélisation, notamment les événements discrets, les systèmes dynamiques et les modèles

basés sur les agents ( ABM ). Parmi ses propriétés , on note :

– Multimodélisation : AnyLogic supporte plusieurs paradigmes de modélisation (DES,

SD, ABM), ce qui permet une Wexibilité dans la représentation des systèmes.
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– Interface Graphique : L’interface utilisateur est intuitive, permettant une modélisation

visuelle avec des éléments graphiques que l’on peut glisser-déposer.

– Intégration de Données : Capacité d’intégrer des données provenant de sources ex-

ternes, telles que des bases de données, pour des simulations basées sur des données

réelles.

– Analyse et Visualisation : Outils robustes pour l’analyse des résultats de simulation, y

compris des graphiques, des tableaux et des visualisations 2D et 3D.

– Optimisation : Fonctionnalités pour exécuter des scénarios multiples et optimiser les

paramètres pour améliorer les performances des systèmes modélisés.

– Support pour les Langages de Programmation : Utilisation de Java pour l’extension des

modèles, permettant d’ajouter des scripts personnalisés et des fonctions avancées.

– Interopérabilité : Capacité d’interagir avec d’autres systèmes et logiciels, ce qui facilite

l’intégration dans des environnements de travail existants.

Quelques formules utiles dans AnyLogic :

a. Équations de Stock et de Flux

La dynamique d’un stock peut être décrite par l’équation :

dS

dt
= Fin − Fout

où S est le stock, Fin est le Wux entrant et Fout est le Wux sortant.

b. Règles de Comportement des agents

DéVnir le comportement d’un agent peut impliquer des formules telles que :

v = k ·
d

d0

où v est la vitesse de l’agent, k est un coeXcient et d0 est une distance de référence.

c. Fonctions de coût

Pour modéliser le coût d’un système :

C = c1 · x+ c2 · y

où C est le coût total, c1 et c2 sont des coeXcients, et x et y sont des variables de

décision.
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5.2 Modèle DES et SD

Lorsqu’il s’agit de déterminer quelle approche est la mieux adaptée pour modéliser un pro-

blème particulier, les questions clés sont : quel type de modèle représente le mieux le système

étudié, quelles questions le décideur souhaite-t-il aborder, et dans quel but le modèle sera-t-il

utilisé ?

La méthodologie SD est mieux adaptée aux problèmes liés aux processus continus, où les

rétroactions aUectent de manière signiVcative le comportement du système, produisant des

changements dynamiques. Les modèles DES, en revanche, sont plus adaptés pour modéliser

des changements discrets dans le comportement du système [59, 61, 41]. Ces modèles sont uti-

lisés lorsque l’objectif est d’obtenir une estimation statistiquement valide de la performance

du système. Le SD est plus souvent choisi comme outil pour des véhicules de formation. Il

existe certainement un large domaine de chevauchement entre les deux approches. De nom-

breux problèmes pourraient être modélisés avec l’une ou l’autre de ces approches et produire

des résultats très similaires. Les deux méthodes, lorsqu’elles sont utilisées de manière appro-

priée, peuvent aider à mieux comprendre et à soutenir la prise de décision [63].

5.2.0.1 Comparaison des modèles SD et DES

Le modèle SD est un modèle de boucles causales, tandis que le modèle DES est un modèle

de Wux de processus du même système. Les modèles diUèrent car les deux méthodologies sont,

en pratique, utilisées à des Vns diUérentes.

Une représentation DES du système se concentrerait généralement sur les aspects obser-

vables et mesurables de la production. Le processus a un début et une Vn clairement déVnis,

et les entités se déplacent dans le système de manière linéaire. Il n’y a pas de boucles de rétro-

action. Bien que les mêmes facteurs qui aUectent la productivité puissent être intégrés dans

le modèle DES, ces facteurs sont généralement omis. À la place, le modèle DES reWète une

analyse détaillée des données historiques sur le comportement du système.

En l’absence de données historiques, des données provenant de la performance de sys-

tèmes similaires peuvent être utilisées. L’eUet des facteurs présents dans le modèle SD, mais

omis dans le modèle DES, est capturé dans les distributions statistiques associées à chaque

processus inclus dans la représentation DES.

Les deux diagrammes reWètent l’approche profondément diUérente de chaque méthodo-

logie. Dans la mesure où les facteurs présents dans le modèle SD génèrent des changements

dynamiques au Vl du temps, l’approche DES pourrait induire en erreur un décideur. Cepen-

dant, le modèle DES produira une représentation statistiquement valide du comportement

historique du système étudié. En utilisant cela comme point de départ, le modèle DES pour-

rait ensuite être mis à jour avec de nouvelles informations, à mesure que des changements
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dans le système se produisent ou sont anticipés.

5.3 Simulation par le modèle DES dans l’OPD

La simulation dans l’OPD permet d’analyser et d’optimiser les processus en tenant compte

des événements discrets qui modiVent l’état du système. Le modèle DES, particulièrement

adapté à ces situations, oUre une représentation précise des Wux et des dynamiques dans les

systèmes complexes.

5.3.1 Système à événements discrets

Un système à événements discrets est un système dynamique, à état discret, il est caracté-

risé par :

1. Ensemble d’événements discret

Un ensemble d’événements discrets est une collection d’événements E, tel que : E =

{e1, e2, e3, . . . , en}, où chaque ei représente un événement distinct dans le système.

2. Espace d’états discret

Un espace d’états discret X est tel que : X = {x1, x2, x3, . . . , xm}, où chaque xj repré-

sente un état possible du système.

3. Dynamique événementielle

La dynamique événementielle décrit le processus de transition d’un état à un autre en

fonction des événements qui se produisent dans un système. Cette dynamique peut être

modélisée par des fonctions de transition d’état.

Soit T la fonction de transition qui spéciVe l’évolution d’un état xi en réponse à un

événement ek tel que : T : X × E → X . Cela implique que, pour chaque état xi et

chaque événement ek, il existe un nouvel état xj tel que : xj = T (xi, ek).

5.3.2 Service de consultation externe

L’OPD est un service ambulatoire permettant aux patients de consulter un médecin sans

hospitalisation, avec la possibilité de se rendre dans d’autres établissements médicaux. L’aug-

mentation de la demande a amélioré l’expérience patient et la qualité des soins. Les systèmes

de santé visent à réduire les coûts et à optimiser les ressources à travers diUérentes stratégies

[54, 53]. Dans ce contexte, le modèle DES s’avère être un outil eXcace pour évaluer les per-

formances et les choix stratégiques, en tenant compte des Wux de patients, des taux d’arrivée

et des ressources disponibles [19].
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Exemple 5.4. Un exemple de modèle développé par Hafzoh et al. [10] vise à fournir une vue

d’ensemble du système réel de la Polyclinique de Médecine Interne (voir Table 5.1). Ce modèle

permet de mesurer les performances réelles du système et d’identiVer des alternatives optimales

basées sur les résultats de l’analyse. Les données d’entrée comprennent les éléments suivants :

– Nombre d’arrivées de patients chaque jour.

– Probabilité de choisir un médecin.

– Temps entre les arrivées du patient.

– Temps de service administratif.

– Temps de service de triage.

– Temps de service du médecin.

Les principaux paramètres utilisés dans cette recherche pour prise de décision sont le temps d’at-

tente du patient et la durée Vle d’attente.

Nom T-système T-opération T-logiciel

Patients
sortants 5,17 0,07 4,82

Table 5.1 – Modèle d’analyse des performances

Diverses alternatives ont été proposées pour réduire le temps d’attente dans le système, no-

tamment l’installation d’un modèle d’appel des patients, la création de postes spéciVques pour

les inVrmières et l’ajout d’installations informatiques au service. Les résultats de simulation sont

basés sur les paramètres relatifs au temps d’attente. Chaque alternative peut être mise en œuvre

dans la section de triage, où les conditions de soumission et de traitement à la Polyclinique de

Médecine Interne sont réévaluées. Dans ce processus, l’inVrmière prend en charge le dossier ad-

ministratif et le distribue à chaque service de tri, tout en récupérant et redistribuant les Vchiers

entre la section administrative et les bureaux des médecins.

5.3.3 Structure d’un modèle DES

La modélisation d’un système à événements discrets est essentielle dans le contexte de la

simulation [69, 36], car elle permet de représenter de manière précise le comportement des

systèmes complexes.

Soit Z l’ensemble des types d’événements d’entrée externes au système d’événements dis-

crets. Notons ζ l’ensemble des types d’événements de sortie externes. Soit S l’ensemble des

états du système, où un sous-ensemble de variables d’état comprend la liste des événements

futurs à l’instant donné.
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L’abstraction DES est alors donnée par le 7-uplet :

(Z, ζ, S, σint, σext, λ, τ)

où

– σint : S → S est la fonction de transition interne qui dicte les transitions d’état dues

aux événements internes.

– σext : ω → S est la fonction de transition externe dictant les transitions d’état dues à

des événements d’entrée externes.

De plus,

– ω = {(s, e) | s ∈ S, 0 ≤ e ≤ τ(s)} est l’ensemble total des états du modèle.

– (s, e) représente l’état d’avoir été dans l’état s pendant le temps écoulé e.

– λ : S → ζ est la fonction de sortie générant des événements externes, et τ : S → R
0
+

est le temps minimum des événements futurs. Si le système est dans l’état s à l’instant

t, alors il restera dans cet état jusqu’à ce que t+ τ(s) ≥ 0.

En utilisant cette abstraction, les simulateurs peuvent créer des représentations numé-

riques des systèmes, où chaque événement, qu’il soit d’entrée ou de sortie, peut être traité

individuellement. Cette approche permet non seulement d’analyser les performances du sys-

tème en temps réel, mais aussi de prévoir son comportement futur en fonction des événements

internes et externes. Ainsi, la simulation d’événements discrets devient un outil puissant pour

évaluer les scénarios, optimiser les processus et prendre des décisions éclairées dans divers

domaines d’application, tels que la logistique, la production ou les services.

5.3.4 Modèles de simulation

Une simulation informatique est un calcul qui émule le comportement d’un systèmes

conceptuels au Vl du temps. Il existe trois principales techniques de simulation [26] :

1. Simulation discrète : Modélisation de systèmes où les changements d’état se produisent

à des instants discrets dans le temps. Cette approche permet de suivre l’évolution du

système à chaque événement, facilitant ainsi l’analyse des performances.

2. Simulation continue : la simulation continue modélise des systèmes où les variables

d’état varient de manière Wuide et continue dans le temps. Les équations diUérentielles

sont souvent employées pour représenter le comportement du système.

3. Simulation d’événements discrets [9] : Cette méthode modélise des systèmes en se

concentrant sur les événements qui entraînent des changements d’état à des moments

spéciVques . Chaque événement, qu’il s’agisse d’une arrivée, d’un départ ou d’un chan-

gement de condition, est enregistré et traité individuellement. Cela permet de suivre
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l’évolution du système au Vl du temps, en fournissant des informations détaillées sur

les performances, les délais d’attente et d’autres métriques clés. Cette approche est par-

ticulièrement utile dans des domaines tels que la logistique [52], la gestion des Vles

d’attente et les systèmes de production, où il est essentiel de comprendre comment les

événements inWuencent le comportement global du système.

5.3.5 PlaniVcation dans le service ambulatoire

La planiVcation est un facteur clé inWuençant l’eXcacité des hôpitaux. Elle permet une

utilisation optimale des ressources disponibles et contribue à oUrir un service de qualité, ce qui

améliore la satisfaction des patients en réduisant les temps d’attente [1]. Le temps d’attente

est un élément crucial à considérer dans la gestion du système de santé. Bien qu’il ne soit pas

le seul déterminant de la satisfaction des patients, il constitue un indicateur important de la

qualité des services ambulatoires [57]. Par ailleurs, l’accès aux médecins joue également un

rôle essentiel dans la performance des hôpitaux.

Pour optimiser la gestion des rendez-vous dans un service ambulatoire, il est possible de

modéliser le nombre de rendez-vous nécessaires en fonction de la durée des consultations et

du taux d’absence.

1. Modèle de rendez-vous

Le nombre de rendez-vous Nr est donné par :

Nr =
λ · T

1− p
(5.6)

où :

– T = durée totale de disponibilité des médecins

– p = probabilité d’absence d’un patient

2. Modèle de capacité de traitement

Pour déterminer la capacité nécessaire pour traiter un certain nombre de patients par jour, on

déVnit la capacité nécessaire C comme suit :

C =
D

µ
(5.7)

où :

– D = demande totale de patients par jour

– µ = nombre moyen de patients traités par médecin par jour

3. Modèle de temps de cycle

Le temps de cycle total pour un patient dans le service ambulatoire peut être modélisé en

tenant compte de divers processus.
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Temps de cycle Tcycle :

Tcycle = Tattente + Tconsultation + Ttraitement (5.8)

où :

– Tattente = temps d’attente avant la consultation

– Tconsultation = temps de consultation avec le médecin

– Ttraitement = temps nécessaire pour tout traitement ou suivi

5.4 Approche dynamique de la modélisation des performances

ambulatoires

Dans notre travail, nous introduisons une innovation dans le domaine des méthodes de

recherche appliquée. De nombreuses études ont utilisé des modèles DES pour optimiser les

performances des établissements de santé. Bien qu’une de ces études ait intégré à la fois la mo-

délisation basée sur les agents (ABS) et la modélisation DES, nous avons constaté qu’aucune

recherche n’avait combiné les approches de modélisation DES et de SD. C’est précisément

ce que nous avons accompli dans notre étude, en intégrant ces deux approches, nous avons

créé un cadre hybride qui permet une meilleure représentation des interactions complexes au

sein des systèmes de santé. Cette synergie nous a permis de capturer à la fois les dynamiques

temporelles des événements discrets et les rétroactions continues propres à la modélisation

dynamique, oUrant ainsi une analyse plus complète et des recommandations plus précises

pour l’optimisation des performances des établissements. De plus, notre travail se distingue

par l’utilisation de l’équilibre de Nash pour sélectionner la meilleure stratégie. EnVn, nous

examinons également le prix de l’anarchie, qui met en lumière l’impact des décisions indivi-

duelles sur l’eXcacité globale du système, renforçant ainsi l’importance de notre approche.

5.5 Méthodologie de recherche

Dans cette section, nous avons d’abord collecté des données sur le taux d’arrivée des pa-

tients au service ambulatoire, ainsi que sur leur prise en charge à l’accueil (taux de service),

lors du triage et par diUérents médecins. Ensuite, nous avons développé un modèle à l’aide du

logiciel Anylogic, en utilisant des techniques de modélisation DES et SD (voir la Figure 5.4).

Nous avons mesuré le taux d’arrivée des patients au service ambulatoire en fonction du

nombre de patients arrivant par heure. Ce taux a été intégré dans la fonction de distribution

personnalisée du logiciel Anylogic, ce qui a permis d’optimiser notre modélisation. Pour le
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taux de service à l’accueil, nous avons collecté les temps nécessaires pour traiter chaque pa-

tient, que nous avons également intégrés dans la fonction de distribution personnalisée pour

les diUérentes étapes du service. Certaines de ces fonctions de distribution sont présentées

ci-dessous.

Nous avons également utilisé des pools de ressources pour représenter l’ensemble des res-

sources disponibles, y compris les réceptionnistes, les inVrmières et divers types de médecins.

Des paramètres ont été établis pour initier le nombre de ces ressources (voir 5.3). Grâce à la

fonction de distribution, nous avons pu calculer la répartition des données réelles concernant

le taux d’arrivée, comme illustré dans la Vgure 5.1.

Parallèlement, nous avons enregistré le taux de service à la réception, qui correspond

au temps nécessaire pour servir un patient. Les données ont été collectées sur une journée au

niveau de l’accueil. De manière similaire au taux d’arrivée, ce taux de service a été intégré dans

une fonction de distribution personnalisée dans Anylogic, dont les résultats sont présentés

dans la Vgure 5.2. Notre approche systématique et nos outils ont permis d’aXner notre analyse

et d’améliorer la compréhension des Wux de patients dans le service ambulatoire.

Figure 5.1 – Taux d’arrivée des patients à
la clinique.

Figure 5.2 – Taux de service des patients à
l’accueil.

Nous avons également utilisé des fonctions de distribution pour le taux de service des

patients à diUérents stades de l’OPD [17].

Figure 5.3 – Paramètres, fonctions de distribution personnalisées du modèle.

5.5.1 Développement du modèle

5.5.1.1 Développement d’un modèle DES

Dans le cadre de notre discussion sur le Wux de travail du service ambulatoire et le Wux

des patients, nous avons développé un modèle par événements discrets, illustré dans la Vgure
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5.4. Nous avons intégré plusieurs éléments issus de notre collection de modélisation pour

représenter ce processus de manière précise.

La source a été utilisée pour modéliser l’arrivée des patients, en intégrant le nombre de

patients arrivant au service ambulatoire par heure dans la fonction de distribution personnali-

sée. Ainsi, l’entrée de la source dans le modèle a été déVnie comme la « Distribution d’Arrivée

des Patients ». Une fois que les patients sont entrés dans l’OPD, nous avons enregistré leur

temps d’entrée à l’aide du bloc « mesure du temps de début » de la collection de modélisa-

tion de processus d’Anylogic. Grâce à ces outils et techniques, notre travail permet de mieux

comprendre et optimiser le Wux de patients dans le service ambulatoire. La réceptionniste de

Figure 5.4 – Modèle de simulation à événements discrets conçu dans Anylogic.

notre pool de ressources a été aUectée à l’accueil, ce qui a entraîné la formation d’une Vle

d’attente. Nous avons mis en place une condition stipulant que si le temps d’attente d’un pa-

tient à l’accueil dépasse 60 minutes, celui-ci choisit de partir. Pour gérer le service des patients

à l’accueil, nous avons utilisé une fonction « Délai », et nous avons déVni la distribution de

service comme « distribution de service à l’accueil ». Grâce à ces mesures, nous avons pu

modéliser de manière précise les interactions à l’accueil et évaluer les impacts sur le Wux de

patients, renforçant ainsi la pertinence de notre travail pour optimiser l’eXcacité du service

ambulatoire.

Nous avons calculé le temps total passé par les patients à l’accueil :Ttotal = Tattente+Tservice

Cette mesure a été eUectuée à l’aide de la fonction « mesure du temps de Vn » de la collection

de modélisation de processus. De la même manière, nous avons mesuré le temps passé par

les patients dans les diUérents canaux de service (triage, gastro-entérologie, ORL, cardiologie,

pédiatrie et médecine générale). Ces calculs nous ont permis d’obtenir une vue d’ensemble

précise du parcours des patients au sein du service ambulatoire.

Après avoir été servis à l’accueil, nous avons observé que les patients étaient pris en charge
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par les inVrmières au triage. Une fois le triage eUectué, les patients étaient orientés vers un

type de médecin spéciVque en fonction de la nature de leur problème de santé, conformément

aux pourcentages mentionnés (voir tableau 5.2)

Domaine Pourcentage%
Gastro-entérologie 36,68

ORL 12,47
Cardiologie 27,68

Problèmes pédiatriques 13,95
Médecine générale 9,23

Table 5.2 – Pourcentage de patients selon le domaine rencontré.

Une fois le triage eUectué, les patients étaient orientés vers un type de médecin spéci-

Vque en fonction de la nature de leur problème de santé, conformément aux pourcentages

mentionnés.

À la Vn du système de Vle d’attente, nous avons enregistré le temps passé par les patients

en attente de consulter le médecin ainsi que le temps de consultation. Lorsqu’un patient avait

été servi par tous les canaux de service, il quittait l’OPD. Grâce à cette approche, nous avons

pu analyser eXcacement le parcours des patients et optimiser leur expérience au sein du

service ambulatoire.

5.5.1.2 Développement du modèle de système dynamique

Dans cette partie, nous avons développé le modèle de systèmes dynamiques (voir Figure

5.5). Nous avons créé un diagramme de stocks et de Wux en utilisant le Wux de patients à

travers divers canaux de service, tout en intégrant les diUérentes distributions utilisées dans

le modèle DES aux Wux du modèle de dynamique des systèmes.

Nous avons également déVni l’entrée dans le Wux de taux d’arrivée comme la distribution

d’arrivée des patients, tandis que le Wux, c’est-à-dire le taux de service à l’accueil, a été ini-

tialisé avec la fonction de distribution correspondante. De même, nous avons initialisé le taux

de service au triage avec la distribution de service appropriée. Les distributions de service des

patients par les diUérents types de médecins ont également été intégrées de la même manière.

Nous avons représenté l’ensemble des équations créées pour modéliser les diUérents stocks

utilisés dans la Figure 5.5.

Le taux de patients arrivés à l’instant t est donnée par :

Pa (t) =

∫ t

t0

ϕards+ Pa (t0) (5.9)
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Figure 5.5 – Modèle du système dynamique synchronisé avec le modèle DES.

Cela permet de modéliser l’accumulation des arrivées de patients au Vl du temps.

Les taux des patients servis à la réception, au triage et par les gastro-entérologues sont

respectivement données par :

Psr (t) =

∫ t

t0

[ϕar − ϕsrr] ds+ Psr (t0) (5.10)

Pst (t) =

∫ t

t0

[ϕsrr − ϕsrt] ds+ Pst (t0) (5.11)

Psg (t) =

∫ t

t0

[ϕsrt − ϕsrg] ds+ Psg (t0) (5.12)

Dans les services ORL, cardiologie, médecine générale et pédiatrie, les équations correspon-

dantes sont présentées comme suit :

Psent (t) =

∫ t

t0

[ϕsrt − ϕsrent] ds+ Psent (t0) (5.13)

Psc (t) =

∫ t

t0

[ϕsrt − ϕsrc] ds+ Psc (t0) (5.14)

Psgp (t) =

∫ t

t0

[ϕsrt − ϕsrgp] ds+ Psgp (t0) (5.15)

Psp (t) =

∫ t

t0

[ϕsrt − ϕsrp] ds+ Psp (t0) (5.16)
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Le nombre total de patients servis à l’OPD est donné par :

Nps = ϕsrg + ϕsrent + ϕsrc + ϕsrgp + ϕsrp (5.17)

Où : ϕi représente le taux d’arrivée pour chaque catégorie déVnit ci-dessous.

Le coût des réceptionnistes par heure est représenté dans l’équation :

Crph =
Crpm

DwTh

Nrecep (5.18)

Le coût des inVrmières par heure est exprimé par :

Cnph =
Cnurpm

DwTh

Nnur (5.19)

où

– Dw : nombre de jours de travail .

– Th : nombre d’heures de travail.

Le coût des services des médecins est fourni par :

Csd = NpsCsdocpp (5.20)

On donne

– Le coût total attendu :

Cex = Crph + Cnph + Csd (5.21)

– Les revenus :

R = NpsCcheck (5.22)

En se basant sur un revenue R Les bénéVces sont exprimés par :

P = (R− Cex) (5.23)

Où Ci est le coût associé, Cex représente le Coût prévu et Ni le nomre associé pour chaque

type de médecins.

5.5.2 Initialisation du modèle

Nous avons analysé le modèle DES, qui a été initialisé dans deux scénarios, comme in-

diqué dans la Figure 5.6. Le scénario 1 représente la situation actuelle de l’OPD, tandis que

le scénario 2 illustre la situation que nous avons suggéré pour l’OPD. Étant donné que la

performance de l’OPD dépend du nombre de ressources et de la longueur de la Vle d’attente
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après chaque ressource humaine (réceptionniste, inVrmière, gastro-entérologue, spécialiste

ORL, cardiologue, pédiatre et médecin généraliste), elle est tributaire de la disponibilité de ces

ressources. Nous avons également étudié l’initialisation du modèle de discussion, qui a été

appliquée aux deux modèles, car ils sont intégrés.

Figure 5.6 – Initialisation du modèle DES.

Puisque la performance de l’OPD est basée sur le nombre de ressources, nous avons

constaté que la longueur de la Vle d’attente après chaque ressource humaine dépend de la

disponibilité de ces ressources. Nous avons également appliqué l’initialisation du modèle de

discussion aux deux modèles, car ils sont intégrés.

5.6 Analyse des résultats et interprétations

Dans cette section, nous avons examiné les résultats de la situation actuelle de l’OPD.

Après avoir accru le nombre de certaines ressources, nous avons analysé en profondeur la

longueur de la Vle d’attente et divers autres paramètres.

5.6.1 Taux d’arrivée des patients

Le taux d’arrivée des patients, présenté dans la Figure 5.7, a été dérivé de la sortie du Wux,

correspondant au « Taux d’arrivée » du modèle du système dynamique. Nous avons observé

que le taux d’arrivée des patients à l’OPD se situe entre 80 et 165 patients par heure, ce qui

signiVe que ce nombre de patients arrive à la réception et utilise tous les canaux de service.

Note : L’axe des x de la Vgure indique la durée du modèle en heures et l’axe des y indique

le nombre de patients arrivant á l’OPD.

5.6.2 Résultats du scénario 1

Le principal problème à l’OPD réside dans la congestion des patients à chaque canal de

service. À la réception, malgré la présence de 5 réceptionnistes, la longueur de la Vle d’at-
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Figure 5.7 – Taux d’arrivée des patients par simulation du modèle SD.

tente des patients varie généralement entre 5 et 10 personnes. À un moment donné, cette Vle

d’attente a même atteint 18 patients, comme le montre la Figure 5.8.

Figure 5.8 – Longueur de la Vle d’attente à la réception et au triage.

Selon les résultats de simulation obtenus avec le logiciel Anylogic, nous obtenons :

– Le temps moyen passé à la réception : Tm = 0, 053 heures

– Le temps minimum passé à la réception est : Tmin = 0, 026 heures.

– Le temps maximum passé à la réception est : Tmax = 0, 196 heures.

Dans le scénario actuel (Scénario 1) : Avec un nombre d’inVrmières Vxé à 7, les résultats sont

les suivants :

– LF ∈ [10, 20], où LF est La longueur de la Vle d’attente au triage.

– TS = 382 heures Où Ts est le temps simulé à l’OPD.

Selon les résultats de la simulation (voir Figure 5.8), les patients ont passé un temps moyen

de 0,089 heures au triage, ce qui inclut le temps d’attente dans la Vle et le temps de ser-

vice de l’inVrmière. Le temps minimum et maximum des patients au triage est donné par :






Tmin = 0, 035 heures,

Tmax = 0, 402 heures
La longueur de la Vle d’attente pour les médecins mentionnés était signiVcativement

courte, comme indiqué dans la Figure 5.9.
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Figure 5.9 – Longueur de la Vle d’attente pour diUérents types de médecins.

Illustration :

1 La longueur de la Vle d’attente pour les médecins généralistes indique qu’en fonction du

Wux de patients arrivant à l’OPD pour consulter ces médecins, la disponibilité des mé-

decins était supérieure à la demande. Les patients ont passé en moyenne 0,036 heures.

2 Le temps total des patients montre que les patients se libéraient rapidement des cabines

des médecins généralistes. À cet égard, nous avons suggéré de diminuer le nombre de

médecins généralistes en fonction de la charge de travail actuelle.

Le tableau suivant (5.3) présente les coûts, revenus et proVts attendus pour un système de

santé comprenant 5 réceptionnistes, 7 inVrmières et 12 médecins. Les valeurs ont été calcu-

lées à partir des données disponibles et fournissent un aperçu des performances Vnancières

attendues.

Description Valeur (U.M)
Coût moyen attendu 61,067.71
Revenus attendus 7,479.68
ProVt attendu 1,362.86

Coût d’attente des patients 77.96

Table 5.3 – Coûts, Revenus et ProVts Attendus

L’ensemble de ces résultats peuvent être illustrés comme indiqué dans la Figure 5.10.
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Figure 5.10 – Coûts, revenus et bénéVces attendus de l’OPD dans le scénario 1.

5.6.3 Résultats du scénario 2

La longueur de la Vle d’attente à la réception et au triage est signiVcativement plus élevée

dans le scénario 1. Pour remédier à cette situation, nous avons recommandé d’augmenter le

personnel, en ajoutant un réceptionniste et une inVrmière supplémentaires dans le scénario

2. Pour quantiVer la longueur de la Vle d’attente, utilisons la formule suivante :

Lq =
λ2

µ(µ− λ)

Pour évaluer l’impact de ces changements, nous avons utilisé un modèle de simulation par

événements discrets. Les résultats obtenus, présentés dans la Vgure 5.11, mettent en évidence

les variations de la longueur de la Vle d’attente.

Figure 5.11 – Longueur de la Vle d’attente à la réception et au triage.

Remarque 5.5. La longueur de la Vle d’attente à la réception a diminué de 10 à 15 patients à 4 à

6 patients. De plus, les patients ont passé en moyenne 0,038 heures, leur temps minimum était de

0,026 heures et leur temps maximum était de 0,105 heures.

On obtient ainsi les résultats suivants :

1. Temps moyen passé à la réception : Tm1
> Tm2

.
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2. Longueur de la Vle d’attente au triage : Lt1 > Lt2 .

3. Temps moyen passé par les patients : Ttmp = 0.057heures, Tmin < Tmoyen, patients < Tmax.

Le temps passé par les patients au triage a diminué de 0,089 heures dans le scénario 1 à

0,057 heures dans le scénario 2. De plus, le temps maximum passé par les patients au triage a

connu une réduction signiVcative, passant de 0,402 heures (scénario 1) à 0,162 heures (scéna-

rio 2). Ces résultats conVrment l’eXcacité de notre approche.

Illustration : La longueur de la Vle d’attente pour les médecins généralistes était très

courte. En conséquence, le nombre de médecins généralistes a été réduit, tandis que celui des

cardiologues a été augmenté en raison de la Vle d’attente plus longue pour ces derniers. Dans

le scénario 2, des patients Vgurent dans la Vle d’attente (voir la Vgure 5.12), tandis que dans le

scénario 1, la longueur de la Vle d’attente était de 0 ou 1, ce qui indique une sous-utilisation

des médecins généralistes. Le temps que les patients ont passé dans la Vle d’attente pour les

médecins généralistes, ainsi que le temps passé en consultation, ont augmenté (moyenne =

0,047 heures, minimum = 0,026 heures, et maximum = 0,214 heures) par rapport au scénario

1.

Figure 5.12 – Longueur de la Vle d’attente
après diminution d’un médecin.

Figure 5.13 – Longueur de la Vle d’attente
après l’augmentation d’un médecin.

La longueur de la Vle d’attente pour les cardiologues a diminué, passant de 10 à 20 patients

à 4 à 10 patients (voir la Vgure 5.13). Avec l’augmentation du nombre de médecins, le temps

passé par les patients dans le canal de service a considérablement diminué. En moyenne, les

patients ont passé 0,123 heures (contre 0,29 heures auparavant), leur temps minimum était de

0,083 heures et leur temps maximum de 0,365 heures (contre 1,197 heures dans le scénario

précédent).

Le pourcentage de réduction du temps moyen passé avec un cardiologue est donné par :

Tm1
− Tm2

Tm1

.
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Le tableau ci-dessous présente un résumé des coûts, revenus et proVts attendus, ainsi que

du coût d’opportunité moyen par patient dans le Scénario 2 (voir table 5.4).

Description Valeur (U.M)
Coût moyen attendu 6,350.60
Revenus attendus 7,454.67
ProVt attendu 1,123.88

Coût d’opportunité moyen par patient (Scénario 2) 39.90

Table 5.4 – Résumé des Coûts, Revenus et ProVts Attendus

La variation des coûts, des revenus et des proVts attendus a été observée, comme le montre la

Vgure 5.14.

Figure 5.14 – Coûts, revenus et bénéVces attendus de l’OPD dans le scénario 2.

5.7 L’équilibre de Nash dans le modèle OPD

Nous synthétisons les transpositions métaphoriques ou analogiques de la théorie des jeux

appliquées au modèle stratégique de la consultation externe (OPD), en nous appuyant sur

les cinq concepts fondamentaux de cette théorie (voir Table 3). Les stratégies des joueurs

sont établies en fonction des fonctions de paiement, en tenant compte des gains attendus,

ainsi que des gains prévisibles des autres joueurs. Ainsi, chaque joueur analyse les résultats

liés au système des choix, lesquels dépendent non seulement de ses propres décisions, mais

également des actions des autres. Analysons l’équilibre de Nash pour deux patients, que nous

élargirons ensuite à un nombre n de patients. Cette analyse prendra en compte les coûts et

le temps d’attente, avec pour objectif de les minimiser, en se basant sur les scénarios 1 et 2

exposés dans notre étude.

Selon le coût :

C2 > C1
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Concepts de théorie des jeux Transposition utile vers le modèle stratégique OPD
Stratégies Scénarios 1 et 2

Arbre de décision Concept de bifurcation
Joueurs Patients

Fonctions de paiement Avantages des autres patientes
Équilibre Indétermination à l’origine de l’instabilité. Résultat aléatoire de la stratégie

Table 3 – Concepts de théorie des jeux

où Ci est le coût de service pour le patient selon le scénario i ; avec i = 1, 2.

Les diUérentes situations sont présentées dans le Tableau 4. L’équilibre de Nash est (C1, C1).

patient2 patient2
S1 S2

Patient 1 S1 (C1, C1) (C1, C2)
Patient 1 S2 (C2, C1) (C2, C2)

Table 4 – Matrice de coûts des deux scénarios

Si le patient 1 suit le scénario S2 et que le patient 2 suit S1, le patient 1 peut opter pour S1 aVn

de minimiser le coût de service. Ainsi, (C2, C1) n’est pas un équilibre de Nash.

Selon le temps : Considérons le temps d’attente des patients Ti , avec i = 1, 2 et T2 < T1.

En utilisant la même méthodologie, l’équilibre de Nash est (T2, T2)(voir Table 5)

patient2 patient2
S1 S2

patient 1 S1 (T1, T1) (T1, T2)
patient 1 S2 (T2, T1) (T2, T2)

Table 5 – Matrice des temps d’attente des deux scénarios

L’équilibre de Nash valide les résultats obtenus dans les deux scénarios, et il est possible

de l’étendre à un nombre n de patients. Cette généralisation permet de mieux comprendre

les interactions entre les patients et d’optimiser simultanément leurs coûts et temps d’attente.

En eUet, en prenant en compte les stratégies de chaque patient, nous pouvons identiVer des

solutions qui proVtent à tous. Ainsi, notre analyse contribue à éclairer les décisions dans des

contextes où la coopération et la concurrence se rencontrent, ouvrant la voie à des approches

plus eXcaces dans la gestion des ressources.

5.8 Prix de l’anarchie

Le prix de l’anarchie est un concept de la théorie des jeux algorithmique qui mesure à

quel point un système où tous les agents agissent pour optimiser leurs intérêts peut s’éloigner
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d’une situation optimale du point de vue global.

Dans notre modèle, nous déVnissons un ensemble de n patients, deux stratégies (2 scéna-

rios) et des utilités associées : Ui : S → R, où S = S1 × S2.

Nous pouvons déVnir une mesure de l’eXcacité de chaque résultat, que nous appelons une

fonction de bien-êtreW : S → R, avec :

W (s) =
∑

i∈N

Ui(S).

Nous pouvons déVnir un sous-ensemble Equils ⊂ S comme l’ensemble des stratégies en

équilibre. Si, au lieu d’une fonction de bien-être que nous voulons maximiser, la mesure de

l’eXcacité est une fonction de coût Cost : S → R que nous voulons minimiser, alors :

P0A =
maxs∈S W (s)

mins∈Equil W (s)
(5.24)

Si, au lieu d’un bien-être que l’on veut maximiser, la fonction mesure l’eXcacité est une

fonction de coût Cost : S → R que l’on souhaite minimiser :

P0A =
maxs∈Equil Cost (s)

mins∈S Cost(s)
(5.25)

Selon le tableau des coûts déVni ci-dessus, la fonction de coût est :

C(S1, S2) = u1(S1, S2) + u2(S1, S2). (17)

Le pire (et le seul) équilibre de Nash se produit lorsque les deux patients choisissent S2, et

le coût résultant est :

Cequil = 2C2, (18)

Cependant, le bien-être social maximal se produit lorsque les deux patients choisissent

S1 ; dans ce cas, le coût est :

Cmin = 2C1.

Le prix de l’anarchie P0A dans cette situation est :

CEquil

Cmin

=
C2

C1

. (18)

Si, au lieu d’une fonction de bien-être que nous voulons maximiser, la mesure de l’eXcacité

est une fonction de temps d’attente T : S → R que nous voulons minimiser, le pire équilibre
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de Nash se produira lorsque les deux patients choisissent S1, et le résultat sera :

Tequil = 2C1.

Le prix de l’anarchie est donné par :

P0A =
C1

C2

.

5.9 Conclusion

Lors de notre étude à la consultation externe sélectionnée, nous avons observé que les

Vles d’attente étaient plus longues à l’accueil, au triage et chez les cardiologues, tandis que

les temps d’attente étaient signiVcativement plus courts pour les médecins généralistes. Ces

longues Vles d’attente ont entraîné un temps système accru pour les patients, provoquant

ainsi une congestion au sein de la consultation externe.

Pour remédier à cette situation, nous avons recommandé d’augmenter le nombre de ré-

ceptionnistes, d’inVrmières et de cardiologues. En revanche, compte tenu de la faible aYuence

chez les médecins généralistes, nous avons également décidé de réduire leur eUectif d’un mé-

decin. Les résultats de notre simulation ont révélé une diminution notable des temps d’attente

pour les patients et une optimisation des Vles d’attente aux diUérents points de service de

la consultation externe, grâce à l’application de la simulation d’événements discrets. Les mé-

thodes de simulation stochastique et de simulation d’événements discrets nous ont permis de

mener une analyse approfondie de la situation actuelle et d’identiVer des pistes d’optimisation

à coût maîtrisé. Notre recherche apporte ainsi des recommandations précieuses à la direction

de l’hôpital pour améliorer les performances de la consultation externe.
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Dans le cadre de notre travail, nous avons abordé des problématiques complexes liées à

l’optimisation des systèmes de routage, à la gestion des Vles d’attente et à la réduction de

la congestion dans des contextes variés, notamment dans des environnements hospitaliers.

Nous avons d’abord étudié un modèle de jeu de routage marqué par des liaisons, des pertes et

de la congestion, où les coûts sont directement associés aux composants de délai et de perte.

À travers cette analyse, nous avons pu déterminer la solution optimale ainsi que l’équilibre

symétrique, tout en mettant en évidence l’émergence d’un paradoxe, similaire au paradoxe

de Kameda, dans ce cadre spéciVque. Nous avons démontré l’unicité de l’équilibre de Nash,

tout en prouvant que notre approche est non seulement théoriquement solide, mais également

applicable en pratique, notamment dans des secteurs tels que les hôpitaux, où la gestion des

ressources et l’optimisation des délais sont essentielles.

Dans une deuxième phase de notre étude, nous avons analysé les Vles d’attente au sein

d’une consultation externe d’un hôpital, où des délais de traitement inégaux étaient observés

selon les spécialités. Nos observations ont révélé des Vles d’attente particulièrement longues

à l’accueil, au triage et chez les cardiologues, engendrant ainsi des délais d’attente prolongés

pour les patients. En réponse à cette problématique, nous avons formulé des recommandations

pratiques, telles que l’augmentation du nombre de réceptionnistes et de cardiologues, et la ré-

duction du personnel chez les médecins généralistes. Grâce à l’application de la simulation

d’événements discrets et à la modélisation des systèmes dynamiques , nous avons pu modéli-

ser et analyser les Wux de patients, ce qui a permis de réduire les temps d’attente de manière

signiVcative. Ainsi, nos travaux montrent que l’intégration de modèles théoriques solides et

de simulations pratiques permet non seulement de comprendre les dynamiques complexes de

congestion, mais aussi de proposer des solutions concrètes et eXcaces. Nous avons démontré

la pertinence de nos approches dans l’optimisation des performances des systèmes de ser-

vice, avec des applications concrètes dans des contextes sensibles comme les hôpitaux, où la

gestion du temps et des ressources est un enjeu majeur.

Suite à notre étude, plusieurs pistes intéressantes de recherche peuvent être explorées

pour approfondir les résultats obtenus et étendre leur application à d’autres domaines. Ces

perspectives incluent, mais ne se limitent pas à :

75
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1. Exploration du jeu de routage d’ordre supérieur :

Une piste intéressante pour approfondir l’analyse serait d’explorer un jeu de routage d’ordre

supérieur, où les coûts de congestion augmentent de manière exponentielle en fonction de la

demande ou de la charge du réseau. Ce modèle permet de capturer les eUets de surcharge,

où une légère augmentation de la demande peut entraîner des hausses signiVcatives de coûts

ou de délais. L’intégration de fonctions de coût d’ordre supérieur permettrait de saisir les dy-

namiques complexes de congestion et d’élaborer des stratégies d’optimisation adaptées aux

eUets de seuil générés par l’intensiVcation de la demande.

2. Analyse des impacts des paradoxes identiVés :

Une étude des paradoxes identiVés, comme le paradoxe de Pigou (l’ajout d’une nouvelle route

ou d’une capacité supplémentaire pour désengorger le traVc ), pourrait fournir une amélio-

ration de l’infrastructure ou des ressources, loin de réduire la congestion, peut au contraire

l’augmenter, en raison de comportements adaptatifs des agents. Par exemple, dans un en-

vironnement hospitalier, l’ajout de nouvelles capacités peut paradoxalement entraîner une

augmentation de la demande, exacerbant ainsi les délais et la congestion. Comprendre ce

paradoxe permettrait d’ajuster les stratégies de gestion des ressources pour éviter des ef-

fets contre-productifs et d’identiVer des solutions d’optimisation plus eXcaces, qui tiennent

compte des réactions des agents et de la dynamique globale du système.

3. Extension des modèles de jeu : Poursuivre l’élaboration de modèles de jeux plus complexes

qui intègrent d’autres facteurs, tels que la variabilité des arrivées des patients, les diUérentes

priorités des patients et les services complémentaires, pour mieux reWéter la réalité des sys-

tèmes de soins de santé.

4. Étude de la dynamique de congestion dans des environnements multi-serveurs :

Notre travail s’est concentré sur un modèle M/M/1, mais dans d’autres systèmes, il est fré-

quent de rencontrer plusieurs serveurs. Une extension vers des modèles M/M/c ou M/G/1

pourrait permettre d’examiner des environnements plus complexes. Cela oUrirait une vision

plus Vne des interactions entre les diUérentes stations de service et la congestion qui en ré-

sulte.

5. Optimisation coopérative dans les systèmes de Vles d’attente à l’aide de la théorie des

jeux :

La modélisation de cette approche à l’aide de la théorie des jeux coopératifs permettrait

d’identiVer des négociations eXcaces entre agents (par exemple, entre patients et hôpitaux) et

des mécanismes de partage des gains liés à la réduction des délais d’attente, de la congestion

et des erreurs de service. L’objectif serait de parvenir à un équilibre coopératif qui bénéVcie à

l’ensemble des participants, ce qui pourrait être particulièrement pertinent dans des contextes

où la gestion des Vles d’attente implique plusieurs parties prenantes aux intérêts parfois di-

vergents.
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6. Analyse des coûts dans les systèmes de Vles d’attente avec des taux de perte variables

Un autre axe de recherche serait d’explorer les eUets des taux de perte variables dans des

systèmes de Vles d’attente, notamment en tenant compte de la variabilité des coûts associés

aux délais de traitement, à la congestion et aux erreurs de service. Ce type d’analyse pourrait

aboutir à des stratégies d’allocation de ressources plus Vnes, en fonction des coûts et des bé-

néVces d’optimisation des temps d’attente.

7. Optimisation en temps réel : Développer des algorithmes d’optimisation en temps réel

pour ajuster les ressources en fonction des Wux de patients, en utilisant des techniques d’ap-

prentissage automatique pour prédire les variations de la demande.
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