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RESUME 
 

 
 

   Martins [11] a proposé un algorithme pour déterminer l'ensemble maximal 

complet des chemins efficaces lorsque toutes les évaluations sont positives. 

   
  L'algorithme de Martins calcule l'ensemble maximal complet des chemins 

efficaces d'un sommet source  à tout autre sommet du réseau et utilise plusieurs 

critères S-type. Ces  caractéristiques ont permit d'étendre cet algorithme pour 

optimiser simultanément les critères S-type et M-type. Gandibleux et al., [34] ont 

proposé une version révisée de l'algorithme de Martins pour les problèmes du type 

(σ-S 1-M). Le changement principal concerne le test de dominance pour s'assurer 

que l'ensemble des chemins efficaces pour les problèmes de type (σ-S 1-M) est 

maximal complet. 

 
  Dans ce travail, on présente une version révisée de l'algorithme de Martins pour 

les problèmes de plus court chemin multicritère de type (σ-S 2-M). Cette version 

calcule tous les chemins efficaces d'un sommet donné source, à tous les autres 

sommets du réseau. Cette version permet de prendre en compte plusieurs 

fonctions critères de type S-type et deux fonctions critères de type M-type. Elle 

peut résoudre aussi les problèmes dans lesquels les évaluations des arcs du 

réseau sont toutes positives, et optimiser plusieurs critères simultanément. La 

version proposée manipule deux fonctions critères de type max-min et plusieurs 

fonctions critères linéaires. La révision de l'algorithme de Martins touche le test de 

dominance et la procédure d'identification des chemins efficaces.  

 

 

 
 
 
 
 

 
 



 

 
 

 
ABSTRACT 

 
 
 

Martins [11] proposed an algorithm to determine the maximal complete set of 

efficient paths when all the valuations are positives. 

  
 The Martins algorithm calculates the maximal complete set of efficient paths and 

able to use several S-type criterion. These characteristics have makes it possible 

to extend this algorithm to optimize simultaneously the S-type and M-type criterion. 

Gandibleux and al, [34] proposed a revised version of the Martins algorithm for (σ-

S 1-M) problems. The principal change relates to the of dominance test to make 

sure that the set of efficient paths for (σ-S 1-M) problems is maximal complete. 

 
  In this work, we introduce a revise version of Martins algorithm for the 

multicriteria shortest path for (σ-S 2-M) problems. This version calculates all the 

efficient paths from a given source vertex, to all other vertices of network. This 

version allow to take into account several criteria functions of type S-type and tow 

criteria functions of type M-type.  She can resolve the problems in which the 

valuations of network arcs are all positives, and it optimizes several criteria 

functions simultaneously. The suggested version manipulates two criteria 

functions of type max-min and several linear criteria functions. The revision of the 

Martins algorithm touch the domination test and the procedure for identification 

efficient paths.   
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INTRODUCTION 
 
 

 

 De nombreux secteurs de l'industrie (télécommunication, environnement, 

transport,... etc.) sont concernés par des problèmes complexes de grandes 

dimension et multicritère (coût de parcours, temps de parcours, qualité de 

service,... etc.) pour lesquels les décisions doivent être prises de façon optimale. 

Les problèmes d'optimisation rencontrés en pratique sont rarement monocritère. Il 

y a généralement plusieurs critères contradictoires à satisfaire simultanément. 

L'optimisation multicritère s'intéresse à la résolution de ce type de problèmes.  

 
  L'optimisation multicritère cherche donc à optimiser plusieurs composantes d'un 

vecteur fonction coût. Contrairement à l'optimisation monocritère, la solution d'un 

problème multicritère n'est pas une solution optimale, mais un ensemble de 

solutions, connu comme l'ensemble de solutions de meilleurs compromis (Pareto 

optimales). Toute solution de cet ensemble est optimale dans le sens qu'aucune 

amélioration ne peut être faite sur une composante du vecteur sans dégradation 

d'au moins une autre de ses composantes.  

 
   Un grand nombre d'approches existent pour résoudre les problèmes multicritère. 

Certaines utilisent des connaissances du problème pour fixer des préférences sur 

les critères et ainsi contourner l'aspect multicritère du problème. D'autres mettent 

tous les critères au même niveau d'importance, mais là aussi il existe plusieurs 

façons de réaliser une telle opération. 

 
  Parmi toutes ces approches, il faut distinguer  deux catégories: les approches  

non Pareto et les approches Pareto.  Les approches  non Pareto ne traitent pas le 

problème comme un véritable problème multicritère. Elles cherchent à ramener le 

problème initial à un ou plusieurs problèmes monocritères. Par opposition aux 

méthodes non Pareto, les approches Pareto ne transforment pas les critères du 

problème, ceux-ci sont traités sans aucune distinction pendant la résolution. 
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   Dans ce travail, on s'intéresse au problème du cheminement classique de 

l'optimisation dans les réseaux mais dans le cas multicritère, en définissant un 

réseau multicritère ),,( υANR =  comme étant la donnée d'un graphe ),( ANG =  

et d'une application poids: 

 

→A:υ  Rr 

       ))(....,),(),(()( 21 aaaaa rυυυυ =→ , où r  étant le nombre de critères. 

 

Le problème de cheminement multicritère consiste en la recherche d'un plus court  

chemin dans un réseau valué par un vecteur à  r  critères. 

  
 La variante monocritère du problème du plus court chemin est considérée comme 

étant pratiquement résolue. Mais, le cas multicritère est une variante NP-complète 

[1] qui fait encore l'objet de travaux de recherche. Généralement, les algorithmes 

de résolution proposés pour cette variante se basent, essentiellement, sur 

l'utilisation des algorithmes du problème classique monocritère ou sur des 

versions légèrement modifiées. Il existe deux familles d'algorithmes pour la 

résolution du problème du plus court chemin multicritère: les algorithmes de 

marquage permanent (fixation d'étiquettes) dans lesquels une étiquette est 

maintenue de façon permanente dans chaque itération, et les algorithmes de 

marquage temporaire (correction d'étiquettes) dans lesquels les étiquettes ne 

deviennent permanentes que dans la dernière itération. Dans ce travail on 

s'intéresse à la famille des algorithmes de marquage permanent.  

 

   Deux types de fonctions critères sont considérés dans les problèmes du plus 

court chemin multicritère: fonctions linéaires (de type somme) et fonction du type 

max-min, notés respectivement par (S-type) et (M-type).  Dans le cas général, la 

notation (σ-S µ-M) signifie que le problème concerne respectivement  σ  critères 

du premier type et  µ  critères du second type.                                  

 
Il existe deux classes d'algorithmes pour la résolution des problèmes du plus court 

chemin multicritère du type S-type: les algorithmes de marquage (les algorithmes 

d'étiquetage) et les algorithmes de rangement des chemins. Lorsque toutes les 

fonctions critères sont du type S-type, l'ensemble des chemins efficaces, peut  
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être déterminé en utilisant l'algorithme  de Martins. Une version révisée de 

l'algorithme de Martins, récemment proposée par Gandibleux et al. , pour résoudre 

les problèmes de type (σ-S 1-M). Nous proposons Une version révisée de 

l'algorithme de Martins, pour résoudre les problèmes de type (σ-S 2-M). Cette 

version permet de prendre en compte plusieurs fonctions critères du type S-type 

et deux fonctions critères du type  M-type. 

 

  Ce travail est organisé en cinq chapitres. 

   

   Dans le chapitre 1, on introduit le domaine de l'optimisation multicritère. Nous 

présentons les principes et les concepts mathématiques relatifs à l'optimisation 

multicritère, ensuite nous abordons les différentes approches de leur résolution. 

Dans la section 2, on décrit les définitions de base de la théorie des graphes, de 

l'optimisation dans les réseaux et on rappelle quelques  résultats connus qui 

seront utilisés tout au long de ce travail. 

 

  Le chapitre 2 est consacré à l'étude du problème de recherche d'un plus court 

chemin joignant un sommet source s à un sommet puits t  dans un réseau 

multicritère et du problème de recherche d'un plus court chemin joignant un 

sommet source s à tous autre sommet du réseau multicritère. Après l'introduction 

du problème de cheminement monocritère et la définition des deux problèmes, on 

donne ensuite les conditions nécessaires et suffisantes d'existence des solutions 

efficaces. 

 

  Au chapitre 3, nous donnons les caractéristiques du problème du plus court 

chemin. Ensuite, nous étudions la complexité du problème du plus court chemin et 

on termine par la présentation des algorithmes de recherche du plus court chemin 

monocritère. 

 

  Dans le chapitre 4, nous donnons un aperçu sur les algorithmes de résolution 

des deux problèmes traités dans le chapitre 2. 
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  Le chapitre 5 est consacré à l'étude de la révision de l'algorithme de Martins pour 

les problèmes du plus court chemin multicritère avec fonction coût max-min. En 

effet, nous présentons d'abord une nouvelle version révisée de l'algorithme de 

Martins pour les problèmes de type (σ-S 1-M) ensuite, nous proposons une 

version révisée de l'algorithme de Martins pour les problèmes de type (σ-S 2-M). 
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CHAPITRE 1 

OPTIMISATIUON  MULTICRITERE  ET  CONCEPTS DE LA 

THEORIE DES GRAPHES 
 

 

 

1.1. Introduction     

   Les problèmes de cheminement constituent un thème classique en recherche 

opérationnelle dont les applications sont très nombreuses, notamment en 

transport et en télécommunications. Nous considérons, dans ce travail, l'un des 

plus importants problèmes de cheminement: le problème de plus court chemin. 

Soit un réseau ),,( υANR = .  À chaque arc ),( jia =  de R  est associé un coût 

ijυ . Le problème de plus court chemin consiste à trouver un chemin entre un 

sommet source s  donné et sommet puits t  donné qui minimise la somme des 

coûts des arcs. Il existe plusieurs algorithmes pour résoudre ce problème, le plus 

connu étant celui de Dijkstra [2]. Cependant, son application est limitée au cas 

classique du problème.  

  
  Dans la première section de ce chapitre, nous présentons les principes et les 

concepts mathématiques relatifs à l'optimisation multicritère, ensuite nous 

abordons les différentes approches de leur résolution. Dans le deuxième 

paragraphe, nous donnons les définitions de base  de la théorie des graphes.   

 
 

1.2.  Optimisation multicritère [3] 

 

   Les problèmes d'optimisation combinatoire issus des problématiques réelles 

sont la plupart du temps, de nature multicritère (multiobjectif) car plusieurs critères 

d'évaluation souvent contradictoires sont à considérer simultanément. Optimiser 

un tel problème relève donc de l'optimisation combinatoire multicritère.  
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1.2.1. Problème d'optimisation multicritère (multiobjectif) 

   L'optimisation multicritère consiste à optimiser plusieurs composantes d'un 

vecteur de fonction de coût, chaque composante de ce vecteur correspondant à 

un critère (objectif). Un problème d'optimisation multicritère (multiobjectif) POM 

peut être défini comme suit: 

 
                             

                          




∈
=

Dxsous

xxxOptimiser
POM

r ))(),...,(()(
)(

1 υυυ
 

 
                                                                                                                                                                                                               
  Où r  est le nombre des critères  (r ≥ 2), ),...,,( 21 kxxxx =  est le vecteur 

représentant les variables de décision, D  représente l'ensemble des solutions 

réalisables et chacune des fonctions )(xiυ  est à  optimiser. 

 
 La solution d'un problème multicritère n'est pas unique, mais c'est un ensemble 

de solutions efficaces (non-dominées), connu comme l'ensemble des solutions 

Pareto Optimales. 

 

1.2.2.  Concepts de base  
 
  
 Soient 1x  et 2x  deux variables de D , et )( 1xυ , )( 2xυ  leurs vecteurs de 

performance (vecteur des fonctions critères ou  vecteur critères). 

 
Définition 1.1.  (Dominance)  

 

   On dit que )( 1xυ  domine )( 2xυ  si et seulement si pour tout k = 1,…,r, 

)()( 21 xx kk υυ ≤  avec au moins une inégalité stricte. 

 

  Si )( 1xυ  domine )( 2xυ , alors )( 1xυ  est au moins aussi bon que )( 2xυ  sur tous les 

critères, et meilleur que lui sur au moins un critère. 
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Définition 1.2. (Dominance stricte ) 

  On dit que )( 1xυ  domine strictement )( 2xυ  si et seulement si pour tout k = 1,…,r, 

).()( 21 xx kk υυ <  

  
  Si )( 1xυ  domine strictement )( 2xυ , alors )( 1xυ  est meilleur que )( 2xυ  sur tous les 

critères. 

 
Définition 1.3. (Efficacité)  

  Une solution Dx ∈*  est une solution efficace si et seulement si son vecteur de 

performances )( *xυ  est non-dominé. 

  
  Une définition équivalente de l'efficacité est: 

 
Définition 1.4. 

  Une solution Dx ∈*  est une solution efficace si et seulement si il n'existe pas de 

Dx ∈  tel que rkxx kk ,...,1),()( * =≤ υυ  , avec au moins une inégalité stricte. 

 
 Remarque 1.1. 

 
 A partir d'un point efficace, il est impossible d'augmenter la valeur d’un des 

critères sans diminuer la valeur d'au moins un autre critère.  

 
Définition 1.5. (Efficacité faible)  

  Une solution Dx ∈*  est une solution faiblement efficace s'il n'existe pas de 

Dx ∈  tel que rkxx kk ,...,1),()( * =< υυ . 

 
  Une solution est faiblement efficace si son vecteur de performances n'est pas 

strictement dominé. 

 
Remarque 1.2. 

  Un vecteur de performance d'une variable de décision est défini dans l'espace 

des critères, et  a   pour coordonnées les valeurs de cette variable sur les 

différents critères. 

 



 15

  L'ensemble des solutions efficaces (non-dominées) d'un problème d'optimisation 

multicritère constitue le front de Pareto FP  (figure 1.1). 

 

 

 

               

                                    

 

                                   

                          
                           Figure 1.1.  Représentation du front de Pareto (FP).  

   
 La figure 1.1 fait également apparaître deux points particuliers: le point idéal et le 

point nadir, définis comme ci-dessous. 

 
 
Définition 1.6. (Point idéal) 

   Les coordonnées du point idéal )( iP  correspondent aux meilleures valeurs de 

chaque critère des points du front de Pareto. 

{ }FPxxP ii ∈= /min                                       

 

Définition 1.7. (Point nadir) 

   Les coordonnées du point nadir )( nP  correspondent aux valeurs maximales de 

chaque critère des points du front de Pareto. 

{ }FPxxP in ∈= /max                                       

 

Remarque 1.3.  

En fait, le vecteur ))(...,),(),(( **2*1 xxx rυυυ  qui représente l'image de la solution 

efficace dans l'espace des critères tient compte de l'importance relative des 

Front de Pareto 

υ2 

υ1 

•  

•  
 

Point idéal 

Point nadir 
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critères. Autrement-dit le rapport des poids associés aux critères i  et j  est une 

constante, i.e ij
j

i w=














α
α

. 

En tenant compte aussi des poids des critères, il est possible de définir la notion 

de fonction scalarisante. Il s'agit d'une fonction : :),( αυS  Rr → R  

k
r

k
kS υααυ ∑

=

=
1

),(   avec  ....,,1;0,1
1

rkk

r

k
k =∀>=∑

=

αα  

 
Théorème1.1. [4] 

   Soit le problème: 

              )),((min αυ
α

x
Dx
Λ∈

∈
 avec 









=>==Λ ∑
=

r

k
kkk rket

1

,...,1,01: ααα  

 
 Alors *υ est un point efficace si et seulement si *υ est une solution optimale du 

problème paramétrique précédent. 

 
Ce théorème concerne la minimisation d'une combinaison convexe des critères. Il 

s'agit d'une condition nécessaire et suffisante pour la détermination des solutions 

Pareto optimales propres (les solutions décrivant la fermeture convexe de la 

frontière efficace).  

 

 
1.2.3.  Structure du front de Pareto  (FP) 

  L'objectif de la résolution d'un problème multicritère est de fournir aux décideurs 

un ensemble (le plus complet possible) de solutions Pareto (efficaces), afin qu'ils 

puissent ensuite  choisir les solutions qui  les intéressent  le plus. 

  Une question se pose donc sur la nature de ces solutions efficaces et la 

nécessité de les obtenir toutes. Une étude de la frontière Pareto doit donc être 

réalisée. 

 
1.2.3.1.  Front minimal  /  front maximal complet 

  La définition de front se réfère à l'espace des critères. Une solution appartient au 

front si elle n'est dominée par aucune autre solution réalisable. 
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  Lorsque deux solutions ont exactement les mêmes valeurs pour l'ensemble des 

critères, elles sont équivalentes dans l'espace critère, mais peuvent correspondre 

à deux solutions différentes dans l'espace décisionnel. Une question importante 

est de savoir s'il est intéressant de garder ces deux différentes solutions. 

  La réponse peut dépendre du contexte du problème (type de problème étudié) 

en plus de la volonté des décideurs: 

 
• Lors de la résolution d'un problème comportant énormément de solutions 

Pareto, il est peut être préférable de privilégier une bonne approximation 

de l'ensemble de la frontière et donc favoriser la diversité des solutions 

retenues. 

• Au contraire, lorsque la frontière Pareto comporte peu de solutions, afin 

d'avoir une bonne représentation de l'ensemble des solutions non-

dominées, il sera intéressant  de  rechercher  les solutions de même 

valeur. 

  Nous parlerons alors de recherche du front minimal, dans le premier cas, et du 

front maximal complet, dans le second.  

 
1.2.4.  Concepts de  résolution   

   La littérature consacrée à l'optimisation multicritère est très riche en terme 

d'approches de résolutions. Il existe de nombreuses stratégies: certaines sont 

basées sur la notion de dominance, d'autres procèdent par une transformation du 

problème [5].  

  
 Parmi ces dernières approches figurent la somme pondérée [6] et la méthode 

lexicographique [7]. La première est définie comme une approche naïve qui 

transforme un problème multicritère en problème monocritère. La fonction υ  est 

représentée par une agrégation des fonctions rυυυ ,....,, 21  pondérées par des 

poids dont la valeur appartient à l'intervalle ]1,0[  et la somme est égale à 1 [6] 

(équation 1.1)    

[ ] )1.1(1,,1,1,0

)(.)(.)(.)(

1

2
2

1
1

∑
=

==∀∈

+++=
r

i
ii

r
r

etriquetel

xxxx

αα

υαυαυαυ

L

L
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Cette approche a l'avantage évident de pouvoir réutiliser tous les algorithmes 

classiques dédiés aux problèmes d'optimisation à un seul critère. Cependant, 

cette approche a aussi  deux inconvénients importants.  Le premier est dû au fait 

que pour avoir un ensemble de points bien répartis sur le front Pareto, les 

différents vecteurs de poids doivent être choisis judicieusement. Il est donc 

nécessaire d'avoir une bonne connaissance du problème. Le deuxième 

inconvénient provient du fait que cette méthode ne permet pas, de calculer 

intégralement  la surface de compromis lorsque celle-ci n'est pas convexe. 

 
 La méthode lexicographique, classe les critères en fonction d'un ordre 

d'importance proposé par le décideur. Ensuite, les fonctions critères sont traitées 

dans cet ordre pour obtenir l'optimum. Le principe est schématisé sur la figure 1.2. 

L'optimisation séquentielle des différents critères aboutit à la découverte d'une 

seule solution optimale. L'inconvénient majeur de cette méthode est qu'elle tend à 

générer des solutions qui sont largement optimisées pour certains critères et très 

peu pour les autres critères. Les solutions  de compromis sont négligées. 
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Etape 1: Minimisation de 1υ  

Etape 2: Minimisation de 2υ   

 Figure 1.2. La méthode lexicographique: la fonction 1υ  est optimisée, puis la fonction  

                2υ , en ne tenant compte que des solutions de coût optimal pour la fonction 1υ .  
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1.3.  Concepts de la théorie des graphes      

   Les graphes représentent un instrument puissant pour modéliser de nombreux 

problèmes combinatoires, qui serait sans cela difficilement abordables par des 

techniques classiques.  

 
 
1.3.1. Définitions 

 
Définition 1.8. 

Un graphe orienté ),( ANG =  est défini par la donnée d'un ensemble fini et non 

vide { }nN ...,,1=  appelés ensemble de sommets et un ensemble fini NNA ×⊂  

appelé ensemble d'arcs. Chaque arc est noté par un couple de sommets ),( ji  où 

NjNi ∈∈ , . On note : nN =  et mA = .                                                                    

 
Définition 1.9. 

     Un chemin ijp  ou ),( jip  joignant deux sommets i  et j  d'un graphe est une 

suite d'arcs:  

                                      ),( jip  = ( ),(),...,,(),,( 1211 jjjjji t − ). 

  Le chemin est souvent représenté par la suite associée de sommets: 

                                        
                                         ),,...,,( 11 jjji t−                                                                          

 
- Un chemin  ijp   dont tous les sommets sont distincts est un chemin 

élémentaire.  

- Le chemin ijp    est dit simple s'il ne passe pas deux fois par un même arc. 

- Un circuit Γ est un chemin fermé, i.e un chemin dont l'extrémité terminale 

coïncide avec l'extrémité initiale.    

 

Définition 1.10. 

   Un réseau (graphe valué) est un triplet ),,( υAN  où ),( AN  est un graphe et 

υ : A  → R est une fonction de valuation des arcs, associant selon les besoins à 

chaque arc sa longueur. Pour désigner la longueur d'arc ),( jia = , on utilisera les 

notations aυ , )(aυ , ),( jiυ  ou ijυ .  Cette structure est notée ),,( υANR = . 
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Définition 1.11.  

  Le coût ou longueur d'un chemin p , noté )( pυ  dans un réseau est la somme du 

coût  de ses arcs (comptés avec l'ordre de multiplicité de ceux-ci dans p ) qui 

constituent le chemin:       

                            ( ) ( )
( )
∑∑

∈∈

==
pji

ijij
pa

a KaKp
,

υυυ   

 
 Où  kij est l'ordre de multiplicité de l'arc ),( ji  dans le chemin p . 

 Dans le cas particulier où p  est un chemin simple : )( pυ = ∑
∈pji

ij
),(

υ  

 Par convention un chemin  qui ne comporte aucun arc est dit chemin de longueur 

nulle.  

 
Remarque 1.4. 

   Tous les chemins considérés par la suite sont supposés simples. 

 
Définition 1.12. 

   Un circuit  Γ  tel que )(Γυ = ∑
Γ∈),( ji

ijυ  < 0 est appelé circuit absorbant. 

 
 
1.3.2.   Représentation des graphes en machine   [8]   

   Les grandes familles d'implémentation les plus adaptées pour représenter un 

graphe se basent sur l'utilisation des matrices d'adjacence et d'incidence. Ces 

dernières modélisent les existants entre les sommets du graphe.   

   
 Les qualificatifs, adjacence et incidence, attribués aux matrices représentant le 

graphe sont définis en fonction des éléments des matrices. Si ces derniers 

traduisent la connexion entre les sommets du graphe, la matrice est dite matrice 

d'adjacence sommets-sommets. Dans le cas où ces éléments représentent les 

liens entre les sommets et les arcs du graphe, la matrice est dite matrice 

d'incidences sommets-arcs où matrice d'incidence sommets-arêtes si les arcs ne 

sont pas orientés. Dans notre modèle, les arcs du graphe sont orientés et par 

conséquent nous ne présentons dans ce qui suit que le cas qui nous concerne. 
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1.3.2.1.  Matrice d'adjacence sommets-sommets 

   La matrice d'adjacence sommets-sommets d'un graphe est une matrice de taille 

nn ×  dont les coefficients sont déterminés comme suit :  

                                                                                                                                                                

( )


 ∈

=
nonsi

Ajisi
a ij 0

,1
                                           

                                       
   Elle  ne permet de représenter que des graphes simples ou des 1-graphes, 

c'est-à-dire des graphes dont chaque paire de sommets est connectée dans 

chaque sens au plus par un seul arc. Gondran et Minoux dans [8] indiquent que 

l'utilisation de cette matrice pour la représentation de graphes peu denses peut 

être améliorée à l'aide de deux tableaux α  (de dimension 11 +=+ Nn ) et β  (de 

dimension Am = ). 

  
 Pour chaque sommet i  la liste de ses successeurs est mémorisée dans le 

tableau β  entre la position )(iα  et la position )1( +iα . Ainsi, un algorithme de 

recherche du plus court chemin qui énumère toutes les solutions possibles dans le 

graphe effectue un calcul de cette position pour chaque sommet traité. Ceci peut 

se révéler coûteux en terme de temps car un sommet est manipulé de très 

nombreuses fois. De plus, dans le cas où le graphe est valué, la méthode propose 

l'utilisation d'un troisième tableau de la même taille que β  afin de mémoriser 

l'évaluation de chaque arc (Figure 1.3).                      

 

 

       

                                                            

 

                    

                    

                                  Figure  1.3. Matrice d'adjacence pour un 1-graphe valué. 

 
 

1 3 6 8 

2 3 1 2 3 1 2  

3 2 4 7 5 1 6  
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β
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1.3.2.2.  Matrice d'incidence sommets-arcs 

    La matrice d'incidence sommets-arcs d'un graphe orienté est une matrice de 

taille nm ×  (avec Am =  et Nn = ). Les lignes correspondent aux arcs du graphe 

et les colonnes représentent les sommets. Les éléments de cette matrice eiU  

(avec Akje ∈= ),(  et Ni ∈ ) sont égaux à : 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        

{ }







∉
=−
=

=
kjisommetlesi

kisommetlesi

jisommetlesi

Uei

,0

1

1

          

 
   L'utilisation de la matrice d'incidence permet de décrire un multi-graphe sans 

cycle mais elle ne permet pas de pallier tous les inconvénients de la matrice 

d'adjacence. La solution proposée par [8] pour ce cas est à nouveau l'utilisation de 

deux tableaux dont chacun mémorise une extrémité (base ou tête) d'un arc. De ce 

fait, la taille de chaque tableau est égale au nombre d'arcs dans le graphe. Dans 

le cas d'un graphe valué, la méthode utilise un troisième tableau pour la 

mémorisation des valeurs associées aux arcs. Le modèle résultant pour le graphe 

de la (figure 1.3) est représenté par les tableaux de la figure 1.4 

 

 

 
 

 

                     
                      
              Figure 1.4. Matrice d'incidence pour un graphe valué. 

 

   L'implantation choisie joue également un rôle important pour optimiser les 

performances. De telles matrices, implantées sous forme de tableaux, par 

exemple, présentent de nombreux éléments nuls dans le cas de graphes peu 

denses. De  nombreux type d'implantation sont donc proposés dans la littérature 

[9]. Ils reposent sur l'utilisation de structures plus complexes pour l'implémentation 

des matrices et permettent de réduire, voire même d'éliminer, les éléments nuls. 

1 1 2 2 2 3 3 

2 3 1 2 3 1 2 

3 2 4 7 5 1 6 
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  Parmi ces structures nous pouvons citer, à titre d'exemple, l'utilisation des listes 

de successeurs. Elle consiste à connecter chaque sommet ses points 

successeurs concaténés dans une liste chaînée (figure1.5). Cette structure permet 

un gain important au niveau mémoire. Alors que les matrices d'adjacence et 

d'incidence sous forme de tableaux représentent un graphe de n  sommet et m  

arcs avec, respectivement, 2n  et mn ×  éléments, la liste chaînée nécessite mn +  

éléments. Ceci est lié à la suppression des zéros ou à l'expansion du graphe en 

fonction des liens entre ses sommets et arcs. 

 

 
            
                               
                                           
                                           
 
 
                                                 
 
 
 
                                            Figure 1.5.  Liste de successeurs. 
 

 

1.3.3.  Parcours d'un graphe  [10] 

   La recherche des sommets qui peuvent être atteints dans un graphe à partir d'un 

sommet donné, est un problème qui se présente fréquemment à l'intérieur 

d'algorithmes d'optimisation combinatoire. Nous allons décrire ici le cadre général 

des méthodes d'exploration des sommets d'un graphe. 

   
  Nous nous proposons de déterminer dans un graphe G  l'ensemble des sommets 

i  tels qu'il existe un chemin de s  à i  où  s  est un sommet source.                                                         

   Le graphe sera donné par ses listes de successeurs, nous noterons )(iLS  la 

liste des successeurs du sommet  i . 

 
  L'algorithme est donné à la figure1.6. Il s'agit d'une description générale de la 

méthode de parcours: en effet, lorsque l'on retire de la liste Q  le sommet i , il y a 

plusieurs possibilités de choix du sommet i  qui conduisent à des méthodes 

différentes. 

2            3 3            2 

1            4 

1 
 
 
2 
 
 
 
3 

1            1 2            6 

3            5 2           7 
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                                    Début  

                                     { }sQ =  
                                         Tant que   φ≠Q  faire   
                                            Début 
                                                soit i  un élément de Q ; 
                                                retirer  i  de Q ; 
                                                marquer  i  ; 
                                               Pour tou t )(iLSj ∈   faire  
                                                   Début         
                                                        Si j  n'est pas marquer: introduire j dans Q  
                                                  fin  
                                            fin 
                                     fin           
                                  

                                         Figure 1.6.   Algorithme  de parcours d'un graphe.       

 
Considérons maintenant les règles de choix du sommet i  à  extraire de la liste Q .   

 
 -  Première méthode.    Retirer le plus ancien sommet de Q  (règle First In - First 

Out ou FIFO): Q  est alors une queue. On obtient un algorithme de parcours en 

largeur (Breadth First Search ou BFS). On visite les sommets dans l'ordre 

croissant de leur distance à partir de s , où la distance entre s  et i  est le nombre 

minimum d'arcs sur un chemin de s  à i .  

 
  -  Seconde méthode.   Retirer le dernier sommet introduit dans  Q  (règle  Last In 

- First Out  ou LIFO): Q  est alors une pile et l'on a un algorithme de parcours en 

profondeur (Depth First Search ou  DFS). En partant de s , on construit un chemin 

aussi long que possible et on revient en arrière lorsqu'il n'est pas possible de 

continuer à partir du sommet atteint. 

  

 Exemple 1.1. 

   La figure 1.7  représente un graphe orienté G  de sommets  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 
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                                              Figure  1.7.  Graphe orienté 

 

Un exemple de recherches possibles (figure 1.8 et figure 1.9) en largeur et 

profondeur. Les résultas de chacune des recherches sont représentés par son 

arbre de recherche.  Un  arc existe entre deux sommets i  et j  si la visite 

(marquage) de j  se fait à partir de i . 

  
  La figure 1.8 représente un parcours en largeur, les sommets sont visités depuis 

le sommet 1 dans l'ordre 2, 3, 4, 5, 6,7. 

 

 

 

 

 

                   
                   

              

                            

             Figure  1.8.  Parcours en largeur- ordre du parcours: 1, 2, 3, 4, 5, 6,7. 

 
La figure 1.9 représente, un parcours en profondeur les sommets sont visités 

depuis 1 dans l'ordre 2, 4, 6, 7, 3, 5.    
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      Figure  1.9.  Parcours en profondeur- ordre du parcours : 1, 2, 4, 6, 7,  3, 5. 
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CHAPITRE 2 

PROBLEME DE CHEMINEMENT MULTICRITERE 

 

 

 

2.1. Introduction  

  Les problèmes de cheminement constituent un thème classique en recherche 

opérationnelle dont les applications sont très nombreuses, notamment en 

transport et en  télécommunication. Parmi les problèmes de cheminement les plus 

anciens et les plus traités on trouve le problème de plus court chemin. Il consiste à 

chercher le meilleur chemin entre deux points, source et puits, afin de minimiser 

un critère précis, généralement, le temps, la distance ou le coût. Il existe 

différentes variantes selon la configuration du réseau étudié (avec ou sans circuit, 

statique ou dynamique,…etc.) et les contraintes définies. 

  Avec le développement fulgurant de l'aide multicritère à la décision, et, en 

particulier, suite à la nouvelle démarche dans la formulation des problèmes 

concrets de décision qui tient compte de tous les points de vue, le problème de 

cheminement classique monocritère, ne caractérise pas complètement les 

problèmes pratiques  de cheminement. 

   En effet, dans un réseau de transport ou de télécommunication, plusieurs 

paramètres peuvent être associés à chaque arc comme le temps, la distance, le 

coût,…etc.   

  Il est donc clair qu'on est amené à un problème de décision multicritère  

particulier, celui de la recherche d'un plus court chemin dans un réseau 

multicritère. 

        
   Dans la première section de ce chapitre, nous introduisons  le problème de 

cheminement monocritère, ensuite nous étudions le problème de plus court 

chemin de s à t  dans un réseau multicritère,  puis le problème de plus court 

chemin de s à  tout autre sommet  du  réseau multicritère.   
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2.2. Problème de cheminement monocritère 

2.2.1 Définitions  

Définition 2.1.     

  Le problème de la recherche d'un plus court chemin joignant un sommet s à un 

sommet t  dans un réseau orienté monocritère, c'est-à-dire dans un graphe G  où 

à chaque arc ),( ji  est associé à une seule valeur qui peut représenter une 

distance, un temps, ou un coût,... etc.,  est appelé  problème de cheminement 

monocritère. 

 
Définition 2.2. 

  Etant donné un réseau monocritère ),,( υANR =  et deux sommets s  et  t . Le 

problème de plus court chemin entre s  et t  revient à trouver un chemin stp ou  

),( tsp  de s  à t  tel que :  

                                       ∑ ∈
=

pts ststp
),(

)( υυ   soit minimal. 

Une définition équivalente de plus court chemin est: 

 
 Définition 2.3. 

  Un plus court chemin (PCC, chemin de longueur minimale) entre deux sommets  

s  et t  d'un graphe valué par des valeurs réelles  est un chemin dont la longueur 

est minimale parmi tous les chemins de s  à   t . 

 

2.2.2. Condition d'existence de la solution  

   La  condition d'existence du plus court chemin est donnée par le théorème 2. 1 

[8] ci-dessous: 

 
Théorème 2.1. 

  Un plus court chemin entre deux sommets s  et t  d'un graphe existe si parmi 

tous les chemins 
stp  aucun d'eux ne contient un circuit absorbant. 

 
Preuve  
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  Considérons un chemin p de s  à t  comprenant un circuit Γ  et un chemin 

'p associé à p et ne comprenant pas de circuit Γ  )( ' Γ−= pp . La longueur de p  

est la somme des longueurs de 'p et Γ  :   

                                   ).()()( ' Γ+= υυυ pp                                                    

 
Deux cas doivent alors être pris en compte: 

      
• Si 0)( ≥Γυ , on a )()( 'pp υυ ≥ , donc un chemin empruntant un circuit                                      

n'est jamais strictement plus court;  

• Si 0)( <Γυ , on a )()( 'pp υυ < , la longueur de chemin p  peut diminuer 

infiniment, donc le réseau  n'admet pas de plus court chemin.      �  

 
  Suivant le théorème 2.1, lors de la recherche des plus courts chemins on peut se 

limiter aux chemins élémentaires, d'où la propriété  2.1 

                                                                                                                                          
Propriété 2.1. 

 Tout plus court chemin dans un graphe est un chemin élémentaire (en l'absence 

de boucles valuées par 0). 

 

Etant donné deux sommets s  et t  d'un réseau R ,  trois cas peuvent se présenter: 

 

• Il n'existe pas de chemin de s   à  t   dans  R . 

• Il existe un chemin de s  à t  dans  R   mais pas de chemin de longueur 

minimum. 

• Dans l'ensemble des chemins joignant s  à t  dans R , il en existe un, de 

longueur minimum.              
 
Exemple 2.1.   

 On considère le réseau monocritère suivant (les nombres qui figurent à coté des 

arcs représentent la longueur de ceux-ci)  figure  2.1. 
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• Il n'existe pas de chemin de 2 à 1 dans R . 

• Il existe un chemin de 1 à 2 dans  R  mais pas de chemin de longueur 

minimum (considéré l'ensemble des chemins constitués par l'arc (1,2)  

auquel on adjoint h fois le circuit 22p  = (2, (2,3), 3, (3,4), 4, (4,2) ,2). 

• Il existe un plus court chemin de 1 à 5 dans R , le chemin 15p =1, (1,6), 6, 

(6,5) ,5. 

 
2.3. Problème de recherche d'un plus court chemin d'un sommet source s à un  
      sommet puits t dans un réseau  multicritère 
 

2.3.1.  L'aspect  multicritère dans un réseau                                 

   Nous appelons ),,( υANR =  un réseau orienté multicritère, la donnée d'un 

graphe ),( ANG =  où à chaque arc ),( ji  est associé un vecteur réel à r  

composantes. Ce vecteur sera désigné par )...,,( 21 r
ijijijij υυυυ = . La valeur d'un 

chemin p  est  représentée par un vecteur, noté )( pυ :                                                                                                                                                                                                       

 
              )....,,())(),...,(()(

),(),(

11 ∑∑ ∈∈
==

pji

r
ijpji ij

r ppp υυυυυ  

 
Soient p et 'p deux chemins, et )( pυ , )( 'pυ leur vecteurs de performance 

(vecteurs critères).  

 
Définition 2.4. 

  On dit que )( pυ  domine )( 'pυ  si et seulement si, pour tout k = 1,…, r, 

)()( 'pp kk υυ ≤  avec au moins une inégalité stricte.  

              
Figure 2.1. Réseau  monocritère.  
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Définition 2.5. 

  Un vecteur de performances )( pυ , avec tsPp ,∈  est dit non-dominé s'il n'existe 

pas un autre chemin tsPp ,
' ∈  tel que  )( 'pυ  domine )( pυ . 

 
Définition 2.6. 

  Un chemin tsPp ,∈ est un chemin efficace si et seulement si son vecteur de 

performances )( pυ  est non-dominé. 

 
Exemple 2.2. 

   Considérons le réseau bicritère de sommets s , 1, 2, t   de la figure 2.2.  suivante  

                         
             

                          
                          

  

 

                                        
                                    

                                       Figure 2.2. Un réseau bicritère.     

 
Il y a trois chemins possibles: 1p = ( s  ,1, t  ), 2p  = ( s ,1,2, t  ) et 3p  = ( s ,2, t  ), de 

vecteur de performances respectifs )( 1pυ = ))(),(( 1
2

1
1 pp υυ  = (20, 2), )( 2pυ = 

))(),(( 2
2

2
1 pp υυ  =   (11, 12)  et  )( 3pυ = ))(),(( 3

2
3

1 pp υυ = (2, 20). 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                    Figure 2.3.  Représentation dans l'espace des critères. 

• 

• 

• 
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Définition 2.7. 

  On définit les deux problèmes suivants: 

 (A1): "trouver un chemin élémentaire de "longueur minimum" joignant un  

          sommet s  à un sommet  t  dans le réseau  multicritère  ),,( υANR = ".  

 
(A2): "trouver un chemin de "longueur minimum" joignant un sommet s  à un  

               sommet  t  dans le réseau  multicritère ),,( υANR = ".  
 

Soient : 

'
,tsP : l'ensemble de tous les chemins élémentaires du sommet s  au sommet t           

        dans le réseau R . 

 
 

tsP ,
:  l'ensemble de tous les chemins du sommet  s  au sommet  t   dans le  

          réseau R .  

  
  Il est clair qu'un chemin réalisant le minimum d'une composante du vecteur ne 

réalise pas nécessairement le minimum pour l'autre composante. Le problème 

posé est typiquement un problème d'analyse multicritère. 

 
Remarque 2.1. 

  Trouver le minimum revient à trouver la solution de meilleur compromis dans le 

contexte multicritère.  

 
Définition 2.8. 

  Un circuit Γ  tel que 0)(
),(

<=Γ ∑
Γ∈ji

k
ij

k υυ  est appelé circuit absorbant pour la kème 

composante. 

 
Définition 2.9.   

   Soit Γ  un  circuit dans le réseau R . Γ  est un circuit de longueur nulle pour le 

problème de plus court chemin multicritère si et seulement si    

                                                          

                                                            ( ) )0...,,0,0())(...,),(),(( 21 =ΓΓΓ=Γ rυυυυ . 

 

 



 33

Définition 2.10.   

  Soit Γ  un circuit dans le réseau R . Γ  est un circuit absorbant pour le problème 

de plus court chemin multicritère si et seulement si il existe k,  

                                              { } ( ) 0,...,1 <Γ∈ kquetelrk υ . 

 

 
2.3.2.  Conditions nécessaires et suffisantes d'existence de solutions efficaces du  

            problème  de plus court chemin de s à t. 

 

 

2.3.2.1. Cas d'un réseau bicritère 

   Nous considérons un réseau bicritère ),,( υANR = , avec N= {1,…, n}, dans 

lequel chaque arc Aji ∈),(  est  valué par un vecteur à deux composantes, noté 

).,( 21
ijijij υυυ =  La valeur d'un chemin p est alors :  

                                                      

                                ).,())(),(()(
),(

2

),(

121 ∑∑ ∈∈
==

pji ijpji ijppp υυυυυ  

 
 

Définition 2.11.  

 

  On définit les deux  problèmes suivants: 

 
(B1): "trouver un chemin élémentaire de "longueur minimum" joignant un sommet  

          s  à un  sommet t  dans le réseau bicritère  ),,( υANR = ". 

 
(B2): " trouver un chemin de "longueur minimum" joignant un sommet s  à sommet  

           t  dans  réseau  bicritère ),,( υANR = ".  

 
L'existence de solutions admissibles et des solutions efficaces est donnée par la 

proposition 2.1 ci-dessous.  
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Proposition 2.1. [33] 

  Le problème (B2) admet: 

(a)- une solution admissible si et seulement si l'ensemble des sommets  y  qui  

        sont à la fois des descendants de s  et des ascendants de t  soit non vide. 

 

 (b)- une solution efficace  si et seulement si les conditions suivantes sont  

        satisfaites: 

(b1) - le sous-réseau construit sur  y  ne contient pas de  circuit absorbant   

          pour chacun   des  deux critères.                                                                                                                                                                                              

(b2) - le sous-réseau construit sur  y  ne contient pas deux circuits Γ  et 'Γ    

          vérifiants: 

         ),())(),(( 21
21 ααυυ =ΓΓ  

         ),())(),(( 21
'2'1 ββυυ =ΓΓ   avec   2,1,00 =<< iou ii βα  

                parcourus avec le même nombre de fois tels que: 

         .2,1,0 =<+ iii βα  

Preuve 

 
*  ( a)-     y = Desc( s ) ∩  Asc( t )  où 

 
• Desc( s ) = { Ni ∈  /  il existe  un chemin de s  à i } ∪ {s} 

               = l'ensemble des descendants de  s . 

 
• Asc( t ) = { Ni ∈  /  il existe  un chemin de i  à t } ∪ { t }             

                = l'ensemble des ascendants de  t . 

 
     y  ≠ ∅ ⇔  il existe un chemin de s  à  t  dans R . 

 
* * (b)-  ●  Montrons la condition nécessaire: 

 
      (b1)- supposons que le sous-réseau construit sur y  admet un circuit 

absorbant pour le premier critère (ou pour le second critère). 

Sans perte de  généralité, nous supposons que: 

 
                         00),())(),(( 2121

21 ≥<=ΓΓ ααααυυ etavec  
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S'il existe un chemin sip  de s  à un sommet i  du circuit  Γ  et un chemin  itp  de i  

à un sommet t , alors le chemin obtenu en parcourant le chemin sip  puis h fois le 

circuit Γ  )( Nh ∈  et ensuite le chemin itp  est un chemin de s  à t  de longueur 

négative et est aussi grand qu'on veut en valeur absolue (en prenant h 

suffisamment grand), pour le premier critère, et, chemin de longueur positive ou 

constante pour le second critère. 

 
Donc le chemin itsist ppp ∪Γ∪=  a pour longueur à la première étape (étape où il 

est considéré comme étant un chemin élémentaire): 

 
                 ))()(),()(())(),(( 221121

itsiitsistst pppppp υυυυυυ ++=  

 
et à la  héme  étape a pour longueur. 

 

                ))()()(),()()(())(),(( 22211121
itsiitsistst pppppp υυυυυυυυ +Γ++Γ+=  

                             ))()(),()(( 2
2

21
1

1
itsiitsi phpphp υαυυαυ ++++=   

 
Dans le cas où le chemin élémentaire est le seul chemin efficace, alors lorsque h 

tend vers l'infini, le problème (B2)  n'admet pas de solution. 

Dans le cas où il existe un autre chemin efficace '
stp , alors on a: 

 
1er cas: 

                    )()()()( '22'11
stststst ppetpp υυυυ ≤<<  

 
Et dans ce cas, le chemin stp devient le seul chemin efficace et lorsque h tend 

vers l'infini, le problème (B2)  n'admet pas de solution. 

 
2éme cas:  

                 )()()()( '22'11
stststst ppetpp υυυυ ><<   

 
En tenant compte de l'importance relative des critères (remarque 1.2 et 

théorème1.1. du chapitre 1) nous pouvons conclure qu'à la héme étape (h 
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suffisamment grand) le chemin stp sera plus efficace que le chemin '
stp , et lorsque 

h tend vers l'infini, le problème (B2)  n'admet pas de solution. 

 
(b2)- supposons, sans perte de généralité, que le sous-réseau construit sur y 

admet seulement deux circuits. 

Soient Γ  et 'Γ deux circuits  tels que : 

         ),())(),(( 21
21 ααυυ =ΓΓ  

         ),())(),(( 21
'2'1 ββυυ =ΓΓ   avec   00 11 << βα ou  

                parcourus avec le même nombre de fois tels que: 

         011 <+ βα . 

 
S'il existe un chemin sip  de s  à un sommet i  du circuit  Γ  puis un  chemin ijp de 

i  à un sommet j  du circuit 'Γ et un chemin jtp  de j  à sommet t , alors le chemin 

obtenu en parcourant le chemin sip puis h fois le circuit Γ, ensuite le chemin ijp  

puis h fois le circuit 'Γ  et enfin le chemin jtp  est un chemin de s  à t  de longueur 

négative et est aussi grand qu'on veut en valeur absolue (en prenant h 

suffisamment grand), pour le premier critère, et chemin de longueur positive ou 

constante pour le second critère. 

 
Donc le chemin jtijsist pppp ∪Γ∪∪Γ∪= '  a pour longueur à la première étape 

(étape où il est considéré comme étant un chemin élémentaire): 

 
                  ))()()(),()()(())(),(( 22211121

jtijsijtijsistst pppppppp υυυυυυυυ ++++=  

 
et à la  héme  étape a pour longueur: 

 

        














+Γ++Γ+

+Γ++Γ+
=
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Nous achevons la preuve de la condition nécessaire (b2) avec un  raisonnement 

analogue à celui de (b1).  

 
●● Montrons  la condition suffisante. 

Sans perte de généralité, nous supposons que  le sous-réseau  construit sur  y  

possède un seul circuit  tel que: 

                         ),())(),(( 21
21 ααυυ =ΓΓ  

 
alors  nous aurons les cas suivants: 

- α1 > 0,   α2 > 0 

 
- α1 > 0,   α2 = 0   (ou vice versa) 

 
- α1 = 0,   α2 = 0 

 
 S'il existe un chemin stp  passant par ce circuit, c'est-à-dire itsist ppp ∪Γ∪= , 

alors son vecteur des longueurs sera: 

                 
         ))()()(),()()(())(),(( 22211121

itsiitsistst pppppp υυυυυυυυ +Γ++Γ+=  

Ce chemin n'est pas un chemin élémentaire, appelons '
stp  le chemin stp  auquel 

on a retiré le circuit  Γ , on aura : 

             
                                      ))()(),()(())(),(( 2211'2'1

itsiitsistst pppppp υυυυυυ ++=  

 
Dans les trois cas, on a:  

                               2,1)()( ' =≤ kpp st
k

st
k υυ  

 
Donc '

stp  est la solution efficace. Ce qui montre que le problème (B2) possède des 

solutions.                                                               �  

  

 
Le problème (B1) est plus difficile que le problème (B2) mais, on peut montrer, que 

sous certaines conditions, ils peuvent avoir le même ensemble de  solutions  

efficaces. 
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Proposition 2.2.  

Si les conditions suivantes sont satisfaites: 

    (1)- pour tout circuit  Γ  dans un réseau  bicritère ),,( υANR = ,       

                      0)(0)( 21 ≥Γ≥Γ υυ et  
 

  (2 )- pour deux circuits Γ  et 'Γ  dans un réseau  bicritère  ),,( υANR =    

           vérifiants: 

       ),())(),(( 21
21 ααυυ =ΓΓ  

       ),())(),(( 21
'2'1 ββυυ =ΓΓ   avec   00 21 ≥≥ βα et  

        parcourus avec le même nombre de fois tels que: 

       00 2211 ≥+≥+ βαβα et . 

 
alors, les problèmes (B2) et (B1) sont équivalents et dans ce sens chaque chemin 

efficace pour le problème (B2) est un chemin efficace pour le problème  (B1)  et 

inversement.  

 
Preuve  

(1)- Soit un circuit Γ dans un réseau bicritère  R  tel que: 

                  
                         00),())(),(( 2121

21 ≥≥=ΓΓ ααααυυ etavec    

 
 et soit Γ∈i , il existe un chemin sip  de s  à i   et un chemin  itp  de i  à t , dans un 

réseau ),,( υANR =  bicritère. Ainsi, nous pouvons définir le chemin 

itsist ppp ∪Γ∪= , alors son vecteur des longueurs sera :  

                     ))()()(),()()(())(),(( 22211121
itsiitsistst pppppp υυυυυυυυ +Γ++Γ+= . 

  
 Ce chemin n'est pas élémentaire; appelons '

stp  le chemin stp  auquel on a retiré 

le circuit Γ, on aura : 

         ))()(),()(())(),(( 2211'2'1
itsiitsistst pppppp υυυυυυ ++= . 

 
   Dans ce cas, on a : 

                  2,1)()( ' =≤ kpp st
k

st
k υυ   
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  Donc le chemin '
stp  est une solution efficace. Dans ce cas les deux problèmes 

sont équivalents.  

 
  S'il existe un circuit Γ  avec 0)( <Γlυ  pour au moins un  { }2,1∈l , alors il existe 

un  plus court chemin contenant ce circuit et le problème (B1) n'admet pas une 

solution réalisable. Dans ce cas, les deux problèmes ne sont pas équivalents.  

 
(2)- Soient Γ  et 'Γ deux circuits  dans un réseau ),,( υANR =  bicritère  tels que: 

            ),())(),(( 21
21 ααυυ =ΓΓ  

            ),())(),(( 21
'2'1 ββυυ =ΓΓ   avec   00 21 ≥≥ βα et  

             parcourus avec le même nombre de fois tels que: 

          00 2211 ≥+≥+ βαβα et . 

 
Avec le même raisonnement que dans (1), on aboutira à ce que les deux 

problèmes sont équivalents.                                                   �  

                                                                                                                 

2.3.2.2.  Cas d'un réseau multicritère 

   
l’existence de solutions admissibles et efficaces dans le cas d'un réseau 

multicritère est donnée par la proposition suivante. 

 
Proposition 2.3. [33] 

Le problème  (A2)  admet: 

 (a)- une solution admissible si et seulement si l'ensemble des sommets  y  qui  

       sont à la fois des descendants de s  et des ascendants de  t   soit non vide. 

 
(b)- une solution efficace  si et seulement si les conditions suivantes sont  

        satisfaites: 

 
(b1) - le sous-réseau construit sur  y  ne contient pas de circuit absorbant pour  

          au  moins un critère. 

(b2) -  le sous-réseau construit sur  y  ne contient pas  deux circuits Γ    

           et 'Γ vérifiants: 
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               )...,,,())(...,),(),(( 21
21

r
r αααυυυ =ΓΓΓ  

               ),...,,())(...,),((),(( 21
''2'1

r
r βββυυυυ =ΓΓΓ   avec 

               0<iα    ou   0<iβ ,  pour Ii ∈  tels que :   { }rI ,...,1⊂  

               parcourus avec le même nombre de fois tels que: 

               Iiii ∈<+ ,0βα .  

 
 

Preuve  

Analogue à la proposition 2.1.                                                   �  

                                                                                                                                                

Le problème (A1) est plus difficile  que le problème  (A2) mais, on peut montrer, 

que sous certaines conditions, ils  peuvent avoir le  même ensemble de  solutions  

efficaces. 

 
Proposition 2.4. 

Si les conditions suivantes sont satisfaites:  

   (1)- pour tout circuit Γ  dans un réseau multicritère ),,( υANR = ,  0)( ≥Γkυ  

   pour tout k = 1,…., r. 

                                                                 
  (2)- pour deux circuits Γ  et 'Γ  dans un réseau multicritère ),,( υANR = ,   

          vérifiants: 

           )...,,,())(...,),(),(( 21
21

r
r αααυυυ =ΓΓΓ  

           )...,,,())(...,),(),(( 21
''2'1

r
r βββυυυ =ΓΓΓ   avec 

            0≥iα ,  pour 1Ii ∈ ; 0≥iβ ,  pour 2Ii ∈  tels que :   { }rII ,...,121 =U  

             parcourus avec le même nombre de fois tels que: 

            riii ,...,1,0 =≥+ βα . 

 
alors, les problèmes (A2) et (A1) sont équivalents et dans ce sens chaque chemin 

efficace pour le problème  (A2)  est un chemin efficace pour le problème  (A1)  et 

inversement.  

 

Preuve  

Analogue à la proposition  2.2.                                                      �                                                                                                            
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2.4    Problème de recherche d'un plus court chemin d'un sommet source  s  à tout  

         autre sommet dans un réseau multicritère 

  

  Dans cette section, on s'intéresse à un  autre type de problème de plus court 

chemin multicritère: la recherche d'un plus court chemin d'un sommet s  donné à 

tout autre sommet i  du réseau multicritère R . 

Définition 2.12. 
 

On définit le problème suivant: 

 

(C1): "A chaque sommet i, trouver un chemin élémentaire de "longueur  

         minimum" joignant un sommet s  donné à  i  dans le réseau  multicritère   

          ),,( υANR = ". 

 
Et soit  

isP ,
: l'ensemble de tous les chemins élémentaires de s  à i , { }sNi −∈∀  dans le          

        réseau multicritère  ),,( υANR = . 

  
Définition 2.13. 

 Un sommet s  d'un graphe ),( ANG =  est une racine s'il existe dans le graphe G  

un chemin joignant s  à  i , pour tout  { }sNi −∈ . 

 
Définition 2.14. 

  Un  arbre est un graphe connexe sans cycle. 

 
Définition 2.15. 

  Un graphe ),( ANG =  sur 2≥n  sommets est une  arborescence de racine s  si et 

seulement si:  

 
• s  est une racine dans G . 

 
• G   est un arbre. 
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Définition 2.16.  

  On appelle source un sommet à partir duquel on peut atteindre tous les autres 

sommets du graphe. 

 
Définition 2.17.  

 On appelle arborescence des plus courts chemins une arborescence de G , de 

racine s  et dont chaque chemin de s  à i  est un plus court chemin de s  à i  dans 

G , pour tout sommet i  dans  G .  

 

 

2.4.1. Conditions nécessaires et suffisantes d'existence de solutions efficaces du  

problème de plus court chemin d'un sommet source  s  à tout autre sommet 

 
 
 

Définition 2.18. [11] 

  Une arborescence T  est  dominée s'il existe un sommet Ni ∈  (i est un sommet 

pendant de T ) pour lequel le chemin sip  est dominé. 

 
Définition 2.19. 

  On dit qu'une arborescence est efficace (non-dominée) si toutes ses branches 

sont des chemins efficaces. 

 

 

2.4.1.1. Cas d'un réseau bicritère: 

  
    On définit le problème suivant: 

 
(C2): "A chaque sommet i, trouver un chemin de "longueur minimum"  joignant un  

           sommet s  donné à  i  dans le réseau  bicritère  ),,( υANR = ".  

 
L'existence de solutions admissibles et efficaces est donnée par la proposition 2.5. 
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Proposition 2.5. 

Le problème  (C2)  admet : 

   (a)- une solution admissible si et seulement si s  est racine dans le réseau R . 

 
  (b)- une  solution efficace si et seulement si les conditions suivantes sont  

         satisfaites: 

 
(b1) - le réseau R  ne contient pas de circuit absorbant  pour chacun des deux   

          critères.                                                                                                                                                                                        

(b2) - le réseau R  ne contient pas deux circuits Γ   et 'Γ  vérifiants: 

          ),())(),(( 21
21 ααυυ =ΓΓ  

          ),())(),(( 21
'2'1 ββυυ =ΓΓ   avec   2,1,00 =<< iou ii βα  

                 parcourus avec le même nombre de fois tels que: 

                .2,1,0 =<+ iii βα  

 
Preuve  

 

* (a)-  est évident. 

 
** (b)- voir la proposition 2.1. de la section 2.3.                                        �                                                                                     

 

2.4.1.2. Cas d'un réseau multicritère: 

 
On définit le problème suivant: 

 
(C3): "A chaque sommet i, trouver un chemin de longueur minimum  joignant un  

          sommet  s  donné à  i  dans le réseau  multicritère ),,( υANR = ".   

 

l'existence de solutions admissibles et efficaces dans le cas d'un réseau 

multicritère est donnée par la proposition 2.6. 
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Proposition 2.6. 

Le problème (C3) admet: 

  (a)- une solution admissible si et seulement si s  est racine dans le réseau R . 

 
 (b)- une  solution efficace si et seulement si les conditions suivantes sont  

         satisfaites: 

 
(b1) - le réseau R  ne contient pas de circuit absorbant  pour au moins un   

          critère.                                                                                                                                      

(b2) - le réseau R  ne contient pas deux circuits  Γ  et 'Γ  vérifiants: 

                )...,,,())(...,),(),(( 21
21

r
r αααυυυ =ΓΓΓ  

                ),...,,())(...,),((),(( 21
''2'1

r
r βββυυυυ =ΓΓΓ   avec 

                0<iα    ou   0<iβ ,  pour Ii ∈  tels que :   { }rI ,...,1⊂  

                 parcourus avec le même nombre de fois tels que: 

                Iiii ∈<+ ,0βα . 

  

 Preuve  

         
  * (a)-  est évident.       

 
 ** (b)- voir la proposition 2.1.  de la section 2.3. 
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CHAPITRE 3 

PROBLEME DE PLUS COURT CHEMIN : SITUATION DU 

POINT DE VUE SCIENTIFIQUE 
 

 
 

3.1.  Introduction 

   Le problème de chemin optimum est considéré comme l'un des problèmes 

d'optimisation combinatoire les plus importants [1] et les plus étudiés [12]. La 

littérature consacrée à ce problème est conséquente. En effet, pendant plus de 

cinquante ans, plusieurs types de solutions ont été étudiés et proposés pour un 

domaine large et varié d'application. Cette diversité se traduit par l'existence de 

nombreuses variantes du problème de chemin optimum en fonction des 

hypothèses et contraintes considérées. Cependant, jusqu'à présent, il n'existe pas 

de solution générique capable de résoudre le problème de plus court chemin 

quelque soit le nombre de paramètres et quelque soit la configuration du réseau 

[13]. En effet, l'utilisation des algorithmes pionniers nécessite généralement des 

adaptations en fonction du problème traité. Ainsi, il existe quasiment autant de 

versions modifiées de l'algorithme de Dijkstra que de problématiques concrètes 

ayant été résolues avec cet algorithme. 

 

   Ce chapitre se décompose en 4 sections: dans la section 3.2, on donne les 

caractéristiques du problème de plus court chemin. La section 3.3 est consacrée à 

la complexité du problème de plus court chemin pour les deux variantes 

monocritère et multicritère. Dans la section 3.4, on présente les algorithmes de 

recherche de plus court chemin monocritère. 

       
3.2.  Caractéristiques du problème     

  Le problème de plus court chemin dépend: 

• du type de réseau considéré; 

• du nombre des critères à minimiser; 

• de la façon dont la recherche de l'itinéraire est effectuée.  
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Comme le réseau se distingue par le type de données disponibles, le problème de 

plus court chemin est, de plus, qualifié de statique, dynamique ou 

stochastique,...etc., en fonction du type de données disponibles.        

     
   Dans tous les cas, trouver le chemin optimum revient à chercher l'itinéraire qui 

minimise ou qui maximise une fonction coût spécifique. Cette recherche est 

définie en fonction des critères considérés. On parle du chemin le plus rapide, le 

moins cher ou le plus court selon que l'objectif visé est la minimisation du temps, 

du coût ou de la distance. Dans le cas d'une maximisation, on parle alors du 

chemin le plus lent, le plus cher ou le plus long. Parmi ces variétés d'objectifs de 

recherche, il est possible d'en choisir une pour évaluer la qualité du chemin. Dans 

ce cas, le problème traité est monocritère [14]. Dans la réalité, les décideurs 

utilisent plusieurs critères afin de déterminer le meilleur itinéraire. On parle alors 

de recherche bicritère si le nombre des critères est égal à deux [15], [16], [17] ou 

multicritère, [18], [4], [11], s'il est supérieur à deux.  

 
 Finalement, la recherche du chemin diffère selon le  nombre de points de départ 

(ou points source) et de points d'arrivée (ou points puits) sélectionnés. Elle peut 

être effectuée:  

 

• d'un point source unique à un point puits unique lui aussi, et dans ce cas le       

problème est dit single source single destination shortest  path  ou one-to -

one shortest  path ; 

 
• d'un point à tout autre point du réseau et dans ce cas, on parle de one-to-

all shortest path. Ce type de recherche est l'exemple type du problème 

d'arbre de couverture, the shortest path tree  (SPT); 

 
• entre toutes les paires de sommets dans le réseau, ce qui correspond à all-

to-all shortest path ou encor All-pairs shortest path. Dans le cas 

monocritère où une résolution polynomiale est possible, cette méthode 

peut être considérée comme m  exécutions de la méthode one-to-one (où 

m  est le nombre de paires possibles) ou alors n  exécutions de la méthode 

one-to- all (où n  est le nombre de sommets dans le réseau) [19]. 
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   En fonction de l'approche de résolution utilisée, ces caractéristiques nous ont 

permis, de grouper la plupart des travaux réalisés dans le domaine, en trois 

classes principales: ceux qui se basent sur l'utilisation d'approches combinatoires, 

telles que la méthode de fixation d'étiquettes label-setting [2], la méthode de 

correction d'étiquettes label-correcting [19] ou leur hybridation, les travaux qui 

utilisent la programmation linéaire (PL) [21], par exemple la méthode du simplexe, 

et finalement, ceux à base de techniques algébriques, par exemple l'algorithme de 

Floyd-warshall [22]. Les approches des deux premières classes sont 

principalement conçues pour la résolution du plus court chemin pour un point 

source, single source shortest path (SSSP).  Les algorithmes algébriques sont 

plus appropriés pour résoudre le problème de plus court chemin all-to-all.  

 
     Les algorithmes de recherche de plus court chemin multicritère se 

décomposent en trois classes : 

 

• les algorithmes marquage (d'étiquetage) multiples qui correspondent à une 

généralisation au contexte multicritère des algorithmes de problèmes 

classiques; 

• les algorithmes basés sur une énumération des k plus courts chemins (les 

algorithmes de rangement des chemins); 

• les algorithmes en deux phases qui, en une première phase, utilisent la 

programmation linéaire pour déterminer un sous-ensemble de solutions 

efficaces (à savoir les solutions dites supportées) puis, en une deuxième 

phase, s'appuient sur ces solutions pour exhiber les solutions  efficaces  

restantes (dites non-supportées). 

 
  Toutefois, la première classe peut être divisée en deux familles: les algorithmes 

de marquage permanent (fixation  d'étiquettes) dans lesquels une étiquette est 

maintenue de façon permanente dans chaque itération, et les algorithmes de 

marquage temporaire (correction d'étiquettes) dans lesquels les étiquettes ne 

deviennent permanentes que dans la dernière itération. 

    
  Dans ce travail, nous nous intéressons alors à la famille des algorithmes de 

marquage permanent.  
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3.3. Complexité du problème de plus court chemin    

  Le problème de plus court chemin monocritère est un problème efficacement 

résolu avec des algorithmes polynomiaux [8]. La complexité maximale des 

algorithmes pionniers pour cette variante du problème est estimée à ( )NAO , 

avec A  le nombre d'arcs dans le graphe et N  le nombre de sommets. Cette 

valeur de complexité est vraie pour toutes les versions d'algorithmes à l'exception 

de l'algorithme d'Esopo et Pape [23], dont la complexité est polynomiale, mais qui 

engendre une complexité exponentielle maximale égale à ( )NAO 2  pour des 

réseaux particuliers [9]. Cependant, même un algorithme de complexité 

polynomiale peut nécessiter un temps de calcul très important dans le cas de 

graphes denses  

   Dans le cas d'un réseau multicritère, la variante  multicritère du problème de 

plus court chemin est NP-complète [1]. Toutefois, utiliser une stratégie de 

résolution qui transforme le problème multicritère en un problème monocritère 

permet de conserver une complexité polynomiale. C'est le cas, par exemple, pour 

les algorithmes qui se basent sur la stratégie ordre lexicographique [24]  ou sur 

l'agrégation des critères [6].       

   En l'absence de décomposition ou de transformation du problème, la résolution 

exacte devient impossible en pratique. L'application du concept de Pareto 

dominance (voir chapitre.1) par exemple, correspond à une complexité 

exponentielle d'ordre ( )NO 2 , avec N  l'ensemble des sommets [25]. Cette 

complexité provient du nombre de longueurs non dominées au niveau de chaque 

sommet, qui peut être exponentiel. En effet, trouver l'ensemble de chemins non 

dominés revient à déterminer toutes les parties de l'ensemble de sommets N .  

Une résolution exacte est donc d'autant moins envisageable,  comme le montre le 

tableau (3.1) suivant, extrait de [9] qui indique déjà 36 années de calcul pour une 

complexité en ( )nO 2  lorsque n  vaut 50. Ceci condamne par avance toute 

tentative de résolution multicritère avec un algorithme itératif cherchant l'ensemble 

des chemins non-dominés dans le graphe.            
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          Tableau 3.1.  Croissance du temps de calcul pour différentes complexités              

 

 

 

3.4.  Algorithmes de recherche de plus court chemin monocritère.                                        

   
 

  3.4.1.  Notations et définitions 

   Les données d'entrée pour un algorithme de recherche du plus court chemin 

sont  représentées par le triplet ),,( υsG , où ),( ANG  est un graphe orienté, Ns ∈  

est le sommet source et →A:υ R est une fonction coût  (poids) qui attribue à 

chaque arc ),( ji  du graphe son évaluation ijυ . La majorité des algorithmes de 

recherche de plus court chemin utilise la notion de fonction potentielle. Cette 

dernière est une fonction réelle f , évaluée sur les sommets,  dont la valeur est 

fonction du coût attribué par la fonction υ  aux arcs du graphe. Soit la fonction υ , 

la fonction →Nf : R  est définie par:                                                                                           

                                             
                                 .),(,)()( Ajiifjf ij ∈∀+= υ    

   
   Nous supposons que le graphe ),( ANG  est connexe et nous définissons, pour 

chaque sommet Ni ∈ , l'ensemble )(iFS  de ses arcs sortants, forward star, tel 

que:  ( ){ }AjiiFS ∈= ,)( , et l'ensemble )(iBS  des arcs entrants au sommet i ,  

backwar star, tel que: ( ){ }AijiBS ∈= ,)( . 

 

 

 

             
                
taille 
complexité 

 
20 

 
50 

 
100 

 
200 

 
500 

 
1000 

      10 n3 0,02 s 1 s 10 s 1 min 21 min 27 h 
       2n   1 s 36 ans   ----   ----   ----  ---- 
       3n  58 min 2.1011 ans    ----   ----   ----   ---- 
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3.4.2.  Problème de l'arbre de couverture 

Le problème de l'arbre de couverture (shortest path tree  SPT) est un problème 

one-to-all. Il est défini par construction, à partir d'un point source s du graphe G , 

de la meilleure arborescence T , autrement dit, du sous graphe dans lequel le 

chemin reliant le sommet s  à tous les autres sommets du graphe est le meilleur 

chemin. Dans le cas où le graphe contient un cycle à coût négatif, le problème 

d'arbre de couverture n'a pas de solution. 

   
  Généralement, afin de résoudre le SPT, les travaux présentés dans la littérature 

se basent sur des méthodes d'étiquetage (marquage): la méthode de fixation 

d'étiquettes label-setting method et la méthode de correction d'étiquettes label-

correcting method. Le corps principal de ces deux méthodes est la fonction 

d'étiquetage dont le principe est le suivant:   

 
  chaque sommet de G  est étiqueté (marqué) par le triplet ))(),(),(( iSiBif où )(if  

est  la valeur potentielle du sommet i , )(iB  le sommet base du meilleur arc entrant 

dans i  et )(iS ∈{non- atteint, étiqueté, scanné} le statut du sommet. La valeur 

potentielle du sommet i  est appelée distance du chemin par rapport au sommet 

source. Initialement, pour chaque sommet i , ∞=)(if , nuliB =)( et =)(iS non-atteint. 

L'algorithme initialise les deux paramètres )(sf  et )(sS du sommet source s  à 

)(sf = 0 et )(sS = étiqueté. La procédure scanne() décrite par le pseudo-code de la 

figure 3.1 est ensuite appliquée pour mettre à jour les étiquettes )(if  des autres 

sommets. 

                                          
                                         Procédure  scanne )(i  
                                             Pour tout  )(),( iFSji ∈  faire  
                                                 Si )()( jfif ij <+υ   alors  

                                                    ijifjf υ+← )()( ; 

                                                                            ←)( jS   étiqueté;  
                                                   ijB ←)(  ;  
                                                 fin_si 
                                              fin_pour                    
                                                ←)(iS  scanne;  
                                          fin 
                                         
         
                                  Figure.3.1.  Code principal de la procédure d'étiquetage. 
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   A chaque itération, la fonction scanne ()  explore les arcs de l'ensemble )(iFS  

afin de mettre à jour la valeur de )( jf  de leur sommet tête. Si cette valeur est 

supérieure à la somme de )(if  et de ijυ ,  alors elle est remplacée par la valeur de 

la somme, et le sommet i  est ajouté à )( jB  comme meilleur prédécesseur. Cette 

dernière opération est nécessaire pour la construction du chemin final. 

     
  La fonction s'arrête si et seulement si tous les sommets du graphe sont couverts 

par l'arbre ou si un cycle à valeur négative est détecté. Une opération commune à 

tous les algorithmes qui se basent sur la méthode d'étiquetage, est l'utilisation 

d'une liste Q  qui sert à mémoriser les sommets déjà étiquetés ainsi que leurs 

statuts. La principale différence entre les algorithmes de fixation et de correction 

d'étiquettes réside dans la manipulation de cette liste et de ses éléments. 

Généralement, les sommets sont traités en fonction de leur valeur de distance. 

Celui pour lequel cette valeur est minimale, est sélectionné pour être scanné. Ceci 

constitue le principe de base de l'algorithme de fixation d'étiquettes. Les 

algorithmes utilisant d'autres stratégies pour traiter les sommets sont classés 

comme des algorithmes de correction d'étiquettes. Beaucoup de structures des 

données ont été développées pour améliorer les performances de ces 

algorithmes. Ce qui s'est traduit par le développement de plusieurs stratégies 

nouvelles.                                         
 
 

3.4.2.1.  Algorithme à fixation d'étiquettes.  

  Cette méthode repose sur l'approche du proche voisin (shortest first search). Sa 

première version à été proposée par Dijkstra en 1959 [2]. Pour sélectionner le 

sommet à scanner, cet algorithme utilise la fonction f  associée aux sommets. Le 

sommet sélectionné de la liste Q  est celui qui possède la plus petite valeur de f . 

Le corps principal de cet algorithme est présenté dans la figure 3. 2 suivante.           
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                                          0)( ←sf ;           
                                  Pour tout  { }sNi −∈  fair e ∞←)(if ; 
                                        { }sQ =← 1 ; 

                                        { }nQ ,...,2= ; 
                                        scanne  )(s ; 

                                        tant que  0≠Q  faire  

                                             =j Meilleur_sommet )(Q ; 
                                             scanne )( j ; 
                                             { }jQQ U← ; 

                                             { }jQQ −← ; 
                                       fin_tant que  
                                                                                      
                                
                                           Figure.3.2.  Algorithme de Dijkstra. 

    
  Dans le pseudo-code de la figure 3.2, la fonction  Meilleur_sommet )(Q est une 

fonction de sélection qui renvoie le sommet qui possède la valeur de f  la plus 

petite. La liste Q  est une liste complémentaire à la liste Q , c'est-à-dire, QNQ −= . 

Le fonctionnement de cet algorithme est lié aux valeurs de υ . En effet, l'algorithme 

n'est valide que si ses valeurs sont positives.  Comme on peut le constater dans le 

pseudo-code présenté dans la figure 3.2, la complexité  des algorithmes  basée 

sur la méthode de fixation des étiquettes dépend de la procédure de sélection 

utilisée (Meilleur_sommet()) ainsi que de son implémentation. Une méthode naïve 

qui consiste à comparer tous les sommets de la liste est de complexité ( )2
NO . 

Une implémentation basée sur la stratégie de Fibonacci [13] est de complexité 

( )NNAO log+ . D'autres implémentations ont été également proposées, pour 

plus de détails, le lecteur peut se référer à [26]. 

 

 
3.4.2.2.  Algorithme à correction d'étiquettes. 

  Dans cette méthode, l'opération de sélection est plus simple que celle de 

l'algorithme de fixation d'étiquettes. Généralement, des stratégies de type FIFO ou 

LIFO sont adoptées pour manipuler la liste Q . Les algorithmes les plus connus qui 

se basent sur l'utilisation de cette stratégie, sont les algorithmes de Bellman [27], 

Ford et Fulkerson [28], Moore [29], l'algorithme Esopo-pape proposé par Pape [23] 
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et l'algorithme de seuil développé par Glover et al [30]. Le schéma général de ce 

type d'algorithme est présenté dans le pseudo-code de la figure 3.3  suivante.        

                                               
                                         0)( ←sf ;           
                                        Pour tout { }sNi −∈  faire  ∞←)(if  ; 
                                            { }sQ =← 1  ; 
                                            tant que  φ≠Q    faire  
                                             =v Selectionne_sommet )(Q ; 
                                            { }vQQ −← ; 
                                              Pour tout   )(),( vFSjv ∈  faire  
                                                 Si )()( jfvf vj <+υ   alors  

                                                     vjvfjf υ+← )()(  ; 

                                                    ←)( jS  étiqueté; 
                                                    vjB ←)( ; 
                                                  fin_si 
                                                   Si Qj ∉   alors  
                                                       { }jQQ U← ; 
                                                   fin_si 
                                               fin_pour 
                                            fin_tant que      
                                                                  
                        

           Figure.3.3.  Schéma général de l'algorithme correction d'étiquettes. 
 
 
   Les algorithmes de Bellman, Ford et Moore représentent les algorithmes de 

base qui utilisent des listes FIFO. Le sommet à scanner est sélectionné en tête de 

la liste Q , les nouveaux sommets sont insérés en fin de liste. Ce type de méthode 

nécessite au plus 2N  itérations (insertion, sélection) pour étiqueter tous les 

sommets du graphe. Cependant, la complexité des algorithmes utilisant cette 

méthode est estimée à ( )NAO . Cette relation est liée au fait qu'il y a aux plus 

1−N  itérations  principales pour consulter tous les successeurs de tous les 

sommets, c'est-à-dire les A  arcs [9]. L'algorithme Esopo-Pape [23] modifie la 

stratégie FIFO en changeant l'opération d'insertion des nouveaux sommets. Ceux 

insérés pour la première fois dans Q  sont insérés en fin, par contre, ceux 

réinsérés pour la deuxième fois sont insérés en tête de Q . En effet, la réinsertion 

d'un sommet i  dans la liste Q  témoigne d'une amélioration de sa valeur )(if . 

Cette amélioration engendrera certainement une diminution de f  sur les sommets 
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successeurs de  i , et il est donc judicieux de le traiter en priorité. La sélection, 

elle, reste la même: le sommet sélectionné est celui qui se trouve en tête de liste. 

A l'inverse de la version originale FIFO, pour certains réseaux particuliers, 

l'algorithme Esopo-Pape a un comportement exponentiel de complexité maximale 

égale à ( )NAO 2  [9].  D'autres versions de cette méthode sont proposées par 

Pallotino, Gallo et Pallotino [13]. Dans ces versions, la liste Q  est divisée en deux 

listes 1Q  et 2Q . Les sommets sont sélectionnés en tête de 1Q  si elle n'est pas vide, 

sinon, ils sont retirés en tête de 2Q . Les sommets insérés pour la première fois 

dans la liste sont insérés en fin de 2Q  sinon ils sont insérés en fin de 1Q . Ces 

modifications ont permis, d'une part, de garder le concept utilisé par Pape [23] 

améliorant ainsi la construction du chemin, et d'autre part, d'utiliser la stratégie 

FIFO, ce qui réduit la complexité de l'algorithme à ( )2
NAO  [14]. Dans [30], 

Glover et al., proposent un algorithme similaire à celui de Pallottino [14]. Le 

concept de division de la liste Q  en deux listes 1Q  et 2Q  est conservé. Mais à 

l'inverse de la méthode proposée par Pallotino, l'opération de sélection est 

toujours effectuée sur les sommets de la liste 1Q . Si cette liste est vide, les 

sommets de 2Q  dont la valeur de f  est supérieure à une valeur de seuil sont 

transférés de 2Q  vers 1Q . L'opération d'insertion est effectuée en fonction de la 

valeur de f . Si cette valeur est supérieure à la valeur du seuil, alors les nouveaux 

sommets sont insérés en fin de 2Q , sinon ils sont insérés en fin de 1Q . A chaque 

itération, la valeur du seuil est ajustée en fonction de la plus petite valeur de f  

dans 2Q . La méthode nécessite 3N  itérations d'insertion, sélection et transfert de 

2Q  vers 1Q  et sa complexité est estimée à ( )2
NAO . Dans [14], Bertsekas 

propose une stratégie encore plus précise (Small  label  to  the  front  SLF) basée 

sur la supposition suivante: le nombre d'itérations d'une méthode de correction 

d'étiquettes dépend du rang du sommet dans la liste triée en fonction de  f. Ainsi, 

pour améliorer les performances de l'algorithme, la stratégie d'insertion doit 

assurer que les sommets présentant une petite valeur de f  se trouvent en tête de 

liste. Ceci garantit une sorte de couplage entre les principes de la méthode de 

fixation d'étiquettes et ceux de l'algorithme de seuil. La mise en place de SLF [14] 
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est réalisée en appliquant la règle suivante: si la valeur de f  du nouveau sommet 

est inférieure à celle du sommet  en tête de liste, alors le nouveau sommet est 

inséré au début de la liste, sinon il est inséré en fin de liste. La complexité de cet 

algorithme est estimée par l'auteur en ( )ANO  . Les tests effectués par 

Bertsekas [14] montrent que cette stratégie est plus rapide que celles présentées 

par Bellman [27], Ford et Fulkerson [28], Glover et al [30],  Pape [23]. 
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CHAPITRE 4 
 

ALGORITHMES DE RESOLUTION DU PROBLEME DE 

CHEMINEMENT  MULTICRITERE 

 
 
 

Introduction .  .14 

    La variante monocritère du problème de plus court chemin est considérée 

comme étant pratiquement résolue. Mais, le cas multicritère est une variante  NP -

complète [1] qui fait encore l'objet de travaux de recherche. Généralement, les 

algorithmes de résolution proposés pour le cas multicritère se basent, 

essentiellement, sur l'utilisation des algorithmes pionniers (chapitre 3) que nous 

avons présentés ou sur des versions légèrement modifiées. Vincke [4], 

Brumbaugh-Smith et Shier [16] et Skriver et Andersen [15] proposent des 

algorithmes de résolution du problème de plus court chemin multicritère ou 

bicritère basés sur la méthode de marquage temporaire  (correction d'étiquettes). 

Hansen [31], Martins [11], Hansen et al [17] et Gabrel [32] proposent des 

algorithmes basés sur la méthode de marquage permanent (fixation d'étiquettes). 

Dans la suite de ce chapitre on s'intéresse aux algorithmes qui se basent sur la 

méthode de marquage permanent. 

 
   Dans la première partie de ce chapitre, nous donnons les algorithmes de 

résolution du problème de recherche d'un plus court chemin  multicritère d'un 

sommet source s  à un sommet puits t . Dans la deuxième partie, nous présentons 

les algorithmes de résolution du problème de recherche d'un plus court chemin 

multicritère d'un sommet source s  à tout autre sommet du réseau.  

 

 
4.2. Algorithmes de résolution du problème de recherche d'un plus court chemin  
     multicritère d'un sommet source s à un sommet puits  t 

 
  Dans le cas bicritère, Hansen [31], est le premier à avoir proposé un algorithme 

pour résoudre le problème du plus court chemin bicritère. Son algorithme est une 

généralisation de l'algorithme classique du plus court chemin de Dijkstra [2].  Dans 
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cet algorithme une ou plusieurs étiquettes sont associées à chaque sommet  

Ni ∈ , l'ensemble d'étiquettes étant divisé en deux sous-ensembles: ensemble 

d'étiquettes permanentes et ensemble d'étiquettes temporaires. Chaque étiquette 

associée à un sommet Ni ∈ , est une paire ),( ii ξπ , où )](),([ 21
sisii pp υυπ =  est la 

valeur du chemin sip de s  à i  et iξ  est le prédécesseur de sommet i  dans le 

chemin sip . Les étiquettes permanentes correspondent  à des chemins efficaces, 

alors que chaque étiquette temporaire correspond à un chemin qui peut être 

dominé ou pas.   

 
A chaque étape de l'algorithme, on sélectionne l'étiquette temporaire 

lexicographique petite, associée à un sommet  Ni ∈ , pour la rendre permanente 

et elle est utilisée pour associer une nouvelle étiquette temporaire à tous les 

sommets j  pour  lesquels Aji ∈),( . Après cette étape, le test de dominance est 

utilisé pour supprimer toutes les étiquettes  temporaires correspondant aux 

chemins dominés.   

 
   Martins [11] a proposé deux algorithmes pour la résolution du problème du plus 

court chemin multicritère. Un des ces algorithmes est une généralisation pour le 

cas multicritère  de l'algorithme présenté par Hansen [31]. 

 

4.2.1. Algorithme de Martins  

 
 

Hypothèse 1: 

Il est supposé qu'il existe un entier { }rk ...,2,1∈  pour lequel 0≥k
ijυ  pour tout  

 Aji ∈),( .  Sans perte de généralité, il suppose que 1=k . 

 
Hypothèse 2: 

Pour chaque circuit Γ dans le réseau R = (N, A,υ), il est supposé que pour tout  k 

= 1,…, r, 0)( ≥Γkυ   avec au moins une inégalité stricte.  
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Théorème 4.1.  [11] 

 Toute paire p  et 'p de chemins efficaces de s  à t  est connectée par une suite 

{ }'21 ,,...,,, ppppp l  de chemins adjacents efficaces. 

 
4.2.1.1. Approche d'étiquetages multiples  

Martins [11] a proposé un algorithme pour déterminer l'ensemble des chemins 

efficaces lorsque toutes les valuations sont positives ( 0≥k
ijυ pour tout (i, j) ∈A, et 

k = 1,…, r) avec au moins une inégalité stricte. L'algorithme de Martins, présenté 

ci-après (figure 4.1) est une extension multicritères de l'algorithme de Dijkstra 

dans lequel l'opérateur "min" est remplacé par le test de dominance. L'idée de 

l'algorithme de Martins est assez intuitive. À chaque itération, et pour chaque 

sommet, deux types de marquages sont utilisés: marquage permanent et 

marquage temporaire. L'algorithme sélectionne l'étiquette lexicographiquement 

petite à partir des étiquettes temporaires, la convertit en une étiquette 

permanente, et propage l'information contenue dans cette étiquette à toutes les 

étiquettes temporaires de ses successeurs. La procédure s'arrête lorsqu'il n'existe 

aucune étiquette temporaire. 

   
  Soit un sommet j∈N du réseau R.  La l ème  étiquette associée au sommet j  est 

définie comme suit: ;],),(,...,)([ 1
lsj

r
sj hipp υυ  où ))(),...,(( 1

sj
r

sj pp υυ  est un vecteur 

des performances; i  est le sommet précédent à partir duquel le sommet j  a été 

marqué; et h est la position de cette  étiquette dans la liste d'étiquettes sur le  

sommet i  pour lequel:  

 
                            { }rktoutpourpp k

ijsi
k
hsj

k
l ,...,1,)()( ∈+= υυυ  

Où  

• )( sj
k
l pυ  noté aussi k

lj,υ  est la kéme composante de la léme étiquette associée 

au sommet j . 

 
• )( sj

k
l pυ  est la  valeur du chemin sjp  suivant le critère k  lorsqu'on suit le 

chemin de s  à j  suivant l'étiquette l, défini comme le chemin de  s  à i , 

avec l'étiquette h, suivi  l'arc ),( ji .  
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Pour un sommet j , on dit que αυυ ],*,*)(,...,)([ 1
sj

r
sj pp  est  lexicographiquement 

petite  que  βυυ ],*,*)(,...,)([ ''1
sj

r
sj pp    si      

  )()(;)()(,...,)()( ''11'11
sj

k
sj

k
sj

k
sj

k
sjsj pppppp βαβαβα υυυυυυ <== −−  pour un  

certain k ∈{1,…, r}.  

 

      Etape 0: Associer l'étiquette temporaire 1,*,*]0,...,0[  au sommet s. 

      Etape1:  

                     (1)- Si l'ensemble des étiquettes temporaires est vide, aller à étape 3.   

                            Sinon, déterminer parmi les étiquettes temporaires 

lexicographiquement petite. Désignons la par la hème étiquette                                                                                                                         

associée au sommet i et considérons la comme une étiquette 

permanente.  

                   (2)- Tant qu'il existe un sommet Nj ∈  tel que Aji ∈),( , faire: 

     (i) { }rktoutpourpp k
ijsi

k
hsj

k ,...,1,)()( ∈+= υυυ , 

       et soit  βυυ ],),(,...,)([ 1 hipp sj
r

sj   la nouvelle étiquette  

       temporaire associée au sommet j .  

                              (ii)  supprimer toutes les étiquettes temporaires du sommet  

       j  dominées   par la  nouvelle étiquette,                                                       

           supprimer la nouvelle étiquette si elle est dominée. 

                Etape 2:  Aller à l'étape 1. 

                Etape 3: Déterminer  les chemins efficaces de s  à t . 

                Etape 4:  Fin de l'algorithme. 

                                                 
                        Figure 4.1.   Algorithme1 de Martins. 

 
L'étape 3 de l'algorithme est facilement exécutée. En effet à la fin de l'algorithme, il 

existe autant des étiquettes permanentes associées au sommet t  que le nombre 

de chemins efficaces de s  à t . Cependant chaque étiquette permanente 

correspondra à un chemin efficace unique.  

 
Pour déterminer tous les chemins efficaces, on choisit une étiquette permanente 

associée au sommet t  et on suppose que ),( hj  est l'étiquette qui lui est associée. 
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Donc j  est le sommet juste avant t  dans le chemin efficace et le sommet juste 

avant j  est donné par la héme  étiquette.  Par,  une remontée, le premier sommet s  

du chemin est retrouvé.  

Remarque 4.1. 

• Tous les chemins efficaces du sommet s  à i , pour tout { }sNi −∈ , peuvent être 

déterminés par l'algorithme1 de la figure 4.1. 

 
• Si nous appellerons s -efficaces les arcs du graphe G  empruntés au moins par 

un chemin efficaces d'extrémité initiale le sommet s , alors le sous graphe partiel 

sG  formé des seuls descendants de s  et des seuls arcs s -efficaces de G  contient 

l'essentiel d'information concernant les chemins efficaces, puisque tout chemin (de 

s  à i , { }sNi −∈∀ ) efficace dans G  est un chemin de sG , la réciproque est 

fausse. 

 
Définition 4.1. 

 Une arborescence lexicographiquement petite est une arborescence pour laquelle 

chaque chemin lexicographiquement petit du sommet s  à  i  est déterminé pour 

tout { }sNi −∈ . 

 
Proposition 4.1.  [11] 

Une arborescence lexicographiquement petite est une arborescence efficace 

(non-dominée). 

 
• Soit T  une arborescence  et soit )(Tk

iΠ  (ou simplement k
iΠ ) la valeur de )( si

k pυ  

où sip   est un chemin de s à  i  dans T . 

 
• Ainsi, 0)( =Π Tk

s  pour tout { }rk ,...,1∈  et pour toute arborescence T . 

 
• Pour tout { }rk ,...,1∈  et pour tout arc Aji ∈),( , on définit le coût réduit )(Tk

ijυ  (ou 

simplement k
ijυ ) par : k

ijυ =    k
ijυ  + k

iΠ - k
jΠ . 

 
• Pour une arborescence T et un arc Tji ∉),( on a: 

 { } { }),(),(' jhjiTT −= U  où Tjh ∈),(  est une arborescence adjacente à T . 
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• Dans l'algorithme suivant, un vecteur 0≠V  est dit lexicographiquement  positif  

si sa première composante non nulle est positive. On utilise ainsi la notation 

0LV >  pour dire que le vecteur  V  est  lexicographiquement  positif. 

 

      Etape0:  

(1) Déterminer une arborescence T   lexicographiquement petite. 

(2) Calculer )](,,...)([ 1 TT r
ii ΠΠ  pour tout  Ni ∈ . 

(3) Placer T  dans LIST. 

     Etape1:  Si  LIST  est  vide alors fin d'algorithme. 

                   Sinon supprimer de la LIST l'arborescence 'T avec    

   )](,,...)([ ''1 TT r
tt ΠΠ  lexicographiquement petite.  

   Calculer )](,,...)([ ''1 TT r
ijij υυ  pour tout  '),( Tji ∉ . 

             Etape2:   Si 'p (le chemin de s à t  dans 'T ) n'est pas dans LIST1, alors  

                            placer le dans LIST1.                                            

             Etape3:  Tant qu'il existe un arc '),( Tji ∉ tel que l'une des deux conditions   
                           suivantes est satisfaite: 

                          0)](,,...)([ ''1 Lr
ijij TT >υυ   et  k

ijυ < 0 pour certain { }rk ,...,1∈  

                           ou  k
ijυ = 0 pour tout { }rk ,...,1∈  faire: 

(1) { } { }),(),(' jhjiTT −= U  où '),( Tjh ∈  

(2) Calculer )](,,...)([ 1 TT r
ii ΠΠ  pour tout  Ni ∈ . 

(3) Placer T  dans LIST si elle n'existe pas. 

             Etape4:  Supprimer de LIST toute  arborescence dominée. 

             Etape5: Aller à l'étape 1. 
                                 
        
                    Figure 4.2.   Algorithme2 de Martins. 

 

• La condition imposée à l'étape 3 est une condition nécessaire pour qu'une 

arborescence adjacente à une arborescence efficace est efficace. 

•  Or certaines arborescences générées  à l'étape 3  peuvent être dominées, ce 

qui explique l'existence de l'étape 4. 
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Remarque 4.2. 

• Le principal problème de cet algorithme est l'exécution de l'étape 4, malgré que 

le test de dominance peut être exécuté seulement pour les branches représentant 

les chemins du sommet s  à  t . 

• L'idéal est de trouver une condition suffisante pour déterminer les arborescences 

efficaces adjacentes à une arborescence efficace. 

 

4.2.2. Méthode d'étiquetage à partir de deux extrémités du réseau 

   Pour le problème de plus court chemin bicritère Hansen et al. [17] ont proposé 

un algorithme qui exploite l'information provenant des deux extrémités du réseau. 

L'algorithme prolonge des sous-chemins efficaces à partir de la source et puits, en 

utilisant des extensions non-dominées déjà calculées pour faire la dominance. 

 
• Soit ijp  un chemin de i  et j , la valeur du chemin ijp  est notée par 

l'étiquette )](),([ 21
ijij pp υυ . 

• L'étiquette lexicographiquement petite correspond à un plus court chemin 

ijp  de i  à j   pour le rème  critère )2,1( =r , est notée par  )](),([ 2
)(

1
)( ijrijr pp υυ . 

• Un chemin correspondant à une étiquette efficace représente un chemin 

efficace, et vice versa. 

• Pour chaque sommet Ni ∈  on associe quatre ensembles T
siL , T

itL , P
siL  et P

itL  

des étiquettes efficaces. Les ensembles T
siL  et T

itL  appelés ensembles des 

étiquettes efficaces temporaires du chemin sip  de s  à i  et du chemin itp  

de i  à t . P
siL  et P

itL  appelées ensembles des étiquettes efficaces 

permanentes du chemin sip  de s  à i  et du chemin itp de i  à t .  

• L'ensemble T
stL  (resp. P

stL ) appelé ensemble des étiquettes efficaces 

temporaires du chemin stp de s  à t  (resp. appelé ensembles des 

étiquettes efficaces permanentes du chemin stp de s  à t ). 
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• L'étiquette lexicographiquement petite )](),([ 2
)1(

1
)1( ijij pp υυ  correspond à un 

plus court chemin de i  et j  pour le critère 1υ  et )](),([ 2
)2(

1
)2( ijij pp υυ  

correspond à un plus court chemin de i et j  pour le critère 2υ . 

• A chaque itération de l'algorithme, la kème étiquette associé à l'ensemble 

des étiquettes efficaces permanentes du chemin ijp  de i  à j  en 

augmentant les valeurs de critère 1υ ,  sera noté )](),([ 21
ijkijk pp υυ . 

• Pour un sommet Ni ∈ , un sous-chemin sip  ou itp  qui ne peut pas être 

prolongé à un chemin efficace stp  de s  à t , est appelé sous-chemin 

dominé. 

 
Proposition 4.2. [17] 

 Considérons un sommet i  correspondant à une étiquette lexicographiquement 

petite dans T
siNi L∈U  et soit )](),([ 21

tjtj pp υυ la dernière étiquette sélectionnée à 

partir de T
itNi L∈U  pour l'extension. Si ),()( 1

)2(
1

titj pp υυ ≥  où )(1
)2( tipυ  est la valeur 

de critère 1υ  du chemin  lexicographiquement petit tip  pour le critère 2υ , alors 

toutes les étiquettes efficaces )](),([ 21
stst pp υυ du chemin stp  de s  à t  obtenues 

par l'extension d'un chemin correspondant à )](),([ 21
isis pp υυ  sont  examinées.  

 
Proposition 4.3.  [17] 

 Considérons une étiquette lexicographiquement petite )](),([ 21
isis pp υυ  dans 

T
siNi L∈U  et soit )],(),([ 21

tiktik pp υυ  pour P
tiLk ,....,2,1= ,  est la  kéme  étiquette 

associée à P
tiL .  Si toutes les étiquettes )](),([ 21

isis pp υυ + )],(),([ 2
1

1
tiktik pp +υυ  pour 

1,....,2,1 −= P
tiLk  sont dominées par rapport à P

st
T
st LL U ,  alors toutes les étiquettes 

efficaces )](),([ 21
stst pp υυ  du chemin stp  de s  à t  obtenues par l'extension d'un 

chemin correspondant à )](),([ 21
isis pp υυ  sont examinées.  

 
 Remarque 4.3. 
  Les propositions 1 et 2 restent valables si on considère l'étiquette 

lexicographiquement petite )](),([ 21
tjtj pp υυ  dans  T

tjNi L∈U .  
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Théorème 4.2.  [17] 

   Soit )](),([ '2'1 pp υυ  et )](),([ "2"1 pp υυ  deux étiquettes efficaces extrêmes avec 

)()( "1'1 pp υυ <  et soit  )](),([ 21 pp υυ  l'étiquette optimale du problème de plus court 

chemin paramétrique pour 

))()()()(()()(( "2'2'1"1"2'2 pppppp υυυυυυα −+−−= . Alors )](),([ 21 pp υυ est 

une étiquette efficace extrême et )()()( "11'1 ppp υυυ ≤≤ . De plus, si 

)()1()()()1()( '2'121 pppp υααυυααυ −+=−+ , aucune étiquette efficace ne se 

trouve entre )](),([ '2'1 pp υυ  et )](),([ 21 pp υυ ni entre )](),([ 21 pp υυ  et 

)](),([ "2"1 pp υυ . 

 

4.2.2.1 Algorithme  

  Hansen et al. [17] proposent une approche à double parcours basée sur la 

méthode de fixation d’étiquettes pour résoudre le problème de plus court chemin 

bicritère. Les différences majeures de cette approche avec celle de Dijkstra sont 

principalement l’utilisation d’un parcours à double sens du réseau et la sélection 

des sommets à traiter en se basant sur l’ordre lexicographique [25]. Plus 

formellement, dans le cas de Hansen les arcs de R  sont évalués par deux 

paramètres entiers 1υ  et 2υ  liés aux deux critères à minimiser. De ce fait, chaque 

chemin p  est évalué par deux valeurs )(1 pυ  et )(2 pυ , chacune associée à un 

critère donné. L’ordre lexicographique utilisé par la méthode consiste à définir un 

ordre de préférence entre les critères. Pendant la sélection, l’algorithme choisit le 

sommet qui possède la plus petite valeur de critère  dont la préférence est la plus 

grande. Si deux sommets possèdent la même valeur, l’algorithme utilise la 

longueur du deuxième objectif pour les départager. 

 
Chaque sommet Ni ∈  possède quatre ensembles T

siL , T
itL , P

siL  et P
itL  qui 

mémorisent les étiquettes efficaces. 

Les deux premiers ensembles mémorisent les étiquettes efficaces temporaires en 

cours de construction. P
siL  et P

itL  mémorisent les étiquettes efficaces permanentes. 

Elles sont initialisées par les valeurs des chemins liant les sommets s  et t  au 

sommet  Ni ∈ . Ces chemins sont construits :  
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• soit en minimisant le critère 1υ  et en évaluant 2υ , puis en minimisant le 

critère 2υ  et en évaluant 1υ  . 

• soit en minimisant l’agrégation des deux critères dans une fonction       

α
1υ + (1-α) 2υ  pour des valeurs de α spécifiées (théorème 4.2). 

 
Les ensembles T

ssL , T
ttL , P

ssL  et P
ttL  sont initialisées par des étiquettes correspondant 

aux circuits ),( ss  et ),( tt  minimisant le critère 1υ . L’ajout et la suppression de 

nouvelles étiquettes aux ensembles T
siL , T

itL , P
siL  et P

itL  sont effectués en utilisant le 

concept de Pareto dominance: l'étiquette )](),([ 21 pp υυ  domine )](),([ '2'1 pp υυ  si 

)()( '11 pp υυ ≤ et )()( '22 pp υυ ≤  avec au moins une inégalité stricte (pour plus de 

détails voir chapitre 1). Toutes les étiquettes dominées ainsi que toutes les 

étiquettes rendantes sont supprimées des ensembles T
siL , T

itL , P
siL  et P

itL . Après 

cette phase d’initialisation, l’algorithme procède à la construction des chemins 

bicritère utilisant l’algorithme de fixation d’étiquettes. Pour chaque sommet  Ni ∈ , 

l’algorithme : 

 
• sélectionne l'étiquette lexicographiquement petite )](),([ 21 pp υυ  de 

l'ensemble T
siNi L∈U  (respectivement de T

itNi L∈U ) ; 

• transfère )](),([ 21 pp υυ  de T
siNi L∈U  à P

siL  (respectivement de T
itNi L∈U  à P

itL ) ; 

• met à jour les étiquettes des successeurs (respectivement prédécesseurs) 

de i ; 

• insère les nouvelles étiquettes dans les ensembles T
siL  et P

siL  du sommet 

successeur (respectivement dans les ensembles T
itL  et P

itL  du sommet 

prédécesseur) en vérifiant la condition de dominance. 

 
Ces opérations sont répétées tant que les ensembles T

siNi L∈U  et T
itNi L∈U  ne sont 

pas vides. Sachant que la taille maximale de ces ensembles est égale à qn2 , où 

q  est la plus grande valeur que peuvent avoir 1υ  ou 2υ , )( 2qnO  opérations sont 

nécessaires pour que tous les sommets des listes T
siNi L∈U  et T

itNi L∈U  soient 
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traités. La sélection du meilleur sommet nécessite )(nqO  opérations de 

comparaison. Finalement, la mise à jour des étiquettes et des listes requiert 

))log(( nqnqO  opérations. De ce fait, les auteurs estiment la complexité de cet 

algorithme en ))log(( 34 nqqnO  où Nn = . 

 
Algorithme  

 

1. Initialisation 

         (a) Exécuter Initialisation de base  ou Initialisation d'extension   

(b) Pour { }tsNi ,−∈ , P
siLpp ∈)](),([ 21 υυ  et P

itLpp ∈)](),([ '2'1 υυ , supprimer de 

T
stL  toutes les étiquettes dominées par )](),([)](),([ '2'121 pppp υυυυ +  et 

ajouter la nouvelle étiquette à T
stL  si elle est efficace par rapport à T

stL  et 

P
stL . 

  2.  Etape principale  

    Tant que φ≠∈
T
siNi LU  et φ≠∈

T
itNi LU : 

    Si T
itNi

T
siNi LL ∈∈ ≤ UU , aller à l'étape en avant , si non aller à l'étape en arrière .  

 
 Initialisation de base 

   1. plus court chemin avec un seul critère  

      Calculer les étiquettes  

      )](),([)],(),([)],(),([)],(),([ 2
)2(

1
)2(

2
)2(

1
)2(

2
)1(

1
)1(

2
)1(

1
)1( ititsisiititsisi pppppppp υυυυυυυυ                                                

        pour Ni ∈ .  

  
   2. Initialisation  les ensembles des étiquettes 

 Soit : 0)(1 =ispυ  et P
ssL = T

ssL ={ })](),([ 2
)1(

1
)1( ssss pp υυ . 

      Pour { }sNi −∈ ,ensemble: φ=T
siL et P

siL ={ })](),([)],(),([ 2
)2(

1
)2(

2
)1(

1
)1( sisisisi pppp υυυυ . 

     Soit 0)(1 =tjpυ  et P
ttL =  T

ttL ={ })](),([ 2
)1(

1
)1( tttt pp υυ . 

    Pour { }tsNj ,−∈ ,ensemble: φ=T
jtL et P

jtL ={ })](),([)],(),([ 2
)2(

1
)2(

2
)1(

1
)1( jtjtjtjt pppp υυυυ .  
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 Initialisation d'extension  

     1. Exécuter  initialisation de base   et soit  

            { })](),([)],(),([ 2
)2(

1
)2(

2
)1(

1
)1( stststst ppppC υυυυ= . 

     2.  tant que φ≠C : 

         (a)  sélectionner et supprimer  un élément  )])(),([)],(),(([ "2"1'2'1 pppp υυυυ                  

                de C   Calculer ))()()()(()()(( "2'2'1"1"2'2 pppppp υυυυυυα −+−−=  et 

                l'ensemble   des coûts des arcs  21 )1( ijij υααυ −+ ,  pour Aji ∈),( . 

        (b)  pour Ni ∈ , calculer et ajouter l'étiquette )](),([ 21
sisi pp υυ  de plus court             

               chemin sip   à P
siL  et  l'étiquette )](),([ 21

itit pp υυ  de plus court chemin  

              itp  à P
itL . Soit  )](),([ 21 pp υυ  est l'étiquette de plus court  chemin de s à t .              

       (c)  Si  )()1()()()1()( '2'121 pppp υααυυααυ −+<−+  ajouter  

            )])(),([)],(),(([ 21'2'1 pppp υυυυ  et )])(),([)],(),(([ "2"121 pppp υυυυ  à C .  

 

Etape en avant  

 1. Sélectionner  l'étiquette  lexicographiquement  petite )](),([ 21
isis pp υυ  

    Transférer l'étiquette )](),([ 21
isis pp υυ  de T

siNi L∈U  à P
isL  et supprimer elle de  

      T
isL . 

2.  Extension de chemin isp  sélectionné   

    (a)  pour P
tiLpp ∈)](),([ 21 υυ , supprimer de T

stL  toutes les étiquettes dominées  

           par )](),([)](),([ 2121 pppp isis υυυυ +  et ajouter cette nouvelle étiquette à T
stL   

          si  elle  est efficace par rapport à T
stL  et  P

stL . 

   (b) si  )()( 1
)2(

1
isjs pp υυ <  et au moins une étiquette  

         )](),([)](),([ 2
1

121
iskiskisis pppp ++ υυυυ   pour 1...,2,1 −= P

tiLk , est efficace par       

         rapport  à T
stL  et  P

stL , alors, pour Aji ∈),( :  supprimer de T
sjL  toutes les         

        étiquettes dominées par )](),([ 21
isis pp υυ + ),( 21

jiji υυ  et   ajouter cette nouvelle   

       étiquette à T
sjL  si elle est efficace par rapport à T

sjL  et  P
sjL . 
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Etape en arrière  

 1.  Sélectionner l'étiquette lexicographiquement petite )](),([ 21
tjtj pp υυ  

      Transférer l'étiquette )](),([ 21
tjtj pp υυ de T

itNi L∈U  à P
tjL  et supprimer elle de  

      T
tjL  

 
 2.  Extension de  chemin tjp  sélectionné 

 (a)  pour P
jsLpp ∈)](),([ 21 υυ , supprimer de T

stL  toutes les étiquettes dominées par  

       )](),([)](),([ 2121
tjtj pppp υυυυ +  et ajouter cette nouvelle étiquette  à T

stL  si             

       elle  est efficace par rapport à T
stL  et  P

stL . 

(b) si )()( 1
)2(

1
jsis pp υυ < et au moins une étiquette  

      )](),([)](),([ 212
1

1
tjtjjskjsk pppp υυυυ ++  pour 1,...,2,1 −= P

jsLk , est efficace par       

      rapport à T
stL  et  P

stL  , alors, pour Aji ∈),( : supprimer de T
itL  toutes les   

     étiquettes dominées par  ),( 21
jiji υυ + )](),([ 21

tjtj pp υυ  et  ajouter cette nouvelle  

     étiquette à T
itL   si elle est efficace par rapport à T

itL  et  P
itL . 

 

        Figure 4.3. Algorithme d'étiquetages à double parcours. 

 

 

 

4.3. Algorithmes de résolution du problème de recherche d'un plus court chemin            

       multicritère d'un sommet source  s à  tous les autres sommets du réseau 

 

 

4.3.1 Algorithme de Martins modifié  

 
  D'après la remarque 4.1, l'algorithme1 de la figure 4.1 donné au paragraphe 

précédent peut être utilisé pour la résolution de ce problème. Tandis que 

l'algorithme2 de la figure 4.2 ne peut être utilisé qu'après de légères modifications, 

telles qu’elles ont été faites par Abbas et Khodja [33],  l'algorithme2  sera noté  

algorithme3 de la figure 4.4. 
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      Etape0:  

(1) Déterminer une arborescence T   lexicographiquement petite. 

(2) Calculer )](,,...)([ 1 TT r
ii ΠΠ  pour tout Ni ∈ . 

(3) Placer T  dans LIST. 

     Etape1:  Si  LIST  est  vide alors fin d'algorithme. 

                   Sinon supprimer de la LIST  l'arborescence lexicographiquement  

                   petite 'T .  

   Calculer )](,,...)([ ''1 TT r
ijij υυ  pour tout  '),( Tji ∉ . 

             Etape2:  Si 'T  n'est pas dans LIST1, alors placer 'T  dans LIST1.  

             Etape3:  Tant qu'il existe un arc '),( Tji ∉ tel que l'une des deux conditions   
                           suivantes est satisfaite: 

                          0)](,,...)([ ''1 Lr
ijij TT >υυ   et  k

ijυ < 0 pour certain { }rk ,...,1∈  

                           ou  k
ijυ = 0 pour tout { }rk ,...,1∈  faire: 

(1) { } { }),(),(' jhjiTT −= U  où '),( Tjh ∈  

(2) Calculer )](,,...)([ 1 TT r
ii ΠΠ  pour  tout  Ni ∈ . 

(3) Placer T  dans LIST si elle n'existe pas. 

            Etape4:  Supprimer de LIST toute  arborescence dominée. 

            Etape5: Aller à l'étape 1. 
                                 
                       

                        Figure 4.4.   Algorithme3 de Martins modifié. 

 
 
 
4.3.2.  Généralisation de l’algorithme de Dijkstra  au  contexte bicritère 
 
  Pour déterminer l’ensemble des chemins efficaces d’origine s  dans R, Gabrel 

[32] a proposé un algorithme qui généralise au contexte bicritère celui de Dijkstra. 

Le principe de cet algorithme est le suivant : à chaque sommet Nh ∈  on associe 

un ensemble d'étiquettes, noté )(hL . Chaque étiquette l  de )(hL  décrit de façon 

classique un chemin non-dominé allant de s  à h et, se trouve dans l’un des deux 

états suivants : soit il s’agit d’une étiquette permanente car l  représente un 
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chemin dont on a démontré qu’il s’agit d’un chemin efficace (on note )(hLP  le 

sous-ensemble des étiquettes permanentes de )(hL ), soit il s’agit d’une étiquette 

temporaire car l  représente un chemin dont l’efficacité reste à prouver (on note 

)(hLT  le sous-ensemble des étiquettes temporaires de )(hL ). A chaque itération  

de l’algorithme, on s’attache d’une part, à sélectionner une étiquette temporaire 

pour la rendre définitive et, d’autre part, à la prolonger vers ses successeurs pour 

énumérer des nouveaux chemins représentés par des étiquettes temporaires.  

 

Le critère choisit pour sélectionner une étiquette temporaire représentant un 

chemin efficace utilise l’ordre lexicographique. 

 

Définition 4.2.  

 L'étiquette l  représentant le chemin p est inférieure à l'étiquette 'l  représentant le 

chemin 'p  dans l’ordre ),( 21 υυ -lexicographique, noté )()( '
, 21 pp υυ υυp , si et 

seulement si )()( '11 pp υυ <  ou, )()( '11 pp υυ =  et )()( '22 pp υυ < . 

 

Définition 4.3. 

 L'étiquette l  représentant le chemin p est inférieure à l'étiquette 'l  représentant le 

chemin 'p  dans l’ordre ),( 12 υυ -lexicographique, noté )()( '
, 12 pp υυ υυp , si et 

seulement si )()( '22 pp υυ < ou, )()( '22 pp υυ =  et )()( '11 pp υυ < . 

 

  Ainsi, chaque itération de l’algorithme d'étiquetage se décompose en deux 

étapes : 

 

Etape de sélection.  Sélectionner, dans )(iLT
Ni∈U  l'étiquette *

, 21 υυl  minimale dans 

l’ordre ),( 21 υυ -lexicographique, (on pose )( *
,

*
, 2121 υυυυ hLl T∈ ) ainsi que, l'étiquette 

*
, 12 υυl  minimale dans l’ordre ),( 12 υυ -lexicographique (on pose )( *

,
*

, 1212 υυυυ hLl T∈ ).  

Ajouter *
, 21 υυl  et *

, 12 υυl  à )( *
, 21 υυhLP  et )( *

, 12 υυhLP  respectivement et, supprimer *
, 21 υυl et 

*
, 12 υυl de )( *

, 21 υυhLT  et )( *
, 12 υυhLT  respectivement ; 
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Etape de génération.  Considérer chacune des étiquettes  l  choisie en phase de 

sélection, avec )(hLl ∈ . Pour chaque successeur j de h dans G, générer une 

nouvelle marque 'l  représentant un chemin 'p  allant de s  à  j  constitué du chemin  

p, représenté par l , suivi de l’arc (h, j), de valeur hjpp υυυ += )()( ' . Inclure 'l  dans 

)( jLT  si )( 'pυ  n’est pas dominé par un chemin de )( jLT  et, supprimer de )( jLT  

toute étiquette représentant un chemin dominé par 'p . 

  
  A l’initialisation, une seule étiquette temporaire incluse dans )(sLT  de valeur  

(0,0) est créée. L’algorithme prend fin lorsque )(iLT
Ni∈U  est égal à l’ensemble 

vide. 

 
  Comme les valeurs sur les arcs sont positives, les chemins efficaces arrivant en 

un sommet quelconque h de N  sont découverts dans l’ordre croissant de 1υ et 

décroissant de 2υ  avec l’ordre ),( 21 υυ -lexicographique et, dans l’ordre décroissant 

de 1υ  et croissant de 2υ avec l’ordre ),( 12 υυ -lexicographique.  A chaque itération, 

pour tout  2,1*, υυhsPp ∈ , on a:  

 

• )()( 1*
,

1
21 pp υυ υυ ≥  et )()( *

,
2

21 pp υυ υυ ≤  si p  est un chemin représenté dans 

)( *
, 21 υυhLP . 

• )()( 1*
,

1
21 pp υυ υυ ≤  et )()( *

,
2

21 pp υυ υυ ≥  si p est un chemin qui n’est pas 

représenté dans )( *
, 21 υυhLP . 

en conséquence de quoi, *
, 21 υυp  ne peut pas être dominé par p , pour tout 

2,1*, υυhsPp ∈  avec )()( *
, 21 pp υυ υυ ≠ ,  et *

, 21 υυp  est donc bien efficace. 

 
De façon similaire, pour tout *

1,2,
υυ

hsPp ∈  , on a : 

 
• )()( 2*

,
2

12 pp υυ υυ ≥  et )()( 1*
,

1
12 pp υυ υυ ≤  si p  est un chemin représenté dans 

)( *
, 12 υυhLP . 
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• )()( 2*
,

2
12 pp υυ υυ ≤  et )()( 1*

,
1

12 pp υυ υυ ≥  si p est un chemin qui n’est pas 

représenté dans )( *
, 12 υυhLP .  

 
 en conséquence de quoi, *

, 12 υυp  ne peut pas être dominé par p , pour tout 

*
1,2,

υυ
hsPp ∈  avec )()( *

, 12 pp υυ υυ ≠ ,  et *
, 12 υυp est donc bien efficace. 

   
  En outre, durant l’étape de génération, les tests de dominance engendrés par 

l’insertion d’une nouvelle étiquette peuvent être limités car ils ne doivent concerner 

que les étiquettes dont les valeurs appartiennent à )](),([ *
,

1*
,

1
1221 υυυυ υυ pp  et  

)](),([ *
,

2*
,

2
2112 υυυυ υυ pp . 
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CHAPITRE 5 

REVISION DE L'ALGORITHME DE MARTINS POUR LES 

PROBLEMES DE PLUS COURT CHEMIN MULTICRITERE 

AVEC FONCTION COUT MAX-MIN 

 

 
 

5.1. Introduction  

  Deux types de fonctions critères sont considérés dans les problèmes de plus 

court chemin multicritère: fonctions linéaires (de type somme) et fonction du type 

max-min, notés respectivement par (S-type) et (M-type). Par exemple, le coût est 

une fonction critère du type S-type et la qualité de transport public est une fonction                                                                                                      

du type M-type. Dans le cas général, la notation (σ-Sµ-M) signifie que le 

problème concerne respectivement  σ  critères du premier type et  µ  critères du 

second type. 

 
   Il existe deux classes d'algorithmes pour la résolution des problèmes de plus 

court chemin multicritère du type S-type: les algorithmes de marquage 

(d'étiquetage) et les algorithmes de rangement des chemins. Lorsque toutes les 

fonctions critères sont du type S-type, l'ensemble des chemins efficaces peut être 

déterminé en utilisant l'algorithme de Martins [11].  

  
  Dans la suite de ce chapitre, nous commençons par donner des définitions 

(section 5.2). Par la suite, nous présentons une version révisée de l'algorithme de 

Martins pour les problèmes de plus court chemin multicritère (σ-S1-M) (section 

5.3). En suite, nous proposons une version révisée de l'algorithme de Martins pour 

les problèmes de plus court chemin multicritère (σ-S 2-M)  (section 5.4). 

 
  
5.2. Définitions 

  Nous considérons un réseau orienté  multicritère R= (N, A,υ), avec N = {1,…, n}, 

dans lequel chaque arc a = (i, j)  est valué par le vecteur ijυ = )....,,( 1 r
ijij υυ  
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 Soit p un chemin de s  à i  dans R.  L'espace de décision est désigné par isP , , 

l'ensemble de tous les chemins de s  à tous les autres sommets { }sNi −∈  dans 

R.  Notons par )( pkυ  la valeur d'un chemin p  par rapport à un critère rkk ,...,1, = , 

avec ,µσ +=r  le nombre des critères. Le vecteur ))(),...,(()( 1 ppp rυυυ =  

représente le vecteur des performances du chemin isPp ,∈  dans l'espace des 

critères )( , isPυ . La formulation des critères est  ( )∑ ∈
=

pji

k
ij

k p
,

)( υυ  pour les 

fonctions du S-type, et ( ) ( )
k
ijpji

k p υυ ∈= ,min  pour les fonctions du type M-type. Ils 

correspondent respectivement au problème ( ) ( )∑ ∈
−

pji

k
ijS

,
min1 υ  et au problème 

( ) ( )
k
ijpjiM υ∈− ,minmax1 .  

 

  Soient p  et 'p  deux chemins, )( pυ et )( 'pυ  leur vecteurs performances. Nous 

supposons que tous les critères sont à minimiser. Nous introduisons dans la suite 

quelques définitions utiles. 

 
 

Définition 5.1.     

   On dit que )( pυ  domine strictement )( 'pυ  si et seulement si, pour tout  k = 1,…, 

r, )()( 'pp kk υυ <   

                                         
 

Définition 5.2. 

  Un vecteur de performances )( pυ , avec isPp ,∈ , est dit faiblement non-dominé 

s'il n'existe pas un autre chemin isPp ,
' ∈  tel que  )( 'pυ  domine strictement )( pυ . 

 

Définition 5.3. 

   Un chemin  isPp ,∈  est un chemin  faiblement efficace si et seulement si son 

vecteur de performances  )( pυ  est faiblement  non-dominé.  
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5.2.1.  Ensemble minimal  /  Ensemble maximal complet: des chemins efficaces 

   L'image de l'ensemble des chemins efficaces se réfère à l'espace des critères. 

Une solution appartient à cet ensemble si elle n'est dominée par aucune autre 

solution réalisable. La version du problème de plus court chemin multicritère 

considéré ici est la suivante: 

                   

                                { }sNipp r
Pp is

−∈∀∈ ,))(...,),((min 1
,

υυ  

 

   Notons par )( ,isPE  l'ensemble maximal complet des chemins efficaces dans isP ,  

pour un sommet origine s, i.e., l'ensemble de tous les chemins de isP ,  dans lequel 

chaque chemin correspond à un point non-dominé.  Plusieurs chemins efficaces 

321 ,, ppp peuvent correspondre au même point non-dominé )()()( 321 ppp υυυ ==  

dans l'espace des critères. Dans ce cas, les chemins 
321 ,, ppp  sont dits 

équivalents dans l'espace des critères. L'ensemble réduit (ensemble minimal 

complet) des chemins efficaces est un sous ensemble de )( ,isPE  dont toutes les 

solutions sont non équivalentes, et pour chaque chemin p ∈ )( ,isPE , il existe un 

chemin 'p dans l'ensemble réduit tel que p  et 'p  sont équivalents. 

 

5.2.2. Extension de l'algorithme de Martins pour le problème de plus court chemin    

          multicritère (σ-S µ-M) 

 

  D'après la remarque 4.1 du chapitre 4, l'algorithme de Martins peut être utilisé 

pour la résolution du problème de plus court chemin de s  à tout autre sommet du 

réseau. 

 
  L'algorithme de Martins (figure 5.1) détermine l'ensemble maximal complet des 

chemins efficaces de s  à tout autre sommet { }sNi −∈  et utilise plusieurs critères 

S-type. Ces  caractéristiques ont permit d'étendre cet algorithme pour optimiser 

simultanément les critères S-type et M-type [34]. 
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    Etape 0: Associer l'étiquette temporaire 1,*,*]0,...,0[  au sommet s. 

   Etape1:  

(1) Si l'ensemble des étiquettes temporaires est vide, aller à étape  3.   

                      Sinon, déterminer parmi les étiquettes temporaires 

                         lexicographiquement petite. Désignons la par la hème étiquette  

                        associée au sommet i et considérons la comme une étiquette  

                        permanente.  

                 (2) Tant qu'il existe un sommet j∈N tel que (i, j) ∈A, faire: 

     (i) { }rktoutpourpp k
ijsi

k
hsj

k ,...,1,)()( ∈+= υυυ , 

      et soit  βυυ ],),(,...,)([ 1 hipp sj
r

sj   la nouvelle étiquette    

      temporaire    associée au sommet j.  

 (ii)  supprimer toutes les étiquettes temporaires du sommet j                                         

       dominées   par la  nouvelle étiquette,  

           supprimer la nouvelle étiquette si elle est dominée.   

          Etape 2: Aller à l'étape 1. 

          Etape 3: Trouver les chemins efficaces de s  à tout autre sommet { }sNi −∈ .  

          Etape 4:  Fin de l'algorithme. 

                                                 
                        Figure 5.1.   Algorithme de Martins 

 

  Chaque étiquette permanente correspondra à un chemin efficace unique. Pour 

déterminer tous les chemins efficaces, on choisit une étiquette permanente 

associée au sommet j  et on suppose que ),( hi  est l'étiquette qui lui est associée. 

Donc i  est le sommet juste avant j  dans le chemin efficace et le sommet juste 

avant i est donné par la héme étiquette. Alors, par une remontée, le premier 

sommet s  du chemin est retrouvé.  

 

  Exemple 5.1. 

 

  L'exemple suivant illustre l'algorithme de la figure 5.1 On examine le réseau de la 

figure 5.2  dans le but de chercher tous les  chemins efficaces pour le problème  
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(4 - S) du sommet s  =1 aux sommets destinations i  = {2, 3, 4}, avec tous les 

critères sont à minimiser: 

 
1. l'étiquette temporaire [0,0,0,0,∗,∗] est associée au sommet 1. Cette 

étiquette est sélectionnée et rendue permanente. Les successeurs du 

sommet1 sont marqués, par les deux étiquettes temporaires: 

[5,5,5,5,1,1] sur le sommet 2 et [3,4,5,6,1,1] sur le sommet 3. 

 
2. parmi ces étiquettes temporaires, [3,4,5,6,1,1] est lexicographiquement 

petite. Cette étiquette est sélectionnée et devient permanente. Les 

successeurs du sommet 3 sont marqués, alternativement par les deux 

étiquettes temporaires: [5,5,10,16,3,1] sur le sommet 2 et [6,6,10,10,3,1] 

sur le sommet 4. La nouvelle étiquette du sommet 2 est dominée par la 

précédente, [5,5,5,5,1,1], et est par conséquent  supprimée. 

 
3. parmi ces étiquettes temporaires existantes, l'étiquette, [5,5,5,5,1,1], est 

lexicographiquement petite. Une fois sélectionnée, cette étiquette est 

devenue permanente. Les successeurs du sommet 2 sont marqués, 

encore par les deux étiquettes temporaires: [6,7,15,15,2,1] sur le 

sommet 3 et [6,6,10,10,2,1] sur le sommet 4. La nouvelle étiquette du 

sommet 3 est dominée par la précédente [3,4,5,6,1,1], et est par 

conséquent supprimée. 

 
4. les étiquettes temporaires [6,6,10,10,2,1] et [6,6,10,10,3,1] sont 

lexicographiquement égales. Si l'étiquette [6,6,10,10,2,1] est 

sélectionnée, elle devient permanente, et le sommet 4 n'a aucun 

successeur, et ainsi aucune nouvelle étiquette temporaire n'est créée. 

 
5. l'étiquette [6,6,10,10,3,1], la seule étiquette temporaire reste dans la 

liste d'étiquettes temporaires, cette dernière est sélectionnée et devient 

permanente. Puisque le sommet 4 n'a aucun successeur, ainsi aucune 

étiquette temporaire n'est créée. La  liste d'étiquettes temporaires  est  

vide, on conclut la phase de marquage.    
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       Figure 5.2 . Exemple pour le problème (4-S).  Les étiquettes barrées sont  

                          supprimées. 

 
                  
                             Tableau 5.1. Chemins efficaces concernent l'exemple (4-S).      
                    

   de  s  = 1  à     chemins )( ,isPEp ∈  sont    performances )( pυ   

     i =   2     1          2      (5, 5,  5,  5) 
     i =   3     1          3      (3, 4,  5,  6) 
     i  =   4     1          2          4       

    1          3          4 
     (6, 6, 10, 10) 
     (6, 6, 10, 10) 

  
                          

     La version révisée présentée dans la section suivante fait usage de (σ-S µ-M), 

avec  σ ≥1 et µ = 1, et cherche l'ensemble maximal complet des chemins efficaces 

{ p   isPp ,∈ } 

 

5.3. Version révisée de l'algorithme de Martins pour le problème (σ-S 1-M)  

  Dans ce paragraphe, nous présentons une version révisée de l'algorithme de 

Martins pour le problème de type (σ-S 1-M) proposée par Gandibleux et al. [34]. 

Le changement principal concerne le test de dominance pour s'assurer que 

l'ensemble des chemins efficaces pour un problème de type (σ-S 1-M) est 

maximal complet. Pour une meilleure lisibilité, les indices seront notés 1,…, σ  

pour les fonctions critères de type S-type et µ  (µ = 1) correspond aux fonctions 

critères de type M-type. Soit un sommet i  connecté à un sommet j  .                                   

[0,0,0,0,∗,∗] 

[6,7,15,15,2,1] 

1 4 

 

3 

(5,5,5,5) 

(3,4,5,6) 

(1,2,10,10) (2,1,5,10) 

(3,2,5,4) 

(1,1,5,5) 

[5,5,5,5,1,1] 

[5,5,10,16,3,1] 

[3,4,5, 6,1,1] 

[6,6,10,10,3,1] 

[6,6,10,10,2,1] 

2 
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  La valuation de l'arc ),( ji  est donnée par ),,...,( 1 µσ υυυ ijijij . Considérons deux 

étiquettes temporaires ],,,,...,[ ,,
1
, ∗∗µσ υυυ hihihi )2,1( =h  associées au sommet i . 

Lorsque q
i

q
i 2,1, υυ =  ∀ q = 1,...σ et µµ υυ 2,1, ii >   l'étiquette 2 est faiblement non-dominée 

par l'étiquette 1. Selon le test de dominance de l'algorithme de Martins, l'étiquette 

2 doit être supprimée. Considérons  maintenant les étiquettes sur le sommet j . 

Deux cas se présentent, selon la valeur de µυij . Si ),min( 2,1,
µµµ υυυ iiij ≤ , alors les 

deux étiquettes sont équivalentes et, par conséquent, l'étiquette 2 ne doit pas être 

supprimée. Dans le cas contraire, l'étiquette 2 reste faiblement non-dominée. 

Donc, le test de dominance de la version originale de l'algorithme de Martins ne 

peut pas identifier tous les chemins efficaces dans cette situation. 

 

  Pour résumer, la révision affecte trois aspects dans l'algorithme original: 

 
• elle remplace la valeur 0 dans l'étiquette initiale par ∞ pour la fonction 

critère max-min correspondante. 

• elle étend le test de dominance sur les étiquettes. 

• elle élimine les étiquettes permanentes faiblement non-dominées pour 

la détermination des chemins efficaces à la fin de la phase de 

marquage.   

 
 

Remarque 5.1. 

  Si l'étiquette 1 est faiblement non-dominée par l'étiquette 2 on a le même 

raisonnement. 

 
  La version révisée présentée précédemment utilise un seul critère de type M-

type, la version révisée de l'algorithme de Martins est capable de prendre en 

compte plus d'un de ces critères. Dans la section suivante nous proposons une 

version révisée de l'algorithme de Martins pour les problèmes  (σ-S 2-M), avec σ 

≥1 et µ = 2, et chercher l'ensemble maximal complet  des chemins efficaces { p   

isPp ,∈ }. 
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5.4. Version révisée de l'algorithme de Martins pour le problème (σ-S 2-M) 

   Dans ce paragraphe, nous proposons une version révisée de l'algorithme de 

Martins pour les problèmes de type (σ-S 2-M). Le changement principal concerne 

le test de dominance pour s'assurer que l'ensemble des chemins efficaces pour 

les problèmes de type (σ-S 2-M) est maximal complet. La différence entre cette 

version et la précédente est le nombre des critères de la fonction critère de type 

M-type. Pour une meilleure lisibilité, les indices seront notés 1,…,σ  pour les 

fonctions critères de type S-type et µ  (µ = µ1, µ2) correspond aux fonctions 

critères de type M-type. Considérons maintenant un sommet i  connecté à un 

sommet j  (figure 5.3).  

   

 

 

 

 

 
                                   Figure 5.3. Représentation schématique de deux étiquettes. 
 
 
   La valuation de l'arc ),( ji  est donnée par ),,,...,( 211 µµσ υυυυ ijijijij . Considérons deux 

étiquettes temporaires ],,,,,...,[ 21
,,,

1
, ∗∗µµσ υυυυ hihihihi )2,1( =h  associées au sommet  i . 

Les étiquettes faiblement non-dominées peuvent être découvertes dans les 

situations suivantes.   

 
A). Lorsque    συυ ,...,12,1, =∀= qq

i
q
i    

                       et   ( ))()( 22112211
2,1,1,1,2,1,2,1,

µµµµµµµµ υυυυυυυυ iiiiiiii etouet >==>  . 

   
    
  L'étiquette 2 est faiblement non-dominée par l'étiquette 1. Selon le test de 

dominance de l'algorithme de Martins l'étiquette 2 doit être supprimée. 

Considérons maintenant les étiquettes sur le sommet j . Deux cas se présentent, 

selon les valeurs de 1µυij  ou 2µυij . Si ),(min 111
2,1,

µµµ υυυ iiij ≤ ou ),min( 222
2,1,

µµµ υυυ iiij ≤ , 

alors les deux  étiquettes sont équivalentes et, par conséquent, l'étiquette 2 ne doit 

i j 

),,,...,( 211 µµσ υυυυ ijijijij  ],,,,,...,[ 21
1,1,1,

1
1, ∗∗µµσ υυυυ iiii  

],,,,,...,[ 21
2,2,2,

1
2, ∗∗µµσ υυυυ iiii  
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pas être supprimée. Dans le cas contraire l'étiquette 2  reste faiblement non-

dominée.   

 
B). Lorsque    συυ ,...,12,1, =∀= qq

i
q
i  

                   et )( 2211
2,1,2,1,

µµµµ υυυυ iiii et >> . 

 
L'étiquette 2 est faiblement non-dominée par l'étiquette 1. Selon le test de 

dominance de l'algorithme de Martins, l'étiquette 2 doit être supprimée. 

Considérons maintenant les étiquettes sur le sommet j .  Deux cas se présentent, 

selon la valeur de 1µυij  et 2µυij . Si ),min( 111
2,1,

µµµ υυυ iiij ≤  et ),min( 222
2,1,

µµµ υυυ iiij ≤ , alors les 

deux étiquettes sont équivalentes et, par conséquent, l'étiquette 2 ne doit pas être 

supprimée. L'étiquette 2 reste faiblement non-dominée dans les deux cas 

suivants:  

 
1) si   )),max(),max(( 222111

2,1,2,1,
µµµµµµ υυυυυυ iiijiiij et ≥≥ . 

2) si    ( ),max(),min( 222111
2,1,2,1,

µµµµµµ υυυυυυ iiijiiij et ≥≤ ) 

ou  ( ),min(),max( 222111
2,1,2,1,

µµµµµµ υυυυυυ iiijiiij et ≤≥ ). 

 

  Donc, le test de dominance dans la version originale de l'algorithme de Martins 

ne peut pas identifier tous les chemins efficaces dans ces situations. De ce fait, 

les modifications peuvent être fournies  de la manière suivante: 

 
1. lorsque les deux étiquettes sont non-dominées ou équivalentes, les deux 

étiquettes ne doivent pas être  supprimées.  

 
2. si l'étiquette 2  est dominée par l'étiquette 1,  alors elle doit être supprimée. 

 
3. lorsque l'étiquette 2 est faiblement non-dominée par l'étiquette 1, deux cas 

se présentent: 

 

3.1. si { }σ,...,1' ∈∃ q  tel que  
''

2,1,
q
i

q
i υυ < , alors  l'étiquette 2 est supprimée car, 

les coûts sont positifs, ces deux étiquettes ne peuvent pas être 

équivalentes dans les prochaines itérations. 
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3.2. si συυ ,....,12,1, =∀= qq
i

q
i , alors les deux étiquettes ne peuvent pas être 

supprimées, selon la valeur de 1µυij  et/ou 2µυij , ces deux étiquettes 

peuvent être équivalentes sur le sommet j .  

 

 Etant donné que quelques étiquettes faiblement non-dominées ne peuvent être 

permanentes, il n'est pas sûr que toutes les étiquettes permanentes 

correspondent à un chemin efficace à la fin de l'algorithme. Cependant, les 

étiquettes faiblement non-dominées  ne peuvent pas être supprimées car elles 

contribuent à la détermination des chemins efficaces. Mais en même temps, ne 

peuvent pas être le sommet destination d'un chemin efficace car, par définition, il 

n'existe pas une autre étiquette sur ce sommet avec une performance meilleure. 

Les étiquettes faiblement non-dominées sont cachées dans la liste des étiquettes 

permanentes. Ces étiquettes seront utilisées pour déterminer des chemins 

efficaces sur un sommet destination. Dans cette version un chemin est déterminé 

de la même manière que l'algorithme de Martins.     

 

Remarque 5.2. 

  
 Si l'étiquette 1 est faiblement non-dominée par l'étiquette 2  on a le même 

raisonnement. 

  
 Exemple 5.2. 
 

   L'étiquette faiblement non-dominée dans l'exemple de la figure 5.4 représente la 

situation suivante:   

                          

                     2
1,2

2
2,2

1
1,2

1
2,2 , υυυυ ==  

                          et  ( 4
1,2

4
2,2

3
1,2

3
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Figure 5.4. Exemple pour le problème (2-S 2-M). Les étiquettes barrées une   
fois sont supprimées. Les étiquettes barrées deux fois correspondent aux    
étiquettes cachées pour déterminer un chemin efficace sur un sommet de 
destination. 
 

                                                                               
 Afin d'illustrer la révision de test de dominance, l'exemple de  la figure 5.4  est 

utilisé pour chercher les chemins efficaces pour le problème  (2-S 2-M)  du 

sommet source s  = 1 aux sommets destinations i  = {2, 3, 4}, les deux premiers 

critères sont à minimiser, les deux derniers sont à maximiser. 

 
 

1. l'étiquette temporaire [0,0,∞,∞,*,*] associée au sommet s  =1, est 

sélectionnée et devient permanente. Deux étiquettes temporaires sont 

calculées: [5,5,5,5,1,1] sur le sommet 2 et [3,4,5,6,1,1] sur le sommet 3. 

 
2. parmi ces étiquettes temporaires, l'étiquette [3,4,5,6,1,1] est 

lexicographiquement petite. Elle est sélectionnée et devient permanente. 

Les successeurs du sommet 3 sont marqués, par les deux étiquettes 

temporaires: [5,5,5,6,3,1] sur le sommet 2 et [6,6,5,4,3,1] sur le sommet 4. 

l'étiquette [5,5,5,5,1,1] est faiblement non-dominée par l'étiquette 

[5,5,5,6,3,1], produisant une situation dans laquelle les composantes des 

[6,7,5,5,2,1] 

[0,0,∞,∞,∗,∗] 

[6,7,5,6,2,2] 

1 4 

 

3 

(5,5,5,5) 

(3,4,5,6) 

(1,2,10,10) (2,1,5,10) 

(3,2,5,4) 

(1,1,5,5) 

[5,5,5,5,1,1] 

[5,5,5,6,3,1] 

[3,4,5,6,1,1] 

[6,6,5,4,3,1] 

[6,6,5,5,2,2] 

2 

[6,6,5,5,2,1] 
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critères de S-type sont égales. Par conséquent, cette étiquette ne peut pas 

être supprimée. 

 
3. l'étiquette [5,5,5,6,3,1] est la deuxième étiquette temporaire sélectionnée. 

Elle est devenue permanente. Les successeurs du sommet 2 sont 

marqués, par les deux étiquettes temporaires: [6,7,5,6,2,2] sur le sommet 3 

et [6,6,5,5,2,2] sur le sommet 4. La nouvelle étiquette du sommet 3 est 

faiblement non-dominée par l'étiquette [3,4,5,6,1,1]. Cette situation 

correspond au cas 3.1 présenté précédemment. Par conséquent, l'étiquette 

[6,7,5,6,2,2] est supprimée. 

 
4. Dans la prochaine itération, l'étiquette temporaire [5,5,5,5,1,1] est 

sélectionnée et rendue permanente. Les successeurs du sommet 2 sont 

marqués, par les étiquettes temporaires:  [6,7,5,5,2,1] sur le sommet 3 et 

[6,6,5,5,2,1] sur le sommet 4. La nouvelle étiquette temporaire sur le 

sommet 3 encore faiblement non-dominée par l'étiquette  [3,4,5,6,1,1], et 

par conséquent, est supprimée. 

 
5. l'étiquette [6,6,5,5,2,1] et [6,6,5,5,2,2] sont lexicographiquement égales. 

Supposons que l'étiquette [6,6,5,5,2,1] est sélectionnée et devient 

permanente. Le sommet  4  n'a aucun successeur, et ainsi aucune étiquette 

temporaire n'est créée. 

 
6. la liste contient une seule étiquette temporaire [6,6,5,5,2,2]. Cette étiquette 

est sélectionnée et devient permanente. Encore le sommet 4 n'a aucun 

successeur, et ainsi aucune étiquette temporaire n'est créée. La liste des 

étiquettes temporaires est vide, on conclut la phase de marquage. 

 
 
                            Tableau 5.2.  Chemins efficaces dans l'exemple (2-S 2-M). 
 

   de  s  = 1  à     chemins )( , isPEp ∈  sont    performances )( pυ   

     i =   2     1          3         2      (5, 5, 5, 6) 
     i =   3     1          3      (3, 4, 5, 6) 
     i  =   4     1          2          4       

    1          3          2           4 
     (6, 6, 5, 5) 
     (6, 6, 5, 5) 
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  Le tableau 5.2 présente tous les chemins efficaces obtenus. La version proposée 

touche trois aspects de l'algorithme original: 

 
1. elle remplace la valeur (0,0) dans l'étiquette initiale par (∞,∞) pour les 

fonctions critères  max-min correspondantes. 

 
2. elle étend le test de dominance sur les étiquettes. 

3. elle élimine les étiquettes faiblement non-dominées pour la détermination 

des chemins efficaces à la fin de la phase de marquage. 

 
   Nous avons présenté une version révisée de l'algorithme de Matins pour les 

problèmes de plus court chemin multicritère avec (σ-S 2-M) critères. Notre 

révision concerne l'étiquette initiale, le test de dominance sur étiquettes pendant la 

procédure de marquage et la procédure d'identification des chemins efficaces. 

Cette version révisée optimise simultanément  σ critères de type  S-type et 2 

critères de type  M-type. 
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CONCLUSION 
 
 

 

   Une littérature abondante existe pour traiter les divers aspects de différents 

problèmes de l'optimisation combinatoire monocritère; contrairement à 

l'optimisation combinatoire multicritère. Les problèmes d'optimisation multicritère 

présentent des difficultés spécifiques, qui résident dans la caractérisation de 

l'ensemble des solutions efficaces qui sont le plus souvent de cardinalité infinie. 

 
  Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés à un problème particulier de 

l'optimisation combinatoire multicritère: le problème de plus court chemin 

multicritère. La variante monocritère de ce problème est considérée comme étant 

pratiquement résolue. Mais, le cas multicritère est une variante NP-complète qui 

fait encore l'objet des travaux de recherche. Les algorithmes de résolution du 

problème de plus court chemin multicritère se basent, essentiellement, sur 

l'utilisation des algorithmes du problème classique de plus court chemin 

monocritère ou sur des versions légèrement modifiées. 

 
  En effet, dans un premier temps, nous avons étudié les conditions nécessaires et 

suffisantes d'existence de solutions efficaces pour le problème de plus court 

chemin d'un source s à un autre sommet puits t  et le problème de plus court 

chemin d'un sommet source s  à  tout autre sommet  dans un réseau  bicritère.  

Puis dans le cas général de réseau multicritère.  

 
  Dans un second temps, nous avons donné un aperçu sur les algorithmes 

d'étiquetage multiples de résolution des deux problèmes étudiés. 

 
   Enfin, nous avons étudié la révision de l'algorithme de Martins pour le problème 

de plus court chemin multicritère avec fonction coût max-min et nous avons 

présenté une version révisée de l'algorithme de Martins. Cette dernière version 

permet de prendre en compte plusieurs fonctions critères de type S-type et deux 

fonctions critères de type M-type. Elle  calcule tous les chemins efficaces d'un 
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sommet donné source, à tous les autres sommets du réseau. La version révisée 

proposée peut résoudre ainsi les problèmes dans lesquels les valuations des arcs 

du réseau sont toutes positives, et optimise plusieurs critères simultanément. Elle 

manipule deux fonctions critères de type max-min et plusieurs fonctions critères 

linéaires. La révision de l'algorithme de Martins touche le test de dominance et la 

procédure d'identification des chemins efficaces.  On constate alors que le test de 

dominance de l'algorithme Martins ne peut identifie tous les chemins efficaces 

puisque cet algorithme supprime les étiquettes faiblement non-dominées. Dans 

notre version le test de dominance est révisé de façon que les étiquettes 

faiblement non-dominées ne soient pas supprimées car ces dernières contribuent 

à la détermination des chemins efficaces sur un sommet de destination. De plus, 

l'avantage de cette version est la détermination de l'ensemble maximal complet 

des chemins efficaces. Néanmoins, cette version révisée de l'algorithme de 

Martins est capable de prendre en compte plus de deux  critères de type M-type. 

 
   Finalement, on pense aussi  qu'il serait intéressant d'essayer de résoudre le 

problème de plus court chemin multicritère par des méthodes hybrides.   
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