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RESUME

Soit 2 C C™ un domaine complexe borné, homogene et cerclé, irréductible en tant que
domaine symétrique. Soit N (z,t) sa norme générique.
Pour i1 > 0 et m entier positif, G. ROOS et W. YIN [1] ont introduit une nouvelle classe de

domaines dits de Cartan—Hartogs
(1) = {(2,2) € Q% C™, | 2] < N (,2)"}

et
Oy (1) = {(2, 21, 22) € O X T X C, ||| + |1 1] F < N (2,2)}

Le probleme de Lu Qikeng pour un ouvert U de C" consiste a déterminer si le noyau de
Bergman Ky (z,w) de ce domaine peut avoir des zéros. Ce probleme a été posé par Lu Qikeng
en 1966. Le nom de conjecture de Lu Qikeng a été donné (par M. Skwarsczynski en 1969) a
I’hypothese suivant laquelle le noyau de Bergman d’un ouvert n’aurait pas de z€ros. Un domaine
U sera appelé domaine de Lu Qikeng si son noyau de Bergman ne s’annule pas dans U x U.

Nous montrons que le probleme de Lu Qikeng pour les domaines de Cartan—Hartogs se
réduit a un probleme algébrique, celui de la localisation des racines d’un polyndme, dit polynome
représentatif de Bergman du domaine ﬁm (1). Nous appliquons ensuite ce résultat pour résoudre
le probleme de Lu Qikeng pour tout m, et 1 > 0 quand le domaine de base est de dimension
d < 4. Nous obtiendrons beaucoup d’exemples de domaines de Lu Qikeng et de domaines qui
ne le sont pas.

L’ observation de nombreux cas particuliers a amené Guy Roos, en 2004, a conjecturer cer-
taines propriétés des coefficients C; qui apparaissent dans I’expression du noyau de Bergman
des domaines de Cartan—Hartogs. Dans la deuxiéme partie de cette thése, nous résolvons une
partie de ces conjectures. Les propriétés des coefficients C'; peuvent aider a étudier le noyau de

Bergman des domaines de Cartan—Hartogs.
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ABSTRACT

Let €2 be an irreductible bounded circled homogenus symmetric domain in a complex vector
space V. Let N (z,t) be its generic norm.

For 1 > 0 and m positive integer, G. ROOS and W. YIN [1] introduced a new class of
domains

Qo (1) = {(2,2) €QxC™, || Z]” < N(z,2)"}

and

-~

2
Oy (1) = {(2. 20, 22) € X C x T, |21 + 1l < N (2.9}

These domains are called Cartan—Hartogs domains (with base (), exponent |, fiber dimension
m) and generalize various complex domains like complex ellipsoids.

The Lu Qikeng problem for a domain U C C" consists in deciding whether the Bergman
kernel K;(z, w) of this domain may vanish at some points of U x U. A domain U is called a Lu
Qikeng domain if its Bergman kernel is zero-free on U x U.

We prove that the Lu Qikeng problem for (AZm (1) is reduced to the localization of the roots
of a polynomial. Applying this result, we solve the Lu Qikeng problem for Cartan—Hartogs
domains for all m, x> 0 when the base is of dimension d < 4. This provides a lot of examples
of Lu Qikeng and no-Lu Qikeng domains.

The observation of many cases lead Guy Roos, in 2004, to conjecture some properties of
the coefficients C; which appear in the expression of the Bergman kernel of Cartan—Hartogs

domains. We study these coefficients and get many results.
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INTRODUCTION

Soit €2 C C" un domaine complexe borné, homogene et cerclé, irréductible en tant que
domaine symétrique. Soit NV (z, t) sa norme générique (cf. chapitre I, section 1). A un tel domaine
sont associés des invariants numériques : les multiplicités a et b et le rang r (section 1). On note

r(r—1)

d=dimcQ=r+ a+rb

et
g=2+4+a(r—1)+0b
le genre du domaine ().

Pour i1 > 0 et m entier positif, G. ROOS et W. YIN [1] ont introduit une nouvelle classe de

domaines dits de Cartan-Hartogs
O () = {(2,2) € 2= C™, | Z)> < N(2,2)"}

et
~ 2
Qo (1) = {(2, 21, 22) € QX C" x €@, | Z[F+ | Z1]1F < N (z,2)} .

Ces domaines généralisent les ellipsoides complexes, qui correspondent au cas ou §2 est le disque
unité de C. IIs sont en général non homogenes et leur noyau de Bergman ne peut pas étre expli-
cité par la méthode de L.K. HUA. Les auteurs ont utilisé le principe d’inflation décrit dans [2]
pour expliciter le noyau de Bergman de O, (1) et ﬁmyp (1) & partir de celui de 0 () et @171 ().

Dans [1], les auteurs utilisent la méthode de A. KORANYI qui ramene le calcul de I’intégrale

de Hua
/ N (z,2)"a”
Q
al’intégrale de Selberg et montrent que celle-ci s’écrit

sqn = X(0)
/QN(Z,Z) a =0 1(Q),
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ou x est un polyndme dit polynéme de Hua. Ce polyndme s’écrit

U @ =T[(s+1+G-1%)

)
=0 1+b+(r—j)a

ol (s), désigne la factorielle croissante
(8),=s(s+1)...(s+k—1).

Les entiers a, b et r dans (I) sont les invariants numériques du domaine symétrique borné cerclé

(2 et d sa dimension. Pour i € R, o > 0, la décomposition

ZC ¥ k+1)
7

0=300 ()

jouent un rdle important dans le calcul du noyau de Bergman [A(m,u des domaines de Cartan-

(1)

et la fonction rationnelle associée

Hartogs (,,, (1). En effet celui-ci s’ écrit
1 C

Ko (2, 2), (w, W) = %WF}T(O’
ol ;
(7 +m)! 1
= Jz:: —j! c; (1) _(1 ~ 5)j+m+1
et
_ {zw)
5((2,2),(w,W)) o (z,w)“
On a donc
> C m m
(IID) Km,,u ((Z, Z)7 (w7 W)) = N (Z’w)g+mu"7 —HPH ( )
ol
1A | ‘
av) R0 = oy S
et

n((2,2), (w,W)) =

Par référence a I’expression (III), le polyndme P est dit polynome représentatif du noyau de

Bergman du domaine €),,, (11).



11

Le chapitre II de cette these est consacré au probleme de Lu Qikeng pour les domaines de
Cartan—Hartogs. Le probléme de Lu Qikeng pour un ouvert U de C" consiste a déterminer si le
noyau de Bergman K/ (z, w) de ce domaine peut avoir des zéros. Ce probléme a été posé par LU
QIKENG en 1966. Le nom de conjecture de Lu Qikeng a été¢ donné (par M. SKWARSCZYNSKI
en 1969) a I’hypothese suivant laquelle le noyau de Bergman d’un ouvert n’aurait pas de zéros.
Un domaine U sera appelé domaine de Lu Qikeng si son noyau de Bergman ne s’annule pas
dans U x U. Dans un domaine de Lu Qikeng, il est possible de définir et d’étudier la fonction
représentative de Bergman et son image appelée domaine représentatif de Bergman.

Nous montrons (théoreme 6) que le probleme de Lu Qikeng pour les domaines de Cartan-
Hartogs se réduit a la localisation, par rapport a la droite {Re n= %}, des racines du polyndme
P défini par I’équation (IV). Nous appliquons ensuite ce théoreme pour donner une solution
complete du probleme de Lu Qikeng pour les domaines @m (1) lorsque €2 est un domaine symé-
trique borné irréductible de dimension au plus 4.

Nos résultats [3] font apparaitre la situation suivante, dont on conjecture qu’elle se généralise
pour toute base 2 : pour Q et m > 1 fixés, il existe j10 m, 0 < pam < oo tel que Qo (u) est un
domaine de Lu Qikeng si et seulement si 0 < p < piq ,,. La borne pq, ,,, est caractérisée comme
la plus petite racine positive du polynéme ¢, (@) = P (%) ; 0N A [, = 00 pour 1m assez
grand. De plus, si le domaine {2 n’est pas un domaine de Lu Qikeng, i.e. si pt > pq . il est
possible de préciser le nombre de racines de P dans {Re n > %}, de vérifier que celles-ci sont
toujours réelles et de décrire la variété des points de €, (1) x . (u) ot le noyau de Bergman
de Q. (1) s”annule.

Les résultats obtenus lorsque la base €2 est un domaine symétrique irréductible de dimension
au plus 4 (section 3) fournissent un grand nombre d’exemples de domaines de Lu Qikeng et de
domaines qui n’ont pas cette propriété. Contrairement au cas générique d’un domaine borné de
C", qui n’est pas de Lu Qikeng (cf. [4]), « la plupart » des domaines Qm (1) sont des domaines
de Lu Qikeng. En effet, le domaine ﬁm (u) est un domaine de Lu Qikeng pour m > mg, et pour
tout ;1 > 0, ol mg, est un entier qui dépend de la base €2 ; pour 1 < m < mgq, le domaine O (1)

est de Lu Qikeng si et seulement si 0 < gt < fiyy,.
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Les coefficients c; (1) qui apparaissent dans 1’équation (II) sont des polyndmes de degré d

en la variable p divisibles par p/. On définit alors les polyndmes

V) (1) = sy ()

L’ observation de nombreux cas particuliers a amené G. ROOS, en 2004, a conjecturer cer-
taines propriétés des coefficients C; définis par I’équation (V) (cf. section 2, conjectures 3.1 a
3.1). Les coefficients C; apparaissent dans 1’expression du noyau de Bergman des domaines de
Cartan—Hartogs et leurs propriétés peuvent aider a I’ étudier.

Les conjectures sus-citées ont été vérifiées a I’aide d’un logiciel de calcul formel pour beau-
coup d’exemples ou les entiers a, b et r sont les invariants numériques d’un domaine symétrique
borné irréductible. Par ailleurs, elles semblent également étre vérifiées si a, b et r ne proviennent
pas d’un domaine symétrique borné (le polynome de Hua est alors li€ a I’intégrale de Selberg).

Dans le chapitre 111, section 4, nous démontrons que les polyndmes de Hua présentent une
symétrie par rapport a — g ou g est le genre du domaine €2 (proposition 1). Nous utilisons ensuite
cette propriété pour démontrer la conjecture 3.1.

Dans la section 5, nous traitons le cas ou le domaine de base (2 est de rang 1 (la boule
hermitienne). Nous démontrons une relation de récurrence (lemme 3) entre les coefficients C
lorsque la dimension du domaine €2 augmente de 1. Nous utilisons ensuite cette relation pour
démontrer le théoreme 3 qui entraine la conjecture 3.1 dans le cas ou le domaine symétrique
borné (2 est de rang 1 (type I, ,,). Bien que ce cas soit le plus simple, I’expression des coefficients

C; et certaines des conjectures sont non triviales.



CHAPITRE 1

GENERALITES

1. Systemes triples de Jordan

Un exposé détaillé sur les systemes triples de Jordan peut étre trouvé dans [S]. Dans cette

section, nous allons rappeler quelques définitions et propriétés qui seront utilisées par la suite.

1.1. Définitions.

DEFINITION L.1. Un espace vectoriel complexe V' de dimension finie est dit systeme triple

de Jordan hermitien s’il est muni d’un triple produit
VXV xV -V
(z,y,2) = {zyz}

(1) bilinéaire complexe et symétrique par rapport a (x, z), antilinéaire complexe par rap-

portay;

(2) satisfaisant I’identité de Jordan
(LD {zy{wwi} — {w{zyw}} = {Hayutow} — {u{veytw}.

On introduit les opérateurs

(LII) D(z,y): V-V
et
(LIID) Qx,y): V-1V,

définis par
D(z,y)z=Q(z,2)y = {xyz}.
Il est clair que la donnée des opérateurs D (x, y) ou des opérateurs ) (z, y) définit completement

le triple produit.
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DEFINITION 1.2. Un systeme triple de Jordan est dit hermitien positif si la forme sesquili-

néaire
(z,y) = (zly) = Tr D (z,y)

est un produit scalaire hermitien, ¢’est-a-dire si Tr D (x,x) > 0 pour tout x # 0, ou Tr désigne

la trace d’un opérateur de Endc V.

L’ opérateur quadratique Q) : V' — End g(V') d’un systéme triple de Jordan est défini par

Qe)y = 5laya}

L’identité fondamentale suivante découle de I’identité de Jordan :

L’ opérateur de Bergman est défini par

(L1V) B(z,y) =1 — D(x,y) + Q(x)Q(y),

ou [ désigne I’opérateur identité de V. L’identité suivante :

Q(B(z,y)z) = B(z,y)Q(z)B(y, ).
découle également de I’identité de Jordan.

DEFINITION 1.3. Soit V' un systeme triple de Jordan hermitien positif. Un sous-espace vec-
toriel I de V est dit idéal de V' si

() {IVV} C I;
@) {VIV}cCI,

ou {IVV'} (resp.{VIV'}) désigne le sous-espace vectoriel de V engendré par {xyz}, (x,y,z) €
I XV xVi(resp. Vx1IxV).

DEFINITION L.4. Un systeme triple de Jordan hermitien positif sera dit simple si ses seuls

idéaux sont 0 et V' [ui-méme.
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1.2. Décomposition de Peirce. Soit (V,{...}) un systeéme triple de Jordan hermitien positif.

DEFINITION L.5. Les puissances impaires d’'un élément x de V sont définies de la maniére

suivante

W = x,

2t = (z) 22r=1)
DEFINITION 1.6. Un élément e de V est dit tripotent s’il vérifie e(®) = 2e.

THEOREME 1. Soit e un tripotent de V' ; I’opérateur D (e, e) annule le polynéme
T(T-1)(T-2).

La démonstration de ce théoréme utilise des identités découlant de 1’identité de Jordan et
peut étre trouvée dans [5].
L’opérateur D (e, e) est donc diagonalisable. Ses seules valeurs propres possibles sont 0, 1

et 2. Les sous-espaces propres sont
Vale)={z€V | Dlee)z=az}, a€{0,1,2},
et on a la décomposition dite de Peirce de V relative au tripotent e :
Vie)=Vy(e)@Vi(e) @ Va(e).

Deux tripotents e; et es sont dits orthogonaux si D(eq,e2) = 0. Si e; et es sont des tripotents
orthogonaux, alors D(eq, ey et D(ez, e2) commutent et e; + e est aussi un tripotent.

Soient e et ¢’ deux tripotents. On dit que e est dominé par €’ et on note e < €/, s’il existe un
tripotent e; orthogonal a e vérifiant e + e; = €’. On dira que e est strictement dominé par ¢’ et
onnotee < ¢€,sie <Xe'ete#e.

La relation < est une relation d’ordre dans I’ensemble des tripotents de V. Un tripotent non
nul e est dit primitif ou minimal s’il est minimal pour la relation d’ordre =<, en d’autres termes
s’il n’est pas somme de deux tripotents non nuls orthogonaux. De méme, un tripotent e est dit
maximal s’il est maximal pour la relation d’ordre <, donc s’il n’existe pas de tripotent non nul

orthogonal a e.
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1.3. Décomposition de Peirce simultanée. Soit V' un systeme triple de Jordan hermitien po-

sitif. Soit e!, . .., e? une suite de tripotents telle que

0<e' <---<eb

Notons ey, .. ., e, les tripotents définis par
€1 :el,...,ej =el — el
ete =e; +---+e, = eP. Les tripotents e, . . ., e, sont deux a deux orthogonaux, les opérateurs

D (ej,e;) (1 < j < p) commutent et sont simultanément diagonalisables a valeurs propres dans
{0,1,2}.On a
D (e,e) =D (er,e1) + -+ D(epep).

Les sous-espaces propres simultanés des (D (e;, €;)) sont

1<j<p
Vile)n---nVi(e)  i;€{0,1,2}; 1<j<p
Comme V;, (e1) N--- NV, (ep) C Vij4..4i, (€) et que seuls Vj (e), Vi (e) et V3 (e) peuvent étre
non nuls, les seuls sous-espaces propres simultanés qui peuvent étre non triviaux sont
*Vaﬁ = Vaﬁ (ela T :ep)
={zeV|D(ee)r=(0,+6)z, 1<j<p 0<a<B<p}.

La décomposition

V= P Vs

0<a<B<p

est dite décomposition de Peirce simultanée par rapport a (eq, . .., e,). Les sous-espaces propres
de la décomposition de Peirce relativement au tripotent e = e; + ... + e, sont parmi (certains

d’entre eux pouvant étre nuls)

Vole) =Vao = [ Vale))

1<5<p
Vi(e)= @B Via
0<a<p
Vae)= €P Vas
0<a<p<lp
DEFINITION L.7. Un repere de V' est une suite maximale (e1, . .., e,) de tripotents primitifs

deux a deux orthogonaux.
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Il existe des reperes de V. Tous les reperes de V' ont le méme nombre d’éléments, qui est le

rang r de V.

DEFINITION L.8. Soit V' un systeme triple de Jordan. Un automorphisme f de V est un

isomorphisme complexe, linéaire de V' vérifiant
fHayzy ={f (@) f(y) f(2)}.
Les automorphismes de V' forment un groupe de Lie compact noté Aut V.

THEOREME 2. [5] Soit V' un systéme triple de Jordan hermitien positif simple. Le groupe
Aut 'V opeére transitivement sur ’ensemble des repéres de V. Pour un repére ¢ = (eq, ..., ¢€,)
de V, soit Vi (e), 0 < j < k < r les sous-espaces propres de la décomposition de Peirce
simultanée relativement a e. On a Voo (e) = 0; Vj;(e) = Ce; (1 < j < 1); tous les Vi (e)
(1 < j <k <r)ontlaméme dimension a et tous les Vy; (e) (1 < j <r)ontla méme dimension

b.

DEFINITION 1.9. Soit V' un systeme triple de Jordan hermitien positif simple. Les invariants

numériques de V' sont

b = dim Vp; (e), 1<j<nr,

ou e est un repere de V. Le genre g de V' est le nombre défini par
g=2+a(r—1)+0b.

La dimension d de V est alors

(r—1)

r
d =
r+a 5

Soit V' un systeme triple de Jordan hermitien positif. Tout x € V' se décompose de maniere

unique sous la forme
T = A1c1 + Ao + - MGy,
ouA > A > - >\, > 0etcy,cy,...,cp sont des tripotents deux a deux orthogonaux.

L élément x est dit régulier si p = r; dans ce cas, (¢q, o, . . ., ¢,) est un repere de V. La décom-

position z = Ajc; + Aaca + - - - + Ay, est dite décomposition spectrale de x.



18

DEFINITION L.10. La fonction x +— Ay, ot x = Ajc1+Aaca+- - -+ Aycp est la décomposition

spectrale de © (A\y > Ay > --- > X\, > 0), est une norme sur V, dite norme spectrale.

La boule unité (ouverte) (2 de la norme spectrale est un domaine symétrique borné, appelé

domaine symétrique borné associé au systeme triple de Jordan hermitien positif V.

1.4. Polyndme générique minimal. Soit V' un systeme triple de Jordan hermitien positif

simple de rang 7. Il existe des polyndmes m,, ..., m, définis sur V x V, homogenes de bi-

degrés respectifs (1,1), ..., (r,r), tels que pour tout z € V', x régulier, le polyndme
(LV) m(T,z,y) =T —my(z, )T 4 -+ (=1)"m,(z,y)

satisfait

T

(LVI) m(T,z,x) = [[(T = A}),

i=1
ouxr = A\jc; + Aaco + -+ - + Aqc, est la décomposition spectrale de x. On note vV I’espace V'

muni de la structure complexe conjuguée. Le polyndome
m(Tv x,y) =T1" — ml(l‘7 y)Tr_l +eet <_1)Tm7’(xa y)

est dit polynéme générique minimal de V (en (z,v)). Le polyndme non homogeéne N : V xV —

C défini par
(1.VID) N(z,y) =m(l,z,y)
est dit norme générique. On a

(1.VIII) det B(z,y) = N(z,y)’,

tr D(z,y) = gma(z,y).

2. Noyau de Bergman

2.1. Définitions et propriétés. Soit D un domaine d’un espace vectoriel complexe V' de di-

mension finie. Soit Hol (D) I’espace des fonctions holomorphes sur D muni de la topologie de
la convergence uniforme sur les compacts. Soit H (D) le sous-espace de Hol (D) formé par les

fonctions holomorphes sur D a carré intégrable. H (D) est un espace hilbertien de fonctions



19

holomorphes sur D [6] (i.e. I'injection H (D) — Hol (D) est continue). Par le théoréme de

représentation de Riesz, il existe une fonction K, € H (D) telle que pour tout f € H (D) on ait

(LIX) flz) = /DKZ(w)f(w)d/\(w), zeD.

Soit (1),,),, une base orthonormale de H (D). Une telle base existe car H (D) est séparable. La

fonction K, s’écrit alors

an Un

La fonction noyau de Bergman K (w,z) = K . (w) est holomorphe en la premiere variable et

anti-holomorphe en la deuxieme. Elle vérifie K (w,z) = K (z,w) et K (2,Z) > 0. En effet,

et

Soit D' un autre domaine de V' et soit ¢ une application biholomorphe de D sur D’. On notera

K’ le noyau de Bergman de D'. On a alors la formule de transformation des noyaux suivante

(L.X) K (z,w) = K' (¢ (2) ¢ (W) Jp (2) Jp (w),
ou .J, désigne le Jacobien complexe de (.

Le noyau de Bergman d’un domaine borné D d’un espace vectoriel de dimension finie,
satisfait de plus

K (z,z) > 0.

Ceci permet de définir
(L.XI) h, (u,v) = 0,051og K (2,%) .

Ainsi définie, h = h, est une métrique hermitienne sur D, dite métrique de Bergman [7].

La relation (I.X) entraine que tout biholomorphisme d’un domaine borné D dans un domaine
borné D’ est une isométrie lorsqu’on munit D et D’ de leurs métriques de Bergman. Notons
Aut (D) le groupe des automorphismes (biholomorphes) de D. Il résulte de (I.X) que la métrique

de Bergman h est invariante sous I’action de Aut (D).
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3. Domaines symétriques bornés

3.1. Définitions.

DEFINITION L.11. Un domaine borné 2 de C" est dit symétrique si pour tout point x de (2,

il existe un automorphisme involutif o, pour lequel T est un point fixe isolé.

DEFINITION 1.12. Un domaine borné ) de C™ est dit homogene si pour tout point x et y de

), il existe un automorphisme analytique p de ) vérifiant ¢ (x) = y.

Dans [8], E. CARTAN a étudié les domaines bornés symétriques (en dimension finie) et
a montré qu’ils étaient homogénes en utilisant la métrique de Bergman (I.XI). Un domaine
symétrique borné €2 de C" est dit irréductible s’il n’est pas produit de deux autres domaines
symétriques bornés. Tout domaine symétrique borné est biholomorphe a un produit de domaines

symétriques irréductibles.

DEFINITION 1.13. Un domaine €2 de C" est dit cerclé si Ax € ) pour tout x dans 2 et tout

complexe \, |\| = 1.

Un domaine symétrique borné est toujours biholomorphe a un domaine borné cerclé, qui est

unique a une transformation linéaire pres [9].

3.2. Systeme triple de Jordan associé a un domaine symétrique borné [10]. Soit {2 un domaine

symétrique borné homogene et irréductible d’un espace vectoriel de dimension finie V. Soit K
la composante connexe en I’identité du groupe de Lie compact des automorphismes de €2 qui
laissent fixe 0. Soit w la forme volume sur V', invariante par K et par les translations. Soit /C le
noyau de Bergman de €2 par rapport a la forme volume w, ¢’est a dire le noyau reproduisant de
I’espace de Hilbert H(2,w) = Hol(2) N L?(Q,w). Soit h, la métrique de Bergman (I.XI) au

point z € (2. On munit I’espace vectoriel V' du produit scalaire
ho(u,v) = 0,051og K(2) |.=0 ,

ceci définit une métrique hermitienne sur V. L’espace vectoriel V' muni du triple produit {. ..}

défini comme suit

ho({uvw}, t) = 0,0,0,0; log K(2) |.=0
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est un systeme triple de Jordan hermitien. En effet, I’dentité de Jordan (I.I) est satisfaite. La

métrique de Bergman en 0 (et donc le produit scalaire sur V') est alors
ho(u,v) = tr D(u,v),

I’opérateur D étant défini dans (L.II). Rappelons qu’un systeme triple de Jordan est dit hermitien
positif si (u|v) = tr D(u, v) est définie positive. Comme la métrique de Bergman d’un domaine
borné est toujours définie positive, le systeme triple de Jordan associé a un domaine symétrique
borné est hermitien positif. Le domaine symétrique borné irréductible €2 est alors la boule unité

de la norme spectrale de V. L’opérateur de Bergman (1.IV), défini par
B(z,y) = I — D(z,y) + Q(x)Q(y),
ou [ désigne I’opérateur identité de V', satisfait la relation
h. (u,v) = ho(B(z,2) 'u,v) (2 € Q; u,v €V).

Si ® € (Aut2),, la composante de 1’identité dans le groupe des automorphismes de €2, la

relation
(LXII) B(®x, dy) = d®(z) o B(x,y) o d®(y)*
est vérifiée pour tout =,y € 2, ou * désigne I’adjoint par rapport a la métrique hermitienne /.

3.3. Noyau de Bergman d’un domaine symétrique borné. L.K. HUA a obtenu des formules

explicites du noyau de Bergman des quatre types classiques de domaines de Cartan en utilisant
le groupe des automorphismes Aut (£2). Cette méthode est dite méthode de Hua.
Une formule générale du noyau de Bergman, commune a tous les types de domaines de

Cartan peut tre obtenue en utilisant la théorie des systemes triples de Jordan [10].

PROPOSITION 3. Soit 2 un domaine symétrique borné. Le noyau de Bergman de §2 est

1 1
M) = @ NGe

Démonstration. Soit ¢ un automorphisme de 2. De (I1.X), on a
(LXIII) K (z,2) =K (0,0)]Jo ).

De (L.XII)
B(¢(2),0(t) =do(z) B(z,t)de" (2).
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La relation (I.VIII)
det B(z,2) = N (z,2)?,

entraine alors
(LXIV) N(¢(t),0(1)? =[Jo @) N (t,1).
Si¢p(z) =0,ona N (0,0) =1 et par conséquent

IXV) N = —

5
7o (1)
D’autre part le noyau de Bergman d’un domaine borné cerclé satisfait

K (2,w) = K (2, weT)

pour w = 0, on en déduit que K (z,0) est une constante. On a donc K (z,0) = K (0,0). En

appliquant la formule de reproduction (I.IX)
Fe) = [ FOREaAE).
a la fonction f = 1 on obtient
(LXVI) vol () K (2,0) = vol (©2) £ (0,0) = 1.
De (1.XIII), (I.XV) et 1.XVI), on a

(LXVII) K (2) =

O

3.4. Classification des domaines symétriques bornés. Ci-dessous la liste complete des do-

maines bornés cerclés irréductibles :

Type I, (1 <m <n). V=M,,,(C) (espace des matrices m x n a termes complexes).
Q={zeV|I,—2T>0}.

Type II,, (n > 2). V = A,,(C) (espace des matrices alternées d’ordre n).
Q={xeV|IL, +2T>0}.

Type I, (n > 1). V =§,(C) (espace des matrices symétriques d’ordre n).

Q={zeV|I,—2zT>0}.
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Type IV, (n > 3). V. =C" q(z) = > 2%, q(z,y) =2 x;y;. Le domaine 2 est défini par

Type V. V = My1(0O¢) =~ C'%, domaine de type exceptionnel de dimension 16..
Type VI. V = H3(0Oc) ~ C*, domaine de type exceptionnel de dimension 27.

3.5. Norme générique.

Type I, (1 <m <n). V=M,,,(C) (espace des matrices m x n a termes complexes).
N(z,y) = Det(I,, — 2'7).
Type II,, (n > 2). V = A,,(C) (espace des matrices alternées d’ordre n).
N(z,y)* = Det(I, + x7).
Type I, (n > 1). V =8,(C) (espace des matrices symétriques d’ordre n).
N(z,y) = Det(I,, — 27).
Type IV,, (n # 2). V. =C".
N(z,y) =1 —q(z,7) + q(x)q(y)-
Type V. V.= My (0Oc¢).
N(w,y) =1 = (zly) + (2|f).
Type VI. V = H3(Oc¢).
N(z,y) =1 — (z|y) + (z*|y*) — det x det 7.

3.6. Invariants numériques d’un domaine symétrique borné irréductible. Le tableau suivant

donne toutes les valeurs possibles de (a, b, r), ainsi que les valeurs correspondantes du genre

g=2+a(r—1)+0

et de la dimension d

d:dimCQ:r%—r a—+rb.

(r=1)
2
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TABLEAU I.1. Invariants numériques d’un domaine symétrique borné irréductible

Type a b r o |g d
Lnn (1 <m<n) 2 n—m|m |m+n mn
II,(n>2,n=2p) 4 0 (2] |2(n—1) n(n2_l)
II,(n>3n=2p+1)|4 2 (2] |2(n—1) ”(”2*1)
I, (n>1) 1 0 n |n+1 ”(”2+1)
IV, (n > 2) n—210 2 In n

V 6 4 2 12 16
VI 8 0 3 18 27

4. Intégrale de Hua

Soient V' un STJHP (systeme triple de Jordan hermitien positif), r son rang, et z = A\jc; +
... + Arc, la décomposition spectrale de z € V. Soit 2 = {z € V; |z| = |A\;| < 1} la boule
unité pour la norme spectrale de V. On munit {2 de la forme ", « étant la forme de Kihler sur

v,
Lod
a=—dom
I 1
ol my est le polyndme homogene définie dans (I.V). Le domaine (2 est alors symétrique, borné,

cerclé et irréductible. On désigne par N sa norme générique (I.VII). Les invariants numériques

de €2 seront notés a, b et r (ou r est le rang de V).

PROPOSITION 4. L’intégrale de Hua [, N(z,2)*a"(2) de Q est donnée par

x(s)

(LXVIII) / N(z,2)°a" = X0 / a”  (Res> —1)
Q Q

X(8) = Xap (8) = 11 .

=1

(s+1+(j—1)

2> 1+b+(r—j)

a
2
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et
I'(s+k)

(), =s(s+1)...(s+k—1)= T (5)

Pour la preuve de cette proposition, nous allons reprendre la démonstration proposée dans

[1]. Les auteurs utilisent la méthode de A. KORANYT qui raméne le calcul de I’intégrale de Hua

a intégrale de Selberg S.\“*")
ab,c ]‘ n a— b—1 2c
.[0 i i=1 1<i<j<n

ouz = (x1,...,x,) etdz = dz;....d z,,. Dans [11], A. Selberg a montré que

abc a—l—]c b+]C)F((]+1))
H F'(a+b+(n+j—1)c)(c)

Notons § la variété formée par les reperes de V' et V., 1’ensemble des éléments réguliers de
V', c’est a dire I’ensemble des éléments de V' dont la décomposition spectrale est A\yci+...+\.c;,

A1 > Ay > -+ > A\, > 0. L'application
Q:F X {( A, M) [ A > o> A >0} = Vg

((€1y e ) s Aty oo M) = Arer + oo+ A

est un difféomorphisme. La restriction de ® a § x 7., ou
T, = {()\1,...,)\r) | 1>A>..> )\ > 0},

est un difféomorphisme sur €2, = 2N V., (I’ensemble des éléments réguliers de (2). L’image
réciproque de la forme volume o par ® est
o =0 AN TT (A =A%) dA,
j=1 1<j<k<r

© étant la forme volume sur §, invariante par les automorphismes [5].

LEMME 5. Pour tout s, Re (s) > —1, l'intégrale de Hua est donnée par

F(s)
£(0)

(L.XIX) /N (x,x)°a™ = F(s)vol () = vol (Q)

LT (b+14+G -1 (s+1+ (G —1)2) T (52)
11 3 |

OaF(S):_jZO T ()T (s+b+2+(r+j—2)%)



Démonstration. De (I.VI) et (I.VII) on a

/QN(x,x)soz”—Jiﬁl (1-2) a

:/ [T (1-22)° @%a"

SXT -
=vol () [ TI(1-X)° H XL (A= A7) dA
Ty =1 Jj=1 1<j<k<r

On pose )\JZ = t; pour obtenir

1 r
/N z,2)" " = oo vol (§ )/ [Tt (1 —t) TI (¢ —t)*dt,
S, i=1 1<j<k<r

et donc
/N(x,x)sa": Lol /th L=t Ty —tlode
9) rl2 1<j<k<r
[0,1]"
2%‘/01 (g) Sﬁb+1,s+1,a/2)
7VO1 H b+1+32)r(s+1+]§)r((g+1)§)
i P(b+s+24+(r+j—1)2) (%)
Vol H b+1+G-DYHT(s+1+(G-1)5) I (%)
i P(b+s+2+(r+j—2)%)T (%)
=vol (%) F (s),
ol
LT+ 1+ (G- T (s+14+ (G — 12T (j2)
27"F1 F(b+s+24+(r+j—2)2) (%)
De plus
_l =T b+1+ G-DHT 1+ G -1LT (%)
2o F(b+2+(r+j—2)2)T (%)
d’ou
s F(s)
N " =vol(§) F (s) = 1(€2).
/Q (z,z)” a™ = vol (F) F (s) F(0) vol (2)
Si on pose

Y

L Lt G-15)
X(s) ol (s+b+2+(r+5-2)9)

26
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e L_ﬁ P(14(G—1)%)
x(0) AT (+2+(r+j-2)92)
et
x(0) _ F(0)
x(s)  F(s)

On en déduit que
X (8) /N (z,2)” ™ = x (0) vol ().
Q

On a donc

() = ﬁf(s+b+2+(r+j—2)%)

=1 D(s+1+(G—1)9%)

En changeant j en » + 1 — j dans le numérateur on obtient

r(s+b+24+2r—j—1)%
x (s) =TI ( — )
o1 T(s+1+(G—-1)%)
De plus, on a
. a . a L a
S+b+2+(2r—j—1)§—(S+1—|—(]—1)§>—|—<1+b—|—(r—j)§>,

d’ot I’expression du polynéme y (s)
r a
1LXX) x(s) =11 (s+1+(j—1)—) .
j=1 2/ 14b+(r—j) 2
Ceci acheve la démonstration de la proposition 4. Le polyndme (I.XX) est dit polynome de Hua.

Toutes ses racines sont entieres ou demi-entieres, négatives.

5. Espaces de Bergman a poids des domaines symétriques bornés

Soit €2 un domaine homogene borné cerclé irréductible, N(z,t) sa norme générique. Pour s

réel, on définit I’espace H (€2, N(z, z)®) des fonctions holomorphes dans 2 telles que
/Q]f(z)|2N(z,t)sw (2) < oo,
On munit H (2, N(z,t)*) du produit scalaire
()= [ TG NGt 2)
La norme de H (£, N(z,t)*) est alors

112 = / FORN (1) w(t).
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Pour s > —1, I’espace H (2, N(z,t)°) est de dimension infinie (contient les mondmes).

C’est un espace hilbertien de fonctions holomorphes [6].

LEMME 6. Soit Q un domaine homogéne borné cerclé irréductible, N(z,t) sa norme gé-

nérique, x son polynome de Hua. Pour s > —1, le noyau reproduisant de l’espace a poids

H(Q,N(z,2)%) est
(LXXI) Ko s(z,t) = C;N(2,t)7977,
ouC, =
Démonstration. Si ¢ est un automorphisme de €2, en utilisant (I.XIV), on a
112 = [ 1 0 N .0 0
Q
= [ 1o N @00 (0) w6 0)
2s
= [1roof N w0 Is ()] o0 o (0

~|roo e 2

S

L application f —— (fo¢) (J ¢)§+1 est donc un automorphisme de 1’espace de Hilbert a poids

H (), N(z,2)*®). Le noyau reproduisant de cet espace vérifie donc la relation de transformation

2s

Kou(2.2) = |76 (2)| s Ka.i(6(2). 6 (2).
Soit z € Qet ¢ € AutQ tel que ¢ (z) = 0; comme N (0,0) = 1, (LXIV) implique
N(z,2)" = I (=),
d’ou
Kqs(z,2) = CsN(z,2)797°

avec Cs = Kq 4(0,0). On a donc
Ko s(z,t) = CsN(z,t)797°,
les deux membres étant analytiques réels. En particulier,

Ko 4(0,t) = C
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CHAPITRE II

DOMAINES DE CARTAN-HARTOGS ET CONJECTURE DE LU
QIKENG

1. Noyau de Bergman des domaines de Cartan-Hartogs

1.1. Noyau de Bergman virtuel. Soit V' un espace vectoriel hermitien de dimension finie n,

dont on note || || = || ||;; la norme hermitienne et wy(z) = (500 ||zH2)n la forme volume
associée. Soit 2 un domaine de V' et p :  —]0, +oo[ une fonction continue positive sur 2.

L’espace des fonctions holomorphes sur €2 est noté Hol(€2). On note H(£2) I’espace de Bergman

HIS) = H (o) = {7 € Hol@) 1715 = [ 17G)F () < o0

et H(Q,p) = H(Q), pwy) I’espace de Bergman a poids

H(Q, pwy) = {f € Hol(Q) | HfH?zp = /Q |f(z)|2p(z)wv(z) < oo}.

Les produits scalaires de ces espaces de Hilbert sont notés respectivement ( | )q, et (| ), Le
noyau de Bergman de 2 (noyau reproduisant de H(f2)) est noté Kq(z,t); il est entierement

déterminé par la fonction analytique-réelle g, :
Ka(z) = Kaq(z,2) (z€Q),

qui est aussi appelée noyau de Bergman de (2. De la méme maniere, le noyau de Bergman a
poids de (€2, p) (noyau reproduisant de H(§2, p)) est noté Ko ,(z,t) et est entierement déterminé

par Ko ,(2) = Kq,(z, 2).

DEFINITION IL.1. Soient Q un domaine dans V et p : Q0 —]0, +00| une fonction continue
sur Q. On note Kq i (z,w) (resp. K+ (2)) le noyau de Bergman a poids de (2, p*). On appelle

noyau de Bergman virtuel de (£, p) la fonction définie par

(ILT) Lo, (z,w;r) = Lo (2, w;r) = Z Ko (z,w)r®  (z,w € Q, r € C).
k=0
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La fonction Lo(z,1) = Lo(z, z; 1), définie par

(IL.IT) Lo, (z,7)=Ly(2,7) = Z}CQ,pk<Z>Tk (z€Q, r>0)
k=0

est également appelée noyau de Bergman virtuel de (€, p).

1.2. Noyau de Bergman des domaines de Hartogs. Soient V' un espace vectoriel hermitien

de dimension finie n, Q@ C V et p : Q —]0,+oo[ une fonction continue positive sur §2. On

considere le domaine de Hartogs Q.,, (p) au-dessus de €2, défini par
Qn(p) = {(z,2) €@ x C™ | | Z]* < p(2)} .
On munit ici C™ de la structure hermitienne standard et de la forme volume associée
wn(Z) = (300 12]*)"
Le domaine ), (p) sera muni de la forme volume
wy (2) A wn(Z2).

Le théoréme suivant montre comment calculer le noyau de Bergman des domaines de Hartogs
Q. (p) (m > 0)  partir du noyau de Bergman virtuel de (€2, p). Une démonstration détaillée

peut étre trouvée dans [12].

THEOREME 1. Le noyau de Bergman K (resp. KC,n) de Qm(p) est égal a

(ILIIT) Ko (2, 2), (w,W)) = Ly, (z,w; (Z,W)),
(ILIV) Km(2,2) = L (2, 2],
ou
(IL.V) Ly (z,w;r) = La—mL (z,w;r)

. m\~, W, — m! orm 0\~ W5 1/,
(IL.VI) Lo(z,7) = %ar—mﬁo(z,r).

Remarquons que les relations entre 161 et I€m données par (IL.IV) et (II.VI) sont une autre

formulation du principe d’inflation décrit dans [2].



32

Pour illustrer ce théoreme, regardons le cas o m = 1. Toute fonction holomorphe sur le

domaine de Hartogs (), (p) s’ecrit

%)= f(2) ¢,

ou fj est une fonction holomorphe sur 2. On a

1£lla, = / £ (2O Pwv(z) Awn(0)
- [t /|< o EOPG)

fero(Brerst)

=1
(ILVII) Iflay =D = 1 Millg e
k=0

On obtient donc

PROPOSITION 2. Le noyau de Bergman K, de Ql(p) est égal a

D (k4 1) Ko pee (2) [

k=0

(IL.VIIT)

Démonstration. Pour tout £ fixé, soit (¢j7k)j ¢ 7, une base hilbertienne de I"espace des fonctions
holomorphes sur €2 muni du poids p*. On a
Ko (2) = Z [Pk (2) ’
JE€EJk
De (ILVID), (Vk + 19441 (2) C’“)k est une base hilbertienne de 1’espace des fonctions holo-
morphes sur ﬁl et donc
Ki(2,¢) =D (k+1) [t (2)[*[¢]*
jk

o0

(k‘ + 1) K97pk+l (Z) ‘C|2k .

De (ILIV) et (IL.IT) on a
El('Z? T) - _EO(ZJ T)'
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1.3. Noyau de Bergman des domaines de Cartan—Hartogs. Soit {2 un domaine symétrique

borné irréductible ; on note N la norme générique de 2. On considere le domaine de Cartan—

Hartogs Q,, (1) construit au-dessus de € :
(ILIX) O (1) = {(2,2) € x C™, || Z|]" < N (2,2)"} .
On note IA(m,u ((z, Z), (w,W)) le noyau de Bergman de ©,,, (1) et
Kon(2,2) = Ko (2, 2), (2, 7)) .
On note Ly , (2, w;r) le noyau de Bergman virtuel de (2, N(z, z)*) et
Lo,u(z,1m) = Lou(z,w;T).

Soit y le polyndme de Hua associé a €2 (I.XX) décomposé suivant les factorielles croissantes

de k (TILIIN)

11.X) X (kp) =

(kt1),
G5 (N’) 31 .

d
= >0 Caj (1) (k+ 1),
§=0

THEOREME 3. Soit 2 un domaine homogene borné cerclé irréductible. On a

(IL.XD) Lo, (z,w,7) = W ;]Cj (1) (1— 5)j+17
(ILXTI) Low(ar) = 5 7 ; ¢; (12) X

ou & et X sont les fonctions définies par

f(z’wﬂﬂ) = W7

_ 1
et Cq = x(0) vol 2°

Démonstration. De (I1.XXI) et (II.X), on a

Lo (z,wir) = Y Kou(z,w)rf = Co > N(z,w) "y (kp)r*
k=0 k=0
_ CQ . k

k=0
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oué = m De (I1.X), on a pour [{| < 1
Lo (z,w;r) = Ca i zd: c; (1) (1), %
T N(z,w)9 i 7t
k=0 5=0
Ca & (k+1); g
_N<Z’w)9 ch( )TS
j=0 k=0
d
Cq 1
~ N(z,w)9 ¢ (1) (1-¢)7*
7=0

d
(ILXIIT) F&) =) ci(w) S

et P, = P! le polynome

d
(ILXIV) Po(n) =Y ¢ ().

J=0

Plus généralement, pour m entier positif, on note /" la fraction rationnelle

(ILXV) F(€) de Ut () ——
: =) W) ——

g j=0 J! (1— f)ﬁ !
et P le polyndme

d
. 1 j+m)! ;
(LXVI) Pl =—>_ (j+,)cj ()7’
2l

THEOREME 4. Le noyau de Bergman du domaine
O (1) = {(2,2) € Q% C", || Z)* < N (2,2)"}

est

N 1 C
(IL.XVII) K (2, 2), (w, W) = EWF‘T(@’

o &+ O (1) X Q. (1) — C est définie par

(ILXVIII) (2 2), (w, W) = NZ_
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Démonstration. On a

O,u Al N(Z,'U))g = J (1 o §)9+1’
r
{(z,w,r) = Nz w)
et
1 o™
Lm,u (Za w, T) = %ar_mLO,u (27 w, T)
d .
1 C (7 +m)! 1
= — , c; : .
m! N (z,w)?"™" jZO J! 5 (1) (1-— §)J+m+1
On en déduit le noyau de Bergman de (1) :
~ 1 C "
Km,u ((Z,Z),('LU,W)) :Lm,u (z,w, <Za W)) = ———— L (f)

ml N (z, w)g+mu Iz

Soit 7 : O, (1) x O, (1) — C définie par

B 1 _ N(z,w)" = (Z,W)
X G =T Gz W) T Newr
Le noyau de Bergman de €),,, (1) s’écrit encore
. C
(LXX) K ((2,2), (w, W) = "B ().

N (zw)

DEFINITION IL.2. Le polynéme

1 <. (i ! R o
(LXXI) P = o S YR (o = Y+ 1),y

j=0 Jj=0

sera appelé polyndme représentatif du noyau de Bergman de (AZm ().

2. Probleme de Lu Qikeng pour les domaines de Cartan—Hartogs

Le probleme de Lu Qikeng pour un ouvert U de C™ consiste a déterminer si le noyau de
Bergman Ky(z, w) de ce domaine peut avoir des zéros. Un domaine U est appelé domaine de

Lu Qikeng si son noyau de Bergman ne s’annule pas dans U x U.
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2.1. Motivation. Il est bien connu que les domaines simplement connexes de C sont biholo-
morphiquement équivalents au disque unité A de C par la fonction de Riemann. S. BERGMAN
a montré que la fonction de Riemann associée a un domaine simplement connexe {2 de C peut
étre exprimée en fonction du noyau de Bergman, noté K, de 2. En effet, si ¢ : {2 — A est une

telle fonction, vérifiant ¢ (a) = 0, ¢’ (a) réelle et positive, alors elle est completement déter-

! 0K
minée par la fonction M, ou K (z,t) désigne le noyau de Bergman de 2 et K/ = —
K (z,a) ot

K'(z,a)

[13]. La fonction est un biholomorphisme de €2 dans A. S. BERGMAN a introduit

K (z,a)
alors la notion de domaine représentatif qui serait ’image d’un domaine {2 de C par la fonction
K'(z,a)

K (z,a)

zéros [14] ; 1a fonction

. Si le domaine €2 n’est pas simplement connexe, son noyau de Bergman doit avoir des

K'(z,a)
K (z,a)

n’est donc pas définie.

Si Q est un domaine borné de C", K (z,t) son noyau de Bergman, les coordonnées repré-

sentatives de Bergman par rapport a un point a (voir [15]) sont définies par

- 1 0. Kzt ,
(Z(g;“) (a)ﬁan((z,z))>t_ , i=1,...,n,

k=1

2
T 0%,0%

Ces coordonnées transforment a en 0 et leur matrice jacobienne complexe en a est égale a

Jik In K (z,2).

I’identité, elles ne sont pas définies si le noyau de Bergman admet des zéros. C’est ce qui a

motivé LU QIKENG pour poser le probleme de la non annulation du noyau de Bergman.

2.2. Probleme de Lu Qikeng pour les domaines de Cartan—Hartogs. Soit {2 un domaine ho-

mogene borné cerclé irréductible. On note N (z,t) sa norme générique, x son polynéme de Hua.
Pour 4 > 0 et m entier positif, on considere le domaine de Cartan-Hartogs Q,y, (u) construit

au-dessus de ) :
O (1) = {(.2) €% T, (2] < N(2,2)"}.

Le noyau de Bergman de O, (p) s”écrit (ILXX)

C

[?m,u ((Zv Z)> (w> W)) - WU

m+1 pm
P(n),
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ou le polyndéme P est le polynome représentatif du noyau de Bergman (I1.XXT), défini a partir

du polyndme de Hua y (I.XX) par les relations

x (k) = 30 Cary (1) (K + 1),

d

Pr(n) = (m+ 1) Ca_j(u)y,

=0
et ou la fonction 7 est définie par
(Z, W)
IL.XXII Z S vt A
(LXXID (= 2), (0. W) = Frouin
1

(ILXXIID) n((2 2), (w,W)) =

B 1 —f((z,Z),(w,W))'

LEMME 5. Soient £ et n les fonctions définies sur Q. (1) % Qo () par (ILXXII) et (ILXXIII).
Alors I'image de € est le disque unité A de C et I’image de 1) est le demi-plan {Re n > %}

Démonstration. Le noyau de Bergman de 2 est
K(z,t) = CoN(z,t)77,

avec Cy = (vol Q)~1. De la propriété connue du noyau de Bergman :

(IL.XXIV) K (z,t)]° < K(z,2)K(t,1),
on déduit
(IL.XXV) IN(z,t)]> > N(z,2)N(t,t) (2t €Q).

Dans O, (11) x Oy (), on a donc

S (O 1 P 4 A

S 2). DI = N7 < Nz, 20 N, o

La fonction £ prend donc ses valeurs dans le disque unité A de C. Comme
£((0,2), (0,67 2)) =1 2|,

I’image de £ est égale a A. OJ

L’expression (II.XX) du noyau de Bergman de @m (1) entraine alors immédiatement le théo-

reme suivant :
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THEOREME 6. Le domaine @m (1) est un domaine de Lu Qikeng si et seulement si le poly-

A m , 1
nome P} ne s’annule pas dans {Re n > 5}.

Le probleme de Lu Qikeng pour les domaines Qm (1) est ainsi ramené a la localisation
des racines du polyndme P}, qui a le méme degré que le polyndme de Hua x et s’en déduit

algébriquement.

3. Probleme de Lu Qikeng pour une base de dimension au plus 4

Dans cette section, nous donnons la solution compléte du probleme de Lu Qikeng pour
les domaines de Cartan-Hartogs Qm (u), lorsque la base €2 est un domaine borné symétrique

irréductible de dimension au plus 4.

3.1. Cas ou (2 est le disque unité de C. Le domaine 2 est le disque unité de C et le domaine

(1) est

0, (1) = {(zZ) €QxC™,|1Z] < (1-12P)"}

{2z ecxer, P+ 2P <1},

On a (voir I’annexe 1)

Br(3) =g+ 1,

qui est positif pour tout /o > 0 et tout . > 1. La racine de P est donc toujours inférieure a % ;

d’ou

THEOREME 7. Si ) est le disque unité de C, le domaine Q,, (11) est un domaine de Lu

Qikeng pour tout 1 > 0 et tout entier m > 1.

Ce résultat facile et connu (voir par exemple [16]) n’est cité ici que pour comparaison avec
les résultats qui suivront et parce qu’il illustre la méthode employée lorsque €2 est de dimension

> 1.

3.2. Cas ou Q est de type I; 5. Le domaine € est la boule unité de C? et le domaine Qo (1)

est

Q)= {2y eaxer, |zIF < (1- )"}

{zyecxcn, e+ 2P <1}
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Le polyndme de Hua est
x(s5)=(s+1)(s+2).

Le polyndme représentatif du noyau de Bergman de ﬁm (1) est (voir annexe 2)
P(n) = (1= p)(2 = p) +3(m + (Ll — p)n + (m + 1)(m + 2)p’n*.

D’apres le théoreme 6, le domaine Qe (1) est un domaine de Lu Qikeng si et seulement si le
polyndme P"(7) a toutes ses racines dans le demi plan {Re (z) < 3}. D’apres la proposition 1

ces racines sont dans le demi plan {Re (z) < 1} si et seulement si

(ILXXVI) P (3) >0,
(ILXXVII) S (3) >0

On a (annexe 2)

1 dPT g .
CESYTRTE (5) =3+ (m— 1)

la condition (II.XXVII) est donc vérifiée pour tout x> 0 et tout m > 1.

On a d’autre part (annexe 2)

B (3) = "2 + 20t 2

. . A Lot 1
Sim > 3, tous les coefficients de ce polyndme en y sont non négatifs et on a P (5) > (0 pour
tout x> 0.
Sim=1,ona
1(1\ _ o _p?
b, Iz (5) =2-1,
qui est strictement positif si et seulement si p < pg = 2.
Sim=2,ona
2 (1) _ 3 1,2
Pi(3) =2+ 30— 32,
qui est strictement positif si et seulement si ;4 < po = 4. Les conditions (IL.XXVII) et 1. XXVI)
sont donc vérifiées pour i < fim, i, étant la racine positive de P;" (3). Comme I’ensemble
des racines varie continiment en fonction de y, le domaine est de Lu Qikeng si et seulement si

i < . En conclusion :

THEOREME 8. Soit Q) la boule unité de C2. Le domaine <, (1) est un domaine de Lu Qikeng
— pour m = 1, si et seulement si 1 < 2;

— pour m = 2, si et seulement si |1 < 4;
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— pour m > 3, quel que soit p > 0.

Si m = 1, ce résultat est di a H.P. Boas, Siqi Fu, E. Straube ([2]); voir aussi [16]. Pour

m > 1, les résultats du théoréme sont nouveaux.

3.3. Casou 2 estde type I 3. Le domaine (2 est la boule hermitienne de dimension 3. Le

polyndme de Hua est
X (s)=(s+1)(s+2)(s+3).
Le polyndme représentatif du noyau de Bergman de O (1) est (voir annexe 3)
Bl =@ =p)2=p)B—p)+(m+1ul —p) (11 =Tu)n
+6(m+1)(m+2) (1 —p)p®n*+ (m+1) (m+2) (m+ 3) @’n.

Ona

m— m(m— m—1)(m?—5m—2
P[]L(%):6+H(21)u+3(2 3)H2+( )(8 )3‘

Pour 1 < m < 5, soit fi,, 'unique racine positive du polyndme g,,, défini par g, (1) = P, (3).
On a (cf. proposition 3)
0< 1 =V2< pp < iz < g < pis.

Du théoréme 7, on déduit la solution complete du probleme de Lu Qikeng lorsque € est de

type I3 :

THEOREME 9. Soit ) une boule hermitienne de dimension 3. Si m > 6, le domaine de
Cartan-Hartogs (AZm (1) est un domaine de Lu Qikeng pour tout ji €]0,+ool. Si1 < m <5, le

domaine de Cartan-Hartogs Qm (1) est un domaine de Lu Qikeng si et seulement si 0 < p1 < i,

Pour m = 1, ce résultat a été obtenu par Weiping Yin ([16]) par une méthode différente mais

essentiellement équivalente. Les résultats du théoreme sont nouveaux pour m > 1.

3.4. Cas ou () est de type V5. Le domaine €2 est la boule de Lie de dimension 3 (isomorphe

au domaine symétrique associé a 1’espace So(C) des matrices symétriques (2, 2)). Les invariants

numériques sont a = 1, b = 0, r = 2. Le polyndme de Hua est
X(8)=(s+1)(s+32)(s+2).
Le polyndme représentatif du noyau de Bergman de O, (1) est (voir annexe 4)

Pl =1 —p)(2—p) (3 —p)+(m+1u(l —p) (5 —Tu)n
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+3(m+1)(m+2) (2 —2u) 1®n* + (m+ 1) (m +2) (m + 3) *n’.

Ona

m (m—1)(m2—5m—2 m(m— m—
P (L) = (8 )M3+9(8 B2 By g

Pour 1 < m < 5, soient g, les polyndmes définis par
(1) = P (3)
et soit /i, I’unique racine positive du polyndme ¢,,. On a (cf. proposition 8)
0<M1:%<M2<M3<M4<M5.

Du théoréme 12, on déduit la solution compléte du probleme de Lu Qikeng lorsque 2 est de

type 1V3 :

THEOREME 10. Soit §2 une boule de Lie de dimension 3. Si m > 6, le domaine de Cartan-
Hartogs O, (1) est un domaine de Lu Qikeng pour tout 11 €]0, +ool. Si 1 < m < 5, le domaine

de Cartan-Hartogs ), (1) est un domaine de Lu Qikeng si et seulement si 0 < pi < fi,,.
Les résultats de ce théoréeme sont entierement nouveaux.

3.5. Cas ou 2 est de type I; 4. Le domaine (2 est la boule hermitienne de dimension 4. Le

polynome de Hua est
X(s)=(s+1)(s+2)(s+3)(s+4).

Le polyndme représentatif du noyau de Bergman de ﬁm (1) est (voir annexe 5)

Prm) =0 =p)@2—p)(3—p)@4—p)
+5(m + 1)(L = p)(5 = 3p)(2 — p)pn
+5(m +1)o (1 — ) (7 = Sp)pn?
+10 (m +1)5 (1 — )y’ + (m + 1), u'n’*

Ona

P (3) = (4+mp) [6+ 1(19m — 25)p + m(m — 5)u?

+ 15 (m?® —10m? + 15m + 10)1°] .
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Pour 1 < m < 7, soit u,, la plus petite racine positive du polyndme ¢,, défini par g,,(x) =

P (%) On a (cf. proposition 13)

0<H1:\/§<M2<M3<ﬂ4<u5<ﬂ6<ﬂ7-

Du théoréme (18), on déduit la solution compléte du probleme de Lu Qikeng lorsque §2 est

de type [ 4 :

THEOREME 11. Soit ) une boule hermitienne de dimension 4. Si m > 8, le domaine de
Cartan-Hartogs Q,, (u)est un domaine de Lu Qikeng pour tout ;1 €]0,4+00[. Si1 < m <7, le

domaine Q,,, (1) est un domaine de Lu Qikeng si et seulement si 0 < j1 < [i,,.

Pour m = 1, ce résultat a été obtenu par Liyou Zhang et Jong-do Park (2006, non publié).

Les résultats du théoréme sont nouveaux pour m > 1.

3.6. Cas ou (2 est de type IV,. Le domaine {2 est la boule de Lie de dimension 4. Le poly-

ndme de Hua est
X (s)=(s+1) (5—1—2)2(3—1—3).

Le polyndme représentatif du noyau de Bergman de Qe (1) est (voir annexe 6)

Pl(n) = (1—p) (2= w)* (3= p) + (m + 1)(1 = p)(7 = 5u) (4 — Bp)pn
+ (m+ 1)o(1 — p)(23 = 250) 0 + 2 (m + 1) (4 — 5p)p’n°

+ (m+ 1), utnt
On a

P (3) = 12+14(m_1)“+WM2

+ (m — 1)(m2 — 5m — 2)N3 + m3—10mig—15m+10'u4'

Pour 1 < m < 7, soit y,, la plus petite racine positive du polynéme g,,, défini par ¢,,(u) =

By (3)- On a (cf. proposition 19)
O<,U/1:% 23_\/337<M2<M3<M4</’[’5<M6<M7

Du théoréme (24), on déduit la solution compléte du probleme de Lu Qikeng lorsque §2 est

de type IV} :
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THEOREME 12. Soit ) une boule de Lie de dimension 4. Si m > 8, le domaine de Cartan-
Hartogs Oy, (1) est un domaine de Lu Qikeng pour tout p €]0,+o0[. Si 1 < m < 7, le domaine

Oy, (1) est un domaine de Lu Qikeng si et seulement si 0 < pi < fi.

Les résultats de ce théoreme sont entierement nouveaux.



CHAPITRE III

POLYNOMES DE HUA

1. Définitions et notations

1.1. Polynémes du type de Hua. On considere un triplet (a,b,r) d’entiers naturels, avec

r > 0. Le polyndme du type de Hua x = X, est le polyndme défini par

(IILI) X () = Xaper () = [[ (s +14+ G =15

o 2>1+b+(r—j)a

ou (s), désigne la factorielle croissante

(), =s(s+1)...(s+k—1)= %
Le “genre" g et la “dimension" d sont définis par
g=2+a(r—1)+0,
d=r+7rb+ #a.
Ona
(II1.IT) deg x = d.

Dans le cas ou a, b et r sont les invariants numériques d’un domaine symétrique borné
irréductible €2, le polynéme (IIL.I) apparait lors du calcul de I’intégrale de Hua (proposition 4).
le degré du polyndme Yy est alors la dimension d du domaine (2.

Sir = 1, le polyndbme X, ne dépend pas de a et nous prendrons dans ce cas a = 0. On a

alors
X061(8) = (54 1)14p.

C’est le polyndme de Hua du domaine hermitien symétrique de type I; 4 (boule hermitienne de

dimension d = 1 + D), pour lequel g =2+ b=1+d.



45

1.2. Décomposition suivant les factorielles croissantes. Soit P un polynéme de C [s] de de-

gré d, et soit 1 € R. On considere la décomposition

d
1).
(IILIII) P(ps)=> ¢ (P,p) (s ; ) 1.

J=0

Motivation : Le noyau de Bergman des domaines de Cartan-Hartogs s’écrit a 1’aide du poly-
ndéme de Hua (III.I) composé avec la fonction ﬁ En appliquant la décomposition (IIL.III) au
polyndme de Hua, les coefficients ¢; (P, i) apparaissent dans I’expression du noyau de Bergman

(II.XX) et leurs propriétés (telle que la positivité) peuvent aider a I’étudier.

De (IILIII) on a

(ILIv) () =3 (1) (’;)P (— G+ 1)),

J

Les coefficients c; sont donc des polyndmes de degré d en la variable i, divisibles par p*. On

définit alors les polynomes Cy_;(P), pour 0 < j < d, par

Cj (P7 :u) = j!,ujcd—j<Pa M)

De (TILIIT),

¢;(P, 1) ¢
= — s+ kp
> H< )

= ZCd_j (P, ) H (s + kp).

k=1

<
I
o

Ainsi, le polyndme du type de Hua x = x5, défini par (IILI) s’écrit

(IILV) x(s) =2 G5 () s+ kn)

ol

(LILVI) Ci(P, p) = ;di(—w’“(d_j)x(—(lw)u)
' Y (d — j)lpd=7 4 k '
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2. Conjectures

L’ observation de nombreux cas particuliers a amené G. ROOS, en 2004, a conjecturer cer-
taines propriétés des coefficients C'; (IIL.VI) qui apparaissent dans I’expression du noyau de
Bergman des domaines de Cartan-Hartogs. L’ exposant critique pg = ﬁ qui apparait dans
la conjecture 3.1 correspond €galement a une situation spéciale pour la métrique de Kihler—
Einstein des domaines de Cartan-Hartogs. Les conjectures ci-dessous ont été vérifiées pour
beaucoup d’exemples ou les les entiers a, b et r sont les invariants numériques d’un domaine
symétrique borné irréductible. Par ailleurs, ces conjectures semblent également vérifiées si a,
b et r ne proviennent pas d’un domaine symétrique borné (le polyndme de Hua est alors lié
a I'intégrale de Selberg). Les conjectures 3.1, 3.1 et 3.1 proviennent de 1’étude du signe des
coefficients C).

Soit X = Xas., le polyndme du type de Hua associé au triplet (a,b,7) :

a

¥(5) = Xapo(s) = [T (s+1+ G- 1)

Jaie 2>1+b+(r—j)a

On considere les polyndmes C';(p) définis par (IILVI).
CONJECTURE 1. On a Cj(p) > 0 pour tout j, 1 < j < d, si et seulement si

< = —
H < fo dr1

Si = po, tous les coefficients C;(p) (1 < j < d) dans (II.V) sont strictement positifs, sauf

C1(po) = 0 et sauf pour le cas r = 1 (pour lequel jip = 1 et C;(1) = 0 pour 1 < j < d).

CONJECTURE 2. Pour 0 < j < [&1],

g
Cos (d—2j+1) =0

CONIJECTURE 3. Un entier positif p est racine de C} si et seulement si

9
1<p< —""7F.
=P g

CONJECTURE 4. Pour 1 < j < d, toutes les racines « de C; sont dans le demi-plan

{Rea > 0}. Soient m; et M; les bornes des modules des racines complexes de C; :
m; = min {[a|; Cj(a) =0}, M; = max{|a|; Cj(a) = 0} .

Alors
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(1) la suite (m;), ., est croissante ;

1<y<

(2) la suite (M),  est croissante et vérifie

g
M1 VII M; < —2—.
( ) TTd—-j+1

Comme m; = M; = g, le point 1 de cette conjecture implique la conjecture 3.1 et la

conjecture de I’exposant critique pour les domaines hermitiens symétriques.

3. Calcul du coefficient C'y

Soit le polynéme de Hua associé au triplet (a, b, )

T

x(s)=1I <s+1+(j—1)

Jj=1

2)
2/ 14b4(r—j)a
Et soit «;, © = 1,...,d les racines du polyndme Y. On note Sy les fonctions symétriques de

Newton

Soient

O — E Qg Oy o Oty

1<i1 <i2<...<i <d
les coefficients du développement

(IIL.VIII) x(s) =5t — o5 Fops 2 4 (=D st 4+ L+ (—1)% 0y

D’autre part on a (II1.V)

(5= Y20, G [T s+ k).

d—j .
Notons 3;, les racines du polynéme [] (s + ku); o 7 les fonctions symétriques élémentaires
k=1

de ce polyndome

a,‘j_j = Z Bi, Biy - Biy;

1<i1<ig<...<ip<d—j

et S,‘f_j les fonctions symétriques de Newton

d—j
d—j _ k
Sy 7= E Q.
i=1
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L’identification des coefficients de s* dans (II.V) et (IIL.VIID), & = 0, ..., d donne les équations

suivantes

(IILIX) Colp) =1

<.

4 ‘
gd
n=y (-G-D5-k=-%
2 2
7j=1 k=1
et
d
d(d+1)
of =D (—hu) = ————u
k=1
d’ou
d(d+1) g
.X C = — :
X =T (- n)
Remarquons que I’exposant critique py = di 7 apparait dans I’expression du coefficient C'; et

que la partie de la conjecture 3.1 qui concerne ce coefficient est vérifiée : on a bien C; (1) > 0

sipu < poetCh(po) =0.

4. Symétrie des polynomes de Hua

On se propose de démontrer que y (—s) = (—1)* x (s — g) pour tout s. Notons que ce qui
va suivre est vrai pour tout triplet (a, b, r), qui ne correspond pas forcément aux invariants d’un

domaine symétrique borné. Soit
(II1.XT) g=2+4a(r—1)+b.

Si (a, b, r) est associé a un domaine hermitien symétrique, g est le genre de (2.

Soit J = J,» ’ensemble d’indices
(IILXII) J=Jupr ={0 k) | 1<j < 1<k <1Hb+ (r—jla}.
Le polyndme Y peut alors s’écrire

(IILXIII) Xabr(s) =[] (548,

(jvk)eJa,b,r
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ol la famille (5; 1) ; 1)<, est définie par
(ILXIV) Big=k+(j - 1)%.

LEMME 1. L’application (j, k) — (j, k'), ¥ = 2+ b+ (r — j)a — k est une bijection de

Japr sur lui-méme, pour laquelle
(II1.XV) Bik + Bir = g.

Démonstration. Il est clair que (j, k) — (7, &’

~—

est une bijection de J sur lui-méme. On a

Bik=k+(—1)

Y

N

ﬁjyk,:2+b+(r—j)a—k+(j—1)g,

d’ou

Bik+Biw =2+b+(r—1a=g.

O
PROPOSITION 2. Le polynome x = Xqpr VErifie
(IIL.XVI) x(=s) = (=1)"x(s — 9).
Démonstration. On a
x(=s)= ] (=s+8x)= [[ (=s+9-8»)
U:k)ed (j.k)es
=(=1)* J] (s=g+8u)=(1)x(s~9)
(ke
O
La proposition 1 permet de démontrer la conjecture 3.1. En effet, si on pose p; = #—H
— <)
de (IIL.VI),
d—2j—1 .
1 L (d —2j— 1>
Cy; ) = . -1 — (T4 k) py).
) = ey 2 V(T et
Notons
d—25—1
Bl = 0 (T T e
d-2j-1
S = Z By, (1)
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Deux cas se présentent :

(1) Si d est impair :

d—2j—1 .
==l d—2j—1
S= Y Bi(w)+ > Bilw)
k=0 o 42741
d—2j—1 d— 2J
2
= Z Bd 2j—1—k MJ)
k=0
et donc
d— 22] 1 -1
S=1 Y Bi(w)+Bigjori () | + Bazis ()
k=0
or

a—2j-1 (d— 27 —1 d—25—1 g
Ba- d=2jo1 v(pg) =(=1)"2 ( de2ie )X(— <1+ > . >
I 2231 2 d—2j+1

(x (_g) = 0 découle de (II1.XVI)). De plus

i d—2j—1 .
Byaj 1k (1) = (=) (d_zj_l_k>x(—(d—2j — k) 1)

L el G NECEETRPS
= (T b - -2 )
=~ o (T T R -0

o (T T b

= =By (1)

On en conclut que Cy;41 (1) = 0.
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(2) Si d est pair

et donc

car de (III.XVI),
Ba-aj-1- (15) = — By, (1) -

Ceci acheve la démonstration de la conjecture 3.1.

5. Cas de la boule hermitienne

Dans cette section, le domaine symétrique () sera considéré de rang 1, ses invariants numé-

riques sont (0, b, 1) et le polynome de Hua s’écrit
(ILXVII) Xa(s)=(s+1),.

Danscecasd =1+ bet g =1+ d, et la valeur de I’exposant critique est

9

:—:1
Ho= 11

Notons C’;-l les coefficients de la décomposition (IIL.V) de .
LEMME 3. Les coefficients C’Jd vérifient
Cott (1) = Cf (n),

d+1
HI.XVIII d+1 — 9 92— ) | —
(ILXVII) I () = € () + (d + ﬁ[d 2_j

- u} Ciy (u) -
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Démonstration. De (III.XVII), on a
(IIL.XIX) Xat1 (8) = (s +d+1) xa(s).

En utilisant (IIL.V) et (II1.XIX), le polyndme x4 s écrit

d+1 d+1—j
Xar1 () =D _CF () T (s + k)
=0 k=1

d d—j
:(s+d+1)ZC§l(u)H(s+ku)

7=0 k=1

CH) | s+km)(s+(d+1—=jp+d+1—(d+1—j)p)

d
j=0 k=1
d d+1—j
= ¢ (w) [ (s+kw)
=0 k=1
d d—j
+ > CH ) [ (s + k) [d+1 = (d+1 ) pl.
7=0 k=1
Ceci implique que
d d+1—j
(IILXX) > @ () =) T (s + k)
7=0 k=1
d+1 d+1—j'
= Y [d+1)—(d+2-)uCh y(w) [ (s+kn),
j'=j+1=1 k=1
d’ou les relations (III. X VIII). O

Remarquons que dans ce cas particulier, on a
(II1.XXT) Cd(u) =1
pour tout d.

THEOREME 4. Les coefficients C]‘.i (1) de la décomposition (II1.V) du polynéme de Hua x4

sont positifs pour tout 7, 1 < 5 < dsipu< 1.

Démonstration. On procede par récurrence sur la dimension d. Supposons que dans I ,,, tous

les coefficients C7' (1) sont positifs pour p < 1, et regardons C’;‘“ (p) (dans Iy ,,+1). Comme
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d+1
# —pu>0pourpu < letl <j <d,lelemme 3 implique que les C’;LH (1) sont positifs
—J
sip<letl <j<d.Deplus

Citt (1) = Xn1 (=) = (1= 1),y
est positif pour p < 1. O

Le théoréme 3 démontre la conjecture 3.1 dans le cas I; ,, (rang 1). Dans ce cas particulier,

C; (1) =0pourtout j, 1 < j <n.



CONCLUSION

Soit €2 un domaine symétrique borné irréductible ; on note N la norme générique de € et
X son polynome de Hua. On note d = dimc €2 et g son genre. On considere le domaine de

Cartan-Hartogs Q,, (1) construit au-dessus de €2 :
O (1) = {(5,2) €Qx T, |Z) < N(2,2)"}.

Le noyau de Bergman de €,,, (1), noté l?m,p, ((z,2), (w,W)), s’écrit

C

}?m,“ (z,2), (w,W)) = WU

m+1 pm
TP (),

N

ou
d
(ILXXII) Pl (n) = (m+1);Caj (1) Wn.
j=1

Les coefficients C; (1) dans ’equation (IILXXII) s’écrivent

d—j .

Cj (n) = e jl)!ud_j ;(—m (d ; J)X(—(l + k).

Le polynéme P est dit polyndme représentatif du noyau de Bergman du domaine de Cartan—
Hartogs O, (k).

Le probleme de Lu Qikeng pour un domaine U de C" consiste a déterminer si son noyau de
Bergman s’annule dans U x U. Un domaine sera dit de Lu Qikeng si son noyau de Bergman ne
s’annule pas dans U x U.

Pour les domaines de Cartan-Hartogs (AZm (i), ce probleme est réduit par le théoréeme 6 a
la localisation des racines du polyndme P (1) dans le demi-plan {Rez > ;}. En effet, le
domaine €, (1) est un domaine de Lu Qikeng si et seulement si toutes les racines du polyndme
représentatif du noyau de Bergman P sont dans le demi-plan {Rez < %} Au chapitre II,
nous avons déterminé quels domaines (AZm (u) sont des domaines de Lu Qikeng, pour tous les

domaines symétriques €) de dimension inférieure ou égale a 4. Nos résultats font apparaitre
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la situation suivante, dont on conjecture qu’elle se généralise pour toute base () : pour €2 et
m > 1 fixés, il existe po m, 0 < pomn < oo tel que Qm (1) est un domaine de Lu Qikeng si et
seulement si 0 < p < fiq ,,. La borne piq ,,, est caractérisée comme la plus petite racine positive
du polyndme ¢,,, (1) = P (%) ;ona fig , = —+o0o pour m assez grand. Dans ces cas, nous avons
montré qu’il existe un entier my et, pour chaque m < my, une valeur p,, tels que
—sim < my, le domaine de Cartan—Hartogs O (1) est un domaine de Lu Qikeng si et
seulement si it < iy, ;
— sim > my, le domaine de Cartan—Hartogs ﬁm (1) est un domaine de Lu Qikeng pour tout
we R
La valeur p,, est la plus petite racine positive de P (%) et la valeur m( ne dépend que du
domaine symétrique borné (2.

Problémes ouverts.

(1) Généraliser nos résultats au cas ou le domaine de base €2 est un domaine symétrique
borné de dimension quelconque. La méthode que nous avons utilisée pour résoudre le
probleme de Lu Qikeng dans le cas ou la dimension du domaine €2 est au plus 4 ne
s’applique que cas par cas, avec des calculs dont la complexité croit rapidement avec

la dimension de (). D’autres méthodes sont nécessaires pour traiter le cas général.

(2) Les conjectures sur les C; (1) (section 2) proviennent de I’étude du signe des coeffi-
cients du polyndme représentatif de Bergman P}". En effet, la positivité des coefficients

n m . . . .
du polyndme P[" par exemple est une condition nécessaire (mais pas suffisante) pour
que toutes ses racines soient dans le demi-plan {Re z < %} Il serait intéressant de voir
comment interviennent les propriétés des coefficients C'; pour I’étude de la stabilité du

polyndme représentatif du noyau de Bergman.

(3) Comprendre la transformation x — P, (1) , lorsque x est un polyndme quelconque,
ou le polyndome de Hua d’un domaine borné symétrique, ou un polyndme du type de

Hua ne correspondant pas nécessairement a un domaine symétrique.

(4) Etudier le domaine particulier Qm (tm), OU Ly, est la plus petite racine positive du
polyndme représentatif de Bergman. Ce domaine est de Lu Qikeng, mais correspond a
un cas limite (Ie noyau de Bergman s’annule en des points de la frontiere de €2 x €2) et

devrait avoir des propriétés particulieres.
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(5) Dans un domaine de Lu Qikeng, il est possible de définir la fonction représentative
de Bergman et son image dite domaine représentatif de Bergman. A notre connais-
sance, aucun exemple de domaine représentatif de Bergman (sauf pour les domaines
symétriques bornés cerclés) n’a été donné explicitement. Peut-on décrire le domaine
représentatif de Bergman d’un domaine de Cartan—Hartogs dans le cas ou il est un

domaine de Lu Qikeng ?



ANNEXE A

LOCALISATION DES RACINES

Le probleme de Lu Qikeng pour les domaines de Cartan-Hartogs ﬁm (1) a été ramené a
la localisation des racines du polyndéme P par rapport au demi-plan {Re z > %} (théoreme
6). Nous rappelons ci-dessous le critere de Routh—Hurwitz qui permet de déterminer quand
un polyndme a coefficients réels a toutes ses racines dans le demi-plan {Re z < 0}. Dans les
paragraphes suivants, nous en déduisons les criteres utilisés pour résoudre le probleme de Lu

Qikeng pour un domaine de Cartan—Hartogs dont la base (2 est de dimension au plus 4.

1. Critere de Routh—Hurwitz

Soit P un polyndme a coefficients réels de degré n
(A.D P(2)=apz" + a1z '+ .. ¥ an_12 + ay;

on suppose ay > 0. Le polyndome P est dit stable si toutes ses racines ont des parties réelles
négatives.

L’ étude de la stabilité des polyndmes intervient dans la théorie du contrdle. En effet, I’équa-
tion caractéristique d’un systeme d’équations différentielles linéaires est un polyndme et la sta-
bilité du systeme se traduit par le fait que toutes les racines de 1’équation caractéristique soient
dans le demi-plan négatif.

En 1875, le mécanicien anglais ROUTH a élaboré un algorithme qui permet de déterminer si
un polyndme est stable (et plus généralement de localiser ses racines par rapport a {Re z = 0}).
Vingt ans plus tard, le mathématicien allemand HURWITZ a donné un critere équivalent, dans

une forme différente, utilisant les déterminants (déterminants de Hurwitz)

ay as as

a; as

Al =a, A= , Ag=

ag as

Qo Q2 A4’

0 ay; das
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ap az as --- 0

apg as ag -+ 0

A, = 0O ap a3 --- 0
ag a9

0O 0 0 - a,

CRITERE (Critere de Routh—Hurwitz). Toutes les racines du polynéme (A.I) ont des parties

réelles négatives si et seulement si les n déterminants de Hurwitz sont positifs :

Ay >0, Ay>0 -, A,>0.

En 1914, les mathématiciens francais LIENARD et CHIPART ont établi un critere de stabi-
lité, différent de celui de Routh-Hurwitz, en constatant que lorsque les coefficients ag, a; , - - - ,
a,, sont positifs, les conditions sur la positivité des A; ne sont pas indépendantes. Par exemple,

pour . = 4, les conditions de stabilité se réduisent a a; > 0, as > 0, ay > 0 et Az > 0.

2. Polynomes de degré 2

Soit
Q(2) = apz® + a1z + as,

avec ag > 0. Les déterminants de Hurwitz sont

aq 0
Al = daq, AQ = = a109.

g Qg
Le polyndme () est stable si et seulement si on a

(A.ID) ap >0, ay>0.

PROPOSITION 1. Le polynome du second degré P a ses racines dans {Rez < %} si et

seulement si le polynome Q)(z) = P (% + z) est stable, c’est-a-dire si

(A.IID) P(3) >0, P'(3)>0.
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Il est également facile d’établir cette proposition directement, sans recours au critere de

Routh—Hurwitz.

3. Polynomes de degré 3

Soit
Q(2) = ap2® + a12® + agz + as,

avec ag > 0. Les déterminants de Hurwitz sont

a; as 0
a1 das
Ay =a;, A= , Az= ay ay 0|~ azA,.
Qo G2
0 a1 as

Le polyndme () est stable si et seulement si on a

a; >0, Ay>0, az>0.
Comme As = ayas — agas, cette condition équivaut a
(A.IV) az >0, ay >0, Ay>0.

Soit P(z) = a+ 2z +7z? + 2% un polyndme de degré 3 a coefficients réels avec § > 0. Ce
polyndme a ses racines dans {Re z < %} si et seulement si le polynéme Q(z) = P (% + z) est

stable. On a

Q(2) = apz® + a1 2% + asz + as,
avecag = P (3), a2 = P’ (3) et

1
2
B+ry+35 §
Ay =
a+Z+3+8 v+

B+y+35 6 B+y+d 0

On en déduit
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PROPOSITION 2. Soit P(2) = a + Bz + 72® + 02° un polynéme de degré 3 a coefficients

réels avec 0 > 0. Ce polyndéme a toutes ses racines dans {Re z < %} si et seulement si on a
(A.V) P(y>o0, P (3 >0,

(A.VI) No=(y+0)(B+7+08) —ad>0.

4. Polyndmes de degré 4

Soit
Q (2) = apz* + a12® + a92® + azz + ay

un polyndme a coefficients réels avec ag > 0. Les déterminants de Hurwitz sont

a; das 0
a; das
Ay =a;, Ay= . Az = ag Qg Q4>
Qo a2
0 a; as
a; as 0 0
ag A Qg 0
Ay = = as\3.

0 a; das 0

0 0 Ao Q4

Le polyndome () est stable si et seulement tous les A; sont positifs. Les conditions A3z > 0 et

Ay > 0 sont équivalentes a
(A.VID) A3 >0, ag>0.
D’autre part, on a

Ag = CL3A2 — CL%CL4

et les conditions (A.VII) et a3 > 0 entrainent donc Ay > 0. Finalement, Ay = ajas — agas et
as > 0 entraine a; > 0 si les conditions précédentes sont réalisées. Le critere de Routh—Hurwitz

est ainsi équivalent au critere de Liénard et Chipart, qui s’€écrit ici



PROPOSITION 3. Le polynéme a coefficients réels
Q (2) = apz* + a12® + a2® + azz + ay
(ag > 0) est stable si et seulement si on a
(A.VIII) as >0, az3>0, ay>0, Az>0.
Soit
P(z) = a+ Bz 472" +02° + &2
un polyndme de degré 4 a coefficients réels avec € > (. Soit
Q (2) = apz* 4+ a12° + ag2® + azz + ay
le polyndme Q(z) = P (1 4+ z).Ona
ay=P(3)=a+3if+3i7+ 50+ e,
ag=P'(3) =B+7+ 35+ ie,
ag =3P (3) =~ +25+ 3¢,
a = 1P (1) =54 2,
ag = €.

Le polyndme de Hurwitz A relatif a () est

a; as 0

_ _ 2 2
Ay = ap Gy ay| = G10203 — A104 — Aol

0 a; as

=(0+2)(v+30+2) (B+v+25+ Le)
~(0+2) (a+E8+T+8+5) —e(B+ry+35+ 1)

Ona
(AIX) As=(e+5+7+B)[(e+6+7) (e +8) —ef] — (2¢ +0)* .

On a finalement, en appliquant cette relation et la proposition 3 :
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PROPOSITION 4. Soit
P(z) = a+ Bz +vyz* +62° + 2!

un polynéome de degré 4 a coefficients réels avec € > 0. Les racines du polynome P sont toutes

situées dans {Re z < %} si et seulement si P vérifie les conditions
(A.X) P(3)>0, P (3)>0, P"(3)>0,

(A.XT) As=(E+0+7+0)[(e+0+7)(e+0) —ef] — (26 +0)°a > 0.



ANNEXE B

TABLES

On trouvera ci-dessous pour les types indiqués de domaines bornés symétriques :

— le polyndme de Hua

r

x(s) = H (5 +1+0G-1) %)1+b+(r—j)a ;

=1

— les coefficients C;(yt) de la décomposition
d
X (k) = 1w Cay () (k+ 1), 5
=0

— le polynome représentatif du noyau de Bergman de (Alm (1)

d
PMn) = (m+1);Caj ()’ ;
=0
— ses polyndmes dérivés %Pg‘(n) (1<k<d);
— leurs valeurs pour 1 = % ;

— en dimension 3, le déterminant de Hurwitz
Ay =(v+9)(B+v+0)—ad

associé au polyndme P (3 +1) = o+ O+ 0> + 0 ;

— en dimension 4, le déterminant de Hurwitz
As=(e+0+7+P)(e+0+7) (e+0) —ef] — (2c + )’

associé au polyndme P;" (3 + 1) = a + By +~yn* + o1 +en* ;
— éventuellement, les valeurs ci-dessus pour des valeurs particulieres de m.
A partir de la dimension 3, les calculs ont été faits a I’aide de MATHEMATICA ; ils peuvent

étre vérifiés avec tout autre logiciel de calcul symbolique.
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1. Type I,

Le domaine €2 est le disque unité de C. On a

2. Type hs
Le domaine {2 est la boule unité de C2. On a
X () = (s +1)(s +2),
Co(p) =1, Ci(p) =3(1—p), Colp)=(1—p)(2— p),
Prn) = (1= p)(2 = p) +3(m + Du(l — p)n + (m + 1)ap™n*.

2.1. Signede P (3). Ona

(1) = P (3) = (2+mp) (14 23 p) .

PROPOSITION 1. Pour m > 3, PZL”(%) est positif pour tout (v > 0. Pour m < 2, le polynome
Gm admet une seule racine positive [, (11 = 2 < py = 4) et PZL"(%) est positif ou nul si et
seulement si 0 < p < fip,.

m

(3.

2.2. Signe de

1 dP gy
o an (3) =3+ (m = 1u.

m

d
PROPOSITION 2. Pour tout m > 1 et pour tout j1 > 0, on a —* (1) > 0.
n 2

3. Type I3
Le domaine {2 est la boule unité de C3. On a
X(8)=(s+1)(s+2)(s+3),
Co(p) =1, Ci(p) =6(1 — p),

Colp) = (1 —p)(A1 = 7Tp), Cs(p)=(1—p)(2—p)(3—pn),
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Prm) =1 —-pw)@2—p) B —p)+m+1)(1—p) (11 = 7u) un
+6(m + 1) (1= p) f®n* + (m + 1) 1°n°.

3.1. Signede P (3). Ona

P (3) = am(p) = [+ (m = D] v (1),
Fm(p) = 5 (124 8(m — 1)+ (m? — 5m — 2)1?) .

Cas particuliers (1 < m < 5):

ri(p) = 12— p%),

ro(p) = 5(3+ 20 — 2p%),
ra(p) = 3(3+ 4 — 24%),
ra(p) = $(2+4p — ),
rs(u) = 1 (6 + 160 — ).

Racines positives de q,, :

Mlz\/§<li2=1+2ﬁ</~b3:1+\/§<N4:2+\/6<M5=8+\/70.

PROPOSITION 3. Pour m > 6, P/T(%) est positif pour tout pn > 0. Pour m < 5, le polynéme

Gm admet une seule racine positive i, et PIZ”(%) est positif ou nul si et seulement si 0 < p < fip,.

dpm
dn

3.2. Signe de (%) Ona

apr
q(p) = (mil)ud—; (3) =1146(m—1)p+  (3m* — 9m — 2) p*.

Cas particuliers (1 < m < 3):
qi(p) = 11— 244%,
G5 (1) = 11+ 60 — 21,
qg3(p) = 11+ 120 — 32,
Racines positives de g} (1 <m < 3):
0<py= /4 < ph=330 < pub =12+ V166,

0 < fhon < pb (1 <m<3).
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dpn
dn

PROPOSITION 4. Pourm > 4, ona (%) > 0 pour tout . > 0. Pour m < 3, le polynome

q}. posséde une seule racine positive ) et est positif sur [0, p 1.
P 1
122 =
n? (2 ) :
2
. a2Pm

d

2
d

3.3. Signe de

PROPOSITION 5. On a

pour tout ;. > 0 et tout m > 1.

3.4. Déterminant de Hurwitz A,. Soient P7"(1) = a~+Bn+yn°+0n° et Ry, (1) le polyndme

défini par
Rin(p) = As = (y+0)(B+7+6) —ad.
Ona

Sm(1) = e Bn() = [4+ (m = 1) (3 + mp) T (1),
Ton(p) = 5m + 4+ (m* — 2m — 2)p.
Cas particuliers (1 <m < 2):Ty(u) =9 — 3u, To(pn) = 14 — 2p.

PROPOSITION 6. Pour m > 3, on a R,,(p) > 0 pour tout j1 > 0. Pour m < 2, le polynéme

R,, admet une unique racine positive v,, (11 = 3, vy = T7) et on a vy, > [ip,.

3.5. Localisation des racines de P;L”.

THEOREME 7. Soit Q) la boule hermitienne de dimension 3 et soit P le polynome repré-
sentatif du noyau de Bergman de ﬁm (). Pour m > 6, les racines du polynéme P sont dans
le demi-plan {Ren < %} quel que soit 1 > 0. Pour m < 5, les racines du polynéme P[* sont
toutes dans le demi-plan {Ren < %} si et seulement si 0 < p < [y, OU [, désigne l'unique

racine positive de qn, (1) = P (3).

Démonstration. En rassemblant les résultats des propositions 3, 4, 6 et en appliquant la propo-
sition 2, on conclut que toutes les racines du polyndme P sont dans le demi-plan {Re n < %}
si et seulement si 0 < p < p,,. Comme I’ensemble des racines varie continiment en fonc-
tion de u, les racines du polynéme P;" sont dans le demi-plan {Ren < %} si et seulement si

0<p< i U
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4. Type IV;

Le domaine 2 est la boule de Lie de dimension 3. Les invariants numériques sont a = 1,

b= 0, r = 2. Le polyndme de Hua est
X(s)=(s+1)(s+3)(s+2).

Les coefficients de la décomposition de x (k) sont

Le polyndme représentatif du noyau de Bergman de ﬁm (1) est
Prn) =1 —m)@=p) (3 —pn)+m+Dpd—p) (-7
+3(m+1)2 (3 — 2) 2% + (m + 1)y i

4.1. Signede P*(3). Ona

P (3) = am(p) = [3+ (m — Dyl rm(p),

§ 8+ 6(m —1Dp+ (m?—5m —2)u?).

ﬁ

3

=
I

Cas particuliers (1 < m < 5):

ri(p) =1 (4= 34%),

ro(p) = (4 + 3 — 4p?),
ra(u) = 5(1+2u)(2 - p),
ra(p) = 7 (4+9u = 3p°)

rs(p) = 3(4+ 120 — pi?).
Racines positives de q,, (1 < m < 5):

,Ulz\/lg<,U2:%ﬁ<ﬂ3:2<ﬂ4:%@<ﬂ5:2(3+\/10)'

PROPOSITION 8. Pour m > 6, P;L”(%) est positif pour tout (. > 0. Pour m < 5, le polynome

Gm admet une seule racine positive i, et Plj”(%) est positif ou nul si et seulement si 0 < p < fi,.
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4.2. Signe de

dfﬁn (%) On a

n

1 dPTIL
Qm(lu) = (m+1)p d;; (

N =

) =4 Bm = D+ (3 — 9 — 2) 2
Cas particuliers (1 < m < 3):

a(p) =35 -2,

0 (1) = 5(1+ p)(13 — 4p),

g3(p) = B +9p — S,

Racines positives de ¢, (1 <m < 3):
0<pi="% <pi=% <pi=9+v04
0< pn <t (1<m<3).

i

d P,
PROPOSITION 9. Pourm > 4, ona I

(%) > 0 pour tout pp > 0. Pour m < 3, le polynome
ql. posséde une seule racine positive . et est positif sur [0, > ].

43. Signe de L1 (1),

L LB (1) 233+ (m — 1)),

(m+1)u® dn?

d
PROPOSITION 10. On a

2 pm
PM
2

T (%) > 0 pour tout m > 1 et tout 11 > 0.

4.4. Déterminant de Hurwitz A,. Soient P () = a+0n+y1n°+0n° et Ry, (1) le polyndme

défini par
Ry(p) = Bp = (7 +0) (B 47 +6) — ad.
Ona

S(1) = iz B (1) = [3 4 (m — 1)p] s (1),

Sm(p) = 35m4+27 + 3(m_1)2(4m+3)u +m(m—1)(m?—2m —2) u?.

Cas particuliers (1 < m < 2):
si(p) = 3(31 — 64),
so(p) = 5 (97 + 660 — 1642 .

PROPOSITION 11. Pour m > 3, on a R,,(1t) > 0 pour tout p > 0. Pour 1 < m < 2, le

polynome R,, admet une unique racine positive v, et On a vy, > [,
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4.5. Localisation des racines de P;L".

THEOREME 12. Soit ) un domaine symétrique de type V3 et soit P le polyndme repré-
sentatif du noyau de Bergman de (AZm (). Pour m > 6, les racines du polynéme P sont dans
le demi-plan {Re n < %} quel que soit j1 > 0. Pour m < 5, les racines du polynéme P[* sont
toutes dans le demi-plan {Ren < %} si et seulement si 0 < p < fi,,00 [, désigne [’unique

racine positive de ¢,,(1) = P}’ ().

Démonstration. En rassemblant les résultats des propositions 8, 9, 11 et en appliquant la pro-
position 2, on voit que toutes les racines du polyndme P;* sont dans le demi-plan {Re n < %} si
et seulement si 0 < p < p,,,. Comme I’ensemble des racines varie continliment en fonction de i,

les racines du polyndme P sont dans le demi-plan {Ren < %} si et seulement si 0 < pt < fiy.

O
5. Type 14

Le domaine € est la boule unité de C%. On a
(B.I) X(s)=(s+1)(s+2)(s+3)(s+4),
(B.IN) Co(p) =1, Ci(n) =10(1 — p)
(B.II) Co(p) =5(1 = p) (7= 5p),
(B.IV) Cs(pu) =51 —p)(2—p)(5—3u),
(B.V) Ca(p) = (L= p) (2= p) 3= p) (4 — p).

Cy () + (L +m) Cs () pp + (1 +m), Ca (1) i’

+ (1 +m)y Cr (1) 1°n” + (1 +m), Co () p'n’".

Prm)=0-uw@2—p) B —p)“4—mpn
+5(1+m)(1—p)(2—p)(5—3u) un

+5(1+m)y (1= p) (7= 5p) 1*n’



I

5.1. Signe de

+10 (14 m)y (1 — p) p°n” + (1+m), u'n".

P™(n) = (351% — 50p — 10p° + p* + 24)

+5(14+m) (144 — 21p° — 3p* + 10p) n
+5(14+m), (5u* — 124 + 7p®) n* + 10 (1 +m), (p® — p*) n?
+ (L+m), p'n'.

P (3.

m

On note

15 15 5 5
+ {—m — —m?+ —m’ + —} 1’

4 2 4 2
35 105
{Zm2 — Tm} p? + [25m — 25] p + 24.

1
= 5 [10 + 15m — 10m* + m?*] p*

513 1
+§{§m—3m2+§m3+1}u3

35
+Zm(m—3)u2+25(m—1),u+24

1
ST [10 + 15m — 10m? + m*] u*

—l—g(m—l) [m* — 5m — 2] 4i°

35
+Zm(m—3)u2+25(m—1)u+24

= 1—16(4+mu) [96 + 1 (—100 4 76m + 16 (=5 4+ m) mpu
+ (104 m (15 + (=10 + m) m)) )] .

Py @) = (1) = (4 +mp)rm (),

19m — 25
4
m> — 10m? + 15m + 10 3
+ 16 w.

(1) = 6+ pu+m(m — 5)u’

70
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Le polyndme T (m) = 10 + 15m — 10m? + m? a pour dérivée T" (m) = 3m?* — 20m + 15.

Cette dérivée est positive si m > 6.

Comme

et

T(7) =10+ 15(7) —10(7)* + (7)° = =32

T(8) =10+ 15(8) —10(8)> + (8)* = 2,

on a que pour m > 8§, P/f” (%) > 0.

Cas particuliers (1 <m < 7):

Racines positives des polynémes q,,(11) = P™™ (3) : Ce sont les racines positives de 7, (1)

ri(p) = (n—4) (u* - %),
ra(p) =6+ Fp—6p° + 30,
r3(p) = 6 + 8u — 6> — %/L:a7
ra(p) = 6+ 3 — 4p? — 2243,
rs(p) =6+ 2p— 343,

ro(p) =6+ Fp+6p% — F4,
ro(p) = 6+ 27 + 14p® — 2448,

1

pwo\2

Racines positives de r1 ()
1 (1) admet 2 racines positives : 4 et \/g Soit 1y = \/g

13
Racines positives de 7o (1) = —pu — 12p* + p® + 12 :

Ona

dQTQ
dp?

d
(1) > 0sipu > 4, donc %(,u)
1

2

d?"g 13 2
T2 ) == 244+ 3
a0 (1) =3 1+ 3p,
d27"2
d—“g(ﬂ):—%ﬂLGM,

. . . . dry
est croissante si i > 4, décroissante sinon. De plus, d_

admet 2 racines positives : 4 — %\/ 498 (comprise entre 7 + % et7+ 411 )etd — %\/ 498 (comprise

entre

1
1

}4 — %\/498, 4+ %\/498[ et croissante dans }4 + %\/498, 400 [

et %). La fonction 75 (1) est donc croissante dans }0, 4 — %\/ 498 [ décroissante dans
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De plus 7y (4 — %\/ 498) > 0,7 (4 + %\/ 498) < 0 . Ceci implique que 79 (42) admet 2

racines positives. L’une, qu’on appellera (o, appartient a I’intervalle } g, g[ (car ry (%) < Oet

T (g) > () ; I"autre est supérieure a 10 (car 75 (10) < 0). On a puy < pio.
1
Racines positives de 3 (1) = 6 + 8 — 6u* — §u3 :
On a
dTg

3 2
P (1) 1 w48,

2
drs
Em
I'intervalle |0, g\/ﬁ — 4/ et décroissante dans }g\/g —4,+00|[. De plus 75 (0) = 6,75 (3) > 0

2

(1) admet 2 racines —g\/_ —4et %\/_ — 4. La fonction r3 (1) est donc croissante dans

etrz (1) < 0. Donc r3 (1) admet une 856{116 racine pols;tive [3s 2 < p3 < I.Onapy < pg).

Racines positives de r4 (1) = 6 + THh 4p? — g,u?’ :
Ona
dry 39 , 51
-4 = _22,2_3 =
dr

— (1) admet une seule racine positive o = %ﬁ\/ 2501 — 3—3 Cette racine est inférieure a 1. La

du 3
fonction 74 (1) est donc croissante dans |0, o[ et décroissante dans |, +00|. De plus, 74 (0) = 6,

9 ) . 9
ry(2) > 0etry (z_l) < 0. Donc r4 () a une seule racine positive iy telle que 2 < g < 1 On

a iz < fig.
. . 35 5 4
Racines positives de 15 (1) = 6 + ?u - 5’“ :
Ona
drs 15 35
W=y
1

Cette dérivée admet une seule racine positive 3 Cette racine est inférieure a 2. La fonction

7 7
75 (1) est donc croissante dans ] 0, \/; [ et décroissante dans ] \/; , +00

5 (%) > 0 etrs(3) < 0. Doncrs (1) admet une seule racine positive p telle que % < s < 3.

. De plus, r5 (0) = 6,

On a g < Us.

. iy 89 , 33,
Racines positives de r¢ (1) = 6 + ik +6p” — T
Ona

drg 33 89

(1) = Zlf +12p+ —,

du 4

d

f (p) admet une seule racine positive % V3513+ %. Cette valeur est inférieure a 3. La fonction
1

6 (1) est donc croissante dans }0, %\/ 3513 + % [ et décroissante dans } %\/3513 + %, +o0o [
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De plus, 6 (0) = 6, r (4) > O et rg (2) < 0. Donc 75 (1) admet une seule racine positive /i

telle que 4 < pg < %. On a ps < .

Racines positives de 77 (1) = 6 + 27u + 142 — 2u3 :

Ona
d?"7
— (p) = —6p° + 28 + 27
a0 (1) p” + 28 427,
Ch’7
dp
r7 () est donc croissante dans |0, £v/358 + %[ et décroissante dans |v/358 + £, +00[. De

: iy : Uy :
(1) admet une seule racine positive %\/ 358 + % Cette racine est inférieure a Ch La fonction

plus, 77 (0) = 6, 77 (8) > 0 etr;(9) < 0. Donc 77 (1) admet une seule racine positive y7 telle

que 8 < p7 < 9.0n a pg < pr.

PROPOSITION 13. Pour m > §, P[L”(%) est positif pour tout p. > 0. Pour m < 2, le polynome
qm admet deux racines positives [ly, = [lm,1 < [im,2, €1 P;T(%) est positif ou nul si et seulement
S10 < p < fyy 0U f1 2> [l 2. Pour 3 < m < 7, le polynéme q,, admet une seule racine positive

Ly €f Pﬁl(%) est positif ou nul si et seulement 5i 0 < j1 < fi,.

(3)-

5.2. Signe de

dpr
dn

Cas particuliers (1 < m < 5):

Racines positives de g}, (1 <m < 5):

m|1 2 3 4 5
ph /2 2 VB+1 L(VBR5+15) V3045

Onal < i, <up. (1 <m<5).
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PROPOSITION 14. Pour m > 6, on a db" (—) > 0 pour tout n > 0. Pour m < 5, le

dn 2

polynéme g possede une seule racine positive 11} et est positif sur [0, ul ).
d2 pm

5.3. Signe de =55~ (3). Ona

2
1 d= P

Cas particuliers (1 < m < 3):

qi () =10 (7 — 1i?),
g5 (1) = 10 (T + 3 — %) ,

g3 (1) = 2(35+ 30u — 24%).

Racines positives de q,zn 1<m<3):

m | 1 2 3

@2, | VT OIVET+3 1205+ 2

Onal < p, <pl, <p2 1<m<3etul, < fima (1 <m<2).

1

2 pm
PROPOSITION 15. Pour m > 4, on a d Pg (—) > 0 pour tout n > 0. Pour m < 3, le

dn 2

polynéme ¢?, possede une seule racine positive 112, et est positif sur [0, 2 ).

d3 pm

5.4. Signe de ~.5- (3)-
d3 pm
s ap (3) =12((m = 1) p+5).
3 pm
PROPOSITION 16. On a % (3) > 0 pour tout ju > 0 et tout m > 1.

5.5. Déterminant de Hurwitz As. Pour PJ"(n) = a + 31+ 1 + on° + en’, soit

Fulp) =A3=(E+0+7+0)[(e+0+7) (6 +8) —ef] — (2 + ) a.

Ona
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so(m) = 2 (53 + 140m + 63m?)
s1(m) = =75 — 189m + 55m> + 81m?,
sa(m) = 2m (=5 — 52m — 15m* + 8m?)
s3(m) = 5+ 15m + 20m? — 4m?® — 5m* +m’.

Pour m > 4, les coefficients s;(m) sont tous positifs.

Cas particuliers :

=32(n—=2)(p+2)(p—4),

Si(w)

So(p) = 1170 + 4154 — 521u + 35u ,
)
) =

40 (4 — p) (164 + p* +13)

Si(p) = 3242 + 5233 + 354> — 127445,

Ss(p

Racines positives des polynomes S, (1 <m < 4):

— S1(p) admet deux racines positives 0y = 011 = 2 et oy 2 = 4.

— Sa(p) a pour dérivée Cilsl () = 10542 — 1042p + 415. Cette dérivée admet deux racines
positives, I'une dans I’intervalle } 0, % [ et I’autre dans I’intervalle |9, 10[. L’étude des varia-
tions du polyndéme S5 (1) montre que ce dernier admet 2 racines positives : 2 < 091 < g
et g < 091 < 14

— S3 (i) admet une seule racine positive o3 = 4.

-S4 (;v) admet une seule racine positive o, comprise entre 8 et 9.

Les résultats ci-dessus peuvent étre résumés dans le tableau suivant :

m 1 2 3 4

Om = 0Om1 >~ |2 215132 4 8.19532

omac |4 13.8558
Onap), <omi1<oma(m=1,2)etpu, <o, (@m=3,4),0u y,, estlaracine positive de ¢, .

PROPOSITION 17. Pour m > 4, on a F,,(u) > 0 pour tout i > 0. Pour m < 4, on a

1
Fro(p) dd]j]“ (1) > 0 si et seulement si ju < pu},.




76

5.6. Localisation des racines de P;L".

THEOREME 18. Les racines du polynome P} sont toutes situées dans le demi-plan {Re n < %}
— pour m > 8 et pour tout pn > 0;

— pour 1 < m <7, si et seulement si 0 < p < fiy,, OU Wy, €St la plus petite racine positive

de qn(p) = P* (3)-

Démonstration. En rassemblant les résultats des propositions (13, 14, 15) et en appliquant la
proposition 17, on voit que toutes les racines du polyndme P} sont dans le demi-plan {Re n < %}
pour 0 < g < . Comme I’ensemble des racines varie continiment en fonction de p, les ra-
cines du polynéme P;" sont dans le demi-plan {Ren < 3} si et seulement si 0 < g < fiyy.

O

6. Type IV,

Le domaine 2 est la boule de Lie de dimension 4. Les invariants numériques sont a = 2,

b =0, r = 2. Le polynome de Hua est
x(s)=(s+1)(s+2)°(s+3).
Les coefficients de la décomposition de x (uk) sont
Co(p) =1, Ci(p) =2(4=5pu), Co(p) = (1—pn)(23 —25p),
Cs(p) = (1= p)(T = 5p)(4 = 3p),  Calp) = (1= p) (2= p)* (3 — p).
Le polyndme représentatif du noyau de Bergman de O, (1) est
Pr(n) = (1= p) (2= )" (3= p) + (m+1)(1 = p)(7 — 5u)(4 = 3p) )
+ (m+1)o(1 — p)(23 = 250) 0" + 2 (m + 1), (4 — 5p)p’n’
+(m+ 1), 1"

6.1. Signe de P(3). Soit

dm(p) = By (3)
=12+ 14(m — D)+ Zm(m — 3)p?

+ (m —1)(m? — 5m — 2)p® + = (m® — 10m? 4 15m + 10) p*.
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Cas particuliers (1 < m < 7):

@ (p) = 3 (24 — 23p% + 2p%)

go(p) = 3 (24 + 28y — 23p® — 164° + 2u*)
gs(1) = § (24 + 560 — 32° — 3u%),

a(p) = 3 (24 + 84y + 46 — 361° — 13%)
() = & (204 1120+ 1152 — 1600 — 250,
gs(1) = % (24 + 1404 + 207u% + 404 — 33p)
gr(p) = 12 + 84y + 1612 + 723 — 1444,

Racines positives des polynomes q,, (1 <m < 7):

m 1 2 3 4 ) 6 7

m1 =~ | 1.07732 1.21176 1.41824 1.74173 2.29476 3.42405 6.92986

fm,2 >~ | 3.21549 9.08062

On note (i, = fhm,1 (1 <m < 7).
PROPOSITION 19. Pour m > 8, Pp’ﬁ(%) est positif pour tout
u>0.0na
(1) Pi(3) = 0pour0 < (1 < i,y et pmz < pu(1 <m < 2);

(2) Pr(2) > 08i0 < pu < fiy, = fim,1 (3<m < 7).

6.2. Signe de %ﬁﬁ (). Ona

de
(1) = Gt an (3) = — )y,

ri(p) =7+4(m—Dp+ 3 (m? —5m —4) 2.

4+ 1
2
Cas particuliers (1 < m < 5):
T%(M) =7- 4,&2,
ro(p) =T+ 4p — 5p°,

ry(p) =7+ 8u — 5u°,
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ra(p) = (L+2u)(7 — 2p),

(7 + 1640 — 2,u2) .

rs (1)

Racines positives de ¢, (1 <m < 5):

L,

VT~ 1649 ~2.22829 I ~ 841588

Onal < 1 < pb < pma (1 <m<2)et0 < py, < pph, (3<m <5).

dpm
PROPOSITION 20. Pour m > 6, on a d:; (%) > 0 pour tout > 0. Pour m < 6, le

polynoéme q posseéde une seule racine positive i} et est positif sur [0, i} ].

. d?pm
6.3. Signe de ~5.4- (3). Ona

dZPm

Cas particuliers :

qi (i) = 2(23 — 250°),
a3(p) = 2 (23 + 120 — 5p%) |

@3 (p) =2 (23 + 24p — 247) .

Racines positives de %, (1 <m < 3):

m 1 2 3

2

fo | >~ 2.14476  ~ 3.65764 ~ 12.892

Onap® < py' (1 <m < 3).

2
ds P

PROPOSITION 21. On a I (1) > 0 pour tout m > 4 et tout p > 0. Pour m < 3, le

2

polynéme g2, posseéde une seule racine positive 2, et est positif si 0 < p < p?,.. En particulier,

2 pm

ona%(%) >0pourl <m < Tet0 < p < fy.



. d3 pm
6.4. Signe de T (%)

L B 19[4 4 (m— 1)y

3 pm

d3 P
PROPOSITION 22. On a dn; (%) > 0 pour tout m > 1 et tout p > 0.

Ltarmi : miy — 2 3 .
6.5. Déterminant de Hurwitz Az. Pour P(n) = o + Bn + yn° + dn° + en®, soit

Fn(p) =A3=(E+0+7+0)[(e+6+7) (e +8) —ef] — (2 + ) a.

Ona

Gn(11) = Grrmrorys En (1) = (44 (m = 1)p)*Su(p),
4
Sm(/JJ) = Z SJ'(m)/JJja
j=0
so(m) = 160 + 481m + 225m?,
s1(m) =16 (m — 1) (9 + 31m + 15m?)
sa(m) = 2m (=35 — 196m — 22m? + 47m?) ,

8(m — 1) (=2 — 8m — 156m* — 3m® + 2m*)

V2)
w
—~
3
~
I

ss(m) = m (5 + 15m + 20m*> — 4m® — 5m* + m°) .

Pour m > 4, les coefficients s;(m) sont tous positifs.

Cas particuliers :

Sy (1) = 2 (433 — 20602 + 16p)

So(i) =2 (1+ p) (1011 + 37 — 3154 + 354°) ,
Sa() = 4 (907 + 1896y + 6724 — 3204 — 30u*) |
Siy(pt) = 4 (1421 + 4476 + 3674p% + 276 — 127%) .

Racines positives des polynomes S, (1 < m < 4):

79
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Om = Om =2 | 1.62651 2.12869 3.22913 7.03204

Om,2 3.19835 8.47286

Onap), <omi<oma(m=1,2)etpu., <o, (@m=3,4), 0l y,, estlaracine positive de ¢;. .

PROPOSITION 23. Pour m > 4, on a F,,(u) > 0 pour tout i > 0. Pour m < 4, on a

1
Fo(u) > 0et ddin“ (1) > 0 si et seulement si ju < pu},.

6.6. Localisation des racines de PIT.

THEOREME 24. Les racines du polynome P sont toutes situées dans le demi-plan {Re n < %}
— pour m > 8 et pour tout |1 > 0;

— pour 1 < m < 7, si et seulement si 0 < p < fip,, OU [y, et la plus petite racine positive

de qn(p) = Fi" (3)-

Démonstration. En rassemblant les résultats des propositions 19, 20, 21, 22 et en appliquant la
proposition 23, on voit que toutes les racines du polynéme P sont dans le demi-plan {Re n < %}
si et seulement si 0 < p < p,,,. Comme I’ensemble des racines varie continiment en fonc-
tion de y, les racines du polynéme P;* sont dans le demi-plan {Ren < %} si et seulement si

0 << i O



ANNEX C

RESULTS

1. Introduction

Let €2 be an irreductible bounded circled homogenus symmetric domain in a complex vector
space V. Let N (z,t) be its generic norm (cf. [5]). To such domain (2 are attached numerical
invariants: the multiplicities a and b, and the rank r. These three invariants characterize the

domain up to isomorphism. Denote

—1
d:dimCQ:r—i—T(TQ—)a—i—rb
and
g=2+4+a(r—1)+0b
the genus of ).
For p1 > 0 and m a positive integer, G. ROOS and W. YIN [1] introduced a new class of
domains
(1) = {(.2) € xC™, | Z]° < N (,2)"}
and

~ 2
Oy (1) = {(2. 20, 22) € X C x T, |21 + 1l < N (2.9}

These domains are called Cartan—Hartogs domains (with base (), exponent i, fiber dimension
m) and generalize various complex domains like complex ellipsoids. They are not homogeneous
and their Bergman kernel can not be calculated by Hua’s method. The authors used the inflation
principle described in [2] in order to calculate the Bergman kernel of ,,, (1) and Qm,p (p) from

that of (All () and @1,1 (). In [1], the authors used the method of A. KORANYI reducing the

/Q N (z,2)° a"

to the Selberg integral and proved that

calculation of the Hua integral

sqn = X(0)
/QN(Z,Z) a =0 1(Q),
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where  is a polynomial called Hua polynomial. This polynomial is written

T

. X(s):H(s+1+(j—1)

Jj=0

a

2>1+b+(r—j)a ’
where (s), denote the raising factoriel
(), =s(s+1)...(s+k—1).

The integers a, b and r in (C.I) are the numerical invariants of the bounded symmetric domain

(2 and d its dimension. Let ;1 € R, 1+ > 0. The decomposition

X (kp) :
(C.IN) S0 ;cj (1)

(k+1);
J!

of x (ku) along raising factorials with respect to k defines polynomials c¢;(y), which are of
degree d in p. This decomposition plays an important role in the computation of the Bergman
kernel }A(m . of Cartan—Hartogs domains (AZm (1). Indeed, this kernel is written

1 C

(C.II) Koy ((2,2), (w0, W) = EWF;"(S),
where
d .
m (j +m)! 1
El(E) = ; T () 1 gy
and
W
€22, (o) = 20
Therefore
> C m m
(CIV) Ko u (2.2, (w, W) = ooy P (),
where
i 1 () ‘
) R = o e o
and
1

(2 2), (W) = I 7 )y

Note that the degree of the polynomial P/ with respect to 7 or y is equal to the dimension d of

2. The polynomial P is called representative polynomial of the Bergman kernel of the domain

QU ().
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2. Lu Qikeng’s problem for Cartan—Hartogs domains

In the first part of this thesis we investigate the Lu Qikeng problem for Cartan—Hartogs do-
mains. The Lu Qikeng problem for a domain U C C”" consists in deciding whether the Bergman
kernel Ky (z, w) of this domain may vanish at some points of U x U. A domain U is called a
Lu Qikeng domain if its Bergman kernel is zero-free on U x U. In a Lu Qikeng domain it is
possible to define and study the Bergman representative function and its range, said Bergman
representative domain (cf. [15], [13]).

We prove that the Lu Qikeng problem for Qm (1) may be reduced to the localization of the
roots of PL” defined by (C.V) :

THEOREM. The domain ﬁm (u) is a Lu Qikeng domain if and only if all roots of P are
located in {Ren < %}

Applying this theorem, the Lu Qikeng problem is completely solved in [3] for all m, . > 0
when the base is of dimension d < 4. This provides a lot of examples of Lu Qikeng and no-
Lu Qikeng domains. In contrast with the generic case of a bounded domain (“The Lu Qikeng
conjecture fails generically”, see [4]), “most” of the domains @m () are Lu Qikeng domains.
Actually, the domain Qm (p) is a Lu Qikeng domain for m > mgq and for all > 0, where mq
is an integer depending on the base €2; for 1 < m < mg, there exists a positive real number g,
such that the domain O, (u) is a Lu Qikeng domain if and only 0 < pt < fiyy,.

Our results (cf. [3]) are as follows:

1. If Q is the unit disc A C C, the domain €),,, (u) is a Lu Qikeng domain for all m > 1 and
all o > 0. This is well known and is recalled here only for sake of completeness.

2. If Q) is the Hermitian ball of dimension 2, the domain €, (u) is a Lu Qikeng domain if
and only if

MHm=1,pu<2
@) m=2pu<4
(3) m > mgq = 3, forall u > 0.

For m = 1, the result is due to H.P. BOAS, SIQI FU, E. STRAUBE |[2]; see also [16]. For

m > 1, results are new.
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3. If 2 is the Hermitian ball of dimension 3, for 1 < m < 5, the polynomial ¢, (of degree 2
or 3) defined by

(1) = B (3)
has a unique positive root /i, and
0< 1 =V2< iy < iz < pug < pis.

The domain €2,,, (u) is a Lu Qikeng domain if and only if

M 1<m<5,0< i< s

(2) m > mq = 6, for all © > 0.

For m = 1, this result has been obtained by W. YIN [16], by a slightly different method.

Results are new for m > 1.

4. If €2 is the Lie ball of dimension 3 (domain of type /V3 ~ II15, symmetric matrices), the

same type of result holds as in the preceding case, with different ¢,,, and 1,

0< =< p2<pg<pua<pis,

but again mq = 6. Here the results are new for all m.

5. If Q is the Hermitian ball of dimension 4, the polynomial ¢, defined by
(1) = B (3)

— has two positive roots fi,, = fim1 < fim2 form =1,2;
— has one positive root p,, for3 < m < 7;
— 1is positive for all 4 > 0 if m > mg = 8.

Moreover,
0<M1=\/§<M2<M3<M4<M5<M6<M7-
The domain €, (u) is a Lu Qikeng domain if and only if
(D 1<m<S7,0< i< fims
(2) m > mq = 8, forall u > 0.

For m = 1, this result has been obtained by Jong-do PARK and Liyou ZHANG (2006,

unpublished). Results are new for m > 1.
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6. If 2 is the Lie ball of dimension 4 (domain of type IV, ~ I, 2 X 2 matrices), the same

type of result as in the preceding case holds, with different g,,, and p,,,

O<u1:%\/23—\/337<u2<,u3<,u4<u5<,u6<,u7.

and mq = 8. Here the results are new for all m.

Results may be summarized in the following theorem:

THEOREM. Let €2 be an irreducible bounded circled homogeneous domain of dimension at

most 4. Then the polynomial
(i) = B (3)

has 0, 1 or 2 positive roots. If q,, has no positive root, let |i,, = +00; if q,, has one positive
root, denote this root by [, = [y, 1 and let p,, o = +00; if g,has two positive roots, denote
these roots by fim,1, fim 2 and let [i,, = fim 1 < fim2. The polynomial P has

— no root in {Ren > %} if0 < p < s

— one root in {Ren > %} if o < p < i 25

— two roots in {Ren > %} if 2 < [

The Cartan-Hartogs domain Q,,, () is a Lu Qikeng domain if and only if
0 <t < fip.

The values of the positive roots of ¢,, are given in Table C.1.

Our results are obtained by the study of the polynomial P for each case where 2 is of
dimension at most 4. Computations involve only algebraic operations on polynomials and lo-
calization of their roots, and they can be checked with any software for symbolic calculus. The
localization of the roots of P* with respect to {Re n = %} is easy in degree 1 or 2. In degrees
3 and 4, we use the following criteria, which result from the Routh—Hurwitz criterion (see [17,

Chap. 15] and Propositions 2, 4).

CRITERION (Degree 3). Let P(z) = a+[z+72°+023 be a polynomial with real coefficients
and § > 0. Then all roots of P are located in {Re z < %} if and only if

P(Y)y>0, P(1)>0, Do=(+0)(B+7+05) —ad>0.



TABLE C.1. Roots of ¢,

Type | i =1l | Lo | [13~1I3| [l ~1V3 I 4 Iyo ~ 1V,
p1 +00 2 V2 NG 3 ~ 1.07732
H12 +00 400 400 +00 4 ~ 3.21549
pon | +oo 4 | B SV |~ 141518 | ~ 1.21176
2,2 400 +o00 400 400 ~ 11.333 | ~ 9.08062
13 +oo |+oo| 1+44/3 2 ~ 1.61819 | ~ 1.41824
po | oo 400 | 24VE | §(3+/%) | =210835 | = 174173
15 +oo | 4oo| 84+V70 | 2(3+V10) | ~2.8029 |~ 2.29476
e 400 +00 400 400 ~ 4.22107 | ~ 3.42405
w7 ~+00 400 ~+00 400 ~ 8.60867 | ~ 6.92986
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CRITERION (Degree 4). Let P(z) = a + B3z + v2% + 623 + €2* be a polynomial with real

coefficients and € > 0. Then all roots of P are located in {Re z < %} if and only if

P (1) >0,

DN

P (1) >0,

P" (1) >0,

As=(e4+0+7+0)[(e+0+7) (e +8) —ef] — (26 +6)*a > 0.

Sketch of proofs.

1. If © is the unit disc, PIT has degree 1 and

is always positive.

gn(p) = P (3) = 252

!

2. If Q is the Hermitian ball of dimension 2, the polynomial P;*(n) has degree 2; its roots

(real or imaginary conjugate) lie in {Ren < 1} if and only if
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Computation shows that

Gm(n) = B (5) = 0572002 + 20y 42,

(1) = Gman b (3) =3+ (m = D
the results easily follows by inspection of the special cases m = 1 and m = 2.
3. If © is the Hermitian ball of dimension 3, the polynomial P7"*(n) has degree 3. According
to the above criterion for degree 3, all roots of P (n) = a+ Bn + yn* + dn? are located in
{Ren < 3} if and only if

d m
P () >0

Ay =(y+9)(B+7+0d) —ad>0.

Direct computations show that the first condition implies the second. A study of the polynomials

(mfl)(m275m72) 3

(1) = P (4) = 6+ Hp=y 4 3mlm=d) 2 - u

and their comparison give the results about the 1,,,’s. Computation of the third condition gives

rise to a polynomial condition on 1 and m, which again appears to be implied by

Qm<:u) > 0.

4. If Q) is the Lie ball of dimension 3, the treatment is entirely analogous to the case of type

[173,With
i) = L (m = 1) (m? = 5m — 2) g + 2 (m = 3) 2+ 22 (m — 1) e+ 3.

5. If © is the Hermitian ball of dimension 4, the polynomial P/’f(n) has degree 4. According
to the above criterion for degree 4, all roots of P[L”(n) = a+ Bn+yn? + dn + en* are located
in {Ren < %} if and only if
Pr(3) >0, SR (3) >0, {50 (5) >0,
As=(e+0+7+0)[(e+3d+7)(e+0) —ef] — (26 +5)*a > 0.

The polynomial ¢, (1) = P (3) is equal to

Qm(:u):P;Zn()

= (4+mp) (6 4 19m=25 ) (= 5)p? m3710mi315m+10,u3) .

N
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This polynomial has
— tWO pOSItiVe TOO0tS [l = flm 1 < fm,2 fOrm =1,2;
— one positive root ji,, for 3 < m < 7;
— no positive root for m > 8.
A case-by-case study shows that 0 < p < p,,, implies

APR() >0 EEr() >0

Also, the condition Az > 0 applied to P" gives a polynomial condition (in general of degree 6
w.r. to 1), which is shown to be satisfied for all ;4 such that %Pﬁ” (%) > 0. Finally, P* has no
root in {Ren > 1} if and only if 0 < p < f1,,, (With i, = +00 for m > mgq = 8). It is also
possible to check that the number of roots of P in {Re n > %} is 1 for fi,, < pt < flyy 2, and 2
for 1 > fiy, 2 (With p,,, o = 400 for m > 3); moreover, these roots are always real.

6. If €2 is the Lie ball of dimension 4, the treatment is entirely analogous to the case of type

1174, with

(i) = P (1) = 12+ 14(m — 1)p + 2m0=3),2

+ (m . 1)(m2 — 5m — Q)MS + m3—10mig-15m+101u4'

3. Hua polynomials

In the second part of this thesis, we study coefficients ¢; (1) which appear in (C.II). These

coefficients are of degree d in . and are divisible by ;7. We define then the polynomials

1
(C.VD) Cj (p) = (T (k) -

The observation of many cases brought Guy Roos, in 2004, to conjectured some properties
of the coefficients C'; defined by the equation (C.VI). These coefficients appear in the expression

of the Bergman kernel of Cartan—Hartogs domains and their properties can help in this study.
3.1. Conjectures.
CONJECTURE 1. We have C;(p) > 0 forall j, 1 < j <d, if and only if

g
< = —
n < Ho dr1
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CONJECTURE2. If0 < 5 < [%] , the coefficients C; satisfies

g
Cain (d—2j+1) =0

For the Hermitian ball I; 4 (rank 1), we have

g\ _

CONJECTURE 3. A positive integer p is a root of C} if and only if

g
1<p<—9
=PsaTiT

CONJECTURE 4. For 1 < j < d, all root v of C} is in the half plane {Rea > 0}. Denote
m; and M; the bounds of modulus of the complex roots of C; :
m; = min {Jal; Cy(a) = 0}
M; = max{|o|;Cj(a) =0} .
Then
(1) the sequence (m;), ., is increasing ;

(2) the sequence (M;), ;. is increasing and satisfy

g
C.VII M; < ———.
( ) TTd—j+1

These conjectures has been checked with the help of computer algebra in many significant
cases where the integers a, b and r are the numerical invariants of an irreductible bounded
symmetric domain. Moreover, they also seem to be verified if the integers a, b and r do not arise

from a bounded symmetric domain (in this case, the Hua polynomial is related to the integral of

Selberg).

3.2. Symmetry of Hua polynomials. We prove that the Hua polynomials are symmetric with

respect to —g, where g is the genus of the bounded symmetric domain 2:
PROPOSITION 1. The polynomial x = X4 Satisfy
(C.VIII) X(=s) = (=1)"x(s — g).

We use this property to prove conjecture 3.1.
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3.3. Case of the Hermitian ball (rank 1). We treat the case where the rank of the domain (2

is equal to 1 (the Hermitian ball). The numerical invariants of 2 are (0,5, 1) and the the Hua

polynomial is written
(C.IX) Xa(s)=(s+1),.

In this case d = 1 + b and g = 1 + d and the value of the critical exponent is

9

= - 1
Ho= T
Denote C’j“-l the coefficients of the decomposition (C.VI) of y,. We prove a reccurence relation

between the coefficients C; when the dimension of (2 increases by 1 :

. d .
LEMME 2. The coefficients C§ satisfy

Co™ (1) = G (n),
d+1

O ) = C )+ +2 - 5) [

- u} Ciy (p)-
We use this lemma to prove the following theorem

THEOREME 3. The coefficients Cf (1) of the decomposition (C.VI) of the Hua polynomial
Xa are positive forall j, 1 < j < difpu < 1.

This theorem leads to the conjecture 3.1 in the case where the rank of the bounded symmetric
domain €2 is 1 (type /;,). Although this case is the simplest, expression of the coefficients C;

and some of the conjectures are not trivial.
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