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  RÉSUMÉ  
 
 

                  Dans cette thèse, nous nous intéressons principalement à la notion de b-coloration 

dans les graphes et plus particulièrement dans les graphes réguliers. 

Une classe de couleur est un ensemble de sommets stable coloré avec la même couleur et le 

minimum de classes de couleurs qui partitionnent l’ensemble des sommets est le nombre 

chromatique. 

De nombreux paramètres  de coloration propre sont dérivés du nombre chromatique. La 

plupart de ces paramètres minimisent le nombre de couleurs. D’autres paramètres cherchent à 

maximiser le nombre de couleurs, on cite entre autres le nombre a-chromatique et le nombre 

b-chromatique. 

                  Dans un premier temps, on s’intéresse aux  travaux de certains chercheurs 

concernant la b-coloration où on cite les résultats essentiels; en particulier ceux de Klavzar & 

Jakovac et El Sahili & Kouider où on donne une nouvelle preuve simple a leurs théorèmes. 

Nous avons abordé la conjecture d’El Sahili & M. Kouider à laquelle on donne un contre 

exemple, on la reformule et on la démontre dans le cas des graphes d-réguliers de petits 

degrés. 

                  Dans un second temps, on a montré la b-continuité des graphes cactus. 

                  Finalement, on s’intéresse au nombre b-chromatique dans les graphes de Harary 

réguliers, où on donne des bornes et des valeurs exactes pour ce paramètre. Enfin on donne 

les valeurs exactes du nombre b-chromatique, b’-chromatique et bt-chromatique dans le cas 

des  graphes spider (araignée) complets. 

 

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 

ABSTRACT 
                     

In this thesis, we are primarily interested in the concept of b-coloring in graphs and in 

particular in regular graphs. 

A class of color is a stable set of vertices colored with the same color and a minimum of color 

classes that partition the vertex set is the chromatic number.  Many parameters are derived 

from proper coloring chromatic number. Most of these parameters minimize the number of 

colors. Other parameters are seeking to maximize the number of colors; we cite in this way 

the a-chromatic number and the b-chromatic number. 

Initially, we are interested in the work of some researchers about the b-coloring and 

we cite the essential results, especially those of Klavzar & Jakovac and El Sahili & Kouider 

and we give a new simple proof to their theorems. 

 We discussed the conjecture of El Sahili & Kouider and we give a counterexample. 

So we reformulate and we prove it in the case of graphs d-regular with small degrees. 

  In a second step, we prove the b-continuity of cactus graphs.  

Finally, we are interested on the b-chromatic number in regular Harary graphs, so we 

give bounds and exact values for this parameter. Then we give the exact values of the             

b-chromatic number, b’-chromatic number and bt-chromatic number for a complete Spider 

graphs.  

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 



ملخصال  
                     

 

 

                             .تلوين مسيطر و خاصة في البيانات المنتظمةالفي هذه المذآرة نهتم أساسا بمفهوم 
ن المسيطر هو تلوين أجود بحيث آل قسم لوني ق يحتوي على عنصر مجاور إلى عنصر آخر على يتلوال

.مختلف عن ق' الأقل من آل قسم لوني ق  
  هو اآبر عدد من الأقسام اللونية في التلوين المسيطر  b(G)العدد المسيطر المسمى 

ل بعض الباحثين المهتمين بالتلوين المسيطر نذآر في هذا السياق أهم النتائج و في الحالة الأولى نهتم بأشغا
ار مع جاآوفاك ثم الساحلي مع قويدر و نعطي برهانا جديدا و ابسط لنظريتهم و فزبالأخص نتائج آلا 

بشكل آخر تطرقنا للمسالة المطروحة لقويدر و الساحلي حيث وجدنا لها مثال مضاد ثم أعدنا طرحها  
  . صغيرة   dمنتظمة أين تكون قيمة   dحالة البيانات  في

                                                          . الصبارببيانات إستمرارية - bنبرهن عن  ثانيةالحالة الفي 
.هتم ببيانات هاراري المنتظمة حيث نعطي حدود و قيم مضبوطة للعدد اللوني المسيطرا نأخير  

 .                   في البيانات العنكبوتية bt(G), b’(G) , b(G)   ةالمسيطر ةد اللونياعدالأ قيمةثم نعطي 
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INTRODUCTION

La notion de graphe a été introduite par l�Anglais J. J. Sylvester en 1822, et ce n�est

qu�en 1936 que parait le premier livre sur la théorie des graphes, écrit par D. König.

La théorie des graphes est apparue d�abord comme une curiosité mathématique avec le

problème des ponts de Königsberg, quand Euler (en 1736) démontra qu�il était impossible

de traverser chacun des septs ponts de la ville russe de Königsberg, une fois exactement et

de revenir au point de départ. Elle est devenue une branche mathématique au début du

XXème siècle, grâce aux travaux de König, de Kuratowski de Cayley et plus récemment,

de Berge, d�Erdös et de Harary. En 1852 un certain Guthrie a remarqué qu�il pouvait se

contenter de quatre couleurs pour colorer une carte géographique de manière à pouvoir

distinguer les régions qui la composent, d�où le problème posé: Toute carte géographique

peut elle être coloriée avec quatre couleurs sans que deux pays voisins aient la même

couleur? Ce problème n�a pu être résolu qu�en 1976 par K. Appel et W. Haken. La

recherche d�une réponse à ce problème est à l�origine de nombreux résultats relatifs à la

coloration dans les graphes.

Soit G = (V;E) un graphe simple, avec V (respectivement E) ensemble des sommets

(respectivement arêtes). Une coloration propre est une application c de V dans IN telle

que si deux sommets x et y sont adjacents, alors leurs couleurs correspondantes sont

di¤érentes (i.e c(x) 6= c(y)):

Une classe de couleur i est un ensemble de sommets stable de V colorés avec la même

couleur i: Le nombre minimum de classes de couleurs qui partitionnent l�ensemble V est

le nombre chromatique, noté �(G) et une �(G)-coloration est une coloration propre des

sommets avec �(G) couleurs. De nombreux paramètres de coloration propre sont dérivés

du nombre chromatique �(G), la plupart de ces paramètres minimisent le nombre de

couleurs nécessaires pour colorer un graphe. Il existe d�autres paramètres qui cherchent à

maximiser le nombre de couleurs. Parmi eux, on cite le nombre a-chromatique  (G) et le

nombre b-chromatique b(G): Une manière de réduire le nombre de couleurs est d�essayer à

partir d�une coloration propre donnée du graphe de réduire le nombre de classes de couleurs
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en fusionnant des classes de couleurs di¤érentes, d�où l�introduction de la a-coloration et

du nombre a-chromatique par Harary, Hedetniemi et Prins [1]. Une a-coloration est une

coloration propre telle que pour toute paire de couleurs di¤érentes i et j, le sous graphe

engendré par les deux classes de couleurs i et j, contient au moins une arête. Il est clair

que le procédé de coloration cité précédemment est impossible à partir d�une a-coloration.

Le nombre a-chromatique  (G) est le nombre maximum de classes de couleurs dans une

a-coloration.

Ceci a inspiré Irving et Manlove [2, 3] à introduire un autre procédé de coloration,

en e¤et une autre manière de réduire le nombre de couleurs est d�essayer à partir d�une

coloration propre donnée du graphe de réduire le nombre de classes de couleurs en trans-

férant les sommets d�une même classe de couleur dans les autres classes de couleurs. D�où

la dé�nition de la coloration dominante.

Une coloration dominante est une coloration propre telle que toute classe de couleur

i contient un sommet adjacent à au moins un sommet de chaque classe de couleur j 6= i

. Ce sommet est dit sommet b-dominant pour la couleur i. Le nombre b-chromatique

b(G) est le nombre maximum de classes de couleurs dans une coloration dominante. Une

coloration dominante avec b(G) couleurs est dite b-coloration.

Toute �(G)-coloration véri�e la dé�nition de la coloration dominante et toute col-

oration dominante véri�e la dé�nition d�une a-coloration. Ceci implique qu�on a toujours

�(G) � b(G) �  (G):

Aussi, une borne supérieure triviale de b(G) est�(G)+1 où�(G) est le degré maximum

de G, puisque si vi est un sommet b-dominant de couleur i, il est adjacent à au moins un

sommet dans chacune des autres classes de couleurs, c�est à dire d(vi) � b(G)� 1 d�où le

résultat puisque d(vi) � �.

Irving et Manlove ont montré dans [2, 3] que le problème de décision associé au nombre

b-chromatique est NP -Complet en général, même si on se restreint aux graphes bipartis

et que le problème est polynomial pour le cas des arbres. D�autres résultats ont été

développés dans le même sens par F. Ma¤ray et son étudiante A. Silva qu�on citera dans
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le chapitre 4.

L�absence d�algorithme polynomial pour la détermination d�un paramètre donné dans

un graphe ne cesse d�inciter les chercheurs à établir des bornes qui encadrent le plus

possible le paramètre en question ou de déterminer la valeur exacte de ce paramètre pour

certaines classes de graphes.

Pour qu�un graphe G admette une coloration dominante avec k couleurs, il faut qu�il

ait au moins k sommets de degré supérieur ou égal à k � 1, de cette observation, Irving

et Manlove, ont dé�nit le m-degré noté m(G) qui donne une borne supérieure au nombre

b-chromatique.

Cette thèse comporte six chapitres développés dans l�ordre suivant:

Le premier chapitre portera sur les généralités où nous introduisons les dé�nitions de

base ainsi que les notations usuelles.

Le deuxième chapitre est consacré aux travaux entrepris par certains chercheurs conser-

nant la b-coloration dans les graphes nous citons entre autres ceux de Omoomi et Javadi,

Klavsar et Jacovac, et en�n ceux de Kouider avec El Sahili et Mahéo.

Le troisième chapitre porte sur notre contribution dans la domaine de la b-coloration

dans les graphes réguliers suite aux travaux de Kouider et El Sahili. Ainsi, nous donnons

une autre preuve plus simple au théorème de Kouider et El Sahili, dont l�énoncé est le

suivant: Si G est un graphe régulier de maille au moins 5 et ne contient pas de C6, alors

G admet une b-coloration avec d+1 couleurs. En�n nous reformulons la conjecture posée

par les mêmes auteurs et nous la démontrons pour les graphes avec de petits degrés.

Le quatrième chapitre traite du problème de la b-coloration dans les blocs graphes,

dans ce cadre nous rappelons les travaux de Irving et Manlove sur les arbres que nous

adopterons aux cas des blocs graphes. Nous citerons ensuite quelques resultats consernant

la b-continuité principalement par Faik et Omoomi , d�où l�on déduit la b-continuité dans

les graphes cactus.

Dans le chapitre cinq on donnera des bornes et des valeurs exactes au nombre b-

chromatique dans des graphes de Harary particuliers, et on étudiera la b-coloration, b0-
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coloration et la bt-colorations des graphes Spider complets où nous proposerons des résu-

tats.

On �nit par une conclusion et des perspectives.
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CHAPITRE 1

Généralités sur la coloration et quelques

résultats existants

1.1 Dé�nitions générales dans les graphes

Un graphe G = (V;E; g) est la donnée de deux ensembles; V ensemble des sommets et

E est l�ensemble des arcs, g est une fonction d�incidence qui associe à chaque arc e 2 E

une paire (u; v) (u pouvant être égal à v, et u; v 2 V ): La fonction g dé�nit une relation

binaire sur V . On peut donc noter l�arc e 2 E par son couple de sommets: e = (u; v)

ou e = uv: On remarque que si E est décrit par l�ensemble des couples, on peut omettre

l�écriture de g.

Au vu de cette dé�nition, on représente un graphe sur le plan par un graphique comme

suit: les points du graphique représentent les sommets du graphe et les �èches entre deux

points représentent les arcs. Par exemple le graphe de la FIGURE 1.1 avec G = (V;E) où

V = fa; b; c; d; e; fg et E = faa; ab; bc; cc; cd; de; ee; ef; fa; fc; cfg admet la représentation

graphique suivante:

Figure 1.1.
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Un arc de G de la forme aa est appelé une boucle. Pour un arc e = ab, le sommet a

est son extrémité initiale et le sommet b son extrémité terminale.

Si le nombre maximum d�arcs allant d�un sommet à un autre est p, on dit que le

graphe est de multiplicité p. On dira qu�un graphe est simple s�il n�a pas de boucle et est

de multiplicité 1. Un graphe non simple est dit multiple.

On dit que y est un successeur de x s�il existe un arc xy et le nombre de successeurs

de x est le degré extérieur de x et il est noté d+(x): On dit que y est un prédécesseur de

x s�il existe un arc yx et le nombre de prédécesseurs de x est le degré intérieur de x et est

noté d�(x):

Le degré d�un sommet x est le nombre d�arêtes ayant une extremité en x. Dans

l�exemple précédent d+(a) = d�(a) = 2 et d(a) = 4:

Lorsque la relation décrite par g est symétrique; c-à-d xy 2 E implique que yx 2 E;

alors on dira que le graphe G = (V;E; g) est non orienté. Dans ce cas on confondra l�arc

xy avec l�arc yx en utilisant le terme d�arête (x; y) où l�ordre ou disposition des éléments

du couple ne joue aucun rôle.

Dans la suite, on ne considerera que des graphes simples, �nis non orientés. On note

par e = (u; v) 2 V � V toute arête du graphe et deux arêtes sont adjacentes si elles ont

une extrémité commune. Un arête est dite incidente au sommet u si u est l�une de ses

extrémités. Deux sommets u et v sont dits adjacents si le couple (u; v) est une arête de

G, u et v sont dites extrémités de l�arête (u; v) dans G et dans ce cas u et v sont dits

voisins; l�ensemble des voisins de u est noté N(u) et le degré d�un sommet u noté d(u) est

le cardinal de N(u), le degré maximum (respectivement le degré minimum) d�un graphe

G est noté �(G) parfois � (respectivement �(G)): Pour plus de détails sur la terminologie

utilisée, on se réfère au livre de C. Berge [4].
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1.2 Graphes particuliers

Soit G = (V;E) un graphe simple, �ni non orienté. H est dit un sous graphe de G si

V (H) � V (G) et E(H) � E(G) et H est dit induit si E(H) contient toutes les arêtes de

G dont les extremités sont dans V (H): Si H n�est pas induit il est dit partiel. Pour dé�nir

un sous graphe induit de G; il su¢ t de considérer un sous ensemble K de V (G), on dit

que K � V (G) engendre ou induit le sous graphe correspondant qui sera noté G[K].

Un graphe à n sommets est complet (noté Kn ) si pour toute paire de sommets fu; vg

de V le couple (u; v) est une arête de G. Le graphe complémentaire de G = (V;E) est

le graphe, noté G = (V;E(Kn)� E(G)). Une clique d�un graphe G est un sous ensemble

de sommets de G qui engendre un graphe complet. Un stable d�un graphe G est un

sous ensemble de sommets de G qui engendre un graphe sans arêtes. Un couplage est un

ensembe d�arêtes de G deux à deux non adjacentes.

Une chaîne notée Pk de G de longueur k � 1 est le graphe décrit par la suite u1; :::; uk

, où pour tout i = 1; :::; k � 1 , (ui; ui+1) est une arête de G et ui 6= uj pour tout

i 6= j. Les sommets u1 et uk sont les extrémités de la chaîne Pk. On appelle distance

de x à y notée d(x; y); la longueur d�une plus courte chaîne de x à y. Le diamètre dans

un graphe G notée diam(G) est la distance maximum entre deux sommets de G; c-à-d

diam(G) = max
x;y2V

(d(x; y)). Un cycle de G de longueur k; noté Ck, est la chaîne décrite par

u1; :::; uk tel que le même arc ne �gure pas deux fois dans la même séquence et où u1 = uk.

Une corde dans une chaîne ou un cycle est une arête (ui; uj) avec j 6= i � 1: Un trou de

longueur k, noté Ck est un cycle sans corde. Un antitrou noté Ck est le complémentaire

d�un trou. La maille dans un graphe G est l�entier k le plus petit tel que Ck soit un trou

dans le graphe G.

Un multiparti est un graphe G = (V;E) où V peut être partitionné en p classes

A1; A2; :::; Ap, où deux sommets de la même classe ne sont jamais adjacents, en particulier

un biparti est un multiparti avec p = 2. Un multiparti complet est un multiparti possédant

toutes les arêtes possibles entre les ensembles de la partition de V . On note un multiparti

complet avec la partition A1; A2; :::; Ap par Kn1:::np où ni = jAij pour i = 1; :::; p.
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Un graphe G = (V;E) est k-connexe si et seulement si il n�existe aucun sous ensemble

non vide W de sommets de G tel que le nombre d�arêtes joignant W et V nW soit plus

petit que k.

Le graphe des arêtes de G; noté L(G); est le graphe d�incidence des arêtes de G, c�est

à dire V (L(G)) = E(G) et E(L(G)) = f(e; e0) / les arêtes e et e0 sont adjacentes dans Gg:

1.3 Dé�nitions de quelques opérations sur les graphes

Dé�nition 1.1.

1�= Le joint de deux graphes K = (V (K); E(K)) et H = (V (H); E(H)); noté K _ H

est le graphe G dé�ni par: V (G) = V (K) [ V (H) et E (G) = E(K) [ E(H) [

f(u; v) ; u 2 V (K) et v 2 V (H)g

Exemple 1.2. P3 _ P2 (voir FIGURE 1.2)

Figure 1.2.

2�= La somme cartésienne de deux graphes K = (V (K); E(K)) et H = (V (H); E(H)),

noté K�H est le graphe G dé�ni par :

V (G) = f(u; v) ; u 2 V (K); v 2 V (H)g

E (G) =

8<: [(u1; v1) ; (u2; v2)] ; (u1 = u2 et (v1; v2) 2 E (K))

ou (v1 = v2 et (u1; u2) 2 E (H))

9=;
Exemple 1.3. P3 � P2 (voirFIGURE 1.3)
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Figure 1.3.

1.4 Dé�nitions de la coloration et de la coloration par liste

1.4.1 Dé�nitions de base et exemples

a/ Etant donné un entier positif k � 1, une k-coloration d�un graphe G = (V;E) est une

application c : V ! f1; ::::; kg telle que pour toute arête (u; v), on a c(u) 6= c(v) on

dira aussi que la coloration est propre. On dit que G est k-colorable s�il admet une

k-coloration. Le plus petit entier k tel que G admet une k-coloration est appelé le

nombre chromatique, noté �(G): Une classe de couleur i est un ensemble de sommets

(stable) de V colorés avec la même couleur i: �(G) est aussi le nombre minimum de

stables qui partitionnent l�ensemble V .

b/ Etant donné un entier k, une k-arête-coloration d�un graphe G = (V;E) est une

application c : E ! f1; ::::; kg telle que pour toute paire d�arêtes adjacentes e et e0;

on a c(e) 6= c(e0). Une k-arête-coloration de G est donc une k-coloration de L(G).

Le plus petit entier k tel que G admet une k-arête-coloration est appelé l�indice

chromatique, noté �0(G):

c/ Soit G = (V;E) un graphe et f; g : V ! IN deux fonctions. G est dit (f; g)-liste-

colorable si étant donné (pour chaque sommet v 2 V ) un ensemble Av de couleurs

avec jAvj = f(v) on peut choisir un sous ensemble Bv � Av ou jBvj = g(v) tel que

pour toute arête (u; v) de E, on ait Bu \Bv = ;: De manière plus precise:

d/ Soit G = (V;E) un graphe et f : V ! IN une fonction. G est dit f -liste-colorable si

G est (f; 1)-liste-colorable où 1 est l�application constante g(v) = 1;8v 2 V
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e/ Soit G = (V;E) un graphe et une liste de couleurs permises L(v); 8v 2 V: On dit que

G est L-liste-colorable s�il existe une coloration propre c des sommets de G telle que

c(v) 2 L(v);8v 2 V: On en déduit:

f/ Soit G = (V;E) un graphe et f : V ! IN une fonction. G est dit f -liste-colorable si

pour toute liste de couleurs permises L sur les sommets de V où jL(v)j = f(v);8v 2

V , G est L-liste-colorable.

g/ Soit G = (V;E) un graphe et k un entier positif. On dit que G est k-liste-colorable si

G est f -liste-colorable où f est l�application constante f(v) = k;8v 2 V:

Ceci conduit à dé�nir le nombre chromatique de liste �L(G) d�un graphe G = (V;E)

qui est le plus entier k tel que G est k-liste-colorable.

1.4.2 Résultats existants sur la coloration par liste

Théorème 1.4. [5] Si G est un graphe 2-connexe, alors G est soit un cycle impair, soit

une clique, soit G contient comme sous graphe induit un cycle pair avec au plus une corde.

Théorème 1.5. [6] Si G est un graphe connexe di¤érent d�un graphe complet et d�un

cycle impair, alors G est �(G)-liste colorable.

Exemple 1.6. L�exemple le plus simple est le K3;3 qui est 3-liste-colorable mais pas 2-

liste-colorable. ( Voir FIGURE 1.4 )
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Figure 1.4.

1.4.3 Notion de a-Coloration et b-coloration

De nombreux paramètres de coloration propre sont dérivés du nombre chromatique �(G),

la plupart de ces paramètres minimisent le nombre de couleurs nécessaires pour colorer un

graphe. Il existe d�autres paramètres qui cherchent à maximiser le nombre de couleurs.

Parmi eux, on cite le nombre a-chromatique  (G) et le nombre b-chromatique b(G): Une

manière de réduire le nombre de couleurs est d�essayer à partir d�une coloration propre

donnée du graphe de réduire le nombre de classes de couleurs en fusionnant des classes de

couleurs. Ce procédé de coloration cité est impossible quand il existe une arête entre toute

paire de stables (voir FIGURE 1.5), d�où l�introduction de la a-coloration et du nombre

a-chromatique par Harary, Hedetniemi et Prins [1] .

Dé�nition 1.7. Une a-coloration est une coloration propre telle que pour toute paire de

couleurs di¤érentes i et j, le sous graphe engendré par les deux classes de couleurs i et j,

contient au moins une arête.

Le nombre a-chromatique, noté  (G) est le nombre maximum de classes de couleurs

dans une a-coloration.
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Figure 1.5.

Ceci a inspiré Irving et Manlove [2, 3] à introduire un autre procédé de coloration, en

e¤et une autre manière de réduire le nombre de couleurs dans un graphe est d�essayer à

partir d�une coloration propre donnée du graphe de réduire le nombre de classes de couleurs

en transférant les sommets d�une même classe de couleur dans les autres classes de couleurs

(voir FIGURE 1.6). D�où la dé�nition de la coloration dominante ou la b-coloration.

Dé�nition 1.8. Une coloration dominante ou une b-coloration est une coloration propre

telle que toute classe de couleur i contient un sommet adjacent à au moins un sommet de

chaque classe de couleur j 6= i . Ce sommet est dit sommet b-dominant pour la couleur i.

Le nombre b-chromatique, noté b(G) est le nombre maximum de classes de couleurs

dans une coloration dominante. Une coloration dominante avec b(G) couleurs est dite

b-coloration, et l�ensemble des sommets b-dominants est dit système b-dominant et est de

cardinal b(G).
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Figure 1.6.

Toute �(G)-coloration véri�e la dé�nition de la coloration dominante et toute col-

oration dominante véri�e la dé�nition d�une a-coloration ceci implique qu�on a toujours

�(G) � b(G) �  (G) pour tout graphe G:

Aussi, une borne triviale de b(G) est �(G)+1, puisque si vi est un sommet b-dominant

de couleur i, il est adjacent à au moins un sommet dans chacune des autres classes de

couleurs, c�est à dire d(vi) � b(G)� 1 d�où le résultat puisque d(vi) � �(G).

On dé�nit m(G) comme étant le plus grand entier k tel que G admet k sommets de

degré au moins k � 1. Il est simple de voir que tout graphe G satisfait la relation:

b(G) � m(G) � �(G) + 1

La première inégalité est due au fait que si G admet une b-coloration avec k couleurs,

alors G admet k sommets de degré au moins k � 1; la seconde inégalité découle de la

dé�nition même de m(G).

L�absence d�algorithme polynomial pour la détermination d�un paramètre donné dans

un graphe ne cesse d�inciter les chercheurs à établir des bornes qui encadrent le plus

possible le paramètre en question ou de déterminer la valeur exacte ou approximative de

ce paramètre pour certaines classes de graphes.
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1.5 Complexité algorithmique

La théorie de la complexité s�interesse à l�analyse de la di¢ culté des problèmes informa-

tiques et plus precisément à leur résolution de manière é¢ cace en tenant compte du temps

de calcul et des données stoquées en mémoire. Elle repose essentiellement sur la dé�nition

de classes de complexité.

Nous citons la classe P des problèmes polynomiaux pouvant être résolus par un algo-

rithme déterministe en un temps polynomial; la classe NP des problèmes pouvant être

résolus par un algorithme non-deterministe en un temps polynomial par rapport à la taille

de l�instance.

Soit la classe de complexité C contenant les classes P,NP et autres. Un problème

est dit C-di¢ cile si ce problème est au moins aussi dur que tous les problèmes de C. On

dit qu�un problème p se réduit à un problème q s�il existe un algorithme qui transforme

une instance de p en une instance de q; et donc si on dispose d�un algorithme qui résoud

le problème q on peut par conséquent résoudre le problème p, et donc le problème p

est au moins aussi di¢ cile que le problème q: Les problèmes les plus étudiés sont les

problèmes NP -complets, parce qu�on ne sait pas les résoudre é¢ cacement à cause de

leur indéterminisme. Il est clair que P � NP, puisqu�un algorithme déterministe est un

algorithme non déterministe particulier. La question qui se pose et qui reste toujours

ouverte est la suivante: A t-on NP = P?. Par ailleurs la véri�cation de l�e¢ cacité d�un

algorithme se fait à une constante multiplicative près a�n d�ignorer les variations qui ont

lieu lors de changements tels une implantation, changement de langage ou d�ordinateur,

dans ce cas on introduit les notations asymptotiques suivantes:

Soit f : IN ! IR� une fonction quelconque. On dé�nit l�ensemble des fonctions

bornées supérieurement par un multiple de f (n) ; à partir d�un certain rang n0 par:

O (f (n)) = ft : IN ! IR�= (9c 2 IR+) (9n0 2 IN) (8n � n0) [t (n) � cf (n)]g

Cette notion est utile par exemple lorsqu�on veut estimer une limite supérieure au

temps que prendra un algorithme pour son exécution; (par temps d�exécution on entend

le nombre d�étapes dont a besoin un algorithme pour son exécution); elle signi�e qu�il
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existe une constante réelle positive telle qu�un temps cf (n) su¢ t pour l�exécution d�un

algorithme et pour n assez grand.

Exemple 1.9. n3 � 3n2 � n� 8 2 O (n3)

Il serait interessant alors d�estimer une limite inférieure à ce temps, d�où l�ensemble

des fonctions bornées inférieurement par un multiple de f (n) ; à partir d�un certain rang

n0: 
 (f (n)) = ft : IN ! IR�= (9c 2 IR+) (9n0 2 IN) (8n � n0) [t (n) � cf (n)]g

Ce qui signi�e qu�il existe une constante réelle positive telle que l�algorithme nécessite

un temps superieur à cf (n) pour son exécution, pour n assez grand.

On serait d�avantage satisfaits si le temps d�exécution est borné à la fois inférieurement

et supérieurement par des multiples réels positifs d�une même fonction. D�où la dé�nition:

�(f (n)) = O (f (n)) \ 
 (f (n)) et f (n) 2 �(g (n)) si et seulement si:

�
9c; d 2 IR+

�
(9n0 2 IN) (8n � n0) [cg (n) � f (n) � dg (n)] :
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CHAPITRE 2

Travaux élaborés sur le nombre b-chromatique et

améliorations.

Parmi les premières recherches sur le nombre b-chromatique dans les graphes furent celles

de Kouider et Mahéo [7] où ils donnent la valeur exacte de ce nombre dans le cas de

graphes simples tels que: Sn, Pn, Cn représentant dans l�ordre le stable, la chaîne et le

cycle d�ordre n, et pour certaines valeurs de n.

Nous citons ici quelques résultats sur le nombre b-chromatique dans certaines classes

de graphes. Les graphes réguliers sont intéressants dans l�étude du nombre b-chromatique

car pour tout G graphe régulier on a m (G) = � (G) + 1.

2.1 Graphes de Kneser

Soit S = f1; 2; :::; ng un ensemble de cardinalité n et V l�ensemble de tous les sous

ensembles de S de cardinalité k; n � 2k. Le graphe de Kneser de paramètres n et k, noté

K(n; k) a pour ensemble de sommets l�ensemble V ; tel que deux sommets sont adjacents

si et seulement si les sous ensembles correspondants sont disjoints, ceux sont en particulier

des graphes réguliers.

En 1955 il a été conjecturé par Kneser dans [8] et plus tard démontré par Lovasz dans

[9] que : �(K(n; k)) = n � 2k + 2: Le nombre b-chromatique du graphe de Knesser a été

étudié pour la première fois par R. Javadi et B. Omoomi dans [10] où il est démontré que

b(K(n; 2)) = �(n2) et les résultats suivants:

Théorème 2.1. [10] Pour tout entier k � 3; on a b (K(2k + 1; k)) = k + 2:

Théorème 2.2. [10] Si n � 5 (modulo 6) alors b(K(n; 2)) � n(n� 1)
6

� 1
3
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Théorème 2.3. [10] Pour tout entier positif n;n 6= 8; on a:

b(K(n; 2)) =

8><>:
j
n(n�1)
6

k
si n impairj

(n�1)(n�2)
6

k
+ 3 si n pair

Remarque 2.4.

1. Si n = 5 ce qui correspond au graphe de Petersen dont le nombre b-chromatique a

été calculé au chapitre 3 .

2. Si n = 8 le graphe est une exception où b(K(8; 2)) = 9:

Les auteurs des derniers résultats conjecturent que:

Conjecture 2.5. Pour tout entier n, on a: b(K(n; k)) = �(nk).

Cette dernière conjecture fut démontrée par Hossein Hajiabolhassan dans [11].

2.2 Graphes cubiques

S. Klavsar et M. Jacovac [12] ont abordé une recherche sur le nombre b-chromatique dans

les graphes réguliers. En e¤et ils ont traité en particulier le cas des graphes cubiques de

maille 3 et 4, nous proposons ici une autre preuve de leur théorème qui réduit consid-

érablement le nombre de cas itérés dans leur étude.

Pour cela on utilisera le resultat de Kratochvil, Tuza et Voigt dans [13] où ils remar-

quent que si dans un graphe G; il existe �(G) + 1 sommets de degré �(G), telle que la

distance entre toute paire de sommets est superieure ou égale à quatre, alors le nombre

b-chromatique du graphe G est �(G) + 1:

Théorème 2.6. [13] Soit G un graphe contenant les sommets v1; :::; v�+1 de degré �(G)

et dist(vi; vj) � 4 (i 6= j); alors on a b(G) = �(G) + 1:
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Preuve. Il su¢ t pour cela de colorer chaque sommet vi avec la couleur i; (i =

1; 2; :::;�(G)+1) et de colorer les sommets deN(vi) avec les couleurs f1; :::;�(G) + 1g n fig

de manière que toutes les couleurs apparaissent dans N(vi), ce qui donne la coloration pro-

pre dans le sous graphe induit par les sommets de [N(vi) pour i = 1; :::;�(G)+1, puisque

la distance entre deux sommets de fv1; :::; v�(G)+1g est au moins quatre (voir FIGURE 2.1

). On étend ensuite cette coloration au graphe entier, ceci est toujours possible étant

donné qu�il y a au moins une couleur disponible qui n�apparait pas dans le voisinage d�un

sommet donné. Cette coloration est donc propre et dominante et les sommets b-dominants

sont v1; :::; v�(G)+1:

Figure 2.1.

Corollaire 2.7. Soit G un graphe d-régulier (d � 2) d�ordre au moins d4, alors on a

b(G) = d+ 1.

Preuve. Pour la démonstration il su¢ t de déterminer d+ 1 sommets de degré chacun

d telle que la distance entre chaque paire de sommets est au moins quatre et ensuite

appliquer le théorème précédent. Pour le faire on prend un sommet v1 qu�on supprime et

on supprime ses voisins, les voisins de ses voisins et les voisins des voisins de ses voisins, on

aurait donc supprimé : d+1+d(d�1)+d(d�1)2 < d3 c-à-d au plus d3 sommets: On refait

la même chôse jusqu�à obtention de v1; : : : ; vd, au total le nombre de sommets supprimés

est strictement plus petit que d4. Il reste au moins un sommet vd+1 non supprimé. Les
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sommets sont choisis de telle sorte que dist(vi; vj) � 4;8i 6= j; et donc d�après théorème

précédent b(G) = d+ 1:

D�après le corollaire, on peut dire que le nombre de graphes d-réguliers tels que b(G) � d

est �ni et il est atteint pour les graphes d-réguliers d�ordre n < d4.

S. Klavsar et M. Jacovac ont posé le problème suivant dans [12]:

Quels sont les graphes d-réguliers tels que b(G) � d, en fait ils ont répondu partielle-

ment à cette question, en montrant que tous les graphes 3-réguliers sont 4-b-colorables à

l�excéption d�un nombre �ni de graphes 3-réguliers qui sont tels que b(G) < 4:

Théorème 2.8. [12] Soit G un graphe 3-régulier, alors on a b(G) = 4, sauf si G = G1;

K3�K2 ; K3;3, le graphe de Petersen P et dans ce cas b(P ) = b(G1) = b(K3�K2) = 3 et

b(K3;3) = 2.

Remarque 2.9.

1. Noter que b(P ) = 3 (voir [15, 14]) et que d�autre part il est facile de voir que

b(K3;3) = 2.

2. b(K3�K2) = 3:

3. b(G1) = 3:

En e¤et si nous supposons au contraire que b(K3�K2) = 4, on colore un des deux

triangles avec les couleurs 1; 2; 3, dans ce cas un seul des sommets restants peut être coloré

4 donc il est le seul sommet b-dominant de couleur 4 et a besoin des autres couleurs dans

son voisinage, pour cela les deux sommets restants peuvent être colorés 2 et 3 de manière

que le sommet coloré 4 soit un sommet b-dominant, mais alors aucun sommet de couleur

2 ou 3 ne peut être sommet b-dominant, d�où b(K3�K2) � 3. Il est facile de trouver une

3-b-coloration en choisissant les sommets b-dominants sur un même triangle par exemple.

Maintenant on propose de montrer que b(G1) = 3. Remarquer que dans G1 (voir

FIGURE 2.2) il existe deux types de sommets, pour cela on considère deux cas.
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Figure 2.2.

Si on colore le sommet u avec la couleur 1, ses voisins sont colorés 2; 3; 4 le sommet

restant dans le K2;3 contenant le sommet u ne peut être coloré que 1, à ce moment aucun

des sommets colorés 2; 3; 4 ne peut être b-dominant, ils ont tous deux sommets de la même

couleur dans leur voisinage. D�autre part si l�un des sommets à distance 3 de u est b-

dominant alors deux seulement peuvent l�être, il s�ensuit que les sommets b-dominants de

couleurs 2; 3; 4 doivent être à distance 2 de u, ce qui est impossible puisque dans ce cas les

deux sommets à distance 3 de u doivent être colorés 1.

Supposons maintenant que tous les sommets b-dominants sont à distance 1 et 2 du

sommet u, alors seulement deux sommets b-dominants sont voisins de u, soient 1 et 2 leurs

couleurs. Ces mêmes couleurs doivent apparaître à distance 2 de u et donc un des sommets

colorés 3 ou 4 ne sera pas b-dominant, le graphe G1 ne peut donc être que 4-b-colorable.Il

est facile de trouver une 3-b-coloration en choisissant les sommets b-dominants le sommet

u et ses deux voisins.

Nous fournissons dans ce qui suit une preuve courte du théorème de Klavzar et Jaco-

vac, en utilisant d�une part le théorème précédent, la remarque 2.9 précédente puis une

technique qu�on pense être meilleure puisqu�elle réduit considérablement le nombre de cas

considérés par les auteurs et en�n le résultat du théorème cité dans [12].

Remarque 2.10. D�aprés ce qui a été mentionné dans [13], on conclut que pour tout d,
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il existe seulement un nombre �ni de graphes d-réguliers G d�ordre n tels que b(G) � d, et

donc pour les graphes 3-réguliers qui sont tels que b(G) < 4 on en a n < 34 .

Nous montrons dans la suite qu�il existe seulement 4 graphes G; 3-réguliers tels que

b(G) < 4.

2.2.1 Nouvelle preuve du Théorème 2.8

Soit Cn un cycle sans corde et Ni(Cn) (appelé niveau), l�ensemble des sommets à distance

i du cycle Cn.

Vu le théorème de [15, 14] voir aussi chapitre 3, il su¢ t d�étudier le cas où le plus petit

cycle est C3 ou C4.

Dans les di¤érents cas étudiés, les sommets pleins (en noir) désignent les sommets b-

dominants. Et on peut aussi voir que dans chacun des cas on peut étendre la coloration

propre.

1� Cas: G contient un C3; il serait commode de prendre parmi les cycles à trois

sommets celui dont N1(C3) est de cardinalité maximum.

Il est clair que 1 � jN1(C3)j � 3

Si jN1(C3)j = 1 alors G = K4 et b(K4) = 4:

Si jN1(C3)j = 2 alors les di¤érentes possibilités sont:

Si les sommets de N1(C3) forment un stable, on a (voir FIGURE 2.3):

Figure 2.3.
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Si les sommets de N1(C3) sont reliés par une arête (voir FIGURE 2.4), au niveau

deux on a un seul sommet d�où :
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Figure 2.4.

Si jN1(C3)j = 3 alors les di¤érentes possibilités sont:

N1(C3) est stable (voir FIGURE 2.5):

Figure 2.5.

N1(C3) contient une arête (voir FIGURE 2.6):
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Figure 2.6.

N1(C3) contient deux arêtes (voir FIGURE 2.7):

Figure 2.7.

N1(C3) contient trois arêtes (voir FIGURE 2.8):
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Figure 2.8. K3�K2 avec b(G) = 3 < 4

2� Cas: On suppose que G ne contient pas de C3 et G contient un C4. Parmi tous les

cycles à quatre sommets on considère celui dont N1(C4) est de cardinalité maximum et en

plus N1(C4) contient un maximum d�arêtes. On peut remarquer que : 2 � jN1(C4)j � 4

Si jN1(C4)j = 2; alors la seule possibilité est: (voir FIGURE 2.9). Sinon il existera un

C4 avec jN1(C4)j > 2.

Figure 2.9. K3;3 avec b(G) = 2 < 4

Si jN1(C4)j = 3; alors trois possibilités s�imposent:

1�/ N1(C4) est un stable (voir FIGURE 2.10):
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Graphe G1 avec b(G1) = 3 < 4
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Figure 2.10.

2�= N1(C4) contient une arête (voir FIGURE 2.11):
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Figure 2.11.

3�= N1(C4) contient deux arêtes (voir FIGURE 2.12):
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Figure 2.12.

4�= N1(C4) contient trois arêtes: Impossible sinon on crée un C3.

Si jN1(C4)j = 4; alors les sommets de C4 sont toujours des sommets b-dominants même

avec éventuellement des arêtes dans N1(C4) (voir FIGURE 2.13). Et la b-coloration peut

être étendue au graphe tout entier.

Figure 2.13.

Remarque 2.11. Dans les quatre cas rencontrés P;G1; K3�K2; K3;3 dont le b(G) < 4,

nous avons remarqué que le diamètre est inférieur ou égal à 3:

Dans le cas général des graphes d-régulier, on pose le problème suivant:
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Conjecture 2.12. G est un graphe d-régulier, si b(G) � d; alors on a diam(G) � d:

L�étude des graphes 4-réguliers s�avère déjà trés compliquée, en utilisant la même

technique; néanmoins nous espérons résoudre le problème pour d = 4; 5; 6.

Il serait donc naturel à présent de se poser la question suivante:

Problème ouvert : Quelle est la valeur exacte de b(G) si G est un graphe d-régulier

de maille 3 et 4, quand d = 4; 5 ou 6.

2.3 Nombre b-chromatique de graphes particuliers

Il est intéressant de rappeler les résultats de M. Kouider et M. Mahéo [7] et ceux de M.

Kouider et C. T. Hoang [16]:

1. Si Sn; Kn; Pn; Cn sont respectivement un stable, un graphe complet, une chaîne et

en�n un cycle d�ordres n; alors b(Sn) = 1; b(Kn) = n; b(Pn) = b(Cn) = 3 si n � 5:

2. Si Kn;p est un biparti complet, alors b(Kn;p) = 2;8n; p 2 IN:

3. b(K1;n�K1;n) = n+ 2 si n � 2:

4. b(K1;n�Pk) = min(k; n + 3); n � 3; k � 4 sauf si k = n + 3 et k = n + 4 où

b(K1;n�Pk) = n+ 2:

5. n � b(Kp�Kn) � p(p� 1) si p � n < p(p� 1) et b(Kp�Kn) = n si n � p(p� 1):

Proposition 2.13. [7]:

1. b(G�H) � max(b(G); b(H)) pour tous graphes G et H:

2. Si G1 et G2 sont deux graphes disjoints, leurs joint est noté G1 _ G2 et leur union

est notée G1 +G2 on a: b(G1_ G2) = b(G1) + b(G2) et
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b(G1+ G2) � max(b(G1); b(G2)):

D�autres part Benhaz Omoomi et Ramin Javadi dans [17], donnent les résultats suiv-

ants, en considérant l�ensemble des sommets du graphe G1�G2 comme une matrice m�n

où chaque élément (i; j) de la matrice correspond à un sommet (i; j) de G1�G2 où

i 2 V (G1) et j 2 V (G2) et chaque colonne induit une copie de G1 et chaque ligne in-

duit une copie de G2.

Théorème 2.14. [17] Pour tous entiers positifs m;n � 4 on a :

b(Km�Cn) =

8>>><>>>:
m si m � 2n

m+ 1 si m = 2n� 1

m+ 2 si m � 2n� 2

:

Théorème 2.15. [17] Pour tous entiers positifs m;n � 4 on a :

b(Km�Pn) =

8>>><>>>:
m si m � 2n� 2

m+ 1 si 2n� 5 � m � 2n� 3

m+ 2 si m � 2n� 6

:

Théorème 2.16. [17] Pour tout entier positif n � 2 on a : b(Kn�Kn) � 2n� 2:

Théorème 2.17. [17] Pour tout entier positif n � 5 on a : b(Kn�Kn) � 2n� 3:

Ils �nissent ensuite par la conjecture suivante :

Conjecture 2.18. [17] Pour tout entier positif n � 5 on a : b(Kn�Kn) = 2n� 3

Pour contredire cette dernière il su¢ t de trouver un entier n � 5 pour lequel

b(Kn�Kn) = 2n� 2:
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CHAPITRE 3

La b-coloration dans les graphes d-réguliers

Nous nous sommes interessés à un problème récent concernant les graphes réguliers posé

par El Sahili et Kouider dans [18] à savoir :

Est -il vrai qu�un graphe régulier G de maille g(G) � 5 satisfait b(G) = d+ 1?

Nous répondons négativement à cette question, puisque le graphe de Petersen en est

un contre exemple.

Nous proposons des résultats positifs dans le cas où d � 6 et où le graphe de Petersen

est le seul contre exemple.

Ce travail a été accepté comme communication au colloque [14] et publié dans la revue

Discrete Applied Mathematics [15].

3.1 Résultats préliminaires

Pour tout k � 3; on note Ck le cycle à k sommets.

Théorème 3.1. Le graphe de Petersen a le nombre b-chromatique égal à 3.

Preuve. Soit G le graphe de Petersen dont les sommets sont notés v1; :::; v5; w1; :::; w5;

tels que les sommets v1; v2; v3; v4; v5 induisent un cycle d�ordre 5 et dans cet ordre, de même

w1; w3; w5; w2; w4 induisent un cyle d�ordre 5 dans cet ordre, où viwi est une arête pour tout

i = 1:::; 5 (Voir FIGURE 3.1). Comme �(G) = 3 alors b(G) � 3. Supposons que G admet

une b-coloration avec 4 couleurs. Notons par dj; j = 1; 2; 3; 4, les sommets b-dominants

de couleur j et soit D = fd1; :::; d4g un systeme b-dominant de G. Rappelons que chaque

sommet dj doit avoir exactement un voisin de chacune des trois couleurs de 1 à 4 di¤érente

de celle de dj. Supposons que les sommets de D induisent un stable; à cause de la symétrie
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dans G nous supposons que D = fv1; v3; w4; w5g où d1 = v1; d3 = v3; d2 = w4; d4 = w5.

Sans perdre de généralité on colore 2 le sommet v2, et donc w2 ne peut pas être coloré

2:Comme v1 est b-dominant il doit avoir un voisin de couleur 4, qui ne peut être que w1

et un voisin de couleur 3 qui ne peut être que v5. Comme v3 est b-dominant il doit avoir

un voisin de couleur 4 qui ne peut être que v4 et un voisin de couleur 1 qui ne peut être

que w3. Dans ce cas w5 ne peut avoir la couleur 2 dans son voisinage, contradiction. Donc

les sommets de D n�induisent pas un stable. Nous pouvons supposer que les sommets

d1 et d2 sont adjacents et à cause de la symétrie dans G; on choisit d1 = v1 et d2 = v2

(puisque toutes les arêtes dans le graphe de Petersen jouent le même rôle). Dans ce cas

n�importe où l�on place le sommet d3 ; il existera un C5 qui contient les sommets d1; d2; d3

et comme tous les cycles dans le graphe de Petersen jouent le même rôle, on choisit d3

l�un des sommets v3; v4; v5 et à cause de la symétrie, on est conduit à considérer deux cas.

Cas 1: d3 = v3. Comme v2 est b-dominant, il doit avoir un voisin de couleur 4 qui

ne peut être que w2. Maintenant un des sommets v4 ou v5, soit v5; ne doit pas prendre

la couleur 4; comme v1 est b-dominant il a un voisin de couleur 4 qui ne peut être que

w1 et un voisin de couleur 3 qui ne peut être que v5. Comme v3 est b-dominant il a un

voisin de couleur 4 qui ne peut être que v4 et un voisin de couleur 1 qui ne peut être que

w3. Remarquer que w5 ne peut prendre que la couleur 2 et les seuls sommets de couleur 4

sont w1; w2; v4, chacun de ces quatres sommets ont deux voisins qui ont la même couleur

et donc aucun d�eux ne peut être b-dominant, contradiction.

Cas 2: d3 = v4: Comme v1 est b-dominant il a un voisin de couleur 3, qui ne peut

être que w1 et un voisin de couleur 4 qui ne peut être que v5. De même v2 a un voisin de

couleur 3 qui ne peut être que w2 et un voisin de couleur 4 qui ne peut être que v3, mais

dans ce cas v4 a deux voisins de couleur 4, le sommet d3 = v4 ne peut pas être b-dominant,

contradiction.
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Figure 3.1. Graphe de Petersen

Dans la suite on aura besoin du résultat qui suit et pour lequel on proposera une

nouvelle preuve. Cette preuve est plutôt similaire à celle de la Proposotion 2 dans [18],

elle s�avère importante pour la démonstration du Théorème 3.5 qui est assez compliquée.

Théorème 3.2. [18] Tout graphe d-régulier de maille au moins 6 admet une b-coloration

avec d+ 1 couleurs.

Preuve. Soit x un sommet de G et x1; x2; :::; xd ses voisins. Pour tout i = 1; 2; :::; d

soit Ni = N(xi) n fxg le voisinage ouvert de xi sans le sommet x; alors chacun des Ni est

un stable, sinon G contient un cycle de longueur trois et tous les Ni sont disjoints deux à

deux sinon G admet un cycle de longueur quatre et en�n il n�y a aucune arête entre deux

Ni sinon G contient un cycle de longueur cinq. On construit une coloration avec les d+ 1

couleurs 0; 1; :::; d de la manière suivante: On attribue la couleur 0 au sommet x et pour

tout i = 1; :::; d; on colore i les sommets xi et on attribue aux sommets de Ni les couleurs

de f1; :::; dg n fig; en�n on colore les sommets restants de manière arbitraire en attribuant

à chaque sommet v une couleur de l�ensemble f1; :::; dg qui ne se trouve pas déjà dans

son voisinage. Il est clair que la coloration obtenue est une b-coloration, utilisant d + 1

couleurs et où les sommets x; x1; x2; :::; xd sont les sommets b-dominants.
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3.2 Nouvelle preuve du théorème de El-sahili et Kouider

El-Sahili et Kouider ont montré le théorème suivant:

Théorème 3.3. [18] Si G est un graphe régulier de maille au moins 5 et ne contient pas

de C6; alors G admet une b-coloration avec d+ 1 couleurs.

On propose une nouvelle preuve du Théorème 3.3, en utilisant le théorème classique

de Vizing sur la coloration par liste. On rappelle tout d�abord quelques dé�nitions. Soit

L une application associant à tout sommet v du graphe G un ensemble L(v) de couleurs

admissibles. Une L-coloration est une coloration c des sommets de G telle que c(v) 2 L(v)

pour tout sommet v de G: Si G admet une L-coloration, on dit que G est L-colorable.

Etant donné un entier k, G est k-liste-colorable s�il admet une L-coloration pour tout L

tel que jL (v)j � k pour tout v 2 V . Le nombre liste-chromatique �L(G) est le plus petit

entier k tel G est k-liste-colorable.

Théorème 3.4. [6, 19] Soit G un graphe connexe di¤érent du graphe complet et du cycle

impair, alors G est �-liste colorable, où � est le degré maximum dans G.

Preuve. (Preuve du Théorème 3.3) Le théorème est vrai pour d = 0 et d = 1. Si

d = 2, alors G est l�union disjointe de cycles de longueur 5 et plus et donc b(G) = 3. Pour

obtenir une b-coloration avec trois couleurs, il su¢ t de donner les couleurs 1; 2; 3; 1; 2 à

cinq sommets consécutifs d�un cycle de G et d�étendre ensuite cette coloration aux autres

sommets. Supposons maintenant que d � 3. Prenons un sommet arbitraire v de G et soit

N(v) = fv1; v2; :::; vdg les voisins de v. Pour i = 1; :::; d; soit Ni = N(vi)nfvg comme dé�ni

dans la preuve du Théorème 3.2 et soit Gv le sous graphe de G induit par N1[N2[ :::[Nd:

On établit dans le sous graphe Gv les observations suivantes. Considérons n�importe quel

sommet x de Gv donc x 2 Ni ; i 2 f1; 2; :::; dg: Le sommet x n�a pas de voisins dans Ni;

autrement G contient un cycle de longueur trois. Le sommet x ne peut avoir deux voisins

y; z appartenant tous les deux au même Nj; j 6= i; sinon x; y; vj; z induira un cycle de

longueur 4 dans G et x ne peut pas avoir deux voisins y 2 Nj, z 2 Nk (avec i; j; k deux à
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deux di¤érents), sinon x; y; vj; v; vk; z induira un cycle de longueur 6 dans G. Ainsi, dans

Gv tout sommet est de degré au plus 1.

Pour i = 1; : : : ; d; posons Ei = fxy j x; y 2 N(vi) n fvg; x 6= yg. Donc soit Hv le

graphe obtenu à partir de Gv en ajoutant à son ensemble d�arêtes tous les éléments de

E1 [ � � � [Ed (donc chaque Ni est une clique dans Hv). Il s�ensuit d�aprés les observations

précedentes que dans Hv, tout sommet a un degré au plus d� 1. D�ailleurs, si d � 4, alors

les plus grandes cliques dans Hv sont induites par les ensembles Ni (i = 1; : : : ; d), dont la

taille est d � 1; et si d = 3 alors les plus grandes cliques dans Hv sont de taille 2. Nous

montrons que:

�L(Hv) � d� 1: (3.1)

Supposons le contraire, c�est à dire �L(Hv) > d�1: Comme le degré maximum dans Hv est

au plus d� 1, par le théoreme de Vizing nous devons avoir soit (a) certaines composantes

de Hv sont des graphes complets Kd, ou alors (b) d�1 = 2 et certaines composantes de Hv

sont des cycles impairs. Cependant, (a) est impossible puisque la plus grande clique dans

Hv est de taille d�1. Supposons maintenant que (b) a lieu. Donc d = 3, et donc le graphe

Hv a six sommets, et donc l�unique cycle impair possible dans Hv est le C5, mais alors

certains sommets de ce C5 admettent deux voisins dans Gv, contradiction. Ceci montre

(3.1).

On dé�nit une a¤ectation de listes L dans Hv comme suit: Si x est un sommet quel-

conque de Hv; on a x 2 Ni pour un certain i 2 f1; : : : ; dg, et nous a¤ectons la liste

L(x) = f1; : : : ; dgnfig à x. Donc chaque sommet x de Hv satisfait jL(x)j = d�1. D�aprés

(3.1), il existe une L-coloration c de Hv. Nous étendons la coloration c à tout le graphe

G comme suit. On donne la couleur 0 à v et la couleur i à vi (i = 1; : : : ; d); on colore

alors les sommets restants arbitrairement, en donnant à tout sommet z une couleur de

l�ensemblef0; 1; : : : ; dg di¤erente de celle déjà a¤ectée à l�un de ses voisins (l�extension de

la coloration est possible puisqu�il existe toujours une couleur disponible pour un sommet

non coloré). Et donc on obtient une b-coloration de G utilisant d+ 1 couleurs, il est clair

que les sommets v; v1; : : : ; vd sont b-dominants. Donc b(G) = d+ 1.
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3.3 Graphes réguliers de petit degré et de maille au moins cinq

Théorème 3.5. Soit G un graphe d-régulier de maille g(G) � 5, di¤érent du graphe de

Petersen, et tel que d � 6. Alors b(G) = d+ 1.

Preuve. Nous distinguons les di¤érentes valeurs du degré d.

Cas 1: d = 1. Alors G est union de graphes K2; et il est clair que b(G) = 2 = d+ 1.

Cas 2: d = 2. Alors G est l�union disjointe de cycles, tous de longueur au moins 5.

On peut obtenir une b-coloration avec 3 couleurs en attribuant les couleurs 1; 2; 3; 1; 2 à

cinq sommets consécutifs dans un cycle de G, et colorer le reste des sommets de G avec

les couleurs 1; 2; 3 de manière gloutonne. Donc b(G) = 3.

Maintenant soit d � 3. On peut supposer que G contient un cycle de longueur 5, sinon

le résultat est évident d�aprés le Theorem 3.2. Par conséquent dans la suite, plus bas dans

les cas 3; 4;et 5, on considère x1; : : : ; x5 cinq sommets de G induisant un cycle C et dans

cet ordre.

Cas 3: d = 3. Pour tout i = 1; : : : ; 5, soit ui le voisin de xi qui n�est pas dans le cycle

C. D�abord nous supposons que l�arête uiui+2 existe pour tout i = 1; : : : ; 5. Alors les

sommets x1; : : : ; x5; u1; : : : ; u5 induisent le graphe de Petersen et forment une composante

connexe de G. Comme G lui même n�est pas un graphe de Petersen, il doit avoir une autre

composante Z. Dans ce cas, on donne la couleur 1 à x1; x4, la couleur 2 à x2; u5, la couleur

3 à x3; u1, et la couleur 4 à x5; u2; u3 et à un certain z de Z, donner les couleurs 1; 2; 3 aux

voisins de z. Donc x1; x2; x3; z sont des sommets b-dominants de couleurs respectivement

1; 2; 3; 4, et cette coloration peut être étendue à une coloration de G avec quatre couleurs

et de manière gloutonne quelconque.

Maintenant nous pouvons supposer, par symétrie, que u1u3 n�est pas une arête de

G. On construit une b-coloration avec 4 couleurs de manière que x1; x2; x3; u2 soient

des sommets b-dominants de couleurs 1; 2; 3; 4 respectivement. Pour le faire, on donne

d�abord la couleur 1 aux sommets x1; x4, la couleur 2 à x2, la couleur 3 à x3; x5, et la

couleur 4 à u1; u2; u3. Noter que x1; x2; x3 sont des sommets b-dominants de couleurs
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1; 2; 3 respectivement. Maintenant considérons le sommet u2. Soient a; b les deux voisins

de u2 di¤érents de x2 (il est possible que fa; bg \ fu4; u5g 6= ;.) Noter que a et b ne sont

pas adjacents à x1; x2; x3, sinon G va contenir un cycle de longueur 3 ou 4. Cependant,

et pour la même raison, chacun des sommets a; b est adjacent à au plus un des sommets

x4; x5; et si chacun d�eux est adjacent à un des deux sommets x4; x5 ce ne sera pas le

même sommet; en d�autres termes l�ensemble des arêtes entre fa; bg et fx4; x5g forme un

couplage de taille au plus deux. Donc il est possible de donner la couleur 1 à l�un des

sommets a; b et la couleur 3 à l�autre sans que deux sommets adjacents ne prennent la

même couleur. Maintenant u2 est un sommet b-dominant de couleur 4. Finalement cette

coloration peut être étendue à une coloration de G avec quatre couleurs et de manière

gloutonne quelconque.

Cas 4: d = 4. Pour tout i = 1; : : : ; 5, soit Ai l�ensemble des deux voisins de xi qui ne

se trouvent pas dans C. Ici toute application dans l�ensemble Ai est calculée modulo 5 à

partir de l�ensemble f1; : : : ; 5g. Comme G ne contient aucun cycle de longueur 3 ou 4, il

est simple de voir que:

Ai est un ensemble stable; (3.2)

Ai \ Aj = ; si i 6= j; (3.3)

Il n�y a pas d�arêtes entre Ai et Ai+1; (3.4)

On construit une b-coloration de G avec cinq couleurs de manière que x1; : : : ; x5 soient des

sommets b-dominants de couleurs respectives 1; : : : ; 5, comme suit. Pour tout i = 1; : : : ; 5,

a¤ecter la couleur i à xi et les couleurs i+2 et i+3 (modulo 5) aux deux sommets de Ai.

Le fait (3.4) et le fait que les deux couleurs attribuées aux sommets de Ai sont di¤érentes

des deux couleurs a¤ectées aux sommets de Ai+2 (resp. Ai+3), assure qu�aucune paire de

sommets adjacents dans A1[� � �[A5 ne reçoivent la même couleur. Ainsi tous les sommets

de A1; : : : ; A5 ont reçu une couleur, et chacun des sommets x1; : : : ; x5 a dans son voisinage

toutes les autres couleurs di¤érentes de la sienne. Finalement, comme les sommets non

colorés sont de degré 4, on peut les colorer successivement avec l�une des cinqs couleurs,
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et de manière gloutonne quelconque. Donc on obtient une b-coloration de G avec cinq

couleurs.

Cas 5: d = 5. Pour tout i = 1; : : : ; 5, soit Ai l�ensemble des trois voisins de xi qui ne

sont pas dans C. Comme G ne contient aucun cycle de longueur 3 ou 4, il est simple de

voir que :

Ai est un ensemble stable; (3.5)

Ai \ Aj = ; si i 6= j; (3.6)

Il n�y a pas d�arêtes entre Ai et Ai+1; (3.7)

Tout sommet di¤érent de xi a au plus un voisin dans Ai. (3.8)

Pour tout i = 1; : : : ; 5, on peut trouver un voisin si de xi tel que l�ensemble fs1; : : : ; s5g

soit stable, comme suit. Prendre un sommet quelconque s1 2 A1, donc s3 2 A3 n N(s1),

s5 2 A5 nN(s3), s2 2 A2 nN(s5), et s4 2 A4 n (N(s1) [N(s2)). De tels sommets existent

à cause de (3.7) et (3.8). Il s�ensuit d�aprés cette construction que fs1; : : : ; s5g est en e¤et

un ensemble stable. Le sommet s1 sera noté x6. Pour i = 1; : : : ; 5, soit Bi = Ai n fsig;

donc jBij = 2. Soit B6 = N(x6) n fx1g; donc jB6j = 4. Comme G ne contient aucun cycle

de longueur 3 ou 4, il est simple de voir que:

B6 est un ensemble stable; (3.9)

B6 \ (B1 [B2 [B5) = ;; (3.10)

jB6 \Bij � 1 pour i 2 f3; 4g; (3.11)

Il n�y a pas d�arêtes entre B6 et B1; (3.12)

Tout sommet di¤érent de x6 a au plus un voisin dans B6. (3.13)

Notons que la condition (3.7) implique que:

Il n�y a aucune arête entre Bi et Bi+1 (i 2 f1; : : : ; 5g, modulo 5); (3.14)

et les conditions (3.8) et (3.13) impliquent que:

Les arêtes entre Bi et Bj forment un couplage (i; j 2 f1; : : : ; 6g, i 6= j). (3.15)
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On construit une b-coloration deG avec six couleurs telle que x1; : : : ; x6 soient des sommets

b-dominants de couleurs respectives 1; : : : ; 6. On commence par attribuer la couleur i au

sommet xi pour tout i = 1; : : : ; 5 et la couleur 6 aux sommets s1; : : : ; s5. Maintenant nous

devons trouver un moyen a�n d�attribuer les couleurs i+ 2 et i+ 3 (modulo 5) aux deux

sommets de Bi, pour tous i = 1; : : : ; 5; et les couleurs 2; 3; 4; 5 aux quatre sommets de B6.

Nous considérons ce problème comme étant un problème de coloration par liste, où chaque

sommet de Bi (i = 1; : : : ; 5) possède une liste de couleurs permises Li = fi + 2; i + 3g

et chaque sommet de B6 possède une liste de couleurs permise L6 = f2; 3; 4; 5g: Dans

cette �gure (voir FIGURE 3.2), chaque boîte représente un ensemble Bi avec sa liste

Li; une ligne entre deux boîtes veut dire qu�on peut avoir des arêtes entre les ensembles

correspondants, en accord avec la condition (3.15); et aucune ligne entre deux boîtes

illustre les conditions (3.12) et (3.14). Durant notre procédure de coloration, nous dirons

qu�un sommet x perd la couleur j si cette couleur doit être retirée de la liste de couleurs

permises pour x (car elle a déjà été attribuée à un voisin de x).

B4
1,2 B1

3, 4 B3
5,1

B2
4,5 B5

2,3

B6
2,3,4,5

��
��

��

HH
HH

HH

PPPPP
�����

Figure 3.2. Si d = 5

Rappelons d�aprés (3.11) que B6 ne peut avoir qu�un seul sommet commun avec un

quelconque sommet de B3; B4. Soient a; b; c; d les sommets de B6 tels que: si B6\B3 6= ;,

alors a est (l�unique) sommet dans cette intersection; et si B6 \ B4 6= ;, alors b est

(l�unique) sommet dans cette intersection. Attribuer les couleurs 5; 2; 3; 4 respectivement

aux sommets a; b; c; d.

D�aprés (3.7) il n�existe aucune arête entre Bi et Bi+1 (modulo 5). Cependant, l�ensem-

ble des couleurs que nous voulons attribuer à Bi et Bi+2 (modulo 5) sont disjointes, donc
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on peut ignorer les arêtes entre ces deux ensembles. Par conséquent on peut colorer

les ensembles B1; : : : ; B5 indépendemment l�un de l�autre sans aucun con�it entre deux

quelconques des deux ensembles.

Par (3.12), on peut colorer les deux sommets de B1 avec les couleurs 3 et 4. A cause de

l�a¤ectation des couleurs dans B6, et par (3.13), pour tout j 2 f4; 5g au plus un sommet

de B2 perd la couleur j, et cela pour deux sommets di¤érents on attribue des valeurs

di¤érentes de j. Donc il est possible de colorer les deux sommets de B2 avec les couleurs

4 et 5. On procède de la même manière pour B5 avec les couleurs 2 et 3. Maintenant

nous considérons B3. Si a 2 B3, alors a est un sommet de couleur 5 dans B3 et le sommet

restant dans B3 peut être coloré 1. Si a =2 B3 alors un sommet de B3 peut perdre la couleur

5, mais il est encore possible de colorer les deux sommets de B3 avec les couleurs 1 et 5.

On procède de la même manière pour B4 avec les couleurs 1; 2. Ainsi tous les sommets de

B1; : : : ; B6 ont reçu une couleur, et chacun des sommets x1; : : : ; x6 a dans son voisinage

toutes les autres couleurs di¤érentes de la sienne. Finalement, comme les sommets non

colorés sont de degré 5, on peut les colorer successivement avec une des six couleurs, et de

manière gloutonne quelconque. Ainsi on obtient une b-coloration de G avec six couleurs.

Cas 6: d = 6. La preuve ici utilise des arguments similaires a ceux utilisés dans le

cas d = 5, mais la situation est plus compliquée. Nous pouvons supposer que G contient

un cycle de longueur 6, sinon le resultat découle du Theorem 3.3. Soient x1; : : : ; x6 les

six sommets de G qui induisent un cycle dans cet ordre. Toutes les observations faites

ici sur l�ensemble Ai sont prises modulo 6 à partir de l�ensemble f1; : : : ; 6g: Pour tout

i = 1; : : : ; 6, soit Ai = N(xi) n fxi�1; xi+1g; donc jAij = 4. Comme G ne contient aucun
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cycle de longueur 3 ou 4, il est simple de voir que:

Ai est un ensemble stable; (3.16)

Ai \ Ai+1 = ; et Ai \ Ai+2 = ;; (3.17)

jAi \ Ai+3j � 1; (3.18)

Il n�y a pas d�arêtes entre Ai et Ai+1; (3.19)

Tout sommet di¤érent de xi a au plus un voisin dans Ai. (3.20)

Pour tout i = 1; : : : ; 6, on trouve un voisin si de xi tel que l�ensemble fs1; : : : ; s6g soit un

stable, comme suit:

- Si A1 \A4 6= ;, soit s1 et s4 égaux a un sommet (unique) dans A1 \A4. Si A1 \A4 = ;,

soit s1 un sommet quelconque de A1 et s4 un sommet quelconque dans A4 n N(s1) (s4

existe par (3.20)).

- Si A3 \ A6 6= ;, soit s3 et s6 égaux à (l�unique) sommet dans A3 \ A6. Noter que,

par (3.19), ce sommet n�est pas adjacent aux sommets s1 et s4 trouvés précedemment. Si

A3\A6 = ;, soit s3 un sommet quelconque dans A3nN(s1) et s6 est un sommet quelconque

dans A6 n (N(s4) [N(s3)) (les sommets s3 et s6 existent par (3.20)).

- Si A5 \ A2 6= ;, soit s5 et s2 égaux à( l�unique) sommet dans A5 \ A2. Noter que, par

(3.19), ce sommet n�est adjacent à aucun des sommets s1, s3, s4, s6 trouvés précedemment.

Si A5 \A2 = ;, alors, par (3.20), il y a au moins deux sommets dans A5 n (N(s1)[N(s3))

et au moins deux sommets dans A2 n (N(s4) [ N(s6)); et encore par (3.20), parmi ces

quatres sommets, il y a des sommets non-adjacents s5 2 A5 et s2 2 A2.

Il s�ensuit à partir de cette construction que fs1; : : : ; s6g est en e¤et un ensemble stable.

Le sommet s1 sera noté x7. Pour i = 1; : : : ; 6, soit Bi = Ainfsig; donc jBij = 3. Noter que

B1; : : : ; B6 sont deux à deux disjoints par (3.17), (3.18) et par la dé�nition de fs1; : : : ; s6g.

Soit B7 = N(x7) n fx1g; donc jB7j = 5. comme G ne contient aucun cycle de longueur 3
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ou 4, il est simple de voir que:

B7 est un ensemble stable; (3.21)

B7 \ (B1 [B2 [B6) = ;; (3.22)

jB7 \Bij � 1 pour i 2 f3; 4; 5g; (3.23)

Il n�y a pas d�arêtes entre B7 et B1; (3.24)

Tout sommet di¤érent de x7 a au plus un voisin dans B7. (3.25)

Notons que la condition (3.19) implique que:

Il n�y a aucune arête entre Bi et Bi+1 (i 2 f1; : : : ; 6g, modulo 6); (3.26)

et les conditions (3.20) et (3.25) impliquent que:

Les arêtes entre Bi et Bj forment un couplage (i; j 2 f1; : : : ; 7g, i 6= j). (3.27)

et en particulier on a :

Si les ensembles X � Bi et Y � Bj sont tels que jXj > jY j, alors un sommet

de X n�a aucun voisin dans Y .
(3.28)

On construit une b-coloration de G avec sept couleurs telle que les sommets x1; : : : ; x7

soient des sommets b-dominants de couleurs respectives 1; : : : ; 7. On commence par at-

tribuer la couleur i au sommet xi pour tout i = 1; : : : ; 6 et la couleur 7 aux sommets

fs1; : : : ; s6g. Maintenant nous devons trouver une manière d�attribuer les couleurs i + 2;

i + 3; i + 4 (modulo 6) aux trois sommets de Bi, pour tout i = 1; : : : ; 6, et les couleurs

2; 3; 4; 5; 6 aux cinq sommets de B7. Nous voyons ce problème comme étant un problème

de coloration par liste, où chaque sommet de Bi (i = 1; : : : ; 6) admet une liste de couleurs

permises Li = fi + 2; i + 3; i + 4g et tout sommet de B7 admet la liste de couleurs per-

mises L7 = f2; 3; 4; 5; 6g. Dans cette �gure (voir FIGURE 3.3), chaque boîte représente

un ensemble Bi avec sa liste Li; une ligne entre deux boîtes veut dire qu�il peut y avoir des

arêtes entre les ensembles correspondants, en accord avec la condition (3.27); et aucune

ligne entre deux boîtes illustre les conditions (3.24) et (3.26). Durant cette procédure de
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Figure 3.3. Si d = 6

coloration, on dira qu�un sommet x perd la couleur j si cette couleur doit être retirée de

la liste de couleur permises pour x. Rappelons que d�aprés (3.23) que B7 peut avoir un

sommet commun avec un des ensembles quelconques B3; B4; B5. Par symétrie on peut

supposer jB7 \ B3j � jB7 \ B5j, en d�autres termes, si B7 doit rencontrer un des deux

ensembles B3; B5 alors il rencontrera B3. De�nissons les sommets a; b; c de B7 comme

suit, où l�on distinguera deux cas:

Cas (i): B7 \ B4 6= ;. Soit a (l�unique) sommet dans B7 \ B4. Alors, si B7 \ B3 6= ;,

soit b (l�unique) sommet dans B7 \B3 (noter que b n�a aucun voisin dans B4 par (3.19));

autrement, soit b un sommet dans B7 n fag qui n�a aucun voisin dans B4 (un tel sommet

existe par (3.27)). Finalement, si B7 \ B5 6= ;, soit c le sommet de B7 \ B5; autrement,

soit c un sommet quelconque dans B7 n fa; bg.

Cas (ii): B7 \ B4 = ;. Si B7 \ B3 6= ;, soit b (l�unique) sommet dans cette intersection

(noter que b n�a aucun voisin dans B4 par (3.19)); autrement, soit b un sommet dans B7

qui n�a aucun voisin dans B4 (un tel sommet existe par (3.27)). Alors, si B7 \ B5 6= ;,

soit c le sommet dans cette intersection; autrement, soit c un quelconque sommet dans

B7 n fbg. Finalement, soit a un quelconque sommet dans B7 n fb; cg.

Noter que dans tous les cas les sommets a; b; c sont bien dé�nis et di¤érents puisque

B3; B4; B5 sont deux à deux disjoints comme il a été mentionné plus haut; et b n�a aucun

voisin dans B4. Donc le sommet d 2 B7 est choisi comme suit:

Si b 2 B3, c 2 B5, a a un voisin v5 2 B5 et v5 a un voisin v3 2 B3, alors on choisit d dans
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B7 n fa; b; cg et non adjacent à v3 (un tel sommet existe par (3.27)); autrement soit d un

sommet quelconque dans B7 n fa; b; cg.

Finalement soit e le sommet restant dans B7. Attribuer les couleurs 2; 6; 3; 5; 4 respective-

ment à a; b; c; d; e. Prendre un sommet f2 2 B2 non adjacent à e et un sommet f6 2 B6

non adjacent à e ou f2; de tels sommets existent par (3.20). Attribuer la couleur 4 à f2 et

à f6.

Soit i 2 f1; : : : ; 6g. Par (3.19) il n�existe aucune arête entre Bi et Bi�1 [ Bi+1.

D�ailleurs, les ensembles de couleurs que nous voulons attribuer à Bi et à Bi+3 sont dis-

joints, donc nous ignorons les arêtes entre les deux ensembles. Par conséquent on peut

colorer B1[B3[B5 et B2[B4[B6 indépendemment l�un de l�autre et sans aucun con�it

entre les deux ensembles.

Considérons B2; B4; B6. A cause de l�a¤ectation des couleurs dans B7, et par (3.20),

pour tout j 2 f5; 6g au plus un sommet de B2nff2g perd la couleur j (un sommet di¤érent

pour chaque j). Donc il est possible d�a¤ecter les couleurs 5 et 6 aux deux sommets de

B2 n ff2g. De la même manière, pour tout k 2 f2; 3g au plus un sommet de B6 n ff6g

perd la couleur k (un sommet di¤érent pour chaque k), donc il est possible d�attribuer les

couleurs 2 et 3 aux deux sommets de B6 n ff6g. Appelons t le sommet de B6 qui reçoit la

couleur 2; donc t n�est pas adjacent à a.

On s�occupe de la coloration des sommets de B4. D�abord on suppose que a 2 B4

(cas (i)). Alors a est un sommet de couleur 2 dans B4 (rappelons que a; t ne sont pas

adjacents), et les deux sommets de B4 n fag perdent la couleur 2. A cause de l�a¤ectation

des couleurs dans B2 [B6, et par (3.20), au plus un sommet de B4 peut perdre la couleur

(couleur 6), et par le choix de b aucun autre sommet de B4 ne peut perdre la couleur

6. Donc il est possible d�attribuer les couleurs 1 et 6 aux deux sommets de B4 n fag.

Maintenant supposons que a =2 B4 (cas (ii)). A cause de l�a¤ectation dans B7 [ B2 [ B6,

et par (3.20), au plus deux sommets de B4 perdent la couleur 2, et par le choix de b

au plus deux sommets de B4 perdent la couleur 6. Donc il est possible d�attribuer les

couleurs 1; 2; 6 aux trois sommets de B4. Ainsi, dans chacun des cas tous les sommets de
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B2 [ B4 [ B6 [ B7 ont reçu une couleur, et chacun des sommets x2; x4; x6; x7 a toutes les

couleurs dans son voisinage qui sont di¤érentes de la sienne.

Maintenant on s�occupe des ensembles B3; B5. Nous supposons d�abord que c 2 B5, ce

qui implique que b 2 B3 puisque jB7\B3j � jB7\B5j. Alors les sommets deB3nfbg perdent

la couleur 6 et les sommets de B5 n fcg perdent la couleur 3. A cause de l�attribution des

couleurs dans B7, au plus un sommet v3 de B3 n fbg perd la couleur (couleur 5) et au plus

un sommet v5 de B5 n fcg perd la couleur (couleur 2). On attribue la couleur 1 à v3 et v5.

Noter que, par le choix de d, on peut supposer que v3 et v5 ne sont pas adjacents. Donc

on attribue la couleur 5 au troisième sommet de B3 et la couleur 2 au troisième sommet

de B5. Si nous supposons maintenant que c =2 B5. A cause de l�attribution des couleurs

dans B7, pour tout j 2 f2; 3g au plus un sommet de B5 perd la couleur j (un sommet

di¤érent pour chaque j), donc un sommet w5 2 B5 ne perd aucune couleur. Si b 2 B3,

alors les sommets de B3 n fbg perdent la couleur 6, et à cause de l�a¤ectation des couleurs

dans B7, au plus un sommet v3 de B3 n fbg perd la couleur (couleur 5). Donc on attribue

la couleur 1 à v3 et la couleur 5 au sommet restant dans B3. A cause de cette a¤ectation

des couleurs dans B3, au plus un sommet de B5 perd la couleur 1. Donc il est possible

d�attribuer les couleurs 1; 2; 3 aux trois sommets de B5. Si b =2 B3, pour tout j 2 f5; 6g

au plus un sommet de B3 perd la couleur j (un sommet di¤érent pour chaque j), donc

un sommet w3 2 B3 ne perd aucune couleur. Par (3.20), parmi les quatre sommets de

(B3 [ B5) n fw3; w5g, deux ne sont pas adjacents, un dans B3 et l�autre dans B5, auquels

on attribue la couleur 1. Donc il est possible d�attribuer les couleurs 5 et 6 au reste des

sommets de B3 et les couleurs 2 et 3 au reste des sommets de B5.

On s�occupe à présent de la coloration de B1. Rappelons que (3.22) et (3.24) ont lieu.

A cause de l�attribution des couleurs dans B3, au plus un sommet de B1 perd la couleur

(couleur 5) et à cause de l�attribution des couleurs dans B5 au plus un sommet de B1 (il

est possible que ce soit le même sommet) perd la couleur (couleur 3). Donc il est possible

de colorer les trois sommets de B1 avec les couleurs 3; 4; 5. Donc tous les sommets de

B1 [B3 [B5 ont été colorés, et chacun des sommets x1; x3; x5 a dans son voisinage toutes
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les couleurs sauf la sienne.

Finalement, comme les sommets non colorés sont de degré 6, on peut les colorer suc-

cessivement avec une des sept couleurs, et de manière gloutonne quelconque. Donc on

obtient une b-coloration de G avec sept couleurs.

La preuve utilisée plus haut illustre une technique qui peut, probablement être étendue

au cas général. En e¤et on tente de construire une preuve similaire pour le graphe avec

d = 7, mais il s�avère qu�elle devient de plus en plus compliquée.

Remarque 3.6. Dans ce dernier cas (i.e. d = 7), on peut considérer le graphe appelé

graphe Ho¤man-Singleton noté HS, qui est le plus petit graphe 7-regulier de maille au

moins 5. Ce graphe est trés important, vu ses propriétés intéressantes entre autres sa

grande structure de symétrie; voir [20, 21]. il est naturel de penser et endouter que HS peut

fournir un contre exemple à la question de El-Sahili et Kouider. Mais malheureusement,

le nombre b-chromatique de HS est 8 (il n�est pas di¢ cile de construire une b-coloration

de HS avec huit couleurs de manière qu�un sommet et ses voisins soient des sommets

b-dominants de couleurs 1; : : : ; 8).

En conclusion on reformule la question de El-Sahili et Kouider comme suit:

Conjecture 3.7. Tout graphe d-régulier de maille au moins cinq, di¤érent du graphe de

Petersen, admet une b-coloration avec d+ 1 couleurs.
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CHAPITRE 4

La b-coloration et la b-continuité dans les

bloc-graphes et les cactus

4.1 Résultats élaborés par Irving et Manlove sur la détermina-

tion du nombre b-chromatique dans les arbres

Irving et Manlove ont montré que le nombre chromatique �(G) et le m-degré m(G) con-

stituent une borne inférieure et supérieure respectivement du nombre b-chromatique [2, 3]

et que le problème de décision associé au nombre b-chromatique d�un graphe en général

est un problème NP -complet, même si on se restreint aux graphes bipartis comme l�ont

montré Kratochvil, Tuza et Voigt [13] et que la détermination du nombre b-chromatique

dans un arbre est polynomial et en�n que si T est un arbre b(T ) = m(G) ou m(G) � 1.

Nous rappelons dans la suite l�algorithme qui détermine le nombre b-chromatique dans les

arbres.

4.1.1 b-coloration dans les arbres pivotés:

Dé�nition 4.1.

1. Soient les sommets v1; v2; :::; vn d�un graphe G ordonnés tels que:

d(v1) � d(v2) � ::: � d(vn);

où d(vi) est le degré de vi. Le m-degré (noté m(G) plus souvent m) de G est dé�ni

par : m = maxfi : d(vi) � i� 1g

2. On appelera sommet dense v de G tout sommet véri�ant d(v) � m� 1:
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Pour trouver le nombre b-chromatique dans un arbre, Irving et Manlove [2, 3] ont

montré qu�on peut trouver presque toujours une b-coloration de l�arbre T en utilisant m

couleurs sauf dans le cas suivant.

Dé�nition 4.2. Soit T un arbre, il est dit pivoté si T admet exactement m sommets

denses et contient un sommet v distingué (appelé pivot), non dense tel que:

a�= tout sommet dense est adjacent à v ou à un sommet dense adjacent à v;

b�= tout sommet dense adjacent à v et à un autre sommet dense est de degré m� 1:

Remarque 4.3. Reconnaître si un arbre T = (V;E) d�ordre n est pivoté se fait en temps

polynomial O (n).

Théorème 4.4. [2, 3] Si G = (V;E) est pivoté, alors b(G) = m(G)� 1

Preuve. On note v le pivot de G, v1; v2;:::; vm; (m < n) les sommets denses de G;

v1; v2; :::; vp (p � m) sont les sommets denses adjacents à v et v1; v2;:::; vq (q � p) sommets

denses adjacents au sommet v qui ont au moins un sommet dense dans leur voisinage. On

fait les observations suivantes:

� p � 2; sinon p = 1 et donc v1 serait de degré m; contradiction avec d(v1) = m� 1

� q � 1; sinon q = 0 et donc p = m donc d(v) = m; ce qui implique que le sommet v

est dense, contradiction.

� p = 2 on a forcément q = 2; sinon soient v1 et v2 les sommets voisins de v et v3 le

sommet voisin de v1 ce qui contredit d(v1) = m� 1:

On montre que b(G) < m: Supposons au contraire qu�il existe une b-coloration utilisant

m couleurs telle que la couleur de vi soit égale à i, 1 � i � m; comme v ne peut prendre

aucune couleur de 1 à p (sinon la coloration n�est pas propre dans T ) ni aucune couleur
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de p + 1 à m car d(vj) = m � 1 (1 � j � q) et vj ne peut être adjacent à deux sommets

de la même couleur et donc v ne peut être coloré, contradiction. Donc b(G) � m� 1: On

construit alors une (m� 1)-b-coloration de l�arbre T de la manière suivante:

Comme p � 2 et q � 1; soient v1 et v2 les deux sommets denses adjacents au sommet

v. Il existe un sommet vr adjacent à v1; pour p+ 1 � r � m:

Détermination d�une (m� 1)- b-coloration dans un arbre pivoté

Algorithme 1.

Etape 1: Colorer tout sommet vi ,2 � i � m par la couleur i . A¤ecter les deux

couleurs r et 2 aux sommets v et v1 respectivement.

Etape 2: On colore les sommets non denses adjacents aux sommets denses. Pour le

faire on construit les ensembles suivants:

Ri = f2; 3; :::;mg n fig

et

Ci = fc (vj) ; 1 � j � n; vj 2 N (vi) ; vj colorég ; 2 � i � m;

l�ensemble des couleurs manquantes et existantes dans le voisinage de vi respectivement;

Ui = fvj , m + 1 � j � n; vj 2 N (vi), vj non colorég, 2 � i � m sont les sommets non

colorés dans le voisinage de vi:Par construction le sommet vi ne peut être adjacent à deux

sommets de même couleur. Donc jCij + jUij = d (vi) � m � 1 > m � 2 = jRij et puisque

Ci � Ri on a jUij � jRinCij : Soit RinCi = fr1i ; :::rnii g et pour fu1i ; :::; unii g sommets choisis

dans Ui où ni � 0, on pose : c
�
uji
�
= rji ; 1 � j � ni:

Etape 3: Soit vi sommet non coloré à l�étape 2 comme d (vi) < m� 1, m+1 � i � n:

Chercher j 2 f2; :::;mg nCi où Ci = fr1i ; :::; rnii g ; poser ensuite c (vi) = j:

4.1.2 b-coloration dans les arbres non pivotés :

Dé�nition 4.5. Considérons V 0 l�ensemble des sommets denses de T et V 00 est un sous

ensemble de V 0 de cardinalité m, on dit que V 00 encercle un sommet v 2 V n V 00 si:
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1. 8vi 2 V 00; vi 2 N(v); où vi 2 N(N(v) \ V 00)

2. 8vi 2 V 00; si vi 2 N(v) et vi 2 N(V 00); alors on a d(vi) = m� 1:

Remarque 4.6. Si v est non dense et V 0 = V 00; alors l�arbre T serait pivoté.

Dé�nition 4.7. Soit V 0 l�ensemble des sommets denses de T et V 00 est un sous ensemble

de V 0 de cardinalité m: V 00 est dit un bon ensemble relativement à G si :

1. V 00 n�encercle aucun sommet de V n V 00

2. 8u 2 V n V 00 tel que d(u) � m; u est adjacent à un sommet v de V 00 tel que d(v) =

m� 1:

Lemme 4.8. [2, 3] Si T = (V;E) est un arbre non pivoté, on peut toujours construire un

bon ensemble:

Preuve. En e¤et, soit V 0 l�ensemble des sommets denses de T; en ordonnant les sommets

denses suivant leurs degrés décroissants, on peut choisir un ensemble V 00 de cardinalité m,

de manière que tout sommet de V n V 00 ait un degré plus petit que m: Notons V =

fv1; v2; :::; vng et V 00 = fv1; v2;:::; vmg: On suppose que:

1. V 00 encercle un sommet v 2 V n V 00 sinon V 00 serait un bon ensemble

2. vi 2 V 00 \N(v); 1 � i � p (p � m)

3. vi 2 V 00 \N(v) et vi 2 V 00 \N(vd); vd 2 V 00; 1 � i � q (q � p).

Observons que :

� p � 2 sinon p = 1 et v1sera de degré m; alors qu�il est de degré m� 1:

� q � 1 sinon q = 0, donc p = m ce qui entraine v sommet dense, contradiction .

� Comme q � 1;9r 2 fp+ 1; :::;mg tel que vr 2 V 00 et est adjacent à v1:
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Deux cas s�imposent:

Cas 1. Si v est un sommet dense alors d(v) = m� 1 (puisque v est dense et v =2 V "donc

d(v) < m ), Soit W = (V 00 n fv2g) [ fvg et jV 00j = m, le sommet v2 existe puisque p � 2

et par le choix de V 00; v2 est le seul sommet qui n�est pas dans W pouvant avoir un degré

m puisque v2 est adjacent à v 2 W et d(v) = m � 1 et W satisfait la condition 2 de

la dé�nition 4.7. On montre que W n�encercle aucun sommet de V n V 00: Si un sommet

t =2 W et si :

� t est adjacent à un sommet vi; p+ 1 � i � m; alors t est à distance 3 de v 2 W:

� t est adjacent à un sommet vi; 1 � i � p; alors t est à distance 3 de tout sommet

vk 2 W

� t est adjacent au sommet v 2 W; alors t est à distance 3 de vp+1 et donc v2 =2 W; 9

vp+1 2 N(v1) tel que v2 soit à distance 3 de vp+1

Cas 2. Si v est un sommet non dense: jV 0j 6= m, sinon T est pivoté au sommet v

contradiction. Donc jV 0j > m, 9u 2 V 0 nV 00 et on pose W = (V 00nfv1g)[fug et supposons

que W encercle un sommet x de V nW , alors x serait le seul sommet de V nW se trouvant

sur une chaîne reliant toute paire de sommets non adjacents de W: Mais les sommets v1

et v n�appartiennent pas à W , et se trouvent sur une chaîne reliant les sommets v2 et

vr de W ceci contredit le fait que W encercle un sommet x de V n W: W est donc un

ensemble bon car il véri�e la deuxième propriété de la dé�nition 4.7, puisque d(v) < m�1

et d(v1) = m� 1 et tout sommet en dehors de W est de degré plus petit que m:

On construit par l�algorithme suivant un bon ensemble, pour cela, soit T un arbre avec

l�ensemble des sommets V = fv1; v2; :::; vng et V 0 est l�ensemble des sommets denses de T:
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Construction d�un bon ensemble dans un arbre non pivoté

Algorithme 2.

Etape 1 : Choisir V 00 � V 0 tel que jV 00j = m; soit V 00 = fv1; v2;:::; vmg et 8v 2 V nV 00;

d(v) < m ( un tel choix est possible par dé�nition du m-degré).

Etape 2: Si V 00 n�encercle aucun sommet v 2 V n V 00; alors V 00 est un ensemble bon.

Sinon, 9v 2 V n V 00 tel que V 00 encercle un sommet v 2 V n V 00; aller à l�étape 3:

Etape 3: Tester d(v):

Si d(v) = m� 1; tel que l�arête (v1; v2) n�existe pas, choisir W = (V 00 n fv2g) [ fvg et

W serait un bon ensemble.

Si d(v) < m� 1, aller à l�étape 4

Etape 4:

Si jV 0j = m; G est pivoté, aller faire une (m� 1)-b-coloration

Si jV 0j > m; W = (V "nfv1g) [ fug; u 2 V 0nV "; W est un bon ensemble

Fin.

Théorème 4.9. [2, 3] Si T est un arbre non pivoté, alors on a b(G) = m(G)

Preuve. Notons W = fv1; v2;::::::; vmg un bon ensemble de T qui existe car T est

non pivoté, avec c(vi) = i 8i; 1 � i � m: Il s�agit de montrer en premier lieu que

cette coloration peut être étendue en une m-b-coloration partielle de T telle que vi soient

des sommets b-chromatiques et ensuite que cette coloration est étendue à une coloration b-

chromatique dans tout le graphe utilisantm couleurs. Pour le faire, on pose U = N(W )nW;

et on partitionne U en deux sous ensembles appelés: Ui sous ensemble des sommets u

intérieurs tels que u se trouve sur une chaîne de longueur au plus trois reliant deux

sommets deW et U0 sous ensemble des sommets extérieurs, respectivement.On commence

par étendre la coloration aux sommets intérieurs, puis aux sommets extérieurs et en�n

aux sommets de V nU: On supposera que si dans W; i < j; alors le sommet vi a au
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moins autant de sommets intérieurs voisins que le sommet vj; supposons que : l�ensemble

P des sommets v1; v2; :::; vp ont au moins deux sommets intérieurs voisins, l�ensemble Q

des sommets vp+1; :::; vq ont un seul sommet intérieur voisin et l�ensemble des sommets

vq+1; :::; vm n�ont aucun sommet intérieur voisin, remarquer que les sous ensembles P et

Q peuvent être vides (W étant construit ainsi). On commence par colorer les sommets de

P et Q; colorons d�abord ceux de P: Si i � p; les sommets intérieurs qui sont voisins des

sommets v1; v2; :::; vi�1; sont colorés comme suit:

a) Si un sommet intérieur u, prend la couleur k au moment ou on colore les sommets

intérieurs voisins du sommet vj; forcément il existe une chaîne (de longueur au plus

3) du sommet u vers vk passant par vj:

b) Deux sommets voisins de vj ne doivent pas avoir la même couleur (sinon 9vk et vk0

dans W qui ont la même couleur).

c) Deux sommets adjacents n�ont pas la même couleur.

Procédons alors à la coloration des sommets intérieurs voisins de vi (1 � i � p) non

colorés, pour celà appelons x1; :::; xs les sommets intérieurs voisins de vi; le sommet xj

(1 � j � s) étant un sommet voisin intérieur de vi; il existe vcj 2 W; cj 6= i; vcj à distance

au plus deux de xj; et xj se trouve sur la chaîne allant de vi à vcj : Les sommets vc1 ; :::; vcs

sont évidemment distincts sinon on peut créer un cycle de longueur � 4:

Si s > 1, on pose c(xj) = cj, puis en faisant une translation sur les couleurs on prendra,

c(xj) = cj+1 et c(xs) = c1 et ceci ne contredit pas a); b) ni c).

Si s = 1, comme vi a au moins deux sommets intérieurs voisins tous colorés sauf un

qu�on note x1, il existe au moins xi, sommet non coloré voisin intérieur de vi; on pose

c(xi) = c(x1) et c(xi) = c(vci) tels que vci et vi sont dans W et xi et x1 se trouvent sur une

chaîne d�extrémité vi et vci. On colore à présent les sommets intérieurs restants incolorés,

voisins de vi (p+1 � i � q); pour cela , soient z1; :::; zk les sommets en question et chaque

vi a exactement un seul sommet intérieur voisin parmi les zj. zj (1 � j � k) sont colorés

de manière que:
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i) Cette coloration partielle soit propre.

ii) Aucun sommet vi de degré m� 1 n�a deux couleurs identiques dans son voisinage.

Posons:

c 2 C () (vc 2 N(zj))g (9d; vc 2 N(vd)f vd 2 N(zj)f d(vd) = m� 1; où 1 � c; d � m:

Une couleur qui ne se trouve pas dans C véri�e i) et ii); de plus C 6= f1; :::;mg sinon

W encercle zj et donc il ne serait pas bon. Il existera donc toujours une couleur possible

pour zj; il su¢ t de lui donner une couleur qui ne soit pas dans son voisinage à distance

un ou deux d�un sommet dence.

Les sommets extérieurs peuvent être colorés indépendemment puisqu�ils ne peuvent

être adjacents entre eux , ni à un sommet coloré, excepté vi: Pour colorer de tels sommets

on considère N(vi); et a�n de rendre b-dominants les sommets vi, soient Ui l�ensemble des

sommets voisins de vi non colorés, Ci l�ensemble des couleurs existantes dans N(vi); Ri

l�ensemble des couleurs manquantes dans N(vi); Ri = f1; :::;mgnfig: Donner les RinCi =

fri1; :::; rinig couleurs manquantes aux sommets fu
i
1; :::; u

i
ni
g � Ui . Nous pouvons à présent

étendre cette coloration à tout le graphe, on rappelle que tout sommet v restant incoloré

est tel que d(v) � m�1; sinon d(v) � m; et par la deuxième propriété d�un ensemble bon,

v est adjacent à un sommet w où d(w) = m� 1; mais un tel sommet v est déjà coloré, par

conséquent, le sommet v peut toujours recevoir une couleur.

Détermination d�une m- b-coloration dans un arbre non pivoté

Algorithme 3.

Etape 1: Choisir W = fv1; v2; :::; vmg un ensemble bon et poser c(vi) = i; 1 � i � m

Etape 2 : :Considérer U = N (W ) nW = Ui [ U0: Où Ui sont les sommets de U se

trouvant sur une chaîne de longueur au plus trois reliant deux sommets de W (sommets

intérieurs). U0 = UnUi est l�ensemble des sommets extérieurs;

Ordonner les sommets de W = fv1 ; :::; vmg comme suit:

i < j si jN(vi) \ Uij � jN(vj) \ Uij
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Poser W = fv1; :::; vpg [ fvp+1; :::; vqg [ fvq+1; :::; vmg où :

jN(vi) \ Uij � 2; si 1 � i � p

jN(vi) \ Uij = 1, si p+ 1 � i � q

jN(vi) \ Uij = 0 , si q + 1 � i � m

Etape 3 : N(vi) \ Ui = fxi; 1 � i � sg est l�ensemble des sommets intérieurs non

colorés voisins de vi (1 � i � p):

Tester si s > 1 :

- Si oui c(vj) = cj 6= ci = c(vi) et c(xj) = cj+1 et c(xs) = c1 où 1 � j � s� 1:

- Si s = 1; x1 est seul sommet intérieur voisin de vi qui soit non coloré c(x1) = c(xi);

x1 et xi 2 N(vi) \ Ui:

Etape 4 : zi sommet intérieur voisin unique de vi , p+ 1 � i � q

c 2 C () (vc 2 N(zj))g (9d; vc 2 N(vd)f vd 2 N(zj)f d(vd) = m� 1) où 1 � c; d � m

c (zi) = cj =2 C et qui ne soit pas dans le voisinage de vi

Etape 5 : Colorer les sommets extérieurs U0 voisins de vi et on pose:

Ui ensemble des sommets voisins de vi non colorés = fvj; m+1 � j � n et vj 2 N(vi)

et vj non colorég:

Ci ensemble des couleurs existantes dans N(vi) = fc(vj) : 1 � j � n et vj 2 N(vi) et

vj coloré.

Ri ensemble des couleurs manquantes dans N(vi); Ri = f1; :::;mgnfig:

Donner les RinCi = fri1; :::; rinig couleurs manquantes aux sommets fu
i
1; :::; u

i
ni
g � Ui .

Etape 6 : Tout sommet vi restant incoloré est tel que d(vi) � m� 1:

Ci = fri1; :::; rinig les couleurs existantes dans le voisinage de vi.

Pour j 2 (f1; :::;mg nCi), poser c(vi) = j; couleur qui n�existe pas dans le voisinage de

vi:

Maintenant on peut formuler l�algorithme de détermination d�une b-coloration dans un

arbre quelconque.
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4.1.3 Determination d�une b-coloration dans un arbre quelconque

Algorithme 4.

Début

Etape 1 : T arbre et V 0 ensemble des sommets denses de T .

Etape 2 : Choisir V 00 � V 0 ou jV 00j = m et d(v) < m pour tout v 2 V n V 00 (choisir

les m premiers sommets ordonnés dans le sens

décroissant de leurs degrés) V 00 = fv1; :::; vmg :

Etape 3 : Tester si V 00 encercle un sommet v 2 V n V 00

Si V 00 n�encercle aucun sommet de V n V 00, V 00 est bon. Aller faire une m-b-coloration

de T (Algorithme 3).

Sinon aller à l�étape 4:

Etape 4 : Déterminer v tel que d(v) < m

Si d(v) = m �1, W = (V 00 n fv2g) [ fvg est bon. Aller déterminer une m-b-coloration

de T (Algorithme 3)

Sinon aller à l�étape 5:

Etape 5 : Si jV 00j > m , déterminer u 2 V 0 n V 00, et poser W = (V 00 n fv1g)[ fug, W

est bon. Aller faire une m-b-coloration (Algorithme 3).

Si jV 0j = m , aller à l�étape 6:

Etape 6 : T est un arbre pivoté où jV 0j = jV 00j = m et v est le pivot. Aller faire une

(m� 1)-b-coloration (Algorithme 1).

Fin.
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4.2 Adaptation de l�algorithme aux bloc graphes

Nous nous sommes demandés si le résultat de Irving et Manlove pouvait s�appliquer à

d�autres graphes et nous avons pensé l�étendre au cas des bloc graphes et adapter le même

algorithme pour montrer que pour tout bloc graphe G le nombre b-chromatique est soit

m(G) soit m(G)� 1:

Dé�nition 4.10. Un bloc est un sous graphe induit 2-connexe maximal. Un graphe est

un bloc graphe, si les composantes 2-connexes maximales de G sont des cliques.

Remarque 4.11. Un graphe est 2-connexe, s�il faut enlever au moins 2 sommets pour le

déconnecter. Un K2 est un graphe 2-connexe maximal.

Dé�nition 4.12. Un cactus est un graphe tel que tout bloc est un cycle ou un K2, en

particulier deux blocs ont au plus un sommet d�articulation en commun et n�ont aucune

arête en commun.

Problème 4.13. Est-il vrai que pour les bloc graphes G;on a m(G)� 1 � b(G) � m(G)?

Nous sommes arrivés à montrer qu�il existe un contre exemple à ce problème et donc

nous avons établi le résultat suivant:

Théorème 4.14. Pour tout entier r supérieur ou égal à 1, il existe un bloc graphe connexe

G tel que le nombre b-chromatique b(G) < m(G)� r.

Preuve. En e¤et, pour tout r � 1; on peut construire G comme suit:

Soit Q = fv1; :::; vjQjg une clique de cardinalité jQj = (r + 2)2 + 1

Pour i = 1; :::; r + 2, ajoutons l�ensemble des sommets Wi stable d�ordre r + 2 puis on

relie tout sommet de Wi à vi avec une arête.

On pose W = W1 [ � � � [Wr+2. Pour tout sommet w de W; ajoutons un ensemble de

sommets Xw stable d�ordre (r+ 2)2 + r+ 1 puis on relie tout sommet de Xw à w par une

arête. Soit X = [fXw j w 2 Wg: (voir FIGURE 4.1)



68

Figure 4.1.

Soit G le graphe dont l�ensemble des sommets est Q [ W [ X et les arêtes comme

décrites précédemment. Il est clair que le graphe ainsi construit G est un bloc graphe et

Q est la seule clique maximale de taille au moins trois. Il est facile de montrer que le

degré maximum � dans G est égal à (r + 2)2 + r + 2 et les sommets de degré � sont

v1; :::; vr+2 et tous les sommets de W . Le nombre de ces sommets est r + 2 + jW j =

r + 2 + (r + 2)(r + 2) = �: D�où on peut déduire que m(G) = �: Aussi on signale que

les sommets de X ont chacun un degré égal à 1 et les sommets de Q n fv1; :::; vr+2g ont

chacun un degré égal à (r + 2)2 = �� r � 2:

Maintenant on montre que b(G) < m(G) � r: Supposons qu�au contraire le graphe G

admet une b-coloration avec k � m(G)� r = �� r couleurs. Pour tout j = 1; ::::; k , soit

dj le sommet b-dominant de couleur j, et soit D = fd1; :::; dkg un système b-dominant.

Comme le degré de tout sommet dj doit être au moins k�1 � �(G)�r�1; on déduit que

dj ne peut se trouver dans X ni dans Q n fv1; :::; vr+2g donc on a: D � fv1; :::; vr+2g [W:

Soit t = jD \Qj : Sans perdre de généralité, on peut supposer qu�on attribue les couleurs
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1; ::::; jQj aux sommets de Q et que pour tout j = 1; :::; t, on a dj = vj. Pour tout

j = 1; :::; t, comme vj est un sommet b-dominant, il doit avoir un voisin de couleur h pour

tout h = jQj+ 1; :::; k, donc de tels sommets il y a au moins k � jQj et ils sont tous dans

Wj: Donc Wj contient au plus r + 2� (k � jQj) sommets dont les couleurs sont présentes

dans Q. Pour j = t+1; :::; r+2, l�ensembleWj de cardinalité r+2 peut contenir au moins

autant de sommets que les sommets dont les couleurs sont présentes dans Q: Autrement

dit, les sommets b-dominants dt+1; :::; djQj, dont les couleurs sont présentes dans Q ne sont

pas dans Q, par dé�nition de t et donc ils sont dans W . Ceci implique que:

jQj � t � t[r + 2� (k � jQj)] + (r + 2� t)(r + 2);

(r + 2)2 + 1� t � t[r + 2� (k � (r + 2)2 � 1)] + (r + 2)2 � t(r + 2):

Et donc 1 � t[(r + 2)2 + 2� k]:

Mais cette inégalité ne peut avoir lieu car k � � � r = (r + 2)2 + 2: Donc G ne

peut admettre une b-coloration avec k � m(G)� r couleurs. On note que le graphe ainsi

construit dans ce théorème est le plus petit qui n�est pas un arbre, dans le sens où il est

un bloc graphe qui contient une seule clique maximale de taille au moins 3.

On pense que les blocs graphes pour lesquels on peut appliquer une version légérement

modi�ée de l�algorithme de Irving et Manlove, correspondent à ceux dont les cliques sont de

taille au plus 7, et dans ce cas peut être on peut arriver à montrerm(G)�1 � b(G) � m(G).

Ceci nous amène à poser le problème suivant:

Problème 4.15. Peut-on déterminer un algorithme polynomial similaire à celui de Irving

et Manlove qui donne la valeur du nombre b-chromatique dans le cas des blocs graphes

quand la taille q de la clique maximum est comprise entre 3 et 7 (3 � q � 7):

En conclusion cet exemple montre que la valeur dem(G)�b(G) peut être arbitrairement

large; dans ce cadre F. Ma¤ray avec A. Silva [22] ont trouvé un deuxième exemple plus

simple construit et de�ni comme suit:
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Soit r un entier positif et k un entier tel que k � r. Un r; k-gadget est le graphe G0

obtenu à partir de la clique notée C(G0), jCj = 2kr+2r� k� 2, à laquelle on ajoute deux

sommets adjacents v1(G0) et v2(G0) qui sont adjacents à tous les sommets de la clique,

puis on ajoute deux stables S1(G0) adjacent à v1(G0) et S2(G0) adjacent à v2(G0) tels que

jS1(G0)j = jS2(G0)j = k et en�n on ajoute pour tout u 2 S1(G0) [ S2(G0) un stable Su

adjacent à u et tel que jSuj= 2kr + 2r � 2 (voir une copie de la FIGURE 4.2).

Figure 4.2.

Le graphe considéré sera donc la réunion disjointe de r fois (r; k)-gadjets G1; G2; :::; Gr

décrits plus haut (voir FIGURE 4.2), c�est un graphe non connexe contrairement à celui

cité plus haut.

Pour u 2 C(Gi) d(u) = 2kr + 2r � k � 2 � 1 + 2 = 2kr + 2r � k � 1; d(vj(Gi)) =

2kr + 2r � k � 2 + 1 + k = 2kr + 2r � 1:

Pour u 2 Sj(Gi); j = 1; 2; d(u) = 2kr + 2r � 2 + 1 = 2kr + 2r � 1 et d(u) = 1 pour

tout autre sommet.

Donc le nombre de sommets de degré 2kr+2r�1 est r(2k+2), tous les autres sommets

sont de degré au plus 2kr + 2r � k � 1 < 2kr + 2r � 2

On en déduit que m(G) = 2kr + 2r:

Considérons maintenant une coloration partielle de V 0 tel que tous les sommets de

V 0 sont de couleurs di¤érentes et V 0 admet m(G) � r + 1 sommets de degré m(G) � r.
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Comme dans chaque Gi tout u 2 C(Gi) a un degré d(u) = 2kr+2r�k�1 � m(G)�r�1

donc u =2 V 0: Donc V 0 � M(G) (où M(G) est l�ensemble des sommets denses) et comme

jV 0j > m(G) � r il doit forcement exister un gadget Gi tel que tout sommet dense de Gi

soit dans V 0:

Donc on sait qu�il existe m(G) � r + 1 �(2k + 2) sommets de V 0 dont les couleurs

peuvent être utilisées pour colorer les sommets de C(Gi) et si nous utilisons toutes ces

couleurs il en découle que le nombre de sommets incolorés de C(Gi) est

2kr + 2r � k � 2� (m(G)� r + 1� (2k + 2)) = k + r � 1:

Cependant a�n de rendre les sommets v1(G0) et v2(G0) b-dominants on a besoin de couvrir

les 2k couleurs qui apparaissent dans S1(Gi) [ S2(Gi) avec les k + r � 1 < 2k sommets

incolorés restants dans C(Gi), ce qui est non faisable. Donc b(G) � m(G)� r:

Le graphe ainsi construit est un bloc graphe où les cliques de taille maximum sont

C(Gi); 1 � i � r. .

Récemment F. Ma¤ray et A. Silva [22] ont e¤ectué un travail similaire à celui e¤ec-

tué par Irving et Manlove dans le cas des graphes outerplanaires de maille au moins 8,

généralisant ainsi le résultat de Irving et Manlove sur les arbres; ainsi ils ont donné un

algorithme polynomial pour la détermination du nombre b-chromatique pour ces graphes

en utilisant la technique de graphe pivoté, non pivoté et de bon ensemble. Nous citons ci

dessous les résultats, en commençant par dé�nir les notions utilisées.

Dé�nition 4.16. Un graphe est dit outer-planaire s�il admet une représentation dans le

plan tel que deux arêtes quelconques ne se croisent pas (ce qui défnit un graphe planaire)

de plus tous les sommets se trouvent sur la même face (région du plan limitée par des

arêtes et tels que deux points arbitraires dans cette région peuvent être reliés par un trait

qui ne rencontre ni sommets ni arêtes).

Théorème 4.17. Soit G un graphe, on a les équivalences suivantes:

a) G est outer-planaire.
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b) G n�a pas de sous graphe qui est une subdivision de K4 ou de K2;3:

c) G est planaire, et tout bloc de G est soit un sommet soit un K2 ou alors un cycle.

Dé�nition 4.18. Soit W un sous ensemble de l�ensemble des sommets denses noté M(G)

et u un sommet de V nW . Soit v un sommet de W: On dit que le sommet u atteint le

sommet v à l�interieur de W si u est soit adjacent à v soit il existe un sommet w 2 W

qui soit voisin commun à u et à v telque d(w) = m(G) � 1: Si le sommet u atteint tout

sommet de W , on dit que W encercle le sommet u:

Dé�nition 4.19. W de taille m(G) est dit bon ensemble si :

a) W n�encercle aucn sommet, et

b) Tout sommet x 2 V nW de degré d(x) � m(G) est adjacent à un sommet w 2 W tel

que d(w) = m(G)� 1:

Théorème 4.20. [22] G est un graphe outer-planaire de maille au moins 8, alors on a

m(G)� 1 � b(G) � m(G) et de plus b(G) peut être calculé en un temps polynomial.

Théorème 4.21. [22] G est un graphe outer-planaire de maille au moins 8, si G n�a

aucun bon ensemble, alors on a b(G) = m(G)� 1.

Théorème 4.22. [22] G est un graphe outer-planaire de maille au moins 8, si G admet

un bon ensemble, alors on a b(G) = m(G).

Remarque 4.23. Un arbre est aussi un graphe outer-planaire de maille supérieure à 8,

d�où le résultat de Irving et Manlove sur le nombre b-chromatique des arbres.

4.3 Notion de b-continuité

Dé�nition 4.24. Un graphe est dit b-continu si pour tout entier k positif, �(G) � k �

b(G); le graphe G admet une b-coloration avec k couleurs.
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4.3.1 Quelques graphes non b-continus

Certains graphes admettent une b-coloration avec p couleurs et une b-coloration avec q

couleurs telle que p < q; mais n�admettent pas de b-coloration avec r couleurs telle que

p < r < q; où p; q; r sont des entiers positifs.

On cite à titre d�exemples,

i) le graphe biparti complet d�ordre n, auquel on enlève un couplage parfait; graphe qui

admet une b-coloration avec 2 et n couleurs et aucune b-coloration avec k couleurs

où 2 < k < n:

ii) le cube est un graphe qui est b-colorable avec 2 couleurs , et b-colorable avec 4 couleurs

mais qui n�admet aucune b-coloration avec 3 couleurs, voir FIGURE 4.3.

Figure 4.3.

La notion de b-continuité a été étudiée par plusieurs auteurs. Plus recemment dans [10]

Ramin Javadi et Behnaz Omoomi ont abordé cette notion lors de leur étude des graphes

de Kneser dé�nis dans le Chapitre 2.

Pour n � 17; Ramin Javadi et Behnaz Omomi [10] montrent que: K(n; 2) est b-continu;

et très recemment dans [23] S. Shaebani montre que pour tout k entier naturelK(2k+1; k)

est b-continu.
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Par ailleurs [24] T. Faik a démontré la b-continuité de quelques graphes simples, nous

citons ci-dessous certains de ses résultats:

1. 8n � m � 2, le graphe K1;m�K1;n est b-continu.

2. 8n � 3 ;m � 2, le graphe K1;n �Pm, est b-continu.

3. 8n;m � 2, le graphe Pn�Pm est b-continu.

4. 8n;m � 3, le graphe Cn�Cm est b-continu.

5. Il en a déduit ensuite que pour ni � 6; 1 � i � k; le nombre b-chromatique des

graphes Pn1�Pn2�:::�Pnket Cn1�Cn2�:::�Cnkest 2k + 1 et que ces graphes sont

b-continus, résultats démontrés par récurrence sur n:

6. On note par Hn l�hypercube d�ordre n. Sachant que le nombre b-chromatique de

H1 et de H2 est 2, et celui de Hn est n+ 1;8n � 3 (voir [25])

T. Faik [24] montre que l�hypercubeHn, est b-continu pour n 6= 3: Aussi il montre dans

[24] que les graphes 3-réguliers sont b-continus sauf le cube H3 et le cycle à 10 sommets

auquel on ajoute une arête entre toute paire de sommets à distance 5 (noté C10), en e¤et

C10 est b-colorable avec 2 et 4 couleurs et non b-colorable avec 3 couleurs et l�hypercube

de dimension 3; est comme indiqué dans 4.3.1.

.

Problème 4.25. Etude de la b-continuité du produit cartésien de K1;n�Cm, Pn�Cm et

les graphes de Kneser dans le cas général:

T. Faik [24] a ensuite démontré la b-continuité des graphes triangulés (graphes tels que

tout cycle de longueur supérieur à quatre posséde une corde) en construisant un algorithme

qui réduit toute b-coloration avec k > �(G) couleurs en une b-coloration avec k�1 couleurs,

d�où l�on déduit la b-continuité des arbres, des graphes d�intervalles (graphes représentants

l�intersection des intervalles de IR) et en�n celle des blocs graphes.
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En utilisant la même technique nous montrons la b-continuité des cactus (connexe),

pour cela on dé�nit les notions suivantes:

Dé�nition 4.26. Soit C une b-coloration avec b(G) couleurs d�un cactus (connexe) G =

(V;E); et v 2 V un sommet b-dominant de G. Le sommet v est dit extrême si le sous

graphe Gv induit par les sommets de V nfvg contient exactement un sous graphe connexe

(cactus) Gbv; qui contient tous les autres sommets b-dominants du graphe cactus G pour la

coloration C.

Lemme 4.27. Dans une b-coloration avec b(G) couleurs de G = (V;E) graphe cactus; il

existe au moins deux sommets extrêmes, caractérisés par le max(d(vi; vj)); où vi; vj sont

des sommets b-dominants.

Preuve. Notons BC = fv1; :::::; vmg l�ensemble des sommets b-dominants de G, dit

aussi système b-dominant, pour la coloration C: Supposons au contraire que pour tous

vi; vj sommets b-dominants pour la coloration C; telle que d(vi; vj) est maximum, vi est

sommet b-dominant non extrême, par dé�nition les sommets V n fvig induisent au moins

deux sous graphes connexes cactus qu�on note G1vi et G2vi tels que chacun contient des

sommets b-dominants de C; supposons que vj 2 G1vi ; pour aller du sommet vj à n�importe

quel sommet b-dominant de G2vi, on doit passer par le sommet vi ce qui contredit le fait

que d(vi; vj) est maximum.

4.3.2 b-continuité des graphes cactus

Théorème 4.28. Le graphe cactus est b-continu.

Preuve. Nous adoptons les mêmes notations que celles de la dé�nition précédente.

Soit v un sommet extrême dans une coloration C, b-dominante d�un cactus G utilisant k

(k > 3, sinon le graphe est b-continu) couleurs et Gbv le sous graphe connexe contenant

tous les autres sommets b-dominants. Le sommet v est adjacent à au plus deux sommets

de chaque composante connexe de G, entre autre pour la composante Gbv: Supposons que
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le sommet v est coloré 1, et u le sommet adjacent à v dans Gbv est coloré 2 si le voisinage de

v dans Gbv est un sommet (si le voisinage de v dans G
b
v est un cycle alors on considère les

sommets u;w voisins de v sur ce cycle et colorés 2; 3 respectivement ). Le graphe Gv étant

un ensemble de cycles et d�arêtes comme un cycle est au plus b-colorable avec 3 couleurs,

on recolore tout le sous graphe cactus Gv nGbv avec les couleurs 2; 3; 4 de manière que tout

sommet adjacent au sommet v soit de couleur 2 ou 3:

Deux cas peuvent avoir lieu:

Cas 1 : Le sommet v coloré 1 est unique pour sa couleur dans le systeme BC , dans ce

cas la couleur aura perdu son unique sommet b-dominant et donc tout autre sommet de

G coloré 1 n�a pas toutes les couleurs dans son voisinage, il est donc possible de recolorer

tout sommet de couleur 1 (y compris le sommet v) en utilisant une couleur qui n�existe

pas dans son voisinage.

Cas 2 : Le sommet v n�est pas unique de couleur 1, dans ce cas nous considérons un

nouveau sommet extrême mais dans la nouvelle coloration b-dominante utilisant k couleurs

où on a perdu le sommet b-dominant v. Il est simple de véri�er que ce procédé nous permet

de supprimer un et un seul sommet b-dominant à chaque itération. Après un nombre �ni

d�itérations une couleur perd tous ses sommets b-dominants et on peut appliquer le cas 1.

Donc il est simple de constater qu�on peut à chaque fois réduire une b-coloration avec

k couleurs en une b�coloration avec (k � 1) couleurs, 4 � k � b(G).
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CHAPITRE 5

b-coloration dans les Graphes de Harary et les

Graphes Spider complets

5.1 b-coloration dans les graphes de Harary

Ce travail a été présenté dans une communication au huitième colloque en combinatoire

(8th FCC), Orsay-Paris, France en date de Juin-Juillet 2010 et soumis à la revue Discrete

Mathematics [27, 28, 26].

5.1.1 Dé�nitions et résultats sur le nombre chromatique de graphes de Harary

Etant donné un entier 2 � k < n , on place n sommets autour d�un cycle également

espacés. Si k est pair on forme le graphe Hk;n en mettant une arête entre tout sommet et

ses k
2
sommets les plus proches et cela dans les deux directions du cycle par rapport au

sommet considéré. Si k est impair et n est pair on construit Hk;n en mettant une arête

entre tout sommet et ses k�1
2
sommets les plus proches et cela dans les deux directions

du cycle par rapport au sommet considéré et entre le même sommet et celui qui lui est

diamétralement opposé. Dans ces deux cas Hk;n est régulier. Lorsque k et n sont impairs,

Hk;n est non regulier, et on construit Hk;n a partir de Hk�1;n en ajoutant les arêtes entre

le sommet vi et vi+n�1
2
et cela pour tout 0 � i � n�1

2
.

Il est clair queH2;n = Cn cycle d�ordre n et queHm;m+1 = Km+1 graphe complet d�ordre

m + 1 et donc on a : �(H2;n) = 2 si n est pair �(H2;n ) = 3 si n est impair; �(Hm;m+1) =

m+ 1; b(H2;n) = 2 si n = 4 et 3 sinon, en�n b(Hm;m+1) = m+ 1:
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Des résultats concernant le même graphe avec le nombre chromatique ont été fournis

par Adel P.Kazemi [29] à savoir:

� H = H2m;n ou alors H = H2m+1;n si m � 2, alors on a:

�(H) �

8<: m+ 1 m+ 1 divise n

m+ 2 sinon

� �(H2m;n) � �(Cn+1); n � 1

� �(H3;2n+1) � 3

� 8n = (m+ 1)k + r où k � r, �(H2m;n) =

8<: m+ 1 si r = 0

m+ 2 sinon

� Si n = m(m+ 1)� i pour 2 � i � m et m �
l�
1 +

p
4i+5
2

�m
; alors on a �(H2m;n) =

m+ 2:

� Pour tout n � m+ 1 on a :

�(H2m+1;2n) =

8<: m+ 1 si 2n = (m+ 1)t si t est impair

m+ 2 si 2n = (m+ 2)t si t est impair et m+ 1 ne divise pas t

� Pour tout n � 2 , �(H3;2n+1) = 3:

� Si m+ 1 ne divise pas n alors on a:

�(H2m+1;2n+1) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

m+ 2
si m pair et n congru àm

2
(modulo m+2) et

n non congru à m
2
(modulo m+ 1)

m+ 2 si m est impair n congru à m+1
2
(modulo m+ 2)

m+ 1 si m pair et n congru à m
2
(modulo m+ 1)

Il �nit ensuite par la question suivante:

Si m � 3 peut-on avoir �(H2m;3m+2) 6= m+ 2 ?

Question à laquelle a répondu Abdollahzadeh et all.[30] en démontrant que:
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�(H2m;3m+2) = m+ k + 1 o�u k =
lm
2

m
:

Il montre en particulier que �(H2m;3m+2) = 6 pour m = 3:

5.1.2 Nos résultats sur le nombre b-chromatique de graphes de Harary

Ici on s�intéresse au cas où k est pair.

Théorème 5.1. H2m;n est un graphe de Harary, alors on a:

b(H2m;n) =

8>>>>><>>>>>:
2m+ 1 si n = 2m+ 1 ou n � 4m+ 1

2m�
�
4m� n

3

�
si
�
5m+ 3

2

�
� n � 4m

� n�m� 1 si 2m+ 2 � n <

�
5m+ 3

2

�
Preuve. Nous distiguons quatres cas suivant l�ordre du graphe H2m;n.

Cas 1. Si n = 2m+ 1 alors H2m;n est une clique d�ordre 2m + 1 et donc on peut

voir que: b(H2m;n) = �(H2m;n) = 2m+ 1.

Cas 2. Si n � 4m + 1 , comme �(H2m;n) = 2m; alors b(H2m;n) � �(H2m;n) + 1 =

2m + 1: Pour montrer l�égalité on construit une b-coloration utilisant 2m + 1 couleurs

0; 1; 2; :::; 2m de la manière suivante. Soit v0; v1; :::; vn�1 les sommets du graphe H2m;n

placés dans cet ordre autour d�un cycle. On attribue la couleur 0 au sommet v0. Comme

n � 4m+1; on commence par colorer les 4m sommets les plus proches de v0; 2m sommets

dans chacune des directions autour du cycle et suivant l�ordre donné aux sommets. On

donne la couleur i au sommet vi; i = 1; :::; 2m et la couleur i � (n � 2m � 1) au sommet

vi; i = n � 2m; :::; n � 1: Les sommets vi et vj sont adjacents si i � m � j � i + m

(modulo n). Un sommet vi et un sommet vj ont la même couleur si i = j � (n� 2m� 1)

pour i 2 f1; :::; 2mg et j 2 fn�2m; :::; n�1g;et donc on a: i�2m�1 � j = i+n�2m�1 �

i + 4m + 1 � 2m � 1 = i + 2m. D�où deux sommets de la même couleur ne sont pas

adjacents, ce qui implique que la coloration partielle est propre.On peut facilement voir

que les sommets vi; i = 1; ::;m et les sommets vi; i = n � m; :::; n � 1 plus le sommet



80

v0 sont b-dominants pour cette coloration partielle. En�n nous étendons cette coloration

partielle à une coloration propre du graphe H2m;n comme suit: On colore arbitrairement

les sommets restants dans tout le graphe en attribuant à chaque sommet une couleur

de l�ensemble f0; 1; :::; 2mg di¤érente de celle déjà donnée dans son voisinage il s�agit en

fait d�une extention par un algorithme glouton de coloration standart. On obtient une

b-coloration utilisant 2m+ 1 couleurs dans laquelle les sommets v0; v1; :::; vm; vn�m; :::vn�1

sont des sommets b-dominants .

Cas 3.
�
5m+ 3

2

�
� n � 4m. Onmontre d�abord que: b(H2m;n) � 2m�

�
4m� n

3

�
:

Supposons le contraire, c�est à dire que: H2m;n admet une b-coloratoin utilisant k couleurs,

k � 2m�
�
4m� n

3

�
+ 1:

Fait 1. Il existe au moins une classe de couleurs contenant un seul sommet.

Preuve du Fait 1: Suposons au contraire que toute classe de couleurs contient au moins

deux sommets, alors n � 2k � 4m � 2
�
4m� n

3

�
+ 2 et comme

�
4m� n

3

�
� 4m� n

3
;

n � 4m+ 6; contradiction, ce qui demontre le lemme.�

Soient 0; :::; k�1 les couleurs utilisées dans une coloration b-dominante du grapheH2m;n:

Sans perdre de généralité soit v0 l�unique sommet de couleur 0: Donc v0 est un sommet

b-dominant de couleur 0; il existe encore au moins k � 1 autres sommets b-dominants de

couleurs distinctes.

Soient X = fx1; x2; :::; xmg et Y = fy1; y2; :::; ymg les voisins de v0 dans chacune des

directions par rapport au sommet v0 respectivement à droite et à gauche de v0 tout autour

du cycle. Soit xi (resp. yj) le dernier sommet b-dominant dans X (resp. Y ). On posera

A = fxk 2 X : k � ig et B = fyk 2 X : k � jg: Soit Z = V r (fv0g [X [ Y ) l�ensemble

des sommets non voisins de v0: Considérons Vij (resp. Vij) l�ensemble des sommets entre

xi et yj à droite et à gauche du sommet xi et autour du cycle, tel que v0 2 Vij et v0 =2 Vij:

Dans le cas où : 3m+ 1 � n � 4m; alors jZj � n� (2m+ 1) � m; donc

��Vij [ fxi; yjg�� � jZj+ 2 � m+ 2
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de plus on a:

jAj+ jBj+ 1 � k � 2m�
�
4m� n

3

�
+ 1 � 2m� 4m� n

3
+ 1

� 2m+ n

3
+ 1 � 2m+ 3m+ 4

3
=
5m+ 4

3
= m+

2m+ 4

3

� m+ 2;

il en découle que jVij [ fxi; yjgj � m+ 2, et donc xi n�est pas adjacent à yj.

Le dernier sommet b-dominant xi dans A a besoin d�au moins k�m couleurs qui sont

attribuées aux derniers sommets b-dominants dans B, on aura besoin donc d�au moins

k � m sommets distincts portant ces mêmes couleurs et qui appartiennent à l�ensemble

V (H2m;n) � (fv0g [ A [ B), ces sommets doivent être adjacents au sommet xi. Soit A0

l�ensemble des sommets demandés par xi. De la même manière soit yj le dernier sommet

b-dominant dans B et qui a besoin d�au moins k � m couleurs attribuées aux derniers

sommets b-dominants de A, on aura besoin donc d�au moins k � m sommets distincts

portant ces mêmes couleurs et qui appartiennent à l�ensemble V (H2m;n)�fv0g[A[B et

tous adjacents au sommet yj. Soit B0 l�ensemble des sommets demandés par yj. Comme

les couleurs demandées par xi sont dans le voisinage de yj et que les couleurs demandées

par yj sont dans le voisinage du sommet xi; ces couleurs sont donc di¤érentes, et donc A0

et B0 sont disjoints. On a alors:

n � jAj+ jBj+ jA0j+ jB0j � k + 2(k �m) = 3k � 2m

� 3(2m�
�
4m� n

3

�
+ 1)� 2m = 4m� 3

�
4m� n

3

�
+ 3

� 4m� 4m+ n+ 3 = n+ 3

contradiction.

Dans le cas où:
�
5m+ 3

2

�
� n � 3m:

Fait 2. X (resp. Y ) contient au moins
m+ 2

2
sommets b-dominants.

Preuve du Fait 2: Pour le voir supposer que X ou Y contient au plus
m

2
sommets b-

dominant: Donc 2m�
�
4m� n

3

�
+1 � k � 3m

2
+1: ce qui donne n � 5m

2
; contradiction.�
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Fait 3. Tous les sommets de A [B sont b-dominants.

Preuve du Fait 3: D�abord on montre que x1 est un sommet b-dominant, supposer

au contraire que x1 coloré c1 n�est pas un sommet b-dominant, cela veut dire que dans le

voisinage de x1 une certaine couleur c01 manque, ce qui imlique que Y r fymg ne contient

pas les couleurs c01 et c1: Comme v0 est le seul sommet b-dominant de couleur 0, le sommet

ym prend forcement la couleur c01: Donc X [ Y ne contient pas de sommets b-dominants

de couleur c1, contradiction. On procède de la même manière pour montrer que y1 est un

sommet b-dominant. Supposons maintenant que A contient un sommet non b-dominant

xl couleur cl: Soient xp et xq; p < l < q les plus proches sommets b-dominants dans

les deux directions autour du cycle; à droite et à gauche de xl respectivement. On note

par F l�ensemble des sommets non b-dominants qui se trouvent entre xpet xq; F est

evidemment non vide, il contient au moins le sommet xl. D�après le lemme 2, il est

clair que jF j � m� 2
2

: Comme le sommet xl est non b-dominant, alors dans le voisinage

du sommet xl il manque une certaine couleur disons c0l, ce qui veut dire que l�ensemble

V contient un seul sommet de couleur c0l, puisque la couleur c
0
l ne se trouve pas dans

N [xl], elle se trouvera donc dans M = V n N [xl]. Mais puisque: jM j = jV nN [xl]j =

jV j � jN [xl]j = n � 2m � 1 � 3m � 2m � 1 = m � 1; alors le sous graphe G[M ] induit

par M est une clique. Il existe donc un seul sommet yh de couleur c0l dans G[M ] et donc

yh est un sommet b-dominant, et donc yh 2 B. Les deux sommets xp and xq ont besoin

de la couleur c0l dans leur voisinage, ils sont donc adjacents au sommet yh. On a alors:

n = jVphj+
��Vqh��+ 2 + jF j � 2m+ 1 + jF j � 2m+ 1 + m� 2

2
=
5m

2
; contradiction.�

Soit B0 l�ensemble des sommets b-dominants dans B telle qu�aucune couleur dans B0

n�est répétée dans A: Soit yt le dernier sommet dans Y , dont la couleur ne se repète pas

dans A: yt existe, sinon k = 1 + jAj � m + 1; contradiction. D�ou yt est un sommet

b-dominant et donc yt 2 B0:

jAj+ jB0j+ jfv0gj � k � 2m�
�
4m� n

3

�
+ 1 � 2m+ n

3
+ 1 � 3m

2
+ 2:
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Fait 4. xi est non adjacent à yt:

Preuve du Fait 4: Supposons que xi est adjacent à yt, deux cas s�imposent: si Vit [

fxi; ytg induit une clique, donc jVit [ fxi; ytgj � m+1 (m+1 est la cardinalité maximum

d�une clique dansH2m;n ). comme jVit [ fxi; ytgj � jAj+jB0j+jfv0gj � k et que k � 3m

2
+2;

alors jVit [ fxi; ytgj �
3m

2
+ 2; contradiction. Donc Vit [ fxi; ytg n�induit pas une clique,

c�est donc Vit [ fxi; ytg qui induit une clique, dans ce cas comme tout sommet de A est

b-dominant, yt est adjacent à tous les sommets de A (sinon certains sommets de A ne

peuvent avoir la couleur de yt dans leurs voisinages): On en déduit que H2m;n est une

clique contradiction avec l�hypothèse �

Le dernier sommet b-dominant xi dans A a besoin d�au moins k�m couleurs qui sont

attribuées à certains sommets b-dominants à la �n de B0, on aura donc besoin d�au moins

k � m sommets distincts auquels on attribue ces couleurs et appartenant à l�ensemble

V (H2m;n) � (fv0g [ A [ B0) et sont adjacents à xi. Soit A0 l�ensemble de ces sommets

demandés par xi. De manière similaire le dernier sommet b-dominant yt dans B0 aura

besoin d�au moins k�m couleurs qui sont attribuées à certains sommets b-dominants qui

se trouvent à la �n de A, donc on a besoin d�au moins k�m sommets distincts auquels on

attribue ces mêmes couleurs et qui appartiennent à l�ensemble V (H2m;n)� fv0g [ A [ B0

et sont adjacents à yt. Soit B0
1l�ensemble de ces sommets demandés par yt. Comme

les couleurs demandées par xi sont les mêmes trouvées dans le voisinage de yt et les

couleurs demandées par yt sont les mêmes trouvées dans le voisinage de xi; ces couleurs

sont di¤erentes, donc A0 et B0
1 sont disjoints, et donc:

n � jAj+ jB0j+ jA0j+ jB0
1j+ 1 � k + 2(k �m) = 3k � 2m

� 3(2m�
�
4m� n

3

�
+ 1)� 2m = 4m� 3

�
4m� n

3

�
+ 3

� 4m� 4m+ n+ 3 = n+ 3;

D�où la contradiction. Donc dans tous les cas où
�
5m+ 3

2

�
� n � 4m, on a bien

b(H2m;n) � 2m �
�
4m� n

3

�
: A présent on donne une b-coloration de H2m;n en utilisant



84

2m�
�
4m� n

3

�
couleurs lorsque

�
5m+ 3

2

�
� n � 4m: Soient v1; v2; :::; vn les sommets de

H2m;n dans cet ordre autour du cycle. Posons k = 2m �
�
4m� n

3

�
; alors n � 2k, sinon

n > 2k d�ou il en découle que n > 4m, contradiction: Comme n � 2k;on peut donner une

b�coloration au graphe H2m;n de la manière suivante, colorer i tout sommet vi; i = 1; :::; k

et colorer i � (n � k) tout sommet vi; i = k + 1; :::; n, suivant l�ordre des sommets sur

le cycle: Les sommets vi et vj sont adjacents si i � m � j � i + m l�addition est prise

modulo n+1. Un sommet vi et un sommet vj ont la même couleur si i = j� (n� k) pour

i 2 f1; :::; kg et j 2 fk + 1; :::; ng: Comme

jj � ij = n� k = n� 2m+
�
4m� n

3

�
> n� 2m+ 4m� n

3
� 1

=
3n� 6m+ 4m� n� 3

3
=
2n� 2m� 3

3

�
2
5m+ 3

2
� 2m� 3
3

= m;

deux sommets ayant la même couleur ne sont pa adjacents et donc la coloration est propre.

De plus on peut facilement voir que les sommets vi; i = 1; ::;m + 1 et les sommets vi; i =

n � k +m + 2; :::; n; où k � m + 2; sont des sommets b-dominants pour cette coloration

propre.

Cas 4. 2m+ 2 � n <

�
5m+ 3

2

�
.

Pour montrer que b(H2m;n) � n�m�1, on construit une b-coloration utilisant n�m�1

couleurs comme suit. Soit v1; v2; :::; vn les sommets de H2m;n dans cet ordre et autour du

cycle. Posons k = n � m � 1; alors n � 2k, dans le cas contraire on a n > 2k ce qui

implique que n < 2m+2; contradiction: Comme n � 2k; on peut colorer tous les sommets

de H2m;n en utilisant la b-coloration suivante, donner la couleur i à vi; i = 1; :::; k et la

couleur i� (n� k) au sommets vi; i = k + 1; :::; n; selon l�ordre des sommets sur le cycle.

Les sommets vi et les sommets vj sont adjacents si i �m � j � i +m où l�addition est

prise modulo n+1. Les sommets vi et les sommets vj ont la même couleur si i = j�(n�k)

pour i 2 f1; :::; kg et j 2 fk + 1; :::; ng: et comme

jj � ij = n� k = n� n+m+ 1 = m+ 1;
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deux sommets ayant la même couleur ne sont pas adjacents, ce qui implique que la col-

oration est propre. Aussi, on peut voir que les sommets vi; i = 1; ::;m+ 1 et les sommets

vi; i = n� k +m+ 2; :::; n; où k � m+ 2; sont b-dominants pour cette coloration propre,

ce qui complète la preuve du théorème 1.

Proposition 5.2. Soit H2m;2m+3 le graphe de Harary, alors on a:

n�m� 1 � b(H2m;2m+3) �
�
6m+ 9

5

�
:

De plus ces bornes sont atteintes.

Preuve. Soit c une b-coloration arbitraire du graphe de H2m;2m+3: La première inégalité

découle du Théorème 5.1. Soient v0; v1; :::; v2m+2 les sommets de H2m;2m+3 dans cet ordre

autour du cycle, montrons la seconde inegalité.

Comme jZj = jV r (fv0g [X [ Y )j = 2; chaque couleur est répetée au plus deux fois.

Soit k1 (resp. k2) le nombre de classes de couleurs contenant un seul sommet (resp. deux

sommets). Par une 1-classe (resp. 2-classe) on note la classe de couleur qui contient un

seul sommet (resp.deux sommets). Donc n = k1+2k2 et b = k1+k2 = n�k2 = 2m+3�k2:

Si k1 = 1; alors n � 1 = 2m + 2 = 2k2 ce qui implique que k2 = m + 1: D�où

b = n�m� 1 = m+ 2:

Soit k1 � 3; ( k1 est un entier impaire puisque le graphe H2m;2m+3 est d�ordre impaire

2m + 3 = k1 + 2k2). On montre que les deux voisins les plus proches, autour du cycle,

d�un sommet b�dominant appartenant à une 1-classe sont des sommets b-dominants qui

appartiennent tous deux à une 2-classe. Soit v0 le sommet qui appartient à une 1-classe, v1

et vn�1 ses plus proches voisins autour du cycle et vm+1; vm+2 ses deux non voisins tels que

c(vm+1) = a et c(vm+2) = b: Alors on a forcément c(v1) = b et c(vn�1) = a où v1 et vn�1 sont

des sommets b-dominants, puisque les sommets vm+1 et vm+2 ne peuvent pas être adjacents

au sommet v0 et donc ne peuvent pas avoir la couleur 0 dans leur voisinage. Par conséquent

deux sommets b-dominants appartenant tous deux à une 1-class ne sont pas consécutifs

autour du cycle. On montre aussi que entre deux sommets b-dominants qui appartiennent

chacun à une 1-class, il existe au moins deux sommets b-dominants appartenant chacun
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à une 2-classe. Supposons le contraire, c�est à dire qu�entre deux sommets b-dominants

appartenant à une 1-classe il existe un seul sommet b-dominant appartenant à une 2-

classe. Sans perdre de généralité, soit v0 et v2 les sommets b-dominants qui appartiennent

à une 1-classe, donc v1 est un sommet de la 2-classe. Il est simple de véri�er que cette

b-coloration est impossible: Par conséquent k2 � 2k1 et comme n = k1 + 2k2, k2 �
2n

5
: Il

en découle que:

b = 2m+ 3� k2 �
�
3n

5

�
=

�
6m+ 9

5

�
:

Soit c une b-coloration utilisant b(H2m;2m+3) couleurs (une application de V vers l�ensemble

des entiers positifs (couleurs)).

Dans la suite on donne des exemples, qui donnent pour toute valeur de m une b-

coloration où les sommets b-dominants sont indiqués par * et qui montrent que les bornes

trouvées dans la proposition sont atteintes.

1. m = 1; n = 5; b(H2;5) = n�m� 1 =
�
6m+ 9

5

�
= 3

sommets v�0 v�1 v�2 v3 v4

b-coloration 0 1 2 0 2

2. m = 6; n = 15; b(H12;15) = n�m =

�
6m+ 9

5

�
= 9

sommets v�0 v�1 v2 v3 v�4 v�5 v�6 v7 v8 v�9 v�10 v�11

b-coloration 0 1 5 7 2 3 4 8 1 5 6 7

v12 v13 v�14

2 4 8

3. m = 11; n = 25; b(H22;25) = n�m+ 1 =

�
6m+ 9

5

�
= 15

sommets v�0 v�1 v2 v3 v�4 v�5 v�6 v7 v8 v�9 v�10 v�11

b-coloration 0 1 8 10 2 3 4 11 13 5 6 7

v12 v13 v�14 v�15 v�16 v17 v18 v�19 v�20 v�21 v22 v23 v�24

14 1 8 9 10 2 4 11 12 13 5 7 14
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4. m = 16; n = 35; b(H32;35) = n�m+ 2 =

�
6m+ 9

5

�
= 21

sommets v�0 v�1 v2 v3 v�4 v�5 v�6 v7 v8 v�9 v�10 v�11

b-coloration 0 1 11 13 2 3 4 14 16 5 6 7

v12 v13 v�14 v�15 v�16 v17 v18 v�19 v�20 v�21 v22 v23 v�24

17 19 8 9 10 20 1 11 12 13 2 4 14

v�25 v�26 v27 v28 v�29 v�30 v�31 v32 v33 v�34

15 16 5 7 17 18 19 8 10 20

5. m = 21; n = 45; b(H42;45) = n�m+ 3 =

�
6m+ 9

5

�
= 27

sommets v�0 v�1 v2 v3 v�4 v�5 v�6 v7 v8 v�9 v�10 v�11

b-coloration 0 1 14 16 2 3 4 17 19 5 6 7

v12 v13 v�14 v�15 v�16 v17 v18 v�19 v�20 v�21 v22 v23 v�24

20 22 8 9 10 23 25 11 12 13 26 1 14

v�25 v�26 v27 v28 v�29 v�30 v�31 v32 v33 v�34 v�35 v�36 v37

15 16 2 4 17 18 19 5 7 20 21 22 8

v38 v�39 v�40 v�41 v42 v43 v�44

10 23 24 25 11 13 26

On note aussi que:m = 26; n = 55; b(H52;55) = n�m+ 4 =

�
6m+ 9

5

�
= 33:

Il est simple de voir que cette b-coloration peut être généralisée vu les exemples, on

peut facilement remarquer que m = 5k + 1; k 2 IN�; alors

n = 2m+ 3 = 10k + 5 et b(G) =
6m+ 9

5
= (n�m� 1) + m� 1

5
= 6k + 3:

Les exemples donnés ci dessus cités suite à la dernière proposition fournissent un contre

exemple à la conjecture posée par E¤antin and Kheddouci dans [31]:

Nous nous demandons par la suite si le problème suivant se résoud de la même manière:
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Problème 5.3. Soit H2m+1;n où n est pair un graphe de Harary, alors on a : Si n � 6m+2

ou n = 2m+ 2, alors b (H2m+1;n) = 2m+ 2:

5.2 b-coloration sommet, arête et sommet-arête dans les graphes

Spider complets

Suite aux résultats établis par Sadegh Rahimi Sharebaf [32], où il détermine le nombre

sommet chromatique (le nombre chromatique classique), le nombre arête chromatique

(l�indice chromatique classique), et en�n le nombre chromatique total dans les graphe de

Spider complets, nous avons déterminé de notre part le nombre sommet b-chromatique,

le nombre arête b-chromatique et en�n le nombre b-chromatique total pour les graphes

Spider complets.

Dé�nition 5.4. Soit G = (V (G); E(G)): On appelle graphe total du graphe G, noté T (G),

le graphe dont l�ensemble des sommets est l�ensemble V (G)[E (G) et deux sommets dans

T (G) sont adjacents s�ils sont voisins dans G; par voisinage on insinue ce sommet est

adjacent à un autre sommet ou ce sommet est incident à une arête ou l�arête est adjacente

à une autre arête ou incidente à un sommet.

Exemple 5.5. Graphe complet K3 et son graphe total correspondant T (K3) (voir FIGURE

5.1) .
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Figure 5.1. Graphe H et son graphe total T (H)

Remarque 5.6.

- Si v est un sommet de G; alors le degré de v dans T (G) est dT (v) = 2d (v) :

- Si x = uv est une arête de G, alors on a dT (x) = d (u) + d (v)

- Si G est un graphe à p sommets et q arêtes, tels que le sommet noté vi est de degré di;

i = 1; :::; p; alors T (G) est le graphe à pT = p + q sommets et à qT = 2q + 1
2

P
d2i

arêtes.

Nous donnons quelques dé�nitions complémentaires sur la coloration suite au Chapitre

1.

Dé�nition 5.7. Une coloration totale du graphe G est une application c : E (G)[ V (G)

7�! K, où K est un ensemble non vide qui dé�nit un ensemble de couleurs. c est une

coloration totale de G si non seulement deux sommets voisins et deux arêtes voisines

ont des couleurs di¤érentes mais aussi la couleur d�une arête quelconque est di¤érente

de celle de ses extrémités. G est dit k-total colorable s�il admet une coloration propre

totale c où l�application; c : E (G) [ V (G) 7�! K est telle que jKj = k. Le nombre

total chromatique noté �T (G) est le plus petit k tel que G soit k-total colorable. Une
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coloration total correspond à une coloration propre dans le graphe total. Un sous ensemble

de sommets et d�arêtes colorés avec la même couleur correspond à un stable dans le graphe

total T (G) et à l�union d�un stable et un couplage dans le graphe initial G.

Dé�nition 5.8. Une coloration dominante des sommets (resp. arêtes) de G ou b-colora-

tion (resp. b0-coloration) de G est une coloration propre c des sommets (resp. arêtes) telle

que V (G) (resp. E (G)) peut être partitionné en stables (resp. couplage) dites classes de

couleurs et que toute classe de couleur i contient au moins un sommet (resp. une arête)

admettant un sommet voisin (resp. une arête voisine) dans toute autre classe, un tel

sommet (resp. arête) est dit(e) sommet b-dominant (resp. arête b-dominante). G est dit

k-b-sommet (resp. k-b-arête) colorable s�il admet une coloration dominante des sommets

(resp. arêtes) telle que l�application : c : V (G) 7�! K, est telle que j j = k (resp.

c : E (G) ! K;est telle que jKj = k):. Le nombre b-sommet chromatique est le nombre

b-chromatique noté b (G) : Le nombre b-arête chromatique ou le nombre b0 (G)-chromatique

est le nombre maximum de couleurs utilisées pour que G soit k-b-arête colorable.

Remarque 5.9. Déterminer le nombre b0-chromatique dans le graphe G, revient à déter-

miner le nombre b-chromatique b (L (G)) dans le graphe des arêtes L (G) (L(G) est le

graphe dont l�ensemble des sommets est l�ensemble des arêtes et deux sommets sont adja-

centes dans L(G) si les arêtes correspondantes sont adjacentes dans G).

Dé�nition 5.10. Une coloration dominante totale de G est une coloration propre dans

T (G) qui est dominante; c�est à dire telle que toute classe de couleur i dans le graphe total

T (G) contient un sommet adjacent à au moins un sommet de chaque classe de couleur

j 6= i; ce sommet est dit sommet b-dominant pour la couleur i dans T (G). Le nombre bt-

chromatique est le nombre maximum de classes de couleurs dans une coloration dominante

dans T (G). Une coloration dominante avec bt(G) couleurs est notée bt-coloration.

Dé�nition 5.11. Un Spider est un arbre avec au plus un sommet de degré supérieur à

deux, appelé centre du Spider noté o. (Si aucun sommet n�est de degré plus de deux, tout

sommet du spider peut être un centre). Une branche d�un Spider est une chaîne issue du
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centre o vers un sommet de degré un. Une étoile avec k branches est un Spider avec k

branches toutes de longueur 1.

Si m � 3 est un entier on dé�nit un graphe de Spider Sm comme un graphe obtenu à

partir d�un Spider avec m branches P1; P2; :::::; Pm toutes de longueur au moins deux telles

que deux sommets x et y appartenant à deux branches di¤érentes Pi et Pj sont adjacents

si ji� jj 2 f1;m� 1g, et d (x; o) = d (y; o) où o est le centre du Spider (d(x; y) désigne la

distance de x à y).

Nous considérons alors une sous classe de la classe des graphes Sm. Soit Sm un graphe

de Spider ayant m branches P1; P2; :::::; Pm. Si toutes les branches sont de même longueur

n et si pour tous sommets vi; vj appartenant successivement à Pi, Pj tels que ji� jj 2

f1;m� 1g, on a vi; vj sont adjacents, alors le graphe Spider Sm est dit graphe Spider

complet qu�on notera Sm;n où m � 3 et n � 2 sont des entiers (voir Figure 5.2).

Figure 5.2. Sm;n

5.2.1 Résultats sur le nombre chromatique, indice chromatique, nombre chro-

matique dans les graphes spider complets

Sadegh Rahimi Sharebaf a démontré dans [32] les résultats suivants :

Théorème 5.12. [32] � (Sm;n) = 3 si n est pair, et � (Sm;n) = 4 si m est impair.
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Théorème 5.13. [32] �0 (Sm;n) = �(G):

Théorème 5.14. [32] �t (Sm;n) = �(G) + 2 si m = 3; 4.

Théorème 5.15. [32] �t (Sm;n) = �(G) + 1 si m � 5.

Corollaire 5.16. Pour tout graphe spider Sm tel que m � 5; �0 (Sm) = �(G) et �t (Sm) =

�(G) + 1 si m � 5.

Notre étude concerne la determination des nombres b-chromatique, b0-chromatique et

en�n bt-chromatique du graphe Sm;n.

5.2.2 Nos résultats sur le nombre b-chromatique, b0-chromatique, nombre bt-

chromatique dans le graphe Spider complet

Notons que dans la suite, on généralise la dé�nition de Sm;n pour le cas où m � 1 et n � 1:

Sans compter le sommet centre o qui est dans le niveau zéro, on a n niveaux (lignes) et m

colonnes. On note par vij le sommet de Sm;n qui est dans le niveau i et la colonne j. On

note par m(Sm;n) le m-degré de Sm;n. On utilisera souvent le fait que b(G) � m(G) (voir

[2])

S1;n est la chaîne Pn+1. S2;1 est le triangle et S2;n est le graphe de la Figure 5.3

Figure 5.3. S2;n



93

Théorème 5.17. Soit Sm;n un graphe Spider complet où m et n sont des entiers positifs.

Alors on a :

b(Sm;n) =

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

2 si (m;n) 2 f(m;n) = m = 1 et 1 � n � 3g

3 si (m;n) 2 f(m;n) = m = 1 et n � 4g [ f(2; 1); (2; 2); (2; 3); (4; 1)g

4 si (m;n) 2 f(m;n) = m = 2 et n � 4g [ f(m;n) = m � 5 et n = 1 g[

f(m;n) = m = 3 et 1 � n � 4 g [ f(3; 2); (3; 3); (3; 4)g

5 si (m;n) 2 f(m;n) = m = 3 et n � 5g [ f(m;n) = m � 4 et n � 2g

Preuve. Si m = 1, le graphe S1;n est réduit à une chaîne Pn+1; où b(S1;n) = 2;pour

1 � n � 3 et b(S1;n) = 3; pour n � 4 (voir [16]).

Si m = 2; m(S2;1) = m(S2;2) = b (S2;1) = b(S2;2) = 3; il su¢ t de choisir les sommets

du triangle dont un est le centre o, comme sommets b-dominants. m(S2;3) = 4, supposons

qu�on puisse faire une b-coloration utilisant quatre couleurs, les seuls sommets pouvant

être b-dominants sont vi1; vi2; 1 � i � 2, il est simple de véri�er que seuls trois d�entre eux

peuvent l�être. On peut voir que dans ce cas b (S2;3) = 3; il su¢ t de choisir les sommets

du triangle dont un est le centre o, comme sommets b-dominants. m(S2;n) = b(S2;n) = 4

si n � 4, choisir pour cela les sommets vi1; vi2; 2 � i � 3 comme sommets b-dominants,

en donnant la couleur 1 à v21 et v42; la couleur 2 à v22 et v41; la couleur 3 à v12 et v31 et

la couleur 4 à v11 et v32. Ensuite on étend la coloration aux autres sommets non colorés,

ceci est toujours possible vu que dans le voisinage de chaque sommet il y a au moins une

couleur manquante.

Si m = 3; remarquer que si n = i; 1 � i � 4, le graphe S3;n, contient i triangles ne

contenant pas le centre o.

- n = 1 et 2; S3;1 = K4; m(S3;n) = b (S3;n) = 4; les sommets du K4 sont choisis comme

sommets b-dominants.

- n = 3; m(S3;n) = 5, supposons qu�on peut faire une b-coloration utilisant cinq couleurs

, il est simple de véri�er qu�on ne peut avoir plus d�un sommet b-dominant dans le niveau 1,

donc on ne peut avoir plus de 4 sommets b-dominants (en comptant au plus trois sommets

b-dominants dans le niveau deux), par conséquent b (S3;n) = 4; il su¢ t pour celà de prendre
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les sommets du K4 (formé par o et les sommets du triangle du premier niveau) comme

sommets b-dominants.

- n = 4; m(S3;n) = 5, supposons qu�on peut faire une b-coloration avec cinq couleurs,

comme dans le cas précédent on ne peut avoir plus d�un sommet b-dominant dans le

niveau 1: Supposons qu�on a trois sommets b-dominants dans le niveau 2, on peut voir

que le troisième sommet a toujours deux sommets de même couleur dans son voisinage,

ce qui conduit à une impossibilité. En utilisant le même argument on peut véri�er aussi

que dans le niveau trois on ne peut avoir plus de deux sommets b-dominants. En�n

en examinant d�une manière exhaustive tous les cas possibles lorsque le premier niveau

contient un sommet b-dominant, le second niveau contient deux sommets b-dominants et

le niveau trois contient deux sommets b-dominants, on arrive à une impossibilité. Donc

b (S3;4) = 4:Choisir les sommets du K4 comme sommets b-dominants:

- n � 5; m(S3;n) = b (S3;n) = 5, le centre ne peut être b-dominant, car il est de degré 3

, il su¢ t de donner la couleur 1 au sommet v11; la couleur 2 au sommet v21, la couleur 3

au sommet v31, la couleur 4 au sommet v41, et en�n la couleur 5 au sommet v32 et pour les

rendre b-dominants on colore successivement les sommets o; v12; v13; v22; v23; v33; v42; v43; v51

avec les couleurs 5; 3; 4; 4; 5; 1; 2; 5; 1. Ensuite on étend la coloration aux autres sommets

non colorés, ceci est toujours possible vu que dans le voisinage de chaque sommet il y a

au moins une couleur manquante.

Si m = 4

-n = 1; m(S4;n) = 4; supposons qu�on puisse faire une b-coloration du graphe en util-

isant quatre couleurs. Si on colore les sommets v1i; 1 � i � 4 avec les couleurs 1; 2; 3; 4;alors

le centre o ne peut prendre aucune couleur. Si on choisit le centre o et 3 autres sommets

parmi les v1i; 1 � i � 4; ceci est impossible car dans le niveau un deux sommets seulement

peuvent être b-dominants. Donc b(S4;n) = 3 . Pour faire une b-coloration utilisant trois

couleurs choisir trois sommets sur un même triangle pris arbitrairement.

-n � 2; m(S4;n) = b(S4;n) = 5, il su¢ t de prendre le centre o et les sommets vi2; 1 �

i � 4, comme sommets b-dominants.
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Si m = 5

-n = 1;m(S5;n) = b(S5;n) = 4, il su¢ t de prendre comme sommets b-dominants

o; v11; v12; v13 en leur donnant respectivement les couleurs 4; 1; 2; 3 et ensuite colorer re-

spectivement les sommets v14; v15 avec les couleurs 1; 3.

-n = 2; m(S5;n) = 5, supposons qu�on puisse faire une b-coloration du graphe en

utilisant cinq couleurs.Si on prend comme sommets b-dominants v1i; 1 � i � 5, le centre o

ne peut prendre aucune couleur. Supposons que le centre o est un sommet b-dominant, on

peut véri�er qu�au plus trois sommets dans le niveau un peuvent être b-dominants, donc

il est impossible d�avoir cinq sommets b-dominants vu que les sommets v2i; 1 � i � 5 sont

de degré 3, donc ne peuvent pas être choisis b-dominants. Donc b(S5;n) � 4 et on donne

une b-coloration utilisant quatre couleurs, il su¢ t de prendre comme sommets b-dominants

o; v11; v12; v13 en leur donnant respectivement les couleurs 4; 1; 2; 3. Colorer respectivement

les sommets v14; v15 avec les couleurs 1; 3 et ensuite étendre aisément la coloration.

-n � 3; m(S5;n) = b(S5;n) = 5, dans ce cas les sommets o; v1i; 1 � i � 2; v2i; 1 �

i � 2, sont choisis b-dominants de couleurs respectives 1; 2; 3; 5; 4: On donne aux sommets

v13; v15; v23; v25; v31; v32 respectivement les couleurs 4; 5; 1; 3; 1; 2. On peut étendre ensuite

cette coloration partielle à tout le graphe puisque tout autre sommet est de degré au plus

quatre.

Si m � 6 et n = 1; m(Sm;n) = b(Sm;n) = 4, il su¢ t de prendre comme sommets

b-dominants o; v1i; 1 � i � 3 en leur donnant respectivement les couleurs 1; 2; 3; 4 et en

donnant les couleurs 2 et 4 aux sommets v14 et v1m respectivement. On peut étendre

ensuite cette coloration partielle à tout le graphe puisque tout autre sommet est de degré

au plus trois.

Si m � 6 et n � 2; m(Sm;n) = b(Sm;n) = 5, il su¢ t de prendre comme sommets

b-dominants o; v1i; 1 � i � 4 en leur donnant respectivement les couleurs 1; 2; 3; 4; 5 et en

donnant aux sommets v15; v1m; v2; v22; v23; v24 respectivement les couleurs 2,5; 4; 5; 2; 3: On

peut étendre ensuite cette coloration partielle à tout le graphe puisque tout autre sommet

est de degré au plus quatre.
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Dans la suite on note par m0(G) le m-degre du graphe L(G).

Théorème 5.18. Soit Sm;n un graphe Spider complet où m et n sont des entiers positifs.

Alors on a: b0(Sm;n) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1 si (m;n) = (1; 1)

2 si (m;n) 2 f(m;n) = m = 1 et 2 � n � 4g

3 si (m;n) 2 f(m;n) = m = 1 et n � 5g [ f(2; 1); (3; 1)g

4 si (m;n) = f(2; 2); (2; 3); (2; 4)g

5 si (m;n) 2 f(m;n) = m = 2 et n � 5g [ f(4; 1); (5; 1)g

6 si (m;n) 2 f(3; 2); (3; 3); (3; 4); (4; 2); (5; 2); (6; 1)g

7 si

8>>>>>>><>>>>>>>:

(m;n) 2 f(m;n) = m = 3 et n � 5g[

f(m;n) = m = 4 et n � 3g[

f(m;n)=m = 5 et n � 3g[

f(m;n)=m = 6 et n � 2g

m si (m;n) 2 fm � 7 et n � 1g

Preuve. Si m = 1; le graphe S1;n est reduit à une chaîne Pn+1.

b0(S1;1) = 1 et b0(S1;n) = 2 si n = 2; 3; 4; b0(S1;n) = 3 si n � 5 .

Si m = 2

- n = 1; S2;1 est un triangle et on a: m0(S2;1) = b0(S2;1) = 3

- n = 2 ou 3; m0(S2;n) = b0(S2;n) = 4, il su¢ t de colorer les arêtes du triangle 1; 2; 3

arbitrairement, les arêtes (v11; v21) et (v12; v22) avec la couleur 4 et l�arête (v21; v22) avec

la couleur 2, ainsi les arêtes du triangle avec l�arête (v11; v21) sont b0-dominantes.

- n = 4; m0(S2;n) = 5; en citant d�une manière exhaustive tous les cas possible, on peut

voir qu�on ne peut faire une 5-b0-coloration. Donc b0(G) = 4; il su¢ t pour celà de prendre

la même b0-coloration que précédemment.

- n � 5; m0(S2;n) = b0(S2;n) = 5, il su¢ t de colorer les arêtes (o; v12) , (v41; v42) et

(v11; v21) avec la couleur 1;les arêtes (o; v12) , (v12; v22) et (v31; v32) avec la couleur 2; les

arêtes (v11; v12) , (v31; v41) et (v42; v52) avec la couleur 3, les arêtes (v21; v22) , (v32; v42) et

(v41; v52) avec la couleur 4; les arêtes (v21; v31) et (v22; v32) avec la couleur 5, ainsi les arêtes

(v11; v21); (v12; v22); (v31; v41); (v32; v42) et (v21; v31) sont b0-dominantes.
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Si m = 3

- n = 1; S3;1 est le graphe complet K4 et m0(S3;1) = 5, supposer qu�on fait une une b0-

coloration utilisant 5 couleurs, colorer 5 arêtes, sans perdre de généralité (o; v1i); 1 � i � 3,

(v11; v12) et (v12; v13) sont colorées successivement avec les couleurs 1; 2; 3; 4; 5 remarquer

que seule l�arête de couleur 2 peut être b0-dominante. Alors que b0(S3;1) � 4, mais là

aussi par un raisonnement similaire, si on fait une b0-coloration utilisant 4 couleurs, on

colore sans perdre de generalité (o; v1i); 1 � i � 3, (v11; v12) arêtes arbitrairement avec

les couleurs 1; 2; 3; 4, remarquer que l�arête de couleur 3 ne peut être b0-dominante. Donc

b0(S3;1) = 3:On donne une b0-coloration avec 3 couleurs en choisissant trois arêtes b0-

dominantes dans un même triangle, et sans perdre de généralité, soit (o; v1i); 1 � i � 2

et (v11; v12) arêtes b0-dominantes colorées respectivement 1; 2; 3, l�arête (o; v13) colorée 3,

(v12; v13) colorée 1 et (v11; v13) colorée 2.

- n = 2; m0(S3;2) = b0(S3;2) = 6, soient les arêtes (o; v1i); 1 � i � 3; (v11; v21); (v12;

v22); (v13; v23) colorées respectivement 1; 2; 3; 4; 6; 5 et on complète la coloration pour les

rendre b0-dominan-tes comme suit: on donne la couleur 5 à l�arête (v11; v12); la couleur 4 à

l�arête (v12; v13); la couleur 6 à l�arête (v11; v13); la couleur 3 à l�arête (v21; v22); la couleur

1 à l�arête (v22; v23) et la couleur 2 à l�arête (v21; v23):

- n = 3; m0(S3;3) = 7, supposons qu�on puisse faire une b0-coloration utilisant 7 couleurs,

seules les 9 arêtes peuvent être b-dominantes; les arêtes du niveau 1 et 2 et celles qui

sont entre les deux. Constater que deux au plus des 3 arêtes du niveau 1 peuvent être b-

dominantes; et deux au plus dans le niveau 2, ou entre les deux niveaux. Donc b0(S3;3) = 6;

choisir pour cela la même coloration que le cas précédent et comme les arêtes restantes

sont adjacentes à au plus 5 autres alors il est possible de �nir la coloration proprement.

- n = 4; m0(S3;n) = 7, les seules arêtes qui peuvent être b0-dominantes dans une

coloration à 7 couleurs, sont celles des niveaux 1; 2; 3 et celles qui sont entre ces trois

niveaux; de manière similaire à celle adoptée dans le cas précédent on fait remarquer que

deux arêtes peuvent être b0-dominantes dans le niveau 1, deux autres dans le niveau 2 ou

entre les niveaux 1 et 2 et deux autres dans le niveau 3 ou entre les niveaux 2 et 3. Donc
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b0(S3;n) = 6, choisir pour cela la même coloration que le cas précédent, dans ce qui suit on

colore les arêtes ayant 6 autres arêtes dans leurs voisinage de la manière suivante: a¤ecter

la couleur 1 aux arêtes (v21; v31) et (v32; v33), la couleur 2 aux arêtes (v22; v32) et (v31; v33),

la couleur 3 aux arêtes (v23; v33) et (v31; v32) et comme les arêtes restantes sont adjacentes

à au plus 5 autres alors il est possible de �nir la coloration proprement.

- n � 5; m0(S3;n) = b0(S3;n) = 7; dans une coloration b0-dominante utilisant 7 couleurs,

il su¢ t de choisir les arêtes suivantes comme arêtes b0-dominantes (v11; v12); (v12; v13); (v21;

v22); (v22; v23); (v32; v33); (v41; v42); (v41; v43) de couleurs respectives 1; 2; 3; 5; 4; 6; 7 et com-

pléter comme suit pour les satisfaire: (v21; v23) et (v31; v33) colorées avec la couleur 1;

(v22; v32) et (v41; v51) colorées avec la couleur 2, (o; v12); (v32; v42) et (v43; v53) colorées avec la

couleur 3; (o; v11); (v13; v23); (v21; v31) et (v42; v43) colorées avec la couleur 4, (v11; v13); (v33;

v43) et (v42; v52) colorées avec la couleur 5, (o; v13); (v11; v21) et (v23; v33) colorées avec la

couleur 6; (v12; v22) et (v31; v32) colorées avec la couleur 7. Comme les arêtes restantes

sont adjacentes à au plus 6 autres alors il est possible d�étendre la coloration pour tout le

graphe puisqu�il existe toujours une couleur disponible pour toute arête considérée.

Si m = 4

- n = 1; m0(S4;n) = b0(S4;n) = 5:Pour faire une b0-coloration utilisant 5 couleurs, il

su¢ t de prendre (o; v1i); 1 � i � 4; ; et (v12; v13) comme arêtes b0-dominantes respec-

tivement colorées 1; 2; 3; 4; 5 et pour les satisfaire, on colore (v11; v12); (v13; v14); (v11; v14)

respectivement 4; 1; 5.

- n = 2; m0(S4;n) = 7; supposons qu�on puisse faire une b0-coloration utilisant 7 couleurs,

les arêtes pouvant être b0-dominantes sont (o; vi1); 1 � i � 4; (v11; v12); (v12; v13); (v13;

v14); (v11; v14); si on choisit trois arêtes b0-dominantes parmi les arêtes (o; vi1); 1 � i � 4,

alors aucune arête du niveau 1 ne peut être b0-dominante. Donc b0(S4;n) = 6:On donne

une b0-coloration utilisant 6 couleurs où les arêtes b0-dominantes sont (o; vi1); 1 � i �

4; (v12; v13); (v12; v22), colorées respectivement 1; 2; 3; 4; 5; 6; pour les satisfaire on colore 4

l�arête (v11; v12); 5 l�arête (v11; v14); 1 les arêtes (v13; v23),(v14; v24), (v21; v31) et ; 6 les arêtes

(v13; v14) et (v11; v21) et colorer l�arête (v22; v23) avec la couleur 3; on peut ensuite �nir la
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coloration de manière propre.

- n � 3; m0(S4;n) = b0(S4;n) = 7 et on donne une b0-coloration utilisant 7 couleurs

où les arêtes b0-dominantes sont (o; vi1); 1 � i � 4; (v13; v23); (v14; v24); (v21; v22) colorées

respectivement 1; 2; 3; 4; 6; 7; 5 et pour les satisfaire on colore avec la couleur 1 les arêtes

(v23; v24); (v22; v32); avec la couleur 2 les arêtes (v21; v24); (v23; v33); avec la couleur 3 les

arêtes (v21; v31); (v24; v34); avec la couleur 4 l�arête (v22; v23), avec la couleur 5 les arêtes

(v11; v12); (v13; v14); avec la couleur 6 les arêtes (v12; v22) et (v11; v14) ; avec la couleur 7 les

arêtes (v12; v13) et (v11; v21). Comme les arêtes restantes sont adjacentes à au plus 6 autres

alors il est possible d�étendre la coloration pour tout le graphe puisqu�il existe toujours

une couleur disponible pour toute arête considérée.

Si m = 5

- n = 1; m0(S5;n) = b0(S5;n) = 5 , dans une b0-coloration utilisant 5 couleurs on considère

les arêtes b0-dominantes : (o; vi1); 1 � i � 5; colorées respectivement 1; 2; 3; 4; 5; pour

completer la coloration on colore les arêtes (v11; v12); (v12; v13); (v13; v14); (v14; v15); (v11; v15)

respectivement avec les couleurs 3; 4; 5; 1; 2:

- n = 2; m0(S5;n) = 7; seules les arêtes (o; vi1) = i; 1 � i � 5 et (v1i; v1(i+1)); (v11;

v15); 1 � i � 4; peuvent être b0-dominantes. Si on choisit les arêtes (o; vi1) = i; 1 � i � 3

, b0-dominantes dans une b0-coloration utilisant 7 couleurs, alors aucune arête de couleur

autres que celles déjà choisies ne sera b0-dominante. On a donc b0(S5;2) = 6:Il est simple

de trouver une b0-coloration utilisant 6 couleurs, en choisissant (o; vi1); 1 � i � 5 colorées

successivement 1; 2; 3; 4; 5 et (v13; v14) colorée 6 comme arêtes b0-dominantes, a�n de les

satisfaire on colore l�arête (v12; v13) avec la couleur 1; l�arête (v14; v15) avec la couleur 2,

l�arête (v13; v23) avec la couleur 5; les arêtes (v11; v15) et (v12; v22) avec la couleur 6, pour

completer cette coloration on colore les arêtes (v11; v12); (v11; v21); (v14; v24) et (v15; v25)

respectivement avec les couleurs 3; 2; 1; 1; puis �nir la coloration proprement puisqu�il

existe toujours une couleur disponible pour toute arête restante considérée.

- n � 3; m0(S5;n) = b0(S5;n) = 7. On donne une b0-coloration utilisant 7 couleurs

où les arêtes b0-dominantes sont (o; vi1); 1 � i � 5; (v14; v24); (v15; v25) colorées respec-
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tivement 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7, a�n de les satisfaire on colore l�arête (v14; v15) avec la couleur

1, les arêtes (v23; v24) et (v21; v25) avec la couleur 2, l�arête (v24; v25) avec la couleur 3,

l�arête (v25; v35) avec la couleur 4, l�arête (v24; v34) avec la couleur 5, les arêtes (v12; v13)

et (v11; v15) avec la couleur 6, les arêtes (v11; v12) et (v13; v14) avec la couleur 7. Main-

tenant les arêtes restantes et qui ont 6 autres arêtes dans leur voisinage sont : (v11; v21);

(v21; v22); (v12; v22); (v22; v23); (v13; v23); colorées respectivement 2; 1; 3; 5; 4; puis �nir la col-

oration proprement puisqu�il existe toujours une couleur disponible pour toute arête restan-

te considérée.

Si m = 6

- n = 1; m0(S6;1) = b0(Sm;1) = 6: Les arêtes b0-dominantes sont données par (o; vi1); 1 �

i � 6:colorées respectivement 1; 2; 3; 4; 5; 6; puis �nir la coloration proprement puisqu�il

existe toujours une couleur disponible pour toute arête restante considérée.

- n � 2; m0(S6;n) = b0(Sm;n) = 7: Les arêtes b0-dominantes sont données par (o; vi1); 1 �

i � 6 et (v14; v15); colorées respectivement 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7, puis �nir la coloration propre-

ment puisqu�il existe toujours une couleur disponible pour toute arête restante considérée.

Si m � 7; n � 1;m0(Sm;n) = b0(Sm;n) = m; Les arêtes b0-dominantes sont données par

(o; vi1); 1 � i � m; puis �nir la coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur

disponible pour toute arête restante considérée.

Corollaire 5.19. Si m � 7; n � 1; alors on a b0 (Sm;n) = m = �(L(Sm;n)):
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Théorème 5.20. Soit Sm;n un graphe Spider complet où m et n sont des entiers positifs.

Alors on a:

bt(Sm;n) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

3 si (m;n) = f(1; 1); (1; 2); (2; 1)g

4 si (m;n) 2 f(1; 3)g

5 si (m;n) 2 f(m;n)=m = 1 et n � 4g [ f(2; 2)g

6 si (m;n) 2 f(4; 1); (2; 3)g

7 si

8<: (m;n) 2 f(m;n)=m = 2 et n � 4g

[f(2; 3); (3; 1); (3; 2); (5; 1); (6; 1)g

8 si (m;n) 2 f(3; 3); (4; 2); (5; 2); (7; 1)g

9 si

8>>><>>>:
(m;n) 2 f(m;n)=m = 3 et n � 4g[

fm = 4 et n � 3g [ fm = 5 et n � 3g[

fm = 6 et n � 2g [ fm = 7 et n � 2g

m+ 1 si (m;n) 2 f(m;n)=m � 8 et n � 1g

Preuve. Les tableaux établis dans la suite donnent la bt-coloration de Sm;n pour les

di¤érentes valeurs de m et n, on utilisera * pour indiquer les sommets ou arêtes bt-

dominants.

Si m = 1; le graphe S1;n est réduit à une chaîne Pn+1 et on a:

- n = 1; mt(S1;n) = b t(S1;n) = 3

sommets ou arêtes o� v�11 (o; v11)
�

bt-coloration 1 2 3

- n = 2; mt(S1;n) = b t(S1;n) = 3

sommets ou arêtes o� v�11 v21 (o; v11)
� (v11; v21)

bt-coloration 1 3 2 2 1

- n = 3; mt(S1;n) = b t(S1;n) = 4

sommets ou arêtes o v�11 v�21 (o; v11)
� (v11; v21)

� (v21; v31) v31

bt-coloration 1 3 1 2 4 2 3

- n = 4; mt(S1;n) = b t(S1;n) = 5

sommets ou arêtes o v�11 v�12 v�13 v14 (o; v11) (v11; v21)
�

bt-coloration 3 1 5 2 4 2 4
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(v21; v31)
� (v31; v41)

3 1

Si n � 5; mt(S1;n) = bt(S1;n) = 5 , adopter la même coloration, �nir la coloration

proprement puisqu�il existe toujours une couleur disponible pour tous arête ou sommet

restants considérés.

Si m = 2;

- n = 1; mt(S2;n) = 5 et bt(S2;n) = 3; car S2;n est un triangle, où à un sommet

correspond une arête opposée et on ne peut prendre que l�un des deux; arête ou sommet;

comme élément bt-dominant, donc b t(S2;n) = 3.

sommets ou arêtes o� v�11 v�12 (o; v11) (o; v12) (v11; v12)

bt-coloration 1 2 3 3 2 1

- n = 2; mt(S2;n) = 6. Si on suppose qu�il existe une coloration dominante totale util-

isant 6 couleurs, les sommets et arêtes pouvant être bt-dominantes sont ov11; ov12; v11; v12;

(v11; v12); (v11; v21); (v12; v22) et en examinant tous les cas il est impossible de faire une

bt-coloration avec 6 couleurs. Donc bt(S2;2) = 5.

sommets ou arêtes o v�11 v12 v21 v22 (o; v11)
� (o; v12)

bt-coloration 5 1 2 5 4 2 1

(v11; v12)
� (v11; v21)

� (v12; v22)
�

3 4 5

- n = 3; mt(S2;n) = 7. Supposons qu�il existe une coloration dominante totale util-

isant 7 couleurs, les sommets et arêtes pouvant être bt-dominantes sont v11; v12;v21; v22;

(v11; v12); (v11; v21); (v21; v22) ,(v12; v22) et si on colore 7 d�entre eux avec les couleurs 1; 2; 3;

4; 5; 6; 7 et on veut les rendre bt-dominants il est simple de voir que deux au moins parmi

eux ne peuvent pas être bt-dominants. Donc bt(S2;3) = 6.

sommets ou arêtes v�11 v�21 v�12 v�22 v32 (v11; v21)
� (v11; v12)

� (o; v11)

bt-coloration 1 2 3 4 6 6 5 4

(o; v12) (v21; v31)

6 3

(v22; v32) (v12; v22) (v21; v22)

1 2 5

Finir la coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur disponible pour
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tous arête ou sommet restants considérés.

- n � 4; mt(S2;n) = bt(S2;n) = 7.

sommets ou arêtes o (o; v11) (o; v12) v�11 v�12 (v11; v12) v21 v�22

bt-coloration 3 2 7 1 5 4 7 6

(v11; v21) (v12; v22)
� v42

6 2 1

(v21; v22) (v21; v31)

1 6

(v22; v32)
� v31

3 2

v�32

4

(v31; v32)
� (v31; v41) (v32; v42)

7 1 5

Pour n � 5, on choisira les mêmes sommets et arêtes bt-dominants puis on étend la

coloration à tout le graphe.

Si m = 3;

- n = 1; mt(S3;n) = 7:

Remarquer que S3;n est un K4, et que les sommets o; v11; v12; v13 jouent le même rôle,

si on choisit un sommet quelconque bt-dominant dans une coloration dominante totale

utilisant 7 couleurs; on peut voir qu�au moins une classe de couleur ne peut avoir de

sommet ou arête bt-dominante donc o; v11; v12; v13 ne peuvent être bt-dominants. Il restera

cependant 6 arêtes, ce qui n�est pas su¢ sant pour faire une coloration dominante totale

avec 7 couleurs; alors bt(S3n) = 6. Avec un raisonnement analogue les sommets ne peuvent

être bt-dominants, donc les arêtes sont toutes bt-dominantes mais ceci ne peut être réaliser.

Donc bt(S3;n) = 5; on donne une bt-coloration

sommets ou arêtes o� (o; v11)
� (o; v12)

� (o; v13)
� (v11; v12) (v12; v13)

bt-coloration 1 2 3 4 1 2

(v11; v13) v11 v�12 v13

5 4 5 3

- n = 2; mt(S3;n) = 8. Remarquer que seuls les sommets v1i; 1 � i � 3 et les arêtes

(o; v1i); 1 � i � 3; (v11; v21); (v12; v22); (v13; v23); (v11; v12); (v12; v13); (v11; v13) peuvent être

bt-dominants.

Pour toute bt-coloration utilisant 8 couleurs, on ne peut arriver à rendre bt-dominants
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qu�au plus 5 sommets ou arêtes. Donc bt(S3;2) = 7 et on donne une bt-coloration utilisant

7 couleurs :

sommets ou arêtes o� (o; v11)
� (o; v12)

� (o; v13)
� v11 v12 v�13 (v11; v12)

bt-coloration 1 2 3 4 5 6 7 1

(v12; v13)
� (v11; v13)

5 6

(v11; v21) (v12; v22) (v13; v23) v�21

7 7 2 6

v22 v23

2 3

(v21; v22)

1

(v21; v23) (v22; v23)

4 6

- n = 3; mt(S3;n) = 9; Remarquer que les seuls sommets et arêtes pouvant être bt-

dominants dans une bt-coloration utilisant 9 couleurs sont vij; 1 � i � 2; 1 � j � 3,

(v11; v12); (v12; v13); (v11; v13); (v11; v21); (v12; v22); (v13; v23); (v21; v22); (v22; v23); (v21; v23): Si

on colore arbitrairement 9 sommets ou arêtes parmi ces derniers, et on veut les rendre

bt-dominants alors on ne peut avoir que 5 sommets bt-dominants; donc bt(S3;n) = 8 et on

donne une bt-coloration utilisant 8 couleurs :

sommets ou arêtes o (o; v11) (o; v12) (o; v13) v�11 v�12 v�13 (v11; v12)

bt-coloration 5 4 7 8 1 2 3 6

(v12; v13)

4

(v11; v13)

7

(v11; v21)
� (v12; v22) (v13; v23)

8 8 6

v�21 v�22 v�23

5 4 7

(v21; v22) (v22; v23)

3 1

(v21; v23) (v21; v31)

4 3

(v22; v32)
� (v23; v33) v31 v32

6 2 6 3

v33 (v31; v32) (v32; v33) (v31; v33)

8 5 7 1

- n � 4; mt(S3n) = bt(S3n) = 9.

sommets ou arêtes o (o; v11) (o; v12) (o; v13) v�11 v�12 v�13

bt-coloration 5 4 7 8 1 2 3

(v11; v12)

6

(v12; v13)

9

(v11; v13) (v11; v21)
� (v12; v22)

7 8 4

(v13; v23)
� v21 v22 v�23 (v21; v22)

4 9 8 6 5
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(v22; v23) (v21; v23)

1 2

(v21; v31) (v22; v32) (v23; v33)
� v31 v32 v�33 (v31; v32)

3 6 5 1 2 7 4

(v32; v33)
� (v31; v33)

9 8

(v32; v42) (v33; v43) v43

1 3 4

Finir la coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur disponible pour

tous arête ou sommet restants considérés.

Si m = 4:

- n = 1; mt(S4;n) = 7: Supposons qu�on puisse faire une coloration bt-dominante

utilisant 7 couleurs, on colore le centre avec la couleur 7: Si le centre est dominant pour

cette couleur alors on colore les arêtes (o; v1i); (i = 1; 2; 3; 4) choisies bt-dominantes avec

les couleurs 1; 2; 3; 4 et choisir deux sommets bt-dominants parmis les quatre sommets

adjacents au centre, sans perte de généralité on peut prendre ou bien v11; v12 ou v11; v13

colorés respectivement avec les couleurs 5; 6: Alors il est simple de voir que trois arêtes

ou sommets ne peuvent être bt-dominants. Même raisonnement pour le cas où on prend

quatre sommets bt-dominants et deux arêtes bt-dominantes adjacents au centre. Si le

centre est non bt-dominant pour cette couleur alors cette couleur va être portée par une

des arêtes (v11; v12); (v12; v13); (v13; v14); (v11; v14); alors sans perdre de généralité on choisit

comme arête bt-dominante colorée 7; (v12; v13): Il est simple de véri�er qu�au moins une

classe de couleur ne contient de sommet ou arête bt-dominant. Donc bt(S4;n) = 6; et une

bt-coloration utilisant 6 couleurs est donnée.

sommets ou arêtes o� (o; v11)
� (o; v12)

� (o; v13)
� (o; v14)

� (v12; v13)
�

bt-coloration 1 2 3 4 5 6

v11 v12 v13 v14 (v11; v12) (v13; v14) (v11; v14)

3 2 5 2 1 1 6

- n = 2; mt(S4;n) = 9. Les sommets et arêtes pouvant être bt-dominants dans une col-

oration dominante totale utilisant 9 couleurs sont: o; v1i; (o; v1i); 1 � i � 4; (v11; v12); (v12;

v13); (v13; v14); (v11; v14). On raisonne de manière similaire au cas précédent, en considérant

le cas où le centre est bt-dominant et le cas où il ne l�est pas et dans chacun des cas on
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peut véri�er qu�on n�arrive pas à une 9-bt-coloration. Donc bt(S4;2) = 8:

sommets ou arêtes o� (o; v11)
� (o; v12)

� (o; v13)
� (o; v14)

� (v13; v23)
�

bt-coloration 1 2 3 4 5 7

v23

2

v24

4

(v22; v23)

5

(v21; v24)

2

v11 v12 v�13 v14 (v11; v12) (v12; v13)

6 5 8 7 7 6

(v13; v14)

3

(v11; v14)

8

(v11; v21) (v12; v22) (v14; v24)
� (v23; v24)

1 8 6 1

v21 v22 (v21; v22)

3 4 7

- n � 3; mt(S4;n) = bt(S4;n) = 9.

sommets ou arêtes o� (o; v11)
� (o; v12)

� (o; v13)
� (o; v14)

� (v13; v23)
�

bt-coloration 1 2 3 4 5 9

v11 v12

6 7

v13

8

v14 (v11; v12) (v12; v13) (v13; v14) (v11; v14) (v11; v21)
�

9 9 6 7 8 7

(v12; v22)
� (v14; v24)

�

8 6

(v23; v24)

2

v21 v22 (v21; v22)

3 2 5

(v21; v24)

1

(v21; v31)

4

(v22; v32) (v23; v33) (v24; v34)

4 3 3

(v22; v23) v23 v24

1 5 4

(v21; v24) (v21; v31)

1 4

(v22; v32) (v23; v33) (v24; v34)

4 3 3

Finir la coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur disponible pour

tous arête ou sommet restants considérés.

Si m = 5,

- n = 1; mt(S5;n) = bt(S5;n) = 7.

sommets ou arêtes o� (o; v11)
� (o; v12)

� (o; v13)
� (o; v14)

� (o; v15)
� v11

bt-coloration 1 2 3 4 5 6 3

v12 v�13 v14 v15 (v11; v12) (v12; v13) (v13; v14) (v14; v15)

2 7 6 5 7 5 3 7

(v11; v15)

1

- n = 2; mt(S5;n) = 9. Seules les arêtes (o; v1i); 1 � i � 5; (v1i; v1(i+1)); 1 � i � 4;

(v11; v15) et les sommets o; vi1; 1 � i � 5, peuvent être bt-dominants. En citant de manière
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exhaustive toutes les manières de choisir les 9 sommets bt-dominants, il est impossible de

faire une 9-bt-coloration. On a alors bt(S5;2) = 8.

sommets ou arêtes o� (o; v11)
� (o; v12)

� (o; v13)
� (o; v14)

� (o; v15)
� v11

bt-coloration 1 2 3 4 5 6 5

v12 v13 v14 v�15 (v11; v12) (v12; v13) (v11; v15)
� (v13; v14)

7 8 2 8 8 1 7 7

(v14; v15) (v11; v21) (v12; v22) (v13; v23) (v14; v24) (v15; v25) v25

4 1 2 2 8 3 5

Le reste des sommets et arêtes sont de degré 6, on �nit la coloration proprement

puisqu�il existe toujours une couleur disponible pour tous arête ou sommet restants con-

sidérés.

- n � 3; mt(S5;n) = bt(S5;n) = 9.

sommets ou arêtes o� (o; v11)
� (o; v12)

� (o; v13)
� (o; v14)

� (o; v15)
� v�11

bt-coloration 1 2 3 4 5 6 9

v12 v13 v14 v15 (v11; v12) (v12; v13) (v11; v15)

5 8 2 3 8 9 7

(v13; v14)

7

(v14; v15)

8

(v11; v21) (v12; v22)
� (v13; v23) (v14; v24)

4 7 7 9

(v15; v25) v21 (v21; v22)

9 6 1

v22

2

(v22; v23)

6

(v23; v24) v24

4 1

v�25 (v24; v25) (v21; v25) v35

8 7 2 5

(v22; v32) (v25; v35)

4 4

Finir la coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur disponible pour

tous arête ou sommet restants considérés.

Si m = 6

- n = 1; mt(S6;n) = bt(S6;n) = 7.

sommets ou arêtes o� (o; v11)
� (o; v12)

� (o; v13)
� (o; v14)

� (o; v15)
�

bt-coloration 1 2 3 4 5 6
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(o; v16)
�

7

Finir la coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur disponible pour

tous arête ou sommet restants considérés.

- n � 2; mt(S6n) = bt(S6n) = 9.

sommets ou arêtes o� (o; v11)
� (o; v12)

� (o; v13)
� (o; v14)

� (o; v15)
�

bt-coloration 1 2 3 4 5 6

(o; v16)
�

7

v�11 v12 v�13 v14 v15 v16 v21 v23

8 6 9 7 5 4 3 5

(v11; v12) (v12; v13)

9 2

(v11; v16) (v13; v14)

5 8

(v14; v15) (v15; v16) (v11; v21) (v12; v22)

1 8 7 8

(v13; v23) (v14; v24) (v15; v25) (v16; v26)

3 9 9 9

Finir la coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur disponible pour

tous arête ou sommet restants considérés.

Si m = 7:

- n = 1; mt(S7;n) = bt(S7;n) = 8.

sommets ou arêtes o� (o; v11)
� (o; v12)

� (o; v13)
� (o; v14)

� (o; v15)
�

bt-coloration 1 2 3 4 5 6

(o; v16)
�

7

(o; v17)
�

8

Finir la coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur disponible pour

tous arête ou sommet restants considérés.

- n � 2; mt(S7;n) = bt(S7;n) = 9.

sommets ou arêtes o� (o; v11)
� (o; v12)

� (o; v13)
� (o; v14)

� (o; v15)
�

bt-coloration 1 2 3 4 5 6

(o; v16)
�

7

(o; v17)
�

8

v11 v16 v�17

5 2 9

(v11; v12)

9

(v11; v17)

4

(v13; v14)

9

(v15; v16)

9

(v16; v17)

3
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(v17; v27)

7

v27

6

Finir la coloration proprement puisqu�il existe toujours une couleur disponible pour

tous arête ou sommet restants considérés.

Si m � 8 et n � 1; on a mt(Sm;n) = bt(Sm;n) = m + 1. Il su¢ t de prendre comme

sommet et arêtes bt-dominants le centre o et les arêtes (o; v1i); 1 � i � m en leur a¤ectant

les couleurs 1; :::;m+ 1 respectivement puis étendre cette coloration à tout le graphe ceci

est possible puisqu�il existe toujours une couleur disponible pour tous arête ou sommet

restants.

.
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Conclusion

Dans cette thèse nous nous somme interessés en particulier à la b-coloration des graphes

et leur b-continuité. R. Irving et D. Manlove [2] ont montré que la détermination du nombre

b-chromatique en général est NP -di¢ cile mais peuvent trouver sa solution en un temps

polynomial dans le cas des arbres, de son coté T. Faik [24] a montré que le problème de

décision de la b-continuité d�un graphe est NP -complet.

Nous avons dans un premier temps rappelé, les résultats existants et récents sur la

b-coloration dans les graphes, notemment ceux de Omoomi, Klavsar et en�n ceux de

Kouider.

Nous avons ensuite amélioré la preuve du théorème de S. Klavsar et donné un contre

exemple à la conjecture de El Sahili et Kouider qu�on a reformulé et montré pour le cas

des petits degrés "Soit G un graphe d-régulier de maille au moins cinq, di¤érent du graphe

de Petersen et tel que d � 6. Alors b(G) = d+ 1".

Aussi nous avons exposé l�algorithme de Irving et Manlove qui determine le nombre

b-chromatique dans un arbre et nous avons étudié la possibilité de son application pour le

cas des bloc graphes. Par la suite nous avons étudié la b-continuité des graphes cactus .

Nous avons en�n déterminé des bornes et des valeurs exactes du nombre b-chromatique

dans les graphes de Harary et les graphes spider (araignée) et in�rmé le problème posé

par E¤antin et Kheddouci.

Beaucoup de problèmes restent ouverts dans ce domaine et peuvent être étudiés an-

térieurement tels que :

1) Quelle est la valeur exacte de b(G) si G est un graphe d-régulier de maille 3 et 4, quand

d = 4; 5 ou 6. (Suite à nos travaux et ceux de Klavzar)

2) Pour tout entier positif n � 5 on a : b(Kn�Kn) = 2n � 3: (Suite aux travaux de

Omoomi)

3) Tout graphe d-régulier de maille au moins 5, di¤érent du graphe de Petersen admet

une b-coloration avec d+ 1 couleurs:
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Bien que ces résultats et ceux obtenus avant soient importants, nous sommes loin

de répondre aux nombreux problèmes posés dans le domaine de la b-coloration et la b-

continuité.
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