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 ملخص

 

 

. لٍوعة مس يطرة ضاافةةالمس تقرة بامنس بة نلس يطرة الم امبيانات هدفنا في هذه الأطروحة هو دراسة امبيانات الحرجة و

ما داخل     هي لٍوعة رؤوس         مبيان مضاافةة و له جار    حيث يكون كل رأأس من امبيان ا 

ما خارج   على الأقل في  هو الأصلً الأصغر   نلبيان  ضاافةة. عدد امس يطرة الم  و له جاران على الأقل في   و ا 

𝛾و يرمز له   مضاافةةلمجموعة مس يطرة 
  

    . 

ذا ثغير  ضاافةة( بامنس بة نلس يطرة الممس تقر، على امتواليحرج )  هقول أأن امبيان  𝛾ا 
  

، ثابتا)بقي     

ضافة أأي على امتوالي  حافة.( بعد حذف أأي رأأس أأو بعد حذف أأو ا 

يخصص جزء من هذه الأطروحة نلنتائج امسابقة حول امبيانات الحرجة و المس تقرة بامنس بة نلس يطرة المضاافةة. 

د عددها نلس يطرة المضاافةة  ضافاثنا س تخص أأولا امبيانات امتي يزً 𝛾 امبيانات و المسلٌة حذف أأي حافة فندا 
  

-حافة-

فطاء شرط لازم و كاف مهذه امبيانات، ثم ه حرجة،-وفةذمح لأشجار، امبيانات المنتظمة، ت مكل من ااتميي  قدمهبدأأ با 

𝛾 لبياناتن ات تميي . هعطي أأًضاا   مبيانات بدون او    مبيانات بدون ا
  

من أأجل أأعداد س يطرة  حرجة-وفةذمح-حافة-

 مضاافةة صغيرة. 

ا نلس يطرة المضاافةة حين حذف أأي رأأس ميس من في المرحلة امثاهية، هقوم بدراسة امبيانات امتي ًنقص عدده

𝛾امرؤوس الداعمة و المسلٌة امبيانات 
  

نلس يطرة المضاافةة ثابتا من أأجل هةس حرجة، و امبيانات امتي ًبقى عددها -رأأس-

𝛾امتغيير و المسلٌة امبيانات 
  

يانات. ثم مس تقرة. هثبت في امبداًة بعض الخاصيات المتعلقة بهاثين امعائلتين من امب -رأأس-

𝛾ملأشجار  وصةيا اتميي هعطي 
  

شجار تميي حرجة و -رأأس- 𝛾ا بنائيا ملأ
  

 مس تقرة.  -رأأس-

 



CHAPITRE 1

RESUME

Notre objectif dans cette thèse est d’étudier les graphes critiques et les graphes stables

par rapport à la domination double. Un dominant double dans un graphe  = ()

est un ensemble de sommets  ⊆  tel que tout sommet du graphe est ou bien dans  et

possède au moins un voisin dans  ou bien dans  − et possède au moins deux voisins
dans  Le nombre de domination double de  noté ×2() est le cardinal minimum

d’un ensemble dominant double de 

Le graphe est dit critique (respectivement, stable) par rapport à la domination dou-

ble si ×2() change (respectivement, reste inchangé) suite à la suppression de n’importe

quel sommet, ou suite à l’ajout ou la suppression de n’importe quelle arête.

Une partie de cette thèse est consacrée à la présentation des résultats antérieurs

obtenus pour les graphes critiques et stables par rapport à la domination double. Nos

contributions concernent en premier lieu les graphes dont le nombre de domination dou-

ble augmente lorsque n’importe quelle arête est supprimée, appelés graphes ×2-arête-

enlevée-critiques. Nous commençons par donner une condition nécessaire et suffisante

les concernant, ensuite nous caractérisons les graphes réguliers, les arbres, les graphes

sans 4 et les graphes sans 5 Aussi, nous donnons des caractérisations des graphes

×2-arête-enlevée-critiques pour de petits nombres de domination double.

En second lieu, nous abordons les graphes dont le nombre de domination double

diminue quand n’importe quel sommet qui n’est pas un support est effacé, appelés

graphes ×2-sommet-critiques, et les graphes dont le nombre de domination double reste

inchangé pour la même modification, appelés graphes ×2-sommet-stables. Nous mon-

trons au début quelques propriétés relatives à ces deux familles de graphes. Nous donnons

ensuite une caractérisation descriptive des arbres ×2-sommet-critiques et une caractéri-

sation constructive de la famille de tous les arbres ×2-sommet-stables.
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CHAPITRE 2

 ABSTRACT

Our aim in this thesis is to study critical graphs and stable graphs with respect to double

domination. A double dominating set of a graph  = () is a set of vertices  ⊆ 

such that every vertex of the graph is either in  and has at least one neighbor in ,

or in  −  and has at least two neighbors in . The double domination number of ,

denoted ×2(), is the minimum cardinality of a double dominating set of .

The graph  is said to be double domination critical (respectively, stable) if ×2()

changes (respectively, remains unchanged) upon the removal of any vertex, or the addi-

tion or the removal of any edge.

Part of this thesis is devoted to the presentation of previous results on double dom-

ination critical and stable graphs. Our contributions concern first the graphs whose

the double domination number increases when any edge is deleted, called ×2-edge-

removal-critical graphs. We give a necessary and sufficient condition for these graphs.

Then we characterize regular graphs, trees, 4-free graphs and 5-free graphs. Also, we

give characterizations for ×2-edge-removal-critical graphs with small double domination

numbers.

Second, we investigate the graphs whose the double domination number decreases

when any vertex different to a support is deleted, called ×2-vertex-critical graphs, and

the graphs whose the double domination remains unchanged for the same modification,

called ×2-vertex-stable graphs. We show at the beginning some properties for these

two families of graphs. We then give a descriptive characterization of ×2-vertex-critical

trees and a constructive characterization of the family of all ×2-vertex-stable trees.
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CHAPITRE 1

      INTRODUCTION

Il est bien connu que la théorie des graphes possède des origines qui remontent à 1736

quand Leonhard Euler (1707-1783) posa le célèbre problème des ponts de la ville russe

de Königsberg, mais ce n’est qu’au début du XXème siècle, qu’elle s’est imposée comme

une branche à part entière des mathématiques, grâce aux travaux de König, Menger et

Cayley, et plus récemment, ceux de Berge et d’Erdös et d’autres.

La théorie des graphes revendique actuellement de nombreuses applications dans

les réseaux de télécommunication, les circuits électroniques, tous les types de réseaux

de distribution, courriers, eau, gaz... et dans de nombreux problèmes de logistique, de

transport ou de production. De manière générale, les graphes permettent de représenter

simplement la structure, les connexions, les cheminements possibles d’un ensemble

complexe comprenant un grand nombre de situations, en exprimant les relations et

les dépendances entre ses éléments. Ils constituent donc une méthode de pensée qui

permet de modéliser une grande variété de problèmes en se ramenant à l’étude de

sommets et d’arêtes ou d’arcs si l’orientation est nécessaire.

Bien que le volet application occupe une stature du premier ordre dans la théorie

des graphes, cette dernière comporte un autre volet au moins aussi important qui est

la recherche fondamentale. En effet, il est impensable de vouloir traiter efficacement

un problème réel sans posséder de solides bases théoriques, et c’est dans ce sens que

les auteurs se sont intéressés aux nombreux domaines de recherche de la théorie des

graphes comme la coloration, la connectivité, le couplage ou la domination dans les

graphes.

La domination figure parmi les branches les plus étudiées de la théorie des graphes

avec plus de 2000 articles publiés. Cette popularité est due non seulement à ses multi-

Sofiane
Rectangle



10

ples applications dans la vie réelle, mais aussi à la diversité d’axes de recherche qu’elle

offre avec un grand nombre de problèmes qui ne sont pas encore résolus ou qui n’ont

même pas été explorés.

Un ensemble dominant dans un graphe est un sous-ensemble de ses sommets tel

que tout sommet de ce graphe, est ou bien dans cet ensemble ou bien adjacent à l’un

des sommets de cet ensemble. Le nombre de domination d’un graphe est la taille min-

imale d’un ensemble dominant. De nombreux types de domination (ou paramètres de

domination) sont définis en imposant des propriétés supplémentaires sur les ensembles

dominants. En imposant, par exemple, que tout sommet d’un graphe (y compris ceux

de l’ensemble dominant) est adjacent à un sommet du dominant, on a un type de

domination appelé la domination totale, et si on impose que tout sommet du graphe

soit dominé par au moins deux sommets de l’ensemble dominant, on a la domination

double qui est l’objet principal de cette thèse. Le cardinal minimum d’un ensemble

dominant double est appelé nombre de domination double.

Pour un paramètre de domination donné, un graphe ayant subi une modifica-

tion quelconque comme l’effacement d’un sommet, l’ajout ou l’effacement d’une arête

peut voir ce paramètre de domination augmenter, diminuer ou rester inchangé. Si le

paramètre de domination en question change lorsqu’un sommet quelconque est effacé

ou lorsque n’importe quelle arête est ajoutée ou effacée, alors le graphe est dit cri-

tique, et dans le cas contraire, ce graphe est dit stable. Avant d’être étudiés pour

les paramètres de domination, les concepts de criticité et de stabilité l’ont été pour

d’autres paramètres comme la connectivité et le nombre chromatique et se sont révélés

très utiles pour une compréhension plus profonde de ces paramètres.

Pour la domination, l’étude de la criticité et de la stabilité a été initiée par Walikar

et Acharya dans un article consacré aux graphes critiques par rapport aux arêtes sup-

primées, avant que Sumner et Blitch ne publient un autre article portant sur les graphes

critiques pour n’importe quelle arête ajoutée. Depuis, de nombreuses recherches dans

ce sens ont été menées pour différents paramètres de domination.
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Dans la présente thèse, nous nous intéressons aux graphes critiques et stables par

rapport à la domination double, et ce pour les trois opérations (modifications) qui

viennent d’être citées.

Le premier chapitre, consacré aux généralités, comporte trois parties. Nous donnons

dans la première les définitions essentielles de la théorie des graphes qui sont utilisées

dans cette thèse. Dans la deuxième partie, nous faisons une présentation de la domi-

nation dans les graphes. En effet, après un peu d’histoire, nous mettons en évidence

les différents aspects pratiques et théoriques qui font de la domination un domaine

de recherche si convoité. En dernier, nous donnons les différentes définitions liées aux

notions de criticité et de stabilité pour un paramètre de domination quelconque, ainsi

qu’un bref historique sur l’étude de ces deux notions pour le nombre de domination.

Nous commençons le second chapitre par une présentation des plus importantes

propriétés de la domination double dans les graphes tout en énumérant les résultats

les plus pertinents obtenus jusqu’à présent. Nous faisons ensuite le tour de ce qui a

précédé nos contributions dans le domaine de la criticité et de la stabilité par rapport

à la domination double. Les résultats élaborés par les auteurs des quatres articles

existants seront présentés dans une section réservée à chaque article. Ces résultats

concernent en particulier deux classes de graphes, ceux qui sont critiques par rapport

aux arêtes ajoutées et ceux qui sont stables par rapport aux arêtes enlevées.

Le chapitre trois est consacré aux graphes arête-enlevée-critiques, c’est à dire les

graphes dont le nombre de domination double augmente quand n’importe quelle arête

est supprimée. Les résultats qui y sont présentés ont été obtenus en collaboration avec

Blidia, Chellali et Maffray. Après l’évaluation de l’effet que peut entraîner la sup-

pression d’une arête quelconque sur le nombre de domination double d’un graphe, une

condition nécessaire et suffisante pour les graphes arête-enlevée-critiques est donnée,

précédant des caractérisations des arbres, des graphes sans 4 et des graphes sans 5

Pour terminer, nous donnons des caractérisations des graphes arête-enlevée-critiques

pour des petits nombres de domination double.
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Dans le quatrième chapitre, on s’intéresse aux graphes critiques et stables au sens

des sommets supprimés par rapport à la domination double. Les résultats qui y figurent

ont été obtenus en collaboration avec Chellali. Nous commençons par étudier l’effet de

la suppression d’un sommet différent d’un sommet support sur le nombre de domination

double d’un graphe. Nous donnons ensuite des propriétés des graphes dont le nombre

de domination double diminue quand n’importe quel sommet (qui n’est pas un support)

est effacé, ainsi qu’une caractérisation des arbres ayant cette propriété. Pour les graphes

dont le nombre de domination double reste inchangé suite à la même modification, le

résultat principal présenté est la construction de la famille de tous les arbres ayant

cette propriété.

Pour terminer, cette thèse sera achevée par une conclusion générale qui portera sur

l’ensemble du travail accompli et sur les perspectives dans ce domaine.
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CHAPITRE 1

 GENERALITES

Afin de faciliter la lecture de cette thèse, nous commençons par donner les définitions

élémentaires de la théorie des graphes qui y sont utilisées. Les notions propres à un

chapitre donné seront définies dans le chapitre lui-même.

La deuxième partie de ce chapitre introductif sera consacrée à une présentation de

la domination dans les graphes avec laquelle nous voulons familiariser le lecteur avec

ce domaine et essayer de mettre en évidence sa grande importance aussi bien dans le

plan théorique que pratique.

Pour plus de détails concernant les notions de théorie des graphes, le lecteur est

invité à consulter les ouvrages de Berge [1] et de Chartrand et Lesniak [2], et ceux

de Haynes, Hedetniemi et Slater [3] et [4] pour mieux assimiler les notions liées à la

domination dans les graphes.

Dans la troisième et dernière partie de ce chapitre, nous donnerons les définitions

des concepts de criticité et de stabilité pour un paramètre de domination quelconque.

Nous ferons aussi un bref passage sur l’historique de l’étude de ces deux concepts pour

le nombre de domination.

1.1 Définitions élémentaires de la théorie des graphes

1.1.1 Graphe

Un graphe est la donnée de deux ensembles finis  et  où  est l’ensemble des

sommets , et  est un ensemble de paires d’éléments de  appelées arêtes. Pour un

graphe  on notera  () l’ensemble de ses sommets et () l’ensemble de ses arêtes,
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ou simplement V et E si le contexte est explicite. Un graphe est dit trivial s’il ne

possède qu’un seul sommet et aucune arête.

Si e = vu est une arête du graphe, on dit que u et v sont les extrémités de e, que

u et v sont adjacents et que e est incidente à u et v. Dans ce cas, on dit aussi que

u et v sont incidents à e. Deux arêtes distinctes sont dites adjacentes si elles ont une

extrémité commune.

Un graphe G est dit simple si tout couple de ses sommets est relié par au plus une

arête et que toute arête de E(G) a ses extrémités distinctes.

L’ordre d’un graphe est le cardinal de son ensemble de sommets on le note d’habitude

par n. Dans cette thèse, tous les graphes considérés sont simples.

Exemple 1.1. Le graphe G = (V,E) de la figure 1.1 est un graphe simple d’ordre 8, il

est formé d’un ensemble de sommets V = {a, b, c, d, u, v, x, y} et d’un ensemble d’arêtes

E = {ab, ax, au, bv, bx, xu, xv, uy, vy, yc, yd}

b

a

v d

x y

u c

Figure 1.1. un graphe G

1.1.2 Voisinages et degrés

Soit G = (V,E) un graphe. Le voisinage ouvert d’un sommet v de G est l’ensemble

de tous les sommets adjacents à v. Cet ensemble est noté NG(v). Le voisinage fermé

de v est l’ensembleNG[v] = NG(v)∪{v}. S’il n’y a pas risque de confusion, les voisinages

ouvert et fermé d’un sommet v seront notés simplement par N(v) et N [v] respective-

ment.
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Soit S un sous-ensemble de V. L’ensembleNG(S) =
⋃
v∈S NG(v) est appelé voisinage

ouvert de S, et l’ensemble NG[S] = NG(S)∪S est son voisinage fermé. De même, nous

utiliserons les notations N(S) et N [S] au lieu de NG(S) et NG[S] respectivement.

Le degré d’un sommet v ∈ V (G), noté degG(v), est égal au cardinal de son voisi-

nage ouvert. Un sommet de degré nul est dit un sommet isolé et un sommet de degré

égal à un est dit sommet pendant ou feuille. Un sommet adjacent à au moins un

sommet pendant est appelé sommet support. L’ensemble des sommets supports de G

est noté par S(G) et l’ensemble des sommets pendants par L(G).

le degré maximum d’un graphe G, noté ∆(G), est le maximum des degrés de ses

sommets. Aussi, le degré minimum de G, noté δ(G), est le minimum des degrés des

sommets de G. On a donc :

∆(G) = max
v∈V

degG(v) et δ(G) = min
v∈V

degG(v)

S’il n’y a aucun risque de confusion, on écrira deg(v), ∆ et δ pour désigner respec-

tivement degG(v), ∆(G) et δ(G).

1.1.3 Sous-graphe et graphe partiel

Soit G = (V,E) un graphe. On appelle sous-graphe de G, un graphe G′ = (V ′, E ′) tel

que V ′ ⊆ V et E ′ ⊆ E. Pour un sous-ensemble A ⊆ V , le sous-graphe induit par

A, noté G[A] ou simplement 〈A〉 , est le graphe ayant A pour ensemble de sommets et

dont les arêtes sont celles de E ayant leurs deux extrémités dans A.

Etant donné un graphe G′, on dit que G est sans G′ si G′ n’est pas un des sous-

graphes induits de G.

Un graphe partiel de G est un graphe obtenu en enlevant une ou plusieurs arêtes

de G. Autrement dit, un graphe partiel de G est un graphe H ayant le même ensemble

de sommets, et ayant comme ensemble d’arêtes, un sous-ensemble de E(G) : E(H) ⊂

E(G).
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1.1.4 Minimalité et maximalité d’un ensemble

Soient G = (V,E) un graphe et P une propriété. Un sous-ensemble A de V est dit

minimal par rapport à la propriété P si aucun sous-ensemble strict de A ne vérifie

cette propriété. Aussi, A est est dit maximal par rapport à la propriété P, si aucun

sous-ensemble de V contenant A et différent de A ne vérifie la propriété P.

Un sous-ensemble B de V est dit minimum ou de taille minimale par rapport à

la propriété P si aucun ensemble plus petit (pas nécessairement un sous-ensemble de

B) ne vérifie cette propriété. D’une manière similaire, l’ensemble B est ditmaximum

ou de taille maximale par rapport à P, si aucun ensemble plus grand que B (sans

nécessairement le contenir) ne vérifie la propriété.

1.1.5 Connexité, distance, diamètre et excentricité

Une chaîne C dans un graphe G = (V,E) est une séquence finie [v1, v2, ...., vk] de

sommets telle que pour chaque 1 ≤ i ≤ k − 1, vivi+1 soit une arête de G. Les sommets

v1 et vk sont appelés respectivement extrémité initiale et extrémité finale de la chaîne

C. La longueur d’une chaîne est le nombre de ses arêtes (k− 1 pour le cas de la chaîne

C qui vient d’être définie). Une chaîne est dite élémentaire (respectivement, simple)

si tous ses sommets sont distincts (respectivement, toutes ses arêtes sont distinctes).

Une corde est une arête reliant deux sommets non consécutifs dans une chaîne. Une

chaîne minimale induite par n sommets, notée par Pn, est une chaîne élémentaire sans

cordes.

Un cycle est une chaîne dont les deux extrémités sont confondues. Un cycle élé-

mentaire Cn induit par n sommets est un cycle dont les sommets sont distincts.

Le graphe G est connexe si toute paire de ses sommets est reliée par une chaîne.

Si le graphe G est non connexe, une composante connexe est un sous-graphe maximal

connexe.

La distance entre deux sommets u et v, notée d(u, v), est la longueur d’une plus

courte chaîne reliant u et v.
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Le diamètre du grapheG est le maximum des distances entre deux de ses sommets,

c’est-à-dire:

diam(G) = Max
u,v∈V

(d(u, v)).

L’excentricité d’un sommet v dans G est:

exc(v) = max {d(u, v) : u ∈ V (G)} .

Ainsi, le diamètre d’un graphe peut être défini comme l’excentricité maximale de

ses sommets.

1.1.6 Quelques invariants d’un graphe

Les graphes G et H sont dits isomorphes s’il existe une application bijective f :

V (G) → V (H) telle que pour toute paire de sommets x, y de G, l’arête xy ∈ E(G) si

et seulement si l’arête f(x)f(y) ∈ E(H).

Si deux graphes sont isomorphes, alors ils partagent de nombreuses propriétés qui

sont appelées invariants (des deux graphes). En d’autres termes, un invariant d’un

graphe est une propriété préservée par isomorphisme comme le nombre de ses sommets

et le nombre de ses arêtes. Dans cette thèse, nous utiliserons plusieurs invariants d’un

graphe. Voici les définitions de quelques uns.

Un stable dans un graphe G = (V,E), appelé aussi, ensemble indépendant, est

un sous-ensemble S ⊆ V de sommets deux à deux non adjacents. Le cardinal minimum

(respectivement, maximum) d’un stable maximal de G, noté i(G) (respectivement,

α(G)), est appelé le nombre de domination stable (respectivement, le nombre

de stabilité) de G.

Un couplage dans un graphe G = (V,E) est un sous-ensemble d’arêtes non ad-

jacentes deux à deux. On note par β(G) la taille maximale d’un couplage dans G.

Le couplage M est dit parfait si tout sommet de V est incident à une arête de M .

C’est-à-dire si β(G) = n/2. Dans un couplage M , deux sommets incidents à une arête

du couplage seront dits couplés.
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1.1.7 Graphes particuliers

Graphe complet

Le graphe complet d’ordre n, noté Kn, est le graphe dans lequel tous les sommets

sont de degré n − 1. Ainsi, deux sommets quelconques d’un graphe complet Kn sont

adjacents.

Une clique est un sous-graphe complet d’un graphe G. Une clique de p sommets

est notée Kp.

Graphe complémentaire

Etant donné un graphe G d’ordre n, le complémentaire de G, noté G, est le

graphe dont l’ensemble de sommets est celui de G, et dont l’ensemble des arêtes est

formé de toutes les arêtes de Kn qui ne sont pas présentes dans G.

Graphe régulier

Un graphe G est dit régulier si tous ses sommets ont le même degré. De plus, G

est dit k-régulier si degG(v) = k pour tout sommet v de G.

Ainsi, un graphe complet Kn est un graphe (n− 1)-régulier.

Arbre et forêt

Un arbre est un graphe connexe sans cycles. Un arbre comporte exactement (n−1)

arêtes, il est noté habituellement T.

Une forêt est un graphe dont toutes les composantes connexes sont des arbres.

Graphe biparti et graphe biparti complet

Un graphe est dit biparti si l’on peut partitionner l’ensemble de ses sommets en

deux sous-ensembles V1 et V2 tels que les sous-graphes G[V1] et G[V2] ne contiennent

aucune arête. Un graphe est biparti si et seulement si il ne contient pas de cycles de

longueur impaire.
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Un graphe biparti complet est un graphe biparti tel que pour toute paire de

sommets v ∈ V1 et u ∈ V2, vu ∈ E. Si |V1| = r et |V2| = s, alors le graphe biparti

complet est noté Kr,s.

Etoile, étoile subdivisée et double étoile

Un cas spécial d’un graphe biparti complet dans lequel |V1| = 1 et |V2| = s est

appelé une étoile et noté K1,s. Le sommet de V1 est appelé centre ou sommet

central de l’étoile.

L’opération de subdivision d’une arête uv d’un graphe G introduit un nouveau

sommet w tel que E(G ∪ {w}) = ((E(G)− {uv})) ∪ {uw,wv}. On appelle étoile

subdivisée K∗1,k l’étoile dans laquelle toutes les arêtes sont subdivisées.

Une double étoile Sr,s est le graphe formé par les deux étoiles K1,r et K1,s avec

une arête reliant les deux centres.

1.2 La domination dans les graphes

Nous considérons à présent les ensembles de sommets qui dominent tous les sommets

d’un graphe. Un sous-ensemble D de V est un dominant du graphe G = (V,E)

si tout sommet v ∈ V est ou bien dans D ou bien adjacent à un sommet de D. Le

nombre de domination γ(G) est le cardinal minimum d’un ensemble dominant de G.

Un ensemble dominant de G de cardinal minimum est noté γ(G)-ensemble.

Prenons le graphe G de la figure 1.2. Il est évident que les ensembles D1 =

{v1, v3, v6, v8} et D2 = {v4, v7} sont des ensembles dominants de G. De plus, nous

pouvons facilement voir que γ(G) = 2 (puisqu’il n’existe aucun ensemble dominant de

G de cardinal 1). On peut en déduire que D2 est un γ(G)-ensemble.

Bien que l’histoire de l’étude mathématique des ensembles dominants n’a commencé

qu’à la fin des années 50 du 20ème siècle, le concept de domination semble avoir des

origines qui remontent au 16ème siècle en Inde. Il s’agissait de couvrir (ou dominer)
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v4

v1 v2 v3

v7
v6v5

v8

Figure 1.2. D1 = {v1, v3, v6, v8} et D2 = {v4, v7} sont des ensembles dominants de G.

l’ensemble des cases d’un échiquier par des pièces du jeu d’échecs. En 1862, De Jaenisch

[5] a étudié le problème des reines dans un jeu d’échecs, il voulait déterminer le nombre

minimum de reines pouvant être placées sur l’échiquier de telle sorte que toutes les

cases de ce dernier soient attaquées ou occupées par une reine en un seul coup. Il est

bien connu que pour un échiquier 8× 8, ce nombre est de 5 reines, tandis que pour un

échiquier n× n, le nombre minimum de reines reste indéterminé.

En 1958, Claude Berge [6] donna une formulation de la domination dans les graphes

orientés et appela le nombre de domination coeffi cient de stabilité externe. En

1962, Ore [7] utilisa les appellations actuelles "ensemble dominant" et "nombre

de domination" et nota le nombre de domination d(G) dans son livre de théorie des

graphes.

Les premiers indices qui ont révélé le grand intérêt que portaient les chercheurs à la

domination vers la fin du siècle précédent étaient l’article de Cockaine et Hedetniemi

[8] publié en 1977 et le numéro spécial de discrete mathematics publié en 1990 par

Hedetniemi et Laskar [9], consacré entièrement à la domination. La bibliographie

de 1990 a révélé une augmentation impressionnante du nombre de références dans ce

domaine qui, dans une période de 30 ans, est passé de 20 à 400 références. Cette

croissance intensive est actuellement plus évidente avec plus de 2000 références dont

950 figurent dans le livre de Haynes, Hedetniemi et Slater [3] publié en 1998.

Cette grande popularité de la domination est certainement due à plusieurs aspects

qui la rendent parmi les branches les plus étudiées en théorie des graphes et qui offrent
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ainsi un grande variété d’opportunités de recherche. Quelques-uns de ces aspects seront

développés dans les paragraphes suivants:

1.2.1 Différentes définitions de la domination

L’un des aspects les plus importants qui caractérisent la domination est l’existence de

plusieurs définitions équivalentes d’un ensemble dominant dans un graphe. Nous citons

à titre d’exemple quelques-unes. Pour plus de détails, voir le livre de Haynes et al. [3].

Recouvrement de l’ensemble des sommets:

L’ensembleD ⊆ V est un dominant d’un graphe G si tout sommet de V −D possède

au moins un voisin dans D.

Intersection d’ensembles:

L’ensemble D ⊆ V est un dominant de G si pour tout sommet v ∈ V,

|N [v] ∩D| ≥ 1.

Fonction de domination:

Soit f la fonction f : V → {0, 1} telle que pour tout sommet v ∈ V,

∑
u∈N [v]

f(u) ≥ 1.

1.2.2 Paramètres de domination

Un second aspect est la possibilité de former de nouveaux paramètres de domination.

En effet, beaucoup de paramètres de domination ont été définis en combinant la dom-

ination avec une autre propriété dans les graphes. Ainsi, pour une propriété P, le

nombre de domination conditionnelle γ(G : P ) est le cardinal minimum d’un sous-

ensemble D ⊆ V tel que le sous-graphe induit par D satisfait P. Par exemple, si on

impose queG [D] soit connexe, nous aurons un type de domination appelé domination

Sofiane
Underline

Sofiane
Underline



22

connexe, et si on impose que G [D] soit un graphe complet, nous définissons ainsi un

autre type de domination appelé domination clique. De plus, d’autres paramètres

de domination sont obtenus en changeant la manière de dominer. Par exemple, si on

impose que tout sommet à l’extérieur de l’ensemble dominant D possède k voisins dans

D, on aura un autre type de domination appelé la k-domination.

De la même manière et suivant les critères imposés, des dixaines de paramètres de

domination ont été définis. Dans cette thèse, nous ferons référence à plusieurs types

de domination suivant le contexte. Nous donnons à présent leurs définitions dans un

graphe G = (V,E):

La domination totale

Un ensemble dominant total est un ensemble dominant S ⊆ V tel que le sous-graphe

induit par S ne contient pas de sommets isolés. Le nombre de domination totale de G,

noté γt(G), est le cardinal minimum d’un dominant total.

La domination couplée

Un ensemble dominant couplé de G est un dominant dont le sous-graphe induit

contient un couplage parfait. Le cardinal minimum d’un tel ensemble est appelé nombre

de domination couplée de G. Il est noté par γpr(G).

La domination sécurisée

Un ensemble dominant sécurisé de G est un ensemble dominant X avec la propriété

que tout sommet u ∈ V −X est adjacent à un sommet v ∈ X tel que (X − {v})∪ {u}

est un ensemble dominant de G.

La domination restreinte totale

Un sous-ensemble S de V est appelé ensemble dominant restreint total de G, si tout

sommet v ∈ V est adjacent à un sommet de S et tout sommet de V − S est adjacent

à un sommet de V − S.



23

Il est à noter que d’après leurs définitions, la domination couplée, la domination

totale et la domination restreinte totale ne sont définies que si le graphe est sans

sommets isolés.

1.2.3 Applications de la domination

Un autre aspect qui rend la domination dans les graphes un domaine de recherche aussi

convoité est le grand nombre de ses applications. En effet, beaucoup de situations

réelles peuvent être modélisées par des problèmes étudiés en domination, et ce pour

l’un ou l’autre de ses nombreux paramètres. A titre d’exemple, nous citons quelques

applications dans différents domaines:

Localisation des stations de radars

Ce problème a été discuté par Berge dans [1]. Ayant un certain nombre d’endroits

stratégiques à maintenir en surveillance, le problème consiste à trouver un ensemble de

sites dans lesquels des radars doivent être posés dans le but que tous les sites soient

surveillés. Bien entendu il serait plus rentable de déposer le moins possible de radars.

Problème de communication dans un réseau

Nous avons un réseau de villes avec des lignes de transmission. Il s’agit de trou-

ver comment installer des stations de transmission dans certaines villes de telle sorte

que n’importe quelle ville puisse recevoir un message depuis au moins une station de

transmission. Ce problème a été présenté de manière détaillée par Liu dans [10].

A présent, la domination enregistre en force sa présence dans les domaines de la

théorie des graphes ayant des applications dans des domaines importants comme les

réseaux ad hoc, les réseaux biologiques, l’informatique distribuée, les réseaux sociaux

ou les graphes du web (voir [11], [12] et [13]). Ces applications ont pour objectif

de sélectionner un sous-ensemble de nœuds qui fournira certains services précis tel que

tout nœud du réseau soit "proche" à un nœud du sous-ensemble. Les exemples suivants

montrent que le concept de domination peut être appliqué pour la modélisation d’autres

problèmes récents de la vie réelle:
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Modélisation de réseaux biologiques

Dans le but de comprendre les molécules d’ARN (acide ribonucléique), récem-

ment, des chercheurs au "Courant Institute of Mathematical Sciences" ont utilisé la

théorie des graphes pour modéliser les molécules d’ARN et ont fourni une base de

données constituée d’arbres représentant des structures secondaires possibles de ces

molécules. Dans leurs études, des chercheurs ont utilisé certains invariants de graphes

afin d’identifier numériquement des motifs secondaires d’ARN, en particulier le nombre

de domination qui est un invariant sensible au changement de la structure d’un arbre

même si ce changement est minime. Pour plus de détails sur ces études, voir [14].

Modélisation de réseaux sociaux

Les ensembles dominants peuvent être utilisés pour la modélisation de réseaux soci-

aux afin d’étudier la dynamique des relations entre un grand nombre d’individus dans

différents domaines. Un réseau social est une structure sociale constituée d’individus

ou de groupes d’individus liés par un ou plusieurs types spécifiques d’interdépendance.

Le choix d’ensembles initiaux des individus ciblés est un problème important dans la

théorie des réseaux sociaux. Dans leur article [15], Kelleher et Cozzens ont modélisé

les réseaux sociaux en termes de théorie des graphes et ils ont montré que certains

des ensembles d’individus à choisir peuvent être trouvés en utilisant les propriétés des

ensembles dominants.

Grâce au grand nombre de types de domination, beaucoup de problèmes réels sont

modélisés en termes d’autres paramètres de domination, et ce en fonction des conditions

qui peuvent être exigées et suivant la spécificité du problème. D’autres applications

seront présentées plus loin au moment de la définition des paramètres de domination

pour lesquels des résultats en relation avec notre travail seront donnés.

1.2.4 Problèmes étudiés en domination

Un autre aspect est que la domination offre une grande variété d’axes de recherche,

comme:
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• L’élaboration de bornes pour le nombre de domination ou pour les différents

paramètres de domination. Vu que la détermination de valeurs exactes pour ces

paramètres est impossible dans la plupart des cas, les spécialistes en domination

se sont orientés vers la recherche de bornes en fonction de l’ordre du graphe, de

son degré minimum ou maximum, en fonction d’autres paramètres de domination,

etc...

Aussi, une fois une borne est établie, il serait intéressant de chercher à caractériser

les graphes qui la vérifient.

• L’étude algorithmique de la domination dans des classes particulières de graphes,

sachant que le problème de détermination des paramètres de domination pour les

graphes en général est NP-complet pour la majorité de ces paramètres. En effet,

de nombreuses recherches d’algorithmes polynomiaux pour la détermination de

paramètres de domination ont été menées dans des classes de graphes ayant des

structures relativement simples comme les arbres, les graphes bipartis, les graphes

triangulés, etc..

• La détermination de relations du type Nordhauss-Gaddum. Ce sont des rela-

tions qui, pour un paramètre de domination µ(G) donné, sont formées de deux

fonctions f1(n, δ,∆) et f2(n, δ,∆) telles que

µ(G) + µ(G) ≤ f1(n, δ,∆) et

µ(G)µ(G) ≤ f2(n, δ,∆)

• L’étude de classes de graphes critiques ou stables par rapport aux différents

paramètres de domination. Cet axe de recherche constitue l’objet de cette thèse,

il s’agit d’étudier l’effet résultant de l’effacement ou de l’ajout d’une arête quel-

conque sur le paramètre de domination étudié, et de même étudier l’effet que

peut donner l’effacement de n’importe quel sommet d’un graphe sur le paramètre

de domination en question, sachant que suivant le cas, ces modifications dans un
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graphe peuvent augmenter, faire baisser ou même laisser inchangés les paramètres

de domination. Dans cette thèse, nous nous focaliserons sur un type de domina-

tion qui est la domination double.

1.3 Notions de graphes critiques et stables

Quand un paramètre de domination est étudié, il est évident que l’on soit intéressés par

les graphes qui soient dans un sens critiques ou stables par rapport à ce paramètre. En

effet, l’exploration des propriétés et de la structure de ces graphes renforce nos connais-

sances que nous voulons aussi profondes que possible pour n’importe quel paramètre

étudié.

Dans l’exemple qui suit, donné par Haynes et al. dans [3], on peut voir que l’étude

de la criticité et de la stabilité dans les graphes est d’une grande importance du point

de vue pratique. En effet, il est important pour la conception d’un réseau, de pren-

dre en compte sa tolérance aux pannes, en d’autres termes, sa capacité à fournir un

service, même s’il contient un ou plusieurs composants défectueux. Le comportement

d’un réseau en présence d’un défaut peut être analysé en déterminant l’effet que la

suppression d’une arête (défaillance d’une liaison) ou d’un sommet (défaillance d’un

processeur) de son graphe représentatif G a sur le critère de tolérance aux pannes. Par

exemple, un γ(G)-ensemble représente un ensemble de processeurs de taille minimale

pouvant communiquer directement avec tous les autres processeurs dans le système.

S’il est nécessaire à l’ensemble des serveurs d’avoir cette propriété et que le nombre

de processeurs désignés pour jouer le rôle de serveurs de fichiers soit limité, alors le

nombre de domination γ(G) est le critère de tolérance aux pannes dans ce cas. Dans

cet exemple, il est important que γ(G) ne doit pas augmenter quand le graphe est

modifié en supprimant un sommet ou une arête. D’un autre côté, cette tolérance peut

être assurée en ajoutant des arêtes. Par conséquent, dans ce cas, nous devons examiner

les effets sur γ(G) lorsque G est modifié suite à la suppression d’un sommet, l’ajout

ou la suppression d’une arête. Il faut signaler que d’autres modifications peuvent être

appliquées sur un graphe et définir ainsi d’autres types de criticité et de stabilité.
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Toutefois, dans cette thèse, nous nous contentons d’étudier les trois opérations citées

ci-dessus et dont les définitions sont données ci-après dans un graphe G = (V,E).

Définition 1.2. Soit v ∈ V (G). La suppression de v du graphe G produit le graphe

noté G− v, obtenu suite à l’effacement de v et de toutes les arêtes de G incidentes à v.

Définition 1.3. Soit e ∈ E(G). La suppression de l’arête e du graphe G produit le

graphe noté G− e, obtenu suite à l’effacement de e (ses extrémités restent).

Définition 1.4. Soit xy ∈ E(G). L’ajout de l’arête xy au graphe G produit le graphe

noté G+ xy résultant de l’ajout d’une arête entre x et y dans le graphe G.

Voir des exemples de ces opérations dans les figures 1.3 et 1.4.

a b c d

e

f g
h

G :

a b c d

e

f g

G− h :

Figure 1.3. L’opération G− h

a b c d

e

f g
h

G− eh :

a b c d

e

f g
h

G+ ad :

Figure 1.4. Les opérations G− eh et G+ ad
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Nous arrivons maintenant à la définition des différents concepts liés aux graphes

critiques et stables pour un paramètre de domination quelconque π. Notons que si à

l’issue d’une modification quelconque d’un graphe G le paramètre π n’est plus défini,

nous considérons par convention que π est infini pour le graphe obtenu.

Pour un paramètre de domination π, un graphe G est dit:

π-arête-critique si π(G+ e) < π(G) pour toute arête e de E(G)

π+-arête-critique si π(G+ e) > π(G) pour toute arête e de E(G)

π-arête-stable si π(G+ e) = π(G) pour toute arête e de E(G)

π-arête-enlevée-critique si π(G− e) > π(G) pour toute arête e de E(G)

π−-arête-enlevée-critique si π(G− e) < π(G) pour toute arête e de E(G)

π-arête-enlevée-stable si π(G− e) = π(G) pour toute arête e de E(G)

π-sommet-critique si π(G− v) < π(G) pour tout sommet v de V (G)

π+-sommet-critique si π(G− v) > π(G) pour tout sommet v de V (G)

π-sommet-stable si π(G− v) = π(G) pour tout sommet v de V (G)

De plus, si un graphe G vérifie l’une des propriétés définies ci-dessus, et si π(G) = k,

alors la notation correspondante à cette propriété sera précédée par l’entier positif k.

Par exemple, on dira que G est k-π-arête-critique si π(G) = k et π(G + e) < k pour

toute arête e ∈ E(G).

Les concepts qu’on vient de définir ont motivé beaucoup de chercheurs à faire des

études qui concernent différents paramètres de domination, mais bien évidemment le

premier paramètre qui a été étudié est le nombre de domination γ quand Walikar et

Acharya [16] et ensuite Bauer, Harary, Nieminen et Suffel [17] ont étudié les graphes

pour lesquels le nombre de domination est altéré quand une arête quelconque est sup-

primée. Ces graphes satisfont γ(G − e) = γ(G) + 1 pour toute arête de G. Pour plus

de détails et de références, voir le chapitre 5 du livre [3].

Quelques années après la parution de l’article de Walikar et al. [16], Sumner et

Blitch [18] ont initié l’étude des graphes γ-arête-critiques. La plus grande partie de

leurs résultats concernaient le cas 1 ≤ γ ≤ 3, dont des caractérisations des graphes
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1-γ-arête-critiques et 2-γ-arête-critiques. Le concept des graphes γ-arête-critiques a

été ensuite étudié dans plusieurs articles comme [19, 20, 21, 22, 23, 24, 25].

Les graphes γ-sommet-critiques ont été définis et abordés pour la première fois par

Brigham, Chinn et Dutton dans [26, 27]. Ils ont exploré en particulier le cas γ = 2.

Pour le cas γ ≥ 3, l’étude des graphes γ-sommet-critiques est, jusqu’à présent, loin

d’être achevée. Néanmoins, des propriétés structurelles de ces graphes ont été établies

par les auteurs de [26, 27, 28, 29].

Les trois cas de stabilité ont été étudiés pour le nombre de domination dans quelques

articles comme [16, 30, 31, 32, 33]. Il est à noter que ces études n’ont pas abouti à des

caractérisations constructives des graphes γ-arête-stables et γ-sommet-stables.

Les références données dans ce paragraphe ne représentent, dans aucun cas, toute la

littérature existante pour les neufs concepts qu’on a définis. Il s’agit juste de mettre en

évidence le grand intérêt que donnent les chercheurs à cet axe de recherche sachant que

ce que nous avons présenté, jusqu’à présent, ne concerne que la domination ordinaire.

Dans les prochains chapitres, nous présenterons les résultats obtenus pour la plupart

des concepts de criticité et de stabilité par rapport à la domination double. Nous

donnerons les résultats obtenus par d’autres chercheurs, ainsi que ceux que nous avons

obtenus. Nous parlerons aussi, quand le contexte le permettra, d’études similaires

menées pour d’autres types de domination.
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CHAPITRE 2

   LA DOMINATION DOUBLE ET RESULTATS ANTERIEURS

Le présent chapitre est composé de cinq parties. Dans la première, nous faisons un bref

aperçu sur la domination double dans les graphes. Nous y donnons ses principales pro-

priétés ainsi que les résultats les plus importants la concernant. Par cette présentation,

nous voulons familiariser le lecteur avec ce type de domination tout en lui permettant

de faire le tour de ce qui a été fait dans ce concept jusqu’à présent.

Les quatre autres parties de ce chapitre sont consacrées à la présentation des ré-

sultats antérieurs pour les graphes critiques et stables par rapport à la domination

double. Ces résultats, qui figurent dans quatre articles, concernent deux classes de

graphes, ceux dont le nombre de domination double diminue pour n’importe quelle

arête ajoutée qui ont fait l’objet de trois articles, et ceux dont le nombre de domi-

nation double demeure stable pour n’importe quelle arête enlevée qui ont fait l’objet

du dernier article. Nous avons préféré consacrer une section entière à chaque article

afin de respecter la chronologie et les notations qui sont parfois propres à un article

lui-même. Notons que les notations utilisées, étant celles utilisées par les auteurs des

articles présentés, ne seront pas forcément utilisées dans d’autres contextes dans cette

thèse.

2.1 Aperçu sur la domination double

2.1.1 Introduction

Avant d’introduire la définition d’un ensemble dominant double d’un graphe, nous

présentons un concept plus général qui est la -tuple domination. Ce type de domina-

tion a été introduit par Harary et Haynes dans [34]. Dans un graphe simple  = ()

et pour un entier positif  un sous-ensemble  de  est dit un -tuple dominant
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si pour tout sommet v de V, |N [v] ∩D| > k. En d’autres termes, ou bien v est un

sommet de D et possède au moins k − 1 voisins dans D, ou bien v est un sommet de

V − D et possède au moins k voisins dans D. Ainsi, G possède un k-tuple dominant

si et seulement si δ(G) ≥ k − 1. Le nombre de k-tuple domination de G, noté γ×k(G),

est le cardinal minimum d’un k-tuple dominant de G. Pour le cas particulier k = 1, on

aura la 1-tuple domination qui n’est autre que la domination ordinaire. De nombreuses

études ont été faites sur la k-tuple domination comme [34], [35], [36] et [37].

Dans leur même article [34], Harary et Haynes se sont focalisés sur un cas particulier

de la k-tuple domination lorsque k = 2. Ils ont appelé ce type de domination la

domination double. Dans cette thèse, nous notons le nombre domination double

d’un graphe G par γ×2(G), bien que ce paramètre de domination a été noté dans

la littérature par d’autres notations comme γd(G) ou dd(G). Si D est un ensemble

dominant double (EDD) de G de cardinal minimum, D est appelé γ×2(G)-ensemble.

Afin de bien assimiler le concept de la domination double, considérons le graphe

G de la figure 2.1. Nous nous proposons d’obtenir un dominant double S de G de

cardinal minimum. Remarquons en premier qu’un sommet pendant ne peut appartenir

à V − S puisque dans ce cas il ne peut pas être double dominé par S. Ainsi, tout

sommet support et tout sommet pendant doivent impérativement appartenir à tout

EDD d’un graphe. Par conséquent, S doit contenir l’ensemble {v1, v4, v7, v8}. Si on

prend de plus le sommet v2 dans S, alors tous les sommets de G seront double dominés

excepté le sommet v5 qui n’est dominé que par v2 et de ce fait, l’un des sommets v5 et

v6 devrait appartenir à S. Il est clair que l’ensemble S qu’on a obtenu est un γ×2(G)-

ensemble puisqu’on ne peut avoir un EDD de G de cardinal strictement inférieur à

6. Remarquons aussi que le sommet v3 ne peut appartenir à aucun γ×2(G)-ensemble

sinon on devrait prendre en plus des sommets pendants et des supports, deux sommets

l’ensemble {v2, v5, v6} , ce qui donnerait un dominant double de cardinal égal à 7.

La domination double est un type de domination riche en applications. Considérons

à titre d’exemple le problème du placement des gardiens dans une prison. Un gardien

placé sur un sommet v peut garder tous les sommets de son voisinage fermé. Dans
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v4

v1 v2 v3

v7
v6v5

v8

Figure 2.1. Un graphe G avec γ×2(G) = 6.

ce cas, un ensemble dominant double D représente un ensemble de gardiens avec la

propriété que tout prisonnier (un sommet de V −D) soit surveillé par au moins deux

gardiens, et chaque gardien (un sommet de D) soit proche d’un autre gardien de telle

sorte qu’ils s’assurent mutuellement aide et assistance en cas de besoin.

La domination double possède aussi des applications dans les réseaux informatique.

Par exemple, si l’on considère que tout sommet qui appartient à un ensemble dominant

assure un service (comme serveur de fichier, ou autre) dans un réseau. Dans ce cas,

tout sommet possède un accès direct aux fichiers. Il est raisonable préserver cet accès

lorsque des serveurs de fichiers tombent en panne. Un ensemble dominant double assure

la continuité du service puisque tout sommet peut accéder à au moins deux serveurs et

possède donc au moins un serveur de secours, et aussi tout serveur possède au moins

un serveur de sauvegarde. De plus, dans la conception de ce genre de réseaux, il est

évident de chercher à minimiser le nombre de serveurs à cause de leur coût important.

Beaucoup de chercheurs se sont intérressés à la domination double dans les graphes

et ont obtenus des résultats dans plusieurs domaines de recherche étudiés en domina-

tion. Nous allons, dans ce qui suit, présenter brièvement quelques résultats en essayant

de se focaliser sur ceux qui facilitent la compréhension des différentes propriétés de

la domination double et, surtout, ceux qui ont un lien avec l’objet principal de cette

thèse.
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2.1.2 Existence et minimalité d’un ensemble dominant double

Le premier résultat devant être présenté est dû à Harary et Haynes dans leur aritcle

[34], il s’agit de l’existence d’un ensemble dominant double.

Théorème 2.1 (Harary et al. [34]). Tout graphe sans sommets isolés possède un

ensemble dominant double et donc un nombre de domination double.

Pour n’importe quel type de domination, il est d’une grande importance d’étudier les

conditions de minimalité d’un ensemble ayant la propriété requise. Pour la domination

double, Chellali et Haynes [38] ont prouvé le théorème suivant:

Théorème 2.2 (Chellali et al. [38]). Soient G un graphe sans sommets isolés et S

un EDD de G. Alors S est minimal si et seulement si chaque sommet v ∈ S satisfait

l’une des conditions suivantes:

1) v est un sommet pendant dans 〈S〉.

2) v est adjacent à un sommet pendant dans 〈S〉 .

3) Il existe un sommet u dans V − S tel que N(u) ∩ S = {v, w}.

2.1.3 Valeurs exactes et bornes sur le nombre de domination double

Dans leur article [39], Liao et Chang ont montré que le problème de la détermination

du nombre de domination double dans un graphe quelconque est NP-Complet. De plus,

ils ont donné, dans le même article [39], un algorithme polynomial pour la recherche

du nombre de domination double dans les graphes fortement triangulés.

Néanmoins, pour quelques classes de graphes, le nombre de domination double a

été déterminé d’une manière exacte, (voir [34], [40] et [41]).

• γ×2(Cn) =
⌈

2n
3

⌉
.

• γ×2(Pn) =
⌈

2n+2
3

⌉
.

• γ×2(Kn) = 2 pour n ≥ 2.
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• γ×2(Kr,s) = 4 pour r ≥ 3 et s ≥ 3.

• γ×2(K1,t) = t+ 1.

Dans l’impossibilité de déterminer des valeurs exactes du nombre de domination

double pour le cas général, de nombreuses bornes ont été établies, nous en citons ici

quelques-unes:

Théorème 2.3. Soit G un graphe sans sommets isolés ayant n sommets et m arêtes.

Alors:

1- [Harray et al. [34]]

— γ×2(G) ≥ γ(G) + 1.

— 2 ≤ γ×2(G) ≤ n.

— γ×2(G) ≥ 4n−2m
3

.

— γ×2(G) ≥ 2n
∆+1

.

2- [Chellali et al. [38]]

— γ×2(G) ≤ n+ 1− δ.

—Si δ ≥ 2, alors γ×2(G) ≤ n+γt(G)
2

et cette borne est atteinte.

Nous nous contentons dans ce paragraphe des bornes qui ont été données sans

négliger de signaler qu’il existe dans la littérature un grand nombre de bornes incluant

le nombre de domination double qui ont fait l’objet d’une multitude de travaux comme

[38, 42, 43, 44].

2.1.4 Résultats obtenus pour la domination double dans les arbres

Les arbres sont importants pour la compréhension de la structure des graphes et même

dans la conception et de l’analyse des réseaux connexes. Ils sont parmi les classes de

graphes les plus étudiées en domination et en théorie des graphes en général. Souvent,

quand une propriété liée aux graphes est étudiée, il est judicieux de la comprendre pour
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des classes particulières assez simples de graphes avant d’essayer de l’aborder pour le

cas général.

Dans plusieurs articles, des chercheurs ont étudié la domination double dans la

classe des arbres. Nous résumons dans ce paragraphe quelques résultats obtenus dans

ce sens:

• L’élaboration d’un algorithme polynomial pour la recherche du nombre de dom-

ination double dans un arbre par Liao et Chang [39].

• L’établissement de plusieurs bornes incluant le nombre de domination double

pour les arbres dans plusieurs articles comme [45, 40, 46, 47, 48]

• La construction d’une manière récursive des arbres ayant un ensemble dominant

double minimum unique a été faite par Chellali et Haynes dans [49].

• La caractérisation des arbres T pour lesquels le nombre de domination double

est égal au nombre de domination couplée. Ce travail a été accompli par Blidia,

Chellali et Haynes dans [45].

• Les caractérisations des arbres dont le nombre de domination double est égal au

nombre de domination totale plus un et des arbres dont le nombre de domination

double est égal au nombre de 2-domination plus un. Ces caractérisations ont été

établies par Krzywkowski dans [50] et [51].

• La caractérisation des sommets qui appartiennent à tout ou à aucun ensemble

dominant double minimum d’un arbre, et ce à l’aide d’un processus d’élagage

("pruning" en anglais) qui a été utilisé auparavant par Mynhardt pour le nombre

de domination dans [52]. Cette caractérisation a été élaborée par Blidia, Chellali

et Khelifi dans [53].
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2.2 Graphes γ×2-arête-critiques

2.2.1 Introduction

Cette section est consacrée à la présentation des résultats obtenus par Haynes et

Thacker dans leur article [54]. Ce même travail, avant d’être publié, a fait l’objet de la

thèse de Master de Derrick Wayne Thacker [55] sous la direction de Teresa Haynes. Ils

se sont intéressés aux graphes γ×2-arête-critiques, ils ont caractérisé les cycles et les ar-

bres ayant cette propriété. De plus, ils ont étudié les graphes γ×2-arête-critiques ayant

un nombre de domination double égal à trois et quatre, mais avant ils ont commencé

par donner quelques propriétés de ces graphes.

2.2.2 Propriétés des graphes γ×2-arête-critiques

Il est évident que l’ajout d’une arête à un graphe G ne peut augmenter son nombre de

domination double. Ainsi, le fait d’ajouter une arête à G peut diminuer son nombre

de domination double comme ça peut le laisser inchangé.

Les auteurs ont montré, dans la proposition suivante, que pour la domination dou-

ble, ajouter une arête à un graphe peut diminuer son nombre de domination double

d’au plus deux.

Proposition 2.4 (Haynes et al. [54]). Soient G un graphe sans sommets isolés et

l’arête uv ∈ E(G). Alors γ×2(G)− 2 ≤ γ×2(G+ uv) ≤ γ×2(G).

Corollaire 2.5 (Haynes et al. [54]). Si γ×2(G + uv) = γ×2(G) − 2, alors tout

γ×2(G+ uv)-ensemble contient les deux sommets u et v.

Dans [56], Van der Merwe et al. ont appelé un graphe supercritique par rapport à la

domination totale tout graphe dont nombre de domination totale est diminué de deux

pour toute arête ajoutée. Van der Merwe et al. ont caractérisé ces graphes comme

suit:

Théorème 2.6 (Van der Merwe et al. [56]). Un graphe G est supercritique par

rapport à la domination totale si et seulement si G est l’union d’au moins deux graphes
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complets non-triviaux.

Haynes et Thacker ont montré qu’il n’existe aucun graphe supercritique par rapport

à la domination double (un graphe supercritique par rapport à la domination double

est défini de la même manière).

Théorème 2.7 (Haynes et al. [54]). Il n’existe pas de graphes supercritiques par

rapport à la domination double.

Une autre propriété donnée par les auteurs découle du fait que l’ajout d’une arête

entre deux sommets supports d’un graphe ne diminue pas son nombre de domination

double.

Remarque 2.8 (Haynes et al. [54]). Si G est un graphe γ×2-arête-critique, alors

l’ensemble des sommets supports de G induit un graphe complet.

2.2.3 Arbres et Cycles γ×2-arête-critiques

Il est montré qu’il n’existe pas d’arbres arête-critiques par rapport à la domination et

la domination totale (voir [18, 56]). Par contre, il existe des arbres qui sont γ×2-arête-

critiques comme les étoiles K1,m, où γ×2(K1,m) = m + 1 et γ×2(K1,m + e) = m pour

toute arête e ∈ E(G). Dans la proposition suivante, les auteurs ont caractérisé les

arbres γ×2-arête-critiques.

Proposition 2.9 (Haynes et al. [54]). Un arbre T est γ×2-arête-critique si et

seulement si T est une étoile ou une double étoile non-triviales.

Ils ont aussi caractérisé les cycles γ×2-arête-critiques.

Proposition 2.10 (Haynes et al. [54]). Un cycle Cn est γ×2-arête-critique si et

seulement si n ∈ {3, 4, 5}.
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2.2.4 Graphes γ×2-arête-critiques ayant de petits nombres de domination

double

Dans ce paragraphe, nous donnons les caractérisations établies par Thacker et Haynes

pour des graphes γ×2-arête-critiques possédant un nombre de domination double égal

à 3 ou 4.

Graphes 3-γ×2-arête-critiques

Dans le lemme suivant, les auteurs ont déterminé le diamètre d’un graphe 3-γ×2-

arête-critique:

Lemme 2.11 (Haynes et al. [54]). Si G est un graphe 3-γ×2-arête-critique, alors

diam(G) = 2.

Ils ont ensuite donné une caractérisation d’un graphe 3-γ×2-arête-critique en termes

de son graphe complémentaire.

Théorème 2.12 (Haynes et al. [54]). Un graphe G est 3-γ×2-arête-critique si et

seulement si son complémentaire est ou bien

• (a) un graphe mK2 pour m ≥ 2, ou bien

• (b) une galaxie non-vide avec exactement un sommet isolé.

Graphes 4-γ×2-arête-critiques

De même que pour les graphes 3-γ×2-arête-critiques, les auteurs ont commencé par

déterminer le diamètre des graphes 4-γ×2-arête-critiques.

Lemme 2.13 (Haynes et al. [54]). Si G est un graphe 4-γ×2-arête-critique, alors

diam(G) ∈ {2, 3}.

Dans le but de caractériser les graphes 4-γ×2-arête-critiques de diamètre 3, Haynes

et Thacker ont utilisé le joint séquentiel de graphes défini par Akiyama et Harary

comme suit: pour les graphes disjoints G1, G2, ..., Gt, avec t ≥ 3, le joint séquentiel,
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Figure 2.2. Le graphe K1 +K2 +K3 +K1

noté G1 +G2 + ...+Gt, est le graphe G1 ∪G2 ∪ ...∪Gt avec toutes les arêtes possibles

entre les sommets de Gi et Gi+1 pour 1 ≤ i ≤ t − 1. A titre illustratif, le graphe

K1 +K2 +K3 +K1 est montré dans la figure 2.2.

Théorème 2.14 (Haynes et al. [54]). Un graphe G est 4-γ×2-arête-critique avec

diam(G) = 3 si et seulement si G est le joint séquentiel K1 + Ks + Kt + K1 pour des

entiers positifs s et t.

Bien que les auteurs n’ont pas réussi à caractériser les graphes 4-γ×2-arête-critiques

avec un diamètre minimum, ils ont donné une caractérisation d’une sous-famille de ses

graphes.

Théorème 2.15 (Haynes et al. [54]). Soit G un graphe de diamètre diam(G) = 2

ayant un sommet pendant. Alors G est 4-γ×2-arête-critique si et seulement si G =

{u1} ∪ (K1 + F ) où F est une galaxie non vide d’étoiles non-triviales et u1 le support

adjacent au sommet pendant.

2.3 Quelques propriétés des couplages dans les graphes 4-γ×2-

arête-critiques

2.3.1 Introduction

Nous nous intéressons dans cette partie aux travaux élaborés par Wang et Shan [57]

qui concernent les graphes γ×2-arête-critiques, et qui viennent s’ajouter à ceux de
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Haynes et Thacker présentés dans la section précédente. Wang et Shan se sont orientés

en particulier vers l’étude des propriétés des couplages dans les graphes 4-γ×2-arête-

critiques, et ce après avoir donné quelques propriétés plus générales dont certaines

figurent aussi dans l’article de Haynes et Thacker [54].

Avant de commencer l’exploration des résultats que comporte l’article de Wang et

Shan, nous donnons quelques définitions et notations qui y ont été utilisées.

Un ensemble déconnectant dans un grapheG = (V,E) connexe est un sous-ensemble

S de V tel que G−S est un graphe non-connexe. Un graphe G est dit k-facteur-critique

si G − S admet un couplage parfait pour tout ensemble S de k sommets dans G. Si

k = 1, alors G est dit facteur-critique, et si k = 2, G est appelé un graphe bicritique.

Pour un ensemble S ⊆ V, les auteurs ont noté par ω(G−S) le nombre des composantes

connexes de G − S, et par ◦(G − S) le nombre de composantes connexes impaires de

G−S. Pour une arête uv ∈ E(G), ils ont noté par Duv un dominant double de G+ uv

de cardinal minimum.

2.3.2 Propriétés des graphes 4-γ×2-arête-critiques

Les auteurs ont commencé par donner des résultats préliminaires qui leur ont été

utiles pour montrer leurs résultats principaux. Les trois premières propriétés qu’ils

ont présentées sont similaires à des résultats qui figurent dans l’article de Haynes et

Thacker qui a fait l’objet de la section précédente, il s’agit du corollaire 2.5, du lemme

2.13 et du théorème 2.14.

Il sont arrivés aussi à donner les valeurs du nombre de stabilité α pour les graphes

sans K1,k 4-γ×2-arête-critiques.

Lemme 2.16 (Wang et Shan [57]). Si G est un graphe sans K1,k 4-γ×2-arête-critique

connexe, alors α(G) ≤ k.
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2.3.3 Propriétés des couplages dans les graphes 4-γ×2-arête-critiques

Nous arrivons maintenant à la présentation des résultats principaux de Wang et Shan.

Dans le premier, ils ont montré qu’un graphe G admet un couplage parfait si G est

un graphe sans K1,4 4-γ×2-arête-critique connexe d’ordre pair ≥ 6 et qui n’appartient

pas à une famille de graphes qu’ils ont appelée H. La famille de graphes H est définie

comme suit: Pour un entier pair l ≥ 4, soit Hl le graphe obtenu à partir du graphe

complet Kl en ajoutant deux nouveaux sommets et les joindre à un sommet de Kl. Le

graphe Hl obtenu par cette construction est un graphe sans K1,4 4-γ×2-arête-critique

connexe d’ordre pair ≥ 6. Par conséquent, tout graphe appartenant à la famille H,

formée des graphes Hl tels que l est un entier pair ≥ 4, est un graphe qui ne comporte

pas de couplage parfait.

Théorème 2.17 (Wang et Shan [57]). Si G est un graphe sans K1,4 4-γ×2-arête-

critique connexe d’ordre pair ≥ 6 et G /∈ H, alors G admet un couplage parfait.

Il est à noter qu’il est nécessaire d’imposer que |V (G)| ≥ 6. Par exemple, le graphe

K1.3 d’ordre 4 qui est sans K1,4 connexe, est 4-γ×2-arête-critique mais n’admet pas de

couplage parfait.

Les deux derniers résultats établis par les auteurs relatent avec la bicriticité.

Théorème 2.18 (Wang et Shan [57]). Soit G un graphe sans griffe 2-connexe 4-

γ×2-arête-critique d’ordre pair. Alors si δ(G) ≥ 3, G est bicritique.

Théorème 2.19 (Wang et Shan [57]). Soit G un graphe sans K1,4 3-connexe 4-γ×2-

arête-critique d’ordre pair. Alors si δ(G) ≥ 4, G est bicritique.

2.4 Propriétés des couplages dans les graphes γ×2-arête-critiques

2.4.1 Introduction

Nous poursuivons la présentation des résultats qui concernent les graphes γ×2-arête-

critiques avec un article de Wang et Kang [58]. Dans cet article, les auteurs continuent
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l’étude des propriétés de couplages dans les graphes γ×2-arête-critiques, en particulier

pour ceux ayant un nombre de domination double égal à trois ou quatre.

Pour un nombre de domination double égal à trois, Wang et Kang réussissent à

montrer en premier qu’un graphe G admet un couplage parfait si G est un graphe 3-

γ×2-arête-critique connexe d’ordre pair. Ils montrent ensuite que G est facteur-critique

siG est un graphe 3-γ×2-arête-critique connexe d’ordre impair ayant un degré minimum

d’au moins trois. En dernier, pour un nombre de domination double égal à quatre, les

auteurs ont montré que G est facteur-critique si G est un graphe sans K1,4 4-γ×2-arête-

critique connexe d’ordre impair avec δ(G) ≥ 2.

Les deux premiers résultats de Wang et Kang donnent une relation entre les graphes

3-γ×2-arête-critiques et 4-γ×2-arête-critiques et le nombre de stabilité.

Lemme 2.20 (Wang et Kang [58]). Si G est un graphe 3-γ×2-arête-critique connexe,

alors α(G) = 2.

Lemme 2.21 (Wang et Kang [58]). Si G est un graphe sansK1,4 4-γ×2-arête-critique

connexe, alors 2 ≤ α(G) ≤ 4.

Les résultats principaux obtenus par les auteurs seront présentés dans les deux

paragraphes suivants:

2.4.2 Propriétés des couplages dans les graphes 3-γ×2-arête-critiques

Pour les graphes 3-γ×2-arête-critiques, les auteurs ont réussi à montrer deux propriétés

liées aux couplages.

Théorème 2.22 (Wang et Kang [58]). Si G est un graphe 3-γ×2-arête-critique

connexe d’ordre pair, alors G admet un couplage parfait.

Théorème 2.23 (Wang et Kang [58]). Si G est un graphe 3-γ×2-arête-critique

connexe d’ordre impair avec δ(G) ≥ 2, alors G est facteur-critique.
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Les auteurs ont fait remarquer qu’il est nécessaire d’exiger que δ(G) ≥ 2 dans

le Théorème 2.23. En effet, si l’on considère le graphe G défini comme suit: Pour un

entier pair n ≥ 2, soit G le graphe obtenu à partir d’un graphe complet Kn en ajoutant

un nouveau sommet en le reliant à un sommet v de Kn. Alors G est un graphe 3-γ×2-

arête-critique connexe d’ordre impair avec δ(G) = 1, mais il est clair que G−v n’admet

pas de couplage parfait.

2.4.3 Propriétés des couplages dans les graphes 4-γ×2-arête-critiques

Wang et Kang se sont servis du théorème 2.17 (présenté dans la section précédente)

pour montrer le résultat suivant relatif aux graphes 4-γ×2-arête-critiques:

Théorème 2.24 (Wang et Kang [58]). Si G est un graphe sans K1,4 4-γ×2-arête-

critique connexe d’ordre impair avec δ(G) ≥ 2, Alors G est un graphe facteur-critique.

Dans le théorème précédent, l’hypothèse sur le degré minimum est la meilleure

possible. Pour le justifier, les auteurs ont considéré le graphe G défini comme suit:

Pour un entier impair n ≥ 3, soit G le graphe obtenu à partir d’un graphe complet

Kn en ajoutant deux nouveaux sommets et les joindre à un sommet, disons v, de Kn.

Ainsi construit, G est un graphe sans K1,4 4-γ×2-arête-critique connexe d’ordre impair

avec δ(G) = 1. Mais G − v n’admet pas de couplage parfait et de ce fait G n’est pas

un graphe facteur-critique.

2.5 Graphes γ×2-stables par rapport aux arêtes enlevées

2.5.1 Introduction

Nous nous intéressons dans cette section aux résultats obtenus par Chellali et Haynes

dans [59]. Dans cet article, les auteurs ont initié l’étude des graphes γ×2-arête-enlevée-

stables. Ils y donnent des propriétés de ces graphes, des exemples de classes de graphes

connues, ainsi qu’une caractérisation pour les arbres.

Afin de simplifier les notations, nous écrirons graphe γ×2-AE-stable au lieu de

graphe γ×2-arête-enlevée-stable.
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Il est évident que si l’on enlève une arête non pendante d’un graphe, le nombre

de domination double ne peut diminuer. Ceci a mené les auteurs à faire la remarque

suivante:

Remarque 2.25 (Chellali et al. [59]). Pour un graphe G et une arête uv ∈ E(G)

tels que G et G− uv sont sans sommets isolés, γ×2(G) ≤ γ×2(G− uv).

Il est à rappeler que le nombre de domination double n’est défini que pour des

graphes ayant un degré minimum au moins égal à un. Par conséquent, les auteurs ont

donné deux définitions différentes de la stabilité, suivant le degré minimum du graphe

étudié. Ils ont aussi appelé une arête dont l’effacement ne change pas le nombre de

domination double une arête stable.

Définition 2.26 (Chellali et al. [59]). Un graphe G est appelé γ×2-AE-stable si

γ×2(G − e) = γ×2(G) pour toute arête e ∈ E(G), autrement dit, toute arête de G est

stable.

Il s’ensuit de cette définition que si G est un graphe γ×2-AE-stable, alors son degré

minimum est au moins égal à deux. Afin de considérer le cas des graphes ayant un

degré minimum égal à un, les auteurs ont noté l’ensemble des arêtes non-pendantes

d’un graphe G par F (G).

Définition 2.27 (Chellali et al. [59]). Un graphe G est appelé γ×2-AE-semi-stable

si γ×2(G − e) = γ×2(G) pour toute arête e ∈ F (G), autrement dit, toute arête non-

pendante de G est stable.

D’après les deux définitions précédentes, il est évident qu’un graphe γ×2-AE-stable

est forcément γ×2-AE-semi-stable.

2.5.2 Exemples

Chellali et Haynes ont étudié la stabilité de quelques classes simples de graphes. Pour

les graphes complets Kn avec n ≥ 4, il existe deux sommets adjacents qui dominent

Kn − e pour toute arête e ∈ E(Kn), d’ou la remarque suivante:
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Remarque 2.28 (Chellali et al. [59]). Le graphe complet Kn, avec n ≥ 4, est

γ×2-AE-stable.

Il est simple de voir que K3 n’est pas γ×2-AE-stable. Pour les graphes biparti

complets Kr,s, les auteurs ont affi rmé que l’étoile K1,s est γ×2-AE-semi-stable. De

plus, si 2 ≤ r ≤ s, alors γ×2(Kr,s) = 4, et le fait d’effacer n’importe quelle arête ne

change pas le nombre de domination double.

Remarque 2.29 (Chellali et al. [59]). Le graphe biparti complet Kr,s, avec 2 ≤ r ≤

s, est γ×2-AE-stable.

Les deux derniers exemples que les auteurs ont considérés sont les chaînes et les

cycles.

Proposition 2.30 (Chellali et al. [59]). Un cycle Cn est γ×2-AE-stable si et seule-

ment si n ≡ 2(mod3).

Puisque le degré minimum d’une chaîne non-triviale Pn est égal à un, alors il n’existe

pas de chaîne γ×2-AE-stable. Il est à noter aussi que les étoiles P2 et P3 sont γ×2-AE-

semi-stables, et puisque l’effacement de l’arête centrale de la chaîne P4 ne change pas

son nombre de domination double, alors P4 est une chaîne γ×2-AE-semi-stable aussi.

Les auteurs ont montré que les graphes P2, P3 et P4 sont les seules chaînes γ×2-AE-

semi-stables.

Proposition 2.31 (Chellali et al. [59]). Une chaîne Pn est γ×2-AE-semi-stable si

et seulement si n ∈ {2, 3, 4}.

2.5.3 Graphes γ×2-AE-stables et arbres γ×2-AE-semi-stables

Avant de caractériser les arbres γ×2-AE-semi-stables, Chellali et Haynes ont donné

une condition nécessaire et suffi sante pour les graphes γ×2-AE-stables (respectivement,

γ×2-AE-semi-stables).
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Théorème 2.32 (Chellali et al. [59]). Un graphe G ayant un degré minimum

δ(G) ≥ 2 (respectivement δ(G) = 1) est γ×2-AE-stable (respectivement γ×2-AE-semi-

stable) si et seulement si pour toute arête uv ∈ E(G) (respectivement, uv ∈ F (G)), il

existe un γ×2(G)-ensemble D tel que l’une des conditions suivantes soit vérifiée:

1) u, v ∈ V (G)\D, ou

2) u, v ∈ D et ni u ni v est un sommet pendant dans G[D], ou

3) l’un des sommets u et v appartient à l’ensemble D, disons u ∈ D et v /∈ D, et

|N(v) ∩D| ≥ 3.

Afin de caractériser les arbres γ×2-AE-semi-stables, les auteurs ont défini la famille

H de tous les arbres T qui peuvent être obtenus d’une séquence d’arbres T1, T2, ..., Tp

(p ≥ 1), ou T1 = P2, T = Tp, et si p ≥ 2, Ti+1 peut être obtenu récursivement de Ti à

l’aide de l’une des opérations suivantes:

• Opération O1: Attacher un sommet et le joindre à n’importe quel sommet

support de Ti.

• Opération O2: Attacher une chaîne P2 = xy et joindre x à n’importe quel

sommet support de Ti.

• Opération O3: Attacher une étoile subdivisée K∗1,k (k ≥ 2) de centre x et

joindre x à n’importe quel sommet w de Ti, avec la condition que si k = 2, alors

w appartient à un γ×2(Ti)-ensemble.

Les auteurs ont terminé leur article en montrant le théorème suivant caractérisant

les arbres γ×2-AE-semi-stables:

Théorème 2.33 (Chellali et al. [59]). Un arbre non-trivial T est γ×2-AE-semi-

stable si et seulement si T ∈ H.
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CHAPITRE 3

   GRAPHES CRITIQUES PAR RAPPORT AUX ARETES

 ENLEVEES

Dans le présent chapitre, nous nous intéressons aux graphes dont le nombre de domina-

tion double augmente lorsqu’une arête quelconque est enlevée. Rappelons que l’étude

des graphes dont le nombre de domination est altéré quand n’importe quelle arête

est enlevée a été initiée par Walikar et Acharya dans [16]. Depuis, d’autres types

de domination ont fait l’objet d’études similaires comme la domination stable [60], la

domination sécurisée [61], la domination totale [62] ou encore la domination restreinte

totale [63].

La plus grande partie des résultats qui sont présentés dans ce chapitre ont été

élaborés en collaboration avec Blidia, Chellali et Maffray et ont fait l’objet d’un article

publié dans Australasian jounal of combinatorics [64] dans lequel nous avons initié

l’étude de cette famille de graphes. Ces résultats ont été également acceptés comme

communication dans COSI’2010 [65]. Les résultats les plus importants que nous avons

obtenus concernent des classes particulières de graphes comme les arbres, les graphes

sans 4 et les graphes sans 5 pour lesquels des caractérisations ont été établies, et ce

grâce à une condition nécessaire et suffisante pour les graphes arête-enlevée-critiques

en général.

Un graphe  est dit arête enlevée critique par rapport à la domination double (×2-

arête -enlevée-critique), ou simplement ×2-AE-critique, si pour toute arête  ∈ ()

×2(−)  ×2() Si  est une arête pendante, alors le graphe partiel − contient
un sommet isolé et dans ce cas, nous posons ×2(−) = +∞ Par conséquent, montrer

qu’un graphe est ×2-AE-critique reviendrait à montrer que l’effacement de n’importe

quelle arête non-pendante augmente le nombre de domination double. Notons que cette
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définition a été utilisée pour d’autres paramètres de domination qui ne sont définis que

pour des graphes sans sommets isolés (voir [62] et [63]). L’ensemble des arêtes non-

pendantes du graphe G sera noté XG ⊆ E(G). Clairement, si XG = ∅, alors G est une

étoile non-triviale et donc G serait un graphe γ×2-AE-critique.

3.1 Premiers résultats

En présentant les propriétés de la domination double dans le chapitre 2, nous avons

remarqué que tous les sommets supports et tous leurs sommets pendants doivent im-

pérativement appartenir à tout ensemble dominant double d’un graphe. Nous com-

mençons par formuler cette propriété qui sera utilisée pour montrer plusieurs résultats

de ce chapitre.

Remarque 3.1. Tout EDD d’un graphe contient tous ses supports et tous ses sommets

pendants.

Le fait d’enlever une arête non-pendante d’un graphe G peut changer son nombre

de domination double ou le laisser inchangé. En effet, si on enlève l’arête incidente aux

deux sommets supports d’une chaîne P4, le nombre de domination double du graphe

obtenu demeure 4. D’autre part, sachant que γ×2(C3) = 2, l’effacement de l’une des

trois arêtes du cycle C3 produit une chaîne P3 ayant un nombre de domination double

égal à 3. On peut de plus augmenter le nombre de domination double d’une chaîne P8

de deux si on enlève l’arête du milieu (pour avoir deux chaînes P4). Dans notre premier

résultat, nous montrons que le fait d’effacer une arête non-pendante d’un graphe G

peut augmenter le nombre de domination double de G d’au plus deux.

Théorème 3.2 (Khelifi et al. [64]). Soit G un graphe sans sommets isolés. Alors

γ×2(G) ≤ γ×2(G− e) ≤ γ×2(G) + 2 pour toute arête non-pendante e ∈ E(G).

Preuve. Soit e = xy une arête non-pendante de G. Il est clair que tout γ×2(G− e)-

ensemble est un ensemble dominant double de G, et donc γ×2(G) ≤ γ×2(G − e). Soit

maintenant S un γ×2(G)-ensemble. Si S ∩ {x, y} = ∅, alors S est un EDD de G− e et

donc γ×2(G− e) ≤ γ×2(G). Supposons, sans perte de généralité, que S ∩ {x, y} = {y}.
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Puisque x possède deux voisins dans S, S ∪ {x} est un EDD de G− e impliquant que

γ×2(G− e) ≤ γ×2(G) + 1. En dernier, supposons que {x, y} ⊆ S. Examinons trois cas.

Si les deux sommets x et y sont de degrés au moins deux dans G[S], alors puisque

e est une arête non-pendante, S reste un EDD de G − e d’où γ×2(G − e) ≤ γ×2(G).

Supposons que x et y sont des sommets pendants dans G[S]. Puisque e = xy est une

arête non-pendante, chacun de x et y possède un voisin dans V −S. Soient x′, y′ ∈ V −S

les voisins de x et y, respectivement. Alors S ∪ {x′, y′} est un EDD de G− e et donc

γ×2(G−e) ≤ γ×2(G)+2. Pour terminer, supposons, sans perte de généralité, que x est

un sommet de degré un dans G[S], et y de degré au moins deux dans G[S]. Puisque xy

est une arête non-pendante, soit x′ ∈ V − S un voisin quelconque de x. Alors S ∪ {x′}

est un EDD de G− e, et donc γ×2(G− e) ≤ γ×2(G) + 1.

Une conséquence immédiate du Théorème 3.2 est qu’il n’existe aucun graphe dont

le nombre de domination double diminue suite à la suppression de n’importe quelle

arête.

La remarque suivante découle directement du fait que la suppression d’une arête

incidente à deux supports d’un graphe n’a aucune influence sur son nombre de domi-

nation double:

Remarque 3.3 (Khelifi et al. [64]). Si G est un graphe γ×2-AE-critique, alors G

ne contient pas de supports adjacents.

Aussi, effacer n’importe quelle arête non-pendante d’une étoile subdivisée K∗1,t avec

t ≥ 3 n’a pas d’influence sur le nombre de domination double. Ceci nous mène à la

propriété suivante:

Remarque 3.4 (Khelifi et al. [64]). Soit G le graphe obtenu d’une étoile subdivisée

K∗1,r (r ≥ 2) de centre y en ajoutant une arête joignant y à un sommet x d’un graphe

non-trivial G′. Alors G n’est pas un graphe γ×2-AE-critique.

Preuve. Supposons que G est un graphe γ×2-AE-critique. Soient u1, u2, ..., ur les

sommets supports de l’étoile subdivisée K∗1,r et soit S un γ×2(G)-ensemble. D’après
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la Remarque 3.1, tout sommet ui appartient à S. Si y ∈ S, alors le fait d’enlever

n’importe quelle arête yui ne va pas augmenter le nombre de domination double de

G. Par conséquent, y /∈ S et donc S est un EDD de G − xy ce qui implique que

γ×2(G − e) ≤ γ×2(G), une contradiction. On en conclut donc que G n’est pas un

graphe γ×2-AE-critique.

Notre objectif à présent est de mieux connaître les propriétés structurelles des

graphes γ×2-AE-critiques. Soit G un graphe γ×2-AE-critique et soit S un γ×2(G)-

ensemble. En se basant sur le fait que suite à l’effacement de n’importe quelle arête

e ∈ XG, l’ensemble S ne devrait plus être un EDD de G− e, une condition nécessaire

et suffi sante pour les graphes γ×2-AE-critiques est établie.

Théorème 3.5 (Khelifiet al. [64]). Un graphe G est γ×2-AE-critique si et seulement

si pour tout γ×2(G)-ensemble S les conditions suivantes sont vérifiées.

i) Toute composante connexe de G [S] est une étoile.

ii) V − S est un ensemble indépendant.

iii) Tout sommet de V − S est de degré deux.

Preuve. Supposons que G est un graphe γ×2-AE-critique et soit S un γ×2(G)-

ensemble quelconque. Remarquons que le sous-graphe induit G [S] ne contient aucun

cycle, sinon le fait d’enlever n’importe quelle arête du cycle n’augmenterait pas le

nombre de domination double. Par conséquent, G [S] est une forêt. Si G [S] contient

une composante connexe de diamètre au moins trois, alors il existe une arête sur la

chaîne diamétrale d’une telle composante dont l’effacement n’augmente pas le nombre

de domination double, une contradiction. Puisque G [S] ne contient pas de sommets

isolés, alors toute composante connexe de G [S] est de diamètre au plus deux, ce qui

implique que c’est une étoile. Supposons maintenant que V −S contient deux sommets

adjacents x et y. Alors S reste toujours un EDD de G − xy et donc γ×2(G − xy) ≤

γ×2(G), une contradiction. Par conséquent, V − S est un ensemble indépendant. En

dernier, supposons qu’il existe un sommet x ∈ V −S de degré au moins trois. D’après
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la condition (ii) N(x) ⊂ S, et donc le fait d’enlever n’importe quelle arête incidente à

x n’augmente pas le nombre de domination double, une contradiction.

Pour montrer la réciproque, on admet que pour tout γ×2(G)-ensemble, les condi-

tions (i), (ii) et (iii) sont satisfaites. Supposons que G n’est pas γ×2-AE-critique, et soit

uv une arête appartenant àXG telle que γ×2(G−uv) = γ×2(G). Soit D un γ×2(G−uv)-

ensemble. Il est clair que D est un EDD de G. Puisque γ×2(G− uv) = γ×2(G), D est

aussi γ×2(G)-ensemble. Si {u, v} ∩D = ∅, alors D est un γ×2(G)-ensemble tel que

V −D n’est pas un ensemble indépendant dans G. Ainsi au moins l’un des deux som-

mets u et v appartient à D. Supposons en premier que {u, v} ⊂ D. Alors u possède un

voisin, disons x 6= v, dans D et d’une manière similaire, v possède un voisin y 6= u dans

D (avec la possibilité que x = y). Il s’ensuit que D est un γ×2(G)-ensemble tel que

l’ensemble {u, v, x, y} induit soit un cycle C3, un cycle C4 ou bien une chaîne P4 dans

G [D] , une contradiction. Donc, sans perte de généralité, on suppose que u ∈ D et

v /∈ D. Alors v est dominé au moins par deux sommets de D dans G−uv. Mais alors la

condition (iii) n’est pas vérifiée pour D dans G puisque v aurait au moins trois voisins.

Par conséquent, D est un γ×2(G)-ensemble pour lequel les conditions (i), (ii) et (iii) ne

sont pas satisfaites, une contradiction. Il s’ensuit que G est γ×2-AE-critique.

Le théorème 3.5 nous permet d’affi rmer que tout sommet de degré au moins trois

d’un graphe γ×2-AE-critique doit impérativement appartenir à tout EDD de cardinal

minimum.

Corollaire 3.6 (Khelifi et al. [64]). Si G est un graphe γ×2-AE-critique, alors tout

γ×2(G)-ensemble contient l’ensemble de tous les sommets de degré au moins trois.

On peut en déduire aussi que si le degré minimum d’un graphe est au moins égal à

trois, alors ce dernier n’est pas γ×2-AE-critique.

Corollaire 3.7 (Khelifi et al. [64]). Si G est un graphe tel que δ(G) ≥ 3, alors G

n’est pas γ×2-AE-critique.

Nous donnons maintenant une remarque qui nous servira pour caractériser les

graphes réguliers γ×2-AE-critiques.
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Remarque 3.8. • [34] γ×2(Cn) =
⌈

2n
3

⌉
.

• [40] γ×2(Pn) =

 2n/3 + 1 si n ≡ 0(mod 3)

2 dn/3e sinon

Proposition 3.9 (Khelifi et al. [64]). Pour k ≥ 2, un graphe k-régulier connexe G

est γ×2-AE-critique si et seulement si G = Cn, avec n ≡ 0, 1 (mod 3) .

Preuve. Supposons que G est un graphe k-régulier connexe. D’après le Corollaire

3.7, k ≤ 2. Donc k = 2 ce qui entraîne que G est un cycle. En utilisant la Remarque

3.8, nous pouvons voir sans peine que l’ordre n de G doit satisfaire n ≡ 0, 1 (mod 3) .

La réciproque est simple à vérifier.

Dans les trois prochaines sections, nous nous penchons vers des caractérisations de

quelques classes de graphes γ×2-AE-critiques. Il s’agit des arbres, des graphes sans P4

et des graphes sans P5.

3.2 Arbres γ×2-AE-critiques

Dans le but de faciliter l’étude des arbres, ceux-ci seront souvent enracinés. Un arbre

T enraciné est une arborescence (arbre où les arêtes sont remplacées par des arcs)

admettant un sommet r à partir duquel il existe un chemin vers tout autre sommet

de T . Le sommet r dans ce cas est unique, on l’appelle racine. L’arbre T ainsi défini

sera noté Tr. Pour un sommet v d’un arbre enraciné, le parent p(v) de v est l’unique

sommet tel qu’il existe un arc de p(v) vers v. Le fils de v est un sommet u tel que

p(u) = v. Un descendant de v est un sommet u pour lequel il existe un chemin de v

à u dans Tr. Il est à noter que si l’on considère un arbre enraciné, l’orientation sera

implicite et ainsi on parlera d’arêtes au lieu d’arcs. Nous notons pour un sommet v

d’un arbre enraciné T :

C(w) = {u ∈ V / u est un sommet fils de w} ,

Sofiane
Underline
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D(w) = {u ∈ V / u est un sommet descendant de w} ,

D [w] = D(w) ∪ {w} , et

Tw = D [w] ∩ T.

Aussi, pour un arbre T, nous définissons l’ensemble des sommets branches

comme l’ensemble de tous les sommets de T qui ont un degré au moins égal à trois.

L’ensemble des sommets branches de T sera noté B(T ).

Afin de montrer les résultats principaux de cette section, nous aurons besoin de

connaître le nombre de domination double d’un arbre obtenu d’un autre arbre en lui

attachant un ou plusieurs sommets.

Remarque 3.10 (Khelifiet al. [64]). Si T est un arbre obtenu d’un arbre non-trivial

T ′ en attachant un sommet à un sommet support, alors γ×2(T ) = γ×2(T ′) + 1.

Remarque 3.11 (Khelifi et al. [64]). Soit T un arbre obtenu d’un arbre non-trivial

T ′ en attachant k (k ≥ 1) chaînes P3 = aibici par les arêtes cix pour tout i, à un sommet

x de T ′ qui appartient à au moins un γ×2(T ′)-ensemble. Alors γ×2(T ) = γ×2(T ′) + 2k.

Preuve. Soit S ′ un γ×2(T ′)-ensemble contenant x. Alors S ′∪{ ai, bi : 1 ≤ i ≤ k} est

un EDD de T et donc γ×2(T ) ≤ γ×2(T ′) + 2k. Soit maintenant D un γ×2(T )-ensemble

quelconque. D’après la Remarque 3.1, D contient ai, bi pour tout i. Si D contient trois

sommets de l’ensemble {c1, c2, ..., ck}, disons c1, c2, c3, alors x /∈ D (sinon D − {c1}

est un EDD de T ) et donc {x} ∪ D − {c1, c2} serait un EDD de cardinal inférieur à

celui de D, une contradiction. Par conséquent, tout γ×2(T )-ensemble contient au plus

deux sommets de l’ensemble {c1, c2, ..., ck}. On peut supposer à présent, sans perte de

généralité, que D ∩ {c1, c2, ..., ck} = ∅ (sinon, de tels sommets peuvent être remplacés

par x ou/et un voisin de x dans T ′). Donc x appartient à D dans le but de double

dominer tout sommet ci, ce qui implique que γ×2(T ′) ≤ γ×2(T ) − 2k. Il s’ensuit que

γ×2(T ) = γ×2(T ′) + 2k.
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Remarque 3.12 (Khelifiet al. [64]). Soit T un graphe obtenu d’un arbre non-trivial

T ′ en attachant un nouveau sommet x à un sommet pendant u dont le support v est

adjacent à au moins une chaîne pendante P3. Alors γ×2(T ) = γ×2(T ′) + 1.

Preuve. Soient xiyizi, avec 1 ≤ i ≤ k, k chaînes pendantes P3 attachées à v par les

arêtes vxi. Il est clair que si S ′ est un γ×2(T ′)-ensemble, alors S ′ ∪ {x} est un EDD de

T , et donc γ×2(T ) ≤ γ×2(T ′) + 1. Soit maintenant S un γ×2(T )-ensemble quelconque.

Alors S contient les sommets x, u, yi, zi pour tout i, et sans perte de généralité, v ∈ S

(sinon la minimalité de S implique que k = 1 et x1 ∈ S, et donc x1 peut être remplacé

par v dans S). Par conséquent, S∩V (T ′) est un EDD de T ′ et donc γ×2(T ′) ≤ γ×2(T )−1

et le résultat s’ensuit.

Nous arrivons maintenant à la caractérisation constructive de la famille des arbres

γ×2-AE-critiques. On définit la famille F de tous les arbres qui peuvent être obtenus

à partir de la séquence d’arbres T1, T2, ..., Tj (j > 1) telle que T1 est une étoile K1,r

avec r ≥ 1, T = Tj, et si j ≥ 2, Ti+1 peut être obtenu d’une manière récursive de Ti en

utilisant l’une des opérations suivantes:

• Opération O1: Ajouter un nouveau sommet et le joindre à un sommet support

de Ti.

• Opération O2: Ajouter une chaîne P3 et joindre l’un de ses sommets pendants

à un support de Ti.

• Opération O3: Ajouter k (k ≥ 1) chaînes P3 et joindre un sommet pendant de

chaque chaîne P3 au même sommet pendant de Ti.

• Opération O4: Ajouter un nouveau sommet u et le joindre à un sommet pendant

v de Ti avec la condition que le support x adjacent à v dans Ti soit de degré k+2

et adjacent à k ≥ 1 chaînes pendantes P3 tel que tout voisin de x excepté v est

de degré deux et n’appartient à aucun γ×2(Ti)-ensemble.

Voir dans la figure 3.1 une description des quatres opérations de la construction de

la famille F .
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O1 :
v

v est un support de Ti.

O2 :
v

v est un support de Ti.

O3 :
v

v est un sommet pendant de Ti.

O4 :
v

v est un sommet pendant de Ti sous les conditions ci-dessus.

Figure 3.1. La construction de la famille F .

Rappelons que les sommets qui n’appartiennent à aucun ensemble dominant double

minimum d’un arbre ont été caractérisés par Blidia, Chellali et Khelifi dans [53] et

peuvent être déterminés en un temps polynomial.

Nous montrons en premier que tout arbre appartenant à la famille F est γ×2-AE-

critique.

Lemme 3.13 (Khelifi et al. [64]). Si T ∈ F , alors T est un arbre γ×2-AE-critique.

Preuve. Soit T ∈ F . Alors T peut être obtenu d’une séquence T1, T2, ..., Tj (j ≥ 1)

d’arbres telle que T1 est une étoile K1,r avec r ≥ 1 et T = Tj, et si j ≥ 2, alors Ti+1

est obtenu Ti par l’une des quatres opérations définie ci-dessus. Nous procédons par

induction sur j. Si j = 1, alors T est une étoile K1,r et donc T est un arbre γ×2-AE-

critique.

Supposons que j ≥ 2 et que le résultat est vérifié pour tous les arbres T pouvant

être construits à l’aide d’une séquence de longueur au plus j − 1. Soit T un arbre de

F construit à partir d’un arbre T ′ = Tj−1. Notons que par l’hypothèse d’induction, T ′

est γ×2-AE-critique. Examinons les quatres cas suivants:

Sofiane
Rectangle
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Cas 1. T est obtenu de T ′ par l’Opération O1.

Soit v un sommet support de T ′ et soit u le nouveau sommet attaché à v. Il est

clair que XT = XT ′ et d’après la Remarque 3.10, γ×2(T ) = γ×2(T ′) + 1. Nous allons

montrer que T est γ×2-AE-critique. Puisque T
′ est γ×2-AE-critique, l’effacement de

n’importe quelle arête e ∈ XT ′ produit deux sous-arbres T ′1 et T
′
2 avec γ×2(T ′ − e) =

γ×2(T ′1) + γ×2(T ′2) > γ×2(T ′). Aussi, le fait d’enlever e de T produit deux sous-arbres

T1 et T ′2, où T1 = T ′1 ∪ {u} . D’après la Remarque 3.10, γ×2(T1) = γ×2(T ′1) + 1. D’où

γ×2(T − e) = γ×2(T1) + γ×2(T ′2) = γ×2(T ′1) + 1 + γ×2(T ′2) > γ×2(T ′) + 1 = γ×2(T ). Par

conséquent, T est γ×2-AE-critique.

Cas 2. T est obtenu de T ′ par l’Opération O2.

Soit xyz la chaîne P3 ajoutée et attachée par une arête xv à un sommet support v

de T ′. Alors d’après la Remarque 3.11, γ×2(T ) = γ×2(T ′) + 2. Pour montrer que T est

γ×2-AE-critique, nous considérons une arête e de XT , où XT = XT ′ ∪ {vx, xy} .

• Si e ∈ XT ′ , alors enlever l’arête e de T ′ donne deux sous-arbres T ′1 et T
′
2, où

v ∈ T ′1 avec γ×2(T ′ − e) = γ×2(T ′1) + γ×2(T ′2) > γ×2(T ′). Aussi, effacer e de T

produit deux sous-arbres T1 et T ′2, où T1 = T ′1 ∪ {x, y, z} . Maintenant, d’après la

Remarque 3.11, γ×2(T1) = γ×2(T ′1) + 2. Donc γ×2(T − e) = γ×2(T1) + γ×2(T ′2) =

γ×2(T ′1) + 2 + γ×2(T ′2) > γ×2(T ′) + 2 = γ×2(T ).

• Si e = vx, alors effacer e de T produit les sous-arbres T1 et T2 = xyz, où γ×2(T2) =

3 et γ×2(T1) = γ×2(T )−2. Donc γ×2(T−vx) = γ×2(T1)+γ×2(T2) = γ×2(T )+1 >

γ×2(T ).

• En dernier, si e = xy, alors T−e = T1∪T2 où T2 = yz. Il est clair que γ×2(T2) = 2

et γ×2(T1) = γ×2(T )−2+1 = γ×2(T )−1. Donc γ×2(T−xy) = γ×2(T1)+γ×2(T2) =

γ×2(T ) + 1 > γ×2(T ).

Nous pouvons en conclure que pour toute arête e ∈ XT , γ×2(T − e) > γ×2(T ), ce

qui implique que T est γ×2-AE-critique.
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Cas 3. T est obtenu de T ′ par l’Opération O3.

Soient xiyizi, avec 1 ≤ i ≤ k, k chaînes P3 attachées par les arêtes vxi à un

sommet pendant v de T ′ et soit T l’arbre obtenu. D’après la Remarque 3.11, γ×2(T ) =

γ×2(T ′)+2k. Soit u le sommet support de v dans T ′. Nous montrons que u appartient à

tout γ×2(T )-ensemble. Il est clair que si u est un support dans T, alors u est dans tout

γ×2(T )-ensemble. Donc nous supposons que u n’est pas un support dans T, et soit D

un γ×2(T )-ensemble qui ne contient pas u. Notons que yi, zi ∈ D pour tout i. Aussi,

pour double dominer v, D contient un sommet w 6= v qui est voisin de u et adjacent

à un sommet w′ dans D. Maintenant si v ∈ D, alors la minimalité de D entraîne que

|D ∩ {x1, x2, ..., xk}| = 1, disons x1 ∈ D mais alorsD1 = (D−{x1})∪{u} est un γ×2(T )-

ensemble et donc D′1 = D1 ∩ T ′ est un γ×2(T ′)-ensemble. Si v /∈ D et puisque u /∈ D,

alors k ≥ 2 et xi ∈ D pour tout i. Si k ≥ 3, alors {v, u} ∪ D− {x1, x2, ..., xk} serait

un EDD de T de cardinal inférieur à celui de D, une contradiction. Ainsi, k = 2, mais

alors D2 = (D−{x1, x2})∪{u, v} est un γ×2(T )-ensemble et donc D′2 = D2∩T ′ est un

γ×2(T ′)-ensemble. Dans les deux cas, D′1 et D
′
2 sont deux γ×2(T ′)-ensembles contenant

une chaîne P4 = uvww′ induite, ce qui contredit le fait que T ′ est γ×2-critique. Par

conséquent, u appartient à tout γ×2(T )-ensemble.

A présent, nous montrons que T est un arbre γ×2-AE-critique. Considérons une

arête quelconque e ∈ XT = XT ′ ∪ {uv, vxi, xiyi | 1 ≤ i ≤ k} . Notons que toutes les

arêtes vxi et xiyi jouent le même rôle que vx1 et x1y1, respectivement.

• e ∈ XT ′ . Soient T ′1 et T
′
2 les sous-arbres obtenus par l’effacement de e de T

′.

Clairement puisque T ′ est γ×2-AE-critique, γ×2(T ′ − e) = γ×2(T ′1) + γ×2(T ′2) >

γ×2(T ′). Aussi, enlever e de T produit les sous-arbres T1 et T ′2, où T1 = T ′1 ∪

{xi, yi, zi | 1 ≤ i ≤ k} . D’après la Remarque 3.11, γ×2(T1) = γ×2(T ′1) + 2k. Il

s’ensuit que γ×2(T−e) = γ×2(T1)+γ×2(T ′2) = γ×2(T ′1)+2k+γ×2(T ′2) > γ×2(T ′)+

2k = γ×2(T ).

• e = uv.Alors T−e est une forêt constituée de deux composantes T1 et T2, où T2 est

un arbre obtenu d’une étoileK1,k telle que toute arête est subdivisée deux fois. On
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peut sans peine voir que D2 = {v, x1, yi, zi | 1 ≤ i ≤ k} est un γ×2(T2)-ensemble

et donc γ×2(T2) = 2k+ 2. Aussi, puisque tout γ×2(T1)-ensemble peut être étendu

à un γ×2(T )-ensemble en ajoutant l’ensembleD2, alors γ×2(T1) ≥ γ×2(T )−2k−2.

Supposons maintenant que D1 est un γ×2(T1)-ensemble de γ×2(T )−2k−2. Donc

l’ensemble D = D1 ∪ D2 serait un γ×2(T )-ensemble. Si u /∈ D1, alors D est un

γ×2(T )-ensemble qui ne contient pas u, ce qui contredit le fait que u appartient

à tout γ×2(T )-ensemble. Alors u ∈ D1, et donc D − {x1} est un EDD plus petit

que D, une contradiction. Par conséquent, γ×2(T1) > γ×2(T ) − 2k − 2 et donc

γ×2(T − e) = γ×2(T1) + γ×2(T2) > γ×2(T )− 2k − 2 + 2k + 2 = γ×2(T ).

• e = vx1. Alors T −e est une forêt formée de deux composantes T1 et T2 = x1y1z1,

où γ×2(T2) = 3. Si k = 1, alors v est un sommet pendant dans T1 et d’après

la Remarque 3.11, γ×2(T1) = γ×2(T ) − 2. Si k ≥ 2, alors du fait qu’il existe

au moins un γ×2(T1)-ensemble qui contient v et donc par la Remarque 3.11,

γ×2(T1) = γ×2(T ) − 2. Dans tous les cas, nous avons γ×2(T − e) = γ×2(T1) +

γ×2(T2) = γ×2(T ) + 1 > γ×2(T ).

• e = x1y1. Alors T − e est une forêt avec deux composantes T1 et T2 = y1z1, où

γ×2(T2) = 2. Puisque n’importe quel γ×2(T1)-ensemble peut être étendu à un

EDD de T en ajoutant {y1, z1} , γ×2(T1) ≥ γ×2(T )−2. Supposons que γ×2(T1) =

γ×2(T ) − 2, et soit S1 un γ×2(T1)-ensemble. Puisque v est un support et x1

est un sommet pendant dans T1, d’après la Remarque 3.1, {v, x1} ⊂ S1. Alors

S = S1 ∪ {y1, z1} est un γ×2(T )-ensemble. Maintenant si u ∈ S1, alors S − {x1}

serait un EDD de cardinal inférieur à celui de S, ce qui est impossible. Donc

u /∈ S1,mais alors S est un γ×2(T )-ensemble qui ne contient pas u, ce qui contredit

le fait que u appartient à tout γ×2(T )-ensemble. Ainsi, γ×2(T1) > γ×2(T )−2. Par

conséquent, nous avons γ×2(T−e) = γ×2(T1)+γ×2(T2) > γ×2(T )−2+2 = γ×2(T ).

Dans tous les cas ci-dessus, on a γ×2(T − e) > γ×2(T ) et donc T est un arbre

γ×2-AE-critique.

Cas 4. T est obtenu de T ′ par l’Opération O4.
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Utilisons la même terminologie donnée dans l’Opération O4 et soient viuizi, avec

1 ≤ i ≤ k, les k chaînes pendantes P3 attachées par les arêtes xvi à x. D’après la

Remarque 3.12, γ×2(T ) = γ×2(T ′) + 1. Soit maintenant e une arête quelconque de

XT = XT ′ ∪ {xv} .

• e ∈ XT ′ − {xvi | 1 ≤ i ≤ k}. Alors T ′ − e est une forêt constituée de deux com-

posantes T ′1 et T
′
2, où x ∈ V (T ′1), et puisque T ′ est γ×2-AE-critique, γ×2(T ′−e) =

γ×2(T ′1) + γ×2(T ′2) > γ×2(T ′). Aussi T − e est une forêt formée de deux com-

posantes T1 et T ′2, où V (T1) = V (T ′1) ∪ {u}. Si k ≥ 2 ou bien e 6= v1u1, alors

d’après la Remarque 3.12, γ×2(T1) = γ×2(T ′1)+1. Si k = 1 et e = v1u1, alors x est

un support dans T ′1 et T1, et on a évidemment γ×2(T1) = γ×2(T ′1) + 1. Pour tous

les cas, nous avons γ×2(T − e) = γ×2(T1) + γ×2(T ′2) = γ×2(T ′1) + 1 + γ×2(T ′2) >

γ×2(T ′) + 1 = γ×2(T ).

• e = xvi pour un certain indice i. Alors T ′ − e = T ′1 ∪ T ′2, où x ∈ V (T ′1) et

T ′2 est une chaîne P3. Aussi, T − e = T1 ∪ T ′2, où V (T1) = V (T ′1) ∪ {u} . Si

k ≥ 2, alors d’après la Remarque 3.12, γ×2(T1) = γ×2(T ′1) + 1. Supposons

maintenant que k = 1, et donc e = xv1. Clairement γ×2(T1) ≤ γ×2(T ′1) + 1

puisque tout γ×2(T ′1)-ensemble peut être étendu à un EDD de T1 en ajoutant le

sommet u. Nous allons montrer que l’égalité est vérifiée pour la dernière inégalité.

Supposons le contraire que γ×2(T1) < γ×2(T ′1) + 1. On prétend au début que

x n’appartient à aucun γ×2(T1)-ensemble. Supposons que D est un γ×2(T1)-

ensemble contenant x. Alors par la Remarque 3.1, u, v ∈ D, mais alors l’ensemble

D − {v} est un EDD de T ′1 impliquant que γ×2(T ′1) ≤ |D| − 1 = γ×2(T1) − 1,

une contradiction. Donc x n’appartient à aucun γ×2(T1)-ensemble. Maintenant

puisque tout γ×2(T1)-ensemble peut être étendu à un EDD de T en ajoutant

les sommets v1, u1, z1, alors nous avons γ×2(T ) ≤ γ×2(T1) + 3. Supposons que

γ×2(T ) < γ×2(T1) + 3, c’est à dire γ×2(T ) ≤ γ×2(T1) + 2 et soit S un γ×2(T )-

ensemble quelconque. Sans perte de généralité, on peut supposer que x appartient

à S (si x /∈ S, alors on peut remplacer v1 par x dans S), et donc S ′ = S ∩ V (T1)

est un EDD de T1. Puisque v1 /∈ S, u1, z1 ∈ S, il résulte que γ×2(T1) ≤ |S ′| =
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γ×2(T ) − 2, d’où γ×2(T ) = γ×2(T1) + 2. Ainsi S est un γ×2(T1)-ensemble qui

contient x, ce qui contredit le fait que x n’appartient à aucun γ×2(T1)-ensemble.

Par conséquent, γ×2(T ) = γ×2(T1) + 3. Soit maintenant S1 un γ×2(T1)-ensemble

quelconque. D’après la Remarque 3.1, u, v ∈ S1 et puisque x /∈ S1, le deuxième

voisin de v, disons y ∈ S1. D’autre part, y doit avoir un voisin, disons z, dans

S1, impliquant que S = S1 ∪ {x, u1, z1} est un γ×2(T )-ensemble. Maintenant

d’après la Remarque 3.12, γ×2(T ) = γ×2(T ′) + 1 et du fait que u, v ∈ S, nous

pouvons affi rmer que S ′′ = S − {u} est un γ×2(T ′)-ensemble qui contient les

sommets v, x, y et z, mais alors ces derniers sommets induisent une chaîne P4

dans G [S ′] , une contradiction, puisque T ′ est γ×2-AE-critique. Par conséquent,

γ×2(T1) = γ×2(T ′1) + 1 pour k = 1 et c’est aussi vrai pour k ≥ 2. Ainsi, nous

avons

γ×2(T − e) = γ×2(T1) + γ×2(T ′2)

= γ×2(T ′1) + 1 + γ×2(T ′2) > γ×2(T ′) + 1 = γ×2(T ).

• e = xv. Alors T − e = T1 ∪ T2, où T2 est une chaîne P2 = uv. Donc γ×2(T − e) =

γ×2(T1) + γ×2(T2) = γ×2(T1) + 2. Nous pouvons affi rmer aussi que γ×2(T − e) ≥

γ×2(T ) puisque tout EDD de T − e est un EDD de T. Supposons maintenant que

γ×2(T −e) = γ×2(T1)+2 = γ×2(T ) et soit S1 un γ×2(T1)-ensemble. Sans perte de

généralité, on peut supposer que x appartient à S1. Notons que pour être double

dominé dans T1, x possède un voisin, disons w, dans S1. Alors S = S1 ∪ {v, u}

est un γ×2(T )-ensemble, et donc S ′ = S − {u} serait un γ×2(T ′)-ensemble qui

contient w, une contradiction avec la construction exigeant qu’aucun voisin de x

excepté v n’appartient à un γ×2(T ′)-ensemble. Ainsi, γ×2(T − e) > γ×2(T ).

Par conséquent, dans tous les cas ci-dessus, γ×2(T − e) > γ×2(T ) et donc T est un

arbre γ×2-AE-critique.

A présent, nous sommes prêts pour caractériser les arbres γ×2-AE-critiques.

Théorème 3.14 (Khelifi et al. [64]). Un arbre non-trivial T est γ×2-AE-critique si

et seulement si T ∈ F .
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Preuve. Si T ∈ F , alors d’après le Lemme 3.13, T est un arbre γ×2-AE-critique.

Pour prouver la condition nécessaire, nous procédons par induction sur l’ordre n de T .

Puisque les étoiles sont γ×2-AE-critiques et appartiennent à F , et les double étoiles ne

sont pas γ×2-AE-critiques (d’après la Remarque 3.3), nous supposons que T possède

un diamètre supérieur ou égal à quatre. Le plus petit arbre de diamètre quatre est

la chaîne P5 qui peut être obtenue d’une étoile K1,1 en utilisant l’Opération O3. Donc

la chaîne P5 appartient à la famille F . Supposons maintenant que diam(T ) = 4 et

T 6= P5. Soit x1x2x3x4x5 la plus longue chaîne dans T. Il est clair que x1, x5 sont

des sommets pendants et x2, x4 sont leurs supports, respectivement. Si degT (x3) = 2,

alors au moins l’un des sommets x2 et x4 est un support adjacent à au moins deux

sommets pendants. Donc T appartient à F et résulte d’une chaîne P5 en utilisant

l’Opération O1 sur x2 et/ou sur x4. Si degT (x3) ≥ 3, alors par la Remarque 3.3, x3

n’est pas un sommet support et donc tout voisin de x3 est un support, mais alors

γ×2(T − x2x3) ≤ γ×2(T ), ce qui contredit le fait que T est γ×2-AE-critique. Ainsi,

nous supposons que diam(T ) ≥ 5. Le plus petit arbre γ×2-AE-critique de diamètre

cinq c’est la chaîne P6 qui appartient à F puisqu’elle peut être obtenue d’une étoile

K1,2 en utilisant l’Opération O3.

Soit n ≥ 7 et supposons que tout arbre γ×2-AE-critique T
′ d’ordre 2 ≤ n′ < n

appartient à F . Soient T un arbre γ×2-AE-critique d’ordre n et S un γ×2(T )-ensemble

quelconque. Si un support de T, disons y, est adjacent à au moins deux sommets

pendants, alors soit T ′ l’arbre obtenu de T en effaçant un sommet pendant adjacent à

y. D’après la Remarque 3.10, γ×2(T ) = γ×2(T ′) + 1. Puisque XT ′ = XT , alors T ′ est

γ×2-AE-critique. En utilisant l’hypothèse d’induction sur T
′, on a T ′ ∈ F . Il s’ensuit

que T ∈ F , puisqu’il est obtenu de T ′ en utilisant l’Opération O1. Ainsi, nous pouvons

supposer pour la suite de la preuve que tout support est adjacent à un seul sommet

pendant.

Enracinons l’arbre T en un sommet x d’excentricité maximum diam(T ). Soit u un

sommet à la distance diam(T )−1 de x sur une plus longue chaîne partant de x, et soit

r un fils de u sur cette chaîne. Soient w1, v les parents de u et w1, respectivement. Il
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est clair que r est un sommet pendant, et u un support tel que degT (u) = 2. D’après

la Remarque 3.3, w1 n’est pas un support. Maintenant si degT (w1) ≥ 3, alors Tw1 est

une étoile subdivisée et donc T est un arbre obtenu à partir d’un arbre T ′ = T − Tw1
et une étoile subdivisée Tw1 de centre w1 en ajoutant l’arête w1v. Dans ce cas, d’après

la Remarque 3.4, T n’est pas γ×2-AE-critique, ce qui est une contradiction. Il s’ensuit

que degT (w1) = 2. On considère les deux cas suivants:

Cas 1. v est un sommet support. Soit T ′ = T − {r, u, w1}. Alors XT ′ = XT −

{vw1, w1u} et d’après la Remarque 3.11, γ×2(T ′) = γ×2(T )− 2. Soit maintenant e une

arête quelconque de XT ′ . Alors T − e = T1 ∪ T2 et puisque T est γ×2-AE-critique,

γ×2(T − e) = γ×2(T1) + γ×2(T2) > γ×2(T ). Sans perte de généralité, supposons que

{r, u, w1} ⊂ V (T1). Alors T1 peut être vu comme un arbre obtenu d’un arbre non-trivial

T ′1 en ajoutant une chaîne P3 = ruw1 attachée par l’arête w1v à v. D’après la Remarque

3.11, γ×2(T ′1) = γ×2(T1) − 2. Notons que e ∈ E(T ′) et T ′ − e = T ′1 ∪ T2. Il en résulte

que

γ×2(T ′ − e) = γ×2(T ′1) + γ×2(T2)

= γ×2(T1)− 2 + γ×2(T2)

= γ×2(T − e)− 2 > γ×2(T )− 2 = γ×2(T ′).

Par conséquent, l’effacement de n’importe quelle arête e ∈ XT ′ augmente le nombre

de domination double de T ′ et ainsi T ′ est γ×2-AE-critique. Par induction sur T
′, on a

T ′ ∈ F et donc T ∈ F du fait que T est obtenu à partir de T ′ en utilisant l’Opération

O2.

Cas 2. v n’est pas un sommet support. Soit C(v) = {w1, w2, ..., wk} l’ensemble des

fils de v. Supposons en premier qu’aucun sommet de C(v) n’est un support. Remar-

quons que dans ce cas, tout sommet wi joue le même rôle que w1 et donc degT (wi) = 2

pour tout i. Si degT (v) = 2, alors, sans perte de généralité, on peut supposer que

v ∈ S (sinon w1 ∈ S et w1 peut être remplacé par v). Si degT (v) ≥ 3, alors d’après

le Corollaire 3.6, v ∈ S et S ne contient aucun sommet de C(v), autrement l’ensemble

{r, u, w1, v} induirait une chaîne P4 dans S, ce qui contredit le Théorème 3.5. Ainsi,
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dans tous les cas S ne contient aucun sommet wi. Soit y le parent de v et c(wi) l’unique

fils de wi pour tout i. Soit T ′ = T−
k⋃
i=1

Twi . Il est clair que v est un sommet pendant dans

T ′ et XT ′ = XT −{vwi, wic(wi), yv | 1 ≤ i ≤ k} . En utilisant le même argument utilisé

dans le Cas 1, on peut voir que T ′ est γ×2-AE-critique. Par l’hypothèse d’induction

sur T ′, on a T ′ ∈ F . Donc T appartient à F , et il est obtenu à partir de T ′ à l’aide de

l’Opération O3.

Nous supposons maintenant qu’un sommet de l’ensemble C(v) − {w1}, disons w,

est un sommet support. Rappelons que puisque |C(v)| ≥ 2, alors degT (v) ≥ 3 et

d’après le Corollaire 3.6, v ∈ S. Si w′′ ∈ C(v) − {w1, w} est un deuxième support,

alors S reste un EDD de T − vw′′, et donc γ×2(T − vw′′) ≤ γ×2(T ), une contradiction.

Ainsi, w est l’unique sommet support dans C(v)−{w1}. Soit w′ le sommet pendant de

w. Notons que w′, w, v ∈ S. D’après le point (i) du Théorème 3.5, toute composante

connexe de G[S] est une étoile, ce qui implique y /∈ S et donc aucun sommet de

C(v), excepté w, n’appartient à S. Il s’ensuit que degT (y) = 2 sinon y ∈ S (d’après le

Corollaire 3.6). Posons C(v) = {w,w1, w2, ..., wk}, où k ≥ 1. Rappelons qu’on a bien

degT (wi) = 2 pour tout i. Soit maintenant T ′ l’arbre obtenu à partir T en effaçant le

sommet pendant w′. Donc w est un sommet pendant dans T ′ et v est un sommet de

T ′ qui est adjacent à au moins une chaîne pendante P3. Par conséquent, d’après la

Remarque 3.12, γ×2(T ) = γ×2(T ′) + 1. Nous montrons à présent que y n’appartient

à aucun γ×2(T ′)-ensemble. Supposons le contraire qu’il existe un γ×2(T ′)-ensemble S ′

qui contient y. Puisque v, w ∈ S ′, l’ensemble S ′ ∪{w′} serait un γ×2(T )-ensemble pour

lequel {y, v, w, w′} induirait une chaîne P4, une contradiction. De plus, puisque v, w

sont dans tout γ×2(T ′)-ensemble, alors pour tout i, wi n’appartient à aucun γ×2(T ′)-

ensemble (sinon un tel ensemble moins wi reste un EDD de T ′).

Dans ce qui suit, nous montrons que T ′ est γ×2-AE-critique. Soit e une arête

quelconque de XT ′ = XT − {vw} . Alors T − e = T1 ∪ T2 et puisque T est γ×2-AE-

critique, γ×2(T − e) = γ×2(T1) + γ×2(T2) > γ×2(T ). Nous examinons les trois cas

suivants:

Cas 2.1 e = vwi pour un certain indice i, où 1 ≤ i ≤ k. Supposons que T2 = Twi et
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T1 est le sous-arbre contenant v. Puisque e ∈ E(T ′), T ′− e = T ′1∪T2. Nous prétendons

que γ×2(T ′1) = γ×2(T1) − 1. Afin de le montrer, nous considérons séparément les cas

k ≥ 2 et k = 1.

Si k ≥ 2, alors d’après la Remarque 3.12, γ×2(T ′1) = γ×2(T1)− 1. Supposons main-

tenant que k = 1. Il est clair que si Y est un γ×2(T ′1)-ensemble, alors w ∈ Y et

donc Y ∪ {w′} est un EDD de T1, ce qui implique que γ×2(T1) ≤ γ×2(T ′1) + 1, d’où

γ×2(T ′1) ≥ γ×2(T1) − 1. Supposons que γ×2(T ′1) > γ×2(T1) − 1. Si v appartient à un

γ×2(T1)-ensemble S, alors puisque w,w′ ∈ S, S − {w′} serait un EDD de T ′1 impli-

quant que γ×2(T ′1) ≤ γ×2(T1)−1, contradiction. Donc v n’appartient à aucun γ×2(T1)-

ensemble. Aussi, γ×2(T ) ≤ γ×2(T1)+3 puisque tout γ×2(T1)-ensemble peut être étendu

en un EDD de T en ajoutant {w1, u, r} . Supposons que γ×2(T ) < γ×2(T1) + 3 et

soit D un γ×2(T )-ensemble quelconque. Alors par le Corollaire 3.6 et la Remarque

3.1, v, w, w′ ∈ D, et donc D1 = D ∩ V (T1) est un EDD de T1, ce qui implique que

γ×2(T1) ≤ γ×2(T )− 2 et l’égalité est vérifiée, c’est à dire γ×2(T ) = γ×2(T1) + 2. Ainsi,

D1 serait un γ×2(T1)-ensemble contenant v, ce qui contredit le fait que v n’appartient à

aucun γ×2(T1)-ensemble. Donc γ×2(T ) = γ×2(T1) + 3. Soit maintenant X1 un γ×2(T1)-

ensemble quelconque. Puisque v /∈ X1, et degT (y) = degT1(y) = 2, alors y ∈ X1. Donc

X2 = X1 ∪ {w1, u, r} est un γ×2(T )-ensemble et (X2 − w1) ∪ {v} est aussi un γ×2(T )-

ensemble dont le sous-graphe induit contient une chaîne P4 = w′wvy, ce qui contredit

le Théorème 3.5-(i). Par conséquent, γ×2(T ′1) = γ×2(T1)− 1.

Rappelons que γ×2(T ) = γ×2(T ′) + 1. Ainsi, pour toute arête e = vwi, nous avons

γ×2(T ′ − e) = γ×2(T ′1) + γ×2(T2)

= γ×2(T1)− 1 + γ×2(T2)

= γ×2(T − e)− 1 > γ×2(T )− 1 = γ×2(T ′),

et donc γ×2(T ′ − e) > γ×2(T ′).

Cas 2.2. e = wic(wi) pour un certain i, où 1 ≤ i ≤ k. Supposons que T2 =

Tc(wi) est une chaîne P2 et T1 est le sous-arbre qui contient v. Puisque e ∈ E(T ′),
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T ′ − e = T ′1 ∪ T2. Notons que v est un sommet support pour wi dans T ′1 et T1. Alors

γ×2(T ′1) = γ×2(T1)− 1. Il s’ensuit que

γ×2(T ′ − e) = γ×2(T ′1) + γ×2(T2)

= γ×2(T1)− 1 + γ×2(T2)

= γ×2(T − e)− 1 > γ×2(T )− 1 = γ×2(T ′),

et donc γ×2(T ′ − e) > γ×2(T ′).

Cas 2.3. e /∈ {vwi, wic(wi) | 1 ≤ i ≤ k}. Sans perte de généralité, supposons que

T1 est le sous-graphe qui contient v. Puisque e ∈ E(T ′), T ′ − e = T ′1 ∪ T2. D’après la

Remarque 3.12, γ×2(T ′1) = γ×2(T1)− 1 et donc

γ×2(T ′ − e) = γ×2(T ′1) + γ×2(T2)

= γ×2(T1)− 1 + γ×2(T2)

= γ×2(T − e)− 1 > γ×2(T )− 1 = γ×2(T ′),

d’où γ×2(T ′ − e) > γ×2(T ′).

Par conséquent, pour tous les cas, l’effacement de n’importe quelle arête de XT ′

augmente le nombre de domination double de T ′. Donc T ′ est γ×2-AE-critique et par

l’hypothèse d’induction, T ′ ∈ F . Il s’ensuit que T ∈ F puisqu’il peut être obtenu à

partir de T ′ par l’Opération O4.

Ceci achève la preuve du Théorème 3.14.

Sachant construire la famille de tous les arbres γ×2-AE-critiques, nous pouvons

facilement voir que toutes les chaînes γ×2-AE-critiques peuvent être obtenues à partir

des chaînes P2 et P3 (qui sont des étoiles) en utilisant l’opération O3.

Corollaire 3.15 (Khelifi et al. [64]). Une chaîne Pn est γ×2-AE-critique si et

seulement si n ≡ 0, 2 (mod 3) .
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3.3 Graphes sans P4 γ×2-AE-critiques

Notre objectif dans cette section est de caractériser les graphes sans P4 γ×2-AE-

critiques. Un graphe est dit sans P4 s’il ne contient pas de chaîne P4 induite. On définit

la famille H1 de tous les graphes obtenus d’une étoile K1,r avec r ≥ 1 en ajoutant k

(k ≥ 0) nouveaux sommets, chacun de ces derniers est joint à deux sommets adjacents

de l’étoile K1,r. Il est clair que si G ∈ H1, alors G est un graphe sans P4.

Afin d’illustrer la famille H1, supposons que l’étoile K1,r est de sommet central x et

de sommets pendants x1, x2, ..., xr, et que les sommets ajoutés (s’il en existe au moins

un), disons u1, u2,...uk, sont, à titre d’exemple, attachés à x et xn avec 1 ≤ n ≤ r. Voir

la figure 3.2 pour le cas k = 0, et la figure 3.3 pour le cas k ≥ 1.

x
x1

x2

x3

xn

xr

Figure 3.2. La famille H1 avec k = 0.

x
x1

x2

x3

xn

xr

u1 u2. . uk

Figure 3.3. Exemple de la famille H1 avec k ≥ 1.

On commence par montrer le Lemme suivant:

Lemme 3.16 (Khelifi et al. [64]). Si G est un graphe sans P4 γ×2-AE-critique

connexe, alors G [S] est connexe pour tout γ×2(G)-ensemble S.

Preuve. Soit S un γ×2(G)-ensemble quelconque et supposons que G[S] n’est pas

connexe. En utilisant le Théorème 3.5 et le fait queG est connexe, on déduit qu’il existe

un sommet v de V − S adjacent à deux composantes de G[S]. Puisque degG(v) = 2, v

Sofiane
Underline
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et deux sommets adjacents de chaque composante connexe adjacente à v formeraient

une chaîne P4 induite, contradiction.

Théorème 3.17 (Khelifi et al. [64]). Un graphe G sans P4 est γ×2-AE-critique si

et seulement si toute composante connexe de G appartient à H1, ou elle est isomorphe

à un graphe biparti complet K2,p avec p ≥ 2.

Preuve. Soit G un graphe sans P4 γ×2-AE-critique comportant m composantes

connexes G1, G2, ..., Gm. Soient S un γ×2(G)-ensemble quelconque et Si = S ∩ V (Gi).

Il suffi t de montrer le théorème pour une composante connexe Gi. D’après le Lemme

3.16, G [Si] est connexe. De plus, d’après le Théorème 3.5, G [Si] est une étoileK1,r avec

r ≥ 1, et V (Gi)− Si est un ensemble indépendant, tel que tout sommet de V (Gi)− Si
est adjacent à exactement deux sommets de Si. Soient x le centre et x1, x2, ..., xr les

sommets pendants de l’étoile. Il est clair que si |V (Gi)− Si| = 0, alors Gi est une étoile

et appartient à H1. On suppose donc que |V (Gi)− Si| ≥ 1.

Si r = 1, alors G [Si] = P2 et donc Gi est obtenu en attachant t ≥ 1 sommets aux

deux sommets x et x1. Ainsi, Gi ∈ H1.

Si r = 2, alors G [Si] est une chaîne P3 = x2xx1. Supposons qu’il existe un sommet

u adjacent à x1 et x2. Alors tous les sommets de V (Gi) − Si sont adjacents à x1 et

x2 seulement, autrement, si un sommet v ∈ V (Gi) − Si est adjacent, disons à x et

x1, alors l’ensemble {v, x, u, x2} induit une chaîne P4. Alors il est clair que Gi = K2,p

avec p ≥ 2. Maintenant s’il n’existe aucun sommet de V (Gi)− Si qui est adjacent aux

deux sommets x1 et x2, alors tout sommet de V (Gi)−Si est adjacent à deux sommets

adjacents de l’étoile, et donc Gi ∈ H1.

En dernier, si r ≥ 3, alors aucun sommet de V (Gi) − Si ne possède ses deux

voisins dans {x1, x2, ..., xr}, sinon Gi va contenir une chaîne P4 induite. Par conséquent,

Gi ∈ H1.

La condition suffi sante est facile à montrer.
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3.4 Graphes sans P5 γ×2-AE-critiques

Nous caractérisons dans cette partie les graphes sans P5 γ×2-AE-critiques. Un graphe

sans P5 est un graphe qui ne contient pas de chaînes P5 induites. Notons qu’un graphe

sans P4 est aussi un graphe sans P5 et donc la classe des graphes sans P4 γ×2-AE-

critiques est une sous-classe de la classe des graphes sans P5 γ×2-AE-critiques. Soit

H2 la famille des graphes obtenus à partir d’une étoile K1,r (r ≥ 1) de sommet central

x et de sommets pendants x1, x2, ..., xr, en ajoutant, en premier, j (j ≥ 0) nouveaux

sommets, tous joints à la même paire de sommets non adjacents de l’étoile K1,r, disons

xl, xl′, puis en ajoutant k (k ≥ 0) nouveaux sommets tels que chacun soit joint à deux

sommets adjacents de l’étoile K1,r, avec la condition que si j ≥ 1, alors il n’existe

aucune paire de sommets (parmi les k sommets) tels que l’un soit adjacent à x et xl et

l’autre à x et xl′. Il est clair que si G ∈ H2, alors G est un graphe sans P5. Aussi, si

G = K2,p, avec p ≥ 2, ou G ∈ H1, alors G ∈ H2.

Il est clair que la structure de la famille H2 dépend des nombres j et k de sommets

ajoutés au graphe de base qui est l’étoile K1,r (r ≥ 1) (c’est à dire j = 0 et k = 0,

voir la figure 3.4). Un exemple du cas j ≥ 1 et k ≥ 1 est montré dans la figure 3.5, où

les j sommets attachés à xl et xl′ sont appelés a1, a2, ..., aj, et les k sommets qui sont

attachés à x et à l’un de ses voisins, disons xm, sont appelés b1, b2, ..., bk. Dans le cas

j = 0 et k ≥ 1, les k sommets b1, b2, ..., bk n’ont pas forcément le même voisinage dans

l’étoile K1,r, et ainsi, le graphe obtenu est formé de triangles et de chaînes P2 ayant

tous le sommet central x en commun (il se peut qu’on ait des triangles ayant une arête

quelconque de l’étoile en commun). Le dernier cas (j ≥ 1 et k = 0) est facile à voir.

Théorème 3.18 (Khelifi et al. [64]). Un graphe G sans P5 connexe est γ×2-AE-

critique si et seulement si G ∈ H2.

Preuve. Soient G un graphe sans P5 connexe et D un γ×2(G)-ensemble quelconque.

D’après le Théorème 3.5, tout sommet de V (G) −D est de degré deux. Par le même

argument utilisé dans la preuve du Lemme 3.16, on peut voir que G [D] est connexe.

Donc d’après le Théorème 3.5, G [D] est une étoile K1,r, avec r ≥ 1, et V (G)−D est un

Sofiane
Underline



69

xx1

x2

xl xl′

xm

xr

Figure 3.4. La famille H2 avec j = 0 et k = 0.

x
x1

x2

xl xl′

xm

xr

a1

a2

aj

b1

b2

bk

Figure 3.5. Exemple de la famille H2 avec j ≥ 1 et k ≥ 1.

ensemble indépendant. Soit x le sommet central de l’étoile dans G [D] avec les sommets

pendants x1, x2, ..., xr. Si G est un graphe sans P4, alors d’après le Théorème 3.17, ou

bien G ∈ H1, ou bien G = K2,p avec p ≥ 2, et donc G appartient à la famille H2.

Ainsi, nous supposons que G contient au moins une chaîne P4 induite et donc r ≥ 2.

Si |V (G)−D| = 1, alors r ≥ 3 (sinon G serait sans P4) d’où G ∈ H2. Supposons

donc que |V (G)−D| ≥ 2. Si r = 2, alors il est simple de voir que G ∈ H2. Donc

supposons que r ≥ 3. Soient u, v deux sommets de V (G) − D, chacun est adjacent à

deux sommets pendants de G [D] . Soient N(u)∩D = {xi, xi′} et N(v)∩D = {xs, xs′}.

Si N(u) ∩D 6= N(v) ∩D, alors les sommets x, u, v, xi ainsi que xs ou xs′ forment une

chaîne P5 induite. Par conséquent, tous les sommets de V (G) − D qui ne sont pas

voisins de x doivent être adjacents à la même paire de sommets pendants de G [D] .
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Supposons maintenant qu’il existe un sommet z ∈ V (G)−D adjacent à deux sommets

pendants xl, xl′ de G [D] , et qu’il y’a deux sommets y1 et y2 dans V (G)−D tels que

NG(y1) = {x, xl} et NG(y2) = {x, xl′} . Dans ce cas, {y1, xl, z, xl′ , y2} induit une chaîne

P5. Donc si un sommet de V (G)−D est adjacent à deux sommets pendants xl, xl′ de

G [D] , alors il n’existe aucune paire de sommets tels que l’un soit adjacent à x et xl et

l’autre à x et xl′ . Il en résulte que G ∈ H2.

Il est simple de montrer que si G ∈ H2, alors G est un graphe γ×2-AE-critique.

Corollaire 3.19 (Khelifi et al. [64]). Un graphe G sans P5 est γ×2-AE-critique si

et seulement si toute composante connexe de G appartient à la famille H2.

3.5 Graphes γ×2-AE-critiques pour γ×2 = 2, 3 ou 4

Dans cette section, nous nous intéressons aux graphes G γ×2-AE-critiques ayant un

petit nombre de domination double, en particulier quand γ×2(G) = 2, 3 ou 4. Afin

de simplifier les notations, nous appellerons ces graphes t-γ×2-AE-critiques, où t ∈

{2, 3, 4}. En utilisant le Théorème, 3.5 on a:

Théorème 3.20 (Khelifi et al. [64]). Un graphe connexe G est 2-γ×2-AE-critique si

et seulement s’il est une chaîne P2 ou il est est formé de k (k ≥ 1) triangles partageant

la même arête.

Soit H3 la famille des graphes obtenus à partir d’une chaîne P3 en ajoutant i (i ≥ 0)

nouveaux sommets et en joignant chacun d’eux à deux sommets de la chaîne P3.

Théorème 3.21 (Khelifi et al. [64]). Un graphe G connexe est 3-γ×2-AE-critique

si et seulement si G ∈ H3.

Preuve. Soient G un graphe connexe 3-γ×2-AE-critique et S un γ×2(G)-ensemble

quelconque. D’après le Théorème 3.5, G[S] = P3, V − S est un ensemble indépendant

et tout sommet de V − S (s’il en existe) est adjacent à exactement à deux sommets

quelconques de la chaîne P3. Par conséquent, G ∈ H3.

La preuve de la condition suffi sante est simple.
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Soit H4 la famille de tous les graphes obtenus à partir de deux chaînes P2 en

ajoutant i (i ≥ 0) nouveaux sommets dont chacun est joint à deux sommets de P2∪P2.

Soit H5 la famille de tous les graphes obtenus à partir d’une étoile K1,3 en ajoutant j

(j ≥ 0) nouveaux sommets chacun d’eux est joint à deux sommets de l’étoile K1,3. Soit

H6 la famille des graphes obtenus à partir d’une étoile K1,3 de centre x et de sommets

pendants x1, x2, x3, en ajoutant un sommet u joint à x1, x2, r (r ≥ 0) nouveaux sommets

joints à x1, x3, s (s ≥ 0) nouveaux sommets joints à x, x3, et t (t ≥ 0) nouveaux

sommets joints à x et x1. Remarquons que H6 est une sous-famille de H5, mais pour

tout graphe G ∈ H6, l’ensemble {x3, x, x1, u} est un γ×2(G)-ensemble induisant une

chaîne P4. D’après le Théorème 3.5, aucun graphe appartenant à la famille H6 n’est

4-γ×2-AE-critique.

Théorème 3.22 (Khelifi et al. [64]). Un graphe G connexe est 4-γ×2-AE-critique

si et seulement si G ∈ H4 ou G ∈ H5 −H6.

Preuve. Soient G un graphe connexe 4-γ×2-AE-critique et S un γ×2(G)-ensemble

quelconque. D’après le Théorème 3.5, toute composante de G[S] est une étoile. Donc

G[S] = K1,3 si G[S] est connexe et G[S] = P2 ∪ P2 sinon. Il est clair que si G[S] =

P2∪P2, alors d’après les conditions (ii) et (iii) du Théorème 3.5, G ∈ H4.Maintenant si

G[S] = K1,3, alors toujours d’après les conditions (ii) et (iii) du Théorème 3.5, G ∈ H5.

Mais les graphes appartenant à la famille H6 ne sont pas 4-γ×2-critiques. Il s’ensuit

que G ∈ H5 −H6.

L’inverse est simple à voir.
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CHAPITRE 4

    GRAPHES CRITIQUES ET STABLES PAR RAPPORT AUX

SOMMETS

Nous avons présenté dans les deux chapitres précédents des résultats pour les graphes

critiques et stables concernant l’ajout ou la suppression de n’importe quelle arête, et ce

pour la domination double. Ce chapitre est consacré à l’étude de l’effet de l’effacement

d’un sommet sur le nombre de domination double d’un graphe, en particulier lorsque

ce nombre change ou reste inchangé quand n’importe quel sommet qui n’est pas un

support est effacé.

Il existe dans la littérature une multitude d’études qui concernent cet axe de

recherche et qui s’intéressent à plusieurs paramètres de domination comme [27, 29, 32]

pour la domination, [66, 67, 68] pour la domination totale, [69, 70, 71] pour la domi-

nation couplée ou [72] pour la domination restreinte totale.

Les résultats qui sont présentés dans les sections qui suivent sont obtenus en col-

laboration avec Chellali et concernent les graphes sommet-critiques et sommet-stables

par rapport à la domination double. Plusieurs propriétés de ces graphes sont données

en plus d’une caractérisation descriptive des arbres critiques et une autre constructive

des arbres stables. Ces résultats ont fait l’objet d’un article [73] qui est accepté pour

publication dans Dicussiones Mathematicae Graph theory.

4.1 Résultats préliminaires

Nous commençons par rappeler la remarque suivante qui sera souvent utilisée:

Remarque 4.1. Tout EDD d’un graphe contient tous ses supports et tous ses sommets

pendants.
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D’après la Remarque 4.1, il est simple de voir que le nombre de domination double

d’un graphe constitué uniquement de sommets supports et de sommets pendants est

égal à son ordre. Ceci nous conduit au résultat qui suit:

Remarque 4.2 (Khelifi et Chellali [73]). Soit G un graphe sans sommets isolés.

Alors γ×2(G) = |V (G)| si et seulement si tout sommet de G est un support ou un

sommet pendant.

Preuve. SoitG un graphe tel que γ×2(G) = |V (G)| . Supposons que v est un sommet

de G qui n’est ni un support ni un sommet pendant. Alors il est clair que degG(v) ≥ 2

et V (G) − {v} est un EDD de G, contradiction. Donc tout sommet de G est soit un

support soit un sommet pendant.

La réciproque est facile à montrer.

Pour un graphe G sans sommets isolés, le fait d’effacer un sommet qui n’est pas un

support peut diminuer son nombre de domination double, ça peut le laisser inchangé

comme ça peut l’augmenter. L’effet de l’effacement d’un tel sommet sur le nombre de

domination double de G est évalué ci-après:

Théorème 4.3 (Khelifi et Chellali [73]). Soit G un graphe connexe d’ordre au

moins trois. Alors pour tout sommet v différent d’un sommet support, γ×2(G) − 2 ≤

γ×2(G− v) ≤ γ×2(G) + degG(v)− 1.

Preuve. Nous établissons en premier la borne inférieure. Soit D un γ×2(G − v)-

ensemble quelconque. SiD∩N(v) 6= ∅, alorsD∪{v} est un EDD de G, et siD∩N(v) =

∅, alors D∪{v, u} est un EDD de G, où u est un sommet quelconque de N(v). Dans les

deux cas, on a γ×2(G) ≤ |D|+ 2. Soit maintenant R un γ×2(G)-ensemble quelconque.

Il est clair que si v /∈ R, alors R est un EDD de G−v et donc γ×2(G−v) ≤ γ×2(G). On

peut donc supposer que v ∈ R. Soit B l’ensemble de sommets de V −R pour lesquels v

est nécessaire dans le but qu’ils soient double dominés, C’est à dire, tout sommet de B

possède exactement un voisin dans R− v. Soit aussi A l’ensemble de tous les sommets

de R pour lesquels v est l’unique voisin dans R. Puisque v n’est pas un support, tout
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sommet de A possède un voisin dans V − R. Soit A′ un plus petit sous-ensemble de

V − R qui domine A. Il est clair que |A′| ≤ |A| et que |A′| + |B| ≤ degG(v). Puisque

A′∪B ∪R−{v} est un EDD de G− v, nous avons γ×2(G− v) ≤ |R|− 1 + |A′|+ |B| ≤

γ×2(G) + degG(v)− 1.

Nous donnons à présent des exemples pour les deux bornes qui viennent d’être

données dans le théorème 4.3. Considérons en premier le graphe G1 de la figure 4.1 dont

le nombre de domination double est 6. Si l’on efface le sommet x6, alors, γ×2(G1−x6) =

4 = γ×2(G1) − 2. D’autre part, il est clair que le nombre de domination double du

graphe G2 de la figure 4.2 est 3k + 1 où k = degG2(v). Maintenant si le sommet v est

effacé, alors le graphe G2 − v sera formé de k chaînes P4, et donc γ×2(G2 − v) = 4k =

3k + 1 + k − 1 = γ×2(G2) + k − 1.

x1

x2 x3 x4

x5x6

Figure 4.1. Le graphe G1

v

x1 y1 z1 u1

x2 y2 z2 u2

xk yk zk uk

Figure 4.2. Le graphe G2

Comme conséquence immédiate du théorème 4.3, nous formulons le corollaire suiv-

ant:
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Corollaire 4.4 (Khelifi et Chellali [73]). Soit G un graphe connexe d’ordre au

moins trois et soit v ∈ V (G)− S(G). Alors

a) γ×2(G− v) ≤ γ×2(G) + ∆(G)− 1.

b) Si v est un sommet pendant, alors γ×2(G− v) ≤ γ×2(G).

Nous venons de prouver l’existence de sommets dont l’effacement augmente le nom-

bre de domination double. Nous montrons dans la proposition suivante qu’il n’existe

aucun graphe tel que l’effacement de n’importe quel sommet qui n’est pas un support

accroit son nombre de domination double. En d’autres termes, nous montrons qu’il

n’existe pas de graphes γ+
×2-sommet-critiques.

Proposition 4.5 (Khelifi et Chellali [73]). Il n’existe aucun graphe G tel que

γ×2(G− v) > γ×2(G) pour tout sommet v ∈ V (G)− S(G).

Preuve. Supposons que G est un graphe tel que γ×2(G − v) > γ×2(G) pour tout

sommet v ∈ V (G) − S(G). Alors d’après le Corollaire 4.4-b, G ne contient aucun

sommet pendant et donc d’après la Remarque 4.2, γ×2(G) < |V (G)| . Soit maintenant

D un γ×2(G)-ensemble quelconque et soit w ∈ V (G) −D. Alors il est clair que D est

un EDD de G− w, impliquant que γ×2(G− w) ≤ |D| = γ×2(G), contradiction.

En se basant sur le Théorème 4.3, nous donnons les définitions des graphes γ×2-

sommet-critiques et γ×2-sommet-stables.

Définition 4.6. Un graphe G est dit γ×2-sommet-critique si pour tout sommet v ∈

V (G)− S(G), γ×2(G− v) < γ×2(G).

Définition 4.7. Un graphe G est dit γ×2-sommet-stable si pour tout sommet v ∈

V (G)− S(G), γ×2(G− v) = γ×2(G).

D’après le Théorème 4.3, dans un graphe γ×2-sommet-critique G, pour tout sommet

v ∈ V (G)−S(G), on a ou bien γ×2(G−v) = γ×2(G)−2 ou bien γ×2(G−v) = γ×2(G)−1.
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4.2 Graphes γ×2-sommet-critiques

Nous nous focaliserons dans cette section sur les graphes γ×2-sommet-critiques. Nous

commençons par donner quelques propriétés de ces graphes.

Proposition 4.8 (Khelifi et Chellali [73]). Si G est un graphe γ×2-sommet-critique

et v ∈ V (G)−(S(G)∪L(G)), alors tout γ×2(G−v)-ensemble contient au plus un voisin

de v.

Preuve. Supposons que D est un γ×2(G− v)-ensemble qui contient au moins deux

voisins de v. Alors D est un EDD de G et donc γ×2(G) ≤ γ×2(G− v), ce qui contredit

le fait que G est un graphe γ×2-sommet-critique.

La Proposition 4.8, nous permet de donner un résultat qui concerne les chaînes, les

cycles et les graphes complets.

Corollaire 4.9 (Khelifi et Chellali [73]). Si G est une chaîne Pn avec n ≥ 5,

ou bien un cycle Cn, ou bien un graphe complet Km avec m ≥ 3, alors G n’est pas

γ×2-sommet-critique.

Un sommet d’un grapheG est dit libre s’il n’appartient à aucun ensemble dominant

double minimum de G. Les deux propriétés suivantes relatent avec les sommets libres

dans les graphes γ×2-sommet-critiques.

Proposition 4.10 (Khelifi et Chellali [73]). Soit G un graphe γ×2-sommet-critique

et soit v un sommet de V (G)−S(G). S’il existe un sommet w ∈ NG(v) appartenant à

tout γ×2(G− v)-ensemble, alors les conditions suivantes sont vérifiées:

1) γ×2(G− v) = γ×2(G)− 1.

2) Tout sommet de NG(v)− {w} est libre dans G− v.

Preuve. Soient G un graphe γ×2-sommet-critique et v un sommet quelconque de

V (G)−S(G). Puisque w appartient à tout γ×2(G−v)-ensemble, alors un tel ensemble

plus v est un EDD de G et donc γ×2(G−v) < γ×2(G) ≤ γ×2(G−v)+1, impliquant que
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γ×2(G− v) = γ×2(G)− 1. Maintenant puisque w est un sommet qui appartient à tout

γ×2(G − v)-ensemble, alors d’après la Proposition 4.8, tout sommet de NG(v) − {w}

est libre dans G− v.

Proposition 4.11 (Khelifi et Chellali [73]). Soient G un graphe et v ∈ V (G) −

(S(G)∪L(G)). Alors si γ×2(G− v) = γ×2(G)− 2, alors tout voisin de v est libre dans

G− v.

Preuve. Supposons qu’un voisin de v, disons u, n’est pas libre dans G− v. Dans ce

cas, u appartient à un certain γ×2(G− v)-ensemble D, et donc D∪{v} est un EDD de

G. Par conséquent, γ×2(G−v)+2 = γ×2(G) ≤ |D|+1 = γ×2(G−v)+1, contradiction.

Donc u est un sommet libre dans G− v.

Nous nous intéressons à présent aux arbres γ×2-sommet-critiques. Nous com-

mençons par montrer que l’effacement de n’importe quel sommet libre d’un arbre T

laisse son nombre de domination double inchangé. Rappelons que les sommets libres

d’un arbre peuvent être déterminés en un temps polynomial (voir [53]).

Lemme 4.12 (Khelifi et Chellali [73]). Si v est un sommet libre d’un arbre non-

trivial T, alors γ×2(T − v) = γ×2(T ).

Preuve. Soit v un sommet libre de T. Il est clair que v /∈ S(T ) ∪ L(T ) et donc

degT (v) = k ≥ 2. Enracinons T en v et soit C(v) = {u1, u2, ..., uk} . Puisque v est libre,

tout γ×2(T )-ensemble est un EDD de T − v, et donc γ×2(T − v) ≤ γ×2(T ). De plus,

puisque tout γ×2(T − v)-ensemble peut être étendu à un γ×2(T )-ensemble en ajoutant

v et l’un de ses voisins, alors γ×2(T ) ≤ γ×2(T − v) + 2. On a donc γ×2(T ) − 2 ≤

γ×2(T −v) ≤ γ×2(T ). Supposons en premier que γ×2(T −v) = γ×2(T )−2 et soit S1 un

γ×2(T−v)-ensemble quelconque. SiNT (v)∩S1 6= ∅, alors S1∪{v} est un EDD de T avec

γ×2(T )−1 sommets, ce qui est impossible. Donc NT (v)∩S1 = ∅, mais alors S1∪{u1, v}

est un γ×2(T )-ensemble contenant v, ce qui contredit le fait que v est libre. Supposons

maintenant que γ×2(T −v) = γ×2(T )−1 et soit S ′ un γ×2(T −v)-ensemble quelconque.

Il est clair qu’aucun voisin de v n’appartient à S ′, sinon S ′ ∪ {v} serait un γ×2(T )-

ensemble qui contient v, une contradiction. Soient S ′i = S ′ ∩ V (Tui) pour 1 ≤ i ≤ k.
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Alors |S ′| = |S ′1|+ |S ′2|+ ...+ |S ′k| et bien sûr S ′i est un γ×2(Tui)-ensemble pour tout i.

Soient maintenant D un γ×2(T )-ensemble et Di = D ∩ V (Tui) pour tout i. Rappelons

que v /∈ D puisque v est libre. On présume que D contient exactement deux voisins de

v. Supposons le contraire que |NT (v) ∩D| ≥ 3 et, sans perte de généralité, supposons

que u1, u2, u3 ∈ D. Si pour un certain indice i, |Di| < |S ′i|, alors Di serait un EDD de

Tui de cardinal inférieur à celui de S
′
i ce qui est impossible. Par conséquent, |Di| ≥ |S ′i|

pour tout i, impliquant que |Di| = |S ′i| pour i ≥ 4. En utilisant maintenant le fait que

|D| = |S ′|+ 1, on déduit que |D1|+ |D2|+ |D3| = |S ′1|+ |S ′2|+ |S ′3|+ 1. Sans perte de

généralité, supposons que |D1| = |S ′1|+1. Il s’ensuit que S ′1∪D2∪...∪Dk est un EDD de

T de cardinal inférieur à |D| , contradiction. Donc |D ∩NT (v)| = 2, disons u1, u2 ∈ D.

Comme on vient de le voir |Di| = |S ′i| pour i ≥ 3, et donc |D1|+ |D2| = |S ′1|+ |S ′2|+ 1.

On peut supposer que |D1| = |S ′1| + 1. Alors S ′1 ∪D2 ∪ ... ∪Dk est un EDD de T − v

avec |S ′1 ∪D2 ∪ ... ∪Dk| = γ×2(T ) − 1. Donc S ′′ = S ′1 ∪ D2 ∪ ... ∪ Dk est aussi un

γ×2(T − v)-ensemble (contenant u2) mais alors S ′′∪{v} serait un γ×2(T )-ensemble qui

contient v, une contradiction. Ainsi, γ×2(T − v) = γ×2(T ).

Maintenant, nous sommes prêts pour la caractérisation des arbres γ×2-sommet-

critiques.

Théorème 4.13 (Khelifi et Chellali [73]). Un arbre T d’ordre n ≥ 3 est γ×2-

sommet-critique si et seulement si tout sommet de T est ou bien un support ou bien

un sommet pendant, c’est à dire γ×2(T ) = |V (T )| .

Preuve. Soit T un arbre γ×2-sommet-critique. Soit v un sommet support de T

ayant un voisin qui n’est ni un support ni un sommet pendant. Si un tel sommet v

n’existe pas, alors le résultat recherché est obtenu, c’est à dire tout sommet de T est

soit un support soit un sommet pendant. Donc v existe. Soit w un voisin de v tel que

w /∈ S(T ) ∪ L(T ). Il est clair que v reste encore adjacent à un sommet pendant dans

T −w et donc v est dans tout γ×2(T −w)-ensemble. Alors d’après la Proposition 4.10,

γ×2(T − w) = γ×2(T ) − 1, et tout sommet de NT (w) − {v} est libre dans T − w. Il

s’ensuit que v est l’unique support adjacent à w. Soit NT (w) − {v} = {u1, u2, ..., uk}.

Il est clair que k ≥ 1 puisque w n’est pas un sommet pendant. Soient T1, T2, ..., Tk les
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composantes connexes de T − w, où ui ∈ V (Ti) pour tout i, et soit T0 la composante

connexe restante contenant v. Soit D1 un γ×2(T1)-ensemble quelconque et rappelons

que tout sommet ui est libre dans T − w, ce qui veut dire que u1 /∈ D1. Donc D1 doit

contenir deux sommets adjacents à u1, disons x1 et x2. Aussi, d’après le Lemme 4.12,

γ×2(T1−u1) = γ×2(T1). Soit maintenant D un γ×2(T −u1)-ensemble quelconque et soit

T ′ = T − T1. Evidemment, |D| = γ×2(T1 − u1) + γ×2(T ′) et donc D′ = (D ∩ T ′) ∪D1

est un EDD de T. D’où, γ×2(T ) ≤ |D′| = γ×2(T − u1), ce qui contredit le fait que T

est γ×2-sommet-critique.

L’inverse est facile à montrer.

4.3 Graphes γ×2-sommet-stables

La dernière section de ce chapitre sera consacrée à l’étude des graphes γ×2-sommet-

stables. Nous faisons en premier une remarque qui nous sera utile.

Remarque 4.14 (Khelifi et Chellali [73]). Soit G un graphe γ×2-sommet-stable.

Alors tout support de G possède exactement un seul voisin (son sommet pendant) dans

tout γ×2(G)-ensemble.

Preuve. Soit G un graphe γ×2-sommet-stable et supposons qu’un sommet support v

possède deux voisins dans un certain γ×2(G)-ensemble D. Si v′ est un sommet pendant

voisin de v, alors D − {v′} est un EDD de G − v′. Donc γ×2(G − v′) < γ×2(G), une

contradiction.

Comme conséquence de la Remarque 4.14, nous pouvons formuler le corollaire suiv-

ant:

Corollaire 4.15 (Khelifi et Chellali [73]). Soit G un graphe γ×2-sommet-stable.

Alors

a) Tout support de G est adjacent à exactement un seul sommet pendant.

b) Les sommets supports de G forment un ensemble stable.
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Afin de juger de la stabilité des chaînes et des cycles, nous rappelons que le nombre

de domination double pour les cycles Cn et pour les chaînes non triviales Pn ont été

donnés dans [34] et [40] respectivement:

[34] γ×2(Cn) = d2n
3
e.

[40] γ×2(Pn) = 2dn
3
e+ 1 si n ≡ 0 (mod 3) et γ×2(Pn) = 2dn

3
e sinon.

En utilisant les résultats ci-dessus, nous pouvons vérifier que P5 est la seule chaîne

γ×2-sommet-stable et que les cycles Cn sont des graphes γ×2-sommet-stables. Aussi,

puisque γ×2(Kn) = 2 pour n ≥ 2, nous pouvons affi rmer que tous les graphes complets

Kn avec n ≥ 3 sont γ×2-sommet-stables.

Un sommet u est dit adjacent à une chaîne Pk dans un arbre T s’il existe un voisin

de u, disons v, tel que le sous-graphe résultant de T par la suppression de l’arête uv

et qui contient le sommet v comme sommet pendant, est une chaîne Pk. La remarque

suivante nous sera utile pour la preuve du prochain lemme:

Remarque 4.16 (Khelifi et Chellali [73]). Soient T un arbre non trivial et S un

sous-ensemble quelconque de sommets contenant un sommet libre v de T tel que tout

sommet de T excepté v est double dominé par S. Alors |S| > γ×2(T ).

Preuve. Il est clair que degT (v) = k ≥ 2 puisque v est un sommet libre. Enracinons

T en v et soient v1, v2, ..., vk les fils de v dans Tv = T. Soient D un γ×2(T )-quelconque et

Di = D∩Tvi pour tout i. D’après le Lemme 4.12, D est aussi un γ×2(T−v)-ensemble et

donc Di est un γ×2(Tvi)-ensemble pour tout i. Donc γ×2(T ) = |D1|+ |D2|+ ...+ |Dk| .

Notons que D contient au moins deux voisins de v pour double dominer v. Supposons

maintenant le contraire que |S| = γ×2(T ) = |D| . Notons que S ne peut pas être

plus petit que D, sinon S plus un voisin quelconque de v qui n’appartient pas à S

serait un γ×2(T )-ensemble qui contient v, une contradiction avec le fait que v est un

sommet libre. Soient Si = S∩Tvi pour tout i. Notons que puisque S ne double domine

pas v, vi /∈ S pour tout i. Aussi, puisque |S| = |D| et v ∈ S, il existe un certain

index j tel que |Sj| < |Dj| . Le fait que Sj ∪ {vj} est un EDD de Tvj entraîne que
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|Dj| ≤ |Sj ∪ {vj}| < |Dj| + 1. Par conséquent, |Sj| = |Dj| − 1 et donc l’ensemble

S ′ = (
k
∪

i=1,i6=j
Di) ∪ Sj ∪ {v} double dimine tous les sommets de T et possède le même

cardinal de D. Mais S ′ est un γ×2(T )-ensemble qui contient v, une contradiction aussi.

Ainsi, |S| > |D|.

Lemme 4.17 (Khelifi et Chellali [73]). Soient T un arbre γ×2-sommet-stable et v

un sommet de T qui n’est pas un support. Alors v n’est pas adjacent à une chaîne P3.

Preuve. Soit v un sommet de T qui n’est pas un sommet support, et supposons

que v est adjacent à une chaîne P3 = u1x1y1 par l’arête vu1. Enracinons l’arbre T en

v et soit C(v) = {u1, u2, ..., uk} l’ensemble des fils de v dans l’arbre enraciné. Notons

que puisque T is γ×2-sommet-stable et v n’est pas un support, T est d’ordre n ≥ 6

et donc k ≥ 2. Il est clair que x1 et y1 sont dans tout γ×2(T )-ensemble et d’après

la Remarque 4.14, u1 n’appartient à aucun γ×2(T )-ensemble. Il s’ensuit que v est

dans tout γ×2(T )-ensemble. Soit maintenant D un γ×2(T − v)-ensemble. Notons que

|D| = γ×2(T ) puisque T est γ×2-sommet-stable. Il est clair que {u1, x1, y1} ⊂ D.

Maintenant si pour un certain indice i 6= 1, ui ∈ D, alors v est double dominé par u1

et ui, et donc D est un γ×2(T )-ensemble contenant u1, ce qui contredit la Remarque

4.14. Donc tout sommet ui 6= u1 est un sommet libre dans T − v. Notons que si un

sommet quelconque est libre dans T − v, alors il est libre aussi dans la composante

connexe qui contient un tel sommet. Soit Tuj la composante connexe de T −v telle que

uj ∈ V (Tuj). Donc γ×2(T ) = γ×2(T −v) = γ×2(Tu1)+
k∑
i=2

γ×2(Tui) = 3+
k∑
i=2

γ×2(Tui). Si

A est un γ×2(T )-ensemble quelconque, alors A contient v et un certain sommet ui 6= u1,

disons u2, pour double dominer v. On a donc |A| = |{x1, y1}|+ |{v}|+
k∑
i=2

|A ∩ Tui| =

3 +
k∑
i=2

|A ∩ Tui| . Maintenant, si pour un indice i ≥ 3, on a |A ∩ Tui| < |D ∩ Tui| ,

alors A ∪ {ui} serait un γ×2(Tui)-ensemble contenant ui, une contradiction puisque ui

est libre dans sa composante connexe. Ainsi, nous devons avoir |A ∩ Tui| = |D ∩ Tui|

pour tout i ≥ 3. Ceci, en plus du fait que |D| = |A| , nous mène à conclure que

|A ∩ Tu2| = γ×2(Tu2). Remarquons que A∩ Tu2 est un ensemble de sommets contenant

u2 qui est un sommet libre dans Tu2 . Maintenant si A ∩ Tu2 est un EDD de Tu2 , alors

u2 n’est pas libre, une contradiction. Ainsi, A ∩ Tu2 double domine tous les sommets
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de Tu2 excepté u2 mais d’après la Remarque 4.16, on doit avoir |A ∩ Tu2 | > γ×2(Tu2),

une autre contradiction, et la preuve du Lemme 4.17 est achevée.

Nous donnons à présent une autre définition. Soit u un support d’un arbre T avec

un unique sommet pendant v et soit T ′ la forêt obtenue à partir de T en enlevant les

sommets u et v. Alors on appelle u un bon support si γ×2(T ′) = γ×2(T ) − 2, et tout

voisin de u excepté v est libre dans T . Par exemple tout sommet support dans une

étoile subdivisée d’ordre au moins sept est un bon support. Par contre, aucun des deux

supports de la chaîne P5 n’est bon puisque γ×2(T ′) > γ×2(P5)− 2.

Dans le but de caractériser les arbres γ×2-sommet-stables, on définit la famille H de

tous les arbres T qui peuvent être obtenus à partir d’une séquence d’arbres T1, T2, ..., Tj

(j > 1) telle que T1 est une étoile subdivisée K∗1,r avec r ≥ 2, T = Tj, et si j > 2, Ti+1

peut être obtenu à partir de Ti par l’une des opérations données ci-après:

Soit A(T1) = S(T1) ∪ L (T1)

• Opération O1: Ajouter une étoile subdivisée K∗1,k, k ≥ 2, de centre x et joindre

x par une arête à un sommet y de Ti, avec la condition que si y est un sommet

pendant, alors son support est un bon support dans Ti. Poser A(Ti+1) = A (Ti)∪

S(K∗1,k) ∪ L
(
K∗1,k

)
.

• Opération O2: Ajouter une chaîne P3 = xyz et l’attacher par une arête xv à

un support quelconque v de Ti. Poser A (Ti+1) = A (Ti) ∪ {y, z} .

Les deux opérations sont illustrées dans la figure 4.3.

O1 :
y

x

O2 :
v

x y z

Figure 4.3. Les opérations de la construction de la famille H.
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Les deux remarques suivantes nous seront utiles pour montrer le résultat principal

de cette section:

Remarque 4.18 (Khelifi et Chellali [73]). Soit T un arbre obtenu d’un arbre non

trivial T ′ en ajoutant une chaîne P3 = uvz attachée par une arête ux à n’importe quel

sommet x de T ′. Alors γ×2(T ′) ≤ γ×2(T )−2, avec l’égalité si x n’est pas libre dans T ′.

Preuve. Soit D un γ×2(T )-ensemble. D’après la Remarque 4.1, D contient v, z. Si

u ∈ D, alors on peut le remplacer, dans D, par x ou par n’importe quel voisin de x dans

T ′. Donc on peut supposer que u /∈ D et donc D ∩ V (T ′) est un EDD de T ′. Il s’ensuit

que γ×2(T ′) ≤ |D ∩ V (T ′)| = γ×2(T )− 2. Maintenant si x n’est pas libre dans T ′, c’est

à dire que x appartient à un certain γ×2(T ′)-ensemble, alors un tel ensemble peut être

étendu à un EDD de T en ajoutant v et z, impliquant que γ×2(T ) ≤ γ×2(T ′)−2. Ainsi,

l’égalité est obtenue.

Remarque 4.19 (Khelifi et Chellali [73]). Soit T un arbre obtenu à partir d’un

arbre non trivial T ′ en ajoutant une étoile subdivisée K∗1,k (k ≥ 2) de centre u, attachée

par une arête uw à un sommet quelconque w de T ′. Alors γ×2(T ) = γ×2(T ′) + 2k.

Preuve. Soit D un γ×2(T )-ensemble. D’après le Remarque 4.1, D contient tous les

sommets de l’étoile subdivisée K∗1,k excepté u (sinon on remplace u par w ou un voisin

de w dans T ′). Donc D ∩ V (T ′) est un EDD de T ′ et γ×2(T ′) ≤ γ×2(T ) − 2k. Aussi,

si D′ est un γ×2(T ′)-ensemble quelconque, alors D′ ∪
(
V (K∗1,k)− {u}

)
est un EDD de

T ′ et donc γ×2(T ) ≤ γ×2(T ′) + 2k. Il s’ensuit que γ×2(T ) = γ×2(T ′) + 2k.

Lemme 4.20 (Khelifi et Chellali [73]). Si T ∈ H, alors

a) A(T ) est l’unique γ×2(T )-ensemble.

b) T est arbre γ×2-sommet-stable.

Preuve. Soit T ∈ H. Alors de la façon par laquelle l’arbre T est construit, A(T ) est

un EDD de T . Maintenant pour montrer que A(T ) est l’unique γ×2(T )-ensemble et T

est γ×2-sommet-stable, nous procédons par induction sur le nombre total d’opérations
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Oi appliquées pour construire T . Nous utilisons la terminologie de la construction pour

l’ensemble A(T ). Il est clair que les deux propriétés sont vérifiées pour T1 = K∗1,r avec

r ≥ 2. Supposons que les ces deux propriétés sont vraies pour tous les arbres de la

famille H qui sont construits en utilisant j− 1 ≥ 0 opérations, et soit T un arbre de H

construit après j opérations. Ainsi, T est obtenu en utilisant l’opération O1 ou O2 sur

un arbre T ′ obtenu par j− 1 opérations. Soit D un γ×2(T )-ensemble. Nous examinons

les deux cas suivants:

Cas 1. T est obtenu à partir de T ′ en utilisant l’OpérationO1. D’après la Remarque

4.19, γ×2(T ) = γ×2(T ′) + 2k et donc A(T ) = A(T ′) ∪
(
V (K∗1,k)− {x}

)
est un γ×2(T )-

ensemble. Supposons maintenant que A(T ) n’est pas unique et soit R un autre γ×2(T )-

ensemble. Il est clair que V (K∗1,k) − {x} ⊂ D. Maintenant si x /∈ R, alors R ∩ V (T ′)

est un γ×2(T ′)-ensemble et puisque R 6= A(T ′) ∪
(
V (K∗1,k)− {x}

)
, il s’ensuit que R ∩

V (T ′) 6= A(T ′), ceci mène à une contradiction sur l’unicité de A(T ′). Donc x ∈ R. Il

est clair que x appartient à R pour double dominer y et donc R ∩ V (T ′) n’est pas un

EDD de T ′. Si y n’est pas un sommet pendant de T ′, c’est à dire que degT ′(y) ≥ 2,

alors on peut remplacer x par y ou par un voisin quelconque de y dans T ′, ce qui donne

des γ×2(T ′)-ensembles différents, une contradiction aussi. On peut supposer donc que

y est un sommet pendant dans T ′. Soit z le support de y dans T ′. Nous avons deux

situations ou bien y ∈ R et z /∈ R, ou bien y /∈ R et z ∈ R. Dans les deux cas, z

doit avoir un voisin z′ 6= y dans R. Soient les ensembles R ∩ V (T ′) plus z pour la

première situation, et R ∩ V (T ′) plus y pour la seconde. Les deux ensembles sont des

γ×2(T ′)-ensembles, cependant z n’est pas un bon support de T ′ puisque z′ n’est pas

un sommet libre dans T ′, ce qui contredit la construction. On conclut que A(T ) est

l’unique dominant double minimum de T .

On montre maintenant la propriété (b). On rappelle que par l’hypothèse d’induction

sur l’arbre T ′, ce dernier est γ×2-sommet-stable. Aussi puisque T possède un γ×2(T )-

ensemble unique qui ne contient pas x; x est un sommet libre dans T. Soient maintenant

y1, ..., yk les sommets supports de K∗1,k et z1, ..., zk les sommets pendants, avec les arêtes

yizi pour tout i. Soit w un sommet quelconque de T différent d’un support. On va
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montrer que γ×2(T − w) = γ×2(T ).

- Si w = x, alors puisque x est un sommet libre dans T, d’après le Lemme 4.12,

γ×2(T − x) = γ×2(T ).

- Supposons maintenant que w = zi pour un certain index i. Alors d’après le

Théorème 4.3, γ×2(T ) − 2 ≤ γ×2(T − zi) ≤ γ×2(T ). Soit D un γ×2(T − zi)-ensemble

quelconque. Alors x est un support de yi et donc V (K∗1,k) − {zi} ⊂ D. Supposons en

premier que γ×2(T−zi) = γ×2(T )−2. Alors il est clair queD∪{z1} est un EDD de T de

cardinal inférieur à γ×2(T ), une contradiction. Maintenant si γ×2(T −zi) = γ×2(T )−1,

alors D ∪ {z1} est un γ×2(T )-ensemble qui contient x, ce qui contredit le fait x est un

sommet libre. Ainsi, γ×2(T − zi) = γ×2(T ).

- En dernier, supposons que w est un sommet de V (T ′). Posons en premier w = y

et t = degT ′(y) ≥ 1. Alors T ′ − y produit t sous-arbres T ′1, T
′
2, T

′
3, ..., T

′
t et T − y

produit les mêmes sous-arbres en plus de l’étoile subdivisée K∗1,k. Maintenant puisque

T ′ est γ×2-sommet-stable, γ×2(T ′ − y) =
t∑
i=1

γ×2(Ti) = γ×2(T ′). Aussi, γ×2(T − y) =

γ×2(K∗1,k) + γ×2(T ′ − y) = 2k + γ×2(T ′) = γ×2(T ). Supposons à présent que w 6= y

est un sommet pendant quelconque de T ′. Alors T ′ −w est non trivial et donc d’après

la Remarque 4.19, γ×2(T − w) = γ×2(T ′ − w) + 2k. En utilisant le fait que T ′ est

γ×2-sommet-stable avec l’égalité γ×2(T ) = γ×2(T ′) + 2k, on obtient γ×2(T − w) =

γ×2(T ′ − w) + 2k = γ×2(T ′) + 2k = γ×2(T ). Maintenant, supposons que w 6= y est un

sommet quelconque de T différent de z (où z est le support de y dans T ′). Alors w a le

même degré dans T comme dans T ′, disons p ≥ 2. Il est clair que T ′−w produit p sous-

arbres T ′1, T
′
2, T

′
3, ..., T

′
p, où y ∈ V (T1). De la même manière T −w produit p sous-arbres

T1, T
′
2, T

′
3, ..., T

′
p, où T1 est le sous-arbre qui contient les sommets de l’étoile subdivisée

ajoutée K∗1,k et ceux de T
′
1. D’après la Remarque 4.19, γ×2(T1) = γ×2(T ′1) + 2k. On sait

que γ×2(T ′ − w) =
p∑
i=1

γ×2(Ti) = γ×2(T ′) et γ×2(T − w) = γ×2(T ′1) + 2k +
p∑
i=2

γ×2(Ti).

Ainsi, γ×2(T −w) = γ×2(T ). La dernière situation qui reste à examiner est celle lorsque

w = z et y est le sommet pendant de z dans T ′. Soit T ′′ = T ′ − {y, z}. Alors T − z

est formé par T ′′ et T (y), où T (y) est obtenu de K∗1,k en ajoutant une arête pour

attacher le sommet y. Donc γ×2(T (y)) = 2k+ 2 et γ×2(T − z) = γ×2(T ′′) + γ×2(T (y)).
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Maintenant puisque z est un bon support dans T ′, γ×2(T ′′) = γ×2(T ′) − 2. Il s’ensuit

que γ×2(T − z) = γ×2(T ′′) + γ×2(T (y)) = γ×2(T ′)− 2 + 2k + 2 = γ×2(T ).

On vient de voir que l’effacement de n’importe quel sommet de T qui n’est pas un

support n’a aucune influence sur le nombre de domination double qui reste inchangé.

Par conséquent, T est γ×2-sommet-stable.

Cas 2. T est obtenu à partir de T ′ en utilisant l’OpérationO2. D’après la Remarque

4.18, γ×2(T ) = γ×2(T ′) + 2 et donc A(T ) = A(T ′) ∪ {y, z} est un γ×2(T )-ensemble.

Remarquons que pour tout γ×2(T )-ensemble D, D ∩ V (T ′) est un γ×2(T ′)-ensemble,

impliquant que A(T ) est l’unique γ×2(T )-ensemble. Donc nous avons la propriété (a).

Prouvons maintenant la propriété (b). Soit u le sommet pendant de v et soit w

un sommet quelconque de T différent d’un sommet support. Si w = x, alors puisque

A(T ) est l’unique γ×2(T )-ensemble avec x /∈ A(T ); x est un sommet libre dans T. Donc

d’après le Lemme 4.12, γ×2(T − x) = γ×2(T ). Aussi, si w = z, alors il est facile de

voir que γ×2(T − z) = γ×2(T ′) + 2 = γ×2(T ). Supposons maintenant que w 6= u et soit

k = degT ′(w). Il est clair qu’on a aussi k = degT (w). Alors T ′−w produit k sous-arbres

T ′1, T
′
2, T

′
3, ..., T

′
k, où v ∈ V (T ′1). Aussi, T −w produit k sous-arbres T1, T

′
2, T

′
3, ..., T

′
k, où

T1 est obtenu à partir de T ′1 en attachant la chaîne P3 = xyz. D’après la Remarque 4.18,

γ×2(T1) = γ×2(T ′1)+2.Maintenant nous savons que γ×2(T ′−w) =
k∑
i=1

γ×2(Ti) = γ×2(T ′)

et que γ×2(T − w) = γ×2(T1) +
k∑
i=2

γ×2(Ti) = 2 +
k∑
i=1

γ×2(Ti) = 2 + γ×2(T ′ − w). Ainsi,

γ×2(T − w) = γ×2(T ′) + 2 = γ×2(T ). Supposons en dernier que w = u. On montre

d’abord que v n’est pas un sommet libre dans T ′ − u. On sait que A(T ′) est l’unique

γ×2(T ′)-ensemble et tout voisin de v dans T ′ hormis u est libre (d’après la Remarque

4.14). Maintenant puisque γ×2(T ′ − u) = γ×2(T ′), l’ensemble {a} ∪ (A(T ′)− {u})

est un γ×2(T ′ − u)-ensemble qui contient v, où a est n’importe quel voisin de v dans

T ′−u. Ce qui confirme que v n’est pas un sommet libre dans T ′−u et appartient à au

moins un γ×2(T ′ − u)-ensemble. Ceci en plus du fait que T − u est obtenu à partir de

T ′ − u en attachant la chaîne P3 = xyz, alors d’après la Remarque 4.18, γ×2(T − u) =

γ×2(T ′ − u) + 2. Il s’ensuit que γ×2(T − u) = γ×2(T ′ − u) + 2 = γ×2(T ′) + 2 = γ×2(T ).
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Par conséquent, l’effacement de n’importe quel sommet T qui n’est pas un support ne

change pas γ×2(T ); d’où T est γ×2-sommet-stable.

Ayant montré que tout arbre appartenant à la famille H est γ×2-sommet-stable,

nous somme à même de prouver ce qui suit:

Théorème 4.21 (Khelifi et Chellali [73]). Un arbre T est γ×2-sommet-stable si et

seulement si T ∈ H.

Preuve. Si T ∈ H, alors d’après le Lemme 4.20, T est un arbre γ×2-sommet-

stable. Soit maintenant T un arbre γ×2-sommet-stable. Afin de prouver que T ∈ H,

on procède par induction sur l’ordre de T . Puisque les étoiles et les doubles étoiles ne

sont γ×2-sommet-stables (d’après le Remarque 4.14), T possède un diamètre au moins

égal à quatre. Il est clair que le plus petit arbre de diamètre quatre est la chaîne

P5 = K∗1,2 qui appartient à H. Supposons que tout arbre γ×2-sommet-stable d’ordre

n′ < n appartient à H.

Soit T un arbre γ×2-sommet-stable d’ordre n. Si T est de diamètre 4, alors d’après

la Remarque 4.14, tout sommet support est adjacent à exactement un seul sommet

pendant et il n’existe pas de supports adjacents. Donc T est une étoile subdivisée K∗1,r

avec r ≥ 2 et de tels arbres sont dansH. Ainsi, on peut supposer que T est de diamètre

au moins 5.

Enracinons maintenant T en un sommet pendant r d’une plus longue chaîne. Soit u

un sommet à distance diam(T )−2 de r sur une plus longue chaîne commençant depuis

r. Nous supposons en plus que parmi de tels sommets, u possède le degré maximum.

Soit x1 le fils de u et y1 le (l’unique) fils de x1 sur cette chaîne. Soient aussi v le parent

de u et z le parent de v. Puisque x1 est un sommet support, d’après la Remarque 4.14,

u ne peut être un support. Aussi, puisque x1 et y1 sont dans tout γ×2(T )-ensemble, u

n’appartient à aucun γ×2(T )-ensemble, sinon, on contredit la Remarque 4.14. Donc u

est un sommet libre dans T. On considère les deux cas suivants:

Cas 1. degT (u) ≥ 3. Dans ce cas tout fils de u est un support et donc Tu = K∗1,k,

où k = degT (u) − 1. Soit {x1, x2, ..., xk} l’ensemble des fils de u et soit yi le sommet
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pendant de xi pour tout i. Considérons maintenant l’arbre T ′ = T − D [u] . Notons

que T ′ est d’ordre n′ > 3. En effet, l’arbre T ′ est non trivial puisque diam(T ) ≥ 5;

aussi si n′ = 3, alors T ′ serait une chaîne P3 de centre z, dont tous les sommets

sont dans tout γ×2(T )-ensemble ce qui contredit la Remarque 4.14. De plus, d’après

la Remarque 4.19, γ×2(T ′) = γ×2(T ) − |D(u)| . Maintenant on va montrer que T ′

est un arbre γ×2-sommet-stable. Soit w 6= v un sommet quelconque de T ′ qui n’est

pas un support. Soit b = degT ′(w) ≥ 1. Il est clair que l’effacement de w de T ′

produit une forêt avec b composantes connexes T ′1, T
′
2, ..., T

′
b, où, sans perte de généralité,

v ∈ V (T ′1).Aussi l’effacement dew de T produit une forêt ayant b composantes connexes

T1, T2, ..., Tb, avec Ti = T ′i pour tout i ≥ 2 et T1 est la composante connexe qui contient

T ′1 et les sommets de D[u]. Puisque T ′1 est non trivial, d’après le Remarque 4.19,

γ×2(T1) = γ×2(T ′1) + |D(u)|. Il est clair que γ×2(T ′−w) =
b∑
i=1

γ×2(T ′i ) et γ×2(T −w) =

γ×2(T1)+
b∑
i=2

γ×2(T ′i ). Puisque γ×2(T ) = γ×2(T ′)+|D(u)| et T est un arbre γ×2-sommet-

stable, on a

γ×2(T ) = γ×2(T − w) = γ×2(T1) +
b∑
i=2

γ×2(T ′i )

= γ×2(T ′1) + |D(u)|+
b∑
i=2

γ×2(T ′i )

=
b∑
i=1

γ×2(T ′i ) + |D(u)| = γ×2(T ′ − w) + |D(u)| ,

et donc γ×2(T ′ − w) = γ×2(T ′). Ainsi l’effacement d’un tel sommet w de T ′ ne change

pas le nombre de domination double de T ′. Nous devons à présent examiner le cas

w = v et bien sûr v n’est pas un support. Nous considérons deux possibilités en

fonction du degré de v.

Cas 1.1. degT (v) ≥ 3. Soit j = degT (v). Il est clair que T − v est une forêt avec j

composantes connexes T1 = Tu, T2, T3, ..., Tj et donc T2, T3, ..., Tj sont les composantes

connexes de T ′ − v. Notons que γ×2(Tu) = |D(u)|, γ×2(T − v) = γ×2(T1) +
j∑
i=2

γ×2(Ti)

et γ×2(T ′ − v) =
j∑
i=2

γ×2(Ti). Puisque T est un arbre γ×2-sommet-stable et γ×2(T ) =

γ×2(T ′) + |D(u)| , on obtient γ×2(T ′) + |D(u)| = γ×2(T ) = γ×2(T1) +
j∑
i=2

γ×2(Ti) =
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|D(u)|+ γ×2(T ′ − v), et donc γ×2(T ′ − v) = γ×2(T ′).

Cas 1.2. degT (v) = 2, c’est à dire que v est un sommet pendant dans T ′. On

commence par montrer que z est un bon support dans T ′. Puisque u est un sommet

libre dans T, il s’ensuit que v et z appartiennent à tout γ×2(T )-ensemble. Donc tout

sommet voisin de z hormis v est un sommet libre dans T ; en effet, si z possède un

autre voisin dans un γ×2(T )-ensemble X, alors {u} ∪X − {v} est un γ×2(T )-ensemble

contenant y1, x1 et u, une contradiction avec la Remarque 4.14. Il est clair que ceci

implique que tout voisin de z dans T ′ autre que v est encore libre. Il reste de voir que

γ×2(T ′′) = γ×2(T ′)−2, où T ′′ est l’arbre résultant de T ′ en effaçant v et z. Remarquons

que l’effacement de z de T donne une forêt avec au moins deux composantes connexes

T1 = Tv, T2, T3, ..., Tt, où T2, T3, ..., Tt sont précisément les composantes connexes

de T ′′. Notons que Tv est un arbre où tout sommet est soit un sommet pendant ou

bien un sommet support; donc γ×2(Tv) = |D(u)| + 2. Il s’ensuit que γ×2(T − z) =

γ×2(Tv) +
t∑
i=2

γ×2(Ti) = |D(u)| + 2 +
t∑
i=2

γ×2(Ti). D’autre part, γ×2(T ′′) =
t∑
i=2

γ×2(Ti) =

γ×2(T − z) − |D(u)| − 2. Maintenant puisque T est γ×2-sommet-stable et γ×2(T ′) =

γ×2(T )− |D(u)| , on obtient γ×2(T ′′) = γ×2(T )− |D(u)| − 2 = γ×2(T ′)− 2. Ainsi, z est

un bon sommet support dans T ′.

Montrons maintenant que le fait d’enlever le sommet v de T ′ laisse le nombre

de domination double de T ′ inchangé. Il est clair que T − v est une forêt avec deux

composantes connexes Tu et T ′−v. Il s’ensuit que γ×2(T−v) = γ×2(Tu)+γ×2(T ′−v) =

|D(u)| + γ×2(T ′ − v). En utilisant les égalités γ×2(T − v) = γ×2(T ) et γ×2(T ) =

γ×2(T ′) + |D(u)|, on obtient γ×2(T ′ − v) = γ×2(T ′).

Selon toutes les situations qu’on vient d’examiner, on conclut que T ′ est un arbre

γ×2-sommet-stable. Par induction sur T
′, on a T ′ ∈ H. Il s’ensuit que T ∈ H parce

qu’il est obtenu à partir de T ′ en utilisant l’Opération O1.

Cas 2. degT (u) = 2. il est clair que v est adjacent à la chaîne P3 = ux1y1.

Puisque T est un arbre γ×2-sommet-stable, d’après le Lemme 4.17, v est un sommet

support dans T. Soit v′ son unique sommet pendant. Soit T ′ l’arbre obtenu de T
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en effaçant u, x1, y1. Notons que v appartient à tout γ×2(T ′)-ensemble. D’après la

Remarque 4.18, γ×2(T ) = γ×2(T ′) + 2. Nous voulons montrer dans ce qui suit que

l’arbre T ′ est γ×2-sommet-stable. Soit en premier w un sommet quelconque de T
′ tel

que w /∈ L(T ′)∪ S(T ′). L’effacement de w de T ′ produit une forêt avec au moins deux

composantes connexes, disons T ′1, T
′
2, ..., T

′
m. Sans perte de généralité, on peut supposer

que T ′1 est la composante qui contient v et donc v
′. Aussi, l’effacement de w de T

produit une forêt avec m composantes connexes T1, T
′
2, ..., T

′
m, où T1 est l’arbre obtenu

à partir de T ′1 en attachant la chaîne P3 = ux1y1 à l’aide de l’arête vu. Il est clair

que puisque v, v′ appartiennent à tout γ×2(T ′1)-ensemble, d’après la Remarque 4.18,

γ×2(T1) = γ×2(T ′1) + 2. D’autre part, on a γ×2(T ′ − w) =
m∑
i=1

γ×2(T ′i ) et γ×2(T − w) =

γ×2(T1)+
m∑
i=2

γ×2(T ′i ).Maintenant puisque T est un arbre γ×2-sommet-stable, on obtient

γ×2(T ) = γ×2(T − w) = γ×2(T1) +
m∑
i=2

γ×2(T ′i )

= γ×2(T ′1) + 2 +
m∑
i=2

γ×2(T ′i )

=
m∑
i=1

γ×2(T ′i ) + 2 = γ×2(T ′ − w) + 2.

En utilisant le fait que γ×2(T ) = γ×2(T ′) + 2, on a γ×2(T ′) = γ×2(T ′ − w). Ainsi,

l’effacement de w de T ′ ne change pas le nombre de domination double de T ′.

Nous supposons maintenant que w est un sommet pendant de T ′ et soit T ′′ =

T ′ −w. Supposons que w 6= v′. Nous notons ici que T −w peut être vu comme l’arbre

obtenu à partir de T ′′ en attachant la chaîne P3 = ux1y1 par l’arête uv. Puisque

v, v′ appartiennent à tout γ×2(T ′′)-ensemble, d’après la Remarque 4.18, γ×2(T −w) =

γ×2(T ′′) + 2. Puisque T est γ×2-sommet-stable, γ×2(T ) = γ×2(T − w). En combinant

les égalités précédentes avec le fait que γ×2(T ) = γ×2(T ′) + 2 on obtient γ×2(T ′) + 2 =

γ×2(T ) = γ×2(T −w) = γ×2(T ′′) + 2 et donc γ×2(T ′) = γ×2(T ′′) = γ×2(T ′ −w). Ainsi,

l’effacement de n’importe quel sommet pendant de T ′ différent de v′ ne change pas le

nombre de domination double de T ′. Supposons en dernier que w = v′ et rappelons

que d’après le Corollaire 4.4, γ×2(T − v′) ≤ γ×2(T ′). Considérons deux sous-cas.
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Cas 2.1. degT ′(v) = 2, c’est à dire que v est un sommet pendant dans T ′ − v′.

Rappelons que z est le parent de v dans T et notons que T ′ − v′ possède un ordre au

moins égal à trois puisque diam(T ) ≥ 5. Supposons maintenant que γ×2(T ′ − v′) <

γ×2(T ′) et soit D′ un γ×2(T ′− v′)-ensemble quelconque. Alors il est clair que v, z ∈ D′

et D′ ∪ {v′, x1, y1} est un EDD de T, impliquant que γ×2(T ) ≤ |D′| + 3. En utilisant

l’égalité γ×2(T ′) = γ×2(T )− 2, on obtient

γ×2(T ) ≤ |D′|+ 3 = γ×2(T ′ − v′) + 3 < γ×2(T ′) + 3 = γ×2(T ) + 1,

et donc γ×2(T ) = |D′|+3. Il s’ensuit que D′∪{v′, x1, y1} est un γ×2(T )-ensemble, mais

dans un tel ensemble v serait adjacent à z et v′, ce qui contredit la Remarque 4.14.

Par conséquent, γ×2(T − v′) = γ×2(T ′).

Cas 2.2. degT ′(v) ≥ 3. Il est clair que v devrait avoir au moins un autre fils

différent de u et v′ dans T. Un tel fils ne peut pas être un sommet support (d’après la

Remarque 4.14). Ainsi, soient u′ un fils de v, x′1 un fils de u
′ et y′1 un fils de x

′
1. D’après

notre choix de u, le sommet u′ doit être de degré deux. Nous allons montrer que v n’est

pas un sommet libre dans T ′ − v′. Supposons le contraire que v n’appartient à aucun

γ×2(T ′−v′)-ensemble et soit X un γ×2(T ′−v′)-ensemble quelconque. Alors x′1, y′1 ∈ X

et puisque v /∈ X, on a u′ ∈ X. Afin de double dominer v par X, ce dernier contient au

moins un autre voisin de v, mais alors {v}∪X −{u′} est un γ×2(T ′− v′)-ensemble qui

contient v, une contradiction. Donc v appartient à un certain γ×2(T ′ − v′)-ensemble

Y et un tel ensemble peut être étendu en un EDD de T − v′ en ajoutant x1, y1. Ceci

implique que γ×2(T−v′) ≤ γ×2(T ′−v′)+2, et l’égalité est obtenue à partir du fait qu’il

existe un γ×2(T − v′)-ensemble qui contient x1, y1, v et pas u. Supposons maintenant

que γ×2(T ′ − v′) < γ×2(T ′). Remarquons que Y ∪ {x1, y1, v
′} est EDD de T. Du fait

que γ×2(T ′) = γ×2(T )− 2, on obtient

γ×2(T ) ≤ |Y ∪ {x1, y1, v
′}| = γ×2(T ′ − v′) + 3 < γ×2(T ′) + 3 = γ×2(T )− 2 + 3,

et donc γ×2(T ) = |Y ∪ {x1, y1, v
′}| , c’est à dire que Y ∪ {x1, y1, v

′} est un γ×2(T )-

ensemble dans lequel v possède deux voisins, et ceci contredit la Remarque 4.14. Par

conséquent, γ×2(T ′ − v′) = γ×2(T ′).
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En se basant sur toutes les situations précédentes, on conclut que l’effacement de

n’importe quel sommet de T ′ différent d’un sommet support laisse inchangé le nombre

de domination double de T ′, ce qui veut dire que T ′ est un arbre γ×2-sommet-stable.

En appliquant l’hypothèse d’induction sur T ′, on a T ′ ∈ H. Il s’ensuit que T ∈ H

parce qu’il est obtenu à partir de T ′ en utilisant l’Opération O2.
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CHAPITRE 5

  CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Pour de nombreuses applications comme la conception des réseaux, la criticité et la

stabilité d’un graphe par rapport à un paramètre de domination est un problème im-

portant. Aussi, du point de vue théorique, l’étude de ces concepts s’est révélé d’un

grand intérêt puisqu’elle permet de mieux connaître les propriétés structurelles des

graphes considérés.

Dans cette thèse, on s’est intéressé aux types de criticité et de stabilité les plus

présents dans la littérature, et ce par rapport à un type de domination assez étudié ces

dernières années qui est la domination double. Nous avons voulu que notre étude soit

aussi complète que possible en faisant le tour de ce qui a été fait par d’autres auteurs,

de ce que nous avons réussi à faire et même de ce que nous nous proposons, à nous et,

éventuellement, à d’autres chercheurs, de faire. Nous avons essayé de plus de donner

une bibliographie assez riche des notions de criticité et de stabilité même pour d’autres

paramètres de domination, non seulement pour montrer le grand intérêt que donnent

les chercheurs à cet axe de recherche, mais aussi par souci de mettre entre les mains

du lecteur un manuscrit qui donne une idée assez générale sur ce qui se fait dans ce

domaine.

L’étude des notions de criticité et de stabilité par rapport à la domination double a

été initiée par Thacker et Haynes et concernait les graphes pour lesquels le nombre de

domination double baisse quand n’importe quelle arête du graphe complémentaire est

ajoutée. Ces graphes ont été ensuite étudiés par Wang et Shan, puis par Wang et Kang.

Les résultats les plus importants des trois études ont été présentés dans le chapitre 2

et concernent les cycles et les arbres ×2-arête-critiques et les propriétés des graphes

3-×2-arête-critiques et 4-×2-arête-critiques, en particulier celles liées aux couplages.

Comme perspectives de l’étude des graphes ×2-arête-critiques, nous nous contenterons

Sofiane
Rectangle
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de donner les problèmes ouverts proposés par les auteurs des trois articles:

• La caractérisation des graphes 4-×2-arête-critiques  tels que de () = 2

et () ≥ 2.

• Existe-t-il une famille infinie de graphes 4-×2-arête-critiques d’ordre pair qui con-
tiennent un 14 comme sous-graphe induit et qui n’admettent pas de couplages

parfaits ?

• Existe-t-il une famille infinie de graphes 4-×2-arête-critiques d’ordre impair qui
contient un 14 induit et qui ne sont pas facteur-critiques ?

Dans le même chapitre, nous avons présenté aussi les résultats obtenus par Chellali

et Haynes dans leur étude des graphes dont le nombre de domination double reste

stable suite à la suppression d’une arête quelconque. Leurs résultats principaux sont

l’élaboration d’une condition nécessaire et suffisante pour les graphes ayant cette pro-

priété, et la caractérisation des arbres stables ayant la même propriétés pour toute arête

non-pendante. Permettant de mieux connaître les spécificités structurelles des graphes

arête-enlevés-stables, la condition nécessaire et suffisante obtenue par les auteurs est

un outil qui poura être utilisé pour la caractérisation d’autres classes de graphes.

Nos contributions dans l’étude des graphes critiques et stables par rapport à la

domination double a concerné les graphes ×2-arête-enlevée-critiques, les graphes ×2-

sommet-critiques et les graphes ×2-sommet-stables. Les résultats que nous avons

obtenus ont été présentés dans les chapitres 3 et 4.

Pour les graphes ×2-AE-critiques, nous avons réussi à montrer plusieurs propriétés

et à donner des caractérisations de quelques classes de graphes. Nous avons d’abord

établi une condition nécessaire et suffisante pour les graphes ×2-AE-critiques qui nous

a été très utile pour la caractérisation des graphes réguliers, des arbres, des graphes sans

4 et des graphes sans 5 Nous avons aussi caractérisé les graphes ×2-AE-critiques

pour de petits nombres de domination double. Nous pensons que les résultats que

nous avons établi pour cette famille de graphes sont satisfaisants pour un premier
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travail qui peut constituer une base solide pour résoudre d’autres problèmes comme la

caractérisation d’autres classes de graphes ×2-AE-critiques ou même la caractérisation

de ces graphes en général.

Le chapitre 4 comporte l’étude des graphes ×2-sommet-critiques et ×2-sommet-

stables que nous avons aussi initiée. Nous avons commencé par évaluer l’effet de la

suppression d’un sommet sur le nombre de domination double d’un graphe, puis nous

avons donné quelques propriétés de ces deux familles de graphes. Nous avons aussi

établi une caractérisation descriptive des arbres ×2-sommet-critiques et une autre

constructive des arbres ×2-sommet-stables. Là aussi, plusieurs problèmes peuvent se

poser ouvrant le champ à des opportunités de recherche assez intéressantes comme

l’étude des propriétés des couplages, l’étude, ou éventuellement la caractérisation, des

graphes ayant de petits nombres de domination double, et la caractérisation d’autres

classes de graphes ×2-sommet-critiques et ×2-sommet-stables.

Un dernier problème que nous proposons comme perspective de recherche dans le

domaine de la criticité et de la stabilité par rapport à la domination double est l’étude

des graphes stables relativement à l’ajout d’une arête quelconque.
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