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RESUME

Une fonction f: V(G) — {0, 1,....,diam(G)} est un broadcast sur le graphe non trivial
connexe G si pour tout sommet v € V(G), f(v) < e(v), out diam(G) represente le diamétre

de G et e(v) represente 'excentricité du sommet v.

Le nombre de broadcast indépendance §,(G) est la valeur maximale de Z f(v) sur
veV(G)
tous les broadcasts f qui satisfont d(u,v) > max{f(u), f(v)} pour chaque paire de sommets

distincts u, v de poids positifs.

Dans ce mémoire, nous déterminons cet invariant pour les grilles G,,,, = P,0PF,, ou
2 < m < n et [ représente le produit cartésien. Nous donnons une réponse a un des
problémes ouverts posé par J.E. Dunbar, D.J. Erwin, T.W. Haynes, S.M. Hedetnieni et S.T.
Hedetniemi dans |Brodcasts in graphs, Discrete Applied Mathematics 154 (2006) 59-75].



ABSTRACT

We say that a fonction f : V(G) — {0,1,....,diam(G)} is a broadcast on a nontrivial
connected graph G if for every vertex v € V(G), f(v) < e(v), where diam(G) denotes the

diameter of G' and e(v) denotes the eccentricity of the vertex v.

The broadcast independence number §,(G) is the maximum value of }_, i) f(v) over
all broadcasts f that satisty d(u,v) > maz{f(u), f(v)} for every pair of distinct vertices u,v

with positive values.

In this memory, we determine this invariant for grid graphs G,,, = P,0P,, where 2 <
m < n and [J denotes the cartesian product. We give an answer to one of the open problems
raised by J.E. Dunber, D.J. Erwin, T.W. Haynes, S.M Hedetnieni and S.T. Hedetniemi in
|Brodcasts in graphs, Discrete Applied Mathematics 154 (2006) 59-75].
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NOTATIONS ET SYMBOLES

:Ensemble des sommets.

:Ensemble des arétes.

:Graphe non orienté.

:Voisinage ouvert de v.

:Voisinage fermé de v.

:Degré d’'un sommet v.

:Degré maximum dans G.

:Degré minimum dans G.

:Sous-graphe de G induit par S.

:Distance entre u et v.

:Exentricité de v.

:Diameétre de G.

:Rayon de G.

:Un arbre.

:Produit cartésien de G et H.

:Produit tensoriel de G et H.

:Produit fort de G et H.

:Nombre de domination.

:Nombre de domination supérieur.

:Nombre de domination stable.

:Nombre de stabilité.

:Nombre de packing.

:Nombre de packing inférieur.

:Nombre de broadcast domination.

:Nombre de broadcast domination supérieur.
:Nombre de broadcast indépendance.

:Nombre de broadcast indépendance inférieur.
:Nombre de broadcast indépendant de domination.
:Nombre de broadcast indépendant de domination supérieur.
:Nombre de broadcast efficace.

:Nombre de broadcast efficace supérieur.



P,(G) :Nombre de broadcast packing.

2o(G) :Nombre de broadcast packing inférieur.

Gn :La grille définie par P,,[JP,.

R ={vi1,...,vin} : la ¢ ligne de G, @ < m.

Ch={vijy ey Uy} : la jom¢ colonne de G py j < 1.

Riviz = R ... U R, : les lignes comprises entre la ;%™ et la 5™ ligne de G, .

Civiz = Ci ..U 02, : les colonnes comprises entre la j;%™¢ et la jo®"¢ colonne de G, .



INTRODUCTION

La recherche opérationnelle est une discipline récente dont le but est de fournir des mé-

thodes de résolution basées sur des concepts et outils mathématiques.

La théorie des graphes constitue un outil puissant de la recherche opérationnelle pour
la modélisation et la résolution de nombreux problémes concrets de la vie courante. Elle
trouve son origine au 18iéme siécle dans ’étude du célébre probléme des ponts de Konig-
sberg "comment parcourir une fois et une seule fois les sept ponts de la ville de Konigsberg".
Ce probléme, résolu par Euler, représente le premier résultat formel de la théorie des graphes.
La théorie des graphes s’est alors développée dans diverses disciplines telles que la chimie,
physique, la biologie, les sciences sociales, les réseaux de communication, les circuits élec-

triques,etc...

La théorie des graphes, comme son nom l'indique, traite des problémes assez variés qui
ont tous la caractéristique de pouvoir étre représentés par un schéma appelé "graphe". Un
graphe est constitué d’un ensemble de points (sommets) représentant des individus, des ob-

jets etc. . . et de lignes (arétes) reliant ces points, symbolisant le lien existant entre eux.

Un des domaines les plus florissants de la théorie des graphes est la domination qui a
été étudiée intensivement ces trois derniéres décennies. Elle a commencé semble-t-il au 16™¢
siécle en Inde [22] comme un probléme de jeux d’échec. Le principe consiste a couvrir (do-
miner) 'ensemble des cases d’un échiquier par un nombre minimum de reines, c’est a dire

que chaque place est occupée soit par une reine, soit en un seul mouvement de celle-ci.

Un dominant dans un graphe est un sous ensemble de sommets, ou tout sommet du
graphe est ou bien dans cet ensemble ou bien adjacent & un sommet de cet ensemble. Le
cardinal minimum d’un tel ensemble est appelé le nombre de domination. Plusieurs types de

domination sont définis sur la base de la définition précédente en imposant des propriétés

12



13

supplémentaires sur les ensembles dominants.

Le probléme de la broadcast domination est une variante du probléme de domination.
Ce probléme a été introduit en 2001 par D. J. Erwin [I6] et consiste & attribuer des en-
tiers positifs (poids) aux sommets du graphe de sorte que tout sommet de poids nul soit
broadcast-dominé par un sommet de poids strictement positif, et que la somme des poids
de tous les sommets soit minimum. Formellement, cela revient a définir une application f a
valeurs entiéres sur ’ensemble des sommets telle que tout sommet du graphe se trouve au
plus & une distance f(v) d’au moins un sommet v avec f(v) > 0, et telle que la somme des

poids soit minimum. Ce minimum s’appelle nombre de broadcast domination du graphe.

Une des applications de la broadcast domination est la localisation de stations radio FM
dans une zone donnée, ou les sites a localiser sont les sommets d'un graphe représentant la
zone en question. En pratique, les transmetteurs ne sont pas identiques. Une station radio FM
se distinque d’un coté par sa fréquence de transmission et d’un autre coté par la puissance
apparente rayonnée (ERP). En général, il n’est pas nécessaire que tous les transmetteurs
du réseau aient le méme ERP. Un transmetteur avec un plus haut ERP peut couvrir une
grande zone mais sa construction et son fonctionnement sont plus cotteux. Il est alors utile
de minimiser la somme des ERP qui correspond a la minimisation du cott du broadcast.

L’objet principal de ce mémoire est la détermination du nombre de broadcast indépen-

dance dans les grilles.

Aprés une introduction générale, le mémoire s’articule autour de trois chapitres :

Le premier chapitre contient quelques définitions fondamentales et des notations de base
dans le domaine de la théorie des graphes qui nous sont utiles dans ce mémoire. On présente

aussi un apercu sur la domination dans les graphes.

Dans le deuxiéme chapitre, nous énoncgons ’essentiel des résultas établis sur les invariants

de broadcast.

Notre contribution se situe dans le troisiéme chapitre qui est consacré a la détermination

des valeurs exactes du nombre de broadcast indépendance dans la classe des grilles.
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Le mémoire s’achéve par une conclution sur I'ensemble du travail réalisé et quelques

perspectives de recherche.
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CHAPITRE 1
GENERALITES SUR LES GRAPHES

Dans ce chapitre nous introduisons les différentes notations de base de la théorie des
graphes, qui nous serviront tout au long de ce mémoire. Nous exposons également un apercu
sur la domination dans les graphes et nous présentons quelques invariants de domination.
Les différentes définitions et les principaux résultats employés dans ce chapitre sont inspirés

des livres de références 3] et |21].

1.1 Définitions et notations

1.1.1 Graphe et graphe simple

Un graphe non orienté et fini G est un couple (V) E), ou V est un ensemble d’éléments
fini dénombrable et E est un sous-ensemble de paires de sommets de V', E C {uv,u,v € V'}.
Un élément v € V est dit sommet, et un élément e = uv € E est dit aréte. L'entier n = |V/|
( resp. m = |E| ) représente 'ordre ( resp. taille ) de G. Sin = 1, on dit que G est trivial.

Deux sommets u, v dans V sont dit adjacents ou voisins si 'aréte uv € E. Dans ce cas,
u et v représentent les extrémités de 'aréte e, et e est dite incidente aux sommets u et v.

Deux arétes sont adjacentes si elles ont au moins une extrémité commune. Si l'aréte
e =uu € F pour un sommet v € V, alors e est dite boucle.

Un graphe G est dit p-graphe si le nombre d’aréte uv entre deux sommets u et v est
inférieur ou égal & p. Un graphe simple est un 1-graphe sans boucle.

Dans tout ce qui suit , nous considérons que les graphes simples et finis.

La FIG[I T montre un graphe simple G = (V, E) avec V = {a,b,c,d, e} et
E = {ab,be,bd, ad, ae, ed, cd}.
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e d

FIGURE 1.1 — Graphe simple

1.1.2 Voisinage, degré d’un sommet

Pour un sommet v de GG, Le voisinage ouvert de v est défini par 'ensemble Ng(v) =
{u € V/uv € E} et le voisinage fermé de v est défini par 'ensemble Ng[v] = Ng(v) U{v}.
L’ensemble Ng(S) = U,cq Na(v) (resp. Ng[S] = Ng(S)U S ) est le voisinage ouvert
(resp. fermé ) du sous-ensemble S C V. S'il n’y a pas de risque de confusion, nous écrivons
N(v) et N[v] au lieu de Ng(v) et Ng[v] respectivement. De méme, nous écrivons N(S) et
N[S] au lieu de Ng(S) et Ng[S] respectivement.

Le degré d’un sommet v € V|, noté dg(v), est le nombre d’arétes incidentes a v. Un
sommet isolé est un sommet de degré nul. Un sommet de degré égal a un est dit pendant
(feuille) et un sommet adjacent a un sommet pendant est dit support. Nous noterons
par A(G) et §(G) respectivement le degré maximum et minimum dans G. S’il n'y a
pas de risque de confusion, nous écrirons d(v), A et § pour désigner dg(v), A(G) et §(G)
respectivement.

Pour le graphe illustré dans la figure FIG[LI] on a N(a) = {b,e,d} et d(a) = 3.

1.1.3 Sous-graphe, sous-graphe induit

Soient G et H deux graphes. Si V(H) C V(G) et E(H) C E(V), alors H est appelé sous-
graphe de G et on écrit H C G. Si de plus, H # G, alors H est appelé un sous-graphe
propre de G et on écrit H C G.

Pour un ensemble S C V(G), le sous-graphe de G induit par S, noté (S), est le graphe
ayant S pour ensemble de sommets et dont les arétes sont celles de E ayant leurs deux
extrémités dans S.

Pour le graphe G illustré dans la FIG. [LLT] le sous-graphe induit par S = {a, b, d, e} est
illustré dans la FIG.
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e d

FIGURE 1.2 — Le sous-graphe de G induit par S = {a,b,d, e}

1.1.4 Concept de minimalité, maximalité, minimum et maximum

Un sous ensemble S de V' est dit minimal par rapport & une propriété P s’il n’existe
pas un sous ensemble S C S tel que le sous graphe induit par S’ vérifie la propriété P. Un
sous ensemble S de V' est dit maximal par rapport & une propriété P s’il n’existe pas un
sous ensemble S’ tel que S C S’ et le sous graphe induit par S’ vérifie la propriété P.

Un sous ensemble S de V est dit minimum ou de taille minimale par rapport a une
propriété P §’il n’existe pas un sous ensemble S’ C V' tel que le sous graphe induit par S’
vérifie la propriété P et |S’| < |S]. Un sous ensemble S de V est dit maximum ou de taille
maximale par rapport & une propriété P s’il n’existe pas un sous ensemble S C V tel que
le sous graphe induit par S’ vérifie la propriété P et |S’| > |S].

1.1.5 Chaine et cycle

Une chaine C dans un graphe G = (V| E) est une séquence finie de sommets vy, vg, ..., v
telle que pour tout 1 <i <k —1, ¢; = v;v;.1 € E. L’entier k — 1 représente la longueur de
C' (au sens des arétes) et les sommets v; et vg sont les extrémités de la chaine C.

Une chaine est dite élémentaire (resp. simple) si tous ses sommets (resp. arétes) sont
distincts. Une corde est une aréte reliant deux sommets non consécutifs dans une chaine.
Une chaine minimale induite par n sommets, notée par P,, est une chaine élementaire sans
corde.

Un cycle (), est une chaine simple dont les extrémités sont confondues.

1.1.6 Distance, excentricité, diameétre et rayon

La distance entre deux sommets u et v d’un graphe G, notée dg(u,v) ( ou simplement
d(u,v) ), est la longueur de la plus courte chaine joignant u et v. L’excentricité d’'un

sommet v dans un graphe G = (V, E) est e(v) = max{d(v,w),w € V}. Le diamétre de
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G, noté diam(G), est égal & max{e(v),v € V} et le rayon de G, noté rad(G), est égal a
min{e(v),v € V'}. Un sommet de G ayant une excentricité minimum est appelé centre.
Pour le graphe G illustré dans la figure FIGITL d(a, c) = 2, Diam(G) = 2 et rad(G) = 1.

Le sommet d est un sommet centre dans la figure FIG[LIl

1.2 Quelques classes de graphes

Un graphe simple G est dit complet si toute paire de sommets de G est reliée par une
aréte.

Un graphe est dit connexe si toute paire de sommets du graphe est reliée par une chaine.
Une composante connexe d’un graphe est un sous graphe connexe maximal. Un graphe

est non connexe s’il posséde au moins deux composantes connexes.

Deux graphes G = (V, E) et G' = (V', E’) sont dits isomorphes s’il existe une applica-
tion bijective ¢ de V sur V' telle que pour tous sommets u,v € V, uv € E si et seulement
si p(u)p(v) € E'.

x Yy T Yy

° ®

® ®

z t t z
G G’

FIGURE 1.3 — Deux graphes isomorphes G et G’

Un graphe est dit biparti s’il est possible de partitioner I’ensemble de ses sommets en
deux sous-ensembles Vi et V, tels que les sous graphes (V) et (V5) ne contiennent aucune
aréte. Un graphe est biparti si et seulement si, il ne contient pas de cycle de longueur impaire.
Il est dit biparti complet et est noté par K, , si |[Vi| = p, |Va] = ¢, et tout sommet de V)

est relié a tout sommet de V5.
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Vi Va
FIGURE 1.4 — Un Graphe biparti complet K, o

Un graphe est dit triangulé si tout cycle de longueur > 4 contient une corde.

Le graphe G illustré dans la figure FIG. [Tl est un graphe triangulé.

Un arbre souvent noté par 7', est un graphe connexe sans cycle. Les sommets de degré 1
de T sont appelés sommets pendants (ou feuillles), et les sommets adjacents aux feuilles
sont appelés supports. Un arbre enraciné en un sommet 7 est un arbre pendu par ce sommet.
La profondeur d’un sommet v est la longueur de la chaine qui va de la racine a ce sommet.
Le niveau p est formé des sommets de profondeur p.

La hauteur d’un arbre est la longueur du plus longue chaine de la racine a une feuille.
Arbre binaire : Un arbre est dit binaire s’il est constitué d’un unique sommet de degré
deux et si tout autre sommet est soit de degré trois, soit de degré un.

Arbre complet : Un arbre est complet si toutes ses feuilles sont sur le méme niveau.

r

FIGURE 1.5 — Arbre binaire de hauteur 2

Graphe de permutation : Un graphe G est de permutation s’il existe une permuta-

tion o des sommets telle que x est adjacent a y dans G si et seulement si x < y et o(x) > o(y).
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FIGURE 1.6 — Graphe de permutation : 0 = {4, 3,5,1, 2}

Graphe d’intervalles : Considérons une famille Z = {Iy, I, ..., I} d’intervalles. On
peut former un graphe G(Z), appelé graphe représentatif de Z dont les sommets iy, is, ..., i,
représentent respectivement les intervalles Iy, Io, ..., I,,. Deux sommets sont adjacents si et
seulement si les intervalles correspondants s’intersectent. Un graphe G est dit d’intervalles

sl existe une famille d’intervalles 7 tel que G = G(Z).

a b c a b c
° e o o o ®
d e
d e e———o o— o
f
—————o
f
G 7

FIGURE 1.7 — Graphe d’intervalles G et la famille d’intervalles Z tel que G = G(Z).
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1.3 Quelques opérations dans les graphes

1.3.1 Produit cartésien

Le produit cartésien de deux graphes G et H, noté par GLH, est le graphe dont les
sommets sont les paires ordonnées (z,y) ou x € V(G) et y € V(H). Deux sommets (u,v) et
(x,y) sont adjacents si et seulement si u = x et v est adjacent & y dans H, ou v = y et u est

adjacent & x dans G.

Exemple 1.3.1 Le graphe illustré dans la figure FIGI1.8 est le produit cartésien de la chaine

Py par la chaine Ps.
[ ¢ ¢ ¢ ®

FIGURE 1.8 — P,L1P;5

1.3.2 Produit tensoriel

Le produit tensoriel de G et H, noté par G x H, est le graphe dont les sommets sont
les paires ordonnées (z,y) ot x € V(G) et y € V(H). Deux sommets distincts (u,v) et (z,y)

sont adjacents si et seulement si u € Ng(z) et v € Ny(y).

Exemple 1.3.2 Le graphe illustré dans la Figure FIG. est le produit tensoriel de Py par
Ps.

FIGURE 1.9 — P, x P;
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1.3.3 Produit fort

Le produit fort de G et H, noté par G X H, est le graphe dont les sommets sont les
paires ordonnées (x,y) ou x € V(G) et y € V(H). L’ensemble des arétes est I'union de
E(GOH) et de E(G x H), c’est a dire, E(GX H) = E(GUOH)U E(G x H).

Exemple 1.3.3 Le graphe illustré dans la Figure FIG.[1.1Q est le produit fort de Py par Ps.

FiGure 1.10 — P05

1.4 Domination dans les graphes

1.4.1 Historique

Bien que I'étude mathématique des ensembles dominants a commencé dans les années
soixante, le sujet trouve son origine en 1862 dans les jeux d’échecs quand De Jaenisch [13]
étudia le probléme de la détermination du nombre minimum de reines a placer sur un échi-
quier n X n de sorte que chaque case soit occupée par une reine ou peut étre occupée en un
seul mouvement par I'une d’elles, tout en sachant que les régles du jeu des échecs permet a
une reine de se déplacer a travers les cases horizontalement, verticalement ou diagonalement.
Pour un échiquier 8 x 8, cinq est le nombre minimum de reines qui dominent toutes les cases
de I’échiquier. Dans ce cas, le probléme est appelé « le probléme des cinqg reines » qui est a

I'origine de I’étude mathématique de la domination.

En 1892, Ball [I] a traité la question de De Jaenish en considérant d’autres conditions

supplémentaires.
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En 1964, les fréres Yaglom [3I] étudiérent les problémes posés par De Jaenish et Ball.
L’appellation « coefficient de stabilité externe » fut introduité par Berge [3] pour définir le
nombre de domination et en 1962, Ore [26] fut le premier & employer les termes « ensemble

dominant » et « nombre de domination » qu’il nota d(G).
L’étude moderne de la domination a débuté aprés 'apparition de l'article de Cockayne
et Hedetniemi [9] en 1977. Les auteurs de [9] ont été les premiers a utiliser la notation v(G)

pour désigner le nombre de domination.

1.4.2 Domination standard

Soit G = (V, E') un graphe. Un sous-ensemble de sommets S C V' est un dominant de G
si tout sommet de V'\ S est adjacent & au moins un sommet de S, ¢’est-a-dire si N[S] = V. Le
nombre de domination 7(G) et le nombre de domination supérieur I'(G) de G sont
respectivement le cardinal minimum et maximum d’un ensemble dominant minimal sur G.
Un ensemble dominant de G' de cardinal minimum est appelé v-ensemble, et un ensemble

dominant minimal de G de cardinal maximum est appelé I'-ensemble.

Exemple 1.4.1 Le nombre de domination et le nombre de domination supérieur du graphe
illustré dans FIG 111 valent respectivement v(G) = 2 et I'(G) =4 . L’ensemble S = {u, v}

est un y-ensemble et 'ensemble S’ = {w, x,y, 2z} est un '-ensemble.

w Yy

T z

FIGURE 1.11 — Un graphe G avec v(G) =2 et ['(G) =4

Dans la littérature, il existe d’autres définitions équivalentes aux ensembles dominants
dans un graphe :
e Un ensemble S C V est un ensemble dominant de G si pour tout sommet v de V, |N[v] N
S| > 1.
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e Un ensemble S C V est un ensemble dominant de G si pour tout sommet v de V' \ S,
N(v)n S # 0.
e Un ensemble S C V est un ensemble dominant de G si N[S| = V.

1.4.3 Quelques invariants de domination

On dénombre actuellement prés d’une centaine de types de domination et références dans

le domaine. Pour un apercu détaillé, le lecteur peut consulter les deux livres remarquables
de Haynes, Hedetniemi et Slater ( [20], [21]).

Indépendance :

Un ensemble S de sommets est dit stable (ou indépendant) si les sommets de S sont
non adjacents deux a deux. Le nombre de domination stable i(G) et le nombre de
stabilité 5y(G) sont respectivement le cardinal minimum et maximum d’un stable maximal

dans G. Comme tout stable maximal est un ensemble dominant minimal |2], on a :

1(G) <i(G) < B(G) <T(G)

Packing :

Un ensemble S est un packing si pour tout sommet v € V,|N[v] (] S| < 1. Le nombre de
packing P(G) et le nombre de packing inférieur p(G) sont repectivement le cardinal
maximum et minimum d’un packing maximal dans G. Nous avons la chaine d’inégalités
suivante [21] :

p(G) < P(G) <7(G) <i(G) < B(G) < T(G).

Efficacité :

Un ensemble dominant S est dit efficace si pour tout sommet v € V| |[N[v] N S| = 1,
¢’est-a-dire que tout sommet est dominé par un unique sommet de S.

Notons qu'un ensemble dominant efficace n’existe pas toujours puisque le cycle Cs ne
posséde pas d’ensemble dominant efficace.

Par ailleurs, si un graphe G posséde un ensemble dominant efficace S, alors tout ensemble

dominant efficace de G a le cardinal de S qui est forcément v(G).
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1.5 Complexité du probléme de domination

Dans cette section, on omettra les rappels relatifs a la théorie de la complexité algorith-
mique. Pour plus de détail, le lecteur peut se référer aux livres de Garey et Johnson [19],
Papadimitriou [27] et Sakarovitch [29].

Soit G = (V, E)) un graphe d’ordre n. Le probléme de décision [I1I] associé¢ au probléme
de recherche d’un ensemble dominant minimum est donné par :
Ensemble dominant
Instance : Un graphe G = (V| E) d’ordre n et un entier positif k, k < n.

Question : Existe-il un ensemble dominant de GG de cardinal < k7

Par la réduction du probléme "3-SAT" au probléme "Ensemble dominant", David John-

son montre que le probléme de I’Ensemble dominant est NP-complet.
Théoréme 1.5.1 [19] Le probléme "Ensemble dominant" est NP-complet.

Le probléme "Ensemble dominant" reste NP-complet pour la classe des graphes bipartis
[14] et les graphes triangulés [5]. Néanmoins, il est polynémial pour la classe des arbres avec
un ordre de complexité égal a O(n) |8] et pour la classe des graphes de permutations avec

un ordre de complexité égal a O(n?) [18].



CHAPITRE 2
BROADCASTS DANS LES GRAPHES

Apres I'introduction générale des notions de fonction broadcast et de nombre de broadcast
domination, nous introduisons quelques invariants des broadcasts et les relations qui les

relient. Ensuite, nous examinons la complexité du probléme de broadcast domination.

2.1 Notions fondamentales sur les broadcasts

Soit G = (V, E) un graphe non trivial connexe.

Définition 2.1.1 Soit G un graphe. On appele broadcast sur G, toute fonction f .V —
{0,...,diam(G)} vérifiant f(v) < e(v) pour tout sommet v de G. Un sommet v pour lequel
f(v) > 0 est un sommet f-dominant ou sommet broadcast, et l’ensemble f-dominant
est Vf+(G) ={veV: f(v)>0}. Sl ny a pas risque de confusion, on note simplement Vf+
au lieu de V7 (G).

Remarque 2.1.2 Un sommet f-dominant v f-domine chaque sommet u avec d(u,v) <
f(v), et les sommets dans V' \ VfJr ne f-dominent aucun sommet de G. Siu € V;7, v €V et
d(u,v) < f(u), on dit que le sommet v peut atteindre un broadcast a partir de w. L’ensemble
des sommets que v € V peut atteindre est défini par H(v) = {u € Vi d(u,v) < f(u)}.

Définition 2.1.3 Un broadcast dominant sur G est un broadcast f dans lequel chaque som-
met est f-dominé par un certain sommet dans V; , autrement dit, un broadcast f est un
dominant si pour tout v € V,|H(v)| > 1.

Remarque 2.1.4 Sil existe un sommet v avec f(v) = diam(G), alors f est un broadcast
dominant. Ainsi, il n’est pas nécessaire de considérer des broadcasts dominants avec des
sommets de coit supérieur au diam(G).

26
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Définition 2.1.5 Pour un broadcast f, un sommet u qui est f-dominé par un sommet v est
un f-voisin de v. Le f-voisinage de v, noté par Ny¢[v] est U'ensemble des f-voisins de v. Si
S C Vi, alors Ny[S] = U,eq N¢[v] est le f-voisinage de S. Le f-voisinage de f est N¢[V}']

Remarque 2.1.6 u est un voisin de v si et seulement st v est un voisin de u mais, il est

possible que u soit un f-voisin de v sans que v le soit pour u.

Exemple 2.1.7 Le graphe illustré dans FIGIZ avec f(w) = f(y) =0 et f(x) = 1 montre

que w est un f-voisin de x, mais que le sommet x n’ est pas f-voisin de w .

0 1 0
@ @ )

FIGURE 2.1 — Le sommet w est un f-voisin de x et le sommet x n’est pas f-voisin de w.

Définition 2.1.8 Un sommet u est un f-voisin privé de v si u est f-dominé seulement
par v. Pour un sommet v € Vf+, le f-voisinage privé pnglv| est Uensemble des f-voisins
privés de v. Siv € pny[v], alors on dit que v est son f-voisin privé propre. Pour S C V',
on définit Uensemble des f- voisins privés de S par PN;[S] = Ny[S]\ Ny [V;"\ S].

Définition 2.1.9 Un broadcast f d’un certain type (domination ou autre) est dit minimal

(resp. mazimal) s’il n'existe pas un broadcast g # f tel que pour tout sommet u € V, g(u) <

f(u) (resp. g(u) = f(u)).

Définition 2.1.10 Soit fun broadcast sur un graphe G et o(f) =3 ., f(v). Le nombre
de broadcast domination ,(G) est la valeur minimum de o(f)sur tous les broadcasts
dominants de G. Un broadcast dominant f sur G pour lequel o(f) = v(G) est dit broadcast
dominant minimum sur G. Le nombre de broadcast domination supérieur I';(G) est

égal au codt mazximum d’un broadcast dominant minimal sur G.

Exemple 2.1.11 Le nombre de broadcast domination et le nombre de broadcast domination
supérieur du graphe illustré dans la figure FIG. valent respectivement 2 et 3.
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FIGURE 2.2 — Un graphe G avec 7,(G) =2 et [',(G) =3

Exemple 2.1.12 Pour illustrer ces concepts, considérons le graphe G = (V, E) illustré par la
figure FIGIZ3. Les figures FIGIZ3 (b) et FIGIZ3 (c¢) illustrent deux broadcasts dominants f
et g, ou l’ensemble f-dominant est VfJr = {s,v,y} et l'ensemble g-dominant est V," = {t, z}.
Le sommet s f-domine s, t,u, w, x et son f-voisinage est N¢[s| = {s,t,u,w,x}, mais s ne
g-domine aucun sommet. On o |Hp(u)| = 3, |Hy(z)| =2, |[Hf(2)| = 2 et |Hy(r)| = 1 pour
tout sommet r € {s,t,v,w,y}. On a o(f) =4 et o(g) = 3. En fait il n'est pas difficile de
voir que Y,(G) = 3 et g est un ~y,-broadcast.

Graphe G Broadcast f sur G Broadcast g sur G
(a) (b) (c)

FIGURE 2.3 — Deux broadcast dominants sur G

Une caractérisation de la minimalité d’'un broadcast dominant peut étre formulée en

termes des f-voisins privés des sommets f-dominants.
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Théoréme 2.1.13 [76].
Soit f un broadcast dominant sur un graphe G. Alors, f est minimal si et seulement si

les deuz conditions sutvantes sont satisfaites :

1. Chaque sommet v vérifiant f(v) > 2 a un f-voisinage privé qui est a distance f(v) de
v.

2. Chaque sommet v vérifiant f(v) =1 a un f-voisinage privé dans N|v] .

Soit G = (V, E) un graphe et fs : V. — {0,1} la fonction caractéristique d’un ensemble
S C V définie par fs(v) =1siv € S, et fg(v) = 0 sinon.

Remarque 2.1.14

1. La fonction caractéristique fs d’un ensemble dominant minimal S dans un graphe G

est un broadcast dominant minimal et donc v,(G) < ~v(G).

2. Soitw eV, et soit f, : V — {0,...,diam(G)} la fonction définie par f,(u) = e(u) et
fu(v) =0, siv # u. Le broadcast f, est un dominant minimal, puisque chaque sommet
est f-dominé par u. Siu est un sommet dans le centre de G ¢’est a dire e(u) = rad(Q),
alors on dira que le broadcast f, est un broadcast radial, et si e(u) = diam(G), alors

on dira que f, est un broadcast diamétral.

Proposition 2.1.15 [16)].
Si f est un broadcast dominant minimal sur un graphe G et \Vf+| > 2, alors pour chaque
sommet v, f(v) < e(v).

De la Remarque [2.1.14], on a le résultat suivant :

Observation 1 [15/.
Pour tout grahe G

W(G) < min{y(G),rad(G)} < max{['(G),diam(G)} < TW(G).
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2.2 Reésultats fondamentaux

Pour tout graphe G et tout entier k avec 1 < k < rad(G), le nombre de k-distance, noté
Y(G), est la plus petite cardinalité d’un ensemble S de G tel que tout sommet de G est a
distance k£ d’au moins un sommet de S.

Proposition 2.2.1 [17].
Pour tout graphe G,

W(G) < min{kv,(G) : 1 < k <rad(G)}.

Notons que le résultat de la Proposition 222.1] produit une meilleure borne pour v,(G) que
celle de 'Observation [Il car si k£ = 1 (resp. k& = rad(G)),on obtient ,(G) < v(G) (resp.
W(G) < rad(G) ).

Pour tout entier positif ¢ > 3, on appelle étoile et on note par K, I’arbre a ¢ sommets
pendants reliés a 'unique sommet de degré ¢t. On appelle graphe subdivisé d’'un graphe G le
graphe S(G) obtenu en insérant un sommet sur chaque aréte de G. Soit T' = S(K ) le graphe
subdivisé de I'étoile K ; pour tout entier ¢ > 2. Puisque aucun sommet ne domine 7', alors
Y(T) > 2, et puisque un broadcast radial domine 7', alors v,(T") < rad(T) = 2. Ainsi, on
peut atteindre I'inégalité : v,(G) < min{y(G),rad(G)}. Par ailleurs, il est prouvé dans [17],
que la différence entre min{y(G), rad(G)} et v,(G) et entre I'y(G) et max{['(G), diam(G)}
peut étre trés grande. Pour un entier positif k, soit Hjy le graphe obtenu en joignant un
sommet pendant de S(K;24x) 4 un sommet pendant de la chaine Py (voir FIG2).

FIGURE 2.4 — le graphe H,
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Ainsi, I'(Hg) = 2k+3 et diam(Hy,) = 2k +4, donc max{I'(Hy), diam(H)} = 2k+4. Soit
v Vextrémité de Py, qui est extrémité de Hy. Soit le broadcast f : V(Hy) — {0,1,2k + 2}
défini par f(v) = 2k + 2, f(z) = 1 pour tout extrémité = de Hj distincte de v et f(x) =0
pour tout autre sommet x de Hy. Alors la fonction f est un broadcast dominant minimal
sur Hy de cott 3k + 3. D’ou, I'y(Hy) > 3k + 3, et on a le résultat suivant :

Observation 2 [15/.

Pour tout entier positif k,

Uy(Hi) — max{l'(Hy),diam(Hy)} > k — 1.

Par ailleurs, la différence entre min{ty(G) : 1 <t <rad(G)} et 7,(G) peut étre trés grande
comme le prouve le Théoréme ci dessous :

Théoréme 2.2.2 [I7].
Pour tout entier positif k,

2k
min{ty(Hy) : 1 < ¢ < rad(Hy)} = w(He) = 72 = 1.

Pour une fonction f 7,-broadcast, si ’ensemble des sommets f-broadcast est réduit a un

élément, alors la valeur de ce sommet est égale a son excentricité et au rayon du graphe.

Proposition 2.2.3 [17/.
Soit f un yy-broadcast sur un graphe G. Alors V" = {v} si et seulement si f(v) = e(v) =
rad(QG).

Le sous-graphe induit par le f-voisinage de tout sommet f-broadcast est d’une part radial

et d’autre part vaut la valeur de ce sommet.

Proposition 2.2.4 [17].
Soit G un graphe et f un y,-broadcast sur G. Si v € Vf+, alors

f(v) = w((Ny[v])) = rad((Ny[v])).

Une des caractérisations des graphes radiaux est définie dans la Proposition ci- dessous.
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Proposition 2.2.5 [17].
Soit G un graphe. Alors v,(G) = rad(Q) si et seulement si

min{kv,(G) : 1 < k <rad(G)} = rad(Q).

En général, il n’y a aucune relation entre le nombre de broadcast domination d’un graphe
et le nombre de broadcast domination de ses sous-graphes, méme si le sous-graphe est induit.
Plusieurs exemples de graphes G et H existent pour que G C H et v,(G) < v(H). Voir
que ce n’est toujours le cas, en effet, considérons un graphe G d’ordre n > 4 et de degré
maximum au plus n — 2. Puisque aucun sommet de G n’est adjacent a tous les sommets du
graphe G, alors v,(G) > 2. Soit H le graphe obtenu en joignant un nouveau sommet a tous
les sommets de G, alors 7,(H) = 1. Donc dans ce cas, G C H, bien que 7,(G) > v,(H).

Cependant, il y a une relation entre le nombre de broadcast domination d’un graphe et

le nombre de broadcast domination d’une subdivision de ce graphe.

Théoréme 2.2.6 [17/.
Si H est le graphe subdivisé d’un graphe G, alors

1(G) < (H).

Soit GG un graphe. Pour tout entier k£ > 0, on appelle graphe k-subdivisé du graphe G le
graphe obtenu a partir de GG en insérant k& sommets sur chaque aréte de GG. Pour tous entiers
k> 0ett> 3, on note par Si, le graphe k-subdivisé du graphe ¢-étoile K ; . Le centre de
Skt est 'unique sommet ¢ de Sy, d’excentricité e(c) = rad(Sk,:) = k + 1.

En 2001, D. Erwin [I6] montra que le graphe k-subdivisé du graphe étoile K, est ;-
radial pour £ > 0 et ¢ > 5 puis proposa la conjecture qui affirme que le résultat reste vrai
pour ¢t € {3,4}.

En 2009, R. Sahbi [28] a répondu a la conjecture de D.Erwin [16] :

Théoréme 2.2.7 [16].
Pour tous entiers k > 0 et t > 3,

’)/b(Sk’t) = rad(Sk,t) =k —+ 1.

Pour tous entiers kK > 1 et t > 2, on appelle arbre t-aire complet de profondeur k le

graphe A, défini comme suit :
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(i) Ay: est le graphe biparti complet K ;.

(ii) Pour k > 2, A, est obtenu a partir de ¢ copies disjointes de Aj_;, et d’'un sommet relié

par une aréte a I'unique sommet de degré ¢ de chacune des ¢ copies de Ajx_ .

R. Sahbi a prouvé la ~,-radialité de tous les arbres t-aires complets :

Théoréme 2.2.8 [28/.

Pour tous entiers k > 1 ett > 2 on a
’Vb(Ak,t> = TCLd(Ak’t) = ]{Z

Soit G un graphe ~y,-radial et soit H un sous graphe de G tel que rad(H) = rad(G). Si
H est y,-radial, on dit que H est un sous graphe ~,-radial.
R. Sahbi a déterminé le sous graphe de Sk 3,75(Sk3)-radial et minimal (au sens de la sup-

pression d’arétes).

Théoréme 2.2.9 [2§].
Soit k > 3 un entier et S,’%3 le sous-graphe de Sy 3 a 3 sommet pendants vy, va, v tels que
d(c,v1) =k +1, d(c,v2) =k et d(c,v3) = k — 1. Alors S}, 3 est 7, (S,3)-radial.

A la méme période, Herke et Mynhardt publient un article qui caractérise les arbres ra-
diaux [24] 25].

Soit P une chaine diamétrale d'un arbre 7', c’est a dire P est de longueur maximale. Un
ensemble M des arétes de P est un ensemble P-partition si les extrémités de chaque aréte
dans M sont de degré 2 dans 7.

Théoréme 2.2.10 (2], 125].

Un arbre T' est radial si et seulement si T n’admet pas d’ensemble partition non vide.

Un ~p-broadcast f est un 7,-broadcast trés efficace si et seulement si f est un ~,-
broadcast avec un nombre minimum de sommets broadcast.On déduit directement un résul-
tat du Théoréme 2210 :
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Corollaire 2.2.11 [2], [25].

1. Soit f un vyp-broadcast tres efficace d’un arbre T a s sommets broadcasts. Alors,

W(T) = rad(T) - [3].

2. Pour un arbre T, si M est un ensemble partition de cardinal mazimum m, alors,
m
W(T) = rad(T) — | 2],

Un arbre est dit chenille si le graphe obtenue en supprimant toutes les feuilles est une
chaine. Seager [30] a caractérisé les chenilles avec v, = 7. Cockayne, Herke et Mynhardt [10]
ont caractérisé la classe 7 d’arbres T' vérifiant ,(T") = (7).

Théoréme 2.2.12 [10)].
Un arbre T € T si et seulement si T a un ensemble-partition maximum M tel que chaque
composante T; de T\ M est dans T .

2.3 Bornes inférieures du nombre de broadcast domination

D.Erwin démontra que la méme borne inférieure que celle du nombre de domination reste

valable pour le nombre de broadcast domination.
Théoréme 2.3.1 [I7/.
Si1 G est un graphe non trivial, alors

diam(G) + 1
(@) > T+ Ly
De I’Observation [Il et du Théoréme 2.3.Tlon déduit directement le résultat suivant :

Théoréme 2.3.2 [17/.

Pour tout entier n > 2,

Une borne inférieure en terme de rayon est prouvée par Bresar et Spacapan pour le
nombre de broadcast domination.
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Théoréme 2.3.3 [7].

S1 G est un graphe, alors

w@) 2 126,

Pour tout graphe connexe GG d’ordre n, [%] est une borne supérieure de son nombre de

broadcast domination.

Théoréme 2.3.4 [2]].

Pour tout graphe G d’ordre n,
n

MW(G) < [31-

Il existe d’autres bornes qui dépendent du rayon. Pour un ~,-broadcast f, notons par
M = maz{f(z):x € V;}.

Lemme 2.3.5 [16].
Soit G un graphe et f un yy-broadcast sur G. Alors

rad(G) < 2y, + [V = M - 1.
Du Lemme 2.33] nous obtenons immédiatement le résultat suivant :

Théoréme 2.3.6 [10/.
Soit G un graphe et f un yy-broadcast sur G. Alors

ra — +
e > (G M =

2.4 Graphes avec un petit nombre de broadcast domination

Une caractérisation connue des graphes GG connexes de nombre de domination égal a 1
est rad(G) = 1. Les graphes avec un nombre de broadcast domination égal a 1 admettent

une caractérisation identique.

Proposition 2.4.1 [17].
Soit G un graphe. Alors v,(G) = 1 si et seulement si rad(G) = 1.

Les graphes avec un nombre de broadcast domination égal a 2 se caractérisent aussi en

fonction du rayon.
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Théoréme 2.4.2 [I7].
Soit G un graphe. Alors 1,(G) = 2 si et seulement si min{rad(G),v(G)} = 2.

Notons qu’il existe :

(i) une infinité de graphes G avec 7,(G) = 2 = v(G) < rad(G). 11 suffit de considérer
les graphes G, obtenus en insérant 2 sommets sur chaque aréte du multigraphe a

2 sommets reliés par n arétes, n > 1, pour lesquels on a v,(G,) = 7(G,) = 2 et
rad(G,) = 3.

FIGURE 2.5 — Le graphe G,

(ii) une infinité de graphes G avec 7,(G) = 2 = rad(G) < v(G). 1l suffit de considérer

les graphes S(Ki,),n > 3, pour lesquels on a v,(S(K1,)) = rad(S(Ky1,)) = 2 et
V(S (Kyp)) = n.

FIGURE 2.6 — le graphe S(K;,),n >3

(iii) une infinité de graphes G avec 7,(G) = 2 = v(G) = rad(G). 11 suffit de considérer les

graphes multipartis complets K, 5, 0.t > 2. n; € N, n; > 2 pour tout 7, 1 <1 <¢,

pour lesquels on a Y,(Kp, nyon) = V(EKnyng.ony) = 2 et rad( Ky, ny...n,) = 2



37

De (ii), on peut affirmer qu'un graphe avec +,(G) = 2 peut avoir un nombre de domination
aussi grand que l'on voudrait, et de (i) une question légitime se pose : Que peut- on dire
de la grandeur du rayon d’un graphe G lorsque 7,(G) = 27 Une réponse est donnée par la
Proposition 2.4.3]

Proposition 2.4.3 [17] .

Si G est un graphe avec v,(G) = 2, alors
1. rad(G) =2, ou,
2. rad(G) =3 et v(G) = 2.

Comme conséquence du Théoréme 2.4.21on a :

Proposition 2.4.4 [17/.
Si G est un graphe et min{rad(G),v(G)} = 3, alors v,(G) = 3.

En regroupant les différents résultats pécédemment cités, on obtient :

Proposition 2.4.5 [16].
Soit G un graphe. Si min{rad(G),v(G)} =k, ou 1 < k < 3, alors v(G) = k.

Le résultat de la proposition 2.4.5] ne peut étre étendu au cas k = 4. En effet, D. Erwin
considéra le graphe G obtenu en joignant une extrémité de S(K4) & une extrémité de Pj.
Le graphe verifie v,(G) = 3 et min{rad(G),v(G)} = 4.

®0
@0
0 0 2 0 0 0 1 0
@ @ L 4 @ L @ L @
@0
@0

FIGURE 2.7 — Un graphe G avec 7,(G) = 3 et min{~(G),rad(G)} = 4 = rad(G)
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2.5 Invariants de broadcast

Dunbar et al. [I5] définirent d’autres parameétres liés aux broadcasts. Nous citerons dans

cette partie I’essentiel des résultats a ces invariants.

2.5.1 Broadcast indépendant

Un broadcast f est dit indépendant si tout sommet f-dominant n’est dominé que par
lui méme. En d’autres termes, si pour tout sommet v € V", Ny[v] 1 V;" = {v}, ou encore
|H(v)| =1 pour v € Vf+.

Le cout maximum d’un broadcast indépendant de G est appelé nombre de broadcast
indépendance et est noté 5,(G). Le nombre de broadcast indépendance inférieur,

noté i,(G) , est égal au colt minimum d’un broadcast indépendant maximal de G.

Comme les deux fonctions broadcast radiale et broadcast diamétrale sont des broadcast

indépendants maximaux , on déduit les inégalités suivantes [15] :
ir(G) < rad(G) < diam(G) < By (G),

pour tout graphe G.

Soit M un sous-ensemble de sommets de G tel que pour toute paire de sommets u et v
de M, d(u,v) = diam(G), et soit u(G) la cardinalité maximum d’un tel sous-ensemble de G.

La proposition qui suit améliore la borne inférieure diam(G) pour 5y(G).

Proposition 2.5.1 [15].
Pour tout graphe G,

Bo(G) > u(G)(diam(G) — 1) > 2(diam(G) — 1)
et cette borne est atteinte .

Notons que la fonction caractéristique fs d’un ensemble indépendant maximal S dans
un graphe G est un broadcast indépendant, et donc i(G) < Bo(G) < Bp(G), mais fs n’est
pas nécessairement un broadcast indépendant maximal.En effet, considérons la chaine P :
(v1,v9,v3,v4). Si on affecte aux sommets les poids f(v1) = f(v4) = 1 et f(ve) = f(v3) =0,

alors f est la fonction caractéristique d’un ensemble indépendant maximal. f est aussi un
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broadcast indépendant et un broadcast dominant minimal. Mais cette fonction n’est pas
un broadcast indépendant maximal, puisque la fonction g définie par g(v) = g(v4) = 2 et

g(vy) = g(v3) = 0 vérifie pour tout sommet u, g(u) > f(u).

Dans ce qui suit, lorsque deux paramétres 6 et 1 sont incomparables, nous écrirons brié-
vement 6 o n.

Notons que ni v(G) ni i(G) n’est comparable a i,(G). En effet, Dunbar et al. montrérent
que pour la chaine Py, on a y(Fs) = i(FPs) = 2 < 3 = i,(F%), alors que pour le graphe S(K ),
onay(S(Kiy)) =i(S(Kiy)) =t >2=714,(S(Ki4)). Aussi, ni p(G) ni P(G) n’est comparable
a ip. Par exemple, le graphe de Petersen PG a p(PG)— P(PG) =1 < 2 = v(PG) = i,(PG);
par ailleurs si G un graphe obtenu par I'union de trois copies disjointes de P5 en ajoutant

trois arétes pour former un triangle sur leurs centres, alors v,(G) = i,(G) = 3 < 5 = p(G) <
P(G) =6.

FIGURE 2.8 — Graphe de Petersen

Nous pouvons regrouper toutes ces remarques :

Pour tout graphe G,

(i) 7(G) <i(G) < Bu(G) < B(G),
(ii) {7(G),i(G)} o u(G),

(iii) {p(G), P(G)} o {m(G),is(G)}-
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Dans [15], les auteurs étudiérent 1'extension de la chaine d’inégalités
1(G) <i(G) < Bo(G) < T(G),

a savoir si

W(G) < ip(G) < B(G) < Th(G)
est satisfaite. L’inégalité du milieu provient des définitions de 7, et (. 'inégalité de droite
n’est pas vraie en générale puisque B,(FPy) = 4 > I'y(Py) = 3 et G,(PG) =4 < 5 =T, (PG)
ou Py est la chaine d’ordre 4 et PG est le graphe de Petersen (voir FIG2.8).

Congernant l'inégalité gauche elle se déduit du Théoréme :

Théoréme 2.5.2 [I7].
Soit f un broadcast indépendant sur un graphe G. Si Vf+ = {v} alors f est mazimal si
et seulement si f(v) = e(v). Par ailleurs, si |V;"| > 2, alors f est mazimal si et seulement

st les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(i) f est un broadcast dominant et
(ii) pour tout v € Vf+, f) = min{d(v,u) :u € V;"\ {v}} - 1.
Par ailleurs, f, et I' sont incomparables puisque I'(PG) = 5 > 4 = ,(PG) et 5,(Py) =

4 > 2 =T(Py,). Tous ces résultats se résument dans le Corollaire qui suit :

Corollaire 2.5.3 [1]].
Pour tout graphe G,

(1) 1(G) <in(G),

(ii) Bo(G) o TW(G),

(iii) 55(G) o I(G).

D’autres relations existent entre les nombres de broadcast d’indépendances i, et 3, avec le
nombre d’indépendandce (3y. J.Dunbar et al. ont énoncé une chaine d’inégalités entre [, et

les nombres de broadcast indépendance :

Proposition 2.5.4 [15] .
Pour tout graphe G,
i(G) < rad(G) < o(G) < B(G).
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Comme v,(G) < ip(G), de la Proposition 254 on déduit :

Corollaire 2.5.5 [15].
Pour tout graphe G, si v,(G) = rad(G), alors i,(G) = rad(G).

Suite a tous ces résultats, nous obtenons le schéma de comparaisons suivants :

1G) < i(G) £ BK(G) < T(G)

Vo <o WA WA
wGE) < u(G) < B(G) o TyG)

2.5.2 Broadcast dominant indépendant

Un broadcast f est dit dominant indépendant s’il est en méme temps dominant et
indépendant.
Le colt maximum (resp. minimum ) d’un broadcast dominant indépendant minimal de G
est appelé le nombre de broadcast indépendant de domination supérieur ( resp.
nombre de broadcast indépendant de domination ), et est noté I';,(G) (resp. vir(G)).
Puisque la fonction caractéristique de tout ensemble indépendant maximal est un broadcast
dominant indépendant minimal, v;,(G) < i(G) et ['y(G) > Bo(G).

Notons que si f est un broadcast dominant indépendant minimal, alors pour tout broad-
cast g # f qui vérifie ¢ < f, g est indépendant mais n’est pas forcément un broadcast

dominant.

Théoréme 2.5.6 [10/.
Si f est un broadcast dominant non indépendant de G, alors il existe un broadcast g qui
est dominant indépendant, avec g(V) < f(V), et Vit C V5

Le Théoreéme [2.5.6] permet d’affirmer que tout graphe G a un ~v,-broadcast qui est indé-
pendant, c’est a dire 7,(G) = vip(G), et verifie la chaine d’inégalités :

Yir(G) < ip(G) < rad(G) < diam(G) < Tyu(G).

Concernant une borne supérieure pour le nombre de broadcast indépendant de domina-

tion supérieur, on a :
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Proposition 2.5.7 [16].
Pour tout graphe G,

Bo(G) < Ti(G) < min{I'y(GQ), Bp(G)}.

Les paramétres [';,(G) et I'(G) sont incomparables. En effet, Dunbar et al. montrérent que,
pour le graphe de Petersen PG et la chaine Py, on a I';(PG) = 4 < 5 = ['(PG) et
F(P10> =H<9= diam(Pw) < Fib(PIO)-

2.5.3 Broadcast efficace

Un broadcast f est dit efficace si chaque sommet est f-dominé par un unique sommet
broadcast, ¢’est a dire, pour tout sommet v € V,|H(v)| = 1. Le cott maximum d’un broad-
cast efficace est appelé le nombre de broadcast efficace supérieur et est noté I',(G). Le
nombre de broadcast efficace 7.,(G) est égal au cott minimum d’un broadcast efficace.
Par exemple, la figure FIG. illustre 5 broadcasts efficaces distincts sur la chaine Ps, ou
Yeb(Ps) = 2 et Ty (Ps) = 4.

® L @ L L
1 0 0 0 2
@ \ 4 L \ 4 @
0 1 0 0 1
® L @ L @
0 0 2 0 0
@ \ 4 L \ 4 L]
0 3 0 0 0
® L @ L @
4 0 0 0 0

FIGURE 2.9 — Broadcasts efficaces sur P;

Théoréme 2.5.8 [1]].
Tout graphe G posséde un ~yy-broadcast qui est efficace.
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Corollaire 2.5.9 [17].
Tout graphe G a un ~yy-broadcast pour lequel la distance entre n’importe quelle paire de

sommets broadcasts u et v est supérieure a f(u)+ f(v).

Puisque tout broadcast dominant efficace est indépendant et dominant minimal, tout
graphe G vérifie :
Feb(G) S mm{ﬁb(G), Fb(G), Feb(G)}.

Par définition de ey, 76(G) < Yer(G), et par le Théoréme 258 7,(G) = ve(G). Par
ailleurs tout broadcast diamétral est un broadcast dominant efficace. Ainsi, tout graphe

vérifié la chaine d’inégalités :

Corollaire 2.5.10 [1/}].
Pour tout graphe G,

1(G) = 7 (G) = 7e(G) <0y (G) < rad(G) < diam(G) < Tep(G) < T (G).

Notons que ni p(G) ni P(G) est comparable avec I';,(G). En effet, pour le graphe de
Petersen PG, p(PG) = P(PG) =1 < 2 = T',,(PG); alors que pour l'arbre binaire complet
T de hauteur six qui a 63 sommets, on a I',,(T) = 10 < 13 = p(7T). Par ailleurs, v(PG) =
3<2=T4(PG); et pour n >3, I',(P,) =n—1>T(P,). Ainsi tout graphe G satisfait :

Corollaire 2.5.11 [1}].
Pour tout graphe G,

Lep(G) o {p(G), P(G),7(G), i(G), fo(G), T(G)}-

2.5.4 Broadcast packing

Un broadcast f est un broadcast packing si chaque sommet est f-dominé par au plus
un sommet broadcast, c’est a dire, pour tout sommet v € V', |H(v)| < 1. Le colit maximum
d’un broadcast packing de G est appelé le nombre de broadcast packing et est noté par
P,(G). De méme, le nombre de broadcast packing inférieur, noté par p,(G), est égal

au cout minimum d’un broadcast packing maximal.
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La fonction caractéristique fs d’un packing maximal n’est pas forcément un broadcast
packing maximal. Ceci peut étre vu en considérant la chaine P5. Soit ¢ le centre de Ps.
Le packing S = {c} de FIGR2I0(a) est maximal, mais fs n’est pas un broadcast packing
maximal, puisque la valeur fs(c) = 1 peut étre augmentée a fs(c) = 2 qui représente le
broadcast packing maximal (voir FIGR2I0(b)).

FI1GURE 2.10 — Un packing maximal qui n’est pas un broadcast packing maximal

Remarque 2.5.12 Les invariants p(G) et py(G) sont incomparables. En effet , pour la
chaine Ps, on a, p(Ps) = 1 < 2 = py(Ps), alors que pour le graphe de Petersen PG, on
a, po(PG) =2 > 1 = p(PQ).

Par ailleurs, tout broadcast radial ou diamétral est un broadcast packing et un broadcast

indépendant.

La Remarque 2.5.12] se resume dans ce qui suit :

Observation 3 [17].
Pour tout graphe G,

(1) po(G) o P(G),
(it) pp(G) o p(G) < P(G) < Py(G), et

(i) pp(G) < rad(G) < diam(G) < P(G) < 5y(G).

Notons qu’on peut avoir un broadcast packing maximal qui n’est pas un broadcast do-

minant. Par exemple, considérons les valeurs 1,0,0,1,0,0 dans la chaine F.
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On sait que pour tout graphe G,
p(G) < P(G) <~(G).

Dunbar et al. se posérent naturellement la question de la conservation de cette chaine entre
les invariants de broadcast correspondants. Ils apportérent une réponse compléte a cette

question par ce qui suit :

Proposition 2.5.13 [15]. Chaque broadcast efficace est

(i) un broadcast packing mazimal,
(i1) un broadcast dominant minimal, et

(7ii) un broadcast dominant indépendant minimal.

Du Corollaire 2.5.10] et la Proposition 2.5.13, on déduit :

Corollaire 2.5.14 [1}].
Pour tout graphe G,

po(G) < 7a(G) = 7n(G) = (G) < ip(G) < Tep(G) < min{ P(G), T (G), Tin(G) }-

Pour le graphe de Petersen PG, on a 2 = B,(PG) < 3 = v(PG) < i(PG) < Bo(PG) <
Is(PG) < TW(PG) = T'(PG) = 5. D’un autre coté, pour la chaine P, = i(P,) = [n/2] =
Bo(P) =T'(P,) < diam(P,) =n—1 < Py(P,).

Drou, By(G) ¢ {7(G),1(G), Po(G),I'(G)}.

Dans [15], les auteurs proposent plusieurs exemples pour montrer que ni 'y (G) ni T'y(G)

n’est comparable avec P,(G).

D’ou nous avons ’observation suivante :

Observation 4 [15/.
Pour tout graphe G,

By(G) o {7(G),1(G), Bo(G), I'(G), Tp(G), T'(G) }-

Nous donnons un tableau TAB[2.1] qui résume les relations entre tous les invariants de do-

mination et de broadcast vues aux Chapitres 1 et 2.
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p P v 1 o ' vy @ B Ty Ty Ta p B

p = < < < < < ¢ o £ < < o o <
P > = < < < < ¢ o < < < o <
vy 2 2 =< < < 2 0o < < <0 > 00
P > > > = < < =2 0o < < < 0 > 0
fo =2 =2 =2 2> = < 2> 2> < < < 0 > 0
ro>=>==m====>m=>==m2 < o © > 0
B oo oo < < < < = < £ < < < > <
ph o o 0o 0o < < > = < < < < > <
By =2 =2 =2 =2 =2 o =2 > = o = = > =
Ly > > > =2 > > 2> > ¢ = > > > ©
'y > > > 2 2 ¢ > > < < = > > 90
gy, © o 0o o o o > > < < < = > <
wm o o < < < < < < < < < < = <
P > > 0o o o o > > < o o > > =

TABLE 2.1 — Inégalités entre les invariants de broadcast.

2.6 Complexité algorithmique du probléme de broadcast domination

Soit G = (V, E)) un graphe d’ordre n. Le probléme de décision [I1I] associé¢ au probléme

de recherche d'un broadcast dominant minimum est donné par :

Broadcast dominant
Instance :Un graphe G = (V| E) d’ordre n et un entier positif k, k < n.
Question : Existe-il un broadcast dominant f de G tel que v,(G) =min)_, ., f(v) < k?

Heggernes et Lokshtanov montrérent que la Complexité algorithmique du probléme de
broadcast domination est polynomiale en O(n®) pour les graphes en général, bien que beau-

coup d’algorithmes plus rapides ont été construits pour des classes particuliéres de graphes.

Théoréme 2.6.1 [23].

Le probleme de broadcast dominant optimale est polynomial, de complezité O(n®).
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En 2004, Blair et al. [4] donnérent des algorithmes pour les graphes d’intervalles, les
graphes séries-paralléles et les arbres respectivement en O(n3), O(nr') = O(n®) et en
O(nh) = O(n?) ou r représente le rayon du graphe série-paralléle et h la profondeur de
I’arbre.

En 2006, Dabney et al. [?| apportérent un nouvel algorithme pour les arbres en O(n).
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CHAPITRE 3
NOMBRE DE BROADCAST INDEPENDANCE
DES GRILLES

Dans ce chapitre, nous citons quelques résultats connus sur le nombre de broadcast do-
mination du produit cartésien G1JG5 de deux graphes quelconques. Ensuite, nous établions
la valeur exacte de £,(P,,0P,), ou P, et P, sont deux chaines de longueur m et n respecti-

vement, m < n.

Soient P, et P, deux chaines de longueur m et n respectivement, et G,,,, = P,0PF,.
Notons les sommets de la grille Gy, ,, par v;;, 1 <7 <m, 1 < j < n. Deux sommets v; ; et
Uy, sont reliés par une aréte si et seulement si |i — k| 4 [j — I| = 1. Nous ferons référence aux
lignes et colonnes d’une grille par R* = {v;1, ..., v} et C7 = {v1,...., 05 ;}. Aussi, nous
ferons référence aux lignes et colonnes consécutives d’une grille par R = R ... |J R,
1 <4 <ig<met CW2=0Cn]..JC% 1<j <j, <n. Désigons par H'*72 le sous
graphe de G,,,, induit par les sommets de C7*72. Dans la suite de ce chapitre, on supposera

sans perte de généralité que 1 < m < n.

On dit que deux sommets v € V(G) et v € V(G) sont antipodaux si et seulement si
d(u,v) = diam(G).

3.1 Nombre de broadcast domination du produit cartésien de deux graphes

Pour le nombre de broadcast domination d’un produit cartésien de deux chaines P,,[1P,,

il a été déterminé par Erwin :

Théoréme 3.1.1 [15,[16]. Pour tous entiers m et n avec 2 < m <n,

() = rad(Gr) = | 5] + 5.
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Concernant le nombre de broadcast domination d’un produit cartésien de deux cycles C',,,[JC,,,

il a été déterminé par Bresar et Spacapan.

Théoréme 3.1.2 [7/.

Pour tous entiers m et n avec 2 < m < n,

rad(C,,0C,) sim ou n est impair,

C,0cC,) =
0l ) { rad(C,,0C,) — 1 sinon,

ou,
mn - sim et n sont pairs,
rad(Cr,0C,) = ¢ 2H2=2 i m et n sont impairs,
m4n—1

sinon.

3.2 Calcul de 3, pour la classe des grilles G, ,,

Pour tout graphe G = (V, E), la chaine d’inéqualités i,(G) < rad(G) < diam(G) < [y(G)
est vérifiée [15]. Du Théoréme 2.5.2] cette chaine peut étre étendue en ajoutant une relation
entre 7,(G) et i,(G), & savoir 1,(G) < ip(G).

Nous rappelons 2 résultats énoncés au Chapitre 2.

Théoréme 2.5.2] [17].
Soit f un broadcast indépendant sur un graphe G. Si V™ = {v} alors f est maximal si et
seulement si f(v) = e(v). Par ailleurs, si |[V| > 2, alors f est maximal si et seulement si les

deux conditions suivantes sont satisfaites :
(i) f est un broadcast dominant et
(ii) pour tout v € V*, f(v) = min{d(v,u) : u € VT \ {v}} — L

Soit M un sous-ensemble de sommets de G tel que pour toute paire de sommets u et v

de M, d(u,v) = diam(G), et soit u(G) la cardinalité maximum d’un tel sous-ensemble de G.

Proposition 2.5.7] [15].
Pour tout graphe G,

Go(G) > pu(G)(diam(G) — 1) > 2(diam(G) — 1)
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et cette borne est atteinte.

Dans sa Ph.D.dissertation [16], D. Erwin a déterminé la valeur exacte de G,(F,), n € IN*.

Il a prouvé que la borne inférieure donnée dans la Proposition 2.5.1] est atteinte.
Proposition 3.2.1 [16/. Pour tout entier n > 2,

Bu(Pa) = 2(n — 2).

Dans la suite, on supposera donc m > 2.

Lemme 3.2.2 [6] . Soit f un broadcast indépendant sur G, si diam(G) > 2 et |[VT| < 2,
alors

f(V(Q)) < 2(diam(G) — 1)

PREUVE :

Soit f un broadcast indépendant sur G. Si |[VT| =1, ¢’est & dire V' contient un unique
sommet broadcast xi, alors f(V(G)) = f(z1) < e(z1) < diam(G) < 2(diam(G) — 1).
Maintenant si |V =2 et VT = {z1, 22}, alors f(x1), f(22) < d(x1,22) — 1, et f(V(G)) =
f(x1) + f(xe) < 2(diam(xy1,x2) — 1) < 2(diam(G) — 1).

S0it Gy, avec 2 < m < n, une grille dont I’ensemble des sommets est noté par V,,, .
On note par R(z) =i, 1 <i < m, la i®™ ligne ou le sommet x appartient et par C'(z) = j,
1 < j < n,la j*™¢ colonne ou le sommet x appartient.

Pour un broadcast indépendant f, soit V* = {x1,..., 24} ot pour chaque i, 1 <i <t —1,
Clz;) =k <Clxip1) =01 <k <{<n.

Soit R, = {v € R : f(v) >0}, CL. = {veC: f(v) >0}, R = R*{J...UR?,
1<ip<ig<met CP”2=0C"...UC?,1<5<jp<n.

Pour la détermination du (,(G,, ), nous utiliserons souvent la proposition suivante.
Proposition 3.2.3 [6/. Soit f un broadcast indépendant sur Gy, , n > m+1. Pour chaque
entierk , m<k<n-—1,

6b(Gm,k) + Zvedﬁ“'" f(’U) Sl |Ci7k| > 2,
min{d(z,u) : u € C¥"} 4 ZUECiJrl,n flo)y—1 si|CY|=1.

]
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PREUVE :

Si \C}rk\ > 2, alors f; ,, est un broadcast indépendant sur H . En effet, pour chaque
sommet v € V(HY), f(v) < min{d(v,u) : u € C"\ {v}} =1 < min{d(v,u) : u €
CF\ {v}} =1 < e(v) dans HY* et si aucun sommet broadcast ne f-domine un autre
sommet broadcast dans G,, ,, alors la méme propriété est préservée dans H* .

Puisque H* est isomorphe & Gy, , nous concluons que ,

f(vm,n):f/HLk( Hlk Z f <Bb Z f

k+1,n k+1,n
veck veCk

ALk 1,k 1 s . .
Si|C%| =1, alors C[" est réduit & un sommet unique z; . D'ou

FWma) = flx)+ > fv) <min{d(z,u) :ue C" =1 > f(v)

k+1,n k+1,n
veCT veCy

3.2.1 Calcul de By(G,y ) pour m = 2,3, 4

Il est facile de voir que diam(G,,,) = m +n — 2. La borne dans la Proposition 2.5.1]
n’est pas atteinte que pour les chaines. Nous prouverons que les grilles & m lignes, ou m < 4

satisfaient aussi cette propriété.

Proposition 3.2.4 (6] . Si f est un By-broadcast de Gy, ., et |VT| > 2, alors C(z1) =1 et
C(z¢) = n.

PREUVE :

Supposons le contraire, c’est a dire C'(z1) > 1 ou C(zy) < n. Si C(x1) = k > 1 et
1 = v pour un certain 7, alors nous pouvons définir un nouveau broadcast indépendant
g sur Gy, avec g(v;1) = f(z1) + k — 1,9(vig) = 0, et pour tous les autres sommets v,
nous posons g(v) = f(v). Le broadcast ¢ est indépendant sur G,,,, et a un cotut g(Vp,,) =
fVm) + k=1 > f(Viun) = Bo(Gn), ce qui contredit 'optimalité de f. Par conséquent
x1 se trouve dans la premiére colonne et, de la méme facon, x; se trouve dans la derniére

colonne de G, ,.
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Remarque 3.2.5 Pour déterminer une borne supérieure de [By(Gpmn), nous pouvons doré-
navant, grace a la Proposition supposer dans les preuves que pour chaque broadcast
indépendant mazimum [ avec l'ensemble des sommets broadcast V* = {xy,..., 2}, nous
avons 1 = C(zy) < ... < C(x;) = n. Par ailleurs, le Lemme[3.2.2 combiné avec la Proposi-
tion [2.5.1 nous permet de dire que si |V =1, alors Bp(G) < diam(G) < 2, et si |[VT| =2,
alors By(G) = 2(diam(G) — 1) ot xy et xo sont antipodauz. Aussi, nous supposerons dans la
suite que |VT| > 3, dés que diam(Gp, ) > 2.

Théoréme 3.2.6 [6]. Pour tout entier n > 2, B,(Ga,) = 2(n — 1).

PREUVE :

Il est facile de voir que ((Ga2) = 2. Supposons, soit n > 3 et soit f un broadcast
indépendant avec au moins trois sommets broadcasts. Les sommets z; et z, de V', qui
se trouvent aux coins de Gy, f-dominent 2f(x1) + 1 et 2f(x;) + 1 sommets, mais tout
autre sommet broadcast f-domine 4 f(v) sommets. Par la définition d’une fonction broadcast
indépendant, chaque sommet de la grille Gy, est f-dominé au plus trois fois, & I’exception
des sommets broadcasts qui sont f-dominés exactement une fois. Il s’en suit, 2fx1) + 1 +
A(f (Vo) = f(@1) = F@0) + 2 (@) + 1 < 320 — 1) + £ Do, 4 (Vo) < 6n — 2 — 2 +
2(f(x1) + f(xy)). Puisque t = |[V*T| > 3, la valeur de f(x1) + f(x;) ne dépasse pas n — 1.
Donc, 4f(Va,) <8n—10 < 8(n—1), c’est a dire, f(V2,,) < 2(n—1). Par la Proposition Z5.T]
Bo(Ga,) > 2(n — 1). Ainsi nous déduisons qu’'un broadcast indépendant sur G, n > 3, est

maximum si et seulement si [V1| = 2 et les sommets d’un [,-broadcast sont antipodaux.
]

Dans les démonstrations qui suivent, nous utilisons principalement des preuves par in-
duction. Pour alléger la rédaction, chaque fois nous utilisons une inégalité qui résulte de
I’hypothése d’induction ou de la Proposition B.2.3] nous ne spécifierons pas les raisons qui

ont mené a cette inégalité.

Théoréme 3.2.7 [6]. Pour tout entier n > 3, By(Gs.,) = 2n.

PREUVE :
De la Proposition 2.5.1], il suffit de prouver I'inégalité £5,(Gs,) < 2 (diam(G) — 1) = 2n

. Nous procédons par induction sur n. Il est facile de voir que pour n = 3, 5,(Gs3) = 6.
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Supposons que le résultat est vrai pour toutes les grilles G55, 3 < k < n. Soit f un broadcast
indépendant sur G5 avec |V| > 3 et soit £ = f(x;). Puisque |V | > 3, nous avons nécessai-
rement 0 < ¢ < n. Sif =n—1, alors les seuls sommets qui ne peuvent pas entendre x; sont au
nombre de deux et ont forcément un poids égal a 1. D’ou, f(V3,,) =2+ f(vsn) =n+1 < 2n.

Supposons maintenant que ¢ < n — 2. Nous considérons trois cas :
Cas 1. x, = v3, et 2y & C™.

Si ¢ =1, alors
f(Van) < Bo(Gan-1) + fo) <2(n—1)+1=2n—1,

et si2 <V <n-—2,alors

F(Van) < Bo(Ganri1) + fz) <2(n— L+ 1)+ £ < 2n.

Cas 2. x; = v3, et k1 € C™.

Parce que les deux sommets x;_; et z; appartiennent a la méme colonne, nous devons
avoir x4y = vy, f(zi—1) = f(ar) = 1 et f(va,—1) < 1. Pour la grille 3 x 4, c’est simple de
voir que f(V34) < 6. Soit maintenant n > 5.

Si |[C1"7? > 2, alors

f(‘/g,n) S ,Bb(Gg,n_Q) + f(Ug,n_1) + f(Ul,n) + f(Ug,n) S 2(n — 2) +3=2n—1.
1,n—2

et si |[C"7| =1, alors

f(%,n) S (n - 1) + f(v2,n—1) + f(vl,n) + f(v3,n) S n + 2.

Cas 3. xy = vy .
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Si ¢ = n—2, alors la somme des valeurs des sommets vy 1, V1,2, V2.1, V3,1, Us 2 qui ne peuvent

pas entendre le sommet broadcast vy,, est au plus 4, donc

f(Van) <44L=n+2.

. . _ . 1.n—¢ , .
Si ¢ <n — 3, alors vy, f-domine C"~**1". Puisque |C;" ™| > 2, nous déduisons,

F(Van) < By(Gani) + fzr) < 2(n— ) + £ < 2n.

Donc dans tous les cas nous avons prouvé que f(V5,,) < 2n. Il s’en suit £,(Gs,) < 2n.

Proposition 3.2.8 [6]. Les sommets d’un By-broadcast de Gs.,, sont antipodauz.

PREUVE :

D’aprés la Remarque 3.2.5] le résultat est vrai pour chaque fy-broadcast de G, tel que
|[V*| =2, et par le Théoréeme B.2.7] nous savons aussi que le cout de chaque broadcast indé-
pendant est au plus 2n. Donc, nous devons seulement vérifier qu’avec plus que deux sominets
broadcasts, aucun broadcast indépendant n’a un cout qui atteint la borne 2(n — 1).

Soit f un broadcast indépendant sur Gj,, tel que |[V*| > 3. De la preuve du Théoréme
B.2.7 il suffit de voir que pour f(vs,) =2 et 241 € C’Jlr’"_l, on a f(Vs,) < 2n prise. Nons

considérons deux cas.

Cas 1. f(vin-1)+ f(vin-2)+ f(van_2) < 2.

Pour les petites valeurs de n, nous pouvons voir facilement que f(V33) < 4, f(V34) <6
et f(V35) < 8. Supposons maintenant que n > 6. De la Proposition B.2.3] et le Théoréme

B2
FVan) = > f@)+ (Frn1) + F(in-2) + f(2n-2)) + f(vsn)

1,n—3
velCy

< Bp(G3pn3) +2+2=2n—2
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si |18 > 2, et

f(Van) = f(x1) + (f(vin-1) + f(1n—2) + f(von-2)) + f(v3n) <n+4,

sinon.

Cas 2. f(vin-1)+ f(Vin-2) + f(von—2) = 3.

Ce cas implique n > 5, f(v1,_2) = 3 et aucun élément de VT ne se trouve sur C" 3.
Pour n =5, f(Va5) = f(vs1) + f(vis) + f(vss) <3 +3+2=8.

Pour n =6, f(V36) = (f(v21) + f(vs1) + [(vs2) + f(via) + fvse) <4+3+2=0.
Pour n > 7, nous avons de la Proposition B.2.3] et le Théoréme B.2.7]

v3n - Z f +fU1n 2)+f(U3n)<ﬁb(G3n 4)+3+2—2n—3

UECl ,n—4

si |[CY" > 2, et

F(Van) = flz1) + f(vina) + f(vsn) < (n—2)+3+2=n+3,

sinon.

Donce, f(V3,,) < 2n pour tout entier n > 3.

Théoréme 3.2.9 [6]. Pour tout entier n > 4, Bp(G4n) = 2(n + 1).

PREUVE :

De la Proposition 2.5.1], il suffit de prouver que §,(G4,,) < 2(n+1). Nous utilisons encore
I'induction sur n. Il est facilement de vérifier que 5,(Gq4) = 10, 5p(Gas) = 12, 5(Gag) = 14.
Supposons que le résultat est vrai pour toutes les grilles G4 5,6 < k < n et soit f un broad-
cast indépendant sur Gy, satisfaisant |V | > 3. Soit £ = f(z;). Il est clair que ¢ < n sinon

|[V*| < 2. Nous distinguons quatre cas.

Cas 1. ¢ > 4.

Le sommet broadcast z; f-domine C"~3m et |C1" 2| > 2, donc

Vi) = D F@)+ f(@) < By(Ganraz) + F(2) < 2(n— €+ 3) + 0 < 2n+2

UECl n—L+2
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Nous observons ici que si z; ne se trouve pas au coin de Gy, la borne 2(n + 1) peut étre

améliorée parce que nous aurions

f(Vin) = Z f()+ f(ze) < Bp(Gan—rs1) + fxr) <2(n—L+2)+ 1 < 2n.

1,n—0+1
veCy

Cas 2. /= 3.
Selon la position de z, sur la derniére colonne de la grille G, ,,, seulement deux possibilités

sont envisageables sans perte de généralité : (i) x; = vy, et (1) xp = vy,

(i) Ce cas implique qu’il n’existe aucun sommet broadcast sur la colonne C™!. Alors
ICL" 72 > 2, et

f(Van) = Z f()+ f(vsn) < Bo(Gan—2) + f(usn) <2(n—1)+3=2n+ 1.

veCl =2

(ii) Ici, nous ne pouvons pas dire comme précédemment que C’i_l = (). Considerons en
premier, le cas ou f(vy,-1) # 0.

Nous avons soit f(v1,—1) = 3, auquel cas vy, f-domine C"" 2 soit f(v1n_2)+ f(van_2)+
f(v1,-1) < 2. Do,

f(Vin) = Z f(v f(vin—2) + f(van—2) + f(v1n-1)) + f(vin)

UGCl ,n—3

Sﬁb(Gzl,n_g)—l—?)—FB§2(7’L—2)—|—6:27’L—|—2

si |Ci’"_3 > 2 et

fWan) = f(21) + (f(vin2) + fvam—2) + f(v1n-1)) + f(van)
<(n-1)+3+3=n+5,

sinon.

Pour le cas restant, c’est a dire f(vy,-1) = 0, nous procéderons comme dans (7).

Cas 3. ¢ =2.

Sans perte de généralité, nous pouvons examiner que trois possibilités pour la position de
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@yt (1) T = vz OU Ty = Vg et C(x4-1) < 0y et (i1) zp = vy, et C(z4-1) = n.

(i) Puisqu’il existe un seul sommet broadcast v4,, dans la colonne C" et |C'1 " 1| > 2,

FWVam) = > f0) + f(vsn) + f(v4n) < Bo(Gamer) +2 < 20 42
Clnl

(ii) Le fait que C%} = {v1,,, Vs, }, nous obtenons inévitablement f(vi,—1) =0 et f(vi,) +

f(van—1) < 2. Par conséquent,

‘/471 - Z f +fvln)+f('u2n 1)+f('U4n)

601" 2
< Bp(Gan—s)+2+2<2(n—1)+4=2n+2
si |[CV"7% > 2, et

FVan) = f(@1) + flvam1) + f(oin) + floan) < (n—1)+2+2=n+3,

sinon.

Cas 4. (=1.
La somme des valeurs des sommets broadcast appartenant a C™ varie entre 1 et 4. Commen-

cons avec le cas ou la somme est au plus égale a 2. Nous avons

FVin) = Y f0)+ Y f(0) < Byl(Gapnr) +2< 20 +2

vechn~! vely
si |[CY"H > 2, et
f(Vin) = +> f)<(n+1)+2=n+3,
veln
sinon.
Maintenant, si ngCﬁ f(v) > 3, alors f(vi,) = 2, et nous revonons au cas 3(ii) pour

conclure. D’ot1, dans les deux cas, nous avons prouvé que f(Vy,) < 2(n + 1). Par consé-
quent, B(Gypn) < 2(n+1).
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G
Proposition 3.2.10 [6/. Les sommets broadcasts d’un By-broadcast de G4, sont antipodauz.

PREUVE :

Pour n < 10, un examen complet de toutes les possibilités de répartir les parts de la par-
tition du nombre entier 2(n + 1) sur les 4n sommets de la grille G4, en tenant compte des
conditions d’un broadcast indépendant, méne a deux choix seulement qui sont des sommets
antipodaux. Supossons alors n > 11. Par la méme idée de la proposition B.2.8 nous avons
besoin de vérifier le résultat que lorsqu’on a plus que deux sommets broadcasts. Soit f un
broadcast indépendant sur Gy, tel que |V | > 3, et soit £ = f(x;),0 < ¢ < n. De la preuve
du Théoéme B.2.9 il suffit de considérer les cinq cas suivants :

Cas 1. Ti—1,Ts € C" et f(.l’t_l) = f(l‘t) =1.
Nous considérons deux sous cas :

Cas 1.1. 241 = V1, €6 Ty = Vyp.

C™~! contient au plus un sommet broadcast dont la valeur ne dépasse pas 1. Donc,

f(‘/;l,n) < ﬁb(G47n—2) + 1+ f(l't_l) + f(ZL't) =2n+1

si |[CY"7% > 2, et

fWVan) = f(@) + 14 fea) + f() < (0 =2) +3=n+1,

sinon.

Cas 1.2. (z4-1,21) € {(V1.0, V3.0)s (Van, V) }-

Soit ¢ le plus petit entier qui satisfait |[C°| = ... = |C%?| = 2. Le cas ¢ = 1 implique
immédiatement que f(Vi,) = 2n. Supposons que ¢ > 2. Puisque la colonne est réduite a un
élément x;_o(,—;+1) tel que f(24_a(n—i+1)) < 1, nous déduisons :

Pour i =2, f(Vin) = f(z1)+2(n—1)<1+2(n—1)=2n—1.

Pour i =3, f(Vin) = ZveCl 2 f(v)+2(n—2)<3+2(n—2)=2n-—1.

) =2 e i3f(v)+2(n—3) <542(n—-3)=2n-1.
) =2 e

(
Pour i =4, f(Vi,
Pour i =5, f(Van, e i4f(v)+2(n—4)§7—|—2(n—4):2n—1.

)

Pour ¢ > 6,
F(Vin) < Bo(Gria) +1+2(n—i+1)=2n+1
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si [C1772) > 2, et

fVin) < flz)+14+2n—i+ D)< (i—1)+1+2m—i+1)=2n—i+2<2n—4,

sinon.

Cas 2. f(usyn) =2o0u f(v4n) =2 et C(xi-1) < n.

Nous étudions chaque cas séparément .

Cas 2.1. f(vs,) =2.
Soit ¢ le plus petit entier tel que f(2;—(—s)) = ... = f(x) = 2. Il est facile de voir que
1 >n—3.

Sii=mn—3, alors f(vsn) = f(v10-1) = f(van-2) = f(van-3) =2 et C7* = 0. D'ou
fVin) < Bo(Gan—s) +2(4) =2n
si |C1"7%) > 2, et

F(Vim) < (n—3)+2(4) =n+5,

sinon.

Maintenant, si i > n — 2, alors f(2¢—(n—i+1)) < 1. Nous déduisons que
F(Vin) < Bo(Gaia) +142(n—i+1)=2n+1

si |[CV772) > 2, et

f(Van) <i+14+2n—i+1)=2n—i+3<n+5,

sinon.

Cas 2.2. f(v4n) =2et C(x4—1) < n.
Si f(vl,n—l) + f(v2,n—1) S 17 alors

F(Van) < By(Gan—a) +1+2=2n+1
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si |[CY"7% > 2, et

J(Vin) <(n—1)41+2=n+2,
sinon.

Si f(vin-1)+ f(van-1) > 2, alors soit f(vy,—1) = 2, auquel cas, on revient au sous cas 2.1.,
avec i > n—2,0u f(vi,_1) =3 (ou f(ve,_1) = 2), qui implique C""? = ) et par conséquent

f(Van) < Bp(Gaps) +3+2=2n+1

si |[CY"7% > 2, et

fVin) <(n—1)4+3+2=n+4,

sinon.

Cas 3. f(van) =2, C(xi—1) =net f(vi,) + f(van_1) = 2.
Nous considérons deux sous cas :

Cas 3.1. f(v1,) = 2.
Les sommets broadcasts v, et v4, f- dominent la colonne C’i_l. Nous avons soit f(ve,—2)+

f(v3n—2) <1, auquel cas
fVin) < Bp(Gaps) +1+4=2n+1

si |[CY"7% > 2, et
fVin) <(n—1)+1+4=n+4,

sinon, ou f(vgu—2) =2 (ou f(vsn—2) = 2) et nous pouvons continuer de la méme maniére

que le sous cas 2.1., avec ¢ > n — 5, pour conclure.

Cas 3.2. f(van-1) = f(v1,) =1
Nous avons soit f(v1,-2) + f(v3,—2) < 1, cas auquel

fWin) < Bp(Gan—3) +1+4=2n+1

si |[CV"7% > 2, et

JVin) <(n—1)+5=n+4,
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sinon, ou f(v1,-2) = f(vsn_2) =1 et donc, nous pouvons continuer comme le sous cas 1.2.

pour conclure.

Cas 4. f(vgn) =3 et f(vip_1)=3.
Sauf le sommet v3,,_3 ol sa valeur est au plus trois, les sommets broadcasts vy, et vy ,_1 f-
dominent tous les sommets de C"~3n=2,
Si f(vsn_g) <1, alors

f(‘/;l,n) S 6b(G4,n—4) +14+6=2n+1
si |[CV"7Y > 2, et

fVin) <(n—1)4+7=mn+6,

sinon.
Si f(vsn_3) > 2, alors Ot =0et

fVin) < Bp(Gap—s)+3+6=2n+1

si [C7"7°] > 2, et
f(V4,n) < (n—3)+3+6:n+6,

sinon.

Cas 5. f(vg,) =4
La valeur du sommet v; ,_o est au plus 4, et le sommet broadcast vy, f-domine tous les

sommets de C"1". Si f(vy, o) < 1, alors
F(Vin) < Bp(Gaps) +1+4=2n+1

si |CL"73 > 2, et

sinon.
Si 2 < f(vyn_2) <3, alors C"3 = () et par conséquent,

F(Vin) < Bp(Gan-a) +3+4=2n+1

si |C2" 7Y > 2, et
fVi,)<(n—2)+5=n+3,
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sinon.
Si f(v1,—2) =4, alors C’_’i_4’"_3 = () et donc,

FVin) < Bp(Gans) +4+4=2n

si |[CY"7°] > 2, et
fVin) <(n—2)4+4+4=n+6,

sinon.

Ainsi, dans tous les cas, nous avons prouvé que f(Vy,) < 2n+1. Comme 5,(Gyp) = 2(n+1),
nous pouvons dire que [Gy-broadcast a exactement deux sommets broadcasts qui sont néces-

sairement antipodaux.

]

Avec au moins trois sommets broadcasts, nous savons maintenant que chaque broadcast
indépendant a un cout au plus 2n + 1. Pour n = 7 et f(Vy,) =2 x 7+ 1 = 15, nous avons
soit |[VT] = 2 et les deux sommets broadcasts sont antipodaux, ou V™ = {z,z9, 23}, ou

f(.l’l) = 5 pour x; - {’UL4,’U471, 1)4,7} (Oll xX; - {1)4,4,’11171,’11177}) et f(ﬂ?z) = 0, sinon.

Proposition 3.2.11 [6]. Soit n # 7. les sommets broadcasts d’un broadcast indépendant sur

Gayp de cott 2n+ 1, sont antipodauz .

PREUVE :

Soit n un entier, n > 4. Pour n = 4,5, 6, nous pouvons vérifier que le résultat est vrai
par une investigation de toutes les posibilités. Soit f un broadcast indépendant sur Gy,
n > 8. Nous prouvons le résultat avec |V*| > 3, en particulier nous montrerons qu’avec
trois sommets broadcasts, f a un colt au plus égal a 2n. Supposons le contraire, ¢’est a dire
f(Vin) = 2n + 1. Des preuves du Théoréme et de la Proposition [3.2.101 nous ferons
I’étude que pour les cas suivants.

Soit £ = f(z¢),0 < { < n.
Cas 1. zy_1, 1, € C™ et f(ayq) = f(zy) = L.
Soit ¢ le plus petit nombre entier, i > 6, qui satisfait [C%| = ... = |C%| = 2, |C37% > 2

et f(zi—om-it1)) = 1. Comme f/yri-2 est un Fy-broadcast sur H''~2, et de la Proposition
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B.2.10, on obtient (f(vi1), f(vai—2)) (ou (f(van), f(vii—2))) = (i — 1,4 — 1), qui implique

1 — 1 < 2, une contradiction.

Cas 2. f(usy) =2o0u f(van) =2 et C(x—1) < n.

Si f(vsn) = 2, f(Tr_(moizn) = 1,0 > n—2 et [037%| > 2, ot 4 est le plus petit nombre
entier tel que f(z_(n_s)) = ... = f(x) = 2, alors f/yri—2 est un By-broadcast sur H'~2
et (f(vi1), f(vai—2)) (ou(f(var), f(vii—2))) = (¢ — 1,4 — 1), qui implique ¢ — 1 < 2, une
contradiction.

Si f(van) =2, f(v10-1) = 1 (resp. 3) et |C1"?| (vesp. |C"7°|) > 2, nous continuons comme

précédemment en remplacant i par n (resp. n — 1)

Cas 3. f(vgn) =2,C(zi1) =net f(uiy,) + f(van1) = 2.

foin) =2, f(van-2)+ f(vsn2) =1 (resp. f(vin) = f(v2n-1) = 1), f(010-2) + f(v3n—2) = 1
et |C1" % > 2 ménent & f/p1n-s est un By-broadcast sur H" 3 et (f(vi1)+ f(van_3)) (resp.
(f(va1) + f(vin-3)))=(n —2,n — 2), impliquant n — 2 < 2, une contradiction.

Cas 4. f(vsn) =3 et f(vin_a) =3, 0u f(ven) =3 et f(vin_1)=3.

Si f(vsn) = 3 et f(vi,-2) = 3, alors f/p1n-s est un By-broadcast sur H"3 et (f(vi1) +
f(van—3)) (ou (f(va1)+ f(v1n-3)))—(n—2,n—2), impliquant n — 2 < 3, une contradiction.
Si f(vsn) =3 et f(vr,,—1) = 3, alors deux possibilités peuvent se produire :

(i) f(vgn_s) =1 et |CT" Y > 2, ou (ii) f(vgn_3) >2et |C7"7°| > 2.

(1) La fonction f,p1.n-a est un fy-broadcast sur H"~* et (f(vi1) + f(van-1)) (ou(f(va1)+

f(v1n-4))) = (n —3,n —3), impliquant n — 3 < 2, une contradiction.

(ii) La fonction fgin-s est un fy-broadcast sur H'" 7 et (f(vi,1)+ f(van-5)) (ou(f(vay)+

f(v1n-5))) = (n —4,n —4), impliquant n — 4 < 3, encore une contradiction.

Cas 5. f(vgyn) =4 ou f(v4n,) =5.

Si f(van) = 4, f(vips) = 1 et [CL"7] > 2 (vesp. f(vsn) = 5), alors f/min—s est un
By-broadcast sur H'" 3 et (f(vi1) + f(van_3)) (ou(f(va1) + f(v1n3))) = (n —2,n — 2),
impliquant n — 2 < 2, (resp. 5), une contradiction.

Si f(van) =4, f(V1n-2) = 3 et |Cy" ! > 2, alors f/gin-1 est un By-broadcast sur Hm*
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et (f(vi1) + f(vgn-a)) (ou (f(var) + f(vin-a)))—(n —3,n — 3), impliquant n — 3 < 3, une
contradiction.

D’ou il n’existe pas de broadcast indépendant avec trois sommets broadcasts et de cotit égal a

2n+ 1. Par conséquent, |V | = 2 et les sommets broadcasts sont nécessairement antipodaux.

B

3.2.2 Calcul de By(G,y ) pour m > 5

Définissons les broadcasts f sur G5 5 (voir FIGBIl(a)) et g sur G5 ¢ (voir FIGBII (b)) par
) 3 stve{vi, v, vs3,051, 055}
flz) = .
0 sinon,

et
3 sive {01,6,113,4, V5,2, U5,6}7
g(x) =< 4 siv=uv,,

0 swnon.

(a) (b) (c)

FIGURE 3.1 — Les grilles

La fonction f (resp. g) est un [, -broadcast de G55 (resp. G56) de cotut égal & 15 (resp. 16).

Pour les autres valeurs de m et n, a savoir 5 < m < n, nous avons le résultat suivant :
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Théoréme 3.2.12 [6).

Pour tous nombres entiers m et n, 5 <m <mn, (m,n) # (5,5), (5,6),

mn

5b(Gm,n) = (T—I .

PREUVE :
Soit f le broadcast sur G, , défini par

1 sii+ 7 est pair ,
fla) = { .
0 sinon,

ou b <m<net(m,n)#(55),(5,6) (voir Gg7 dans FIGBI (c)).

Ainsi définie f est un broadcast dominant de cout égal a [%%], d'ott By(Gpyp) > [5BE].
Maintenant, nous prouvons l'inégalité dans l'autre sens. Pour cela, nous utilisons l'induc-
tion sur k = m + n,m < n. Le résultat peut étre vérifié directement pour (m,n) = (5,7)
ou (m,n) = (6,6). Supposons que le résultat est vrai pour toutes les grilles Gy, ., avec
m+n < k,5<m <n, et soit Gy, ,, le graphe avec m +n = k. Soit f un broadcast indépen-

dant sur G, , avec au moins trois sommets broadcasts. Nous distinguons trois cas :

CaS 1 . Zvecj:f?),n f('U) S 2m
Nous considérons deux sous cas :

1,n—4
Cas 1.1. |C"7| = 1.
L’existance ou non des sommets broadcasts sur les deux colonnes consecutives C™~*"~2 nous

incite a étudier les deux possibilités suivantes :

(Z) Cn—3,n—2 — @ et (ZZ) Cn—3,n—2 7& @ .

(i) Ce cas implique que les deux derniéres colonnes contiennent au moins deux som-
mets broadcasts. Alors f/gn-1» est un broadcast indépendant sur le sous graphe H n-ln
qui est isomorphe a Gy ,,. Par conséquent, la valeur de ses deux colonnes est au plus
By(G2,m) = 2(m—1). De plus, |[V*| > 3implique que f(z;) < (diam(Gy,)—1)—1 = m+n—4.
Alinsi,

V) = fla)+ > f)<m+n—4+2m—1)=3m+n—6< [%1.

n—1,n

velCy
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(i1) Ici f(zq) est égal au plus d(z11, Tmpn-3) — 1 (ou d(xp 1, 21n—3) — 1)), car sinon chaque
sommet de C"~3"~2 entend un broadcast de z;, une contradiction. Donc f(x) < m+n—5. A
ce stade 14, nous observons que si f(z1) = m+n—>5, alors nécessairement x; est un sommet de
coin du la grille, c’est a dire x; = vy, 1, et parmi les six sommets v1 ,—2, V1 n—1, Vin, V2,01, V2n
et v3 ,, non dominés par z, il existe au moins deux sommets broadcasts. En regardant toutes

les possibilités, nous trouvons

fin—2) + f(vin-1) + f(vin) + f(v2n-1) + f(v20) + f(v3,) < 6.

Par conséquent,

fVmn) < (m+n—5)+6=m+n+1,
si f(z1)=m+n—>5, et
f(Vinn) < (m+mn—6)+2m =3m+n—6,

sinon.
D’ou, dans les deux cas, nous obtenons f(Vi,,) < [%*].

Cas 1.2. |C1" 7Y >2.

Sim < n — 4, alors nous avons immeédiatement

Yo f+ Y. f) € Bu(Grna) +2m

vecy™ veC 3
—4
2
Supposons maintenant n — 3 < m < n. En regardant attentivement les petites valeurs de n,

1 +2m =[],

n = 7,8, nous trouvons f(V;,n») < [%*]. Soit alors n > 9. Puisque f/g1.n-4 est un broadcast

indépendant sur le sous graphe H"~* et H'"* est isomorphe & G,,_4 ,,,, nous concluons que

> ) < B(Gaoa) < [T
vecy" !

D’ou,
FVin) < T2 o = [0,
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Cas 2. Zuecf&” floy=2m+1etm#T7.

La fonction f/pn-sx est un broadcast indépendant sur H"~3", Puisque H" 3" est isomorphe
a Gym, Zvecfsv" f(v) € {2m +1,2m + 2}.

Ainsi, la Proposition et la Proposition B.2Z.11] permettent d’affirmer que les quatres
derniéres colonnes contiennent seulement deux sommets broadcasts qui sont soit vp,,—3
et vy, SOIt vy ,—3 €t Uy, p. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que C’i_?”" =
{11, U3}

Suivant la largeur de la G, ,,, nous distinguons deux sous cas :

Cas 2.1. m <n-—>5.

Les éléments de C7>" f-dominent C™~*. Alors soit |C}"°| > 2, auquel cas

Vi) = > f@)+ Y f(0) < By(Grs) +2m +2

1,n—5 n—3,n
veCy veCy

Tﬁ%191+mn+2g(TﬁL

<[ 5

1,n—5
ou |C"7°| =1, auquel cas

fVinn) = fx) + Y f(0) < (d(opg)11,010) = 1) +2m +2

veCif3’"
m mn
:n—4+L§J+%n+2§(7?]

Cas 2.2. n—4<m<n.

Nous savons que le couple (f(v1,n), f(Vm,n—3)) aseulement trois choix, qui sont (m+1,m), (m, m+
1) ou (m+1,m+1). Commencons par prouver que, les sommets broadcasts vy ,, €t vy, n—3 f-
dominent non seulement la derniere ligne R™ mais aussi | 3 | colonnes consécutives Cn=L51=3n=3,
Pour ceci, soit v,,; un élément de R™. Nous avons d(v, i, Vmn—3) =n—3—i<n—4 <m.

Alors d(vim,i, Vimn—3) < f(Umn—3) €t v,; entend un broadcast de vy, ,_3. Maintenant soit v; ;
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| 5] —3,n-3

un élément quelconque de C™~ , nous supposons en premier que f(vy,) =m+ 1 et

f(Vmn—3) = m.
Sii>|%], alors

d(vﬁj>vnun—3) - d(vﬁjavnuj)‘+'d(vnuj>vnun—3)
. . m m
= (m—z)+(n—3—j)§m—L5J+n—3—(n—L§J—3)

= m= f(vmn-3)
Sii<[%]—1, alors

d(vij,v10) = d(vij,v1;) +d(v,vi,) = (0 —1)+ (n—j)

< (IFl-2+n—(-[F] -39 =20F]+1<m+1=f(or).

Par conséquent v; ; entend un broadcast de vy, ,—3 ou vy, pour chaque entier ¢, et pour tout
Jon—1%]-3<n-3.

Un argument analogue méne au méme résultat quand (f(v1m), f(Vmn—s)) = (m,m+ 1) ou
(m+1,m+1). Observons d’abord que le nombre entier n — [ % | doit étre plus grand que 4,

car sinon la premiére colonne de la grille G, ,, ne contienderait aucun sommet broadcast.
Si |[Ctm=L2 )4 =1, alors VT est réduit & trois éléments et

Vi) = Flar) + fl2) + flag) < (n =4+ [T]) +2m+2 <[],

Si |[CtmL2)74 > 2, alors n — 2] > 6. Nous divisons le reste de la preuve en :

(i) n— 2] =6, (il) n— 2] =7, (itd) n— 2] =8, (iv) n— 2] >9

(i) Le fait que vy, ,,—3 et vy, f-dominent C3n 3 JR™ et |Ci’2| > 2, la restriction de f aux
deux premiéres colonnes et les m — 1 premiéres lignes est un broadcast indépendant sur le
sous graphe induit par ces éléments. Puisque ce sous graphe est isomorphe a Gg,,_1, nous

déduisons que

Vi) = 3 f(0) +2m+2 < By(Gamer) +2m + 2
UEC}f

=2(m—2)+2m+2=4m—2< ["’;"1
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(ii) et (iii) De maniére semblable & (i), nous avons

FWn) = > f(0) +2m+2 < By(Gami) +2m + 2

’UECLS
—2(m—1)+2m+2=4m < (%1
sin=[%]+7, et
FVin) = D f0) +2m+2 < By(Gamer) + 2m + 2
UECL4

—om 4 2m+2=4dm+2< (%}

Sin=[%]+8.

(iv) Puisque le sous graphe H'"~L21=% — V(R™) est isomorphe a Gn|m|-am-1, 0t (n —
|5] —4)+(m—1) <m+netd<n—[%F]—4<m-—1, nous pouvons utiliser notre

hypothése d’induction pour obtenir

DR OR el S}

ectnTlEI ’
veby
Il s’ensuit ) . A
F(V) < (DO Dy < 20,

Cas 3. Zvecf;*&” fv) > 15 et m="T1.

St (V1,n, Umn—s) (0w (V14—3,Umn)) € {(7,8),(8,8),(8,7)}, alors nous continuons comme au
Cas 2.

Supposons que nous ne sommes pas dans ce cas, alors, nécessairement

(Vn—3,n, Van, V1n-3)) = (5,5,5) ou (V1n,Van—3,v7,)=(5,5,5). Ensemble, ces trois sommets

broadcasts f-dominent les six derniéres colonnes. Il s’ensuit

7(n — 6)

] n —2) ™
2

<[5

f(Van) <1 +15=]
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si |C3"77) > 2, et
7
[(Van) = flan) +15 < (n—2) +15 <[],

sinon.

]

Remarque 3.2.13 On a y(P3s0P)) = 8 = [p(Ps) X By(Py) =2 x 4, et GBp(PyOPs) = 12 <
51)(P4) Xﬁb(Pg,) = 4x6. Par contre, 51)(P2DP4) =6> 51)(P2) Xﬁb(P4) =1x4. D’ou 51)(GDH)
et Bp(G) x By(H) sont incomparables.
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CONCLUSION

Le travail qui a été réalisé dans ce mémoire concerne I’étude du nombre de broadcast

indépendance 3, dans les grilles.

Nous avons déterminé les valeurs de /3, pour la classe des grilles Gy, ,,, m < n. Nous avons
montré que By(Gppn) = 2(m+n —3) si m € {2,3,4} et By(Gppn) = [%2] sinon.

2

En conclusion, il serait intéressant de traiter les questions suivantes qui peuvent étre

considérées comme une suite de notre travail :

1.

Détermination de 3, pour le graphe produit cartésien de deux cycles, et d’un cycle par

une chaine.

. Détermination de 3, pour le graphe produit tensoriel, et pour le graphe produit fort

de deux chaines.

Détermination de (, pour les trois produits (cartésien, tensoriel, et fort) de deux

graphes quelconques, respectivement.

Détermination soit des valeurs exactes soit des bornes pour 5, pour d’autres classes de
graphes.

Etude de la complexité algorithmique de f[,.

Caractérisations des graphes pour lesquels :

(1) B(GOH) = By(G) x Bp(H).
(i) B (GUH) < By(G) x By(H).
(iii) By(GOH) > By(G) x Bo(H).
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