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Abstract 
 
 
 
      The purpose of the present thesis is to examine how in first approach the 

variational perturbation theory (VPT) can be applied to the generalized 2D and 3D-

complex cubic potentials by resuming the weak coupling series of the ground-state 

energy. These series are derived using the Feynman diagrammatical expansion 

and recursion relations deduced from Bender-Wu method. The results obtained in 

weak-coupling limit seem to converge to the exact result in low orders, so that the 

divergence of that series becomes important when the expansion is driven to the 

higher-orders. Therefore, it is necessary to find means for treating the divergent 

perturbation series, including the strong-coupling limit. In the strong-coupling limit, 

the complex potentials 2D and 3D are reduced to the potentials without a 

harmonic term. It turns out that the rate of convergence is not satisfactory. 

Therefore, combining the effective potential to the VPT permits the improvement of 

the rate of convergence.   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



  

 
 
 

Résumé 

 
 
 

L’objectif principal de ce travail est double : d’une part, déduire le spectre 

d’énergie de l’état fondamental relatif à une classe de potentiels complexes 

multidimensionnels PT-symétrique aux faibles couplages. En utilisant les 

diagrammes de Feynman ainsi que les relations de récurrence de Bender-Wu et à 

l’aide d’une technique mathématique  dite de resommation, ceci nous mène à 

déduire les spectres d’énergie correspondant aux forts couplages. La procédure 

de resommation consiste à transformer des séries perturbatives divergentes aux 

faibles couplages en séries non perturbatives convergentes aux forts couplages. 

D’autre part, améliorer la convergence des spectres d’énergie obtenus par 

l’introduction du concept du potentiel effectif défini comme étant la transformation 

de Legendre de l’énergie libre aux basses températures. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



  

 
 
 

 ملخص
 
 
 

 :الهدف الرئيسي من هذا العمل هدف مزدوج
متعددة الأبعاد ) تخيلية(إيجاد أطياف متسلسلات الطاقة للحالة الأساسية لزمرة هاملتونية مرآبة :  الهدف الأول
: و النظريات التقريبية التالية عض النماذجومرتبطة بهزاز توافقي ، وذلك باستعمال ب)g( ذات ثابت ترابط صغير

الجزيئات لفايمان وآذلك نظرية العلاقات التراجعية لبندريو، ونظرية المعالجة  النظرية الاضطرابية لمنحنى 
الاضطرابية لمتسلسلات الكومونات الفعالة لمنحنى الجزيئات المتعذر تبسيطها  لفايمان ، ومن خلال متسلسلات الطاقة  

وذلك ) g( يمكننا إيجاد  النتيجة التقريبية للطاقة الأساسية في حالة ثابت ترابط  آبير) g( ت الترابط الصغيرذات ثاب
ة أخرى لدراسة تقارب أطياف الطاقة من جه) g(من جهة و) h(باستعمال صياغات رياضية لتحويل آلاينرت للثابت

، إلى )g( المتباعدة في حالة تعويضها بالترابط الكبير) g(و بتحويل متسلسلات الطاقة الاضطرابية للترابط الصغير
 ).نتائجه حقيقية موجبة(مستوى طاقة أساسي 
المتحصل عليها من خلال  المعالجة ) g(ات الطاقة للترابط الكبيرتحسين التقارب لمستوي: الهدف الثاني

 لمنحنى - المتعذر تبسيطها-بزيادة عدد الجزيئات) h: (بالنظرية الاضطرابية للكمونات الفعالة بتحويل آلاينرت للثابت
 :بتحويل آلاينرت للثابت لاضطرابية لمنحنى الجزيئات لفايمانفايمان، أفضل منها في حالة وجودها بالنظرية ا

)g( ويبدو ذلك جليا مقارنة بالنتائج الرقمية لمستويات الطاقة الأساسية لبندر في البعد الأحادي وبمستويات الطاقة،
   .لتوافقية ثنائية وثلاثية البعدللهزازات ا
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INTRODUCTION 
 
 
 

       La mécanique classique a été incapable d’expliquer de nombreux 

phénomènes physiques comme l’effet photoélectrique, l’effet Compton, le 

rayonnement du corps noir, le spectre d’émission de l’atome d’hydrogène, etc. Il a 

été donc nécessaire de formuler une nouvelle théorie pour expliquer ces 

phénomènes. Des formalismes mathématiques ont alors vu le jour, formulant la 

mécanique quantique.  

     La mécanique quantique a été formulée indépendamment par 

Schrödinger dans sa version ondulatoire et par Heisenberg dans sa version 

matricielle. Une autre formulation de la mécanique quantique a été introduite par 

Dirac [7] et édifiée par Feynman en 1948 [1-7] appelé formalisme des intégrales 

de chemins (ou Path-integral). Dans ce formalisme les opérateurs sont évités par 

l’utilisation de produits infinis d’intégrales, ce qui nous mène à une formulation 

d’équations intégrales plus faciles à traiter des phénomènes quantiques [4, 19,20]. 

Ce formalisme peut être considéré comme étant le lien entre la mécanique 

classique et la mécanique quantique. L’application du formalisme des intégrales 

de chemins aux problèmes de la particule libre et de l’oscillateur harmonique s’est 

faite avec succès. Cependant, ce formalisme a rencontré énormément de 

difficultés dans l’étude des autres problèmes nécessitant la reparamétrisation des 

chemins pour le calcul analytique via l’approche Path-Integral [2]. Malgré le 

progrès considérable réalisé par cette technique, plusieurs intégrales de chemins 

ne sont pas encore résolues exactement. Il faut donc mettre en œuvre des 

méthodes d’approximations permettant d’approcher le résultat exact avec une 

bonne précision.         

L’objectif principal de ce travail est double: d’une part, nous calculons le 

spectre d’énergie de l’état fondamental d’une classe des potentiels complexes 

multidimensionnels PT-symétrique en utilisant les diagrammes de Feynman et les 

relations de récurrence de Bender-Wu [37], ainsi que le traitement 
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perturbatif du potentiel effectif traité en termes de diagrammes de Feynman d’une 

particule irréductible (non tronqués). Ces dernières conduisent par la procédure 

dite de resommation à la déduction des spectres d’énergie correspondants aux 

forts couplages. D’autre part, améliorer la convergence du calcul des spectres 

d’énergie obtenus par l’introduction du concept du potentiel effectif défini comme 

étant la transformation de Legendre de l’énergie libre aux basses températures. 

L’intérêt grandissant, porté ces dernières années aux potentiels complexes 

prouve bien que nous avons à faire à un champ de recherche dynamique et très 

prometteur. Malgré leur caractère complexe, les spectres d’énergie restent 

entièrement réels et discrets [38]. Ces potentiels ont la propriété d’être des 

systèmes physiques non triviaux, ceci complique le calcul analytique du spectre 

d’énergie correspondant.  

L’une des approches les plus prometteuse dans ce cas  est la théorie des 

perturbations variationnelles pour matrices de densité établie par  H. Kleinert et al. 

[3]. Elle est fondée essentiellement sur un développement perturbatif du spectre 

d’énergie en séries aux faibles couplages. Aux forts couplages, la série 

perturbative en énergie diverge. Pour éliminer cette divergence, il est utile 

d’accéder à des procédures dites de resommation. Elles consistent à transformer 

des séries perturbatives divergentes aux faibles couplages ( )0→g  en séries non 

perturbatives convergentes aux forts couplages ( )∞→g  grâce à l’introduction du 

paramètre de Kleinert [24-26, 38, 41, 42] qui permet alors de réécrire la constante 

de couplage dans le dénominateur des expressions des énergies. 

Nous nous intéressons à l’étude et au calcul aux forts couplages, par la 

procédure de resommation, les spectres d’énergie correspondants aux potentiels 

complexes PT-symétrique du type:  

 ( ) 32
2

2
igxxMxV +=

ω ,  (0.1) 

 ( ) ( ) 222
2

2
, igxyyxMyxV ++=

ω , (0.2) 

 ( ) ( ) igxyzzyxMzyxV +++= 222
2

2
,, ω . (0.3) 

Ces potentiels appartiennent à des classes de potentiels traités par la théorie 

quantique des champs ( - theory). 3ϕ
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      Ce mémoire comporte quatre chapitres, dont le premier est consacré aux 

intégrales de chemins et à la mécanique quantique PT-symétrique, nous 

soulignons l’importance de la fonction de phase dans la fonction d’onde et celle du 

propagateur explicité par Feynman [1-7] à partir des données classiques ( Action 

Lagrangiennes ) du système. 

       Le deuxième chapitre, portera sur le calcul du potentiel effectif basé sur le 

concept de l’action effective. Il est consacré à la détermination en premier lieu, 

des spectres d’énergie des potentiels complexes aux faibles couplages, par la 

théorie des perturbations traitées en termes des diagrammes de Feynman 

connectés, et en deuxième lieu par la méthode des récurrences de Bender-Wu. 

Nous déduisons alors, les spectres d’énergie des potentiels complexes et nous 

les comparons aux résultats calculés par les deux méthodes. Enfin, nous étudions 

aussi l’extension du formalisme à la physique statistique quantique [44,46]. 

Quant au troisième chapitre, il traite de la procédure de la resommation aux 

forts couplages des spectres d’énergie en termes de la constante de couplage g  

et de la notion du potentiel effectif. Nous prouvons son efficacité en : 

• En déduisant les expressions des spectres d’énergie aux faibles 

couplages. 

• Améliorant les résultats obtenus dans la section précédente en resommant 

la série d’énergie en terme de la constante ( ) des potentiels effectifs aux 

basses températures. 

h

Dans le quatrième chapitre nous présentons la théorie des perturbations  en 

termes des diagrammes de Feynman et le traitement perturbatif des potentiels 

(0.2) et (0.3). Ce développement est appliqué à une classe de potentiels 

complexes cubiques multidimensionnels, couplés aux oscillateurs harmoniques 

aux faibles couplages, ainsi qu’à la procédure de resommation du potentiel effectif 

aux forts couplages. Nous notons qu’il est impératif d’avoir les expressions de 

l’énergie aux faibles couplages dans le cas du traitement des potentiels 

multidimensionnels aux forts couplages. 

Nous terminons ce mémoire par une conclusion générale résumant 

l’ensemble de nos résultats en relevant le bon accord des résultats obtenus par la 

méthode du potentiel effectif avec ceux trouvés par la théorie des perturbations 
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traités en termes des diagrammes de Feynman connectés, et la méthode des 

récurrences de Bender- Wu [29, 30]. 
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CHAPITRE 1 
INTEGRALES DE CHEMINS ET MECANIQUE QUANTIQUE PT SYMETRIQUE 

 
 
 

1.1. Introduction 

 
Un système quantique quelconque peut être décrit de deux façons 

différentes, mais souvent considérées comme complémentaires. La première 

méthode est la quantification canonique, dans laquelle les quantités classiques 

sont remplacées par des objets mathématiques appelés opérateurs qui agissent 

dans l’espace abstrait de Hilbert. L’autre méthode, qui sera détaillée dans ce 

chapitre, a été initiée par Paul A. M. Dirac [7] et développée par Richard. P. 

Feynman en 1948 et porte le nom d’intégration fonctionnelle.  

[1-7]. Lorsqu’on applique cette dernière à un système composé d’une particule ou 

d’un nombre fini de particules, l’appellation d’intégrale de chemins serai plus 

appropriée. Cette méthode est intuitive, puisqu’elle permet la réintroduction de la 

notion de trajectoire. 

1.2. Intégrale de chemins en mécanique quantique  

 
Nous utiliserons la méthode d’intégration fonctionnelle à partir de la 

quantification canonique. L’hamiltonien d’une particule de masse M se déplaçant 

dans un potentiel  unidimensionnel et indépendant du temps est donné par : ( )qV

 ( )qpH , = ( )qV
M
p

+
2

2

, (1.1) 

Dans la représentation de Schrödinger, la fonction d’onde à l’instant initial est 

( ) atqtqa ,, ≡ψ  et à l’instant t′  la fonction d’onde devient ( ) atqtqa ′′≡′′ ,,ψ , l’état 

quantique a  est unique et normalisé à l’unité 

 ( )aaaa −′=′ δ         ,     ∫ = 1aada . (1.2) 
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L’opérateur d’évolution temporelle est donné par : 

 ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

h

tiHtU exp , (1.3) 

et ces éléments de matrice dans l’espace des configurations sont : 

 ( )tqtqU ,;, ′′ = ( ) qttiHq ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′−′

h
exp . (1.4) 

Cet objet est appelé propagateur, il permet la propagation de la fonction d’onde de 

 en (  et donne l’amplitude de probabilité pour que la particule soit 

observée au point q  au temps 

( tq, ) )tq ′′,

′ t′  que nous noterons ( )tqtqK ,;, ′′ . 

Introduisons un temps intermédiaire   tel que 1t ,1 ttt ′<<  

( ) ( ) hhh 11 tiHtttiHttiH eee −−−′−−′− = , le propagateur devient 

 ( ) ( ) qeeqtqtqK tiHtttiH hh 11,;, −−−′−′=′′ , (1.5) 

et en insérant la relation de fermeture (1.2) écrite dans l’espace des 

configurations, on trouve : 

                            ( ) ( ) qeqqdqeqtqtqK tiHtttiH hh 11
111,;, −−−′− ∫′=′′  

 ( ) ( )∫ ′′= tqtqKtqtqKdq ,;,,;, 11111 . (1.6) 

Cette expression n’est autre que la règle de combinaison des amplitudes en 

mécanique quantique qui annonce que si un événement quantique se présente 

par différents chemins, alors les amplitudes correspondantes s’additionnent.  

En projetant ( )tqa ′′,ψ  sur l’état initial tq, , on obtient : 

( ) atqdqtqtqtqa ,,,, ∫ ′′=′′ψ  

               = ( ) ( )∫ ′′ .,,;, dqtqtqtqK aψ  (1.7) 

La connaissance du propagateur et de l’état initial est essentielle pour déterminer 

la fonction d’onde correspondante à un état quantique a , c’est ce que la méthode 

des intégrales de chemins propose. 
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1.2.1. Conjecture de Feynman [6] 

 

Décomposons le laps de temps fini ttT −′=  en N parties égales en posant 

N
Ttt ii =−= +1ε , la forme du propagateur en (1.5) permet d’inclure autant d’états 

intermédiaires : 

 ( ) =′′ tqtqK ,;, qeq N
iH

)( h

ε
−

′ = qeeeq
iHiHiH
hhh L
εεε

−−−
′  

                   = ∫ ∫∫ −−−

−

−−−

−
′ 222222111 qqdqqqdqeqqdqeq NNN

iH

NNN

iH

Lhh

εε

 

                     qeqqdqe
iHiH
hh

εε
−−

∫× 111  

                   = ∫
−−

−

−

− ′ qeqqeqqeqdqdqdq
iHiH

N

iH

N
hhh LL
εεε

1121121  

                   = ,                                (1.8) 
0112211 ,,,,121 qqqqqqqqN KKKKdqdqdq

NNNN
LL∫ −−−−

où nous avons posé :  et qq =0 .Nqq =′       

L’insertion des relations de fermeture entre les états initial et final génère toutes 

les trajectoires possibles, sur lesquelles on doit intégrer pour obtenir l’amplitude de 

transition ou le propagateur, comme il est illustré sur la figure 1.1.  

 

 

Figure 1.1 : Les différentes trajectoires possibles entre les états initial et final. 

 

Hormis les limites quand ∞→n  et 0→ε , il est clair que l’amplitude de la fonction 

d’onde est la somme de toutes les amplitudes des trajectoires possibles 
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 ( ) ( )∑ ++=′′
Traj

iiii tqtqKtqtqK ,;,,;, 11 , (1.9) 

avec : 

      et     ∫∑ −≡ 121 N
Traj

dqdqdq K
0112211 ,,,, qqqqqqqqTraj KKKKK

NNNN
K

−−−
= . (1.10) 

Intéressons-nous à la dernière relation (1.10). Commençons par calculer le 

propagateur  pour un temps infinitésimal : 
ii qqK ,1+ ii tt −= +1ε , les calculs étant faits 

au premier ordre en ε , le propagateur s’écrit : 

 i

iH

iqq qeqK
ii

h

ε
−

+≡
+ 1,1

( )2
11 εε oqHqiqq iiii +−≈ ++

h
. (1.11) 

Le premier terme représente la fonction delta de Dirac  

 ii qq 1+ = ( )ii qq −+1δ = ( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+∫ ii

ii qq
ipdp

1exp
2 hhπ

) , (1.12) 

et en insérant la relation de fermeture dans le deuxième terme sous forme d’une 

intégrale sur les états propres des moments, nous obtenons : 

( ) iii
i

i qpp
dp

qV
m

pqi ∫⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− +

hπ
ε

2
ˆ

2
ˆ 2

1 = ( ) iiiii
ii qppqqV
m

pdp
i 11

2

22 ++ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− ∫ hπ

ε  

                                                   = ( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− ++∫ ii

i
i

ii qq
ip

qV
m

pdp
i 11

2

exp
22 hhπ

ε . 

(1.13) 

    En introduisant la nouvelle variable ( iii qqq += +12
1 )  dans la représentation du 

point milieu (M.P.P) « Mid point prescription » [3-5] et en combinant (1.11) à 

(1.13), nous obtenons : 

( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= +

−+

+ ∫ 2
1

2

, 2
1

2
1

1
εε

π
oqV

m
p

ie
dp

K i
iqq

ip
i

qq
ii

i

ii

h

h
 

                                   
( ) ( )

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−≈

−+

∫ hh
h iiqq

ip
i qpHi

e
dp ii

i ,
exp

2
1 ε

π
. (1.14) 

Ainsi, la seconde expression dans (1.10) devient : 

 ( )(∫∏ ∑
−

=

−

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

1

0

1

0
,exp

2

N

i

N

i
iiii

i
Traj qpHqpidp

K &
hh

ε
π

) . (1.15) 
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Dans l’espace des phases, le propagateur est donné par : 

∫ −= TrajN KdqdqdqK 121 K  

                                                   = ( )( )∫∏ ∑∫∏
−

=

−

=

−

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

1

0

1

0

1

1

,exp
2

N

i

N

i
iiii

i
N

i
i qpHqpi

dp
dq &

h
ε

π
.(1.16) 

       En explicitant le terme cinétique 
m

pi

2

2

 et le terme potentiel ( )iqV  du 

hamiltonien, l’intégration en  conduit au propagateur d’une particule libre, 

donné par : 

idp

 ∫ =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

2

2
2

22
exp

2
iq

mi
i

ii
i e

i
m

m
p

qpi
dp &

h

h
&

h

ε

δπ
ε

π
, (1.17) 

et le terme restant correspond au Lagrangien classique discrétisé. La substitution 

de la somme discrète par une intégrale dans le temps t fait ensuite apparaître 

l’action  dans l’espace des configurations : ( )[ tqS ]

( ) ∏∫∏ ∑
−

=

−

=

−

= ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

1

0

2
1

1

1

0

2

2
exp

N

i

qimN

i

N

i
ii

i

e
i

mqVidqK
&

h

h

ε

επ
ε  

 = ( )∫∏ ∑
−

=

−

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ 1

1

1

0

22

2
exp

2

N

i

N

i
i

i
i

N

qV
qm

idq
i

m &

h
ε

επ
. (1.18) 

Introduisons l’élément différentiel formel suivant : 

 ∏
=

=
N

i i

i Dq
A

dq
0

, (1.19) 

où  est un coefficient à déterminer, cela conduit à écrire le propagateur sous 

une forme plus compacte 

iA

 ( ) ( ) ( )
( )

( )

∫ ∫
′′

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=′′

tq

tq

qqLdtitDqtqtqK
,

,

,exp,;, &
h

= ( ) ( )[ ]
( )

( )

∫
′′

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

tq

tq

tqSitDq
,

,

exp
h

. (1.20) 

Chaque trajectoire allant de q  à q′  dans un temps  contribue à 

l’amplitude 

ttT −′=

( )tqtqK ,;, ′′  avec un poids égal à l’exponentielle complexe de son 

action. 
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On reconnaît dans l’intégrale le lagrangien de la mécanique classique, mais 

l’intégrale précédente  concerne des opérateurs agissant sur une fonction 

d’onde en  pour la transporter en

( )

( )

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∫
′′ tq

tq

,

,

( tq, ) ( )tq ′′, . La conjecture de Feynman [6] 

consiste à introduire dans l’intégrale, le lagrangien classique et d’identifier le 

coefficient  au coefficient du propagateur d’une particule libre (1.17). iA

Signalons enfin, que dans la base des fonctions propres de l’hamiltonien, le 

propagateur à une forme particulièrement simple 

                                  ( )
( )

qeqtqtqK
ttiH

h

−′
−

′=′′ ,;, =
( )

∑
−′

−
′

n

ttiH

qnneq h  

         = ( ) ( )
( )

∑
−′

−
′

n

ttiE

nn

n

eqq h*ψψ . (1.21) 

       On peut donc extraire les niveaux d’énergies  et les fonctions propres nE

( )qnψ  de l’hamiltonien en connaissant exactement le propagateur et ceci à une 

phase arbitraire près. 

1.3. Mécanique statistique et intégrales de chemins  

 

La mécanique statistique s’intéresse aux propriétés moyennes d’un 

système prises sur un ensemble d’états. D’après Gibbs [18-20], l’ensemble 

canonique est formé d’un grand nombre de systèmes identiques au système 

considéré. Chacun d’eux est en contact avec un environnement dont la 

température est T , et est caractérisé par la distribution de Boltzmann : La 

probabilité de trouver dans l’ensemble un état propre de l’hamiltonien avec 

l’énergie E  est proportionnelle à , où Ee β− TkB1=β  est l’inverse de la 

température absolue,  étant la constante de Boltzmann. Bk

Généralement on peut considérer que la température du système est bien 

déterminée mais que son énergie fluctue autour d’une moyenne statistique E  du 

fait de l’échange constant d’énergie entre le système et l’environnement [18, 19]. 

Par définition, la moyenne statistique d’une observable O  est prise en calculant, ˆ
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au sens quantique, la moyenne arithmétique des valeurs moyennes de  dans 

les différents états propres 

Ô

 ∑=
n

nOn
Z

O ˆ1
nEe β− , (1.22) 

où  est l’énergie propre de l’état nE n  et 

 ∑ −=
n

EneZ β , (1.23) 

est appelée fonction de partition du système.  

L’opérateur densité ( )qq ′,ρ  joue un rôle important en mécanique 

statistique, il suffit simplement de le caractériser, puisqu’il permet le calcul de 

toutes les valeurs moyennes et que, une fois défini, on peut oublier les états n  

dont on est parti [8]. Il est défini en introduisant la relation de fermeture∑ =
n

nn 1  

par : 

 ∑== −

n

E nne βρ nEe β− . (1.24) 

Son équation dynamique, analogue à l’équation de Liouville, permet de déterminer 

l’opérateur ρ  à un instant t′  s’il est connu à un instant antérieur t, elle est donnée 

par : 

 [ ] −=
∂
∂ ρρ ˆ,ˆˆ

H
t

ih . (1.25) 

La moyenne statistique d’une observable O  peut s’exprimer en fonction de 

l’opérateur densité 

ˆ

ρ  et la fonction de partition Z  comme suit : 

 OTr
Z

O ˆˆ1 ρ= . (1.26) 

1.3.1. Mécanique statistique par les intégrales de chemins 

 

Le propagateur dans la représentation de Schrödinger s’adapte au noyau 

(kernel) de l’opérateur densité dans la même représentation par la substitution : 
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τiT −→ 1, avec βτ h=  et par conséquent, nous fait passer de l’opérateur 

d’évolution à l’opérateur densité [3, 20]. 

Cette substitution, appelée rotation de Wick, est schématisée ci-dessous sur la 

Figure 1.2. Il est clair que τ  est une variable réelle, [ ]βτ ,0∈ . L’utilisation de la 

rotation de Wick est vue comme le moyen théorique pour exploiter la similitude 

avec les intégrales de chemins. 

    Rappelons la définition du propagateur : 

 ( ) qqTqK ′=′ 0,;, qiHT
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

h
exp . (1.27) 

    La rotation de Wick nous conduit à écrire le propagateur comme suit     

( ) qqiqK ′=−′ 0,;, βh
( )

qe
iiH
h

hβ−
−

 

                              = q′ e Hβ− ∑
n

qnn  

                                                                =∑ ′−

n

E nqqne nβ . (1.28) 

Posons  et intégrons sur l’espace des configurations qq =′

( )∫ ∫=− dqqiqdqK 0,;, βh ∑ −

n

E nqqne nβ  

                            =∑ ∫−

n

E nqqdqne nβ  

                =∑ −

n

E nne nβ . (1.29) 

On déduit que l’évaluation du propagateur dans des temps imaginaires et négatifs 

est équivalente au noyau de l’opérateur densité 

 ( ) ( ) qqqqiqK ′=′≡−′ ,0,;, ρβh qHe β− . (1.30) 

 

 

 

 

 

 

                                                 
         1 T représente la différence entre les instants initial et final, à ne pas confondre avec la température.    

     Im t 

Re t

βi−
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Figure 1.2 : La rotation de Wick dans l’espace des temps 

Il est tout à fait possible de réécrire la fonction de partition en termes d’intégrales 

de chemins, l’action devient : 

 ( )[ ] EucSiqV
d
dqmdiS =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫ τ
τ

τ
2

2
, (1.31) 

où  est appelée l’action euclidienne du fait que l’espace-temps, après la 

rotation de Wick, possède une métrique euclidienne. 

EucS

Le noyau de l’opérateur densité devient par conséquent : 

( ) ( ) ( )[ ]∫ ∫
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

− β

ρ
h

&
h

i

tqVqmdtitDqq
0

2

2
exp  

                 = ( ) ( )[ ]∫ ∫
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

β

τ
τ

ττ
h

h 0

2

2
1exp qV

d
dqmdDq  

                                         = ( ) ( )[ ]∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡− ττ qSDq Euc

h

1exp . (1.32) 

La fonction de partition s’exprime donc par [3, 46] : 

 ( )∫= qqdqZ ,ρ . (1.33) 

Ce résultat, souvent appelé l’intégrale du chemin euclidien, est défini en 

attribuant à chaque trajectoire une amplitude (un poids statistique) h
EucS

e
−

; il est 

obtenu à partir de l’action ordinaire de Minkowski en changeant le signe du terme 

de l’énergie potentielle. 

 

1.4. La mécanique quantique PT-symétrique 

 

1.4.1. Introduction 

En mécanique quantique, l’opérateur hamiltonien H  joue un rôle 

fondamental; il spécifie d’une part le spectre des niveaux d’énergies, d’autre part, 

l’évolution temporelle du système étudié. Pour assurer la réalité du premier, ainsi 
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que l’unitarité de la seconde, la mécanique quantique s’est construite sur l’axiome 

selon lequel H, comme toute observable physique de la théorie, est hermitique. 

Cependant, il existe des classes d’hamiltoniens non hermitique, mais dont le 

spectre est entièrement réel. Ces hamiltoniens vérifient la condition d’être 

invariants sous les transformations combinées de réflexion et renversement du 

temps T, c’est-à-dire qu’ils commutent avec le produit PT. Cette condition a ouvert 

la voie à de nombreux travaux de recherche sur le sujet. Initiée principalement par 

Bender et Boettcher [9-11] qui ont étudié des Hamiltoniens de la forme : 

 (( )λixxpH 22 += λ est réel), ils ont montré que le spectre de ce type 

d’Hamiltoniens est réel et positif uniquement pour 0≥λ , et qu’une transition de 

phase survient en 0=λ , aussi bien au niveau classique que quantique, au cours 

de laquelle le système passe d’une phase de symétrie PT non brisée ( )0≥λ  à la 

phase de symétrie PT spontanément brisée ( )0<λ , correspondant à un 

basculement du spectre de H  dans le domaine complexe [12-16]. La tentative de 

la construction d’une théorie quantique viable à partir de tels hamiltoniens se 

heurte à la non positivité du produit scalaire défini à partir de l’opérateur PT. 

Cependant, il apparaît que pour un système dont la symétrie PT est non brisée, il 

existe une symétrie du hamiltonien décrite par l’opérateur noté C [17], équivalent à 

la conjugaison de charge dans la théorie quantique des champs. Celui-ci permet 

de construire, via le produit CPT, un nouveau produit scalaire défini positif pour 

lequel les normes des états sont positives et l’évolution temporelle est unitaire. Un 

intense travail de recherche a mobilisé, ces dernières années, les physiciens, 

motivés par l’évidence et la pertinence phénoménologique des hamiltoniens PT 

symétriques. De tels hamiltoniens apparaissent en physique statistique, biologie 

des populations [21] et en physique de l’état solide [22]. Ils présentent également 

un grand intérêt dans le domaine de la théorie quantique des champs et des 

théories dites super symétriques [23]. 

1.4.2. Hamiltoniens non hermétique PT-symétriques 

 

Nous nous bornerons dans un premier temps à l’étude des hamiltoniens 

construits comme déformations complexes de l’oscillateur harmonique : 

 ( )λixxpH 22 +=  , (λ est réel). (1.34) 
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Cette famille d’hamiltoniens a été étudiée en détail par Bender et ces 

collaborateurs [24, 25]. Ces hamiltoniens ne sont pas hermitiens au sens 

conventionnel du terme, en revanche  ils sont invariants sous la symétrie PT , 

c’est-à-dire qu’ils commutent avec le produit des opérateurs P (parité) et T 

(renversement du temps), définis par leurs actions sur les opérateurs position et 

impulsion : 

                                   P : xx −→  , pp −→  

              T   :   ,          xx → pp −→  , .    (1.35) ii −→

Si les opérateurs  et  sont réels, la relation de commutation [ ]x p ipx =, est 

invariante simultanément sous la réflexion de parité et renversement du temps, 

vérifiant ainsi l’invariance de l’algèbre d’Heisenberg-Weyl. En terme de parties 

réelle et imaginaire des opérateurs  etx p , xixx ImRe +=  et pipp ImRe += , 

nous avons : 

P : xx ReRe −→  , xx ImIm −→  

           pp ReRe −→           ,         pp ImIm −→  

T :     , xx ReRe → xx ImIm −→  

                                       pp ReRe −→          ,         . (1.36) pp ImIm →

Le spectre d’énergie de cette classe d’hamiltoniens est obtenu en résolvant 

l’équation aux valeurs propres associées : 

 ( )( ) 02 =−+′′− ψψ λ Eixx . (1.37) 

Cette équation doit être résolue, pour λ  réel arbitraire, le long d’un contour infini C 

dans le plan complexe, aux bornes duquel doivent être satisfaites les conditions 

aux limites suivantes : ( ) 0→xψ  exponentiellement lorsque ∞→x . Ces bornes 

appartiennent à des régions appelées les bords de Stocks ( Stocks wedges ). Ces 

bords sont bornés par des lignes le long desquelles l’équation différentielle (1.37) 

oscille. Pour 1−>λ , les bords gauches (L) et droite (R) sont localisés à des 

angles : 

    ( )42 +
+−=

λ
πλπθ L  ,     ( )42 +

−=
λ
πλθ R , (1.38) 

et dont la différence est donnée par : 
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4

4
+

−=−=∆
λ
πθθθ RL . (1.39) 

La figure 3.1 montre les coins dans le plan complexe contenant le contour sur 

lequel est intégrée l’équation différentielle (1.37) pour la valeur 2.2=λ . 

 
Figure 3.1 : Le contour sur lequel est intégrée l’équation différentielle (1.37) dans 

le plan complexe, pour  ∞→x , d’après [10, 17].  

 

1.4.3. Niveaux d’énergie du hamiltonien (1.34). 

La figure 3.2 ci dessous montre le spectre de l’hamiltonien (1.34) exhibant 

trois comportements différents, en fonction du paramètreλ  : 

•  0≥λ  : Le spectre est infini, discret, entièrement réel et positif, pour 

0=λ  on retrouve les niveaux d’énergie équidistants de l’oscillateur harmonique 

(la ligne en pointillée à droite).  

•  01 <<− λ  : Le spectre ne présente plus qu’un nombre fini de valeurs 

propres réelles positives, mais un nombre infini de paires de valeurs propres 

complexes. Lorsque λ  décroît de 0 à 1− , les niveaux d’énergie passent deux par 

deux dans le domaine complexe en s’associant en paires de nombre complexes 

conjugués, en commençant par les niveaux les plus élevés. La seule valeur propre 

restante en dessous de 57793.0−=λ  augmente lorsque λ  décroît, pour 

finalement diverger lorsque  (la ligne en pointillée à gauche). +−→ 1λ

•  1−<λ  : Le spectre ne comporte plus de valeurs propres réelles.  
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E

Figure 3.2 : Niveaux d’énergie du hamil
λ

                    réelλ , d’après [10]. 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

tonien (1.34) en fonction du paramètre 
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CHAPITRE 2 
ACTION ET POTENTIEL EFFECTIFS 

 
 
 

Ce chapitre est consacré à la représentation de l’action effective au moyen 

des intégrales de chemins, cette dernière permet de déduire les propriétés 

statistiques d’un système en physique statistique quantique [24, 31, 32]. 

2.1 Rotation de Wick :  
 

Pour un hamiltonien Ĥ  indépendant du temps, l’opérateur d’évolution est 
donné par : 

 ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −−
=

h
ab

ab
ttHi

ttU
ˆ

exp,ˆ , (2.1) 

et ses éléments de matrice dans les états des bases localisées sont donnés par: 

 ( ) abaabbaabb ttxttUxtxtx >= ,,ˆ  . (2.2) 

Dans le formalisme des intégrales de chemins, les éléments de matrice de 

l’opérateur d’évolution peuvent être obtenus en sommant sur tous les chemins 

possibles dans l’espace des configurations avec un facteur de phase contenant 

une action notée  [24]:  [ ]xA

 [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= ∫ h

xAiDxtxtx
b

a

x

x
aabb exp . (2.3) 

Pour une particule de masse M , se déplaçant dans un potentiel 

unidimensionnel , l’action est donnée par:   ( )xV

  [ ] ( ) ( )( )∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

b

a

t

t

txVxMdtxA
2

2 τ&
. (2.4) 

Un système physique dans un état d’équilibre thermique en mécanique statistique 

est décrit par l’opérateur de densité :  

 ( )H
Z

ˆexp1)(ˆ ββρ −= , (2.5) 

 

 



 25

où Z est appelée fonction de partition et est donnée par :  

 ( )( )HtrZ ˆexp β−= , (2.6) 

où TkB1=β  est le facteur de Boltzmann. La fonction de partition permet la 

détermination de toutes les quantités thermodynamiques. L’espace des 

configurations ayant pour base locale x , dans cette base, la fonction de partition 

est donnée par :  

 ( ) xHxdxZ ˆexp β−= ∫
+∞

∞−

. (2.7) 

On remarque que les éléments de matrice de l’opérateur d’évolution du temps 

aabb txtx  peuvent être liés à ceux de l’opérateur de densité (2.5) selon la 

substitution : 

 βhitt ab −→− , (2.8) 

En posant les conditions aux limites : 

 hβitt ba −== ,0 , (2.9) 

et en effectuant la rotation de Wick dans les temps imaginaires  [33],  

 τit −→ , (2.10) 

on obtient la formule donnant l’expression de la matrice densité : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) .
2

1exp1ˆexp1,,
0

2
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−−=−= ∫∫

β

τττββρ
h

&
h

ixVixMdxD
Z

xHx
Z

xx
b

a

x

x
abab  

(2.11) 

où  et )0(xxa = )( βhixxb −= . 

En dérivant l’expression (2.10) par rapport au temps imaginaireτ , en obtient 

l’identité suivante : 

 
ττ

τ
d
di

d
d

dt
d

dt
d

== , (2.12) 

où τ [ ]βh,0∈ . De l’expression (2.3) et en utilisant (2.10), on obtient l’expression du 

propagateur dans le temps imaginaire donnée par : 

 [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−= ∫ xAxDxx

x

x
ab

h
h

h 1exp0
)(

)0(

β

β , (2.13) 
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où l’action du temps imaginaire est définie par : 

 [ ] ( ) ( )( )∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=

β

τττ
h

&
0

2

2
xVxMdxA . (2.14) 

La fonction de partition Z est exprimée dans l’intervalle du temps imaginaire par : 

 
( )

( )

[ ] [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−′= ∫∫ ∫

∞

∞−

xAxDxAxDxdZ
x

x hh

h 1exp1exp
0

β

. (2.15) 

2.2. L’action effective :  

 

En présence d’un courant externe ( )τj , l’action est donnée par : 

 [ ] [ ] ∫−=
β

τ
h

0

, dxAjxA ( ) ( )ττ xj . (2.16) 

 Nous considérons la fonction génératrice suivante :  

 [ ] [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−= ∫ jxAxDjZ ,1exp

h
, (2.17) 

où l’intégration est effectuée sur tous les chemins périodiques  ( ) ( )βhxx =0 . 

Pour , la fonction génératrice de l’équation (2.17) est celle donnée par (2.15) 

est réduite à: 

0≡j

 [ ] ZjZ j ≡=0 . (2.18) 

Ainsi, l’énergie libre ZF ln1
β

−=  est une fonction dépendante du courant 

externe ( )τj : 

 [ ] [ ]jZjF ln1
β

−= . (2.19) 

La valeur moyenne du chemin ( )τx  est : 

 ( ) [ ]( ) ( ) [ ] [ ] ( ) [ ]∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−=== jxAxxD

jZ
jxjXX ,1exp1

h
ττττ . (2.20) 

Elle est proportionnelle à la première dérivée de l’énergie libre par rapport au 

courant )(τj : 
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 [ ]
( ) ( )τ

βτδ
δ X

j
jF

h

1
−= . (2.21) 

Cette identité est obtenue en remplaçant le chemin ( )τx  dans le membre de droite 

de l’équation (2.20), par la première dérivée par rapport au courant externe 

multiplié par la constante réduite de Planck  : h

 ( ) ( )τδ
δτ
j

x h→ , (2.22) 

par l’inversion de (2.21), on déduit l’expression du courant externe en fonction du 

chemin moyen ( )τX : 

 ( ) [ ]( )ττ Xjj = . (2.23) 

Les équations (2.16) et (2.21) servent à définir la transformation de Legendre 

correspondante à l’énergie libre ( )[ ]τjF  :  

 ( )[ ] [ ][ ] ∫+=Γ
β

τβτ
h

h
0

dXjFX [ ]( ) ( )ττ XXj . (2.24) 

où la fonction ( )[ ]τXΓ  s’appelle l’action effective, 

La dérivée première de l’action effective par rapport à ( )τX est :  

 [ ]
( )

[ ][ ]
[ ]( )

[ ]( )
( )

[ ]( )
( ) ( ) [ ]( )ττ
τδ
τδτ

τδ
τδ

τδ
δτβ

τδ
δ ββ

′+′
′
′

′+
′
′

′
′=

Γ
∫∫ XjX

X
Xjd

X
Xj

Xj
XjFd

X
X hh

h
00

. (2.25) 

Ainsi, de l’équation  (2.21), on obtient un courant externe:  

 ( )[ ]
( ) [ ]( )τ
τδ
τδ Xj

X
X

=
Γ . (2.26) 

Dans le cas d’un courant nul, ( )τX  est donné par :  

 ( ) [ ] ( )ττ
0=

=
je jXX . (2.27) 

D’après (2.26) et (2.27), la minimisation de l’action effective est donnée par:  

 [ ]
( ) 0

)()(

≡
Γ

= τττδ
δ

eXXX
X . (2.28) 

L’énergie libre obtenue par la minimisation de l’action effective, pour [ 0]≡j , est 

donnée par: 
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 [ ] [ eXF Γ=
βh
10 ]. (2.29) 

Le calcul du potentiel effectif constitue une approche fondée sur le concept de 

l’action effective. Du fait que le courant ( )τj  est indépendant deτ , le potentiel 

effectif permet également la détermination de l’énergie libre . [ ]0F

2.3 Potentiel effectif:  

 

On suppose que le courant externe ( )τj  est indépendant du temps 

imaginaireτ , ( )τj = , l’action donnée par (2.16) sera exprimée par :  j

 [ ]( ) [ ] ∫−=
β
τ

h

0
djxAjxA ( ) [ ] ( ) jj

jxAx
=

=
τ

τ , . (2.30) 

Considérons la fonction génératrice suivante :  

 [ ] [ ]( ) [ ] ( ) jjjZjxAxDjZ ==
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−= ∫ τ

h

1exp . (2.31) 

Pour un courant nul, la  fonction de partition (2.15) est donnée par :  

 [ ] ZjZ j ≡=0 , (2.32) 

et l’énergie libre correspondante [ ] ( ) jjjF ≡τ est :  

 ( ) [ ] [ ]jZjFjF ln1
β

−== . (2.33) 

La dérivée première de  s’écrit sous la forme : [ ]jF

 ( )
( ) [ ]( ) ( ) XxdjxAxD
jZj

jF
−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−−=

∂
∂

∫∫ ττ
β

βh

hh 0

1exp1 . (2.34) 

Le chemin moyen (2.20) est indépendant du temps imaginaireτ . Par ce que les 

intégrales dans l’équation (2.34) sont interchangeables, il est donc évident que les 

intégrales dans les temps imaginaires τ  donnent le facteur βh . Selon (2.23) :  

 ( )Xjj =  , (2.35) 

l’équation (2.34) mène aux transformations de Legendre de  par une quantité 

donnée par:  

[ ]jF
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 ( ) ( )( ) ( )XXjXjFXVeff += . (2.36) 

Cette dernière est appelée potentiel effectif. En comparant (2.36) avec (2.24) et en 

omettant le facteur
βh
1 , on aboutit à l’expression liant l’action effective à celle du 

potentiel effectif : 

 ( ) [ ] ( ) XXeff XXV ≡Γ= τβh
1 . (2.37) 

En effectuant la dérivée première sur (2.36) par rapport à X , on obtient 

l’expression du courant externe:   

 
( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )XjXjX

X
Xj

X
Xj

Xj
XjF

X
XVeff =+

∂
∂

+
∂

∂
∂

∂
=

∂

∂
. (2.38) 

L’énergie libre  dans le cas d’un courant nul, F 0≡j , est déterminée par la 

minimisation du potentiel effectif par rapport à  selon (2.38) :  eX

 ( )eeff XVF = , (2.39) 

où  est déterminé par la condition suivante : eX

 
( )

0=
∂

∂
= exx

eff

X
XV

 . (2.40) 

L’énergie libre  est l’énergie de l’état fondamental aux basses 

températures , cette dernière étant, donc, la limite du potentiel effectif aux 

basses températures:  

STEF −=

0→T

 ( )eeffT
XVE

00 lim
→

= . (2.41) 

 

2.4 Exemple : Oscillateur Harmonique  

 

Nous considérons l’action du temps imaginaire d’un oscillateur 

harmonique : 

 [ ] ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ += ∫ τωττ

β

ω
222

0 22
xMxMdxA &

h

. (2.42) 
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où la fonction génératrice est donnée par : 

 [ ] [ ]∫ ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−= jxADxjZ ,1exp ωω

h
. (2.43) 

La quantité [ ]jxA ,ω  est définie dans l’équation (2.16). En insérant (2.42) dans 

(2.43), on trouve :  

 [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−= ∫ ∫∫ −

β β

ωω ττττττττ
h h

h 0 0
21221

1
121 ,

2
11exp xjxGxddDxjZ , (2.44) 

où ( 21 , )ττωG  est la fonction de Green, et son inverse est donnée par: 

 ( ) [ ]
( ) ( ) ( )21

2
2

1

2

21

2

21
1 , ττδω

ττδτδ
δ

ττ ω
ω −⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−==−

d
dM

xx
xA

G  . (2.45) 

L’intégrale du chemin (2.44) est intégrée sur des chemins finis et périodiques dans 

les temps imaginaireτ . Ainsi, les conditions aux limites sont données par :  

 ( ) ( )βhxx =0       et    ( ) ( )βh&& xx =0 . (2.46) 

Dans [13], la fonction génératrice (2.44) est donnée sous la forme :  

 [ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= ∫ ∫
β β

ωωω ττττττ
h h

h 0 0
2121212 )()(),(

2
1exp jjGddZjZ . (2.47) 

La fonction de partition de l’oscillateur harmonique est :    ωZ

 
)2/sinh(2

1
βωω
h

=Z . (2.48) 

La relation liant le propagateur ( )21 ,ττωG  à son inversé ( )21
1 ,ττω

−G  s’exprime par: 

 ∫
β

τ
h

0

d ( )ττω ,1G ( )2
1 ,ττω

−G ( )21 ττδ −≡ h . (2.49) 

Le propagateur ( 21 , )ττωG  est exprimé, explicitement, sous la forme [13] :  

 ( )21 ,ττωG =
( )

( ) .
2/sinh

2/cosh
2

21

βω
βττω

ω h

hh −−

M
 (2.50) 
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Aux basses températures, , la fonction de Green se réduit à  :  0→T

 
0

lim
→T

( ) ( 2121 exp
2

, ττω )
ω

ττ −−=
M

G h . (2.51) 

Notons que le propagateur (2.50) est symétrique par rapport à deux 

arguments temporels:  

 ( )21 ,ττωG = ( )12 ,ττωG . (2.52) 

En utilisant le résultat (2.33), l’énergie libre de l’oscillateur harmonique dans le cas 

d’un courant externe ( )τj  est exprimée par:  

 [ ] ( ) ( ) ( 21
0 0

21212 ,
2

1ln1 ττττττ
ββ

β β

ωωω jjGddZjF ∫ ∫−−=
h h

h
) . (2.53) 

En décrivant (2.53) par rapport au courant externe ( )τj , en tenant compte de 

l’identité (2.52), l’expression du chemin moyen est obtenue par identification avec 

(2.21), elle est exprimée par :  

 [ ]( ) ( ) (τττττ ω

β

ω ′′′= ∫ jGdjX ,1

0

h

h
). (2.54) 

À partir des identités (2.49) et (2.54), on obtient l’expression du  courant ( )τj  en 

fonction du chemin moyen ( )τωX  :   

 . (2.55) [ ]( ) ( ) ( )τττττ ωω

β

ω ′′′= −∫ XGdXj ,1

0

h

L’action effective correspondante à l’oscillateur harmonique est déduite par 

l’utilisation des équation (2.53) et (2.55) ainsi, en tenant compte de (2.49), elle est 

donnée par :  

 [ ] ( ) ( ) ( )2
0

21
1

12
0

1 ,
2
1ln ττττττ ω

β

ω

β

ωω XGXddZX ∫∫ −+−=Γ
hh

h . (2.56) 

En substituant  la  définition (2.45) dans (2.56), l’action effective est écrite sous la 

forme :  

 [ ] ( ) ( ) ( )∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−=Γ

β

ωωωωω τωτ
τ

ττ
h

h
0

22
2

2

22
ln XMX

d
dXMdZX . (2.57) 
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En procédant par une intégration par partie du premier terme dans l’intégrale 

(2.57) en tenant compte de la périodicité des chemins moyens ainsi que de leurs 

dérivées premières : 

 ( ) ( )βωω hXX =0                   et                   ( ) ( βωω h&& XX =0 ), (2.58) 

l’action effective est exprimée par :  

 [ ] ( ) ( )∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−=Γ

β

ωωωωω τωττ
h

&h
0

222

22
ln XMXMdZX . (2.59) 

En extrémisant l’action effective par rapport à ( )τωX , l’équation du mouvement 

classique pour l’oscillateur harmonique dans les temps imaginaires est :  

[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

)()(0

2

)()( ,, ττ

β

ωω
ττω

ωω

ωωωω

ττδτωττδ
τ

ττ
τδ

δ

ee XXXX

XM
d
dXMd

X
X

==
∫ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ′−′+′−

′
′′=

Γ h

&  

                                     ( ) ( )[ ] 0,
2

, =+−= τωτ ωω ee XXM && . (2.60) 

Le potentiel effectif correspondant à l’oscillateur harmonique est obtenu via 

l’identité (2.37) :  

 ( ) ([ 2/sinh2ln1
2

22 βω
β

ω ωω h+= XMXVeff )]. (2.61) 

Notons que ce dernier est la somme de deux termes ; le premier étant celui du 

potentiel harmonique classique, le second est l’énergie libre de l’oscillateur 

harmonique obtenue de (2.48) aux basses températures, ainsi, le potentiel effectif 

est exprimé par : 

 ( )
22

lim 22

0

ωω ωω
h

+=
→

XMXVeffT
. (2.62) 

Il est essentiel de remarquer que l’énergie libre est égale à l’énergie de l’état 

fondamental obtenu par la mécanique quantique (standard). 

La fonction de partition de l’oscillateur harmonique est exprimée en utilisant 

l’expression (2.47), elle est donnée par : 

( ) ( ) ( ) .2/cosh
2/sinh4

exp
)2/sinh(2

1

0 0
2121

2

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−= ∫ ∫

β β

ω βωττωττ
βωωβω

h h

h
hhh

dd
M

jjZ  

(2.63) 
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En utilisant expression (A.4), de l’annexe A, on obtient : 

 ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 2

22
exp

2/sinh2
1 j

M
jZ

ω
β

βωω
h

. (2.64) 

L’énergie libre est écrite sous la forme : 

 ( ) ( )[ ] 2

2

2
2/sinh2ln1

ω
βω

βω M
jjF −= h . (2.65) 

D’après l’équation (2.34), la dérivée première de l’énergie libre (2.65) par rapport 

au courant est : j

 ( )
≡

∂
∂

j
jF XMj

M
jX 2

2 ω
ω

=⇒−=− . (2.66) 

En injectant (2.66) dans (2.65), on obtient : 

 ( ) ( )[ ] 22

2
2/sinh2ln1 XMXVeff ωβω

β
+= h . (2.67) 

Nous constatons la similitude entre les expressions (2.61) et (2.67). 

 

2.5 Exemple: Intégrale Ordinaire 

 

L’action effective est étudiée ici en utilisant une intégrale ordinaire de la 

précédente section.  

Soit  une fonction  arbitraire vérifiant la définition suivante :  ( )xA

 ( ) ( )∫
+∞

∞−
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−= jxAdxjZ ,1exp

2
1

hhπ
, (2.68) 

Dans le cas où le courant externe  et  la position  sont indépendants du 

temps

j x

τ , l’éq. (2.16) devient : 

 ( ) [ ] [ ] xjxAjxAjxA βh−== ,, . (2.69) 

Dans le cas d’un courant externe et d’une position constante, l’extremum de  

dans l’exposant de (2.68) est une valeur classique, notée . Alors la dérivée de 

l’exposant par rapport à  est nulle: 

x

clx

x

 ( ) 0,
=

∂
∂

= clxxx
jxA , (2.70) 
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où : 

 ( ) j
x
xA

clxx

βh=
∂

∂

=

. (2.71) 

En utilisant le développement de Taylor de la fonction ( )jxA ,  au voisinage de  

appliqué à l’identité (2.69), on obtient : 

clx

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( 54432

24
1

6
1

2
1,, xoxxAxxAxxAjxAjxA clclclcl δδδδ ++′′′+′′+= ),  

(2.72) 

où  clxxx −=δ  est la variation (déviation) du .   clx

En insérant l’expression (2.72) dans (2.68), cette dernière devient :  

        ( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′′−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= 21exp,1exp

2
1 xxAxdjxAjZ clcl δδ
π hhh

 

 ( ) ( ) ( )( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +′′′+−′′′−× K

hhh
62

2
443

72
1

24
1

6
11 xxAxxAxxA clclcl δδδ , (2.73) 

et en substituant l’identité [34]: 

 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∫
+∞

∞−

2

2
1exp

2
1 xxdx n λ
π hh 1

2!)!1(
+

−
n

n

n

λ

h ,     [ ]0〉λ . (2.74) 

où  est un nombre entier et paire. Il est à noter que si  est impair, l’intégrale est 

nulle. 

n n

Dans (2.73), on obtient : 

 ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+

′′

′′′
+

′′
−

′′⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−= 2

7

2

5

4

24

5

8

1,1exp h
hh

h
o

xA

xA

xA

xA
xA

jxAjZ
cl

cl

cl

cl

cl
cl , (2.75) 

En utilisant le développement : 

 ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++++−=− LL

n
xxxxx

n

32
1ln

32

, (2.76) 
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l’équation (2.75) est transformée en : 

( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]
( )[ ]

( ) ( )
( )[ ] ( )

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

′′
−

′′
′′′

+′′−−= 2
2

4

3

2

824
5

ln
2
1,1exp hh

h
o

xA
xA

xA
xA

xAjxAjZ
cl

cl

cl

cl
clcl , 

(2.77) 
D’après (2.33), on obtient :  

( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]
( )[ ]

( ) ( )
( )[ ] ( )3

2

4

3

22

824
5

ln
2

1,1
h

h

h

hh
o

xA
xA

xA
xA

xAjxAjF
cl

cl

cl

cl
clcl +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

′′
−

′′
′′′

−′′+=
βββ

. 

(2.78) 
Dans la partie précédente, nous avons définit le chemin moyen X  en (2.20)  par 

l’expression suivante :  

 ( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−== jxAjxdx

jZ
jXX ,1exp

2
11

hhπ
. (2.79) 

où la première dérivée de ( )jF  par rapport à j  est donnée par : 

 ( )
j
jFX

∂
∂

=− . (2.80) 

Selon l’identité (2.71), on déduit que:  

 ( )
cl

cl x
jxA

∂
∂

=′′ βh , (2.81) 

ou bien : 

 ( )cl

cl

xAj
x

′′
=

∂
∂ βh . (2.82) 

En utilisant la dernière identité et les résultats (2.78) et (2.80), nous obtenons : 

( )
( )[ ]

( ) ( ) ( )
( )[ ]

( )[ ]
( )[ ]

( ) ( )
( )[ ] ( )3

3

5

5

3

4

4
2

2 8
1

8
5

3
2

2
hh

h
o

xA
xA

xA
xA

xA
xAxA

xA
xA

xX
cl

cl

cl

cl

cl

clcl

cl

cl
cl +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

′′
−

′′
′′′

−
′′

′′′
+

′′
′′′

−= . 

(2.83) 
où, en transposant les termes, nous aurons (2.83): 

               ( ) ( )[ ]( )
( ) ( )[ ]( )[ ] +

′′′′′+′′

′′′′′+′′′
+= 22

2

2/2
2/

XAXAXA
XAXAXAXxcl

h

hh  

 ( ) ( ) ( )
( )[ ]

( )[ ]
( )[ ]

( ) ( )
( )[ ] ( )3

3

5

5

3

4

4
2

8
1

8
5

3
2

hh ο+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

′′
+

′′
′′′

+
′′

′′′
−+

XA
XA

XA
XA

XA
XAXA . (2.84) 
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Le développement de Taylor en puissances de h  du dénominateur dans l’éq. 

(2.84)  au second ordre est : 

 ( )
( )[ ] ( ) ( ) ( )

( )[ ] ( 2
22 22

hhh o
XA
XAXAXA

XA
XAXA +

′′
′′′

′′′+′′=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′′
′′′

+′′ ). (2.85) 

L’expression suivante: 

 
( )

( )( ) KL +−+++−+−=
+

nxnxxx
x

14321
1

1 32
2 , (2.86) 

est utilisée pour identifier la correction au premier ordre de  donné par : clx

 ( )3
2

2
1 hhh oXXXxcl +++= , (2.87) 

 Par identification, on obtient :  

 ( )
( )[ ] 21 2

1
XA
XAX

′′
′′′

= , (2.88) 

et la correction au second ordre est donnée par :  

 ( ) ( ) ( )
( )[ ]

( )[ ]
( )[ ]

( ) ( )
( )[ ] 3

5

5

3

4

4

2 8
1

8
1

12
5

XA
XA

XA
XA

XA
XAXAX

′′
+

′′
′′′

+
′′

′′′
−= . (2.89) 

La transformée de Legendre concernant l’énergie libre ( )jF  est exprimée par : 

 ( ) ( )[ ].jXjFX +=Γ βh . (2.90) 

En insérant (2.87) dans (2.78), l’expression de ( )XΓ  en puissance de  est une 

fonction de  au voisinage de :  

h

( )XA clx

       [ ] ( ) ( ) ( ) ( )2
2

12
2

1 XXXjXX
X
XAjXXAX hhhhhh ++−+

∂
∂

++=Γ ββ  

 ( )
( )[ ]

( )[ ]
( ) ( )[ ]
( )[ ]

( 3
2

4
2

3
2

1 824
5ln

2
hhh

h o
XA
XAXA

XA
XXA +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

′′
−′′′

′′
−+′′+ ). (2.91) 

Selon les identités (2.71) et (2.88), on déduit que:        

 [ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]
( ) ( )[ ]
( )[ ] ( )3

2

4
2

3
2

8
1

12
1ln

2
hh

h o
XA

XAXA
XA

XAXAX +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

′′
+′′′

′′
−

+′′+=Γ . (2.92) 

A la limite , l’expression de l’action effective (2.91) devient :  0→h
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 ( ) ( )XAX =Γ
→0

lim
h

. (2.93) 

 

2.6. Méthode standard par les intégrales ordinaires 

  

Dans cette section, nous nous intéressons à la méthode dite standard pour 

déterminer l’action effective à partir des diagrammes de Feynman [24]. La 

méthode standard ‘’Back-ground Method‘’ a été initiée et élaborée par R. Jackiw 

dans le cadre de la théorie quantique des champs relativistes [28]. Nous illustrons 

cette technique dans les intégrales ordinaires de la partie précédente, en 

considérant l’intégrale (2.68) sans courant externe j :  

 ( )∫
+∞

∞−
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−= xAdxZ

hh

1exp
2
1
π

, (2.94) 

le développement de Taylor de la fonction ( )xA  au voisinage du point d’origine, 

noté X est donnée par:  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( xAxXAxXAXAxXA δδδδ int2

2
1

+′′+′+=+ )

)

, (2.95) 

où  est dite action d’interaction, elle est exprimée par : ( ) ( xA δint

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) L++′′′= 443int

24
1

6
1 xXAxXAxA δδδ , (2.96) 

et la déviation dans (2.95) est donnée par : Xxx −=δ . 

En tenant compte de (2.92) et de (2.95), on déduit que l’action  est de l’ordre 

zéro pour l’action effective et que le deuxième terme du membre de droite dans 

(2.94) peut être négligé en l’identifiant à (2.91) [24].  

( )XA

Le second ordre  mène à l’expression ( ) 2/2xXA δ′′ ( )[ ] 2/ln XA ′′h  en tenant 

compte de la relation (2.91), les termes d’interaction de l’expression (2.95) 

génèrent les diagrammes de Feynman, ces derniers sont déterminés par les 

règles de Feynman suivantes [24] :  

• Chaque ligne représente la fonction de Green inversée de : ( )XA ′′

 ( )XA ′′
≡

h . (2.97) i j 
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• Chaque vertex ayant n  lignes sortantes, est représenté par la dérivée 

de  : ( ) ( )XA n

 

 ( ) ( )XA n

h

1
−≡ . (2.98) 1

2
3

n
 

Ainsi, l’action effective est donnée par :  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )XXAXAX intln
2

Γ+′′+=Γ
h , (2.99) 

où  est composée de tous les diagrammes de Feynman d’une particule 

irréductible (non tronqués), l’action effective d’interaction  peut être 

développée en puissance de h sous la forme :  

( )XΓ

( ) ( )XintΓ

 , (2.100) ( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=

Γ−=Γ
2

int

l

l XX h

où  représente tous les diagrammes de Feynman d’une particule 

irréductible (non tronqués) ayant un nombre de boucles (loops) égale à l . Le 

nombre de boucles est lié au nombre de vertex par la relation: 

( ) ( )XlΓ

 (∑
=

−−=
N

i
i Nnl

1
1

2
1 ), (2.101) 

tel que  est le nombre de vertex, et  est le degré des vertex (nombre des 

lignes sortantes). Il est évident selon (2.101) que la contribution des l -boucles, 

l’action  est de l’ordre de . Ainsi, selon (2.100), la contribution des -

boucles à l’action d’interaction (2.100) est de l’ordre de

N in

( ) ( )XlΓ 1−lh l
ll hhh =× −1 . 

Exemple d’application : 

Dans le cas de la théorie- , les diagrammes de Feynman pour 3ϕ 3,2=l   

sont indiqués par :  

 ( ) ( ) =Γ X2

12
1         , (2.102) 

 ( ) ( ) =Γ X3  
16
1          +

24
1         . (2.103) 
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En appliquant les règles de Feynman (2.97) et (2.98) sur les résultats (2,102) et 

(2,103), on obtient l’expression analytique de l’action d’interaction suivante : 

 ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( 44
6

3
3

2
2int

48
5

12
1

hhh oXA
XAXA

XAX +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′′′

′′
−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

′′
′′′−

=Γ ). (2.104) 

Le terme de  correspond au précédent résultat établie en (2.92).  2h

2.7. Méthode standard par les intégrales de Chemins : 

 
Le traitement de la méthode standard par les intégrales de chemins est 

réalisé par l’application sur la fonction de partition: 

 [ ]∫ ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−= XAxDZ

h

1exp . (2.105) 

Le développement de Taylor de l’action [ ])(τXA  au voisinage ( )τX  est exprimé 

par:  

[ ] [ ] [ ]
( ) ( )∫+=+

β

τδ
τδ

δτδ
h

0
1

1
1 x

X
XAdXAxXA  

[ ]
( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫+

β β

τδτδ
τδτδ

δττ
h h

0 0
21

21

2

212
1 xx

XX
XAdd ×+

6
1

[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3

0 0
21

321

3

0
321 τδτδτδ

τδτδτδ
δτττ

β β β

xxx
XXX

XAddd∫ ∫ ∫
h h h

[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) L

h h h h

++ ∫ ∫ ∫ ∫ 43
0 0

21
4321

4

0 0
432124

1 τδτδτδτδ
τδτδτδτδ

δττττ
β β β β

xxxx
XXXX

XAdddd

                                                                                                                        (2.106) 

Notons que la variation est donnée par ( ) ( ) ( )τττδ Xxx −= . 

Le deuxième terme dans (2.106) contenant la première dérivée de l’action par 

rapport au chemin moyen est nul à cause des équations de Lagrange, le troisième 

terme contribue à la fonction inversée de Green : 

 ( ) =−
21

1 ,ττG [ ]
( ) ( ) ,21

2

τδτδ
δ

XX
XA  (2.107) 

quant aux termes restants, ils contribuent à l’action d’interaction exprimée par:  
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( ) [ ]xA δint =
6
1 [ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
0 0

21
321

3

0
321 τδτδτδ

τδτδτδ
δτττ

β β β

xxx
XXX

XAddd∫ ∫ ∫
h h h

[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) K

h h h h

++ ∫ ∫ ∫ ∫ 43
0 0

21
4321

4

0 0
432124

1 τδτδτδτδ
τδτδτδτδ

δττττ
β β β β

xxxx
XXXX

XAdddd  

 (2.108) 
Ainsi, la fonction de partition (2.105) s’écrit : 

[ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−= XAZ

h

1exp ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .1,
2
1exp

0 0

int
2121

1
21∫ ∫ ∫ ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−× −
β β

δτδτδττττδ
h h

hh
xAxxGddxD  

(2.109) 

Afin de déterminer la contribution du premier ordre de la fonction de partition, nous 

utilisons l’identité suivante : 

 ∫
+∞

∞−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

A
Axdx 1

2
1exp

2
1 2

π
 ;         avec      [ ]0>A . (2.110) 

Pour un système à -dimensions, l’intégrale Gaussienne (2.110) peut être 

généralisée en: 

D

 
( ) ( )∫

+∞

∞−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

A
AXXxd TD

D det
1

2
1exp

2
1

2/π
 ;     ( )[ ].0det, >= + AAA , (2.111) 

où X et A  sont le vecteur et la matrice à -dimensions, respectivement. D

En appliquant le résultat (2.111) sur l’expression, au second ordre dans (2.109), 

on obtient : 

 ( ) ( ) ( ) =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
−∫ ∫ ∫ −

β β

τδτδττττδ
h h

h 0 0
2121

1
21 ,

2
1exp xxGddxD

( )1det
1

−G
. (2.112) 

La fonction de Green est définie comme le produit des ses valeurs propres kλ  par 

l’intégrale :  

 , (2.113) ( ) ( ) ( 1
0

221
1

2 , τδλτδτττ
β

kkk xMxGd =∫ −
h

)

où ( )τδ kx  est périodique : 

 ( ) ( )βδδ hkk xx =0 . (2.114) 
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Le membre de droite dans (2.112) peut être exprimé par la relation : 

 
( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= −

−

1

1
ln

2
1exp

det
1 GTr
G

, (2.115) 

où : 

 ∑=−

k
kGTr λlnln 1 . (2.116) 

Dans l’annexe A, la fonction de partition pour l’oscillateur harmonique est évaluée 

en appliquant les résultats (2.111)-(2.113). La méthode standard permet dans le 

cas d’un courant externe nul, en tenant compte de (2.24), d’obtenir : 

 [ ] [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ Γ−= XXZ

h

1exp , (2.117) 

en négligeant les termes d’interaction ( ) [ ] 0int =xA δ . 

L’approximation au premier ordre de l’action effective est donnée par : 

 ( ) [ ] ( )[ ] [ ] 110 ln
2

−+=Γ+Γ GTrXAXX h , (2.118) 

et l’action effective complète est réduite à [24]:   

 [ ] [ ] ( )[ ].ln
2

int1 XGTrXAX Γ++=Γ −h . (2.119) 

Le premier terme  dans l’équation (2.119) est désigné sous le nom : niveau 

arbre (Tree levels), l’action interaction 

[ ]XA
( ) [ ]XintΓ  caractérise les diagrammes de 

Feynman.  

Dés lors, les règles de Feynman sont : 

1) chaque ligne de connexion entre les vertex  eti j est représentée par :  

 ( ),i j i jG τ τ≡ = G , (2.120) 

2) le propagateur ( )jiG ττ ,  est défini par l’identité suivante :  

ji 

 ∫
β

τ
h

0
id ( ) ( )jiih GG ττττ ω ,,1− ( ).jh ττδ −≡ h . (2.121) 

Il est à noter que de chaque vertex ayant -lignes sortantes, , est exprimée 

par la dérivée n- ième de la fonction 

n 3≥n

[ ]XA  par rapport aux paramètres 
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 ( ) ( ) ( ) ( mkji XXXX )ττττ ,,,, K  où  désignent les lignes sortantes, le 

vertex est donc exprimé par : 

mkji ,,,, K

 

                              [ ]
∫ ∫ ∫ ∫−→ . 
β β β β

δδδδ
δττττ

h h h h

K
L

h 0 0 0 0

1

mkji

n

mkji XXXX
XAdddd

                                                                                                                        (2.122) 

où nous avons utilisé les abréviations suivantes ( )αα τδδ XX =  et ( )αα τδδ xx =  

avec mkji ,,,, K=α . 

m 

1 3 

2 

( ) [ ]XintΓ  est composé de tous les diagrammes de Feynman d’une particule 

irréductible donnée par :  

 , (2.123) ( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=

Γ−=Γ
2

int

l

l XX h

où  désigne le nombre de boucles (loops) et doit être l . En appliquant les 

règles de Feynman (2.120)-(2.122) sur les diagrammes (2.102) et (2.103), 

l’expression (2.123) est donnée par l’expression analytique suivante :  

l 2≥

( )[ ] [ ] [ ]
⎢
⎣

⎡
−=Γ ∫

612 642

3

531

3

5634122
int

12
1

Kh
h

XXX
XA

XXX
XAGGGX

δδδ
δ

δδδ
δ  

[ ] [ ]
∫+

212 132

3

981

3

210978563412424
1

K
h XXX

XA
XXX

XAGGGGGG
δδδ

δ
δδδ

δ [ ] [ ]
276

3

054

3

XXX
XA

XXX
XA

δδδ
δ

δδδ
δ  

[ ] [ ]
∫+

212 132

3

981

3

210978563412416
1

K
h XXX

XA
XXX

XAGGGGGG
δδδ

δ
δδδ

δ [ ] [ ]
⎥
⎥
⎦

⎤
+K

076

3

254

3

XXX
XA

XXX
XA

δδδ
δ

δδδ
δ , 

(2.124)   

où, pour alléger l’écriture, nous avons utilisé les abréviations suivantes :   

 . (2.125) ∫ ∫ ∫ ∫≡
n

nddd
K

h h h

LL
12 0 0 0

21

β β β

τττ

Nous désignons les chiffres supérieurs à dix par la notation barre, par exemple : 

K,122,111,100 === et ( ) ijji GG =ττ , . Il est à noter que l’expression de l’action 

effective Γ  est une expression donnée en fonction de puissance de . ( ) [ ]Xl h
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2.8. Calcul du potentiel effectif : 

 
L’objectif de cette section est de déterminer l’expression analytique du 

potentiel effectif en utilisant la méthode standard développée dans la section 

précédente. La première dérivée de l’action par rapport au chemin moyen ( )1τX  

est :    

 [ ]
( ) ( ) ( ) ( )11

1
ττ

τδ
δ

XxxVXM
X

XA
=′+−= && . (2.126) 

Selon la définition (2.108), la dérivée seconde de l’action par rapport aux chemins 

moyens ( ) ( )21 , ττ XX  est égale à la fonction de Green inversée : 

 ( ) ( ) ( ) ( ., 212
1

2

21
1

2
ττδ

τ
ττ τ −⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′′+−= =

−
XxxV

d
dMG ) . (2.127) 

Pour , la dérivée n- ième de l’action 3≥n ( ) [ ]XA n  est donnée par :  

 [ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

nXx
n

nn
n

n

xV
XXX

XA
=− −−−= ττδττδττδ

τδτδτδ
δ

13221
21 ...

L . (2.128) 

En substituant (2.127) dans (2.121), on obtient :  

 ( ) ( ) ( ) ( )2121
0

2
1

2

, ττδττττδ
τ

τ
β

−=−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′′+−∫ h

h

XGXV
d
dMd . (2.129) 

Cette équation peut être réduite du problème correspondant à l’oscillateur 

harmonique (2.45) et (2.49) où on définit la fréquence d’essai à une dimension 

par [38]:  

 ( )
M

XV ′′
=Ω . (2.130) 

À partir du résultat précédent (2.50), on obtient la fonction de Green pour un 

potentiel arbitraire :  

 ( ) =Ω 21,ττG
( )

( )2/sinh
2/cosh

2
21

Ω

−−Ω

Ω β
βττ

h

hh

M
. (2.131) 

   À la limite des basses températures, , (2.131) devient : 0→T

 
0

lim
→T

( ) { .exp
2

, 2121 ττττ −Ω−
Ω

=Ω }
M

G h , (2.132) 
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où par similitude avec (2.123), le potentiel d’interaction effectif est donné en 

fonction du potentiel effectif à l -boucles par la relation : 

 . (2.133) ( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=

−=
2

int

l
eff

l
eff XVXV h

Le potentiel effectif à boucles est liée à l’action effective à boucles par :  −l −l

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) XX
ll

eff XXV =Γ= τβh
1 , (2.134) 

en tenant compte des expressions (2.123), (2.124), (2.133) et (2.134), le potentiel 

d’interaction effectif correspondant à l’action d’interaction effective (2.124) est 

donné par : 

( ) ( ) =XVeff
int

( ) ( )[ ]
⎢
⎢
⎣

⎡
− ∫

12

3
122

23

12
1 GXV

hβ
 

 
( ) ( )[ ]

⎥
⎥
⎦

⎤
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− ∫ L

h 1234

34
2

12
2

2413342423141312
4

43

1624
GGGGGGGGGGXV , (2.135) 

En utilisant de nouveaux les règles de Feynman (2.120)-(2.122) : 

• la connexion entre les vertex i  et j est représentée par : 

 ( )jiG ττ ,Ω≡ , (2.136) 

Le propagateur ( )jiG ττ ,Ω  aux températures arbitraires est donné par (2.131) et 

aux basses températures le propagateur se réduit à (2.132). 

ji

• chaque vertex, ayant -lignes sortantes, est représenté par l’identité 

suivante : 

n

 

 
( ) ( )

∫−≡
β

τ
h

h 0
i

n

dXV . (2.137) 

 

Afin de déterminer l’expression analytique du potentiel d’interaction effectif 

(2.135), il est nécessaire d’évaluer celles correspondantes, respectivement, à 2 et 

3-boucles. 

i

n 

2 

1 3
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Pour cela, on recourt à la substitution des expressions (2.131) et (2.132) 

dans (2.136) et nous avons comparé cette dernière avec (2.134), on obtient pour 

2-boucles le potentiel effectif suivant :  

 ( ) ( )
( ) ( )[ ]
( )

( )∫ ∫ Ω−−Ω
ΩΩ

=
β β

βττττ
ββ

h h

h
h 0 0

21
3

2133

23
2 .2/cosh

)2/(sinh
1

212
dd

M
XVXVeff .(2.138) 

en utilisant le résultat de l’annexe A, (2.138) devient :  

 ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )⎥⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Ω

+
ΩΩ

=
2/sinh

1
3
1

26 23

23
2

βh
h

M
XVXVeff . (2.139) 

En écrivant analytiquement le diagramme de Feynman (2.103) aux basses 

températures, le potentiel effectif à 3-boucles est donné par :   

( ) ( )
( ) ( )[ ]

( )

( )

( ) ]22exp
16
1

exp
24
1[

2
lim

43324121

434232413121

0 0 0 0
43216

43
3

0

ττττττττ

ττττττττττττ

ττττ
β

β β β β

−Ω−−Ω−−Ω−−Ω−+

−Ω−−Ω−−Ω−−Ω−−Ω−−Ω−

×
Ω

= ∫ ∫ ∫ ∫→

h h h h
h dddd

M
XVXV

T

(2.140) 

L’expression (2.140) est évaluée en utilisant les expressions (A-9) et (A-24)-(A-27) 

de l’annexe A, elle est  exprimée par : 

 ( ) ( ) =
→

XVeffT

3

0
lim

( ) ( )[ ]
( )

.
2216

17
63

432

ΩΩ M
XVh  (2.141) 

En tenant compte du fait que l’action d’interaction effective est nulle dans le cas 

d’un oscillateur harmonique, l’expression (2.116) est obtenue en comparant (2.59) 

à (2.119) donnant : 

 ( )2/sinh2ln2ln2ln 1 βωωω h=−=− ZGTr . (2.142) 

D’après (2.37), (2.119), (2.133) et (2.139), le potentiel effectif à 2-boucles est : 

( ) ( )XVXVeff = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

2
sinh2ln βω

β
h

h

h ( )[ ]
( ) ( ) ( ).

2/sinh
1

3
1

26
3

23

232

h
h

h o
M

XV
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Ω

+
ΩΩ

−
β

. (2.143) 

où aux basses températures, l’expression (2.143) est réduite à :  
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 ( ) ( )
2

lim
0

Ω
+=

→

hXVXVeffT

( )[ ]
( )

( ).
218

3
3

232

h
h o

M
XV

+
ΩΩ

−  (2.144) 

en substituant (2.144) dans (2.141), on déduit l’expression du potentiel effectif aux 

basses températures au troisième ordre en  donné par :   h

 ( ) ( )
2

lim
0

Ω
+=

→

hXVXVeffT

( )[ ]
( )

−
ΩΩ

− 3

232

218 M
XVh ( ) ( )[ ]

( )
( ).

2216
17 4

63

432

h
h o

M
XV

+
ΩΩ

. (2.145) 

2.9 Potentiel anharmonique complexe PT-symétrique 
  

On considère comme exemple le potentiel de l’oscillateur anharmonique à 

une dimension complexe suivant : 

      ( ) 322

2
igxxMxV += ω , (2.146) 

où est la constante de couplage du système.  g

Dans cette partie, le potentiel effectif pour l’oscillateur anharmonique est calculé à 

deux boucles aux basses températures en utilisant l’expression du 

propagateur ( )21,ττΩG , la fréquence d’essai est alors :  

 2

61
ω

ω
M
igX

+=Ω . (2.147) 

En remplaçant cette dernière dans (2.143) pour l’oscillateur anharmonique à une 

dimension, on obtient :  

( ) ( )
( )

( )3
23

22
322

2
sinh

1
3
1

2
6

62
sinh2ln

2
h

h

hh

h

h o
M
igigXXMXVeff +

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Ω

+
ΩΩ

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Ω

++=
β

β
β

ω

(2.148) 

En substituant ( )τX  par : 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )3
2

2
10 hhh oXXXiX NNN +++= , (2.149) 

dans la dérivée première du potentiel effectif par rapport à X, on trouve au premier 

ordre  un système de trois équations et tous les solutions sont données 

par : 

( 1=N )

           ;          ( ) 01
0 =X ( )

32
1

1 2
3
ωM
gX −

=           ;           ( )
58

3
1

2 2
33

M
gX

ω
= . (2.150) 
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En insérant les résultants (2.150) dans (2.148) en tenant compte de (2.149), on 

déduit l’énergie de l’état fondamental aux basses températures  :  0→T

 ( ) ( )3
43

22

0 8
11

2
lim h

hh o
M

gXVE effT
++==

→ ω
ω  . (2.151) 

 
2.10. La Théorie des perturbations : diagrammes de Feynman  
 

La fonction de partition du potentiel de l’oscillateur anharmonique à une 

dimension (2.146) est :  

 ( ) ( ) ( )∫ ∫ ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−=

β

ττωττ
h

&
h 0

3222

22
1exp igxxMxMdxDZ . (2.152) 

où g  la constante de couplage. Les contributions harmoniques et anharmoniques 

de la fonction de partition Z  sont données par :  

                ( ) ( )∫ ∫ ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−=

β

τωττ
h

&
h 0

222

22
1exp xMxMdDxZ  

 ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++−× ∫ ∫ ∫
β β β

ττττττ
h h h

L
hh 0 0 0

2
3

1
3

2121
3

1 2
111 igxigxddigxd , (2.153) 

en appliquant le développent de Taylor sur la constante de couplage ,g ( )0→g , 

et la contribution des intégrales impaires du chemin ( )τx  est nulle . 

L’expression de la fonction de partition est alors donnée par :   

 ( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
Ο+〉〈−= ∫ ∫

β

ω

β

ω ττττ
h h

h 0

4

0
2

3
1

3
212

2

2
1 gxxddgZZ , (2.154) 

où nous avons adopté la notation suivante :  

 ( ) ( ) ( )∫ ∫ ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−•=〈•〉

β

ω
ω τωττ

h

&
h 0

222

22
1exp1 xMxMdxD

Z
, (2.155) 

dite : produit de convolution. 

Le produit de convolution donné dans (2.155) est transformé en appliquant les 

rotation de Wick [4] où il est défini en terme du propagateur (fonction de Green) 

par :  

 ( ) ( ) ( ) ωω ττττ 〉〈= 2121 , xxG . (2.156) 
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Il est dès lors possible de généraliser le produit de convolution à n-chemins 

( ) nx ,,1, K=ατα , par identité : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ωω τττττττττ 〉〈=〉〈 nn xxxGxxxx KK 4321321 ,. + ( ) ( ) ( ) ( ) +〉〈 ωτττττ nxxxG K4231 ,  

           ( ) ( ) ( ) ( ) ωτττττ 〉〈++ −1321 , nn xxxG KKK . (2.157) 

En tenant compte des expressions (2.156) et (2.157), le produit de convolution 

donné dans (2.154) est :  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2221112
3

1
3 ,,,9 ττττττττ ωωωω GGGxx =〉〈 ( 21

3 ,6 ττωG+ )

)

. (2.158) 

A l’aide des équations (2.43) et (2.47), Le propagateur ( 21 ,ττωG  défini pour un 

courant nul par : 

           ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( )
0021

22

21
1exp

=

∫ ∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=〉〈
j

jxdxADx
jjZ

xx
β

ω
ω

ω τττ
τδτδ

δττ
h

h

h  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
00 0

2121212
21

2
2 ,

2
1exp

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
≡ ∫ ∫

j

jjGdd
jj

β β

ω ττττττ
ττδ

δ h h

h
h .(2.159) 

En insérant (2.158) dans (2.154), on déduit expression analytique de l’énergie 

libre : 

( )ZTkF B ln−=  

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+++−= ∫ ∫
β β

ωωωωω ττττττττττ
h h

h 0 0
21

3
222111212

2

,6,,,9
2

ln GGGGddgTkZTk BB . 

 (2.160) 

L’énergie libre peut être exprimée en termes des diagrammes de Feynman. Dans 

le cas d’un potentiel complexe, les règles de Feynman sont données par :  

• La connexion entre les vertex i  et j est représentée par le propagateur :   

 ( )jiG ττω ,≡ . (2.161) i j

• Chaque vertex, ayant 3-lignes sortants, est représenté par : 

 ∫−→
β

τ
h

h 0

6
idig  . (2.162) i
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En appliquant les règles de Feynman on déduit la représentation schématique de 

l’énergie libre (2.160) [35]: 

 TkZTkF BB −−= ωln  
⎩
⎨
⎧

8
1                  + 

12
1            +  ( )4go  . (2.163) 

⎭
⎬
⎫

En utilisant (2.50) et en substituant les résultats (A-4) et (A-7) de l’annexe A dans 

(2.160), l’expression de l’énergie libre est exprimée par : 

( ) ( )2/tanh
1

2
9ln 23

2
2

βωωωω
h

h
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−=

M
gZTkF B ( )

( )4
23

22

)2/(sinh
1

3
1

2
6 go

M
g

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

βωωω h

h

(2.164) 

Aux basses températures, et en tenant compte de l’expression de , l’énergie 

libre sera donnée par : 

ωZ

 ( 6
96

4

43

22

0 32
465

8
11

2
go )

M
g

M
gE +−+=

ωω
ω hh , (2.165) 

où 2ωh  est l’énergie de l’état fondamental de l’oscillateur harmonique. 

 

2.11. Méthode des perturbations de Bender-Wu : Relations de récurrences 

 

2.11.1 Introduction:  
 

L’expression de l’énergie de l’état fondamental de l’oscillateur 

anharmonique à une dimension (2.146) en fonction de la constante de couplage 

est obtenue en appliquant la méthode des récurrences de Bender-Wu [29]. Cette 

méthode a été développée par les auteurs de la Réf. [38] dans le but de la 

résolution de l’équation de Schrödinger approximativement [29,30].  

La fonction d’onde d’essai est exprimée par [24] :  

 ( ) ( ) ≈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= xxMMx φω

π
ωψ

hh 2
exp

24
1

( )[ xxMM φω
π
ω

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1

2
exp

24
1

hh
], (2.166) 

où la fonction d’onde ( )xφ  est exprimée en puissance de  par :  g

 . (2.167) ( ) ( )∑
∞

=

=
1k

k
k xgx φφ
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2.11.2. L’énergie de l’état fondamental : 
  

Pour le potentiel anharmonique : 

 ( ) 322

2
igxxMxV += ω , (2.168) 

l’équation de Schrödinger correspondante est :  

 ( ) ( ) ( )xExxgixMx
M

ψψωψ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++′′− 322

2

22
h . (2.169) 

En insérant la fonction d’onde donnée par (2.166) dans l’équation de Schrödinger 

(2.169), on obtient une équation différentielle en termes de la fonction 

d’onde ( )xφ  :  

 ( ) ( ) ( )[ ] εφφωφ =+′−′+′′− 32
22

22
xgix

M
xxx

M
h

h
h . (2.170) 

où ε  dénote la correction perturbative de l’énergie à l’état fondamental. Elle est 

donnée par :  

 
∑
∞

=

+=

+=

12

2

k
k

kg

E

εω

εω

h

h

. (2.171) 

En substituant (2.167) dans l’expression (2.170) et en identifiant les termes égaux 

en puissances de , on déduit une équation différentielle en fonction de g ( )xkφ  

[38] :  

 ( ) ( ) ( ) ( ) kkl

k

l
lkkk xixx

M
xxx

M
εδφφφωφ =+′′−′+′′− ∑

−

=
−

3
1,

1

1

22

22
h

h
h . (2.172) 

Pour résoudre l’équation différentielle (2.172), ( )xkφ  est supposée être un 

polynôme vérifiant l’identité suivante [38] :  

 , (2.173) ( ) ( )∑
+

=

=
2

1

k

m

mk
mk xCxφ

où  sont des coefficients, réels et/ou complexes, à déterminer.  ( )k
mC

En insérant (2.173) dans (2.172), et en comparant les termes entre eux, on déduit 

pour (l’ordre du développement) les coefficients et l’énergie correspondants :  1=k
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 ( ) ( ) ( )

ωω h3
;0; 1

3
1

22
1

1
iCC

M
iC −

==
−

=      et     01 =ε . (2.174) 

ainsi que pour  : 2=k

( ) ( ) ( ) ( )
3

2
4

2
342

2
2

2
1 8

1;0;
8

7;0
ωω hM

CC
M

CC −
==

−
==       et      43

2

2 8
11

ω
ε

M
h

= . 

(2.175) 

 

Connaissant les coefficients obtenus en (2.174) et (2.175), il est possible d’en 

déduire ceux pour . Le tableau 2.1 illustre les coefficients d’énergie jusqu’à 

l’ordre 5 

3≥k

k  1 2  3  4  5  

kε  0  48
11
ω

 0  932
465
ω

−  0  

 
Tableau 2.1 : les coefficients du spectre d’énergie pour le potentiel anharmonique  
                      (2.168). 
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CHAPITRE 03 
PROCEDURE DE RESOMMATION AUX FORTS COUPLAGES 

 
 
 
3.1. Introduction : 
 

Dans le chapitre précédent, nous avons élaboré les différentes techniques 

de calcul (théorie des perturbations, règles de Feynman, méthode de Bender-Wu ) 

qui nous ont permis de déterminer le spectre d’énergie du potentiel anharmonique 

(2.168). 

L’objectif de ce chapitre est de déduire, à partir des résultats obtenus pour 

des faibles constantes de couplages, l’expression du spectre d’énergie aux forts 

couplages par une procédure mathématique dite de resommation [29-31].  

Le point de départ de cette technique est fondé sur un paramètre de 

resommation introduit par Kleinert [24-26, 38, 41,42], ce dernier permet de traiter 

le passage des séries d’énergies aux faibles couplage ( ) à celles des forts 

couplages (

0→g

∞→g ). 

3.2. Procédure de resommation du potentiel complexe unidimensionnel: 

L’équation de Schrödinger pour le potentiel complexe anharmonique 

(2.168) prise dans les unités naturelles ( 1== Mh ), est donnée par : 

 ( ) ( ) ( )xExigxxx
dx
d ψψωψ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++− 322

2

2

2
1

2
1 . (3.1) 

La substitution xgx 5
1

−
→  et , transforme l’équation (3.1) à : 2g=α

 ( ) ( ) ( )xEgxixxgx
dx
d ψψωψ 5

2
3225

4

2

2

2
1

2
1 −−

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++− . (3.2) 

Les expressions de la fonction d’onde et du spectre d’énergie sont données 

respectivement par [5, 24-26, 43, 44] : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) L+++=
−−

xgxgxx 2
5
8

1
5
4

0 ψψψψ , (3.3) 

                                      L+++=
−−

2
5
6

1
5
2

0
5
2

bgbgbgE .  (3.4)  
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où ,αb K,2,1=α , sont les coefficients des corrections de l’énergie aux ordres 

élevés. 

En substituant des expressions (3.3) et (3.4) dans (3.2), cette dernière permet de 

déduire le coefficient  donné dans (3.4) et qui représente la valeur de l’énergie à 

l’état fondamental aux forts couplages. La valeur numérique de  a été calculée 

par C M .Bender [38,39,45] : 

0b

0b

 L76285377,00 =b . (3.5) 

3.2.1. La resommation de l’énergie de l’état fondamental :  

La resommation de l’énergie de l’état fondamentale aux forts couplages par 

rapport à la constante de couplage g  passe impérativement par la connaissance 

de l’expression de l’énergie aux faibles couplages, celle-ci a pour expression : 

      L
hhh

+−+= 96

34

43

22

32
465

8
11

2 ωω
ω

M
g

M
gE , (3.6) 

En remplaçant  dans l’équation (3.6), on obtient :  α→2g

      ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+= L

hh
106

2
63

2

32
465

8
11

2 ω
α

ω
αω

MM
E . (3.7) 

Dans le cas d’un oscillateur anharmonique l’expression du spectre d’énergie (3.4) 

est donnée par [38] : 

      ( ) ( ) ( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+++=

−−
LNNNN bbbE 2

5
4

1
5
2

0
5
1

ααα . (3.8) 

La resommation des deux premiers membres de l’énergie (3.6) effectuée en  

introduisant le paramètre de resommation de Kleinert [24,38] défini par : 

      rg+Ω→ 1ω  ; 2

22

Ω
Ω−

=
g

r ω , (3.9) 

et qui permet d’aboutir à la nouvelle expression de l’énergie en fonction de Ω  : 

      ( ) ( ) 43

22
1

8
11

44 Ω
+

Ω
+

Ω
=Ω

M
E hhh αω . (3.10) 

La minimisation de  par rapport à ( ) ( )Ω1E Ω  est nulle, l’équation qui en découle 

est : 

                  ( )( ) ( )( ) 022
3

31251 =−Ω−Ω
M
hαω . (3.11) 

 



 54

 

 

En identifiant l’expression de ( )1Ω  à celle de ( )NE , pour 1=N , on trouve [38]: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) K+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
Ω+Ω+Ω=Ω

−−
5
4

1
2

5
2

1
1

1
0

5
1

1 ααα , (3.12) 

et en substituant (3.12) dans (3.11), on obtient : 

 ( ) ( ) ( ) 5
3

454
1
2

5
32

1
1

5
3

1
0 1064825

,
225

,22
hh

h MMM
M

ωω
=Ω=Ω=Ω . (3.13) 

En réinsérant (3.13) dans (3.10) et en la comparant à (3.8), nous déduisons les 

coefficients  ( ) correspondant à l’énergie de l’état fondamental ( )1
ib 2,1,0=i ( )1E  aux 

forts couplages : 

 ( ) ( ) ( ) 5
34

1
2

5
3

21
1

5
3

1
0 22100

,
22

4,22
16
5

h

h

h
h

hh MbMb
M

b ωω −=== . (3.14) 

Le résultat au première ordre donne la valeur de ( )1
0b  : 

( ) 5
3

1
0

22
16
5

M
b hh

= .5799,0≈  

Pour se rapprocher de plus en plus de la valeur numérique de  donnée en (3.5), 

il est nécessaire de prolonger le développement à des ordres élevés en 

0b

α , 

pour 2≥α . L’erreur relative correspondante à l’énergie de l’état fondamental au 

premier ordre à pour valeur : 

 
( )

%24
0

0
1

0
≅

−

b

bb
. (3.15) 

Il est important de remarquer que l’erreur relative obtenue en (3.15) est importante 

et non négligeable, dès lors il est nécessaire de procéder à une nouvelle 

resommation pour améliorer le résultat  ( ) 5
3

1
0

22
16
5

M
b hh

= . 

3.2.2. Resommation du potentiel effectif :   
  

La convergence du calcul élaboré dans la section précédente peut-être 

améliorée en introduisant un nouveau paramètre variationnelle , en tenant 

compte de la théorie des perturbations variationnelles et du potentiel effectif. 

Ω
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Ainsi, tous les calculs effectués pour améliorer le résultat obtenu en (3.15) sont 

fondés sur la formule: 

 . (3.16) ( ) ( )XVXV l

l

l
eff ∑

∞

=

=
0

)( h

Le paramètre variationnel (ou fréquence d’essai) Ω  est donné par : 

 ( )
M

Xgi
M

XV 62 +=
′′

=Ω ω , (3.17) 

( )XV ′′  étant la dérivée seconde par rapport à X du potentiel donné par (2.168). 

l  0 1 2 

( ) ( )XV l  322

2
igXXM

+ω
M
ig6

2
1 2 +ω  ( )22

2

64 igXMM
g
+ω

 

 
Le tableau 3.1 : représente les deux premiers ordres en h  correspondants   
                          respectivement aux nombres de boucles (loops). 
  

En substituant le paramètre de Kleinert en définit par [38] : h

 rh+Ω→ 1ω      et      2

22

Ω
Ω−

=
h

ωr , (3.18) 

dans la formule (3.16) et en tenant compte des résultats du tableau (3.1), on 

obtient le potentiel effectif au premier ordre par rapport à (1-boucle) : h

      ( ) ( )
M

XgiXgiXMXVeff
6

22
, 23221 +Ω++=Ω

hω . (3.19) 

L’énergie de l’état fondamental est obtenue en minimisant (3.19) par rapport aux 

paramètre Ω  et X : 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
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eff
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eff

X
XV

XV

 (3.20) 
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La résolution du système d’équation (3.20) correspondant au potentiel (2.168) 

conduit aux équations suivantes :  

• , 0=Ω

• ( )

( )( )
0

623
2
3

1

2
1 =++

XgMigi
MX hω .                                                          (3.21) 

Comme dans le cas de la resommation par rapport à , le comportement 

asymptotique de

g

( )1X  au voisinage de l’infini dans (3.21) est exprimé par : 

 ( ) ( ) ( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+++−=

−− −

L5
8

1
2

1
1

1
0

5
1

1 5
4

gXgXXigX . (3.22) 

En substituant cette dernière dans (3.21), les coefficients obtenus sont : 

 ( ) ( ) ( ) 5
2

42
1

2
21

1
5

2
1

0
24

75
,

15
2,

24 h

h MMXMX
M

X ωω =−== . (3.23) 

Ayant obtenu l’expression de ( )1X , nous la réinjectons dans (3.19) et nous la 

comparons à celle de l’énergie :  

 ( ) ( ) ( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+++=

−−
L5

8
1

2
5
4

1
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1
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5
2

1 gbgbbgE , (3.24) 

nous déduisons les coefficients de ( ) ( )2,1,0,1 =ααb , correspondant à l’énergie de 

l’état fondamental : 

 ( ) ( ) ( ) 5
242

1
2

5
2

4
21

1
5

3
1

0 2415
,

184
,7427511023,0

4322
5

M
Mb

M
Mb

M
b hhhh ωω =−=≈= . 

(3.25) 

L’erreur relative calculée de ( )1
0b  en (3.25) par rapport à celle déduite par C.M 

Bender [38] en (3.5) est en très bon accord en la comparant à celle déduite en 

(3.15), en effet, elle est de l’ordre de : 

 
( )

%3
0

0
1

0
≅

−

b

bb
. (3.26) 

Pour améliorer le résultat précédant, il est important d’aller aux ordres plus élèves 

en boucles. Par exemple, dans le cas à deux boucles ( )2=l , le potentiel effectif est 

donnée par : 

 



 57

( ) ( ) ( )
( )22

22

2

22
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6464

12
2

,
gXiMM

g

M
XgiM

XigMXgiXMXVeff
+Ω

+
+Ω

+Ω+
++=Ω

h
h

ωω . 

(3.27) 

En procédant de la même manière qu’au premier ordre, le résultat final de ( )2
0b  est 

[39,45] : 

 ( ) 764570478,02
0 ≈b . (3.28) 

A deux boucles, le résultat numérique ( )2
0b  s’approche du résultat numérique 

obtenu par C. M. Bender. L’erreur relative est : 

 
( )

%06,0
0

0
2

0
≅

−

b

bb
. (3.29) 
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CHAPITRE 4 
POTENTIEL EFFECTIF ET PROCEDURE DE RESOMMATION : CAS DES 

POTENTIELS MULTIDIMENSIONNELS AUX FAIBLES ET FORTS 
COUPLAGES.  

 
 
 
4.1. Introduction : 

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à étudier et déduire les spectres 

d’énergie correspondant, respectivement, aux potentiels complexes PT-

symétrique: 

 ( ) ( ) 222
2

2
, igxyyxMyxV ++=

ω , (4.1) 

 ( ) ( ) igxyzzyxMzyxV +++= 222
2

2
,, ω . (4.2) 

aux forts couplages par la procédure de resommation. Ces potentiels 

appartiennent à des classes de potentiels étudiés dans le cadre de la théorie 

quantique des champs ( -theory). 3ϕ

Le présent chapitre est composé de quatre parties hormis l’introduction. La 

première est consacrée à la détermination des spectres d’énergie des potentiels 

(4.1) et (4.2) aux faibles couplages par la théorie des perturbations traitée en 

terme de diagrammes de Feynman connectés. La deuxième partie portera sur la 

méthode des récurrences de Bender-Wu, nous déduisons les spectres d’énergie 

des précédents potentiels et nous les comparons à ceux déduits dans la première 

partie. Quant à la troisième partie, elle traitera de la procédure de la resommation 

aux forts couplages des spectres d’énergie trouvés dans les deux premières 

parties en termes de la constante de couplage g . Enfin, l’objet de la quatrième 

partie se portera sur la notion du potentiel effectif, en déduisant (i) les expressions 

des spectres d’énergie aux faibles couplages, et (ii) d’améliorer les résultats 

obtenus dans la troisième partie en resommant la série d’énergie en terme de la 

constante  des potentiels effectifs aux basses températures. h
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4.2. Théorie des perturbations : Diagrammes de Feynman 

 

Les séries perturbatives de l’énergie de l’état fondamental des potentiels 

(4.1) et (4.2), où g est la constante de couplage, peuvent être représentés par les 

diagrammes de Feynman connectés.   

Les fonctions des partitions sont données par: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++++−= ∫∫

β

ττττωτττ
h

&&
h 0

222222
2 22

1exp yxgiyxMyxMdyxDDZ D . 

 (4.3) 

 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++−

×⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++−=

∫

∫∫
β

β

ττττττωτ

ττττ

h

h

h

&&&
h

0

2222

0

222
3

2
1exp

2
1exp

zyxgizyxMd

zyxMdzyDxDDZ D

  (4.4) 

Les contributions harmoniques et anharmoniques des fonctions de partitions  

et  sont données par :  

DZ 2

DZ3

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ×⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++−= ∫∫

β

ττωτττ
h

&&
h 0

22222
2 22

1exp yxMyxMdyxDDZ D

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++− ∫ ∫ ∫
β β β

τττττττττ
h h h

L
hh 0 0 0

2
2

21
2

12121
2

11 2
111 yxgiyxgiddyxgid . (4.5) 

 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++++−= ∫∫

β

τττωττττ
h

&&&
h 0

2222222
3 )(

2
)(

2
1exp zyxMzyxMdzyDxDDZ D

[ ] [ ][ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++− ∫ ∫ ∫
β β β

ττττττττττττ
h h h

L
hh 0

222111
0 0

2121111 )()()()()()(
2

1)()()(11 zyigxzyigxddzyigxd  

(4.6) 

Dans le cas multidimensionnel, les fonctions de corrélations (produits de 

convolutions) sont généralisées selon : 

 ( ) ( ) ( )∫∏ ∫ ∑
∏ = =

=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−•=•

N

a

N

a
aaaN

a
x

xMxMdxD
Z

a

1 0 1

222

1

22
1exp1 β

ω
ω

τωττ
h

&
h

, (4.7) 

où  à 2D et  à 3D, et conduisent aux expressions des fonctions de 

partitions suivantes : 

2,1=a 3,2,1=a
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−= ∫ ∫

β β
ωω ττττττ

h h

h 0 0

4
2

2
21

2
1212

2

2 )()()()()(
2

1 goyxyxddgZZZ yxD , (4.8) 

 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−= ∫ ∫

β β
ωωω ττττττττ

h h

h 0 0

4
222111212

2

3 )()()()()()()(
2

1 gozyxzyxddgZZZZ zyxD , (4.9) 

où  sont les fonctions de partitions de l’oscillateur harmonique données par : ω
axZ

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==== −

2
sinh

2
1 1 βωωωω

ω
h

zyx ZZZZ . (4.10) 

Evaluation des expressions (4.8) et (4.9) revient à écrire les produits de 

convolutions en appliquant les rotations de Wick [4]. Ils sont définis en termes des 

propagateurs par :  

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠=

=≠
=

basixx

basixx
G

ba

ba

:0)()(

:0)()(
),(

21

21
21

ω

ω
ω ττ

ττ
ττ . (4.11) 

Les fonctions de corrélations dans (4.8) et (4.9) sont exprimées à l’aide de (4.11) 

par : 

 ( ) ),(2),(),(),()()()( 21
3

2221112
2

21
2

1 ττττττττττττ ωωωωω
GGGGyxyx += , (4.12) 

 ( ) ),()()()()()( 21
3

222111 ττττττττ ωω
Gzyxzyx = . (4.13) 

En insérant (4.12) et (4.13) dans (4.8) et (4.9), respectivement, on déduit les 

expressions de l’énergie libre au quatrième ordre en constante de couplage g : 

[ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++−= ∫ ∫
β β

ωωωωω ττττττττττ
h h

h 0 0
21

3
222111212

2

2 ),(2),(),(),(ln2 GGGGddgTkZTkF BBD . 

(4.14) 

 [
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−= ∫ ∫
β β

ωω ττττ
h h

h 0 0
21

3
212

2

3 ),(ln3 GddgTkZTkF BBD ] . (4.15) 

En appliquant les précédentes règles de Feynman données par (2.161) et (2.162), 

on déduit la représentation schématique des spectres d’énergie aux faibles 

couplages à 4-vertex par : 

02 lim
→

−=
TDE ωh

⎩
⎨
⎧

72
1                  + 

36
1          + 

324
1                + 

1296
5          + 

648
1  

 +
1296

1                            + 
⎭
⎬
⎫ ( )6go . (4.16) 
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03 lim

2
3

→
−=

TDE ωh
⎩
⎨
⎧

72
1         + 

1728
1         + 

5184
1         

⎭
⎬
⎫ ( )6go+ . (4.17) 

En utilisant (2.50) et en substituant les résultats (A-4) et (A-7) de l’annexe A, les 

expressions analytique des spectres d’énergie aux basses températures, ∞→β , 

sont exprimées par : 

 ( ) ( 6
96

34

43

22
0

2 864
223

24
5 go )

M
g

M
gE D +−+=

ωω
ω hh
h . (4.18) 

 ( ) ( 6
96

34

43

22
0

3 576
7

242
3 go )

M
g

M
gE D +−+=

ωω
ω hh
h . (4.19) 

 

4.3. Méthode perturbative de Bender-Wu : Relations de récurrences 

 

Les équations de Schrödinger correspondantes aux potentiels 

anharmoniques (4.1) et (4.2) sont respectivement données par : 

 ( ) ( ) ( ) ( yxEyxyxgiyxMyx
M DD ,,

2
,

2 2
222

2
2
2

2

ψψωψ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++∇−

h ). (4.20) 

 ( ) ( ) ( ) ( zyxEzyxzyxgizyxMzyx
M DD ,,,,

2
,,

2 3
222

2
2
3

2

ψψωψ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++∇−

h ) .(4.21) 

Les fonctions d’onde d’essai sont exprimées par : 

 ( ) ( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−= yxyxMNyx ,

2
exp, 22

2

φωψ . (4.22) 

 ( ) ( ) ( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++−= zyxzyxMNzyx ,,

2
exp,, 222

2

φω )ψ . (4.23) 

où les fonctions d’onde ( yx, )φ  et ( )zyx ,,φ  sont exprimées en termes de séries en 

puissance de la constante de couplage g  : 

 ,    ( ) (∑
∞

=

=
1k

k
k xgx αα φφ ) ( )3,2,1=α . (4.24) 

    En substituant (4.22) et (4.23) dans les expressions (4.20) et (4.21) et en 

identifiant les termes égaux en puissance de g, on déduit les équations 

différentielles en ( yxk , )φ  et ( )zyxk ,,φ  en se plaçant dans le système des unités 

naturelles ( )1=== Mωh :  
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )D
k

k

l
lylkylxlkx

kkykxkD

yxyxyxyx

yxgiyxyyxxyx

2
1

1

1,
22

2

,,,,
2
1

,,,
2
1

εφφφφ

δφφφ

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂⋅∂+∂⋅∂−

+∂+∂+∇−

∑
−

=
−−

  .                    (4.25) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )D
klzlkz

k

l
lylkylxlkx

kkzkykxkD

yxyxyxyxyxyx

zyxgizyxzzyxyzyxxzyx

3
1

1

1,
2
3

,,,,,,
2
1

,,,,,,,,
2
1

εφφφφφφ

δφφφφ

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂⋅∂+∂⋅∂+∂⋅∂−

+∂+∂+∂+∇−

−

−

=
−−∑

                                                                                                                         (4.26) 

où nous avons utilisé l’abréviation 
α

α xx ∂
∂

≡∂ . 

    L’énergie de l’état fondamental dans la théorie des perturbations est exprimée 

généralement par les séries : 

 . (4.27) ( )∑
∞

=

+=
1

2
2

k

D
k

k
D gE εωh

 ( )∑
∞

=

+=
1

3
3 2

3
k

D
k

k
D gE εωh . (4.28) 

    Pour résoudre les équations différentielles (4.25) et (4.26), nous écrivons les 

fonctions ( yxk , )φ  et ( zyxk ,, )φ  sous forme de polynômes vérifiant, respectivement, 

les identités suivantes : 

 . (4.29) ( ) ( ) mj
k

mj

k
mjk yxayx 2

0,
,, ∑

=

=φ

 . (4.30) ( ) ( ) nmj
k

nmj

k
nmjk zyxazyx ∑

=

=
0,,

,,,,φ

où  sont des coefficients non symétriques réels ou complexes à 

déterminer. 

( ) ( )k
nmj

k
mj aa ,,, ,

    Les coefficients ( ) ( )k
nmj

k
mj aa ,,, ,  sont déduits en insérant (4.29) et (4.30), 

respectivement, dans (4.25) et (4.26), leurs valeurs ainsi que le coefficient 

d’énergie correspondant sont données ci-dessus à 2-boucles. 

 

• 2-D  

Pour  : 1=k

 ( ) ( ) ( ) 0,
3

1
01

1
10

1
11 =−== aiaa . (4.31) 
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Pour  : 2=k

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

8
1,

72
1,

18
1,

36
1,0 2

01
2

02
2

21
2

20
2

22
2

12
2

11
2

10 −=−=−=−===== aaaaaaaa . 

(4.32) 

• 3-D 

pour   : 1=k

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3
,0 1

111
1

010
1

001
1

011
1

110
1

101
1

100
iaaaaaaa −======= . (4.33) 

pour  : 2=k

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

72
12

002
2

020
2

022
2

200
2

202
2

220 −====== aaaaaa  ;     tous les autres :    .  ( ) 02
,, =nmja

(4.34) 

    Pour , les relations de récurrences liant les coefficients  et l’énergie 

)  sont exprimées par : 

3≥k (
( )k

nmja ,, )

DD
k

3,2ε (

• 2-D : 

( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++++++−

+
= ++

=

−−
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mj
k
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k

l

lk
mj

llk
mj

k
mj ammajjaaaa

mj
a 2,,2

1
,2,00,2

1
1,1, )2)(1(212

2
1  

(4.35) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )kkkD
k aa 2

2,0
2
0,2

12 1
2
1

+−= +ε . (4.36) 

• 3-D 

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

⎢
⎣

⎡
++++++−

++
= +

=

−−
−−− ∑ k

nmj

k

l

lk
nmj

lllk
nmj

k
nmj ajjaaaaa

nmj
a ,,2

1
,,2,0,00,2,00,0,2

1
1,1,1,, 212

2
1  

 ( ) ( ) ]k
nmj

k
nmj annamm 2,,,2, )2)(1()2)(1( ++ ++++++ . (4.37) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )kkkkD
k aaa 2

2,0,0
2

0,2,0
2

0,0,2
13 1

2
1

++−= +ε . (4.38) 

    Les valeurs des coefficients du spectre d’énergie sont consignées dans les 

tableaux 4.1 et 4.2 ci-dessous pour  allant de 1 à 10.  Il est dès lors intéressant 

de constater la concordance entre les coefficients 

k
( )DD
k

3,2ε  donnés dans les 

tableaux 4.1 et 4.2 et ceux établis par les diagrammes de Feynman exprimés dans 

les expressions (4.18) et (4.19) à l’ordre . 4g

 

k 1 2 3 4 5 
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kε  0 
24
5  0 

864
223

−  0 

k 6 7 8 9 
10 

 

kε  
155520
116407  0 

111974400
346266143

− 0 
001410877440
9592360833242

 

Tableau 4.1 : les coefficients du spectre d’énergie du hamiltonien (4.1) 

 

k 1 2 3 4 5 

kε  0 
24
1  0 

576
7

−  0 

k 6 7 8 9 
10 

 

kε  
622080
5069  0 

289598400
2441189

−  0 
007524679680

8034211571  

 

Tableau4.2 : les coefficients du spectre d’énergie du hamiltonien (4.2) 

 

4.4. Procédure de Resommation : 

 

La procédure de resommation est une technique mathématique qui permet 

de transformer des séries perturbatives divergentes aux faibles couplages en 

séries non perturbatives convergentes aux forts couplages. Les séries en question 

sont celles des spectres d’énergie aux faibles couplages (4.18) et (4.19), le 

traitement aux forts couplages s’effectue, donc, par la substitution suivante : 

 51−→ gxx αα . (4.39) 

où ( ) ( )zyxxxx ,,,, 321 =  et l’exposant (1/5) caractérise les potentiels complexes 

cubiques à D -dimensions. Dans cette section, nous appliquons la procédure de la 

resommation à 2-boucles. L’équation de Schrödinger correspondante aux 

potentiels (4.1) et (4.2), tenant compte de (4.39), s’écrit respectivement : 

 ( ) ( ) ( ) ( yxEgyxixyyxgMyx
M DD ,,

2
,

2 2
5
2

2225
42

2
2

2

ψψωψ
−−

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+++∇−

h ) . (4.40) 
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 ( ) ( ) ( ) ( zyxEgzyxixyzzyxgMzyx
M DD ,,,,

2
,,

2 3
5
2

2225
42

2
3

2

ψψωψ
−−

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++++∇−

h ).  

(4.41) 

    Les fonctions d’onde d’essai ainsi que les spectres d’énergie sont donnés aux 

forts couplages, respectivement, par :  

 ( ) ( ) ( ) ( ) L+++=
−−

yxgyxgyxyx ,,,, 2
5
8

1
5
4

0 ψψψψ . (4.42) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) L+++=
−−

zyxgzyxgzyxzyx ,,,,,,,, 2
5
8

1
5
4

0 ψψψψ . (4.43) 

 3,2;2
5
6

1
5
2

0
5
2

=+++=
−−

DbgbgbgED L . (4.44) 

 

4.4.1. Resommation de l’énergie de l’état fondamental : 

 

 Avant de passer à la procédure de resommation de l’énergie de l’état 

fondamental aux forts couplages, il est impératif de connaître les expressions de 

l’énergie aux faibles couplages. Nous traiterons comme exemple la resommation 

qu’au second ordre en g , les expressions (4.18) et (4.19) donnent :  

 ( ) ( 4
43

22
0

2 24
5 go )

M
gE D ++=

ω
ω h
h . (4.45) 

 ( ) ( 4
43

22
0

3 242
3 go )

M
gE D ++=

ω
ω h
h . (4.46) 

    En substituant ,  les expressions (4.45) et (4.46) s’écrivent : α→2g

 ( ) =0
2DE ( 4

53

2

24
5 go
M

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

ω
αω h

h ). (4.47) 

 ( ) =0
3DE ( 4

53

2

242
3 go

M
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

ω
αω hh ). (4.48) 

    La précision du calcul du spectre d’énergie (4.44) aux forts couplages est liée à 

l’ordre du calcul perturbatif, il est donc important d’écrire (4.44) à l’ordre N  en α , 

en d’autres termes : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) L+++=
−− NNNN bgbgbgE 2

5
6

1
5
2

0
5
2

. (4.49) 

    En introduisant le paramètre de Kleinert formulé dans l’expression :  

 rαω +Ω→ 1 ,  (4.50) 
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où 

 2

22

Ω
Ω−

=
α

ωr , (4.51) 

et en l’appliquant sur (4.47) et (4.48), on aboutit à des nouvelles expressions 

d’énergies au premier ordre en α , en fonction du paramètre variationnel  : Ω

 ( ) ( ) ( 2
4

22
1

2 24
5

22
,, ααωωα oE D + )

Ω
+

Ω
+

Ω
=Ω

hhh . (4.52) 

 ( ) ( ) ( 2
4

22
1

3 244
3

2
3,, ααωωα oE D + )

Ω
+

Ω
+

Ω
=Ω

hhh . (4.53) 

    En minimisant les énergies ( ) ( )Ω,,1
2 ωαDE  et ( ) ( )Ω,,1

3 ωαDE  par rapport à Ω , on 

déduit les équations correspondantes par rapport à Ω , noté  : ( )1Ω

• 2-D 

 ( ) ( ) 04
24
51

22 51
2

2

1
2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
Ω

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
Ω

− h
hh αω . (4.54) 

• 3-D 

 ( ) ( ) 04
24
11

44
3

51
2

2

1
2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
Ω

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
Ω

− h
hh αω . (4.55) 

    Pour résoudre chacune des équations en ( )1Ω , nous identifions cette dernière à 

celle de l’énergie au premier ordre, c'est-à-dire : 

 ( ) ( ) ( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+Ω+Ω+Ω=Ω

−−
L5

3
1
2

5
1

1
1

1
0

5
1

1 ααα . (4.56) 

et en substituant (4.56) dans (4.54) et (4.55), on obtient : 

 

• 2D : 

 ( ) 51
0 3

5h
=Ω ,          ( ) 5

2
1

1 5
3

5 h

ω
=Ω ,          ( )

5 3

4
1
2 125

27
25 h

ω
=Ω , (4.57) 

 

• 3D : 

 ( ) 51
0 9

2h
=Ω  ,          ( ) 5

2
1

1 2
9

5 h

ω
=Ω ,          ( ) 5

3

4
1
2 8

3
25

3
h

ω
=Ω . (4.58) 
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    En réinsérant (4.49) dans (4.47) et (4.48) et en la comparant à (4.44) pour N = 

1, nous déduisons les coefficients ( ) ( )2,1,01 =ibi  correspondant aux énergies à 

l’état fondamental  aux forts couplages : ( )1
3,2 DDE

• 2D : 

 ( ) 565
6

1
0 69222.0

3
5

8
5

h
h

==b ,     ( ) 5
42

1
1 5

3
2

hω
=b ,      ( ) 5

24
1

2 5
3

20
hω

=b . (4.59) 

• 3D : 

 ( ) 565
6

1
0 69395.0

16
27

8
5

h
h

==b ,   ( ) 5

42
1

1 2
9

4
3 hω

=b ,    ( ) 5
24

1
2 8

3
40
9 hω−

=b . (4.60) 

    Cependant, les valeurs numériques des spectres d’énergies obtenues en (4.59) 

et (4.60) aux forts couplages s’avèrent être inférieures à celles calculées aux 

faibles couplages (en effet, ( ) 10
2 ≈DE  et ( ) 5.10

3 ≈DE , voir Eqs.(4.18) et (4.19)). Ainsi, la 

convergence de la théorie des perturbations variationnelles est peu satisfaisante. 

Suivant la référence [38], les coefficients ( ) ( )DDb 3,21
0  doivent être supérieurs à 

ceux déduits aux faibles couplages. 

 

4.5. Potentiel effectif à D-dimensions : 

 

 Pour un potentiel donné, le potentiel effectif correspondant est 

généralement déduit de l’action effective dépendant du paramètre du chemin 

moyen  où  pourαX ( )ZYXX ,,=α 3,2,1=α  dans le cas particulier d’un courant 

externe constant, Il est défini comme étant la transformation de Legendre de 

l’énergie libre. Aux basses températures, le potentiel effectif se réduit à l’énergie 

de l’état fondamental, il permet de donner des résultats très proches des résultats 

attendus pour les énergies de l’état fondamental non perturbé de oscillateur 

harmonique 2-et 3-dimensions. Aux faibles couplages, Le développement du 

potentiel effectif en termes de h , il est donné, pour des potentiels à D-Dimension à 

l-boucles, par : 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )α
α

α

αα

α
XVGtrXV

XVXV

X

l

ll
eff

int1

0

ln
2

++=

≡

∑

∑
−

∞

=

h

h

, (4.61) 
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où les fonctions ∑ −

α
α

1ln
2 XGtrh  donnent l’énergie de l’état fondamental de 

l’oscillateur harmonique aux différents chemins moyens , elles sont liées aux 

fréquences d’essai partielles 

αX

YX ωω ~,~ et Zω~  par : 

 ( ) 3,2,1,
22

~
ln

2 3,2
21 =∂=≡− α

ω
αα

α

α
XVGtr DDX

X
X

hhh . (4.62) 

   La fréquence d’essai totale est alors définie comme étant la norme des 

fréquences partielles, elle est donnée par : 

 ∑=
α

α
ωω 2~~

XD . (4.63) 

( ) ( αXV int ) , dit potentiel d’interaction, contient tous les diagrammes de Feynman à 

une particule irréductible non tronquée.   

 

4.5.1. Spectre d’énergie aux faibles couplages : 

  

    Le spectre d’énergie de l’état fondamental aux faibles couplages de (4.1) et 

(4.2), calculé par le potentiel effectif, est déduit par la substitution des expressions 

(4.62) et (4.63) dans (4.61) en tenant compte des potentiels d’interaction qui 

contiennent uniquement les diagrammes de Feynman à une particule irréductible 

non tronquée. La base des unités naturelles est appliquée pour M = 1. 

    Les fréquences d’essai totale des potentiels (4.1) et (4.2) sont données par :     

 gXiD 22~ 2
2 += ωω . (4.64) 

 ωω 3~
3 =D . (4.65) 

    Les termes des potentiels d’interaction ( ) ( )αXV DD
int

3,2  sont : 

 ( ) TkYXV BT 0

int lim),(
→

−=
⎩
⎨
⎧

36
1         +

1296
5           + 

648
1         

⎭
⎬
⎫ ( )4ho+ . (4.66) 

 ( ) TkZYXV BT 0

int lim),,(
→

−=
⎩
⎨
⎧

72
1         +

1728
1          + 

5184
1          

⎭
⎬
⎫ ( )4ho+ .(4.67) 

Ces diagrammes sont déduits à partir des règles de Feynman données par : 

• Chaque ligne est représentée par la fonction de Green : 

  (4.68) ⎯→⎯),( jiG ττω j i

• Chaque vertex a 3-lignes sortantes, et est représenté par : 
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 ⎯→⎯⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂∂∂

− ∑
=

D

kji
kji XVD

,,

)(
α

α
h

 (4.69) 

    En substituant les expressions (4.64)-(4.67) dans (4.61) et en tenant compte 

des règles de Feynman (4.68) et (4.69), les expressions du potentiel effectif aux 

basses températures sont exprimées par : 

( )
( )22

22
2222

2

0 223
2

222
),(lim

igX
gigXigXYYXYXVeffT +

++++++=
→ ω

ωωω hhh  

 
( )

( 4
292

434

22
234

1296
5

27
22

648
1

3
2

h
h o
Xgi

g
+

+

⋅⋅
⋅⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ⋅+⋅−

ω
). (4.70) 

( ) 4

2
222

2

0 242
3

2
),,(lim

ω
ωω hh
+++++=

→
ZYXgiZYXZYXVeffT

 

 ( 4
9

434

4
3

1728
1

27
22

5184
1

3
2

h
h og

+⋅⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅+⋅−

ω
) . (4.71) 

    En minimisant (4.70) et (4.71) par rapport aux paramètres , et en substituant 

ce dernier par : 

αX

 ( )2
2

10 αααα XXXiX hh ++= , (4.72) 

on retrouve un système d’équations en fonction de ,  et , et dont les 

solutions sont données par : 

0αX 1αX 2αX

 

• 2D : 

 
⎩
⎨
⎧

.0,,0,0
125,2,0

222121020

83
212

3
111010

=≡=≡=≡
=≡−=≡=≡

YXYXYX
gXXgXXXX ωω

. (4.73) 

• 3D : 

 2,1,0,0 == kX kα . (4.74) 

    En insérant de nouveau les résultats obtenus dans (4.73) et (4.74) dans les 

expressions des potentiels effectifs (4.70) et (4.71), on déduit les expressions 

analytiques des énergies de l’état fondamental aux basses températures, : 0→T

 

 

• 2-D : 

 ( ) ( )4
9

43

4

22
0

2 864
223

24
5

h
hh

h oggE D +−+=
ωω

ω . (4.75) 
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• 3-D : 

 ( ) ( 4
9

43

4

22
0

3 576
7

24
1

2
3

h
hh

h oggE D +−+= )
ωω

ω . (4.76) 

    Remarquons que les expressions (4.75) et (4.76) sont identiques à celles 

calculées dans les parties précédentes (voir les équations (4.18) et (4.19)). 

 

4.5.2. Resommation du potentiel effectif : spectre d’énergie aux forts couplages  

  

 Le calcul du spectre d’énergie aux faibles couplage a donnée de bonnes 

résultats par la théorie du potentiel effectif, Il est donc intéressant de refaire les 

calcules en combinant le concept du potentiel effectif à la théorie des 

perturbations variationnelles, en vue de l’amélioration des résultats (4.59) et 

(4.60), et ceci par introduction d’un nouveau paramètre variationnel , et qui de 

plus des paramètres des chemins moyens , permettent de traiter la 

convergence des coefficients 

Ω

αX

( )1
0b  aux forts couplages. La resommation du 

potentiel effectif est traitée ici uniquement pour l =1-boucles. Le potentiel effectif 

(4.61) est développé en puissance de , il est donc le paramètre de Kleinert est 

exprimé en terme de  au lieu de la constante de couplage 

h

h g ,  il est donné par: 

 rh+Ω⎯→⎯ 1ω , (4.77) 

où 

 2

22

Ω
Ω−

=
h

ωr . (4.78) 

    Le paramètre variationnel Ω  est lié à la fréquence d’essai totale par les 

expressions (4.64) et (4.65), il est donné par :  

• 2-D 

 XgiDD 22~ 2
22 +=≡Ω ωω . (4.79) 

• 3-D 

 Ω=≡Ω 3~
33 DD ω . (4.80) 

    En substituant le paramètre de Kleinert (4.77) dans les expressions des 

potentiels effectifs donnés en (4.70) et (4.71) en tenant compte de (4.78) au 

premier ordre de h , on obtient : 
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 ( ) ( ) ( ) XgiYXgiYXYXV D
eff 2

222
, 2222

2
2 +Ω+

Ω
+++=

hhω . (4.81) 

 ( ) ( ) ( )
2

3
2

,, 222
2

3 Ω
++++=

hZYXgiZYXZYXV D
eff

ω . (4.82) 

    L’énergie de l’état fondamental est obtenue en minimisant les équations (4.81) 

et (4.82) par rapport aux paramètres Ω  et  en tenant compte des expressions 

de , données en (4.57) et (4.58). Pour accéder à la procédure de la 

resommation en  du potentiel effectif aux forts couplages, nous appliquerons les 

mêmes étapes suivies dans la section (4.4). 

αX

( ) 2,1,0,1 =Ω αα

h

    Pour cela, nous écrivons les paramètres  à  l = 1-boucle sous la forme : αX

 ( )L+++−= −−− 58
2

54
10

51 gXgXXgiX αααα . (4.83) 

    Les coefficients  où kXα 3,2,1=α  et 2,1,0=k  sont obtenus en substituant 

(4.83) ainsi que (4.79) et (4.80) dans (4.81) et (4.82), on obtient : 

• 2-D : 

 
⎩
⎨
⎧

221100

562
2

2
1

56
0

2,2,2

063624.0,245404.0,417288.0

XYXYXY

XXX

===

=−== −hh ωω
. (4.84) 

• 3-D : 

    La minimisation du potentiel effectif (4.82) par rapport à Ω  donne une constante 

non nulle égale 23h , ainsi le problème à 3-D nécessite un traitement spécial. 

Pour éliminer cette ambiguïté, nous proposons de substituer le paramètre 

variationnel  par : Ω

 1;22 <<+Ω⎯→⎯Ω λλ Xgi . (4.85) 

En appliquant le développement asymptotique au voisinage de zéro ( )0→λ , et en 

substituant le résultat obtenu dans (4.82) et en minimisant par rapport à , on 

obtient :   

αX

• 3-D : 

 

( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=−=−=

===

+
===

−

−

5 6

4

2

2

1
5

2

0

56
2

2
10

56
252

2

2

1
5

2

0

5
81

50
3;

5
;

648
1

;;0
100

64820;
5

;
648

1

h

h

h

h
h

λ
ω

λ
ω

λ

ω
λ

ωω
λ

ω
λ

ZZZ

YYY

XXX

. (4.86) 

 



 72

    En insérant de nouveau les expressions (4.84)-(4.86) dans (4.83) ensuite dans 

(4.81) et (4.82), respectivement, et en comparant les résultats obtenus aux basses 

températures avec l’expression de l’énergie (4.44), on obtient les coefficients ( )1
0b  

de l’énergie à l’état fondamental aux forts couplages pour les potentiels (4.1) et 

(4.2) donnés par : 

• 2-D : 

 ( ) 561
0 1263168.1 h≈b . (4.87) 

• 3-D : 

 ( ) 5656
103

53
1

0 5702317.1
2
3

hh ≈=b . (4.88) 

    On constate que les nouvelles valeurs numériques déduites en (4.87) et (4.88) 

sont en parfait accord avec les résultats attendus pour les énergies de l’état 

fondamental non perturbé de oscillateur harmonique 2- et 3-dimensions. 

 

4.5.3. Résultats et discussions : 

 

  Dans ce mémoire, nous avons déterminé les spectres d’énergie de l’état 

fondamental des potentiels complexes multidimensionnels PT -symétrique, aux 

faibles et forts couplages . g

Dans le cas des faibles couplages, on a déterminé  les  mêmes expressions des 

spectres d’énergies (4.18) et (4.19) de l’état fondamental en termes de la 

constante de couplage  pour les potentiels complexes multidimensionnels aux 

faibles couplages ( ) par l’utilisation de chacune des trois méthodes citées 

précédemment.  

g

0→g

 Par ailleurs, le spectre d’énergie aux forts couplages ( ∞→g ) a été 

déterminé grâce à l’utilisation d’une technique mathématique dite : procédure de 

resommation, introduite pour éliminer la divergence des spectres d’énergie. Les  

résultats obtenus en (4.59) et (4.60) à travers la resommation des expressions des 

spectres d’énergie aux faibles couplages ne correspondent pas aux résultats 

attendus pour l’énergie de l’oscillateur harmonique à 2- et 3-dimensions et 

conduisent à une mauvaise estimation de l’énergie aux forts couplages. Ceci est 

dû à notre avis à la nature de la procédure, c’est-à-dire, la lente convergence de la 

série d’énergie obtenue après resommation.  
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 Il est clair que les résultats obtenus dans la section 4.5 lors de la 

resommation du potentiel effectif en h  conduisent ; d’une part aux expressions 

(4.75) et (4.76) identiques à celles obtenues, respectivement, en (4.18) et (4.19) 

pour le cas des faibles couplage. D’autre part, aux grandes valeurs de g  (forts 

couplages), cette resommation donne des résultats très proches des résultats 

attendus pour les énergies de l’état fondamental non perturbé de oscillateur 

harmonique 2- et 3-dimensions (4.87) et (4.88), respectivement. 
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CONCLUSION 
 
 
 

Nous avons déduit les spectres d’énergie de l’état fondamental  en série de 

g dans le cas des faibles couplages par un traitement perturbatif pour les 

potentiels complexes multidimensionnels (4.1) et (4.2) en utilisant : les 

diagrammes de Feynman connectés [38] et les relations de récurrence de Bender-

Wu [38] ainsi que le traitement perturbatif des potentiels effectifs. On constate que 

les résultats ainsi obtenus sont en parfaite concordance avec ceux donnés par la 

théorie des perturbations variationnelles pour les matrices de densité.  

La procédure de resommation permet de traiter la transition des séries 

d’énergies perturbatives divergentes aux faibles couplages en séries non 

perturbatives convergentes aux forts couplages en utilisant le paramètre de 

convergence de Kleinert [38] en terme de la constante de couplage g aux séries 

d’énergies obtenues aux faibles couplages. Cependant, les coefficients ( )1
,0 Db  

déduits sont largement inférieurs à ceux calculés aux faibles couplages, ainsi, le 

taux d’accélération de la convergence est moins satisfaisant. Le concept du 

potentiel effectif dépendant du paramètre variationnel du chemin moyen a été 

introduit et, une fois combiné à la théorie des perturbations variationnelles, conduit 

aux résultats obtenus aux faibles couplages (4.18) et (4.19). Afin de restaurer la 

convergence aux forts couplages, nous avons procédé à la resommation du 

potentiel effectif correspondant en introduisant le paramètre de Kleinert en terme 

de la constante de Planck  au lieu de la constante de couplage g déjà utilisée, 

les coefficients  obtenus en (4.87) et (4.88) s’avèrent être en accord avec les 

résultats espérés, cette resommation donne des résultats très proches des 

résultats attendus pour les énergies de l’état fondamental non perturbé de 

oscillateur harmonique 2- et 3-dimensions. 

h

( )1
,0 Db

 Comme perspectives futures : il est intéressant d’appliquer le concept du 

potentiel effectif à une particule ayant une masse dépendante de la position se 

mouvant dans un potentiel complexe Multi-dimensionnel.  

 

 



  

 
 
 

Annexe A 
 
 
 

A.1. Intégrales pour les températures arbitraires : 

 

La fonction de Green de l’oscillateur harmonique ( )21,ττΩG  est donnée par (2.50) : 

 ( ) =21 ,ττωG
( )

( )2/sinh
2/cosh

2
21

βω
βττω

ω h

hh −−
M

. (A.1) 

L’expression de l’énergie libre donnée par (2.160) à 2-boucles conduit à évaluer 

l’intégrale double suivante : 

 ∫ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

β β βωττωττ
h h

h

0 0
21211 2

coshddI . (A.2) 

La valeur absolue dans (A.2) permet de décomposée l’intégrale en deux intégrales 

doubles : 

 ∫ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

β τ βωττωττ
h

h

0 0
21211

1

2
)(coshddI ∫ ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+

β τ βωττωττ
h

h

0 0
1221

1

2
)(coshdd . (A.3) 

En effectuant la permutation 21 ττ ↔  dans la deuxième intégrale double, on 

obtient : 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= ∫ ∫ 2

sinh2
2

)(cosh2
0 0

21211
β

ω
ββωττωττ

β β
hhh

h h

ddI . (A.4) 

Le propagateur d’un potentiel arbitraire (2.131) est obtenu en introduisant la 

fréquence (2.130), il a la même forme que le propagateur de l’oscillateur 

harmonique (2.50), par conséquence, les résultats précédents peuvent être 

appliqués pour calculer le potentiel effectif (2.139) et l’énergie libre (2.160). Dans 

les deux cas, l’intégrale double est donnée par  

 ∫ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

β β βωττωττ
h h

h

0 0
21

3
212 2

coshddI . (A.5) 

 

 



  

Comme précédemment, l’intégrale  se décompose en deux intégrales doubles : 2I

 ∫ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

β τ βωττωττ
h

h

0 0
21

3
212

1

2
cosh2 ddI , (A.6) 

on obtient : 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Ω

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Ω

Ω
=

2
sinh

3
1

2
sinh2 3

2
βββ hhhI . (A.7) 

A.2. l’intégrale aux basses températures : 
 

Aux basses températures, , le propagateur 0→T ( )21,ττΩG  est donnée par 

(2.132) :  

 ( ) ( 21210
exp

2
,lim ττττ −Ω− )

Ω
=Ω→ M

G
T

h . (A.8) 

La détermination du potentiel effectif aux basses températures à 

boucles se fait par évaluation analytique des diagrammes de Feynman 

(2.103), qui sont régis par les règles de Feynman (2.161) et (2.162), et conduit aux 

intégrales multiples standard. La multiplicité d’une intégrale (double, triple,K ) est 

déterminée selon le nombre de vertex qui composent le diagramme de Feynman. 

A deux vertex, l’intégrale étant double et est donnée par :   

−= 3l

 ( ) (∫∫ −Ω−=
ββ

ττττ
hh

0
21122

0
112 exp nddnI ). (A.9) 

Un diagramme à trois vertex correspond à une intégrale triple : 

( ) ( )∫∫∫ −Ω−−Ω−−Ω−=
βββ

τττττττττ
hhh

0
3223311321123

0
2

0
1231312 exp,, nnndddnnnI ,   (A.10) 

quant au diagramme à quatre vertex lui correspond une intégrale quartique : 

( ) (∫ ∫ ∫ ∫ −Ω−−Ω−=
β β β β

ττττττττ
h h h h

0 0 0 0
311321124321342423141312 exp,,,,, nnddddnnnnnnI  

 )4334422432234114 ττττττττ −Ω−−Ω−−Ω−−Ω− nnnn , (A.11) 

où le nombre naturel  est le nombre de lignes liant les vertex i  et jin j . Les 

expressions (A.9)-(A.11) seront évaluées aux basses températures ∞→β , pour 

cela, l’expression (A.9) est décomposée en deux intégrales (  contributions) : 2!2 =

 



  

 , (A.12) ( ) ( )( )∫∫ −Ω−=
ββ

ττττ
hh

0
21122

0
112 exp nddnI (( )∫∫ −Ω−+

ββ

ττττ
hh

0
12122

0
1 exp ndd )

donc : 

 ( ) ( )[ ]
Ω

⎯⎯ →⎯⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

Ω
+

Ω
= ∞→

12
12

1212
12

21exp12
n

n
nn

nI βββ β h
hh . (A.13) 

L’intégrale triple (A.10) peut être décomposée en à six intégrales (3 ! = 6 

contributions) : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )++++= 122313231213132312231312231312 ,,,,,,,,,, nnnJnnnJnnnJnnnJnnnI  

                                  ( ) ( )121323131223 ,,,, nnnJnnnJ + , (A.14) 

où l’intégrale :  

( ) ( ) ( ) ([ ]∫ ∫ ∫ −Ω−−Ω−−Ω−=
β β β

τττττττττ
h h h

0 0 0
322331132112321231312 exp,, nnndddnnnJ )

)

 

(A.15) 

mène à : 

 ( ) ( )( 23131312
2231312 ,,

nnnn
nnnJ

++Ω
⎯⎯ →⎯ ∞→ ββ h . (A.16) 

En substituant (A.16) dans (A.10), en tenant compte de la permutation des , on 

obtient : 

jin

 ( ) ( )( )( )231323121312

231312
2231312

4,,
nnnnnn

nnn
nnnI

+++
++

Ω
⎯⎯ →⎯ ∞→ ββ h . (A.17) 

L’intégrale quartique (A.11) est résolue de la même manière, mais elle doit être 

décomposée en 24-intégrales ( 24!4 = contributions) :  

( ) ( )(∫ ∫ ∫ ∫ −Ω−−Ω−=
β β β β

ττττττττ
h h h h

0 0 0 0
311321124321342423141312 exp,,,,, nnddddnnnnnnI ( )  

 ( ) ( ) ( ) ( ))4334422432234114 ττττττττ −Ω−−Ω−−Ω−−Ω− nnnn  + 23 I.Q. (A.18) 

où I.Q. désigne l’abréviation du terme : Intégrales Quartiques. La première 

contribution qui correspond à l’équation (A.18) avec la condition 4321 ττττ ≥≥≥  

est donnée par : 

( ) ((∫ ∫ ∫ ∫ −Ω−−Ω−
β β β β

ττττττττ
h h h h

0 0 0 0
311321124321 exp nndddd ) 

                               ( ) ( ) ( ) ( )4334422432234114 )ττττττττ −Ω−−Ω−−Ω−−Ω− nnnn  

 



  

 ( )( )( )24231413342414141312
3 nnnnnnnnnn +++++++Ω

⎯⎯ →⎯ ∞→ ββ h . (A.19) 

En évaluant les 23 intégrales quartiques restantes, on obtient le résultat final 

suivant :

( )
⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

+
+++++Ω

⎯⎯ →⎯ ∞→ ξββ

34241414131234241312
33424231312

1112,,,,
nnnnnnnnnn

nnnnnI h

 

                                             ψ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

+
+++++

+
34241424231234231412

111
nnnnnnnnnn

 

                                              
⎭
⎬
⎫

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

+
+++++

+ ζ
34241434231324231413

111
nnnnnnnnnn

 

(A.20) 

où les  

fonctions ( )ijnξ , ( )ijnψ  et ( )ijnζ  sont exprimées par : 

 
342313242312

11
nnnnnn ++

+
++

=ξ . (A.21) 

 
342313141312

11
nnnnnn ++

+
++

=ψ . (A.22) 

 
242312141312

11
nnnnnn ++

+
++

=ζ . (A.23) 

Aux basses températures, les intégrales sont indiquées selon le nombre de vertex 

correspondant: 

• 3-vertex : 

 ( ) 29
52,1,2
Ω

⎯⎯ →⎯ ∞→ ββ hI . (A.24) 

 ( ) 29
81,2,1
Ω

⎯⎯ →⎯ ∞→ ββ hI . (A.25) 

• 4-vertex : 

 ( ) 33
21,1,1,1,1,1
Ω

⎯⎯ →⎯ ∞→ ββ hI . (A.26) 

 ( ) 327
220,0,1,2,2,1
Ω

⎯⎯ →⎯ ∞→ ββ hI . (A.27) 
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