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Résumé :

Ce mémoire est inclus dans I'étude des processus stochastique, et plus précisément des
processus de décision semi markovien (semi- makovian decison process SMDP), issu de la
théorie de la décision et de la probabilité.

Parmi les méthode utilisées pour la recherche de politique optimale, nous avons cité deux
algorithmes « value iteration » et «policy iteration » .

Pour résoudre le probleme « contréle optimal d’un systeme de service stochastique », nous
avons réussi a programmer « value iteration » que nous avons adapté a notre probléme.

Malheureusement, le deuxiéme algorithme « policy iteration » semble plus difficile a
appliquer pour résoudre ce type de probleme.

Abstract :

This memory is included in the study of stochastic processes, and more specifically semi-
markovian decision-making processes (semi-makovian decison process SMDP), derived from
the theory of decision and probability.

Among the methods used for optimal policy research, we cited two algorithms "value
iteration" and "policy iteration"

In order to solve the problem of "optimal control of a stochastic service system", we were
able to program "value iteration" which we adapted to our problem.

Unfortunately, the second "policy iteration" algorithm seems more difficult to apply to solve
this type of problem.



Notation et abréviation

.MDP : Markov decision process.

.SMDP : Semi -Markov decision process.

.1 :I’'ensemble d’états.

. A :'ensemble d’actions.

[A(i) : 'ensemble des actions possibles pour I'état « i ».
.R : politique stationnaire.

Xp :I’état du systéme au né™¢ instant de décision.

.pij(Ri) : la probabilité qu’au prochain instant de décision le systéme soit a
I’état « j », Sil'action «a» est choisie dans I'état actuel «i ».

.gi(R) : 'espérance du colt moyen (si I'état initial est i).

.t;(R): Représente la distribution stationnaire d’équilibre de la chaine de
Markov {xn}.

.K(a, b) : un cout de commutation engagé lors du réglage du nombre de
canaux activésde aab.

.U : Taux de service.
. A: Taux d’arrivé.

Si I'action «a» est choisie dans |'état actuel «i » on a les 03 notations suivantes :

.Pij(a):la probabilité qu’au prochain instant de décision le systéme soit a I'état j.
.Ti (a): le délai prévu jusqu'au prochain instant de décision.

.Ci(a): les colts attendus encourus jusqu'au prochain instant de décision.



Listes des figures

Figure 00 : I'affichage de v (i, t) pour n=0.

Figure01 :I'affichage de v (i, t) pourn=1  avec A=7 ; k=10.

Figure02 : I'affichage de v (i, t) pour n=2 avec A=7; k=10.

Figure03 : 'affichage de v (i, t) pour n=174 et le cot moyen optimalavec A =7 ; k = 10.

Figure 04 : affichage de la politique optimal.
Tableau 05 : représente le nombre de carnaux activés pour un colt optimal.

Figure 06 : I'affichage de v (i, t) pourn=1 avec A =8 ; k =10.

Figure07 : |'affichage de v (i, t) pourn=2 avec A =8 :; k=10.

Figure08 : |'affichage de v (i, t) pour n=312 et le colit moyen optimal avec A =8 ; k = 10.

Figure09 : 'affichage de v (i, t) pourn=1 avec A=7; k= 25.

FigurelO : 'affichage de v (i, t) pourn=2 avec A =7 ; k = 25.

Fgurell : I'affichage de v (i, t) pour n=226 et le colt moyen optimalavec A =7 ; k = 25.

Figurel2: I'affichagede v (i, t) pourn=1 avec A=8; k = 25.

Fgurel3: I'affichage de v (i, t) pourn=2 avec A =8 ; k = 25.

Figurel4 : |'affichage de v (i, t) pour n=250 et le colt moyen optimal avec A =8 ; k= 25.

Figure 15 : affichage de la politique optimale pour_ A =8 ; k= 10.

Figure 16 : affichage de la politique optimale pourA =7 ; k = 25.

Figure 17 : affichage de la politique optimale pour_ A =8 ; k = 25.




Sommaire

Table des matiéres
Tal oo VLot uToT g ==Y aT=T =] LTSRS 1
Chapitrel :

Processus de décision markovien (cas discret)

L2 INEFOTUCTION ..ttt e et e s et et s ae st s bbb e s bbb st ebe st st es et ebe seeaeanes 3
1.2, DAFINITIONS .. eee ettt ettt et e st e e et ehe e s a s s e e s e st et n et e n s 3
1.2.1. Processus STOChASTIQUE.....ccciiviiiieeiceecie ettt e st s te e et s e seesress et ass e s e e e s 3
1.2.2. Chaing d€ IMArkOV........ceueuiriie ettt sttt sttt sttt st st e st s e e e s sens s 3
1.2.3. Processus de décision Markovien (IMDP).........couuueriiiriieeiereiecieeeeeeeee e 4
1.2.4. SYSTEME AYNAMUQUE.....iieiieeeeeteeie ettt ettt se e ese e e ene e e ssesae et saeesesteseeseeseeseenes sneen 4
1.2.5. Programmation dyNamiQUE.......cocceceeeiieiriieeeercte e st ee et rae e stestesre st aesenaeesaestesne e e srneeens 4
1.2.6. Les équations fONCLIONNEIIES.......coeieieieiec ettt aeneas 5
00 2 A o 1 o [T T 5
1.2.8. POltiQUE StAtiONNAITE...uei ettt ettt st et e e bbb e b ete s esaessensenee s enes 5
1.2.9. POltiQUE OPLIMAlE....ei ettt sttt et stesre st e s e n e e e stestesnneneres 5
S T Yoo = 1= OSSPSR P PO 5
1.3.1. Probleme de MaintenanCe.......cccuviveeiiieieiie e e e 7
1.3.2. Probleme de controle EleCtliQUE.......o i iiieeieeieecece ettt et s e et sre e 9

Chapitre 2 :

Processus de décision semi markovien

P28 W 12X o e Yo [¥ ot i T PO OO OO OO 11

2.2. Le modele de décision SemMi MaArkOVIEN.......ccviviiiiiiiiieiie ettt e s e e eaens 12
2.3. Le colt moyen a long terme par UNité de tEMPS.......ccvecvereeire et et ereenes 13
2.4. La méthode de transformation de dONNEEs........c.oeueiireeieririiciine e e 14

2.5. Algorithme pour une politique OPtIMalE. ...t et er e 15



Sommaire

2.5.1. Algorithme d’itération par POlitiQUE........cccueueeiiiieeieeee e 15
2.5.2. Algorithme d’itération Par ValEUI ...ttt e 17
2.6. Itération par valeur et les déciSions fiCtIVES.......ccecucieieiriieise et 19

Chapitre 3 :

Application et programmation

3.1. Optimisation des files d’atteNte.....ccccueiiicie et 21
3.1.1. Contréle optimal d’un systéme de service stochastique.........ccueveeveevevecececceeneeenns 21
I |V, o o 1= 1LY | o o VOSSOSOV 22
3.2.1. Résolution avec l'algorithme d’itération par valeur..........cccccoveee oo 25
Q. RESUIAt NUMBTIQUE....c ettt r e et sae et aensennes 26
D.CONCIUSION ..o st st s st st st e e e e e s e aenee 41
3.2.2. Résolution avec 'algorithme d’itération par politique......ccecceee e ceeceecreeieeenee. 41
Q. RESUITAT NUMIBTIQUE.....o vttt ettt et e e eb et e e neebe et sneenaensennes 42
(@00 g Lol [V T ToT 0 I ={=T 0 1=T = L= OSSR 47
Annexe.

Bibliographie.



INTRODUCTION GENERALE



Introduction générale

Le modele des processus de décision markovien et semi markovien (MDP et SMDP)
offrent un cadre général pour la résolution de problemes de décision séquentielle dans
I'incertain. Ses exploitations supposent une connaissance précise des valeurs des parameétres

(probabilités et colts).

Le modele des processus de décision semi markovien (SMDP) est un modele tres étudié
en intelligence artificielle, il offre un formalisme pour modéliser et résoudre beaucoup de

probléeme dans l'incertain.

Dans de nombreuses situations en environnement incertain, les processus de décision
markovien et semi markovien jouent un réle important dans la résolution de ces problémes,
les transitions du systéme d’un état a un autre peuvent étre contrélés moyennant une
séquence d’actions, le modéle correspondant est appeler processus séquentiel de décision
markovien ou semi markovien qui sont a la base de la programmation dynamique

stochastique.

Le probleme est en général mis sous forme de « programme mathématique » ou a
chaque décision possible a été associée une variable, la résolution de ce probléme

représente la détermination d’un ensemble de décision optimal.

Le processus de discision semi markovien (markovien decision process MDP) permet la
modélisation d’un large éventail de probleme d’optimisation. Il trouve des applications en
gestion de stock, Maintenance, Allocation de ressources, Ordonnancement,

Télécommunication et dans certain probleme d’analyse de systeme informatique.

Ce mémoire comporte trois chapitres :

Le premier chapitre représente un petit résumé d’un mémoire de master 2 en
modélisation statistique et stochastique réalisé par le bindme (Zekri YASSINE et LEKHAL
SAMI) sous le théme général « les processus de décision markovien », Ce chapitre contient

toutes les définitions et les éléments de base du modele de décision Markovien.



Introduction générale

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons les notions de base du model de décision
Semi markovien, la méthode de transformation des donnés et les deux algorithmes de

résolution « itération par valeur » et « itération par politique».

Finalement le troisieme chapitre est consacré a la description, la modélisation et la
résolution numérique du probleme « controle optimal d’'un systeme de service

stochastique ».



CHAP 01
PROCESSUS DE DECISION
MARKOVIEN
(CAS DISCRET)



Chapitre 01 : processus de décision Markovien (cas discret)

1.1 INTRODUCTION

Ce chapitre traite les systemes dynamiques évoluant aux cours du temps, ou la loi

probabiliste du mouvement peut étre contrélée en prenant des décisions.

L'objectif est de trouver une regle de contréle qui minimise le colt moyen par unité

de temps.

Le modele de décision markovien est un outil polyvalent et puissant pour I'analyse

des processus de décision séquentiels probabiliste avec un horizon de planification infini.

Apres quelques définitions de base, deux exemples sont présentés : un probleme de

maintenance et un probleme de gestion d’une centrale électrique.

1.2 DEFINITIONS
1.2.1 Processus stochastique [2]

Un processus stochastique est une famille de variables aléatoire X(t) ou t est un

paramétre réel prenant ses valeurs dans I'ensemble T.
En général, T est dénombrable et représente le temps, le processus est alors dit discret.
1.2.2 Chaine de Markov [3]

Le processus stochastique (x,) n= 0 a valeurs dans E (ensemble fini ou

dénombrable) est une chaine de Markov si :

.P (Xn+1 =j /Xn=i, XQ_1=in_1, ............... , X1=i1, Xo=io)=p(Xn+1=j/Xn=i)

vnEN,Vj,io, il, --------in-l ,iEE

1.2.3 Processus de décision markovien(MDP) (Markov decision process )
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Un processus de décision markovien est un modele stochastique définie par :
» un ensemble d’états | qui peut étre fini, ou infini dénombrable.
» un ensemble d’actions possibles.
» Des probabilités de transition pj;(a).
» une fonction de récompense (colt) Ci(a) .
1.2.4 Systéeme dynamique

En mathématique, en chimie ou en physique un systéme dynamique est la donné
d’un systéme est d’une loi décrivant I’évolution de ce systeme. Ce peut étre I'évolution
d’une réaction chimique au cours du temps, le mouvement des planétes dans le systéme
solaire  ou encore [’évolution de la mémoire d'un ordinateur sous l|’action d’un

programme informatique.
1.2.5 Programmation dynamique

La programmation dynamique Est une procédure récursive permettant de calculer

les valeurs optimales a partir d’'une équation fonctionnelle.

En faite, la programmation dynamique c’est une approche informatique permettant

d’analyser les processus de décision séquentiels avec un horizon de planification fini.
Les idées de base de la programmation dynamique sont :

» .les états.

» .le principe d’optimalité.

» .les équations fonctionnelles.

1.2.6 Les équations fonctionnelles [6]

ne équation fonctionnelle est une équation dont I'inconnu est une fonction.
] t f t Il t t dont I’ t f t
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En général, lorsqu’on parle d’équations, on s’intéresse a trouver les valeurs qui satisfont
une égalité de deux expression algébrique.ici, on se propose ce chercher les expressions

algébrique qui font que I'équation et satisfaite pour certaines valeurs données.

1.2.7 Politique [2]

Une politique ou stratégie (choix d’une action ou décision) pour chaque état, c’est

un ensemble de régles « if state then action ».

1.2.8 Politique stationnaire [2]

Une politique R est dite stationnaire si elle n’est pas aléatoire, et I'action choisie a

I'instant t dépend seulement de I’état du processus en cet instant.

1.2.9 Politique optimale [2]

Une politique optimale est celle qui maximise (ou minimise) les récompenses (les

co(ts).
1.3. MODELE

De nombreux problemes de contréle pratique peuvent étre modélisés comme un
processus de décision markovien par un choix approprié de l'espace d’états et

I’'ensemble d’actions.

Considérons un systeme dynamique avec des instants équidistants t=0,1,..........

A chaque instant de décision le systeme est classé dans I'un des nombres possibles

d’états, et par la suite une décision doit étre prise.

On dit qu’un systeme est de Markov a temps discret si et seulement si les propriétés

d’un modele markovien sont satisfaites.

Si a un instant de décision l'action « a » est choisie dans I’état i, alors les événements

suivants se produisent indépendamment de I’historique du systeme :

e Un colt immédiat Ci(a) est engagé.
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e au prochain instant de décision, le systéme sera dans I'état j avec une

probabilité pj(a) tq Y p;a) =1 i€l

On note que le paiement en une étape colte ci(a), et les probabilités de transitions en une

étape pjj(a) sont supposées étre homogenes dans le temps.

Dans des problemes spécifiques, les colts « immédiats » ci(a) représenteront les codts

attendus jusqu’au prochain instant de décision, Lorsque I'action a est choisie dans I'état i.

De plus, il convient de souligner que le choix de I'espace d’états et I'ensemble d’actions

dépend de la structure de co(its du probleme spécifique considéré.

Le modele de décision markovien a de nombreuses applications potentielles dans le controle

des stocks, maintenance, fabrications, télécommunications,.....

Dans la plupart des applications il n’est pas possible de trouver une politique
optimale en calculant le colt moyen de chaque politique stationnaire, par exemple si le
nombre d’états est N et qu’il y'a deux actions dans chaque états, alors le nombre de
politiques stationnaires possibles est 2N et ce nombre augmente rapidement au-dela de

toute limite pratique. [2]

Cependant, plusieurs algorithmes peuvent étre donnés qui conduisent de maniére
efficace a une politique optimale, « policy iteration » et « value iteration » sont les

algorithmes les plus utilisées. [2]

L'algorithme d’itération par valeur apparemment complexe est en fait tres simple, il
permet de calculer itérativement la valeur de chaque état. La valeur d’un état est en fait
le gain obtenu par I'exécution d’une action auquel on ajoute les valeurs des différents
états qu’il est possible d’atteindre en exécutant cette méme action tout en prenant en
compte le facteur permettant d’introduire un compromis entre action a court terme et
action a long terme. Plus formellement, nous pouvons définir la valeur d’'un état a

I'instant t. [4]
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L'algorithme d’itération par politique différent du précédent est plus complexe. Il
s’agit également d’un algorithme itératif applicable a chaque pas de calcul jusqu’a
obtenir la politique optimale. Contrairement a l'algorithme d’itération par valeur qui
calcule une politique sans connaissance a priori, cet algorithme nécessite I'initialisation
d’'une premiere politique quelconque, ensuite améliorer par itérations successives.
Chaque itération se décompose en deux phases : tout d’abord une premiere phase
d’évaluation de la politique courante revient a la résolution d’un systeme de |S|
équations a |S| inconnues. Enfin, la seconde phase consiste a améliorer cette politique
courante en déterminant un peu comme dans |'algorithme d’itération par valeur pour
chaque état une action améliorant la valeur courante. La politique optimale est obtenue

lorsque deux politiques successives sont identiques et nécessairement optimales. [4]

1.3.1 Probleme de maintenance [1]

Au début de chaque journée, un équipement est inspecté pour relever son état de
fonctionnement réel, I'équipement sera trouvé dans l'une des conditions de travail
i=1,...... N, ou les conditions de travail i est meilleure que la condition de travail i+1.

L’équipement détériore avec le temps.

Si la condition de travail actuelle est i et aucune réparation n’est effectuée, alors au
début de jour suivant, 'équipement sera dans la condition de fonctionnement j(I’état j)

avec une probabilité g;. On suppose que ;=0 pour j<i et Zj>iqi]- =1.

La condition de travail i=N représente un dysfonctionnement nécessitant une

réparation forcée prenant deux jours. Pour les états intermédiaires i avec 1<i<N.

On a le choix entre réparer préventivement le matériel ou laisser I'équipement

fonctionner pendant une journée, une réparation préventive ne prend qu’un seul jour.
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Un systeme réparé a la condition de fonctionnement i=1, le colt d’une réparation

forcée en cas de panne est Cy et le colt d’une réparation préventive en état de marche i

est Cp;.

On souhaite déterminer une regle de maintenance qui minimise le cot moyen de

réparation par jour a long terme.

Ce probléme peut étre placé dans le cadre d’un processus de décision markovien a

temps discret.

De plus, étant donné qu’une réparation forcée prend deux jours et que I'état du
systeme doit étre défini au début de chaque jour, on a besoin d’un état auxiliaire pour la
situation dans laquelle une réparation forcée est en cours depuis déja un jour, ainsi

I’ensemble d’états possibles du systeme est choisi comme suit :
I={1,2,.... N, N+1}

L’état i avec 1< i < N correspond a la situation dans laquelle une inspection révele
une condition de travail i, tendis que I’état N+1 correspond a la situation dans laquelle la

réparation forcée est déja en cours depuis un jour.

Les actions :
0 si aucue réparation n’est faite
A={ 1 siune réparation préventive est effectuée
2 si une réaration forcée est effectuée

L’ensemble d’actions possible dans I'état i est :

A(1)= {0}, A(i)={0,1}  pour 1<i<N, A(N)=A (N+1)={2}.

Les probabilités de transition en une étape p;j(a) sont donnés par :
Pii(0)= q; pourl<i<N

P1(1)=1 pourl<i< N
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Pym:i1(2)=Pyi11(2)=1
pi(a)=0 ailleurs  (sinon)

Les colts en une étape ci(a) sont donnés par ¢i(0) =0, ci(1)=coi, cn(2)=Cy et Cyiq (2)=0

(pour plus de détails voir chapitre 6 page 235 [1]).

1.3.2 Probléme de contréle électrique [2]

Considérons une centrale électrique a deux générateurs j=1,2 pour produire de
I’électricité. La quantité d’électricité nécessaire pendant la journée est variable, les
24 heures d’une journée sont subdivisées en six périodes consécutives de 4 heures
chacune. La quantité d’électricité requise au cours de la période k est dy , k=1,.....,6.
D’autre part, le générateur j a une capacité de générer de c; kWH par période pour
ji=1, 2, un exces d’électricité produit pendant une période ne peut pas étre utilisé
pour la prochaine période.

Au début de chaque période kil faut déterminer les générateurs a utiliser pour cette
période (un seul générateur, lequel ? ou les deux générateurs ?)
Les colits imposés sont les suivants :
e un co(t d’exploitation r; du générateur j pour chaque période d’utilisation.
e un codt d’installation s; est engendré a chaque fois que le générateur j est
activé (mis en marche) apres avoir été inactif pendant un certain temps.
Nous souhaitons déterminer une regle de contréle qui minimise le coGt moyen a long

terme par jours.

Modélisation :

Ce probleme peut étre mis dans le cadre d’un modele de décision markovien a temps
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discret.
Dans ce cas, I'état du systéme peut étre décrit par le couple (k, y) telle que :

La premiére variable k indique la période en cours (k=1,2, ...... 6) et la seconde variable y

indique les générateur opérationnels (y € {1,2,3})

Y=1 veut dire que le premier générateur est opérationnel, y=2 veut dire que le deuxieme

générateur est opérationnel et y=3 veut dire que les deux générateurs sont opérationnels
Donc I'espace des états S s’écrit :

S={(k,y) / k=1,..6 et y=1,2, 3}

Les actions

1 si seulement le premiere générateur est utilisé
2 si seulement le deuxiéme générateur est utilisé
3 si les deux générateurs sont utilisé

L'ensemble des actions possibles a I'état (k, y) :

A {(k, y)}={y} si Cy = d; poury=1,2,3 et k=1,2,.....,6 (selon la demande de chaque période).
(Pour plus de détails voir chapitre 2 page 34 [2]).
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Chapitre 2 : Processus de décision semi markovien

2.1. INTRODUCTION

Dans le chapitre précédent, nous avons donné un bref apercu sur les processus de
décision markoviens et leurs applications, selon ce modeéle, les décisions ne peuvent étre

prises qu'a des instants fixes t=0,1....

Cependant, il ya beaucoup de problémes de contréle stochastique ou les temps entre
les instants de décision sont aléatoire, le modele de décision semi Markovien est un outil

possible pour analyser ce type de problemes.
Dans la section (2.2) et (2,3) nous discutons les éléments de base de ce modele.

Dans la section (2,4) nous exposons une méthode de transformation de données par
laquelle le modeéle de décision semi markovien peut étre converti en un modéle de décision
markovien a temps discret, cette méthode nous permet d'appliquer la méthode récursive

d’itération par valeur au modeéle de décision semi markovien.

La section (2.5) résume divers algorithmes pour trouver une politique optimale ( i.e colt

moyen optimal).

Dans la section (2.6) nous discutons I'algorithme d'itération par valeur pour un modele
de décision semi-markovien ou les temps entre les instants de décision sont
exponentiellement distribués, pour ce cas particulier I'effort de calcul de cet algorithme peut

étre considérablement réduit en introduisant des instants de décisions fictifs.

Cette astuce trés simple consiste de créer des matrices de transitions conduisant a un

algorithme d'itération par valeur beaucoup plus efficace.
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2.2. Le modele de décision semi markovien

Considérons un systeme dynamique dont |'état est examiné a des instants aléatoires.

A ces instants, une décision doit &tre prise et des colts sont induits a la suite de la décision

prise.

L'ensemble d’états possibles est noté 1 tq Vi€l I'ensemble A(i) des actions possible est

disponible.
Supposons que l'espace d'état | et I'ensemble d'actions A(i) i€ | sont finis.

Ce systéme dynamique controlé est appelé processus de décision semi-markovien lorsque

les propriétés markoviennes suivantes sont satisfaites :

e Si la distribution conditionnelle de probabilité des états futurs, étant donnés les
états passés et |'état présent, ne dépend, en fait que de ['état présent et non pas

des états passés "absence de mémoire".

En outre, les colts induits jusqu'au prochain instant de décision ne dépendent que de I'état

actuel et I'action choisie dans cet état.
Aussi les collts consistent généralement du colit engagé lors de la décision.

Comme exemple on considere un systeme d'inventaire mono produit ou le processus de
poisson et la position d'inventaire peut étre reconstituée a tout moment par exemple les
instants de la décision sont les instants de la demande et ils se produisent de maniére

aléatoire dans le temps [chapitre 07 page280 [1]).
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2.3. Le colt moyen a long terme par unité du temps

Le colt moyen permet de déterminer une zone de bénéfice pour l'activité de

I'organisation.

Le colt moyen a long terme par unité du temps est pris comme critére d'optimalité, donc

le modéle de décision semi -markovien est déterminé par les caractéristiques suivantes :

e Pj(a): c’est la probabilité que le systeme soit en état j (sachant que l'action a est

choisie dans I'état actuel i).

e 7;(a): Le délai prévu jusqu'au prochain instant de décision (Si I'action a est choisie
dans I'état actuel i).

® (Ci(a) : Les colts attendus encourus jusqu'au prochain instant de décision (Si I'action a
est choisie dans I'état actuel i).

On suppose que 7i(a)>0 Vi€ etV a€A().

une politique stationnaire R est une régle qui ajoute a chaque état i une seule action
Ri € A(i) et recommande toujours de prendre cette mesure a chaque fois que le systeme

est observé dans I'état i .

Etant donné un espace d'états fini, on peut montrer que sous chaque politique
stationnaire le nombre de décisions prises dans un intervalle de temps fini est fini avec une

probabilité 1.

Il s’ensuit que sous une politique stationnaire R le processus stochastique incluse {x,}

est une chaine de Markov a temps discret avec des probabilités de transition en une étape

pi(Ri).
On fixe maintenant une politique stationnaire R, notons par :

V,,(i, R) : 'espérance du codt total sur les n premiers instants de décision, quand la politique

R est utilisée a I’état initial i.

gi(R) : I'espérance du colt moyen par unité de temps a long terme.
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Vn(i,R)

gi(R) =lim,, i€ I. Cette limite existe d’aprés le théoreme (7.1.1)

2.4. La méthode de transformation de données

Choisissez d’abord un nombre tavec 0<t<min;.7i(a).

Considérons maintenant le modéle de décision markovien a temps discret dont les éléments

de base sont donné par :

I=1 , A(i)=A() , i€l
Ci(a) =C(a)/ti(a) , a€A()eti€l.

_ ﬁpij(a) j#i,a€Al) et i€Tl.
pii(a)= )

7i(a)

%pij(a)‘k[l_ ] j=i,a€Al) et ie€el.

Ce modeéle de décision markovien a temps discret a la méme classe de politique

stationnaires comme le modeéle de décision semi-markovien.

Pour chaque politique stationnaire R, gi(R) représente le coit moyen a long terme par

unité de temps dans le modéle a temps discret.

Lorsque la politique R est utilisée et I'état initial égal a i et pour chaque politique stationnaire

Rona: gi(R)=g(R) el ... (1)

Alors ce résultat ne nécessite aucune hypothése sur la structure des chaines de Markov
associées aux politiques stationnaires. Cependant, nous prouvons le résultat (1) seulement

pour le cas unichain assumption (Annexe 1).

Fixons d’abord une régle stationnaire R et supposons que la chaine de Markov immergée

{X.} vérifié 'hypothése de la chaine unique.

Les probabilités d’équilibre ;(R) de la chaine de Markov { X,} satisfont les équations

d’équilibres :
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7T (R) = Xier T(R) Py(Ri) = ies TlR) osPulRIHL- —SITR), JET

Ces équations sont précisément les équations d’équilibre 1;(R) de la chaine de Markov {X,}

dans le modéle semi markovien.

Selon le théoreme (7.1.1) (annexe 01) 'g(R)=g(R) on peut donc conclure qu’une politique
optimale de co(it moyen dans le modéle semi markovien peut étre obtenue en résolvant un

modele de décision markovien approprié a temps discret.

Cette conclusion est particulierement utile par rapport a I'algorithme d’itération par
valeur, en appliquant l'itération par valeur aux modele transformé, il n’ya aucune restriction
a supposer que pour chaque politique stationnaire la chaine de Markov immergé {x,} est

apériodique.
En choisissant strictement la constante T < min ;,4(7;(a)) on a toujours p;(a)>0 Vi, a.

Et donc la chaine de Markov est toujours apériodique.
2.5. Algorithmes pour une politique optimale

Dans cette section nous décrivons comment les algorithmes pour le modele de décision

markovien a temps discret peuvent étre étendus au modeéle de décision semi-markovien.
2.5.1. Algorithme d’itération par politique [1]

L'algorithme d’itération par politique sera décrit sous I’hypothése (unichain
assumption) (annexe 1), cette hypothése nécessite pour chaque politique stationnaire la

chaine de Markov {x,} forme une seule chaine.

Supposons que g(R) et vi(R) i€l soient le colt moyen et les valeurs relatives d’une politique

stationnaire R .

Si une politique stationnaire R est construite de telle sorte que pour chaque état i€l

G (Ri)-g(R) 7i (Ri) +X jer pii(R) vi(R) < wi(R)  (2)
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Alors g(R) < g(R).
De plus, si le signe de I'inégalité stricte dans (2) pour certains états i récurrents sous R
Onag(R) <g(R).

Ces affirmations peuvent étre vérifiées par les mémes arguments que ceux utilisés dans la

deuxiéme partie de la preuve du théoreme (chapitre 6.2.1 page 238 ) [1].

Sous I’hypothése (unichain assumption) (annexe 1) nous pouvons maintenant formuler

I'algorithme d’itération par politique :

> .Etape 00 : (initialisation) choisissez une politique stationnaire R.
> .Etape 01 : (étape de détermination de la valeur) pour la politique actuelle R, calculez

le colt moyen g(R) et les valeurs relatives vi(R) i€l comme solution unique aux

équations linéaires.
Vi = Gi(R) —g Ti(R) +X jer pij(R)v; Q€.
vs=0.
Ou s est un état choisi arbitrairement.

» .étape 02 : (étape d’amélioration de la politique) pour chaque état i€ | déterminez

une action a; donnant le minimum

min){ ci(a) — g(R)ti(a) + Z pii(@)v;(R)}

acA(l
JEI

La nouvelle politique stationnaire R s’obtient en choisissant R ;=a; pour tout i€ | avec la

convention que R; est choisi égal a I'ancienne action R; lorsque cette action minimise la

guantité d’amélioration de la politique.
> .Etape 03 : (teste de convergence)

Si la nouvelle politique R =R alors I'algorithme est arrété avec la politique R sinon passez a

16



Chapitre 2 : Processus de décision semi markovien

I’étape 01 avec R remplacer parR.

De la méme maniere que pour le modele de décision markovien a temps discret il peut
étre montré que l'algorithme converge en un nombre fini d’itérations a une politique
optimale de cout moyen , aussi et comme conséquence de la convergence de I'algorithme il

existe des nombres g* et v;* Satisfaisant I'équation d’optimalité des couts moyens
V" =min zen {cia) — g'ti(@) + Xje vy}, €L ... (3)

La constante g* est uniquement déterminée comme le cout moyen minimal par unité de

temps.
De plus chaque politique stationnaire dont les actions minimisent le coté droit de (3)

Vi€l est optimale en termes de colt moyen.
2.5.2. Algorithme d’itération par valeur [1]

Pour le modele de décision semi-markovien la formulation d’un algorithme
d’itération par valeur n’est pas simple une relation de récursivité pour les couts minimaux
attendus sur les n premiers instants de décisions ne prennent pas en compte les temps de

transitons non identiques.
Ces couts donc ne peuvent pas étre liés au colt moyen minimal par unité de temps.

Cependant par la méthode de transformation de données de la section 2.4 nous
pouvons convertir le modele de décision semi markovien a un modeéle de décision markovien
a temps discret tel que les deux modéles ont le méme colt moyen pour chaque politique

fixe.

Il nya aucune restriction a supposer que tous c;j(a)=ci(a)/T;a) sont positives, Sinon ajoutez

une constante positive suffisamment grande a chaque E(a)

Les résultats de la méthode récursive pour le modele de décision semi-markovien sont

les suivants :
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> .Etape 00 : choisissez V_(i) tel que 0V, (i) <min, {ci(a)/Ti(a)} Vi€ |
Choisissez un nombre T avec O<t<<minj, 5Ti(a) soit n:=1

> Etape 01 : calculer la fonction V,(i) i€l a partir de

Vn(i)zminaeA(i) {%+$ ZjEI Dij (@)vn_s ()+( 1-$)Vn_1(i)} ............... (4)

Soit R(n) une politique stationnaire dont les actions minimisent le coté droit de (4)
> Etape 02 : calculer les limites
My=minje {Va() —Vaa()} ,
My =maX;e; {V n(j) — Vaa()}-

L'algorithme est arrété avec la politique R(n) lorsque 0<(M,-my)<e my,, ou € est le nombre

de tolérance pré spécifié.
Sinon passez a I'étape 3.
> Etape 03: n=n+1 est passez a I'étape 1

Supposons que I'hypothése unichain faible de la section 6.5 [1] soit satisfaite pour les

chaines de Markov incluses {x,} associées aux politiques stationnaires.

I n y’a aucune restriction a supposer que les chaine de Markov {x,} dans le modeéle
transformé sont a périodiques , puis l'algorithme s’arréte aprés un grand nombre

d’itérations avec une politique R(n)

Dont la fonction de colit moyen g;(R(,)) satisfait

os%z)_g* <e, i€l

Ou g* : désigne le colt moyen minimal par unité de temps

En ce qui concerne le choix de T dans |‘algorithme il est recommandé de prendre tcomme
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suit :

T=min;,,1;(a) siles chaines de markov {x,}
dans le modéle semi markovien sont aperiodiques

1
T= Emin vaTi(a) sinon

C’est un choix raisonnable
2.6. Itération par valeur et les décisions fictives :

La méthode d’itération par valeur est souvent la méthode la plus recommandée pour

calculer une politique optimale de co(it (presque) moyen.

A chaque itération de la méthode, les bornes inferieur et supérieur indiquent dans qu’elle

mesure le colt moyen de la politique actuelle s’écarte du cot moyen minimal.

La charge de calcul pour l'algorithme d’itération par valeur dépend non seulement du

nombre d’états mais aussi de la densité des probabilités de transition non nulles pj(a).

Par la nature méme d’algorithme d’itération par valeur il est fastidieux en calcul d’avoir

beaucoup de pj;(a).

Dans les applications avec des temps distribués de maniére exponentielle entre les instants
de décision l'effort de calcul de Il'algorithme d’itération par valeur peut souvent étre

Considérablement réduit en incluant les instants de décisions fictives. [1]

L'état du systeme est laissé inchangé aux instants de décisions fictives. L’inclusion
d’instants de décision fictives ne change pas la nature markovienne du processus de décision
car les temps entre les transitons d’état sont distribués de maniére exponentielle (propriété

sans mémoire).
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L'idée d’introduire les instants de décision fictive réduit non seulement I'effort de calcul,

mais simplifie également la formulation de I'algorithme d’itération par valeur.
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Chapitre 3 : Application Et programmation

3.1. Optimisation des files d’attente :

Le modele semi-markovien est un outil naturel et puissant pour I'optimisation des files
d’attente, de nombreux problemes de file d’attente en télécommunication demandent le
calcul d’'une regle de contrdle optimale pour une mesure de performance donnée. Si la régle
de contréle est déterminée par un ou deux parametres, on peut d’abord utiliser I'analyse en
chaine de Markov pour calculer la mesure de performance pour des valeurs données des
parametres de controle, puis utiliser une procédure d’optimisation standard pour rechercher
les valeurs optimales des parametres de contréle. Cependant ce n’est pas toujours

I’'approche la plus efficace.

Nous donnons un exemple de systéme de file d’attente, pour lequel I'approche de
décision semi-markovienne est non seulement plus élégante mais est également plus
efficace qu’une procédure de recherche directe, Dans cette application le nombre d’états est
illimitée. Cependant, en exploitant la structure du probléme, nous sommes en mesure de

transformer le probleme en un modele de décision de Markov avec un espace d’états fini.
3.1.1. Controle optimal d’un systéme de service stochastique

Un systeme de service stochastique a S canaux identiques disponibles pour fournir le
service, ou le nombre de canaux en fonctionnement peut étre contrélé en activant ou
désactivant les canaux, par exemple les canaux de service peuvent étre des caisses dans un

super marché ou des machines de production dans une usine.

Les demandes arrivent selon un processus de poisson de taux A , chaque demande de
service qui arrive est autorisé a entrer dans le systeme, et attend en ligne jusqu’a ce qu’un

canal d’exploitation soit fourni.

Le temps de service de chaque requéte est distribué de maniére exponentielle avec une

valeur moyenne 1/pu.
On suppose que le taux d’arrivée moyen A est inferieur au taux de service maximal spu.

Un canal activé ne peut gérer qu’une requéte a la fois.
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A tout instant les canaux peuvent étre activés ou désactivés en fonction du nombre de

demandes de service dans le systeme.

Un co(t de commutation non négatif K (a, b) est induit lors du réglage du nombre de

canaux activés de a a b.

Pour chaque canal activé, il y’a un co(t d’exploitation de taux r>0 par unité de temps,
aussi pour chaque demande un cot de possession de h>0 est induit pour chaque unité de
temps, pendant laquelle la demande est dans le systeme jusqu’a ce que son service soit

terminé [1].

L'objectif est de trouver une politique pour contréler le nombre de canaux activés, de

sorte que le colt moyen a long terme par unité de temps soit minimal.
3.2. Modélisation [1] :

Comme le processus de poisson et la distribution exponentielle sont sans mémoire, I'état du

systeme a tout moment est décrit par la paire (i, t) ou :

e |:le nombre de demandes de service présentes (nombre de clients).

e T:le nombre des canaux activés.

Les instants de décisions sont les instants d’arrivée d’une nouvelle demande ou les instants

de fin de service.

Dans cet exemple le nombre d’états possible est illimité. Car la variable d’état i prend les

valeurs 0,1....

Une approche naturelle aboutirait a une formulation de modéle de décision semi
markovien, dont la variable d’état i est délimitée par un nombre U suffisamment grand, de
sorte que la probabilité qu’il y ait plus que U demandes dans le systéme est négligeable.
Lorsque le taux d’arrivée A est proche du débit de service maximal su alors cette approche

conduirait a un trés grand espace d’états.

Une formulation de modeéle de décision markovien plus efficace est obtenue en

restreignant la classe des regles de contréle plutot qu’en tronquant I'espace d’états.
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Il est intuitivement évident que sous chaque regle de contrdle raisonnable tous les canaux

seront activés lorsque le nombre de demandes dans le systeme est suffisamment grand.

En d’autres termes, en choisissant un entier suffisamment grand M avec M = s, tel que

pour chaque i= M la seule action réalisable consiste a activer tout les canaux.

Cependant, cela implique que nous pouvons restreindre le controle du systéme aux
instants d’arrivée et d’achévement du service, aux quels il ne reste pas plus que M

demandes de service dans le systeme.

Ce faisant, on obtient une formulation de processus de décision semi —markovien avec

I'espace d’états :
i={(i,t)/0<i<M ,0<t<s}
L’ensemble d’actions :

fa\a=0,....,s} 0<i<M-1, 0<t<s

A(i't)={ {s} 1=M, 0<t<s

Ici I'action a dans I'état (i, t) signifie que le nombre de canaux est ajusté de t a a. Cette

formulation de processus de décision semi — markovien implique la stipulation suivante :

Si 'action a=s est prise a I'état (M, T) alors le prochain instant de décision est défini
comme le premier instant d’achévement de service au quel M au M-1 demandes sont en

attente.

En outre, si I'action a=s est effectuée dans I'état (M, t) les colts induits en une étape
jusqu’au prochain instant de décision sont définis comme la somme des colts de
commutation k(t, s) et les colts d’attente et d’exploitation réalisés pendant la période

allant jusqu’au prochain instant de décision.

On désigne par la variable aléatoire Ty,(s) le temps jusqu’au prochain instant de décision
ou l'action a=s est prise a I'état (M, T). La variable aléatoire Ty,(s) est la somme de deux
composantes, la premiere est le temps jusqu'a ce que le prochain achévement de service se
réalise, ou bien le temps jusqu’a la prochaine arrivée. La deuxieme composante est zéro si

un achévement de service se produit en premier, sinon il est distribué comme le temps
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nécessaire pour réduire le nombre de demandes de service présentes de M+1 a M.

La formulation en modéle de décision semi-markovien avec un espace d’états inclus
(immergé) est réalisable uniquement s’il est possible de calculer I'espérance du temps

moyen de transition en une étapeT(y)(s) ainsi que I'espérance du coldt en une

étape Cqpy 1) (S).

Le calcul de ces quantités est facile, puisque les services sont complétés selon un
processus de poisson au taux sy tant que tous les canaux sont occupés. En d’autres termes
chaque fois que M ou plus de demandes sont dans le systéeme, nous pouvons imaginer de
maniere équivalente qu’un seul « super Channel » traite les demandes une par une a un taux

exponentiel de su.

En prenant n=1 et en remplagant la moyenne 1/u par 1/su dans les formules {(2.6.2)
et (2.6.3) annexe 1} nous constatons que le temps attendu nécessaire pour réduire le
nombre de demandes présentes de M+1 a M, étant donné que tous les canaux sont activés

est

/s 1
1-A/su - su—A2
Et les colts de détention et d’exploitation prévu pendant le temps nécessaire pour réduire
le nombre de demandes présentes de M+1 a M, étant donné que tous les canaux sont
activés est :

hM hsu {1 . A } rs _ h(M+1)+rs hA
si . su(su-2) B

su—21  su—-2 su—2 su—2 (su—21)?

Ici, le terme hM/(su-A) représente les colts de possession attendus pour les M demandes
de service qui sont présentent en permanence pendant les temps nécessaire pour réduire le

nombre dans le systeme de M+1 a M.

Si tous les canaux S sont occupés, alors le délai jusqu’au prochain événement (achevement
du service ou nouvelle arrivée) est distribué de maniére exponentielle avec la moyenne

1/A+su et I'événement suivant est généré par une arrivée avec une probabilité A/A +su .

On trouve :
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1

. 1 _ Su
T (S) =t A S )= e

Et

hM+rs A
A+su A+su

h(M+1)+rs hA }
su—A2A (su—2)*

ca,p(8)=K(t, s) + {

Nous avons également les probabilités :

Su o
A+sp) et Pwym,sy (S)= Atsu

P(M,t)(M—l,s) S)=

Pour les autres états, les éléments de base du modele de décision semi —markovien sont

facilement spécifies, on a

1 .
Tl (a)—m 0<igM-1, 0<a<s

Et

hi+ra .
C o (a)=k(t, a)*’m oKigKMm-1, 0<ags

3.2.1 Résolution avec I'algorithme d’itération par valeur [1]

Nous allons utiliser I'algorithme d’itération par valeur (chapitre 2) pour chercher une

politique optimale
> Etape00 : choisissez V (i) tel que 0KV (i) <min. {C;(a)/T;¢(a)} ViEl, 0< t < s.
Dans la transformation de données on prend t=1/A+sp.
Soit n =1.

> Etape 01 : calculer la fonction V, (i,t) i€l, 0<t<s apartir de:

Va(i,t)=ming<g<s[(A + min(, a) w3k (t, @) + hi + ra + ﬁ vaa((i + 1,2)) +

min(i;a)u
A+su

A+min(i,a)u

vpa((i—1,a)) + {1 — T}VnJ((i; )] .,

Pour les états (i, t) avec o<gigm-1, o<ts
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Et

Alspu—2)
su(A+su)

Va((M ,t))=1/su (A+su) (sp-A) k(t,s)+SZ—$+hM+rs+%vn_1((M—1,s))+{1— Wn_1((M,s))+{1-
su—A2

sp

Nn_a((M, 1))

Pour les états (M, t) avec |, 0<t<s
Avec la convention v,_1((-1, t))=0.
> Etape 02 : calculer les limites :
mp=mine {Va(i,t) —Vna(it)} , Mn=max;e {Vn(i,t) — Vai(i, ) }.

L'algorithme est arrété avec la politique R(n) (une politique stationnaire) lorsque 0<(M,-

my)<E M, , ou € est un numéro de précision pré spécifié.
Sinon passez a I'étape 3.
> Etape 03: n=n+1 est passez a |'étape 1.
a. Résultat numérique

On considere la fonction de colt de commutation k (a, b)= k|a-b| et les données

numériques suivantes :
S=10, u =1, r=30,et h=10.
Le taux d’arrivée A prend les valeurs 7 et 8,

Le co(t de commutation k prend les deux valeurs 10 et 25, dans chaque exemple nous

prenons la borne M=20.

Pour les états (i, t) avec i>M tous les canaux s sont toujours activés.

L’algorithme d’itération par valeur est lancé avec V, (i, t)= 0 pour tous les états (j, t).
On choisit le nombre de tolérance € = 1073 pour le critére d’arrét.

Nous avons (M+1)X (s + 1) équations, une fois les valeurs calculées, elles seront

26



|

vn(0,5)
vn(1,s)
vn(M, s)

v,(0,1)
vn(1,1)

v4(0,0)
vn(1,0)
vn(M, 0) vn(M, 1)

(

Etape 00 : On choisit v (i, t) comme suit pour tous les cas :

Vo (i, t)

Chapitre 3 : Application Et programmation

53

*

stockées dans une matrice de dimension (M+1)(s+1).
Donc:

0

Figure O : I'affichage de v (i, t) pourn
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lercasA=7 : k=10

Soitn=1:
s Etape01:v, (i, t)=

pour n=1
B 38 6@ 90 128 158 188 218 248 278 360

44 78 188 13@ 168 198 2280 258 288 318

LA B@ 118 14@ 178 28@ 238 268 298 328

6@ 928 128 15@ 188 218 248 278 3080 338

78 188 138 168 198 220 258 288 318 348
8@ 118 148 178 280 2380 268 298 328 35@
99 128 158 188 218 24@ 278 388 338 3JeAd
1@ 138 168 198 220 258 288 318 348 378
118 148 178 2080 2380 268 298 3280 358 386
128 158 188 218 24@ 278 38@ 3380 368 390
138 168 198 220 258 288 318 348 370 460
148 1780 2880 2380 268 298 328 358 380 4108
158 180 218 248 278 388 338 368 390 428
168 198 220 258 280 318 348 378 480 430
178 280 238 268 298 328 358 388 410 448
1880 218 248 279 30@ 338 3Je@ 3798 420 450
198 220 258 280 318 348 378 4808 430 4608
2080 230 268 290 320 358 388 418 440 478
218 248 278 38@ 330 368 398 4280 450 480
2280 250 280 318 34@ 378 488 4380 460 490
864 828 792 V56 720 684 648 612 576 548

» Mn 2>={B . 788>

Figurel : I'affichage de v (i, t) pour n=1

% Etape 02: Le critére d’arrét 0 <M,-m,< € *m,,  n’est pas vérifiée car (900+0)

donc on passe a l‘étape suivante.

+ Etape 03 : n=2 (on fait le méme travail pour les autres itérations jusqu’a obtenir

une politique optimale R(n)).

Pourn=2:
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64.1176
684.118
83.5294
623.529
183.529
642.741
123.529
662.353
143.529
681.765
163.529
781 .176
183.529
728.588
2@3.529

164.118 223.52%
12 7he.412
184.118 243.529

-824 838.235
264.118 323.527%
-B24 858.235
284.118 343.529

1127.48 1948.78
¢ mn . Mn >=¢4.11765

124.

143
162
182
282
222
242
262
282
i@z
322
342
362
3gz2
462
422
442
462
482
e

118
.527
241
-741
-741
241
241
-941
-741
241
241
-941
-241
241
241
241
-741
-741
241
-373

1734.38

184.118
283.527
222.911
242 .353
262.353
282.353
382 .353
322353
342.353
362.353
382.353
482 353
422.353
442 353
462 .353
482 .353
582.353
522.353
542.353
885.431
1647.68

- 874.451>

244.118
263.529
282.941
382.353
321.765
341.765
361.765
381.765
481 . 765
421 .765
441 . 765
461 . 765
481 .765
581.765
521.765
541.765
561.765
581.765
681 .765
831.49
1568.98

i@4.118
323.529
342.941
362.353
381.765
481 .176
421 .176
441 176
461 .176
481 .176
581.176
521.176
541 .176
561.176
581.176
601.176
621.176
641.176
661.176
LR
1474.28

364.118
383.527
482 .741
422,353
441 . 765
461 .176
488.5388
588.588
528.588
548.588
568.538
588.588
688.588
628.538
648.538
668.538
686.588
788.588
728.588
883 .6088
1387.58

Figure 02 : I'affichage de v (i, t) pour n=2

Le critere d’arrét 0 <M,-m,< € * m,

Pour n=174

424.118
443 .529
462 .741
482 .353
581.765
521.176
548.588

484.118
5@3.529
522.9741
542.353
561.765
581.176
6B8.588

568 620 688 74

5868
(7015
628
648
668
688
788
728
748
768
788

637.412
659.412
679.412
699 .412
719.412
737.412
he.412
79,412
799.412
812.412
832.412

679
718
738
758
778
778
818
838
858
878
878

78?.667 935.725

13684.88

n’est pas vérifiée car 870.33>0.00411.

1214.18
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pour n=174

16712.1 46615 46681.1 46686.7 46856.7 47826.7 47196.7 47366.7 47536.7 4
786.7 47876.7

1748777 47317.7 47238.%9 47243.7 47385.6 4V555.6 47725.6 47895.6 48665.6
482356 4B4B5 .6

18266.5 480%6.5% 47926.5% 47855.9 47921 48891 48261 48431 48681 48771 48

19046 .4 48876.4 48786.4 48537.3 485A9.5 48621.4 48791.4 48961.4 49131.4
49391 .4 49471 .4
19826.3 497656.3 49486.3 49316.3 49173 492187.14 49339.2 49587.2 49679.2 4
SA449.1 58279.1 58187.1 4993%.1 49824, 47893 58863 58233 .6
5A573.6
L1249.6 51879.6 58987.6 LO739.6 G@L69. SA586 568617 58747.9
51224. 51212, 51351.1

.b .b
.b .9
51127.9
52@47.5 51877.5 517@7.5 51537.5 51367. ? ?
L2@@g.7 51983.5 519371
52824.9 52665.4 52685.2
3 3
1 1
1 1
3

51691.1
53644. 53474. 53343 &

L e T =™ I ¥ B - L B 1 |

T}

L5496.1  55326.1 L55156.1 54986.1 54816.1 54646,
54@52.2 LH4886.9

L9862.5 G9692.5 595225 59352.5 G59182.5 596412.5 58842.5 G86V2.5  585@2 .5

58332.5 GL8162.5

5%3325?8 L2688.7 52518.7 52348.7 52178.
53674.9 53584.7 53334.9% 53164.9 52994.
52852.5
- L4494.3 54324.3 54154.3 53984.3 53814.
(3335.5 G53441.4
54476 54386 . 54136.1
h6328.1 56158.1 55788.1 55818.1 55648.1 55478, 55388. 55138. 54%68.1
54826.4 54789
L7180.3 L78168.3 L6848.3 56678.3 L650@.3 56338. S56168.3 55998. 55828.3
55658.3 G5547.6
h8A44 57874 57784 57534 57364 57194 57824 L6854 L6684 56514 56362.8
h8934.4 GL8764.4 LB574.4 58424.4 58254.4 LBA84.4 57914.4 57744.4 575744
57484.4 57234.4
GAB47.2 6B6Y7.2 6@58Y.2 68337.2 o68167.2 57997.2 59827.2 59657.2 59447.2
59317.2 59147.2
(1888.3 61718.3 61548.3 61378.3 61268.3 61838.3 6B868.3 60698.3 66528.3
6@358.3 6B188.3
62986 62816 62646 62476 62306 62136 61766 61796 61626 61456 61286
b414@.2 63978.2 63888.2 63630.2 63468.2 63298.2 63128.2 62758.2 62748.2
62618.2 6(244Q.2
¢ mn . Mn >=¢319.34 , 3197.652>

ans cet exemple 1'algorithme convergeapresl?4diteration avec le cout
est entre les deux horne mn et Mn319.34 319 .652

Figure 03 : I'affichage de v (i, t) pour n=174 et le coGt moyen optimal

Le critere d’arrét est vérifiée apres 174 itérations 0 <M,-m,< e*m, (&= 0.001)

(0.312<0.319)
Le coGt moyen minimal est compris entre (M,.m,) = (313,34 ; 319,652).

L’algorithme d’itération par valeur est arrété avec la politique stationnaire R(174)
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a
1
2
3
4
L=
&
7z
a8
b=

= T - R ¥y 1 BTN I - - I -

MmN N A W NN R R

Sd R A s W NN NN

18
i8
18
i8
i8

Mn >=<31%9_.34

Figure 04 : affichage de la politique optimale

[=u T - O ¥ I 1 YN [ 41 [ 41 [ 41

i8
i8

L= B By B S

[=u T - T ¥ T ¥ T ¥ T 4 O ¥ Y- N N 41

=R B - T - L = B - Y - RO Y-S - Sy 1

ia
i8
ia
i8
i@

- 317 _652>

RIS IS IS A - L - AT Y S 1]

[==J -~ I == N - T = T ¥ Y- N N 41

=T - N == I - T = B ¥ Y- N - 1

=T - N == I - T = B ¥ Y- N - 1

Cette politique optimale représente la décision qu’on doit prendre pour avoir un colt

optimal, c’est a dire elle indique pour tous les états (i,t)

nombre de carnaux activées.

0 <i<M lebon choix de

t 2 5 7 9 10
i
2 2 4 4 4 4
8 6 6 7 9 9
12 8 8 8 9 10
18 10 10 10 10 10

Tableau 05 : représente le nombre de carnaux activés pour un colt optimal
D’apres le tableau :

Pour I'état (2,2) : la décision qui donne le codt optimal est a=2 (cad le nombre de

canaux allumées reste telle qu'’il est).
Pour I’état (8,10) : La décision optimale est a=9 (on ferme un seul carneau)

Pour I’état(18,7) : On voit que le colt est optimal pour a=10 (on ouvre 03 carnaux).
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2émecas A=8 : k=10

Pour n=1:onaurav, (i, t)=

pour n=1

B 30 6B 99 120 150 18@ 21@ 248 270 3160

10 78 168 138 168 198 220 258 288 316

20 80 118 148 178 288 230 268 298 320

3A 9 128 15@ 18@ 218 248 278 38@ 338

40 108 138 168 199 220 25@ 288 310 340
LA 110 148 178 200 230 208 298 328 350
6 120 158 188 218 248 278 3688 338 1360
70 108 138 168 198 220 258 2808 318 348 3179
80 118 148 1780 200 230 260 29@ 328 3568 13180
90 120 158 18@ 218 248 270 308 338 368 13909
108 138 168 199 220 2508 28@ 318 348 370 460
110 148 1780 200 230 260 298 3280 350 380 41@
120 158 188 218 248 270 3@8@ 338 368 390 420
130 168 199 220 250 280 316 348 379 480 430
140 170 200 230 260 29@ 328 358 380 410 44@
158 188 218 248 270 308 338 368 399 420 450
168 198 2280 250 28@ 31@ 348 378 488 430 46@
170 208 230 260 290 320 358 388 418 448 470
180 218 248 278 380 330 368 398 420 450 480
190 228 258 280 310 348 378 468 439 460 490
900 864 828 792 756 720 684 648 612 576 54A

Cmn o, Mn)=CB , 980)

Figure 6 : I'affichage de v (i, t) pour n=1.

Le critéere d’arrét 0 <M,-m,< € * m,  n’est pas vérifiée car (900+#0) donc on passe a

l‘étape suivante
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64.4444 124.444 184.444 244.444 384.444 364.444 424.444 484.444
83?35334 143.889 283.88% 263.889 323.889 383.88% 443.889 5LA3.887
13%?&339 163.333 223.333 283.333 343.333 4683.333 463.333 523.333
133?&333 183.333 242,778 302.778 362.778 422.778 482.778 542.778
123?&338 203.333 262.778 322.222 1382.222 442.222 562.222 5L62.222
122?&%32 223.333 282.778 342.222 481 .667 461.667 521_.667 581.667
133%&38? 243.333 382.778 362.222 421 .667 481.111 541.4111 681.111
23%%&%%1 263.333 322.778 382.222 441 .667 581.111 568.55%6 628.556
233?&336 283.333 342.778 402.222 461.667 521.111 588.556 648 768

243.88%2 1383.333 362.778 422.222 481.667 541.111 688.556 668 719
533?443?9523?339 323.333 382.778 442_.222 581 .667 561.111 620.556 688 739
533?44398532?889 343.333 482.778 462.222 521.667 581.111 648.556 788 7592
é33?44318§gg?889 363.333 422.778 4B2.222 541 .667 6B1.111 668.556 728 779
533?44338532?889 383.333 442.778 L02.222 561.667 621.111 6860.556 748 799
é33?44§53égg?339 4A3.333 462.778 522.222 581.667 641.111 7VBAA.556 768 B17?
533?443?8522? 423.333 482.778 542.222 681.667 661.111 Y20.556 788 B83%
533?44293jgg?889 443.333 5H82.778 562.222 621.667 681.111 Y46.556 888 857
533?44318432?339 463.333 522.778 5B2.222 641 .667 7H1.111 VeA.556 828 B7?
533?44338432?889 483.333 542.778 0682.222 661.667 721.111 Y86.556 848 B??
633?55258532?667 755.778 785.88% 816 846.111 876.222 986.333 936.444 9266
iggg.4396i223.64 1592.84 1528.84 1463.24 1398.44 1333.64 1268.84 1284.094

1139.24 1874._44

¢ mn . Mn >=¢4.44444 . 822.444>

Figure 07 : I'affichage de v (i, t) pour n=2

Le critere d’arrét 0 <M,-m,< € *m,  n’est pas vérifiée car 817.9995>0.0044
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Pour n=312:

¥E§;3E=3133326 183789 183839 184802 184182 184362 184542 184722 184982
13332% 184584 184488 184462 184558 184738 184918 185698 105278 105458
132232 185415 18523% 185141 185168 185384 1685484 165664 165844 1606824
132%23 186249 1086069 185889 185822 1@5889 166669 1086249 106429 106689
133322 187886 186986 186726 186559 186538 186646 186826 107886 107186
iggiig 187933 187753 187573 187393 187248 187265 187415 187595 187775
133333 188793 188613 188433 188253 188A73 107960 1086825 1688204 168384
iggggg 187663 1089483 189363 189123 188743 188763 183788 183811 1889791
1?3%3% 118537 118357 118177 189997 189817 189637 189487 107471 107686
1?3323 111438 111258 111@78 1108898 11A718 11@A530 116358 116236 116268
iiggig 112335 112155 111975 111795 111645 111435 111255 111686 111811
11%222 113256 113876 1128%6 11276 142536 11235% 112176 111996 111854
1113%3 114285 114825 113845 113665 113485 113385 113125 112945 112765
11%533 115182 1156862 114822 114642 114462 114282 114182 113922 113742
112333 1162688 116828 115848 115668 115483 115388 115128 114948 114768

117312 117132 116952 116772 116592 116412 116232 1166852 115872
118586 118326 118146 117966 117786 117686 117426 117246 117866
119798 119618 119438 1192258 119@78 118898 11871@ 118538 118358
121163 128983 128863 128623 120443 120263 1268683 119983 119723
122627 122447 122267 1226887 121987V 121727 121547 121367 121187
124188 1246008 123828 123648 123460 123280 1231868 122928 122744

Cmn . Mn >=C(367.862 . 367.422>

dans cet exemple 1'algorithme convergeapresdil2iteration cout optimale 1
ezt entre les deux borne mn et Mn367.862 367422

Figure 08 : I'affichage de v (i, t) pour n=312 et le colit moyen optimal

Le critéere d’arrét est vérifiée apres 312 itérations 0 <M,-m,< e*m, (¢=0.001)

(0.36<0.367) .

Le colt moyen minimal est compris entre (M, ; m,)= (367,062 ; 367,422).

La politique optimale : voir (Annexe 2).
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3éme casA=7 : k=125

Pour n=1:onaurav; (i, t)=

pour n=1

B 30 60 99 120 1508 18@ 218 248 278 360

10 40 70 160 136 160 19@ 220 258 288 310

20 50 80 11@ 146 170 200 230 268 298 320

10 6@ 90 120 156 180 210 240 278 368 330

40 70 160 138 168 190 220 258 288 318 340

h0 8@ 118 148 170 200 230 266 298 320 350

6@ 90 120 158 180 210 248 270 368 330 360

70 100 136 160 199 220 258 288 318 340 37@

6A 110 148 170 288 230 268 298 3280 358 38@

90 120 158 180 21@ 248 278 388 338 368 39@

1A 138 168 19@ 220 258 288 318 348 370 408

110 148 178 208 23@ 268 298 3280 358 388 418

120 158 188 21@ 248 278 368 338 368 398 428

138 168 199 220 25@ 288 318 348 370 408 438
230 208 298 320 350 380 418 448

1798.33 1670.83 1543.33 1415.83 1288.33 116@.83 1@33.33 9@5.833 778.333
650.833 523.333

Cnmn , Mo 2=(B , 1798.33)

Figure 09: 'affichage de v (i, t) pour n=1

Le critere d’'arrét0 <M,-m,< & *m, n’est pas vérifiée car (1798,33#0) donc on

passe a l‘étape suivante
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Pourn=2:

p?%f?EEE 64.1176 124.118 184,118 244,118 384.118 3Je64.118 424.118 484.118

544.118 684.118
83.5294 143.529 283.529 263.529 323.529 383.529 443.529 LA3.529
13%?5339 162.941 222.941 282.941 342.941 462.941 462.941 522.941
153?5331 182.941 242.353 382.353 362.353 422.353 482.353 542.353
13%?5333 282.941 262.353 321.765 381.765 441.765 581.765 561.765
12%%5335 222.941 282.353 341.765 481.1Y% 461.176 521.176 581.176
13?%5%36 242.941 382.353 3J61.765 421.176 484.588 5460.588 686.588
23%?5333 262.941 322.35%3 381.765 441,176 580.588 568 628 688 V4

223.529 282.941 342.353 491.765 461.176 526.588 580 637.412 697
iB4.11§59é2%?529 3e2.741 362.353 421.765 481.176 548.588 6060 657.412 718
igi?iig7aégg?529 322.941 382.353 441.765 581.1Y6 568.588 620 679.412 738
igi?iiggaégg?SEE 342.741 462.353 461.765 521.176 588.588 o648 699.412 758
533?11313533?529 362.741 422.353 481.765% 541.1Y6 688.588 668 V19.412 778
523?11333533?529 382.941 442 _.353 501.765% 561.176 628.588 680 739.412 798
533?11353533?529 4682.941 462.353 521.765% G581.176 648.588 706 759.412 Bi18
532?113?3523?529 422.941 482.353 541.765 681.176 668.588 7208 77?.412 838
532?11393553?529 442 .941 582.353 561.765 621.176 688.588 740 79?.412 858
533?11313433?529 462.741 522.353 581.765% 641.1V6 YBA.588 To@ 819.412 878
523?11333453?529 482.941 542.353 661.765 661.176 Y28.588 T80 839.412 878
igig.2353iggg.31 1631.37 1625.93 1828.4%7 1615.85 168?.61 16864.17 298.725

993.284 9287.843
3288.28 2971.53 2774.78 2558.83 2341.28 2124.53 1987.78 16971.83 1474.28
1257.53 16848.78

¢ mn ., Mn »>=¢4.11765 . 146892.95>

Figure 10 : I'affichage de v (i, t) pour n=2

Le critere d’arrét 0 <M,-m,< € *m,  n’est pas vérifiée car 1408,83>1.4099



Chapitre 3 : Application Et programmation

Pour n=226

67258.7 67221.2 67355.% 67748.7 68173.9 68578.9

68857.2 68432.2 68690.% 67845.4 67735.1 67776.5 68117.1 68%42.1 6B?67.1
62322.1 69817.1

69678 67245 68820 68471.6 68278 6827V6.2 68513.6 68938.6 69363.6 6278B.6

78213 .6

78487.3 YB064.3 697637.3 69214.3 68924.1 68865.6 68%746.5 69371.5 69V96.5
8221.5 78646.5

71312.2 7B887.7 7VB462.7 70037. 67633.4 6%488.6 67427.3 69793.2 7B218.2
78643.2 71868.2

72155.3 71738.3  1385.3 70888. 78455.3 Y8684.4 692972.9 778232.3 7B657.3
71882.3 715687.3

71317.3 YB8%?2.3 7YB6E?.4 78719.8  71115.9

721892.5 MY6e4.5 1377.2  71287.2 71585.6

73883.3 72658.3 V2233.3 9.7 72187.8

73817.3  72592.3 TY2167.3 71742,
?73998.8 Y3565.8 Y3148.8 Y2VV3.1 P2732.7

[TER L - - T* B o B L B X -

75698.8 Y5265.83  Y4848.8 74415,
Y6656 Y6688

73887.3 73432.3
81389 88%64 88537 86114 72687 Y7264 Y8837 T8414 778 PSVe.3 77484

71548.9 71965.9
73889.5 V3464.5% 73839.5 72614,
72@818.6 72435.6
74783.3 P4358.3 73933.3 73588,
72496.6 72921.6
76618.1  V6193.1 P5768.1 75343, 74918.1  74493.1 74868.1  73643.1 73458.6
73574.8 73952.3
77048.3  ?7115.3 Y6698.3  T6265. 75848.3 Y5415.3 74998.3 P4565.3  74258.5
4257 45291
77648.3 77215, 76798.3  Y6365.3 P574A.3  75515.3  Y5119.7
7?44 9317 76894 V6467 Y6B44 75792 P5852.9
80486 .7  79981.7 P9556.7  P9131.7 V8VA6 .7 T8281.7 P?V856.7  77431.7 V7886.7
82369.4 81944.4 81519.4 818%4.4 8H8669.4 868244.4 T98197.4 79394.4 T8967.4
78544.4 78264.9
83374.8 82947.8 82524.8 82899.3 81o674.8 81249.83 86324.8 8837?.8 7T9974.8
79549.8 79182.6
84483 .7 83978.7 83553.7 83128.7 82V83.7 82278.7 81853.7 §1428.7 81883.7
88578.7 88157.1
g5438.5 85813.5 §45%88.5 84163.5 83738.5 83313.5 82888.5 982463.5 82838.5
81613.5 81188.5
7 84826.7 84481.7 83976.7 83551.7 83126.7

06526.7 861681.7 8567Y6.7 85251.
82781.7 82276.7

Cmn . Mn >=¢(331.297 . 331.617

dans cet exemple 1’algorithme convergeapres22biteration avec le cout optimale il
ezt entre les deux horne mn et Mn331.297 331.617

Figure 11 : I'affichage de v (i, t) pour n=226 et le coGt moyen optimal

Le critere d’arrét est vérifiée apres 226 itérations 0 <M,-m,< e*m, (= 0.001)

(0.32<0.33) .
Le colt moyen minimal est compris entre (M, ; m,)= (331,297; 331,617).

La politique optimale : voir (Annexe 2).
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4éme casA =8 ; k=25

Pour n=1:onaurav; (i, t)=

pour n=1

W 38 68 98 1208 158 188 218 248 278 360

18 Y@ 188 138 16@ 198 228 25@ 28@ 314

20 88 118 148 178 288 238 26@ 298 328

1A 98 128 158 18@ 218 248 27@ 388 338

40 160 138 168 198 2280 258 288 318 34@
LA 118 148 178 208 230 268 298 320 35A@
bA 120 158 188 218 248 278 388 330 6@
78 108 130 16@ 198 220 2508 288 318 348 374
80 118 140 178 200 230 268 298 320 358 388
980 128 15@ 18@ 218 248 278 308 338 368 398
188 138 168 190 2280 258 200 318 348 370 468
118 148 178 200 238 268 299 3208 358 388 418
120 158 188 210 248 278 360 3308 368 398 428
138 168 198 220 258 288 318 348 378 488 438
148 178 2080 230 260 2989 320 350 380 410 448
158 188 218 248 278 388 3380 368 398 428 458
168 198 228 250 28@ 318 348 378 408 430 468
170 2080 238 260 29@ 3280 358 38@ 418 448 478
180 218 248 270 38@ 338 368 39@ 428 458 4489
198 228 258 280 318 348 370 488 438 468 498
1448 1358 1268 1178 1@8@ 998 98@ B1@ 720 63@ 548

Cmn , Mn 3=CB , 1448)

Figure 12 : I'affichage de v (i, t) pour n=1

Le critere d’arrét 0 <M,-m,< € *m,  n’est pas v vérifiée car (1440+#0) donc on passe

a l‘étape suivante
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Pourn=2:

64.4444 124.444 184.444 244.444 384.444 364.444 424.444 484.444
32?3@334 143.889 283.889 263.889 323.889 383.889 443.88%9 563.889
13%?&339 163.333 223.333 283.333 343.333 483.333 463.333 523.333
133?@333 183.333 242.778 382.778 362.778 422.778 482.778 542.778
13%?&333 203.333 262.778 322.222 382.222 442.222 582.222 562.222
123?@552 223.333 282.778 342.222 481.667 461.667 521.667 5B1.667
13?%&337 243.333 382.778 362.222 421.667 481.111 541.111 681.111
23%%@%%1 263.333 322.778 382.222 441 .667 G5HH1.111 5668.556 628.556
233?&336 283.333 342.778 462.222 461.667 521.111 586.556

243.88% 383.333 362.778 422.222 481.667 541.111 6868.55%6

323.333 382.778 442.222 501.667 561.111 626.556

343.333 482.778 462.222 521.667 581.111 648.556
363.333 422.778 482.222 541 .667 661.111 666.556
383.333 442.778 582.222 561.667 621.111 6868.556
483 .333 462.778 522.222 581.667 641.111 70H.556
423.333 482.778 542.222 681.667 661.111 7268.556
443 .333 582.778 562.222 621.667 681.111 74H8.556
463.333 522.778 582.222 641.667 VB1.111 Y6H.556
483.333 542.778 602.222 661.667 TY21.111 78HA.556
747,778 953.88% 968 966.111 9Y2.222 978.333 984.444

2694.44 2532.44 2378.44 2288.44 2046.44 1884.44 1722.44 1566.44 1395.44
1236.44 1874.44

Cmn , Mn >=¢4.44444 . 1254.44>

Figure 13 : I'affichage de v (i, t) pour n=2

Le critéere d’arrét 0 <M,-m,< € *m,  n’est pas vérifiée car 1249.996>0.00444
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Pour n=250

pour n=254

d6403.2 8HeB28.7 85714.2 85494.1 85382.3 85418.9 85612.9 8B6862.9 B6512.
g6762.7 87412.9

87253.9 0e6883.7 86427.8 86142.2 B85762.7 85924 86858.5 86458.8 B869088.8
7358.8 878038.8

88112.4 87662.4 87212.4 86848.9 865%93.6 86478.8 86537.4 86863.9 87313,
87763.9 88213.9

88978.7 88528.7 88A78.7 87623.7 87287 87885.7 8YALY.7 8Y298.3 8Y748.3
87631 87771.9 88211.6
882%73.4 B8B8296.8 BBo6e3.
878988 B88390.6 89144.7
87869.7 89577.1 89681

98884.1 984682.2 968383.

8198.3 88648.3
89851.8 894W1.8 88951.8 8B5H1.8 8886HA.2 8Y75B.9

4 B8518.7
21644.2 91194.2 9@744.2 90294.2 89844.2 2
2594.7 98044.7
2256%.7 92119.7 96627.7 91219.7 9@8767.7 7

1 1
74470.7 24828.7 935Y0.7 93128.7 9226VA.Y 9222280.7 MYVA.7 91328.7 91856.
?1168.1 91561.7
7545A.2 95AAA.2 9455@.2 94188.2 923658.2 9328@8.2 9275@.2 923840.2 91917.

4 9421@.4 93768.4 93310.4 92364.
27475.2  97825.2  965V5.2 96125.2 95RV5.2 2 94795.2 94325.2  93875.
93533.2 935488.4
785%26.4 98876.4 97626.4 9V7176.4 96726.4 4 95826.4 95376.4 94926.

) ? 96895.7 96445.9 95995,
188697 186247 99797 99347 98897 98447 97997 97547 97897 96647 96246.
161842 181392 10860742 1686492 168842 99591.7 99141.7 98691.7 98241.7 9779
1.7 99341.7
29800.9
185665 185215 104765 1@A4315 163865 183415 182965 162515 182065 181615
181165

B66l.6 B89111.6
8737.4 98287.4 89837.4 89387.4 88937.
89394,
28317,
AAg1 .6 98531.6
735%04.1 9?3854.1 92684.1 92154.1 91784,
91855.5 92118.1
7646A.4 96818.4 95560.4 95110.4 %4668.
95225,
26276.
24%83.5% 94326.1
79595.9 99145.7 98695.9 9B245.7 97795,
1830826 182576 182126 181676 101226 188776 188326 998%76.4 99426.4 98976.
4  28526.4
187119 186669 186219 1685767 165319 184869 184419 16039697 163517 163669
162619

89113.7 89563.7
21254.
78593.2 91843.2
72647 92764.4
27345,
255459 95241 .6
184381 163851 16834681 182951 162581 182851 181681 1681151 188781 188251
Cmn . Mn »=¢378.855 . 378.43)

danz cet exemple 1'algorithme convergeapres2Sliteration cout optimale i
ezt entre lesz deux borne mn et Mn378.055% 378 _43

Figure 14: I'affichage de v (i, t) pour n=250 et le coGt moyen optimal

Le critere d’arrét est vérifié apres 250 itérations 0 <M,-m,< ex*m, (&= 0.001)

(0.375<0.378).
Le cot moyen minimal est compris entre (M, ; m,)= (378,055; 378.43)

La politique optimale : voir (Annexe 2).
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b. Conclusion

L’algorithme d’itération par valeur nécessite 174, 311, 226 et 250 itérations. et les
limites respectives (m,,M,)=(319,34.319,652) ,(367,062.367,422) ,(331,297.331,617)
et (378,055.378,44) , sur le cout moyen minimal.

3.2.2 Résolution avec I'algorithme d’itération par politique [1]
Pour résoudre le probleme avec cet algorithme il faut suivre les étapes suivantes :

> Etape 00 : (initialisation) choisissez une politique stationnaire R

> Etape 01: (étape de détermination de la valeur) pour la politique actuelle R,
calculez le coGt moyen g(R) et les valeurs relatives v;; (R) tq
0<is<M et 0<t<s comme solution unique aux équations linéaire

suivants :
v;e= Cit(R) =87 (R) +Xjer Poyie) Vit iel ,0<t<s.
Vs ¢= 0.
Ou s est un état choisi arbitrairement.

» étape 02: (étape d’amélioration de la politique) pour chaque état i€ | déterminez

une action a; donnant le minimum

A min(i,a)u

min c;+(a)—grt;:(a) + V; f
Osass{ l,t( ) g l,t( ) A+umin(i,a) l+1'a'/1+min(i,a)u

vi—l,a}
Par conventionv_; ;=0 VO <t <.

Avec:

- (a)—;
(it " A+min(a)u

hi+ra
Carv (@)=k(ta) s
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Et

1
A+su

Tam o=t AU )=

=(/'l+su)(su—)/'l

hM+rs 1 l,h(M+1)+rs|

| hA
Camrn (8)=K(t, 5) A+sp | A+sub  spu—2 '(S#—/'l)z}

La nouvelle politique stationnaire R s’obtient en choisissant Ri=a; pour tout i€ | avec la
convention que R; est choisi égal a I'ancienne action R; lorsque cette action minimise la

guantité d’amélioration de la politique.

> Etape 03 : (teste de convergence)

Si la nouvelle politique R =R alors I'algorithme est arrété avec la politique R sinon passez a

I’étape 01 avec R remplacer parR.

a. Résultat numérique

On considére les mémes données de I'exemple étudié :
S=10, u =1, r=30, et h=1
Le taux d’arrivée Aest 7 et 8.

Le colt de commutation k prend les deux valeurs 10 et 25, dans chaque exemple nous

prenons la borne M=20.
L'algorithme d’itération par politique est initialisé avec la politique :

R={ (0,0) (1,1) (2,2) (3,2) (4,2) (53) (6,3) (7,4) (85) (9,5 (10,5) (11,6) (12,7)
(13,8) (14,8) (15,9) (16,9) (17,9) (18,10) (19,10) (20,10) }

Itération 1
Etape 1: (détermination de la valeur)
Vie= Cit(R) =8Tic (R) +Xjer Py Vit iel ,0st<s.

Le colt moyen est les valeurs relatives de la politique R sont calculées en résolvant les
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équations linéaire
Pour I’état (0,0) on aura le sous systéme suivant :
V,0(0)=0-g2+V; 0+0
V0,1(0)=10-g;+V1,0+o
V0,2(0)=20-g%+vl,0+o
Vo,2(0)=30-g+V; 1+0
Vo,4(0)=40-g+Vy 1+0
Vo,5(0)=50-g+Vy 1+0
V0,6(0)=60-g%+vl,0+o
V0,7(O)=70—g%+V1,0+0
Vo,5(0)=80-g+Vy 1+0
Vo,9(0)=90-g-+V; +0

Vo,10(0)=100-g2+V; 0+0

Pour I’état (1,1) on aura le sous systeme suivant :
Vi0(1)=1047- g =+ 2 Vy 142V

V1‘1(1)=0+%0-g%+ % Vz,ﬁ% Vo

V1,2(1)=10+?—g%+ g V2,1+§ Vo1

40 1 7 1
V1,3(1)=20+?—g§+ P V2,1+§ Vo
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40 1 7 1
V1'4(1)=30+?-g§+ g V2'1+§ VO,I

40 1 7 1
V1‘5(1)=40+?-g§+ g V2,1+§ V0,1

40 1 7 1
V1,6(1)=50+?'g§+ g V2’1+§ V0,1

40 1 7 1
V1'7(1)=60+?-g§+ g V2'1+§ VO,I

40 1 7 1
V1,8(1)=70+?'g§+ P V2,1+§ Vo
40 1 7 1
V1‘9(1)=80+?—g§+ g V2,1+§ VO,l
40 1 7 1
Vi,10(1)90+—-g+ oV 1+ Vo
Pour I’état (2,1) on aura le sous systéeme suivant :
50 1 7 1
V2,0(1)=10+?-g§+ §V3,1+§ Vi1
50 1 7 1
V2,1(1)=0+E'g§+ Py V3,1+§ Vii
50 1 7 1
V2,2(1)=10+g—g§+ g V3'1+§ Vl,l

50 1 7 1
V2,3(1)=20+?-g§+ P V3,1+§ Vii

50 1 7 1
V2,10(1)=90+?-g§+ 3 V3,1+g Vi1
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Pour I'état (3,2) on aura le sous systéme suivant :
1 7 2

V3 0(2)=20+10-g—+ - V4 2+— Vz 2

) 9 9 ) 9 )
Vs1(2)=10+10-g3+ L Vi o 42 Vs 2

’ 9 9 = 9 ’

17 2

V3’2(2)=0+10-g;+ ; V4'2+g Vz’z

1 7 2
V3'3(2)=10+10-g5+ g V4_'2+5 VZ,Z

1.7 2
V3,10(2)=80+1O-gg+ ; V4'2 +g V2,2
Et ainsi de suite avec tous les états de la politique initiale.

Pour I’état (20,10) on aura le sous systeme suivant :

500 1
V20,0(10)= 100+—-g17+ T V21 10+ V19 10

500 1

V20,1(10)= =90+——8+ - V21 10t V19 10

V20 2(10) 80+ g 1

Zvy, 2y
7t 17 V2110t V19,10

500 1

V20,3(10)= 70+—-g17+ T V21 10t V19 10
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500 1 7 10
V. 10)=0+—-g—+ —=V,1 10+=V-
20,10( ) 17 817 17 /21,1077 V19,10

Remarque :

Dans ce cas on ne peut pas résoudre ce probléeme, car le nombre d’inconnues est supérieur

au nombre d’équations dans le systeme.
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Conclusion générale

Le modele de décision semi markovien est la meilleure fagon de résoudre un large éventail

de probleme d’optimisation.

Parmi les méthodes utilisées pour la recherche d’une politique optimale, nous avons cité les

deux algorithmes : « Policy-iteration algorithm » et « value- iteration algorithm ».

A travers le probléeme que nous avons présenté « controle optimal d’'un systéme de service

stochastique a s serveurs », nous avons essayé de répondre a la question suivante :
Comment activer et désactiver les s serveurs ? Et sous quel critére ?

Les s serveurs peut étre par exemple, des caisses dans un super marché, des guichets dans

un bureau de poste ou des machines de production dans une usine.

L’utilisation de ses serveurs induit un co(t, sous le critéere de minimiser le colt de leur
exploitation, nous avons vu qu’il est possible de mettre ce probléeme sous forme d’un

modele de décision semi markovien SMDP [1].

A partir du modeéle établi par [1], nous avons réussi a proposer une solution par « value
iteration algorithm » (en pratique cet algorithme nécessite un grand nombre d’itération
pour converger). Par contre nous avons trouvé des difficultés dans I'application de « policy

iteration algorithm » (cet algorithme nécessite moins d’itérations que le précédent).

Une autre alternative pour contourner cette derniére difficulté, consiste a réduire encore
plus I'espace d’états et proposer un autre sous ensemble E inclus dans I'espace d’états |

initialement proposer, par exemple :
E= {(OIO)I (itl t) t=1r2;---- s it < it+1 }

L'état (i;, t) veut dire que t serveurs sont activés si le nombre de clients dans le systeme i

atteint le seuil i; , (i =i; ).
Pour t=10, nous avons

E= {(0,0), (illl)l (i2,2), ------ (ilorlo)l il < i2 < =< ilO }
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Il s’agit donc, de chercher les seuils i4, 5, ...,11¢ a partir des quels s serveurs seront activés,

Cette approche a été proposée par R.D.Nobel dans son article [7].

De nombreuses applications des processus de décision Markovien impliquent un espace
d'état infini. Habituellement, cela obstrue I'utilisation de Il'algorithme d'itération par
politiques, puisque chaque étape de cet algorithme nécessite la solution d'un systéme
d'équations linéaires dont la taille est égale a la dimension de I'espace d'Etats. Dans les
applications structurées, il est parfois possible de contourner cette difficulté en se limitant a
une sous-classe de politiques structurées et en utilisant une technique d'immersion. De cette
facon, il peut étre possible de développer un algorithme d'itération par politique sur mesure
qui fonctionne sur une sous-classe de politiques structurées, ol un seul systéme
relativement petit d'équations linéaires doit étre résolu a chaque étape [7].

Heureusement pour nous, l'objectif de recherche de la politique optimale de contrdle
optimal d’un systéme de service stochastique a été atteint en un nombre fini d’itérations par
I'algorithme d’itération par valeur « value iteration ».

Finalement, on peut conclure que l'algorithme d’itération par valeur (value iteration) est
applicable pour n‘importe qu’elle probleme de décision semi markovien, ce qui n’est pas le
cas pour la méthode d’itération par politique (policy iteration).
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Annexe

Annexe01:

Unichain assumption

Un unichain est une chaine de Markov a I'état fini qui contient au plus une seule classe

récurrente, et peut-étre, certains états transitoires.

Un unichain est la généralisation naturelle d’une chaine récurrente permettre certains
comportements transitoires initiaux sans perturber le comportement asymptotique a long

terme de la chaine récurrente.

Théoreme 7.1.1:

Supposons que la chaine de Markov intégrée {x,} associée a la politique R n’a pas deux
ensembles disjoints.

. t I , R .
Onalim;_ e ? =g(R) avec une probabilité =1, ou z(t) représente les colts totaux induits

jusqu’au temps t avec t>0.
Pour chaque état initial xo=i, g(R) est donnée par :
G (R) =X jer Ci(Ry) T;(R) / Xjer T(Ry) (R) [1]

( La preuve de ce théoreme ce trouve a la page 281 de [1] )

Les deux formules (2.6.2) et (2.6.3) sont :
ta=nE(7q) /1-N E(Tq) ...... (2.6.2)

- R AnE (E (z1) %)
"1_AE(11) [z n(n-1) E() + 2[1-2E (11)]
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Annexe 02 : affichage des politiques stationnaires (optimales)
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Figure 16 : affichage de la politique optimale pourA =7 ; k=25
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Figure 17 : affichage de la politique optimale pour A =8 ; k =25

Annexe03 : programmation.

Vous trouvez ci —dessous le programme d’itération par valeur élaboré en utilisant le langage

C++ pour le probléme de contréle optimal d’un systéme de service stochastique
#include<iostream>
Using namespace std;

int main()

Int i,j,t,b,n,a,M,k,h,r,abs,absl,s, u;

float =0.001,mn,Mn,min1,min2,min3,minn,p,p1,p2,p3,p4,l,q;
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float A [50],T[50];

float v1[50][50],v2[50][50],v[50][50],v0[50][50];

cout<<"donner le nombre de serveur s"<<endl;

cin>>s;

cout<<"donner le taux d'arrive lambda et le taux de service u avec la condition que soit

lambda soit supérieur a su"<<end|l;

cin>>I>>u;

cout<<"donner le cout d'exploitation r ,le cout d'attente h et le cout de commutation

k"<<endl;

cin>>r>>h>>k;

cout<<"donner M"<<endl;

cin>>M;

for(i=0;i<=M;i++){

for(j=0;j<=s;j++)

vO[il[j1=0;

b=0;

n=1;

cout<<"pour n="<<n<<endl;

for(i=0;i<=M-1;i++){

for(a=0;a<=s;a++){
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if(i<=a)
minn=i;
else
minn=a;
//cout<<minn<<" "<<i<<" "<<a<<endl;
p=I/(I+s*u);
pl=(minn*u)/(l+s*u);
if(i==0)
T[a]=(l+minn*u)*k*a+h*i+r*a+p*vO[i+1][a]+(1-(p+p1))*VvO[i][O];
else

Tla]=(l+minn*u)*k*a+h*i+r*a+p*v0[i+1][a]+p1*vO[i-1][a]+(1-(p+p1))*vO[i][0];
//cout<<"vl "<<i<<" "<<0<<"="<<v1[i][0]<<end];
}
/[for(j=0;j<=s;j++)
/] cout<<T[j]<<" ";
//cout<<end|;
min3=T[0] ;
for(j=1;j<=s;j++)
{if(T[j]<min3)

min3=T[j];}
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v1[i][0]=min3;
for(t=1;t<=s;t++){
for(a=0;a<=s;a++) {
if(i<=a)
minl=i;
else minl=a;
if ((t-a)>0)
abs=t-a;
else abs=a-t;
// cout<<"abs"<<t<<"-"<<a<<"="<<abs<<endl;
p2=(min1*u)/(l+s*u);
if(i==0)
Ala]=(l+min1*u)*k*abs+h*i+r*a+p*vO[i+1][a]+(1-((I+min1*u)/(I+s*u)))*VvO[i][t];
else
Ala]=(l+min1*u)*k*abs+h*i+r*a+p*vO[i+1][a]+ p2*vO[i-1][a]+(1-(p+p2))*VvO[i][t];}
//cout<<end|;
[[for(j=L;j<=s;j++){
// cout<< A[jl<<" ";}
//cout<<end|;

min2=A[0];



Annexe

for(j=1;j<=s;j++)

{if(A[jl<min2)

min2=A[j];
}
v1[i][t]=min2;}
}
for(t=0;t<=s;t++)
{if ((t-s)>0)
absl=t-s;

else abs1=s-t;
p3=l+s*u;
pl4=s*u-I;

vl[M][t]=(p3*p4*k*abs1)/(s*u)+((h*1)/p4)+h*M+r*s+(p4/p3)*vO[M-
1][s]+(I*p4/(s*u)*p3)*vO[M][s]+(1-(p4/(s*u))) *vO[M][t];

}
for(i=0;i<=M;i++)
{for (j=0;j<=s;j++)
cout<<v1[i][j]<<" *;
cout<<endl;}
cout<<end|;

for(i=0;i<=M;i++)



Annexe

for(j=0;j<=s;j++)
v{illi]=v1i[]-vorilljl;}
// for(i=0;i<=M;i++)
/14
/] for(j=0;j<=s;j++)
/] cout<<v[i][jl<<" "
// cout<<endl;}
// cout<<endl;
mn=v[0][0];
for(i=0;i<=M;i++)
{for (j=0;j<=s;j++)
{
if (v[i][j]<mn)
mn=v[i][j;}}
Mn=v[0][0];
for(i=0;i<=M;i++)
{for (j=0;j<=s;j++) {
if (v[il{j]>Mn)

Mn=v[i][j];



Annexe

1

cout<<"(mn, Mn )=("<<mn<<", "<<Mn<<")"<<endl;

cout<<endl;

while (b==0)

for(i=0;i<=M-1;i++){

for(a=0;a<=s;a++){

if(i<=a)
minn=i;
else
minn=a;
//cout<<minn<<" "<<i<<" "<<a<<endl;
p=I/(l+s*u);
pl=(minn*u)/(l+s*u);
if(i==0)
Tla]=(+minn*u)*k*a+h*i+r*a+p*vi[i+1][a]+(1-(p+p1))*Vv1[i][0];
else

T[a]=(l+minn*u)*k*a+h*i+r*a+p*v1[i+1][a]+p1*v1[i-1][a]+(1-(p+p1))*Vv1[i][O];

//cout<<"vl "<<i<<" "<<0<<"="<<v1[i][0]<<endI;



Annexe

for(j=0;j<=s;j++)
cout<<T[j]<<" "
cout<<endl;
min3=T[0] ;
for(j=1;j<=s;j++)
{if(T[j]<min3)
min3=T(j];}
v2[i][0]=min3;
for(t=1;t<=s;t++){
for(a=0;a<=s;a++) {
if(i<=a)
minl=i;
else minl=a;
if ((t-a)>0)
abs=t-a;
else abs=a-t;
// cout<<"abs"<<t<<

p2=(min1*u)/(l+s*u);

g=p*vi[i+1][a]+(1-((I+min1*u)/(I+s*u)))*v1[i][t];

cout<"g="<<g<<"vi+la vit "<<vl[i+1][a]<<" "<<v1[i][t]<<"

-"<<a<<"="<<abs<<endl;

"<< 7.0/17.0<<endl;



Annexe

if(i==0)
Ala]=(l+min1*u)*k*abs+h*i+r*a+p*vi1[i+1][a]+(1-((I+min1*u)/(I+s*u)))*v1[i][t];
else
Ala]=(l+min1*u)*k*abs+h*i+r*a+p*vi[i+1][a]+ p2*vi[i-1][al+(1-(p+p2))*v1[i][t];}
cout<<end|;
for(j=0;j<=s;j++){
cout<< A[jl<<" "3}
cout<<endl;
min2=A[0];
for(j=0;j<=s;j++)
{if(Aljl<min2)
min2=A[j];
}
v2[i][t]=min2;}
}
for(t=0;t<=s;t++)
{if ((t-s)>0)
absl=t-s;
else abs1=s-t;

p3=l+s*u;



Annexe

pd=s*u-I;

v2[M][t]=(p3*p4*k*absl)/(s*u)+((h*I)/p4)+h*M+r*s+(p4/p3)*v1i[M-
1][s]+(1*p4/(s*u)*p3)*v1[M][s]+(1-(p4/(s*u))) *v1[M][t];

}
for(i=0;i<=M;i++)
{for (j=0;j<=s;j++)
cout<<v2[i][jl<<" ";
cout<<endl;}
cout<<end|;
for(i=0;i<=M;i++)
{
for(j=0;j<=s;j++)
v{illil=v20l[l-va ][]}
// for(i=0;i<=M;i++)
/14
/] for(j=0;j<=s;j++)
/] cout<<v[i][jl<<" ";
// cout<<endl;}
// cout<<endl;
mn=v[0][0];

for(i=0;i<=M;i++)



Annexe

{ for (j=0;j<=s;j++)

if (v[i][j]<mn)

mn=v[i][j];}}

Mn=v[0][0];

for(i=0;i<=M;i++)

{ for (j=0;j<=s;j++) {

if (v[i][i[>Mn)

Mn=v[i][j];

b

cout<<"(mn, Mn )=("<<mn<<", "<<Mn<<")"<<endl;

cout<<end!;

//cout<<"r h k | u "<<r<<h<<k<<l<<u<<end!;

if(n==1)

b=1;

else

{n=n+1;

cout<<"pour n="<<n<<endl;

for(i=0;i<=M;i++)

{for(j=0;j<=s;j++)



Annexe

vii][jl=v2[i][j];

/[for(i=Oji<=M;i++)
/1A
/] for(j=0;j<=s;j++)
/] cout<<vi[i][jl<<" *;
// cout<<endl;}

// cout<<endl;

cout<<"dans cet exemple l'algorithme convergeapres"<<n<<"iteration avec les deux borne

mn et Mn"<<mn<<" "<<Mn<<end|;}
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