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 ملخص:

و بصورة أدق عمليات نمذجة القرار لشبه ماركوف   , العمليات العشوائية هذه الأطروحة على موضوع   تستند  
. المستمدة من نظرية القرار والاحتمال  

ي البحث الأمثل عن السياسات   
ن الأساليب المستخدمة فن ن ، استشهدنا بمن بي  "تكرار القيمة" و "تكرار  خوارزميتي 

سياسة". ال " 

ي قمنا بتكييفها " ةمجتمكنا من بر   العشوائية"،لنظام الخدمة  من أجل حل مشكله "السيطرة المثلى تكرار القيمة" الت 
.لمشكلتنا  

ي خوارزميه "تكرار السياسة"  أكثر صعوبة لسوء الحظ ، 
.لحل هذا النوع من المشكلة هتطبيقفن  

Résumé : 

Ce mémoire est inclus dans l’étude des processus stochastique, et plus précisément des 
processus de décision semi markovien (semi- makovian decison process  SMDP), issu de la 

théorie de la décision et de la probabilité. 

Parmi les méthode utilisées pour la recherche de politique optimale, nous avons cité deux 

algorithmes « value iteration » et «policy iteration » . 

Pour résoudre le problème « contrôle optimal d’un système de service stochastique », nous 

avons réussi à programmer « value iteration » que nous avons adapté à notre problème. 

Malheureusement, le deuxième algorithme « policy iteration » semble plus difficile à 

appliquer pour résoudre ce type de problème. 

 

Abstract : 

This memory is included in the study of stochastic processes, and more specifically semi-

markovian decision-making processes (semi-makovian decison process SMDP), derived from 

the theory of decision and probability. 

Among the methods used for optimal policy research, we cited two algorithms "value 

iteration" and "policy iteration" 

In order to solve the problem of "optimal control of a stochastic service system", we were 

able to program "value iteration" which we adapted to our problem. 

Unfortunately, the second "policy iteration" algorithm seems more difficult to apply to solve 

this type of problem. 

 



  Notation et abréviation 

 

 

.MDP : Markov decision  process. 

.SMDP : Semi -Markov decision process. 

.I : l’ensemble d’états.  

. A : l’ensemble d’actions.  

.A(i) : l’ensemble des actions possibles pour l’état « i ». 

.R : politique stationnaire. 

.xₙ :l’état du système au       instant de décision. 

.pᵢⱼ(Rᵢ) : la probabilité qu’au prochain instant de décision le système soit à 

l’état « j »,  Si l'action «a» est choisie dans l'état actuel «i ». 

.  (R) : l’espérance du coût moyen (si l’état initial est i). 

.  ( )  Représente la distribution stationnaire d’équilibre de la chaine de 

Markov  {xₙ}. 

.K (a, b) : un cout de commutation  engagé lors du réglage du nombre de 

canaux  activés de a à b. 

.  : Taux de service.  

.    Taux d’arrivé. 

Si l'action «a» est choisie dans l'état actuel «i » on a les 03 notations suivantes : 

.Pᵢⱼ(a):la probabilité qu’au prochain instant de décision le système soit à l’état j. 

. ᵢ (a): le délai prévu jusqu'au prochain instant de décision. 

.Cᵢ(a): les coûts attendus encourus jusqu'au prochain instant de décision. 
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        Le modèle des processus de décision markovien et semi markovien (MDP et SMDP)  

offrent un cadre général pour la résolution de problèmes de décision séquentielle dans 

l’incertain. Ses exploitations supposent une connaissance précise des valeurs des paramètres 

(probabilités et coûts). 

        Le modèle des processus de décision semi markovien (SMDP) est un modèle très étudié 

en intelligence artificielle, il offre un formalisme pour modéliser et résoudre beaucoup de 

problème dans l’incertain. 

        Dans de nombreuses situations en environnement incertain, les processus de décision 

markovien et semi markovien jouent un rôle important dans la résolution de ces problèmes, 

les transitions du système d’un état à un autre peuvent être   contrôlés moyennant une 

séquence d’actions, le modèle correspondant est appeler processus séquentiel de décision 

markovien ou semi markovien qui sont à la base de la programmation dynamique 

stochastique. 

       Le problème est en général mis sous forme de « programme mathématique » ou à 

chaque décision possible a été associée une variable, la résolution de ce problème 

représente la détermination d’un ensemble de décision optimal. 

       Le processus de discision semi markovien (markovien decision process MDP) permet la 

modélisation d’un large  éventail de problème d’optimisation. Il trouve des applications  en 

gestion de stock, Maintenance, Allocation de ressources, Ordonnancement, 

Télécommunication et dans certain problème d’analyse de système informatique. 

      Ce mémoire  comporte trois chapitres : 

      Le premier chapitre représente un petit résumé d’un mémoire de master 2 en 

modélisation statistique et stochastique  réalisé par le binôme (Zekri YASSINE et  LEKHAL 

SAMI) sous le thème général « les processus de décision markovien  », Ce chapitre contient 

toutes les définitions et les éléments de base du modèle de décision Markovien. 
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      Dans le deuxième chapitre, nous présentons les notions de base du model de décision 

Semi markovien, la méthode de transformation des donnés et les deux algorithmes de 

résolution « itération par valeur  »  et « itération par politique». 

      Finalement le troisième chapitre est consacré à la description, la modélisation et la 

résolution numérique du problème «  contrôle optimal d’un système de service 

stochastique ». 

 



              Chapitre 01  

     Processus de décision              

             Markovien 

          (Cas discret) 
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1.1 INTRODUCTION                                                                                                              

       Ce chapitre traite les systèmes dynamiques évoluant aux cours du temps,  où la loi 

probabiliste du mouvement peut être contrôlée en prenant des décisions. 

      L’objectif est de trouver une règle de contrôle qui minimise le coût moyen par unité 

de temps. 

      Le modèle de décision markovien est un outil polyvalent et puissant pour l’analyse 

des processus de décision séquentiels probabiliste avec un horizon de planification infini. 

     Après quelques définitions de base, deux exemples sont présentés : un problème de 

maintenance et un problème de gestion d’une centrale électrique. 

1.2 DEFINITIONS 

1.2.1  Processus stochastique  [2] 

            Un processus stochastique est une famille de variables aléatoire X(t) ou t est un 

paramètre réel prenant ses valeurs dans l’ensemble T. 

En général, T est dénombrable et représente le temps, le processus est alors dit discret.  

       1.2.2 Chaine de Markov   [3] 

            Le processus stochastique (xₙ) n    à valeurs dans E (ensemble fini ou 

dénombrable) est une chaine de Markov si : 

.P (xₙ₊₁ =j /xₙ=i, x  n        
ˍ₁=iₙˍ₁,……………, x₁=i₁, x₀=i₀)=p(xₙ₊₁=j/xₙ=i)                          ₙ            . 

 

 

1.2.3 Processus de décision markovien(MDP) (Markov decision process )   
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           Un processus de décision markovien est un modèle stochastique définie par : 

 un ensemble d’états I qui peut être fini, ou infini dénombrable. 

 un ensemble d’actions possibles. 

 Des  probabilités de transition pᵢⱼ(a). 

 une fonction de récompense (coût) Cᵢ(a)   .     

1.2.4 Système dynamique  

            En mathématique, en chimie ou en physique un système dynamique  est la donné 

d’un système est d’une loi décrivant l’évolution de ce système. Ce peut être l’évolution 

d’une réaction chimique au cours du temps, le mouvement des planètes dans le système 

solaire  ou encore l’évolution de la mémoire d’un ordinateur sous l’action d’un 

programme informatique.  

1.2.5  Programmation dynamique  

          La programmation dynamique Est une procédure récursive permettant de calculer 

les valeurs optimales à partir d’une équation fonctionnelle. 

En faite, la programmation  dynamique c’est une approche informatique permettant 

d’analyser les processus de décision séquentiels avec un horizon de planification fini. 

Les idées de base de la programmation dynamique sont : 

 .les états. 

 .le principe d’optimalité. 

 .les équations fonctionnelles. 

 

1.2.6 Les équations fonctionnelles [6] 

          Une équation fonctionnelle est une équation dont l’inconnu est une fonction. 
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 En général, lorsqu’on parle d’équations, on s’intéresse à trouver les valeurs qui satisfont 

une égalité de deux expression algébrique.ici, on se propose ce chercher les expressions 

algébrique qui font que l’équation et satisfaite pour certaines valeurs données.  

1.2.7 Politique [2] 

          Une politique ou stratégie (choix d’une action ou décision) pour chaque état, c’est 

un ensemble de règles « if state then action  ». 

1.2.8 Politique stationnaire [2] 

          Une politique R est dite stationnaire si elle n’est pas aléatoire, et l’action choisie à 

l’instant t dépend seulement de l’état du processus en cet instant.     

1.2.9 Politique optimale  [2] 

          Une politique optimale est celle qui maximise (ou minimise) les récompenses (les 

coûts).  

1.3. MODELE  

         De nombreux problèmes de contrôle pratique peuvent être modélisés comme un 

processus de décision markovien par un choix approprié de l’espace d’états et 

l’ensemble d’actions.  

                Considérons un système dynamique avec des instants équidistants t=0,1,………. 

      A chaque instant de décision  le système est classé dans l’un des nombres possibles 

d’états, et par la suite une décision doit être prise. 

           On dit qu’un système est de Markov à temps discret si et seulement si les propriétés 

d’un modèle markovien sont satisfaites. 

           Si à un instant de décision  l’action « a » est choisie dans l’état i ,  alors les événements 

suivants se produisent indépendamment de l’historique du système :                                                               

 Un coût immédiat Cᵢ(a) est engagé. 
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 au prochain instant  de décision, le système sera dans l’état j avec une 

probabilité pᵢⱼ(a)       tq       ∑    ( )        , i    
On note que le paiement en une étape coûte cᵢ(a), et les probabilités de transitions en une 

étape pᵢⱼ(a) sont supposées être homogènes dans le temps. 

Dans des problèmes spécifiques, les coûts « immédiats » cᵢ(a) représenteront les coûts 

attendus jusqu’au prochain instant de décision, Lorsque  l’action a est choisie dans l’état i. 

De plus, il convient de souligner que le choix de l’espace d’états et l’ensemble d’actions 

dépend de la structure de coûts du problème spécifique considéré. 

Le modèle de décision markovien à de nombreuses applications potentielles dans le contrôle 

des stocks, maintenance, fabrications, télécommunications,….. 

                Dans la plupart des applications il n’est pas possible de trouver une politique 

optimale en calculant le coût moyen de chaque politique stationnaire, par exemple si le 

nombre d’états est N et qu’il y’a deux actions dans chaque états, alors le nombre de 

politiques stationnaires possibles est  2ᴺ et ce nombre augmente rapidement au-delà de 

toute limite pratique. [2] 

             Cependant, plusieurs algorithmes peuvent être donnés qui conduisent  de manière 

efficace  à une politique optimale,  « policy iteration » et « value iteration » sont les 

algorithmes les plus utilisées.  [2] 

              L’algorithme d’itération par valeur apparemment complexe est en fait très simple, il 

permet de calculer itérativement la valeur de chaque état. La valeur d’un état est en fait 

le gain obtenu par l’exécution d’une action auquel on ajoute les valeurs des différents 

états qu’il est possible d’atteindre en exécutant cette même action tout en prenant en 

compte le facteur  permettant d’introduire un compromis entre action à court terme et 

action à long terme. Plus formellement, nous pouvons définir la valeur d’un état à 

l’instant t. [4] 



Chapitre 01 :   processus de décision Markovien (cas discret) 

 

 7 

               L’algorithme d’itération par politique différent du précédent est plus complexe. Il 

s’agit également  d’un algorithme itératif applicable à chaque pas de calcul jusqu’à 

obtenir la politique optimale. Contrairement à l’algorithme d’itération par valeur qui 

calcule une politique sans connaissance à priori, cet algorithme nécessite l’initialisation 

d’une première politique quelconque, ensuite améliorer par itérations successives. 

Chaque itération se décompose en deux phases : tout d’abord une première phase 

d’évaluation de la politique courante  revient  à la résolution d’un système de |S| 

équations à |S| inconnues. Enfin, la seconde phase consiste à améliorer cette politique 

courante en déterminant un peu comme dans l’algorithme d’itération par valeur pour 

chaque état une action améliorant la valeur courante. La politique optimale est obtenue 

lorsque deux politiques successives sont identiques et nécessairement optimales. [4] 

  

 

1.3.1  Problème de maintenance [1] 

           Au début de chaque journée, un équipement est inspecté pour relever son état de 

fonctionnement réel, l’équipement sera trouvé dans l’une des conditions de travail 

i=1,…... N, où les conditions de travail i est meilleure que la condition de travail i+1.   

L’équipement  détériore avec le temps. 

           Si la condition de travail actuelle est i et aucune réparation n’est effectuée, alors au 

début de jour suivant, l’équipement sera dans la condition de fonctionnement j(l’état j) 

avec une probabilité qᵢⱼ.   On suppose que qᵢⱼ=0  pour   j<i    et       ∑         .  

            La condition de travail i=N représente un dysfonctionnement nécessitant une 

réparation forcée prenant deux jours. Pour les états intermédiaires i avec  1<i<N. 

            On a le choix entre réparer préventivement le matériel ou laisser l’équipement 

fonctionner pendant une journée, une réparation préventive ne prend qu’un seul  jour. 
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            Un système réparé a la condition de fonctionnement i=1, le coût d’une réparation 

forcée en cas de panne est    et le coût d’une réparation préventive en état de marche i  

est    . 
            On souhaite déterminer une règle de maintenance qui minimise le coût moyen de 

réparation par jour à long terme. 

            Ce problème peut être placé dans le cadre d’un processus de décision markovien à 

temps discret. 

               De plus, étant donné qu’une réparation forcée prend deux jours et que l’état du 

système doit être défini au début de chaque jour, on à besoin d’un état auxiliaire pour la 

situation dans laquelle une réparation forcée est en cours depuis déjà un jour, ainsi 

l’ensemble d’états possibles du système est choisi comme suit : 

I= {1,2,…. N, N+1} 

            L’état i avec  1      correspond  à la situation dans laquelle une inspection révèle 

une condition de travail i, tendis que l’état N+1 correspond à la situation dans laquelle la 

réparation forcée est déjà en cours depuis un jour.  

Les actions : 

A={                                                                                                                                                                             

          L’ensemble d’actions possible dans l’état i est : 

A(1)= {0},           A(i)= {0,1}       pour 1<i<N,               A(N)=A (N+1)= {2}. 

     

    Les probabilités de transition en une étape pᵢⱼ(a) sont donnés par : 

Pᵢⱼ(0)= qᵢⱼ       pour 1        (1)= 1         pour 1     N 
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      (2) =        (2) = 1 

 pᵢⱼ(a)= 0           ailleurs       (sinon) 

Les coûts en une étape cᵢ(a) sont donnés par cᵢ(0) = 0,     cᵢ(1)=cᵨᵢ,      cₙ(2)=    et         (2)=0   

(pour plus de détails voir chapitre  6 page 235 [1]). 

 

1.3.2   Problème de contrôle électrique [2] 

       Considérons une centrale électrique a deux générateurs  j=1,2  pour produire de 

l’électricité. La quantité d’électricité nécessaire pendant la journée est variable, les 

24 heures d’une journée sont subdivisées en six périodes consécutives de 4 heures 

chacune. La quantité d’électricité requise au cours de la période k est dₖ    , k=1,…..,6. 

D’autre part, le générateur j a une capacité de générer de    kWH par période pour 

j=1, 2,     un excès d’électricité produit pendant une période ne peut pas être utilisé 

pour la prochaine période. 

 Au début de chaque période k il faut déterminer les générateurs à utiliser pour cette 

période (un seul générateur, lequel ? ou les deux générateurs ?) 

Les coûts imposés sont les suivants : 

 un coût d’exploitation rⱼ du générateur j pour chaque période d’utilisation. 

 un coût d’installation sⱼ est engendré à chaque fois que le générateur j est 

activé (mis en marche) après avoir été inactif pendant un certain temps. 

Nous souhaitons déterminer une règle de contrôle qui minimise le coût moyen à long 

terme par jours.   

 

 

 

        Modélisation : 

         Ce problème peut être mis dans le cadre d’un modèle de décision markovien à temps   
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discret. 

      Dans ce cas, l’état du système peut être décrit par le couple (k, y) telle que : 

La première variable k indique la période en cours (k=1,2, …... 6) et la seconde variable y 

indique les générateur opérationnels ( y   {1,2,3}) 

Y=1 veut dire que le premier générateur est opérationnel, y=2 veut dire que le deuxième 

générateur est opérationnel et y=3 veut dire que les deux générateurs sont opérationnels 

Donc l’espace des états S  s’écrit : 

S= {(k, y)   /    k=1,…,6        et        y=1,2, 3} 

Les actions  

{                                                                                                                                                                                               

L’ensemble des actions possibles à l’état (k, y) : 

A {(k, y)}= {y}  si  Cy      pour y=1,2 ,3 et k=1,2,…..,6 (selon la demande de chaque période).  

(Pour plus de détails voir chapitre 2 page 34 [2]). 

 

 



       Chapitre 02 

Processus de décision 

      Semi  markovien  
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2.1. INTRODUCTION 

           Dans le chapitre précédent,  nous avons donné un bref aperçu sur les processus de 

décision markoviens et leurs applications, selon ce modèle,  les décisions ne peuvent être 

prises qu'à des instants  fixes t=0,1.... 

          Cependant, il ya beaucoup de problèmes de contrôle stochastique  où les temps entre 

les instants  de décision sont aléatoire, le modèle de décision semi Markovien est un outil 

possible pour analyser ce type de problèmes. 

        Dans la section (2.2) et (2,3) nous discutons les éléments de base de ce modèle. 

        Dans la section (2,4) nous exposons une méthode de transformation de données par 

laquelle le modèle de décision semi markovien peut être converti en un modèle de décision 

markovien à temps discret, cette méthode nous permet d'appliquer la méthode récursive 

d’itération par valeur  au modèle de décision semi markovien. 

        La section (2.5) résume divers algorithmes pour trouver une politique optimale ( i.e coût 

moyen optimal). 

         Dans la section (2.6) nous discutons l'algorithme d'itération par valeur pour un modèle 

de décision semi-markovien ou les temps entre les instants de décision sont 

exponentiellement distribués, pour ce cas particulier l'effort de calcul de cet algorithme peut 

être considérablement réduit en introduisant des instants de décisions fictifs. 

         Cette astuce  très  simple consiste de créer des matrices de transitions conduisant à un 

algorithme  d'itération par valeur beaucoup plus efficace. 
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2.2. Le modèle de décision semi markovien   

        Considérons un système dynamique dont l'état est examiné à des instants  aléatoires. 

À ces instants, une décision doit être prise et des coûts sont induits à la suite de la décision 

prise. 

L’ensemble d’états possibles est noté I tq  ꓯ i   I    l'ensemble A(i) des actions possible est 

disponible. 

Supposons que l'espace d'état I et l'ensemble d'actions A(i)  i  I  sont finis. 

Ce système dynamique contrôlé est appelé processus de décision semi-markovien lorsque 

les propriétés markoviennes suivantes sont satisfaites : 

 Si la distribution conditionnelle de probabilité des états futurs, étant  donnés les 

états passés et l'état présent, ne dépend,  en fait que de  l'état présent et non pas 

des états passés "absence de mémoire". 

 En outre, les coûts induits jusqu'au  prochain instant  de décision ne dépendent que de l'état 

actuel et l'action choisie dans cet état. 

Aussi les coûts consistent généralement du coût engagé lors de la décision. 

Comme exemple on considère un système d'inventaire mono produit  où le processus de 

poisson et la position d'inventaire peut être reconstituée à tout moment par exemple les 

instants de la décision sont les instants de la demande et ils se produisent de manière 

aléatoire dans le temps [chapitre 07 page280   [1]). 
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2.3. Le coût moyen à long terme par unité du temps  

    Le coût moyen permet de déterminer une zone de bénéfice pour l'activité de 

l'organisation. 

    Le coût moyen à long terme par unité du temps est pris comme critère d'optimalité, donc 

le modèle de décision semi -markovien est déterminé par les caractéristiques suivantes : 

 Pᵢⱼ(a) : c’est la probabilité que le système soit en état j (sachant que l’action a est 

choisie dans l’état actuel i). 

   ( ) : Le délai prévu jusqu'au prochain instant de décision (Si l'action a est choisie                   

dans l'état actuel i). 

 Cᵢ(a) : Les coûts attendus encourus jusqu'au prochain instant de décision (Si l'action a 

est choisie dans l'état actuel i). 

    On suppose que   (a)>0  ꓯ i     et ꓯ a   A(i). 

      une politique  stationnaire R  est une règle  qui ajoute à chaque état i une seule  action 

Rᵢ   A(i)  et recommande toujours de prendre cette mesure  a chaque fois que  le système  

est observé dans l'état i . 

     Étant donné un espace d'états fini, on peut  montrer que sous  chaque politique 

stationnaire  le nombre de décisions prises dans un intervalle de temps fini est  fini avec une 

probabilité 1. 

      Il s’ensuit que sous une politique stationnaire R le processus stochastique  incluse  {xₙ} 

est une chaine de Markov à temps discret avec des probabilités de transition en une étape 

pᵢⱼ(Rᵢ). 

      On fixe maintenant une politique stationnaire R,  notons par :   (i, R) : l’espérance du coût total sur les n premiers instants de décision, quand la politique 

R est utilisée à l’état initial i.   (R) : l’espérance du coût moyen par unité de temps à long terme. 
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  (R) =        (   )      i      Cette limite existe d’après le théorème (7.1.1) 

2.4. La méthode de transformation de données 

              Choisissez d’abord un nombre  avec   0< ⩽minᵢ  ₐ  ( ). 

Considérons maintenant le modèle de décision markovien à temps discret dont les éléments 

de base sont donné par :  =̅ I       ,        Ā(i) = A(i)     ,      i   Ī.  ̅ᵢ(a) = Cᵢ(a)/  (a)     ,     a   Ā(i) et i   Ī. 

 ̅ᵢⱼ(a)={    ( )    ( )                  Ā( )            Ī      ( )    ( )  [     ( )]              Ā( )            Ī   
         Ce modèle de décision markovien à temps discret a la même classe de politique 

stationnaires comme le modèle de décision semi-markovien. 

      Pour chaque politique stationnaire  R,  gᵢ(R) représente le coût  moyen à long terme par 

unité de temps dans le modèle à temps discret. 

Lorsque la politique R est utilisée et l’état initial égal à i et pour chaque politique stationnaire 

R on a :    gᵢ(R)= ḡᵢ(R)         i I      …..(1) 

 Alors ce résultat ne nécessite aucune hypothèse sur la structure des chaines de Markov 

associées aux politiques stationnaires. Cependant, nous prouvons le résultat   (1) seulement 

pour le cas unichain assumption (Annexe 1). 

    Fixons d’abord une règle stationnaire R et supposons que la chaine de Markov immergée 

{ ̅ₙ}  vérifié l’hypothèse de la chaine unique. 

   Les probabilités d’équilibre   ̅ⱼ(R) de la chaine de Markov {  ̅ₙ} satisfont les équations 

d’équilibres : 
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  ̅ (R) = ∑  ̅   ᵢ(R)  ̅ᵢⱼ(Rᵢ) = ∑  ̅   ᵢ(R)    (  )Pᵢⱼ(Rᵢ)+[1-    (  )]  ̅ⱼ(R)     ,  j       
Ces équations sont précisément les équations d’équilibre   ( ) de la chaine de Markov  {Xₙ} 

dans le modèle semi markovien. 

    Selon le théorème (7.1.1) (annexe 01)    ̅(R)=g(R) on peut donc conclure qu’une politique 

optimale de coût moyen dans le modèle semi markovien peut être obtenue en résolvant un 

modèle de décision  markovien approprié à temps discret. 

     Cette conclusion est particulièrement utile par rapport à l’algorithme d’itération par 

valeur, en appliquant l’itération par valeur aux modèle transformé, il n’ya aucune restriction 

à supposer que pour chaque politique stationnaire la chaine de Markov immergé {xₙ} est 

apériodique. 

  En choisissant strictement la constante     < min ᵢ,ₐ( ᵢ(a)) on a toujours pᵢᵢ(a)>0     ꓯ i, a . 

 Et donc la chaine de Markov est toujours  apériodique. 

2.5. Algorithmes pour une politique optimale  

       Dans cette section nous décrivons comment les algorithmes pour le modèle de décision 

markovien à temps discret peuvent être étendus au modèle de décision semi-markovien. 

2.5.1. Algorithme d’itération par politique [1] 

         L’algorithme d’itération par politique sera décrit sous l’hypothèse (unichain 

assumption) (annexe 1), cette hypothèse nécessite pour chaque politique stationnaire la 

chaine de Markov {xₙ}  forme une seule chaine. 

   Supposons que g(R) et vᵢ(R) i I soient le coût moyen et les valeurs relatives d’une politique 

stationnaire R   . 

    Si une politique stationnaire R est construite de telle sorte que pour chaque état i I 

Cᵢ (  ̅)-g(R)  ᵢ (  ̅) +∑    (  ̅) )  (  )    (  )        (2) 
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Alors   ( )̅̅ ̅   g(R). 

     De plus, si le signe de l’inégalité stricte dans (2) pour certains états i récurrents sous R   

On a  ( )̅̅ ̅  g(R). 

   Ces affirmations peuvent être vérifiées par les mêmes arguments que ceux utilisés dans la 

deuxième partie de la preuve du théorème (chapitre 6.2.1 page 238 )  [1]. 

   Sous l’hypothèse (unichain assumption) (annexe 1) nous pouvons maintenant formuler 

l’algorithme d’itération par politique : 

 .Étape 00 : (initialisation) choisissez une politique stationnaire R. 

 .Étape 01 : (étape de détermination de la valeur) pour la politique actuelle R, calculez 

le coût moyen g(R) et les valeurs relatives  ᵢ(R) i I comme solution unique aux 

équations linéaires. 

vᵢ = cᵢ(Rᵢ) – g   (Rᵢ) +∑    (  )         , i  I. 

vₛ=0. 

 Ou s  est un état choisi arbitrairement. 

 .étape 02 : (étape d’amélioration de la politique) pour chaque état i  I déterminez 

une action aᵢ donnant  le minimum   : 

      ( )*   ( )   ( )  ( )  ∑    ( )  ( )+    

   La nouvelle politique stationnaire  ̅ s’obtient en choisissant  ̅ ᵢ=aᵢ pour tout i  I avec  la 

convention que    ̅  est choisi égal à l’ancienne action Rᵢ lorsque cette action minimise la 

quantité d’amélioration de la politique. 

 .Étape 03 : (teste de convergence) 

 Si la nouvelle politique  ̅ =R alors l’algorithme est arrêté avec la politique R sinon passez à 
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l’étape 01 avec R remplacer  par ̅. 

   De la même manière que pour le modèle de décision markovien à temps discret il peut 

être montré que l’algorithme converge en un nombre fini d’itérations à une politique 

optimale de cout moyen , aussi et comme conséquence de la convergence de l’algorithme il 

existe des nombres g∗ et vᵢ∗   Satisfaisant l’équation d’optimalité des couts moyens  

             ∗  =       ( ) *   )   ∗  ( )  ∑    ( )  ∗+          ,    i   I   …… (3) 

  La constante  g∗ est uniquement déterminée comme  le cout moyen minimal par unité de 

temps. 

De plus chaque politique stationnaire dont les actions minimisent le coté droit de (3)      

  ꓯ i I  est optimale en termes de coût moyen. 

2.5.2. Algorithme d’itération par valeur [1] 

                 Pour le modèle  de décision semi-markovien la formulation d’un algorithme 

d’itération par valeur n’est pas simple une relation de récursivité pour les couts minimaux 

attendus sur les n premiers instants  de décisions ne prennent pas en compte les temps de 

transitons non identiques. 

            Ces couts donc ne peuvent pas être liés au coût moyen minimal par unité de temps. 

           Cependant par la méthode de transformation de données de la section 2.4 nous 

pouvons convertir le modèle de décision semi markovien à un modèle de décision markovien 

à temps discret tel que les deux modèles ont le même coût moyen pour chaque politique 

fixe. 

Il n’ya aucune restriction à supposer que tous   ̅(a)=cᵢ(a)/   ) sont positives, Sinon ajoutez 

une constante positive suffisamment grande à chaque   (̅̅ ̅a)   

       Les résultats de la méthode récursive  pour le modèle de décision semi-markovien sont 

les suivants : 
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 .Étape 00 : choisissez V˳(i) tel que 0⩽V˳(i) ⩽minₐ {cᵢ(a)/ ᵢ(a)} ꓯi  I 

Choisissez un nombre    avec 0< ⩽min     ᵢ(a)   soit n :=1 

 Étape 01 : calculer la fonction Vₙ(i) i I à partir  de  

Vₙ(i)=      ( )*  ( )  ( )+    ( ) ∑    ( ) ₙ  (   j)+(1-
   ( ))vₙ_₁(i)}      ……………(4) 

Soit R(n) une politique stationnaire dont les actions minimisent le coté droit de (4) 

 Étape 02 : calculer les limites  

 mₙ=      * ₙ( )     ₙ ₁( )+   , 
    Mₙ =      *  ₙ( )   ₙ ₁( )+  
L’algorithme est arrêté avec la politique R(n) lorsque 0⩽(Mₙ-mₙ)⩽  mₙ , ou    est le nombre 

de tolérance pré spécifié. 

Sinon passez à l’étape 3. 

 Étape 03 :    n=n+1 est passez à l’étape 1  

    Supposons que l’hypothèse unichain faible de la section 6.5 [1] soit satisfaite pour les 

chaines de Markov  incluses {xₙ} associées aux politiques stationnaires. 

Il n y’a aucune restriction à supposer que les chaine de Markov {xₙ} dans le modèle 

transformé sont  a périodiques , puis l’algorithme s’arrête après un grand nombre 

d’itérations avec une politique R(n) 

Dont la fonction de coût moyen gᵢ(R(ₙ)) satisfait  

0≤  ( ( ))   ∗ ∗   ≤ ε,       i   I. 

  Ou  g∗ : désigne le coût moyen minimal par unité de temps 

En  ce qui concerne le choix de   dans l‘algorithme il est recommandé de prendre  comme 
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suit : 

 

 

       {              ( )                                * ₙ+                                   a                          ( )                                                           

     

C’est un choix raisonnable  

2.6. Itération par valeur et les décisions fictives : 

        La méthode d’itération par valeur est souvent la méthode la plus recommandée pour 

calculer une politique optimale de coût (presque) moyen. 

   À chaque itération de la méthode, les bornes inferieur et supérieur indiquent dans qu’elle 

mesure le coût moyen de la politique actuelle s’écarte du coût moyen minimal. 

   La charge de calcul pour l’algorithme d’itération par valeur dépend non seulement du 

nombre d’états mais aussi de la densité des probabilités de transition non nulles pᵢⱼ(a). 

   Par la nature même d’algorithme d’itération par valeur il est fastidieux en calcul d’avoir 

beaucoup de pᵢⱼ(a). 

 Dans les applications avec des temps distribués de manière exponentielle entre les instants 

de décision l’effort de calcul de l’algorithme d’itération par valeur peut souvent être 

Considérablement réduit en incluant les instants de décisions fictives. [1] 

     L’état du système est laissé inchangé aux instants de décisions fictives. L’inclusion 

d’instants de décision fictives ne change pas la nature markovienne du processus de décision 

car les temps entre les transitons d’état sont distribués de manière  exponentielle (propriété 

sans mémoire). 



Chapitre 2 :   Processus de décision semi markovien  

 

 
 20 

 

   L’idée d’introduire les instants de décision fictive réduit non seulement l’effort de calcul, 

mais  simplifie également la formulation de l’algorithme d’itération par valeur. 
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3.1. Optimisation des files d’attente :  

       Le modèle  semi-markovien est un outil naturel et puissant pour l’optimisation des files 

d’attente,  de nombreux problèmes de file d’attente en télécommunication demandent le 

calcul d’une règle de contrôle optimale pour une mesure de performance donnée. Si la règle 

de contrôle est déterminée par un ou deux paramètres, on peut d’abord utiliser l’analyse en 

chaine de Markov pour calculer la mesure de performance pour des valeurs données des 

paramètres de contrôle, puis utiliser une procédure d’optimisation standard pour rechercher 

les valeurs optimales des paramètres de contrôle. Cependant ce n’est pas toujours 

l’approche la plus efficace. 

     Nous donnons un exemple de système de file  d’attente,  pour  lequel l’approche de 

décision  semi-markovienne est non seulement plus élégante mais est également plus 

efficace qu’une procédure de recherche directe, Dans cette application le nombre d’états est 

illimitée. Cependant, en exploitant la  structure du problème, nous sommes en mesure de 

transformer le problème en un modèle de décision de Markov avec un espace d’états fini. 

3.1.1. Contrôle optimal d’un système de service stochastique  

        Un système de service stochastique a S  canaux identiques disponibles pour fournir le 

service, où le nombre de canaux en fonctionnement peut être contrôlé en activant ou 

désactivant les canaux, par exemple les canaux de service peuvent être des caisses dans un 

super marché ou des machines de production dans une usine. 

      Les demandes arrivent  selon un processus de poisson de taux    , chaque demande de 

service qui arrive est autorisé à entrer dans le système,  et attend en ligne jusqu’à ce qu’un 

canal d’exploitation soit  fourni. 

      Le temps de service de chaque requête est distribué de manière exponentielle  avec une 

valeur moyenne 1/ . 

     On suppose que le taux d’arrivée moyen   est inferieur au taux de service maximal s . 

     Un canal activé ne peut gérer qu’une requête à la fois. 
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    À tout instant  les canaux peuvent être activés ou désactivés en fonction du nombre de 

demandes de service dans le système. 

   Un coût de commutation non négatif K (a, b) est induit lors du réglage du nombre de 

canaux activés de a à b. 

    Pour chaque canal activé, il y’a un coût d’exploitation de  taux  r>0 par unité de temps, 

aussi pour chaque demande un coût de possession de h>0 est induit pour chaque unité de 

temps, pendant laquelle la demande est dans le système jusqu’à ce que son service soit 

terminé   [1]. 

     L’objectif est de trouver une politique pour contrôler le nombre de canaux activés, de 

sorte que le coût moyen à long terme par unité de temps soit minimal. 

3.2. Modélisation [1] : 

Comme le processus de poisson et la distribution exponentielle sont sans mémoire, l’état du 

système à tout moment est décrit par la paire (i, t) ou : 

 I : le nombre de demandes de service présentes (nombre de clients). 

 T : le nombre des canaux activés. 

   Les instants de décisions sont les instants d’arrivée d’une nouvelle demande ou les instants 

de fin de service. 

   Dans cet exemple le nombre d’états possible est illimité. Car la variable d’état i prend les 

valeurs  0,1…. 

   Une approche naturelle aboutirait à une formulation de modèle  de décision semi 

markovien,  dont la variable d’état i est délimitée par un nombre U suffisamment grand, de 

sorte que la probabilité qu’il y ait plus que U demandes dans le système est négligeable. 

Lorsque le taux d’arrivée   est proche du débit de service maximal s  alors cette approche  

conduirait à un très grand espace d’états. 

   Une formulation de modèle de décision markovien plus efficace est obtenue en 

restreignant la classe des règles de contrôle plutôt qu’en tronquant l’espace d’états. 
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   Il est intuitivement évident que sous chaque règle de contrôle raisonnable tous les canaux 

seront activés  lorsque le nombre de demandes dans le système est suffisamment grand. 

   En d’autres termes, en choisissant un entier suffisamment grand M avec M   s, tel que 

pour chaque   i    la seule action réalisable consiste à activer tout les canaux. 

   Cependant, cela implique que nous  pouvons restreindre le contrôle du système aux  

instants d’arrivée et d’achèvement du service,  aux quels il ne reste pas plus  que M 

demandes de service dans le système. 

   Ce faisant, on obtient une formulation de processus de décision semi –markovien avec 

l’espace d’états : 

i= {(i, t) / 0        , 0    + 

 L’ensemble d’actions : 

A (i, t) ={*            +                           * +                      

    Ici l’action a dans l’état (i, t) signifie que le nombre de canaux est ajusté de t à a.  Cette 

formulation de processus de décision semi – markovien implique la stipulation suivante : 

   Si l’action a=s est prise à l’état  (   ) alors le prochain instant  de décision est défini 

comme le  premier instant d’achèvement de service au quel   M au M-1 demandes sont en 

attente. 

   En outre, si l’action a=s est effectuée dans l’état (M, t) les coûts induits en une étape 

jusqu’au prochain instant  de décision sont définis comme la somme des coûts de 

commutation   k(t, s) et les coûts d’attente et d’exploitation réalisés pendant la période 

allant jusqu’au prochain instant de décision. 

   On désigne par la variable aléatoire   (s) le temps jusqu’au  prochain instant  de décision 

ou l’action a=s est prise à l’état (M, T). La variable aléatoire   (s) est la somme de deux  

composantes, la première est le temps jusqu'à ce que le prochain achèvement  de service se 

réalise, ou bien le temps jusqu’à la prochaine arrivée. La deuxième composante est zéro si 

un achèvement de service se produit en premier, sinon il est distribué comme le temps 
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nécessaire pour réduire le nombre de demandes de service présentes de M+1 à M. 

    La formulation en modèle de décision semi-markovien avec un espace d’états inclus 

(immergé) est réalisable uniquement s’il est possible de calculer l’espérance du temps 

moyen de transition en une étape  (   )( )  ainsi que l’espérance du coût  en une  

étape  (   )( ). 

    Le calcul de ces quantités est facile, puisque les services sont complétés selon un 

processus de poisson au taux s  tant que tous les canaux sont occupés. En d’autres termes 

chaque fois que M ou plus de demandes sont dans le système, nous pouvons imaginer de 

manière équivalente qu’un seul « super Channel » traite les demandes une par une à un taux 

exponentiel de s . 

    En prenant n=1 et en remplaçant la moyenne 1/   par 1/s   dans les formules {(2.6.2)   

et (2.6.3) annexe 1}  nous constatons que le temps attendu nécessaire pour réduire le 

nombre de demandes présentes de M+1 à M,  étant donné que tous les  canaux sont activés 

est 

                                                               
           =       

   Et les coûts de détention et d’exploitation prévu pendant le temps nécessaire pour réduire 

le nombre de demandes présentes de M+1 à M, étant donné que tous les canaux sont 

activés est : 

                        
       + 

         {    + 
   (    ) }+        =  (   )        + 

  (    )  
   Ici, le terme hM/(s - ) représente les coûts de possession attendus pour les M demandes 

de  service qui sont présentent en permanence pendant les temps nécessaire pour réduire le 

nombre dans le système de M+1 à M. 

   Si tous les canaux S sont occupés, alors le délai jusqu’au prochain événement (achèvement 

du service ou nouvelle arrivée) est distribué de manière exponentielle avec la moyenne 

1/ +s   et l’événement suivant est généré par une arrivée avec une probabilité   /  s  .  

On trouve : 
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                           (   )( )      =      +  / +s (
     )=

  (    )(    ) 
Et 

                           (   )(s)= k(t, s) +           +       { (   )        + 
   (    ) } 

  Nous avons également les probabilités : 

 (   )(     ) (S)=   (    )          et                 (   )(   ) (S)= 
      

Pour les autres états,  les éléments de base du modèle de décision semi –markovien sont 

facilement spécifies, on a 

       (a)=
      (   )                    0⩽i⩽M-1,          0⩽a⩽s 

Et  

C       (a)=k(t, a)+
           (   )                   0⩽i⩽M-1,           0⩽a⩽s 

 

3.2.1 Résolution avec l’algorithme d’itération par valeur [1] 

   Nous allons utiliser l’algorithme d’itération par valeur (chapitre 2) pour chercher une 

politique optimale  

 Etape00 : choisissez V˳(i) tel que 0⩽V˳(i) ⩽minₐ {    ( )     ( )}    ꓯi  I,  0      
                       Dans la transformation de données on prend  =1/ +s . 

Soit n =1. 

 Étape 01 : calculer la fonction  Vₙ ( i ,t)     i I ,   0          à partir  de : 

Vₙ(i,t)=min     ,*  min(   )  + (   )              vₙ  ((i     ))      (   )     vₙ  ((i     ))  *        (   )     +vₙ  ((i t))-    ,    
 Pour les états (i, t)     avec         0⩽i⩽m-1,               0⩽t⩽s 
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Et  

Vₙ((M ,t))=1/s  ( +s ) (s - ) k(t,s)+
      +hM+rs+

        vₙ_ ((M-1,s))+{1-
 (    )  (    )}vₙ_ ((M,s))+{1-      }vₙ_ ((M, t)). 

 

Pour les états (M, t)  avec    ,               0⩽t⩽s 

Avec la convention vₙ_  ((-1, t))=0.  

 Étape 02 : calculer les limites : 

 mₙ=min   * ₙ(i t)     ₙ  (i t)+           ,              Mₙ=m     * ₙ(i t)   ₙ  (i t)+  
L’algorithme est arrêté avec la politique R(n) (une politique stationnaire) lorsque 0⩽(Mₙ-

mₙ)⩽  mₙ , ou    est un numéro de précision pré spécifié. 

Sinon passez à l’étape 3. 

 Étape 03 :    n=n+1 est passez à l’étape 1. 

  a. Résultat numérique  

          On considère la fonction de coût de commutation k (a, b)= k|a-b| et les données 

numériques  suivantes :  

S=10,     =1,    r=30, et    h=10. 

    Le tau  d’ rrivée    prend les valeurs  7 et 8, 

   Le coût de commutation k prend les deux valeurs 10 et 25,  dans chaque exemple nous 

prenons la borne M=20.   

  Pour les états (i, t) avec i⩾M tous les canaux s sont toujours activés. 

   L’ lgorithme d’itér tion p r v leur est l ncé  vec  ˳ (i, t)= 0 pour tous les états (i, t). 

On choisit le nombre de tolérance        pour le critère d’ rrêt  
Nous avons (M+1) (   ) équations, une fois les valeurs calculées, elles seront 
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stockées dans une matrice de dimension (M+1)(s+1). 

  Donc : 

 

                                        Vₙ (i, t) =(  ₙ(   )  ₙ(   )   ₙ(   ) ₙ(   )  ₙ(   )   ₙ(   )     ₙ(   )  ₙ(   )   ₙ(   )) 

 

 Etape 00 : On choisit v₀ (i, t) comme suit pour tous les cas : 

 

 

Figure 0 : l’affichage de v (i, t)  pour n=0 
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1er cas               
Soit n=1 :  

 Etape 01 : v₁ (i, t)= 

 

                                                         Figure1 : l’affichage de v (i, t) pour n=1       

 

 Etape 02 : Le critère d’ rrêt    ₙ-mₙ    ₙ       n’est p s vérifiée  car (900 0) 

donc on passe   l‘ét pe  suivante. 

 

 Etape 03 : n 2 (on f it le même tr v il pour les  utres itér tions jusqu’  obtenir 
une politique optimale R(n)). 

 

 

Pour n=2 :  
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                                                 Figure 02 : l’affichage de v (i, t) pour n=2  

 

Le critère d’arrêt     ₙ-mₙ    ₙ       n’est p s vérifiée  car 870.33>0.00411 . 

 

 

 

 

Pour n=174  
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Figure 03 : l’affichage de v (i, t) pour n=174 et le coût moyen optimal Le critère d’ rrêt est vérifiée après 174 itérations     ₙ-mₙ    ₙ     (       ) 

(0.312<0.319)  

Le coût moyen minimal est compris entre ( ₙ.mₙ) = (313,34 ; 319,652). L’ lgorithme d’itér tion p r v leur est  rrêté  vec l  politique st tionn ire  R( 74)  
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             Figure 04 : affichage de la  politique optimale 

Cette politique optimale représente la décision qu’on doit prendre pour  voir un coût optim l  c’est à  dire elle indique pour tous les états (i,t)              le bon choix de 

nombre de carnaux activées. 

                t 

i 

2 5 7 9 10 

2 2 4 4 4 4 

8 6 6 7 9 9 

12 8 8 8 9 10 

18 10 10 10 10 10 

        Tableau 05 : représente le nombre  de carnaux   activés pour un coût optimal D’ près le t ble u : Pour l’ét t (2,2) : la décision qui donne le coût optimal est a=2  (càd le nombre de 

canaux  allumées  reste telle qu’il est)   Pour l’ét t (8,10) : La décision optimale est a=9 (on ferme un seul carneau) Pour l’ét t( 8 7) : On voit que le coût est optimal pour a=10 (on ouvre 03 carnaux). 
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2 éme  cas                
Pour n=1 : on  ur  v₁ (i  t)  

 

Figure 6 : l’affichage de v (i, t) pour n=1. Le critère d’ rrêt    ₙ-mₙ    ₙ       n’est p s vérifiée  car (900 0) donc on passe a l‘ét pe suiv nte 
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Pour n=2 :  

 

                                                       Figure 07 : l’affichage de v (i, t) pour n=2    

 Le critère d’ rrêt     ₙ-mₙ    ₙ       n’est p s vérifiée  car 817.9995>0.0044 
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Pour n=312 : 

                         Figure 08 : l’affichage de v (i, t) pour n=312 et le coût moyen optimal Le critère d’ rrêt est vérifiée après 312 itérations     ₙ-mₙ    ₙ     (       ) 

(0.36<0.367) . 

 

Le coût moyen minim l est compris entre ( ₙ ; mₙ)  (367,062 ; 367,422). 

 

La politique optimale : voir (Annexe 2). 
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3 éme  cas              

Pour n=1 : on  ur  v₁ (i  t)  

 

                                                             Figure 09: l’affichage de v (i, t) pour n=1    

 Le critère d’ rrêt    ₙ-mₙ    ₙ       n’est p s vérifiée car (1798,33 0) donc on p sse   l‘ét pe suiv nte 
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Pour n=2 :  

 

Figure 10 : l’affichage de v (i, t) pour n=2 

 Le critère d’ rrêt     ₙ-mₙ    ₙ       n’est p s vérifiée  car 1408,83>1.4099 
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Pour n=226 

 

Figure 11 : l’affichage de v (i, t) pour n=226  et le coût moyen optimal Le critère d’ rrêt est vérifiée après 226 itérations     ₙ-mₙ    ₙ     (       ) 

(0.32<0.33) . 

Le coût moyen minim l est compris entre ( ₙ   mₙ)  (331,297; 331,617). 

La politique optimale : voir (Annexe 2). 
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4 éme  cas              

Pour n=1 : on  ur  v₁ (i  t)  

 

Figure 12 : l’affichage de v (i, t) pour n=1 

 Le critère d’ rrêt    ₙ-mₙ    ₙ       n’est p s v vérifiée  car (1440 0) donc on passe   l‘ét pe suiv nte  
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Pour n=2 :  

 

Figure 13 : l’affichage de v (i, t) pour n= 2 

 Le critère d’ rrêt     ₙ-mₙ    ₙ       n’est p s vérifiée  car 1249.996>0.00444 
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Pour n=250 

Figure 14: l’affichage de v (i, t) pour n=250 et le coût moyen optimal Le critère d’ rrêt est vérifié après 250 itérations     ₙ-mₙ    ₙ     (       ) 

(0.375 0.378). 

Le coût  moyen minimal est compris entre  ( ₙ   mₙ)  (378,055; 378.43) 

La politique optimale : voir (Annexe 2). 
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b. Conclusion 

L’ lgorithme d’itération par valeur   nécessite 174, 311, 226 et 250 itérations. et les limites respectives (mₙ  ₙ) (3 9 34 3 9 652) ,(367,062.367,422) ,(331,297.331,617) 

et (378,055.378,44) , sur le cout moyen minimal. 

3.2.2 Résolution avec l’algorithme d’itération par politique [1] 

Pour résoudre le problème avec cet algorithme il faut suivre les étapes suivantes :   

 Étape 00 : (initialisation) choisissez une politique stationnaire R 

 Étape 01 : (étape de détermination de la valeur) pour la politique actuelle R, 

calculez le coût moyen g(R) et les valeurs relatives     (R) tq                           

0                   comme solution unique aux équations linéaire 

suivants :     =    (Rᵢ)  g     (Rᵢ) +∑  (   )(   )                               i       , 0          = 0. 

 Ou s  est un état choisi arbitrairement. 

 étape 02 : (étape d’amélioration de la politique) pour chaque état i  I déterminez 

une action aᵢ donnant  le minimum   : 

min     *    ( )       ( )          (   )       +
    (   )       (   )       }     

Par convention      =0           
Avec : 

           (a)=
      (   )                           0⩽i⩽M-1  ,0⩽a⩽s   

C       (a)=k(t,a)+
           (   )                             0⩽a⩽s 
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Et 

              (s)=
     +  / +s (

     )=
  (    )(   )  

 

         C     (s) k(t  s)          +
     {

 (   )       +
  (    ) } 

 La nouvelle politique stationnaire  ̅ s’obtient en choisissant  ̅ᵢ=aᵢ pour tout i  I avec  la 

convention que   ᵢ̅  est choisi égal à l’ancienne action Rᵢ lorsque cette action minimise la 

quantité d’amélioration de la politique. 

 Étape 03 : (teste de convergence) 

 Si la nouvelle politique  ̅ =R alors l’algorithme est arrêté avec la politique R sinon passez à 

l’étape 01 avec R remplacer  par ̅. 

a. Résultat numérique   

On considère les mêmes données de l’exemple étudié : 

S=10,   =1, r=30, et h=1 

 Le taux d’arrivée   est 7 et 8. 

   Le coût de commutation k prend les deux valeurs 10 et 25,  dans chaque exemple nous 

prenons la borne M=20.   

  L’algorithme d’itération par politique est initialisé avec la politique : 

R= {   (0,0)    (1,1)  (2,1)   (3,2)   (4,2)   (5,3)   (6,3)   (7,4)   (8,5)   (9,5)  (10,5)   (11,6)   (12,7)   

(13,8)    (14,8)   (15,9)   (16,9)   (17,9)   (18,10)   (19,10)   (20,10)   } 

Itération 1 

Etape 1 : (détermination de la valeur)      =    (Rᵢ)  g     (Rᵢ) +∑  (   )(   )                               i                
Le coût moyen est les valeurs relatives de la politique R sont calculées en résolvant les 
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équations linéaire  

Pour l’état (0,0) on aura le sous système suivant : 

    (0)=0-g
  +    +0 

    (0)=10-g
  +    +0 

    (0)=20-g
  +    +0 

    (0)=30-g
  +    +0 

    (0)=40-g
  +    +0 

    (0)=50-g
  +    +0 

    (0)=60-g
  +    +0 

    (0)=70-g
  +    +0 

    (0)=80-g
  +    +0 

    (0)=90-g
  +    +0 

     (0)=100-g
  +    +0 

 

Pour l’état (1,1) on aura le sous système suivant : 

    (1)=10+
   - g   +       +

       

    (1)=0+
   -g

  +       +
       

    (1)=10+
   -g

  +       +
       

    (1)=20+
   -g

  +       +
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    (1)=30+
   -g

  +       +
       

    (1)=40+
   -g

  +       +
       

    (1)=50+
   -g

  +       +
       

    (1)=60+
   -g

  +       +
       

    (1)=70+
   -g

  +       +
       

    (1)=80+
   -g

  +       +
       

     (1)90+
   -g

  +       +
       

Pour l’état (2,1) on aura le sous système suivant : 

    (1)=10+
   -g

  +       +
       

    (1)=0+
   -g

  +       +
       

    (1)=10+
   -g

  +       +
       

    (1)=20+
   -g

  +       +
       

. 

. 

. 

. 

. 

. 

     (1)=90+
   -g

  +       +
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Pour l’état (3,2) on aura le sous système suivant : 

    (2)=20+10-g
  +       +

       

    (2)=10+10-g
  +       +

       

    (2)=0+10-g
  +       +

       

    (2)=10+10-g
  +       +

       

. 

. 

. 

. 

. 

. 

     (2)=80+10-g
  +       +

       

Et ainsi de suite avec tous les états de la politique initiale. 

Pour l’état (20,10) on aura le sous système suivant : 

     (10)=100+
     -g

   +          +
           

     (10)=90+
     -g

   +          +
           

     (10)=80+
     -g

   +          +
           

     (10)=70+
     -g

   +          +
           

. 

. 



Chapitre 3 : Application Et programmation   
  

 
46 

. 

. 

. 

. 

      (10)=0+
     -g

   +          +
           

Remarque : 

Dans ce cas on ne peut pas résoudre ce problème, car le nombre d’inconnues est supérieur 

au nombre d’équations dans le système. 
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Le modèle de décision semi markovien est  la meilleure façon de résoudre un large éventail 

de problème d’optimisation. 

Parmi les méthodes utilisées pour la recherche d’une politique optimale, nous avons cité  les 

deux algorithmes : « Policy-iteration algorithm » et « value- iteration algorithm ». 

A travers le problème que nous avons présenté « contrôle optimal d’un système de service 

stochastique à s serveurs », nous avons essayé de répondre à la question suivante : 

Comment activer et désactiver les s serveurs ? Et sous quel critère ?   

Les s serveurs peut être par exemple, des caisses dans un super marché, des guichets dans 

un bureau de poste ou des machines de production dans une usine. 

L’utilisation de ses serveurs induit un coût, sous le critère de minimiser le coût de leur 

exploitation, nous avons vu qu’il est possible de mettre ce problème sous forme d’un 

modèle de décision semi markovien SMDP [1]. 

A partir du modèle établi par [1], nous avons réussi à proposer une solution par « value 

iteration algorithm » (en pratique cet algorithme   nécessite un grand nombre d’itération 

pour converger). Par contre nous avons trouvé des difficultés dans l’application de « policy 

iteration algorithm » (cet algorithme nécessite moins d’itérations que le précédent). 

Une autre alternative pour contourner cette dernière difficulté, consiste a réduire encore 

plus l’espace d’états et proposer un autre sous ensemble E inclus dans l’espace d’états I 

initialement proposer, par exemple : 

E= {(0,0), (  , t)  t=1,2,…. s    ;           } 

L’état  (  , t)   veut dire que t serveurs sont activés si le nombre de clients dans le système i 

atteint le seuil     , (       ). 
Pour t=10, nous avons  

E= {(0,0),  (  ,1), (  ,2),…... (   ,10),                       }. 
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Il s’agit donc, de chercher les seuils              à partir des quels s serveurs seront activés, 

t=1,2,………,10. 

Cette approche a été proposée par R.D.Nobel dans son article [7]. 

De nombreuses applications des processus de décision Markovien  impliquent un espace 

d'état infini.  Habituellement, cela obstrue l'utilisation de l'algorithme d'itération par 

politiques, puisque chaque étape de cet algorithme nécessite la solution d'un système 

d'équations linéaires dont la taille est égale à la dimension de l'espace d'États. Dans les 

applications structurées, il est parfois possible de contourner cette difficulté  en se limitant à 

une sous-classe de politiques structurées et en utilisant une technique d'immersion. De cette 

façon, il peut être possible de développer un algorithme d'itération par politique sur mesure 

qui fonctionne sur une sous-classe de politiques structurées, où  un seul système 

relativement petit d'équations linéaires doit être résolu à chaque étape [7]. 

Heureusement  pour nous,  l’objectif de recherche de la politique optimale de contrôle 
optimal d’un système de service stochastique a été atteint en un nombre fini d’itérations par 
l’algorithme d’itération par valeur « value iteration ».  

Finalement, on peut conclure que l’algorithme d’itération par valeur (value iteration)  est 
applicable pour n’importe qu’elle problème de décision semi markovien, ce qui n’est pas le 
cas pour la méthode d’itération par politique (policy iteration). 
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Annexe01 :  

Unichain  assumption 

Un unichain est une chaine de Markov à l’état fini qui contient au plus  une seule classe  

récurrente, et peut-être, certains états transitoires. 

Un unichain est la généralisation naturelle d’une chaine récurrente permettre certains 

comportements transitoires initiaux sans perturber le comportement asymptotique à long 

terme de la chaine récurrente. 

 

Théorème 7.1.1 : 

Supposons que la chaine de Markov intégrée {xₙ}  associée à la politique R n’a pas deux 
ensembles disjoints. 

On a             =g(R)  avec une probabilité =1,     ou z(t) représente les coûts totaux induits 

jusqu’au temps t avec t>0. 

Pour chaque état initial x₀=i, g(R) est donnée par : 

G (R) =∑               ∑                       [1] 

(   La preuve de ce théorème ce trouve a la page 281 de [1]   ) 

 

Les deux formules (2.6.2) et (2.6.3) sont : 

tₙ = n E (  ) /1−λ  E (  )  …… (2.6.2) 

hₙ=
             [   n (n-1) E (  )  +

                           ]………… (2.6.3) 
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Annexe 02 : affichage des politiques stationnaires (optimales) 

 

Figure 15 : affichage de la  politique optimale pour                

 

Figure 16 : affichage de la  politique optimale pour              
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Figure 17 : affichage de la  politique optimale pour              

 

Annexe03 : programmation. 

Vous trouvez ci –dessous le programme d’itération par valeur élaboré en utilisant le langage 

C++ pour le problème de contrôle optimal d’un système de service stochastique  

#include<iostream> 

Using namespace std; 

int main( ) 

{ 

Int  i,j,t,b,n,a,M,k,h,r,abs,abs1,s, u ; 

float e=0.001,mn,Mn,min1,min2,min3,minn,p,p1,p2,p3,p4,l,q; 
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float A [50],T[50]; 

float v1[50][50],v2[50][50],v[50][50],v0[50][50]; 

cout<<"donner le nombre de serveur s"<<endl; 

cin>>s; 

cout<<"donner le taux d'arrive lambda et le taux de service u avec la condition que soit 

lambda soit supérieur à su"<<endl; 

cin>>l>>u; 

cout<<"donner le cout d'exploitation r ,le cout d'attente h et le cout de commutation 

k"<<endl; 

cin>>r>>h>>k; 

cout<<"donner M"<<endl; 

cin>>M; 

for(i=0;i<=M;i++){ 

        for(j=0;j<=s;j++) 

        v0[i][j]=0; 

    } 

b=0; 

n=1; 

cout<<"pour n="<<n<<endl; 

for(i=0;i<=M-1;i++){ 

          for(a=0;a<=s;a++){ 
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             if(i<=a) 

minn=i; 

else 

minn=a; 

                     //cout<<minn<<"   "<<i<<"   "<<a<<endl; 

                             p=l/(l+s*u); 

                             p1=(minn*u)/(l+s*u); 

   if(i==0) 

             T[a]=(l+minn*u)*k*a+h*i+r*a+p*v0[i+1][a]+(1-(p+p1))*v0[i][0]; 

else 

        T[a]=(l+minn*u)*k*a+h*i+r*a+p*v0[i+1][a]+p1*v0[i-1][a]+(1-(p+p1))*v0[i][0]; 

        //cout<<"v1  "<<i<<"  "<<0<<"="<<v1[i][0]<<endl; 

        } 

       //for(j=0;j<=s;j++) 

         //   cout<<T[j]<<"   "; 

        //cout<<endl; 

      min3=T[0] ; 

          for(j=1;j<=s;j++) 

            {if(T[j]<min3) 

            min3=T[j];} 
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            v1[i][0]=min3; 

for(t=1;t<=s;t++){ 

             for(a=0;a<=s;a++) { 

             if(i<=a) 

                min1=i; 

else min1=a; 

             if ((t-a)>0) 

                abs=t-a; 

else abs=a-t; 

            // cout<<"abs"<<t<<"-"<<a<<"="<<abs<<endl; 

p2=(min1*u)/(l+s*u); 

             if(i==0) 

             A[a]=(l+min1*u)*k*abs+h*i+r*a+p*v0[i+1][a]+(1-((l+min1*u)/(l+s*u)))*v0[i][t]; 

else 

                A[a]=(l+min1*u)*k*abs+h*i+r*a+p*v0[i+1][a]+ p2*v0[i-1][a]+(1-(p+p2))*v0[i][t];} 

          //cout<<endl; 

           //for(j=1;j<=s;j++){ 

           // cout<< A[j]<<"   ";} 

             //cout<<endl; 

             min2=A[0]; 
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             for(j=1;j<=s;j++) 

             {if(A[j]<min2) 

             min2=A[j]; 

                 } 

                 v1[i][t]=min2;} 

                 } 

                 for(t=0;t<=s;t++) 

                 {if ((t-s)>0) 

                abs1=t-s; 

else abs1=s-t; 

             p3=l+s*u; 

             p4=s*u-l; 

                    v1[M][t]=(p3*p4*k*abs1)/(s*u)+((h*l)/p4)+h*M+r*s+(p4/p3)*v0[M-

1][s]+(l*p4/(s*u)*p3)*v0[M][s]+(1-(p4/(s*u)))*v0[M][t]; 

                    } 

                                        for(i=0;i<=M;i++) 

                 {for (j=0;j<=s;j++) 

                    cout<<v1[i][j]<<"  "; 

                    cout<<endl;} 

                    cout<<endl; 

                        for(i=0;i<=M;i++) 



  Annexe 

 

                        { 

                            for(j=0;j<=s;j++) 

                        v[i][j]=v1[i][j]-v0[i][j];} 

                                              // for(i=0;i<=M;i++) 

                       // { 

                         //   for(j=0;j<=s;j++) 

                           //    cout<<v[i][j]<<"  "; 

                //  cout<<endl;} 

                 //   cout<<endl; 

                     mn=v[0][0]; 

for(i=0;i<=M;i++) 

                   { for (j=0;j<=s;j++) 

                   { 

                       if (v[i][j]<mn) 

                        mn=v[i][j];}} 

                        Mn=v[0][0]; 

                        for(i=0;i<=M;i++) 

                   { for (j=0;j<=s;j++) { 

                        if (v[i][j]>Mn) 

                        Mn=v[i][j]; 



  Annexe 

 

                   }} 

                   cout<<"( mn , Mn )=("<<mn<<" , "<<Mn<<")"<<endl; 

                   cout<<endl; 

while (b==0) 

    { 

    for(i=0;i<=M-1;i++){ 

          for(a=0;a<=s;a++){ 

             if(i<=a) 

minn=i; 

else 

minn=a; 

                     //cout<<minn<<"   "<<i<<"   "<<a<<endl; 

                             p=l/(l+s*u); 

                             p1=(minn*u)/(l+s*u); 

                     if(i==0) 

             T[a]=(l+minn*u)*k*a+h*i+r*a+p*v1[i+1][a]+(1-(p+p1))*v1[i][0]; 

else 

        T[a]=(l+minn*u)*k*a+h*i+r*a+p*v1[i+1][a]+p1*v1[i-1][a]+(1-(p+p1))*v1[i][0]; 

        //cout<<"v1  "<<i<<"  "<<0<<"="<<v1[i][0]<<endl; 

        } 



  Annexe 

 

       for(j=0;j<=s;j++) 

           cout<<T[j]<<"   "; 

        cout<<endl; 

      min3=T[0] ; 

          for(j=1;j<=s;j++) 

            {if(T[j]<min3) 

            min3=T[j];} 

            v2[i][0]=min3; 

for(t=1;t<=s;t++){ 

             for(a=0;a<=s;a++) { 

             if(i<=a) 

                min1=i; 

else min1=a; 

             if ((t-a)>0) 

                abs=t-a; 

else abs=a-t; 

            // cout<<"abs"<<t<<"-"<<a<<"="<<abs<<endl; 

p2=(min1*u)/(l+s*u); 

q=p*v1[i+1][a]+(1-((l+min1*u)/(l+s*u)))*v1[i][t]; 

cout<<"q= "<<q<<"v i+1 a   v i t  "<<v1[i+1][a]<<"   "<<v1[i][t]<<"  "<< 7.0/17.0<<endl; 



  Annexe 

 

             if(i==0) 

             A[a]=(l+min1*u)*k*abs+h*i+r*a+p*v1[i+1][a]+(1-((l+min1*u)/(l+s*u)))*v1[i][t]; 

else 

                A[a]=(l+min1*u)*k*abs+h*i+r*a+p*v1[i+1][a]+ p2*v1[i-1][a]+(1-(p+p2))*v1[i][t];} 

          cout<<endl; 

           for(j=0;j<=s;j++){ 

            cout<< A[j]<<"   ";} 

             cout<<endl; 

             min2=A[0]; 

             for(j=0;j<=s;j++) 

             {if(A[j]<min2) 

             min2=A[j]; 

                 } 

                 v2[i][t]=min2;} 

                 } 

                 for(t=0;t<=s;t++) 

                 {if ((t-s)>0) 

                abs1=t-s; 

else abs1=s-t; 

             p3=l+s*u; 



  Annexe 

 

             p4=s*u-l; 

                    v2[M][t]=(p3*p4*k*abs1)/(s*u)+((h*l)/p4)+h*M+r*s+(p4/p3)*v1[M-

1][s]+(l*p4/(s*u)*p3)*v1[M][s]+(1-(p4/(s*u)))*v1[M][t]; 

                    } 

                                        for(i=0;i<=M;i++) 

                 {for (j=0;j<=s;j++) 

                    cout<<v2[i][j]<<"  "; 

                    cout<<endl;} 

                    cout<<endl; 

                        for(i=0;i<=M;i++) 

                        { 

                            for(j=0;j<=s;j++) 

                        v[i][j]=v2[i][j]-v1[i][j];} 

                                              // for(i=0;i<=M;i++) 

                       // { 

                         //   for(j=0;j<=s;j++) 

                           //    cout<<v[i][j]<<"  "; 

                //  cout<<endl;} 

                 //   cout<<endl; 

                     mn=v[0][0]; 

for(i=0;i<=M;i++) 



  Annexe 

 

                   { for (j=0;j<=s;j++) 

                   { 

                       if (v[i][j]<mn) 

                        mn=v[i][j];}} 

                        Mn=v[0][0]; 

                        for(i=0;i<=M;i++) 

                   { for (j=0;j<=s;j++) { 

                        if (v[i][j]>Mn) 

                        Mn=v[i][j]; 

                   }} 

                   cout<<"( mn , Mn )=("<<mn<<" , "<<Mn<<")"<<endl; 

                   cout<<endl; 

//cout<<"r  h  k  l  u  "<<r<<h<<k<<l<<u<<endl; 

                   if(n==1) 

                    b=1; 

else 

                    {n=n+1; 

                   cout<<"pour n="<<n<<endl; 

                   for(i=0;i<=M;i++) 

                   {for(j=0;j<=s;j++) 



  Annexe 

 

                   v1[i][j]=v2[i][j]; 

                   } 

                   //for(i=0;i<=M;i++) 

                     //   { 

                       //     for(j=0;j<=s;j++) 

                         //      cout<<v1[i][j]<<"  "; 

                 //  cout<<endl;} 

                   // cout<<endl; 

                   } 

} 

cout<<"dans cet exemple l'algorithme convergeapres"<<n<<"iteration avec les deux borne 

mn et Mn"<<mn<<"   "<<Mn<<endl;} 
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