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 ملخص

 إذذذذممم،مبنإذذذذت م)تلحذذذذ  مععل ذذذذت مفذذذذ مممذذذذطم إتذذذذلم  ذذذذ م إتذذذذلعلآ  ذذذذلمع ذزعممهذذذذرعمع يعذذذذممكيذذذذت طمم ذذذذلللمع رختذذذذ  مع م ذذذذمم ع ذذذذتزع             

متتذذذ كسممنذذذتهطممخااذذذلم حذذذت  ممعفرسعضذذذت مععرعذذذت ت يدكذذذدممذذذطمع اذذذت   طم  ذذذ مع إتذذذ م،م(((و،ممع ع ذذذلللمهذذذ ميذذذيالم ل تكذذذلممعذذذتم   مب

 عيت جذذلم عنهذذت هذذرعمع  سمب تذذت مع عرنإلذذل،مم حذذطم حذذتم معاذذر   ممصعكذذتممع ذذرتمتذذ مع رحإذذحممذذطميذذحر ممنهذذت  علذذ مهنذذت  ذذتمي نذذل(مععرعت 

 ،  ذذذ مق ذذذع طم ع ذذذتزتجذذذصت معع  قذذذث،م ذذذ ممت   ذذذدممإ ذذذتضفذذذالمع ختذذذ ىمع م ذذذ مهذذذ م ر ك ذذذمم،ممعلآ  ذذذلقضذذذ لمع رختذذذ  م ع ذذذتزع مع ذزعم

لجاسكذذلمع هنداذذ لممذذطمتذذ  معاذذر   متاذذتاصمع خ عزشم ذذت مع ج ن ذذل،م مذذطمفضذذت مع احذذ ممع  ع ذذدممف  ذذلمع حذذد إ ذذ ع  تحع ذذم كذذر    ذذ 

لإكجذذت مم ذذتزم" ع خ عزشم ذذت مع ج ن ذذلم"ع ي ذذ عا لم بت تسكإذذل ت  ذذدهت كذذر م رذذع  مرلي ا ذذلع  دمع ع ذذ بتاذذرخدع  ع ع ذذتزع متع  ذذم تذذ  دإذذ م

معلآ  ل(لأذزعم ع م مم

   (،مع خ عزشم ت مع ج ن لمStochastic Optimization،ممرلي ا لع  دمع ع ع دكنتم ل ل،مم،مع نعرجلعلآ  لمع ذزعمم:مفتاحيه كلمات

  

RESUME 

   Le présent travail traite le problème de planification optimale de trajectoires pour les robots manipulateurs 

dans les taches point à point (Soudage par points, transfert d'objet, …), le problème est assez difficile ce qui a 

poussé beaucoup de chercheurs à adopter des hypothèses et développer des approches dédiées à des cas 

particuliers. Nous adoptons ici une approche qui a été validée pour la robotique mobile et nous essayons 

d'exploiter ces avantages pour traiter le cas de problème de planification du trajectoire des robots 

manipulateurs, la démarche consiste au premier temps à normaliser l'échelle de temps puis décomposer la 

trajectoire en deux fonction, dont laquelle une de ces deux fonction sera charger de limiter l'espace de 

recherche des contrainte géométrique en exploitant les propriétés des algorithmes génétiques, les fonctions 

sont modéliser par les splines cubiques ensuite elles sont  générées par une technique stochastiques 

"algorithmes génétiques" qui permet de trouver la trajectoire optimale pour le robot manipulateur. 

Mots clés: Robots Manipulateurs, Modélisation Dynamique, Splines Cubiques, Optimisation Stochastique, 

Algorithmes Génétiques. 

 

ABSTRACT 

   This work deals with the problem of optimal planning of the trajectories for the robots manipulators in the 

point-to-point tasks (tasks welding, transfer of object,…), the problem is rather difficult what pushed many 

researchers to adopt assumptions and to develop approaches dedicated to particular cases. We adopt here an 

approach which was validated for mobile robotics and we try to exploit these advantages to treat trajectory 

planning problem of robot manipulators, the first step is to standardize the scale of time then decompose the 

trajectory into two function, whose which one from these two function will be to charge with limiting the 

space of research of the geometrical constraint by exploiting the properties of the genetic algorithms, the 

functions are to model by the cubic spline then they are generated into a stochastic "genetic algorithms" 

which makes it possible to find the trajectory optimal for the robot manipulator. 

Keywords: Robots Manipulators, Dynamic Modeling, Cubic Spline, Stochastic Optimization, Genetic 

Algorithms. 
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INTRODUCTION GENERALE 

 

 

 

 

 

   Le robot manipulateur est devenu  un outil de travail par excellence dans 

différents secteurs qui touchent un large spectre des activités humains, et il n'a 

cessé d'augmenter ces dernières années, allant de l'industrie manufacturière, 

passant par l'agriculture, la nucléaire, la médecine, jusqu'à la conquête de 

l'espace. Cette présence très remarquable du robot manipulateur dans ces 

nombreux domaines peut être expliquée par sa versatilité, sa dextérité et sa 

précision dans l'exécution des différentes taches considérées comme aliénantes, 

fatigantes ou dangereuse pour l'être humain.    

    

   En effet, l’utilisation courante des robots manipulateurs dans l’exécution des 

tâches répétitives fait que les recherches se sont naturellement orientées vers la 

planification de mouvements qui cherchent en général une meilleure gestion de la 

rapidité de l’exécution et de la fiabilité du fonctionnement du manipulateur. 

    

   En résumé, le problème de planification d’un mouvement optimal le long d’une 

tâche de transfert est formulé mathématiquement sous forme d’un problème 

d’optimisation sous contrainte dans lequel l’objectif est de minimiser une quantité 

physique représentée par un critère de performance tout en respectant certaines 

limitations et exigences de nature technologique liées au robot manipulateur, à la 

tâche et à l’environnement. La résolution de ce problème conduit à la 

détermination de la trajectoire optimale que le robot manipulateur doit suivre ainsi 

que les commandes optimisées qui permettent d’engendrer le mouvement le long 

de cette trajectoire. 
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   Selon la tâche que doit accomplir le robot, on peut classer les différents 

mouvements selon deux catégories de trajectoires: l’une libre, l’autre imposée [6]  

[51] [52]. 

o Trajectoire imposée: 

   De tels mouvements sont rencontrés lorsque l’outil en fin de chaîne agit sur son 

environnement sans interruption et selon un parcours déterminé. Il est nécessaire 

dans ce cas, de spécifier la trajectoire de l’effecteur dans l'espace opérationnel. 

C'est le cas par exemple les travaux de découpage ou de soudure en continu. 

o Trajectoire libre: 

   Appelée aussi mouvement point à point ou mouvement de transfert. Dans ce 

genre de mouvement, seules les configurations initiale et finale doivent être 

respectées en plus des obstacles à éviter. La trajectoire qui relie ces deux 

configurations est alors libre. Ceci peut être le cas de la manutention d’objets ou 

de soudure point à point.  

   Dans les deux cas, il existe généralement plusieurs trajectoires possibles. Il faut 

profiter de cette multiplicité de choix pour adopter la meilleure solution afin 

d’accomplir la tâche. Pour les mouvements libres, l’optimisation a pour but de 

rechercher la trajectoire à suivre ainsi que les modalités pour la parcourir tandis 

que pour les mouvements imposés, l’optimisation ne porte que sur les modalités 

de la parcourir. 

 

Position de problème: 

   En toute généralité et de manière intuitive, le problème de la planification de 

mouvement pour un robot manipulateur peut se formuler de la façon suivante: 

Etant donné un robot A quelconque placé dans un espace de travail W tout aussi 

quelconque. Etant donné      la position initiale de A et    la position finale où l'on 

désire amener A. Trouver un mouvement qui permette de faire passer A de 

   à    . Ce mouvement doit être exécutable par A dans l'espace W tout on prend 

en considération  les divers aspects tels que:  

 La prise en compte des caractéristiques physiques de A et de W (contraintes 

cinématiques et dynamiques, masse, gravité, frottement, etc.). 

 L'optimisation d'un  nombre défini de critères (temps, énergie, etc.). 
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 La prise en compte de la dimension temporelle pour l'évitement d'obstacles 

fixes ou mobiles.  

 La prise en compte d'un espace de travail partiellement connu, voire inconnu, 

qui peut rendre nécessaire l'alternance entre planification et exécution dans le 

but d'obtenir les informations manquantes. 

 

État de l'art:  

   De nombreux travaux dans le domaine de la robotique ont été ainsi consacrés à 

l’étude du problème de planification des mouvements des robots manipulateurs. 

Ces travaux cherchent, en général, une meilleure gestion de la rapidité de 

l’exécution et de la fiabilité du fonctionnement du manipulateur. La plupart de ces 

travaux tentent de planifier des mouvements de qualité en respectant certaines 

limitations caractéristiques liées à la capacité du manipulateur, à la tâche à 

réaliser et à l’environnement dans lequel évolue le robot. 

   L’efficacité et le fonctionnement rationnel du robot sont souvent traduits par un 

critère de performance à minimiser durant le transfert. La recherche des 

mouvements qui minimisent ce critère est conditionné par le respect des 

exigences imposées par les limitations géométriques, cinématiques, dynamiques 

et technologiques propres au manipulateur. La prise en compte de 

l’encombrement de l’espace de travail est un autre aspect complexe du problème 

de planification des mouvements. Elle consiste en général à définir des 

mouvements assurant l’évitement de toute collision avec d’éventuels obstacles 

lors de l’exécution de la tâche. Des contraintes supplémentaires dues à la nature 

de la tâche sont également à prendre en compte.    

De nombreux travaux dans la littérature robotique tentent de proposer des 

approches permettant la planification, d’une façon optimale, des différents 

mouvements des bras manipulateurs. Les diverses méthodes proposées se 

distinguent entre elles par l’un des quatre facteurs suivants: 

 La nature des tâches à exécuter : à savoir que la trajectoire à parcourir est libre 

ou imposée. 

 La modélisation du comportement du robot: qui peut être dépasse la 

modélisation cinématique à la modélisation dynamique. 

 Le critère d'optimisation considéré et les contraintes prise en compte. 



10 

 

 La technique employée pour la résolution du problème d'optimisation. 

    

   La première classe des problèmes de planification concerne les mouvements 

imposés, pour cela plusieurs approches de résolution ont été proposées en tenant 

compte la nature de modélisation adoptée cinématique ou dynamique. 

Le modèle cinématique permet d’exprimer les vitesses opérationnelles en fonction 

des vitesses articulaires et présente l’avantage d’en être linéaire, la plupart des 

travaux sur la modélisation cinématique traitent le problème du suivi de trajectoire 

par l’effecteur, cette trajectoire est définie d’une manière purement géométrique 

dans l’espace opérationnel de sorte que l’effecteur accomplit la tache sans entrer 

en collision avec les obstacles qui peuvent encombrer l’espace de travail. Pour 

certain travaux [53] [54] et [55], les auteurs s’intéressent principalement à 

l’évitement d’obstacles lors du suivi de trajectoire ainsi ils proposent la 

minimisation d’un critère dont le contenu est représentatif de la profondeur 

d’interpénétration des éléments en collision, l’évitement des obstacles est ainsi 

assuré par un processus d’optimisation, Pour [62] ont comparé différentes 

technique d'optimisation pour un temps de parcours minimal et sous des 

contraintes cinématiques et dynamiques pour un mouvement imposé. Tandis que 

[63] et [64] ont présenté une méthodologie pour la planification optimale  de 

trajectoire des robots manipulateurs, dans [63] les trajectoires sont représentées 

par des fonctions B-Splines, et dans [64] les auteures ont représentés les 

trajectoires par des fonctions splines cubiques et par b-splines ensuite les deux 

représentations ont été comparé sous de différentes contraintes cinématiques et 

dynamiques  un critère mixte qui représente le temps d'exécution et le jerk est 

minimisé.  

   Cependant la planification de tels mouvements peut conduire à des vitesses 

d’exécution très élevées, c’est le cas notamment lorsque le temps de parcours est 

minimisé. Il apparait alors dans les mouvements réels des forces d’inertie qui 

peuvent atteindre de grandes valeurs. Le modèle cinématique qui est par 

définition une description mathématique du mouvement sans prise en compte des 

causes, ignore les forces ainsi que les caractéristiques inertielles de la chaine 

articulée. Ainsi, dans certaines situations, il est obligatoire de passer à un niveau 

plus élevé pour une description plus réaliste du comportement du robot 

manipulateur d’où une modélisation dynamique s’impose car elle permet d’établir 
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les relations entre les paramètres de positions, de vitesses d’accélérations 

articulaires et les efforts actionneurs pour assurer un tels mouvement. Cependant, 

le traitement du problème de planification des mouvements sur la base d’une 

modélisation dynamique est beaucoup plus compliqué que celui basé sur la 

modélisation cinématique. Pour cela plusieurs travaux essayent de cerner et de 

résoudre cette difficulté en utilisant des techniques standards et connues, ou en 

proposant parfois des techniques spécifiquement conçues pour ce type de 

problèmes. Les auteurs de [58] ont utilisé une méthode dite plan de phase pour la 

recherche d’un mouvement à durée de parcours minimale lorsque la trajectoire est 

prédéfinie. [59] ont amélioré cette méthode et étudié certains cas particuliers qui 

n’ont pas été abordés dans la formulation originale. D’autres auteurs [60] [61] 

proposent un critère mixte minimisant à la fois le temps de parcours et les efforts 

actionneurs, ce critère permet d’approcher la solution en temps minimal tout en 

conservant une continuité en accordant par le bais d’une pondération, une 

importance prédominante à la minimisation du temps de parcours. On évite ainsi 

les commandes de type bang-bang qui génère des mouvements comportant des 

à-coups qui peuvent être gênant pour le bon fonctionnement du robot 

manipulateur. D’autres techniques moins spécifiques ont été également conçues 

pour résoudre le même problème, Dans [65] l'auteur propose une procédure pour 

résoudre ce problème de planification de trajectoire optimal le long d'un 

mouvement imposé cette méthode basée sur une modélisation géométrique 

inverse, ensuite le mouvement est déterminé  à travers des point intermédiaire 

tout en respectant les diverses contraintes imposées et par la suite  une technique 

d'optimisation stochastique est utilisée.  

    

   La deuxième classe des problèmes de planification, concerne les mouvements 

libres ou à trajectoire non spécifiée. Pour ce type de problème très peu de 

recherches s'intéressent au comportement cinématique du bras manipulateur, 

Nous citons les travaux de [66] [67] qui développent une méthode du champs de 

potentiel afin de déterminer des trajectoires sans collision dans un espace 

opérationnel encombré, d’autres auteurs [68] [69] ont préoccupé à l’exécution des 

mouvements avec un temps de parcours optimal lorsque ce mouvement n’est pas 

imposé en présence d'obstacles. Tandis que dans [70] on introduit un critère 
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assurant l’optimisation des efforts actionneurs délivrés pendant l’exécution de la 

tâche.  

   Même pour les mouvements libres, la modélisation dynamique des 

manipulateurs reste la plus réaliste et la plus adéquate, pour cela la majorité des 

travaux est fondée sur la base d'une modélisation dynamique. Dans ce type de 

problèmes, la trajectoire est définie par le processus d’optimisation de telle sorte 

que le mouvement optimal permette au robot de suivre cette trajectoire en vérifiant 

un critère imposé. Ce critère doit inclure de façon significative la dynamique du 

robot. 

Les auteurs de [71] considèrent  un mouvement point à point pour robot 

manipulateur flexible dont lequel ont utilisé les algorithmes génétiques pour 

minimiser  le temps d'exécution et / ou les vibrations, d'autres auteurs [72] traitent 

le problème de planification des trajectoires dans l'espace articulaire et 

opérationnel  pour un mouvement libre, ainsi ils proposent la minimisation d'un 

critère mixte avec une considération des contraintes cinématiques et dynamique 

de robot manipulateur, par contre dans [73] proposent de résoudre le même 

problème avec l'influence de nombre des nœuds sur la trajectoire et en minimisant 

l'énergie des actionneurs. Et les auteurs de [74] [75] [76] et [77] qui proposent une 

technique d'optimisation pour résoudre le problème de planification de trajectoire 

dans un espace de travail encombré d'obstacles fixes et mobiles. D'autres auteurs 

[78] traitent le problème de planification de trajectoire des robots manipulateurs en 

considérant la dynamique des systèmes, ils s'intéressent à la minimisation d'une 

fonction objectif qui comporte plusieurs critères sous différentes contraintes 

cinématiques et dynamiques. Les auteurs de [79] proposent une nouvelle 

approche qui est basée sur la normalisation de l'échelle de temps pour traiter ce 

problème de planification de trajectoire, la minimisation de la fonction objectif 

s'effectue en utilisant une technique déterministe SQP et de différentes contraintes 

cinématiques, dynamiques, obstacles ont été imposées sur le mécanisme. Les 

auteurs de [80] [81] ont utilisés le Principe de Maximum de Pontriaguine PMP pour 

résoudre ce genre de problème dans un espace de travail libre et encombré 

d'obstacles. 

 

   Dans le cadre de ce mémoire, il est impossible de passer en revue tous les 

problèmes qui sont liés à la planification de mouvement dans toute sa généralité. 
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Aussi nous limiterons nous à l'étude des aspects pertinents compte tenu du 

problème particulier que l'on pose. 

 

 Notre mémoire a été organisé comme suit: 

 Le premier chapitre traite des généralités de la robotique, la terminologie utilisée, 

les différentes modélisations géométriques, cinématiques et dynamiques des bras 

manipulateurs. Et le deuxième chapitre aborde la planification des trajectoires et la 

génération de mouvement ainsi qu'une synthèse de la génération des trajectoires 

dans l'espace articulaire et opérationnel. En suite le troisième chapitre présente 

l’approche de résolution qu’on a adoptée ainsi que  les formes de trajectoire et la 

technique d’optimisation choisis. Enfin, le quatrième chapitre se penche sur la 

mise en œuvre de l’approche avec des applications sur plusieurs robots 

manipulateurs planaires et spatiaux qui subissent différentes contraintes. La 

conclusion générale reflète fidèlement les résultats des chapitres suscites avec 

des analyses et des commentaires, suivi par des perspectives envisagées. 
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CHAPITRE 1 

GENERALITES ET TERMINOLOGIE 

 

 

 

1.1. Introduction: 

  

   Ce premier chapitre est consacré aux généralités, nous donnons une définition 

du terme " ROBOT " et une présentation des systèmes mécaniques articulés ainsi 

qu'un aperçu général sur la morphologie et la description des systèmes 

mécaniques articulés avec la terminologie des termes couramment utilisés. De 

même, on traite les différentes modélisations des bras manipulateurs.       

 

1.2. Définitions générales:  

 

   D'après (AFNOR) l'association Française de Normalisation, un robot est un 

"manipulateur commandé en position, reprogrammable, polyvalent, à plusieurs 

degrés de liberté, capable de manipuler des matériaux, des pièces, des outils et 

des dispositifs spécialisés, au cours de mouvements variables et programmés 

pour l'exécution d'une variété de taches. Il a souvent l'apparence d'un ou plusieurs 

bras se terminant par un poignet. Son unité de commande utilise notamment un 

dispositif de mémoire et éventuellement de perception et d'adaptation à 

l'environnement et aux circonstances. Ces machines polyvalentes sont 

généralement étudiées pour effectuer la même fonction de façon cyclique et 

peuvent être adaptées à d'autres fonctions sans modification permanente du 

matériel". [1]  

 

Le dictionnaire Robert propose comme définition : Mécanisme automatique 

pouvant se substituer à l'homme pour effectuer certaines opérations, et capable 

d'en modifier de lui-même le cycle et d'exercer un certain choix, (par détection 

photoélectrique des "cerveaux" électroniques de servomoteurs etc.). 

 

La J.I.R.A. (Japan industrial Robot Association), quant à elle met plus l'accent 

sur la notion d'automorphisme. En donnant comme définition (1980), le dispositif 
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versatile et flexible offrant des fonctions de déplacement similaires à celle des 

membres humains ou dont les fonctions de déplacement sont commandées par 

ses capteurs et ses moyens de reconnaissance. 

 

La R.I.A. (Robotic Industries Association) aux Etats Unis, insiste sur l'utilisation 

en proposant (1979) "(manipulateur multifonction reprogrammable conçu pour 

déplacer des matériaux, des pièces, des outils ou des dispositifs spécialisés de 

déplacements variables et programmables pour accomplir diverses tâches)". [2] 

 

1.3. Constituants mécaniques des robots manipulateurs: 

 

   Un robot manipulateur est constitué par deux sous-ensemble distincts, un (ou 

plusieurs) organe terminal et une structure mécanique articulée: 

Sous le terme organe terminal, on regroupe tout dispositif destiné à manipuler 

des objets ou à les transformer. Dans la suite du mémoire on utilisera 

indifféremment le terme organe terminal, préhenseur, outil ou effecteur pour 

nommer le dispositif d'interaction fixé à l'extrémité mobile de la structure 

mécanique. 

Le rôle de la structure mécanique articulée est d'amener l'organe terminal dans 

une situation (position et orientation) donnée, son architecture est une chaine 

cinématique de corps généralement rigides, assemblés par des liaisons appelées 

articulations. On distingue 4 types de chaînes polyarticulées:  

o à chaîne ouverte, Figure I-1-a. 

o à chaîne arborescente, Figure I-1-b. 

o parallèle, Figure I-1-c.  

o complexe à chaine principale ouverte, Figure I-1-d. [3] 

 

 

 

   

   

  

 

                      

-a-                            -b-                           -c-                        -d- 

Figure 1.1 : Chaîne cinématiques des robots manipulateurs 
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1.4. Description des robots: 

 

1.4.1. Articulation (ou joint): 

   Une articulation lie deux segments (corps) successifs en limitant le nombre de 

degrés de liberté de l’un par rapport à l’autre. Soit m le nombre de degrés de 

liberté résultant appelé aussi mobilité de l’articulation (0≤ m ≤ 6). En robotique, 

dans la majorité des cas, m = 1. Ce qui revient à dire que l’articulation est simple. 

On distingue deux types d’articulations simples: 

 Articulation prismatique (P ou T) : type glissière. Le mouvement entre les 

deux corps se réduit à une translation le long d’un axe commun, La 

situation relative entre les deux corps est mesurée par la distance x le long 

de l’axe. Et elle est modélisée de la manière suivante : 

  

 

  

   

 

 

 

 

 

 Articulation rotoïde (R): type pivot. Le mouvement entre les deux corps se 

réduit à une rotation autour d’un axe commun, La situation relative entre les 

deux corps est donnée par l’angle θ autour de l’axe de l’articulation. Et elle 

est modélisée de la manière suivante : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CORPS  Ci 

CORPS  Ci+1 

AXE COMMUN 

        X 

Figure 1.2 : Schéma d’une articulation prismatique 
 

AXE COMMUN 

Figure 1.3 : Schéma d’une articulation rotoïde 

ϴ 

CORPS Ci 

CORPS Ci+1 
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1.4.2. Mobilité du robot: 

   C'est le nombre de variables indépendantes qui définissent la position du robot à 

un instant donné, la mobilité est également le nombre d'actionneurs du robot, c'est 

ce que l'on appelle le nombre d'axes de chaque actionneur commandant un axe, 

(m) est un nombre entier (en général 3≤m≤7). 

 

1.4.3. Degré de la tâche Dr: 

   C'est le nombre de paramètres indépendants qui permettent de définir la tâche 

c'est à dire la situation possible de l'organe terminal (position et orientation). 

Lorsque Dr < m il y a deux possibilités: 

- Dr < m pour toute configuration, le robot est dit redondant. C'est-à-dire qu'il 

y a plus d'axes qu'il ne faudrait pour effectuer la tâche. Cette redondance 

peut permettre d'augmenter le volume de travail (robot monté sur un chariot 

guidé par rails). 

- Dr < m pour certaines configurations particulières du robot appelées 

singulières. Le robot est dit localement redondant, les singularités peuvent 

poser des problèmes de commande. Par exemple, lorsque deux axes vont 

se trouver alignés. [2] [4] 

 

1.4.4. Coordonnées articulaires: 

   Les coordonnées articulaires appelées aussi coordonnées généralisées sont les 

variables (angle ou longueurs) qui définissent la configuration du robot à un instant 

donné, elles sont fonction du temps, leur nombre est égale à n. on utilise souvent 

pour désigner ces variables la lettre q munie d'un indice (q1, q2, q….). On choisit 

généralement pour variables q celles qui sont directement commandées par les 

actionneurs (rotatif ou translation). 

 

1.4.5. Coordonnées opérationnelles: 

   Les coordonnées opérationnelles sont les variables qui définissent la tâche. Si 

celle-ci consiste à déplacer l'outil terminal (cas le plus fréquent), ce sont les 

variables qui définissent la position et l'orientation de cet outil par rapport à un 

repère fixe lié au bâti du robot. On choisit le plus souvent les coordonnées 

cartésiennes d'un point particulier de l'organe terminal (point outil) pour la position. 

Pour l'orientation, on peut choisir trois angles (les angles d'Euler par exemple) ou 
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les composantes de la matrice de rotation, ou encore, les paramètres d'Euler. Le 

nombre de coordonnées opérationnelles indépendantes est égal à Dr. Dans le cas 

d'une tache de positionnement d'un objet, Dr ≤ 6. 

 

1.4.6. Espace articulaire (espace de configuration):   

   L'espace  articulaire d'un robot est celui dans lequel est représentée la situation 

de tous ses corps. La solution consiste à utiliser des variables ou coordonnées 

articulaires, L'espace de ces variable est appelé espace articulaire, sa dimension 

est égale au nombre de degrés de liberté de la structure mécanique. 

Pour les structures à chaines ouvertes simple ou arborescentes, les variables 

articulaires sont généralement indépendantes ce qui n'est pas le cas pour les 

structures à chaines fermées pour lesquelles il existe des relations entre les 

variables. 

 

1.4.7. Espace opérationnel (espace de travail): 

   L'espace opérationnel est celui dans lequel est représentée la situation de 

l’organe terminal (on considère donc autant d’espaces opérationnels que 

d’organes terminaux). La dimension M de cet espace est au maximum égale à 6: 

trois variables indépendantes de position et trois variables indépendantes 

d’orientation. [5] 

 

1.4.8. Redondance: 

   Un robot est redondant lorsque le nombre de degrés de liberté de l'organe 

terminal est inférieur au nombre de degrés de liberté de l'espace articulaire 

(nombre d'articulations motorisées). Cette propriété permet d'augmenter le volume 

du domaine accessible et de préserver les capacités de déplacement de l'organe 

terminal en présences d'obstacles.  

A titre d’exemple et pour les chaînes ouvertes simples, les combinaisons qui 

peuvent donner des structures redondantes sont: 

 

 nombre d’articulations motorisées > 6 

 nombre d’articulations rotoïdes d’axes concourants >3 

 nombre d’articulations rotoïdes d’axes parallèles >3 

 nombre d’articulations prismatiques > 3  
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1.4.9. Configuration singulières: 

   Pour tous les robots, qu'ils soient redondants ou non, il se peut que dans 

certaines configurations dites singulières, le nombre de degrés de liberté de 

l'organe terminal soit inférieur à la dimension de l'espace opérationnel. 

La configuration singulière ou singularités se traduisent, physiquement, par la 

nullité du déterminant de la matrice Jacobéenne. [2] 

  

1.5. Morphologie des robots manipulateurs: 

 

   On peut préciser que l'étude des structures arborescentes ainsi que celle des 

structures fermées se ramènent à celle des chaines ouvertes simples, les 

quelques considérations que nous faisons s'adressent à ces morphologies mais 

sont généralisables aux structures complexes. 

Afin de dénombrer les différentes architectures possibles, on ne considère que 2 

paramètres :  

1- le type d'articulation (rotoïde (R) ou prismatique (P)). 

2-  l'angle que font deux axes articulaires successifs (0° ou 90° ; sauf cas très 

particulier, les axes consécutifs d'un robot sont soit parallèles, soit 

perpendiculaires).   

 

 On convient d'appeler les trois premiers degrés de liberté le porteur du robot. Les 

degrés de liberté résiduels forment le poignet, caractérisé par des dimensions 

beaucoup plus petites et une plus faible masse. [1] 

Dans la pratique, on trouve les cinq structures suivantes : 

 

- Les porteurs anthropomorphes (RRR). 

- Les porteurs sphériques (RRP). 

- Les porteurs toriques (RPR). 

- Les porteurs cylindriques (RPP). 

- Les porteurs cartésiens (PPP). 

 

Sont schématisées dans la figure qui suit les 12 morphologies possibles de 

porteur (ces morphologies sont non redondantes (on élimine a priori les structures 

limitant les mouvements du porteur à des déplacements linéaires ou planaires : 3 
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liaisons prismatiques d'axes parallèles, par exemple, ou 3 liaisons rotoïdes d'axes 

parallèles). 

 

 

 

   

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.6 Caractéristiques d'un robot: 

 

   Parmi ces caractéristiques on peut mentionner quelques-unes qui permettent de 

choisir un robot en fonction de l'application envisagée: 

 

- L'espace de travail. 

- La charge utile ou charge maximale transportable par le robot. 

- Les vitesse et accélérations maximales, qui conditionnent le temps de 

cycle. 

- La résolution correspond au plus petit incrément de mouvement qui peut 

être effectué par chaque axe ou articulation du robot. 

- Les débattements articulaires et les distances inter-liaisons définissent 

l'ensemble des positions et orientations accessibles par le robot 

RRR RRP 

RPR 

RPP PRR PPR PPP 

Figure 1.4 : Architecture des porteurs 
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manipulateur ou plus précisément par un repère lié à son effecteur. Cet 

ensemble est appelé volume ou espace de travail. C'est un paramètre 

intrinsèque au robot manipulateur et constitue un critère prédominant pour 

son exploitation. Plus les débattements sont importants, plus la souplesse 

d'emploi du robot est évidente; Cependant le choix des valeurs de ces 

débattements et des distances inter-liaisons est le résultat d'un compromis 

entre le souhait d'augmenter au maximum le champ d'action du robot 

manipulateur et l'exigence de précision qui passe forcément par la limitation 

des déformations donc par la rigidification des bras. De plus ils sont fixés 

de façon à ce que le robot manipulateur ne rentre pas en collision avec lui-

même. [3] 

 

   Cependant, pour une tache donnée, d'autres caractéristiques doivent être prises 

en compte: technique (énergie, commande, programmation…) et commerciales 

(cout, maintenance…). Les critères de choix sont donc parfois difficiles à formuler 

et souvent contradictoires, ce qui ne facilite pas la synthèse. 

 

1.7 Modélisation des bras manipulateurs: 

 

   La conception et la commande des robots nécessitent le développement et la 

mise en œuvre de modèles mathématiques en mesure de traduire le 

comportement physique d'un système polyarticulé. On définit: 

 

 Les modèles de transformation entre l'espace opérationnel (dans lequel est 

définie la situation de l'organe terminal) et l'espace articulaire (dans lequel 

est définie la configuration du robot). On distingue: 

- Les modèles géométriques, direct et inverse, qui expriment la 

situation de l'organe terminal en fonction des variables articulaires et 

inversement. 

- Les modèles cinématique, direct et inverse, qui expriment la vitesse 

de l'effecteur en fonction des vitesses articulaires et inversement. 

 Les modèles dynamiques définissent les équations de mouvement du 

robot, qui permettent d'établir les relations entre les couples ou forces 
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exercées par les actionneurs et les positions, vitesses et accélérations 

articulaires. 

 

   Les modélisations sont donc de trois types: géométrique, cinématique et 

dynamique. Seuls les robots présentant une structure en forme de chaine ouverte 

seront abordés. [3] 

  

1.7.1 Modélisation géométrique:  

   En robotique, on associe à tout élément du poste de travail un ou plusieurs 

repères, ces repères sont généralement définis de telle sorte que leurs axes 

correspondent à des directions et leurs origines et à des points privilégiés ayant 

un rôle fonctionnel lors de l'exécution de la tâche. Sur la figure suivante on a 

représenté les principaux repères utilisés en robotique. 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

On distingue alors, 

   Rf : référentiel atelier ou site. 

   R0 : référentiel lié à la base du robot, il est défini par rapport à Rf. 

   RE : référentiel lié à l'effecteur du robot, il est défini par rapport à R0. 

   Rp : référentiel lié à la pièce (tache), il est défini par rapport à Rf. 

 

Cette liste n'est pas exhaustive et les notations peuvent changer. Une tache 

assignée au robot consisterait en générale à faire coïncider RE  avec RP. [3] 

 

Rf 

Repère 

atelier 

 

Repère lié à 

l'effecteur 

Repère lié à la 

base du robot 

C l 

C 0 

R 0 

R n 

R f 

C n 

R p 
Repère 

pièce 

Figure I.5 : Repérage utilisé en robotique 

RE 
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1.7.1.1 Repérage de Denavit-Hartenberg (D-H): 

   La modélisation des robots de façon systématique et automatique exige une 

méthode adéquate pour la description de leur morphologie. Plusieurs méthode et 

notations ont été proposées, La plus répondue est celle de J.Denavit et 

R.S.Hartenberg modifiée plus tard par W.Khalil et J.F.Kleifinger. [3] 

   Pour analyser le comportement mécanique de la structure d'un bras 

manipulateur, il est nécessaire de lier un repère orthonormé à chaque de ces 

corps et attaché un référentiel R0 à la base du bras manipulateur. L'étude des 

mouvements des corps revient alors à étudier les mouvements des repères. 

Ce repérage convient aussi bien pour les chaines ouvertes simples, complexes, 

arborescentes et fermées  

 

  Le repère Ri lié au corps Ci est défini selon les règles et les notations de Denavit-

Hartenberg par: 

- Les corps sont supposés rigides, reliés par des articulations (rotoïdes ou 

prismatiques) idéales, sans jeu mécanique et non élastiques. 

- qi est la variable de l'articulation i. 

- L'axe zi est porté par l'axe de l'articulation Ai. 

- L'axe xi-1 est porté par la perpendiculaire commune aux axes zi est zi-1. 

 

Le passage  de Ri-1 à Ri  s'exprime en fonction des quatre paramètres suivants 

(figure 1.6). 

 di : distance entre zi-1 et zi le long de l’axe xi-1 (projection orthogonale de 

      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sur     l’axe xi-1). 

 αi : angle formé par les axes zi-1 et zi qui correspond à la rotation autour de 

xi-1 

 ri : distance entre xi-1 et xi le long de l’axe zi (projection orthogonale de 

      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sur l’axe zi). 

 θi : angle formé par les axes xi-1 et xi qui correspond à la rotation autour de 

zi. 
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Si on prend qi comme coordonnée généralisée de l’articulation Ai, cela veut dire 

que si : 

Ai est rotoïde         :    qi = θi 

Ai est prismatique :     qi = ri 

 

Pour résumer cela, on introduit la variable binaire σi telle que : 

                          qi =   ̅  θi + σi ri                      avec      ̅ = 1- σi 
 

σi = 1         si   Ai est prismatique. 

σi = 0         si   Ai est rotoïde. 

 

En définitive et en utilisant tous les résultats précédents:[5] 

 

 
       
     = Rot (x, αi) · Trans (x, di) · Rot (z, θi) · Trans (z, ri)                             (1.01) 

 

   Tout calcul fait, on obtient la matrice de transformation homogène (4 x 4) qui 

correspond à cette modélisation et qui permet le passage du repère Ri au repère 

Ri-1 : 

Axe de l'articulation i-1 
Axe de l'articulation i 

Figure 1.6 : Repérage de Denavit-Hartenberg 

 

Oi-1 

Zi-1 Zi 

α i 

θi 

di 

Xi 

Xi-1 

ri Oi 
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     = 

[
 
 
 
           

                          
                        
    ]

 
 
 

                                      (1.02) 

 

Remarque : on peut écrire la matrice    
     de la manière suivante : 

 

   
    =  [     

       
   

    
]                  ou:      

        (    )    (    )  

 

La matrice de transformation qui donne le passage de Ri-1 à Ri sera: 

 

     
   = Trans (z, -ri). Rot (z, -θi) · Trans (x, -di) ·Rot (x, -αi)                     (1.03) 

        

      
   = [

          
   

 
  

            
 

      
    

]                                             (1.04) 

 

1.7.1.2 Modélisation géométrique directe (MGD): 

   C’est l’ensemble des relations qui permettent d’exprimer la situation de l’organe 

terminal en fonction des coordonnées articulaires. Ces variables sont définies par 

la matrice unicolonne  q = [ q1 , q2 , ………. , qn ]T . La situation de l’organe 

terminal est définie par la matrice unicolonne formée de m coordonnées telle que: 

 

X = [ X1 , X2 , …, Xm ]T      avec      m ≤ 6. 

n:   nombre de coordonnées articulaires. 

m: nombre de coordonnées opérationnelles. 

 

Le modèle géométrique direct est défini par l’équation : 

X = F (q)                                                            (1.05) 

Si la structure est ouverte simple ou arborescente, le calcul de X implique celui de 

l’organe terminal. Si la structure est fermée, il faut ajouter les relations liant les 

variables articulaires pour la fermeture de chaîne. [5] [3] 
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1.7.1.3 Modélisation géométrique inverse (MGI): 

   Le modèle géométrique inverse consiste à utiliser les coordonnées articulaires 

pour calculer les coordonnées opérationnelles (positions désirées de l’organe 

terminal). 

C’est l’inverse du MGD : 

 

q = F –1 (X)                                                                    (1.06) 

 

   En général, on n’a pas unicité de la solution au problème du MGI. En pratique, 3 

cas peuvent se présenter : 

 

Cas1 : Lorsqu’on a limitation du nombre de degrés de liberté et de la dimension 

des segments, l’organe terminal ne pouvant pas accéder à une position désirée, 

alors, il n’y a pas de solution au problème. 

Cas 2 : Lorsque le robot se trouve dans une configuration singulière (redondance 

locale ou vis à vis de la tâche), l’organe terminal ne pouvant pas effectuer 

certaines tâches (limitation des déplacements et/ou des rotations) alors, il perd un 

certain nombre de degrés de liberté et les solutions au problème sont infinies. 

Cas 3 : les solutions à la forme explicite de l’équation q = F –1 (X) sont en nombre 

fini. 

 

En général, pour résoudre le MGI, il n’existe pas de méthodes analytiques mais 

d’autres formes de résolution adaptées à des classes cinématiques données [6] 

[7]. (Méthode de PIEPER, méthode de PAUL, etc.…). Ce modèle présente un 

grand intérêt pour les robots programmés par apprentissage ou langage de haut 

niveau. 

 

1.7.2 Modélisation cinématique (différentiel): 

 

1.7.2.1 Modèle différentiel direct (MDD): 

   Il décrit les variations élémentaires des coordonnées opérationnelles en fonction 

des variations élémentaires des coordonnées articulaires: 
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dX = J(q) dq                                                       (1.07) 

 

Le terme J (q) désigne le jacobien (matrice de dimension mxn) : 

  ( )   
  

    
            

        

     Ce modèle permet de déterminer par itération les coordonnées opérationnelles 

en fonction des coordonnées articulaires. Si on remplace le calcul différentiel par 

le calcul des dérivées par rapport au temps, le MDD devient : 

     ̇     ( )    ̇                                                               (1.08) 

 

Ou:   ̇  représentent les vitesses opérationnelles. 

        ̇   Représentent les vitesses articulaires. 

  

   Sous forme matricielle l’équation devient: 

[ ̇]   [   ] [ ̇]                                                          (1.09) 

Ou:  

    
   ( )

   
                (       )           (      )  

 

1.7.2.2 Modèle différentiel inverse (MDI): 

    A partir d’une configuration q, on calcule la différentielle articulaire dq pour 

satisfaire une différentielle des coordonnées opérationnelles dX imposée. Si les 

différentielles sont remplacées par les dérivées par rapport au temps, on constitue 

le modèle cinématique inverse. 

[ ̇]     [   ]
  
   [ ̇]                                                       (1.10) 

    

   Pour obtenir le modèle différentiel inverse, on peut soit dériver le modèle 

géométrique inverse (PAUL) (méthode analytique) soit inverser le modèle 

différentiel direct d’une manière plus générale (résolution analytique ou 

numérique). 
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1.7.3 Modélisation dynamique: 

   Elle exprime une équation mathématique qui donne la relation entre les couples 

(et/ou les moments) appliqués aux actionneurs et les positions, les vitesses et les 

accélérations articulaires. Elle est de la forme : 

 

Г = g (q,   ̇   ̈  F)                                                          (1.11) 

 

Où : 

• Г: vecteur des couples (et/ou forces) des actionneurs (On considère un 

couple   pour une articulation rotoïde et une force pour une articulation 

prismatique). 

• q : vecteur des positions articulaires. 

•    ̇ : vecteur des vitesses articulaires. 

•   ̈ : vecteur des accélérations articulaires. 

• F : forces extérieures (et couples) exercées par l’organe terminal. 

 

     Conventionnellement, on dira que la relation (1.11) représente le modèle 

dynamique inverse ou tout simplement le modèle dynamique. Alors le modèle 

dynamique direct est celui qui exprime les accélérations en fonction des positions, 

des vitesses et des couples des actionneurs. 

 

  ̈  = h (q,   ̇  Г, F)                                                   (1.12) 

Pour obtenir le modèle dynamique des robots, on dispose de deux formalismes 

qui sont les plus souvent utilisés. Il s’agit de : 

 

 Formalisme de LAGRANGE. 

 Formalisme de NEWTON – EULER. 

 

Nous allons utiliser les notations suivantes: 

 

aj : vecteur unitaire sur l’axe xj. 

Fj : résultante des forces extérieures sur le corps Cj. 

fj : force extérieure sur Cj par son antécédent en Oj. 

ftj : force exercée par le corps Cj sur l’environnement en Oj. 
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g : accélération de la pesanteur. 

Gj : centre de gravité du corps Cj. 

τj : tenseur d’inertie du corps Cj par rapport au repère parallèle à Rj d’origine Gj. 

jτj : tenseur d’inertie du corps Cj par rapport au repère Rj. 

 

 

Ou:           jτj   = *

∭(     )    ∭(  )   ∭(  )  

 ∭(  )  ∭(     )    ∭(  )  

 ∭(  )   ∭(  )  ∭(     )   

+    

 

On le note aussi:            jτj  =  [

         
         
         

] 

 

lj : vecteur Oj-1 Oj qui lie les origines des repères Rj-1 et Rj. 

mj : masse du corps Cj. 

Nj : résultante des moments extérieurs exercés sur Cj autour de Gj. 

n : couple exercé sur Cj par son antécédent. 

ntj : couple exercé par Cj sur l’environnement. 

ρj : vecteur Oj Gj. 

vj : vecteur vitesse absolue du point Oj. 

vgj : vecteur vitesse absolue du point Gj. 

ωj : vecteur vitesse de rotation du point Gj. 

 ̇  : vecteur accélération absolue du point Oj . 

 ̇  : vecteur accélération absolue du point Gj . 

 ̇  : vecteur accélération de rotation du point Gj . 

 

1.7.3.1 Formalisme de LAGRANGE: 

   Il décrit les équations en termes de travail et d’énergie du système qui donne ce 

qui suit quand l’effort extérieur sur l’organe terminal est supposé nul. [7] [8] [9] 

 

   
 

  
(
  
   ̇

)  
  
   

           (       )                                 (    ) 
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L est la fonction de LAGRANGE égale à la différence entre l’énergie cinétique 

totale (E) et l’énergie potentielle totale (U) du système. L’expression de l’énergie 

cinétique est: 

 

E = 
 

 
   ̇       ̇                                                                       (1.14) 

 

A : matrice d’inertie du robot d’éléments génériques Aij 

Aij : sont fonction des variables articulaires q. 

Avec :   i = (1,…, n)     et         j = (1,…, n). 

 

Le lagrangien s’écrit : 

L  =  
 

 
   ̇       ̇ -  U                                                            (1.15) 

Comme l’énergie potentielle est aussi fonction des variables articulaires q, alors 

d’après l’équation (1.13) et après dérivation: 

 

Гi  = [          ]  ̈ +  ̇
  [

    
  
     

    
  
]  ̇- 

 

 
  ̇ [

  

   
]  ̇ + 

  

   
                (1.16) 

 

Ou encore: 

Гi=[     ̈           ̈ ]+[  
    ̇   ̇ 

 
     

    ̇   ̇    
    ̇   ̇     

      
(   )   ̇      ̇ ]   + [     ̇ 

           ̇ 
 ]  + Qi                         (1.17) 

Elle s’écrit sous forme matricielle de la manière suivante: 

 

Г = A   ̈  + B   ̇  ̇  + C   ̇ 
   + Q                                          (1.18) 

 

B : matrice des termes de Coriolis d'éléments génériques    
  

 de dimension [n x n 

(n-1)/2]. 

C : matrice des termes centrifuges d’éléments génériques Cij de dimension (n x n). 

 

 ̇  ̇   [ ̇  ̇      ̇  ̇    ̇  ̇     ̇     ̇  ] 
  

 

Q = [        ] 
    : vecteur des efforts dus aux effets de gravité.  
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On identifie les expressions des équations (1.16)  et (1.17): 

   

  
  
    

    

   
  
    
   

  
    

   
                                                    (    )  

 

   
     

    

    
  
 

 
   
    

   
                                                                (    ) 

 

Qi  =  
    

    
                                                                       (1.21) 

 

Où A, B, C et Q représentent les coefficients dynamiques du robot qui sont 

fonction des paramètres géométriques et inertiels du mécanisme. Avec les 

équations d’un système mécanique articulé, on forme un système de n équations 

différentielles couplées, non linéaires et du second ordre. [5] 

 

Propriétés des coefficients dynamiques : 

Termes de Coriolis: 

  
  
    

    

   
  
    
   

  
    

   
                                                    (    ) 

 

  
  
     

  
                        

  
  
     

  
             

  
  
               

 

Termes centrifuges: 

 

   
     

    

    
  
 

 
   
    

   
                                                                (    ) 

Avec : 
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   Pour calculer les dérivées et dérivées partielles du lagrangien, on utilise la 

méthode d'UICKER qui fait appel aux notions essentielles suivantes : 

 

o La notion de matrice de passage homogène. 

o La notion de matrice d’inertie homogène. 

 

On prend un système à chaîne cinématique simple et un corps Si qui fait partie de 

cette chaîne. Soient les repères successifs Ri (Oi , xi , yi , zi) et Mi un point de Si 

tels que: 

 

    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    [    ] 

    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   [    ] 

    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    [   
 

 
  ][    ]                                             (1.24) 

 

Avec : ‖    ‖          si  le corps Si est rigide. 

En dérivant l’équation (1.24), on obtient: 

  (  )   
  
 

  
 [    ]   

  
 

  
 ([ 

 
   
 

 
 ]   [    ])                           (    ) 

Quant à l’énergie cinétique, elle sera égale à : 

     
 

 
 ∫[  (  )]

                                                                                    (    ) 

Alors: 

     
 

 
       ∑∑     

 

   

 

   

 (*
    
 

   
+ [∫[    ] [    ]

 

 

  

   ] *
    
 

   
+)  ̇  ̇           (    ) 

 

[  ]   ∫[    ][    ]
 

 

  

    

Représente la pseudo-matrice d’inertie d’ordre (4x4) relative à Si dans le repère Ri 

de la chaîne cinématique considérée. Elle est constituée par : 

 

Le moment d’ordre 0 de Si qui est en fait mi (masse de Si). 

Le moment d’ordre 2 de Si qui est mi ×     ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (Gi est le centre de masse de Si). 

Le moment d’ordre 2 de Si qui est la matrice d’inertie [ Ii ] en Oi dans le repère Ri. 
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[  ]   *

           
           
           

+ 

 

[  ]   

[
 
 
 
 
 
 
 

 
(            )           ̅

    
 

 
(           )       ̅

        
 

 
(           )   ̅

  ̅   ̅   ̅  ]
 
 
 
 
 
 

         (    ) 

 

L'expression de Eck sera alors: 

 

     
 

 
       ∑∑     

 

   

 

   

 (*
    
 

   
+ [  ] *

    
 

   
+)  ̇  ̇                   (    ) 

 

 

Comme l’énergie cinétique totale est:  

    ∑   

 

 

              

 

    
 

 
       ∑∑∑ 

 

   

     

 

   

 

   

 (*
    
 

   
+ [  ] *

    
 

   
+)  ̇  ̇  

 

    
 

 
       ∑∑[ ∑  

 

     (   )

       (*
    
 

   
+ [  ] *

    
 

   
+)]

 

   

 

   

   ̇  ̇              (    ) 

 

On pose: 

     ∑  

 

     (   )

       (*
    
 

   
+ [  ] *

    
 

   
+) 
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Alors: 

    
 

 
  ∑∑     

 

   

 

   

  ̇  ̇  

 

    
 

 
[ 

 
 ̇
 
 ]  [ ] [ 

 
 ̇
 
 ]                                                       (    ) 

 

On peut donner les expressions des coefficients dynamiques : 

 

Expression de la matrice d’inertie: 

Les éléments qui constituent la matrice [A] sont exprimés de la manière suivante : 

     ∑  

 

     (   )

        ([      
 ][  ] [       

  ] )                               (    ) 

Expression de la matrice des termes de Coriolis: 

 

       ∑  

 

     (   )

        ([            
 ][  ] [       

  ] )                        (    ) 

 

 

Expression de la matrice des termes centrifuges: 

 

     ∑  

 

     (   )

        ([            
 ] [  ] [       

  ] )                               (    ) 

Expression du vecteur force de gravité: 

L’expression de l’énergie potentielle étant 

    ∑(           )

 

   

 

Avec:  
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Donc on a:  

   ∑     *
    
 

   
+

 

   

                           ∑        
 
 

 

   

                        

  

Avec:           
 
        

 
             

     [

  (    )   
(    )    
     
    

] 

σi = 0   si la liaison est rotoïde. 

σi = 1   si la liaison est prismatique.      

 

1.7.3.2 Formalisme de NEWTON-EULER: 

    Il est adapté à la construction du modèle dynamique inverse. Il permet le 

dimensionnement de la structure et des actionneurs. Le caractère itératif de ce 

formalisme réduit le temps de calcul par rapport au formalisme de LAGRANGE [1] 

[7] [8] [9]. Il est basé sur une double récurrence : une récurrence avant de la base 

du robot vers l’effecteur en utilisant la formule de composition pour calculer les 

vitesses et accélérations donc, le torseur dynamique et une récurrence arrière de 

l’effecteur vers la base pour calculer les couples des actionneurs en exprimant le 

bilan des efforts pour chaque corps. La composition des vitesses donne : 

         ̅  ̇                                                            (1.22) 

                    ̇                                             (1.23) 

 

On dérive ces 2 expressions par rapport au temps pour obtenir la composition des 

accélérations: 

 ̇   ̇     ̅ ( ̈           ̇   )                                         (1.24) 

 

 ̇   ̇     ̇            (           ̇   )    ( ̈          ̇   )       (1.25) 

    

On arrange l’expression (1.25) comme suit: 

 ̇   ̇     ̇           (       )    ( ̈           ̇   )        (1.26) 

On peut utiliser cette dernière expression pour déterminer la vitesse du centre de 

gravité, à savoir: 
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 ̇     ̇      (     )                                                (1.27) 

Ce qui permet d’obtenir le torseur dynamique: 

        ̇                                                                 (1.28) 

        ̇        (       )                                              (1.29) 

Fj et Nj représentent respectivement la somme totale des forces extérieures et la 

somme totale des moments extérieurs. On initialise la récurrence par: 

 

                     ̇                          ̇    

Bilan des efforts: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

Les équations qui composent la récurrence arrière sont obtenues à partir du bilan 

des forces sur chaque corps: 

                                                                              (1.30) 

            (          )                                       (1.31) 

Pour faire intervenir l’effort de la gravité sans le prendre en compte dans le bilan 

des forces, on prend   ̇     . Les équations deviennent: 

 

                                                                                         (1.32) 

                                                                         (1.33) 

 

Corps Cj+1 

Gj 

fj -fj+1 

nj+1 

-nj+1 

Oj 

      Oj+1 

Lj+1 

Corps Cj 

Corps Cj-1 

Oj-1 

 Figure 1.7 : Bilan des efforts au niveau 
articulaire 
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   Cette récurrence est initialisée par les efforts fn+1 et nn+1 notés respectivement fm 

et nm qu’exerce l’organe terminal sur l’environnement en projetant les vecteurs fj et 

nj sur l’axe du mouvement. On obtient les couples Гj aux actionneurs et cela, 

suivant la nature de l’articulation j par al forme suivante: [5] 

 

   (       ̅    )                                                       (    ) 

Cette forme de représentation est surtout orientée vers la construction des 

algorithmes de calcul, elle peut être réécrite aussi sous la forme suivante: 

 

   ∑   ( ) ̈ 

 

   

   (   ̇)    ( )                                  (    ) 

Où les coefficients     sont les composantes de la matrice masse  ( ) du robot, 

   sont les composantes du vecteur des forces de Coriolis et centrifuge et    les 

efforts gravitationnels. 

 

1.8 prise en compte des frottements: 

    L'introduction des frottements, malgré qu'elles rendent le modèle plus réaliste, 

augmente encore la complexité du traitement du modèle dynamique et par 

conséquent la résolution du problème de planification des mouvements. Le 

modèle de type frottement sec (ou de Coulomb) fait l'hypothèse d'un couple 

constant de frottement en opposition au mouvement. La composante  du 

frottement  visqueux est considérée  dans plusieurs applications, comme 

proportionnelle à la vitesse articulaire, l'expression du couple de frottement est 

donnée par [1]: 

            ( ̇ )      ̇                                              (    ) 

 

Dans cette expression le couple de frottement de l'articulation i est noté     ;     et 

    désignent respectivement les paramètres de frottement sec et visqueux de 

l'articulation i. la forme générale du modèle incluant les frottements sera donc: 

 

   ∑   ( ) ̈ 

 

   

   (   ̇)    ( )          ( ̇ )      ̇                  (    ) 

 



38 

 

 

 

1.9 Conclusion: 

   Ce chapitre a été consacré à la terminologie en robotique et à certaines 

définitions et notations de base qui reviennent souvent dans l'étude des robots 

manipulateurs. On présente les constituants mécaniques des bras manipulateurs, 

leur morphologie, leurs caractéristiques, et les modélisations géométrique, 

cinématique et dynamique. Le but est de  comprendre et d'introduire des aspects 

utiles à notre démarche dans la suite de notre travail.    
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CHAPITRE 2 

PLANIFICATION § GENERATION DE MOUVEMENT 

 

 

 

 

2.1. Introduction: 

   On abordera dans ce chapitre le problème de planification, génération de 

mouvement pour les robots manipulateurs, pour cela nous allons présenter le 

problème de suivi de trajectoire dans l'espace opérationnel ainsi que la génération 

de mouvement dans l'espace articulaire, ensuite nous allons aborder le critère de 

performance dans la recherche de trajectoire. Et enfin nous présentons les 

différentes contraintes et exigences liées à la capacité du manipulateur car la 

recherche des mouvements qui minimisent un tels critère est conditionnée par le 

respect de ces limitations, ainsi que l'environnement dans lequel évolue le robot. 

 

2.2 Espace de planification de la trajectoire: 

   Comme le robot peut être décrit dans les deux espaces: espace cartésien et/ou 

espace articulaire, il en est de même pour la trajectoire. Distinguons d'abord les 

classes de mouvements suivantes: 

o Le mouvement entre deux points avec trajectoire libre entre les points; 

o Le mouvement entre deux points via des points intermédiaires, spécifiés 

pour éviter des obstacles, avec trajectoire libre entre les points 

intermédiaires; 

o  Le mouvement entre deux points avec trajectoire contrainte entre les 

points; 

o Le mouvement entre deux points via des points intermédiaires avec 

trajectoire contrainte entre les points intermédiaire; 

    

   Pour le cas des trajectoires libres, la génération de mouvement peut se faire 

directement dans l'espace articulaire. Par contre, pour les trajectoires contraintes, 

il est préférable de raisonner dans l'espace opérationnel. [10] 
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2.2.1 Génération de mouvement et système de commande: 

   Les deux approches; génération de mouvement dans l'espace articulaire et 

génération de mouvement dans l'espace opérationnel dont schématiser sur les 

figurent suivantes: 

 

 

 

 

 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La génération de mouvement dans l'espace articulaire présente plusieurs 

avantages : 

- elle nécessite moins de calcul en ligne, puisqu'il n'y a pas d'appel au modèle 

géométrique ou cinématique inverse, 

- le mouvement n'est pas affecté par le passage sur les configurations singulières, 

- les contraintes de vitesse et de couples maximaux sont connues avec précision 

puisqu'elles correspondent aux limites physiques des actionneurs. 

 

   En contrepartie, la géométrie de la trajectoire dans l'espace opérationnel ne peut 

être imposée. Entre 2 points donnés, l'organe terminal se déplace de façon 

imprévisible mais répétitive, ce qui peut occasionner des collisions lorsque le robot 

Figure 2.1 : Génération de mouvement dans l'espace articulaire 
 

+ 

 q 
i
  

- 

Génération de 

mouvement en q 
Commande  Robot  

 q 
f
   q(t)  

+ 

 Figure 2.2 : Génération de mouvement dans l'espace opérationnel 
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évolue dans un environnement encombré). Ce type de mouvement est par 

conséquent approprié pour réaliser des déplacements rapides dans un espace 

dégagé. 

La génération de mouvement dans l'espace opérationnel permet de contrôler la 

géométrie de la trajectoire (mouvement rectiligne par exemple). Par contre : 

- elle implique la transformation en coordonnées articulaires de chaque point de la 

trajectoire, 

- elle peut être mise en échec lorsque la trajectoire calculée passe par une 

position singulière, 

- elle peut être mise en échec chaque fois que les points de la trajectoire 

engendrée ne sont pas dans le volume accessible du robot ou chaque fois que la 

trajectoire impose une reconfiguration du mécanisme (changement d'aspect en 

cours de trajectoire). 

 

   Le choix d'une méthode de génération de mouvement dépend de l'application 

considérée. Chaque approche a ses propres limites, inhérentes au fait que les 

contraintes sont exprimées soit dans l'espaces articulaire (vitesses, couples, 

butées) soit dans l'espace opérationnel (précision, obstacles). 

 

2.2.2 Génération de trajectoire dans l'espace articulaire: 

   On considère un robot à n degrés de liberté. Soit qi et qf les vecteurs des 

coordonnées articulaires correspondant respectivement aux configurations 

initiales et finale. On distingue kv et ka les vecteurs des vitesses et accélérations 

articulaires maximales, ces derniers étant caractéristiques techniques des 

actionneurs utilisés. 

Le problème étant de trouver une fonction      satisfaisant le système suivant: 

{
        

 (  )                                                                                           

 

2.2.2.1 Trajectoire sans contraintes ou mouvement point à point: 

   Dans le tableau suivant, on récapitule les différentes fonctions permettant de 

satisfaire le (2.1) avec:          (  )
 
. 
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Fonction 

d'interpolation 

Expression horaire Temps de transfert global 

minimum 

Interpolation 

linéaire 

      (  )
 
 

 

  
   (  ) 

 
|  |

     
 

Polynôme de 

degré trois 

                 
      

   

Pour satisfaire les conditions aux 

limites, nous avons: 

     ;     ;    
 

  
     ;          

   
 

  
     

(  ) 
    [

 |  |

      
 √

 |  |

     
] 

Polynôme 

de degré cinq 

      (  )
 
                  

           
 

(  ) 

 

(  ) 
    [

  |  |

      
 √

  |  |

√      
] 

Loi 

Bang-Bang 
           

(  ) 
 

 

      (  )
 
        

       
(  ) 
 

      

      (  )
 
 [           ]    

           
 

(  ) 

 

 

 

 

(  ) 
    [

 |  |

     
  √

|  |

     
] 

  

   La loi de Bang-Bang ou " Loi de trapèze", comporte trois phases de mouvement 

(Accélération- Mouvement uniforme- Décélération) et il est représenté par les 

relations suivantes: 

 

{
 
 

 
       (  )

 
 

 

 
             (  )                                              

      (  )
 
 (  

  

 
)            (  )                         (  ) 

   

            
 

 
*(  )   +

 

           (  )         (  )       (  ) 
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Figure 2.3: Evaluation des positions, vitesses et accélérations sur l'articulation j 

avec une loi trapèze 

 

Et le temps de parcours minimal pour l'articulation j: 

(  ) 
 

     
     

 
|  |

     
                                                                                 

2.2.2.2 Trajectoire entre deux points avec des points intermédiaires: 

   Ce type de trajectoire est contraint par des configurations intermédiaires 

imposées. Cela peut être le cas si la tâche du manipulateur est définie de manière 

à éviter des obstacles et/ou pour des opérations de ”Pick and Place” simples si on 

veille à éloigner/approcher l’objet correctement des sites de prise et de dépose. 

Dans ce dernier cas, il suffira de spécifier une position intermédiaire sur la 

normale à la surface de pose qui passe par le point de prise : en imposant à la 

pince de passer par cette position intermédiaire, on obtiendra un mouvement 

admissible pour le départ (lift-off). On fera de même pour la phase d’approche 

(set-down) nécessaire à la dépose de l’objet manipulé. De plus, en imposant les 

temps de parcours relatifs aux phases de lift-off et set-down, il sera possible de 

contrôler la vitesse du manipulateur pour ces opérations délicates. 

 

 

 

 

 

               

 

 

 

1 

t 

4 

3 

2 

qj 

1. point initial 

2."lift-off" 

3."set-down" 

4. point final 

Figure 2.4: Description des différentes phases pour une tache "Pick § Place" 
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    Afin d'avoir un mouvement doux lors des phases, "lift-off" et "set-down", on 

exige que les vitesses et les accélérations soit continués et lisses. Plusieurs 

méthodes se basant sur l'interpolation ou les "Splines cubiques" que nous allons 

les utilisées prochainement. 

 

2.2.3 Planification de la trajectoire dans l'espace opérationnel: 

   Le problème sera toujours formulé de la même manière, sauf que dans l'espace 

opérationnel, les deux positions initiale et finale sont dans ce cas décrites dans 

l'espace opérationnel. Pour cela, deux approches sont utilisées: 

 

2.2.3.1 Interpolation cartésienne: 

   Réalisée dans l’espace naturel de l’opérateur, l’interpolation cartésienne rend 

plus aisée la programmation de trajectoires sans collisions. Deux difficultés 

apparaissent néanmoins : 

1. si la notion d’interpolation (en ligne droite, en arc de cercle, etc...) est 

évidente en ce qui concerne la position de l’outil, il n’en est pas de même 

pour son orientation ; 

2. toute trajectoire comportant un tracé anguleux de l’outil nécessiterait des 

accélérations infinies: il sera nécessaire de prévoir des ”raccords” pour le 

tracé de carrés, rectangles, etc. 

   Plusieurs méthodes ont été proposées dans cette approche, on cite: la méthode 

de Paul, et la méthode de Taylor. 

 

2.2.3.2 Interpolation articulaire: 

   L’interpolation cartésienne coûte cher en calcul si chaque point interpolé doit 

être transposé q = f−1(x) dans l’espace articulaire. En outre, il est difficile de veiller 

aux respects des contraintes de limitations kv et ka. D’où l’idée de ne calculer dans 

l’espace cartésien qu’un point sur n, de les transposer dans l’espace articulaire et 

ensuite d’interpoler plus fin dans cet espace pour subvenir aux besoins du 

régulateur. 

   Plusieurs méthodes ont été proposées dans cette approche, on cite: la méthode 

de Lin, et la méthode de Taylor. 
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2.3 Critère de performance «Fonction objectif» dans la recherche de trajectoires: 

   Le choix du critère de performance est déterminant quant à la qualité du 

mouvement et conditionne l’efficacité des méthodes de résolution du problème. Le 

critère à minimiser peut se présenter sous 3 formes distinctes : une fonctionnelle 

de type intégrale, de type terminal ou de type mixte. Bien que formulés 

différemment, ces 3 problèmes sont équivalents. La fonctionnelle intégrale est la 

mieux adaptée pour les mouvements de transfert. Les critères à optimiser dans ce 

cas se mettent sous la forme générale suivante: 

 

         ∫           

 

 

                                                                

Ou:  

 

L : représente le lagrangien qui prend la forme selon l’objectif visé. 

x(t) : vecteur des variables d’état à l’instant  [   ]. 

u : vecteur qui représente la commande à optimiser, considéré comme une 

inconnue du problème. 

T : temps de transfert total entre les configurations initiale et finale. 

 

Pour le cas d’une planification de mouvements libres, u représente les couples 

moteurs, x(t) les variables articulaires de position q(t), de vitesse  ̇    et 

d’accélération  ̈    

 

Dans ce cas, le critère s’écrit de la manière suivante : 

 

        ∫         ̇     ̈          

 

 

                                                                  

Pour générer des mouvements de qualité, on peut citer parmi les critères les plus 

significatifs la durée de parcours, mixte temps - efforts quadratiques et mixte avec 

puissance quadratique. 
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2.3.1 Critère durée de parcours: 

   Il suscite l’intérêt d’un bon nombre de chercheurs roboticiens [6] [11] car pour les 

robots qui travaillent d’une manière cyclique, la rapidité d’exécution (rentabilité) est 

un critère très significatif. La dynamique du robot n’est pas représentée 

directement dans cette formulation. Ceci conduit à des commandes optimales 

discontinues. Les couples articulaires ne sont pas représentés dans le lagrangien 

d’où une forme simple comparée aux autres. 

 

         ̇     ̈                                                          

Alors:  

              ∫    

 

 

                                               

2.3.2 Critère mixte temps-efforts quadratiques: 

   Comparativement au critère précédant qui implique des discontinuités lors des 

transferts de charges, donc, nuisible au bon fonctionnement du manipulateur, ce 

critère est un moyen efficace pour régulariser les vitesses et les couples. En 

introduisant un facteur de pondération μ, on peut favoriser soit le temps, soit les 

efforts (couples) [6] [12]. Le lagrangien prend la forme suivante: 

         ̇     ̈            
   

 
 ∑(

     

     
)

  

   

          ]   [                  

 

      Représente le couple maximum délivré par la ième articulation. Quand μ se 

rapproche de 0,  l'optimisation se fait en faveur des couples moteurs tandis que 

quand μ est au voisinage de 1, on privilégie plutôt l'optimisation du temps. Le 

choix de μ détermine alors le compromis entre ces deux quantités. Ceci conduit à 

une certaine souplesse d’exécution en tenant compte de la durée de la tâche. 

Néanmoins, on rencontre des difficultés dans la formulation de ce critère vu 

l’existence des efforts dans le lagrangien. 

 

2.3.3 Critère mixte avec puissance quadratique: 

   La minimisation du critère précèdent permet la régularisation des couples 

articulaires ce qui évite tous problème de discontinuité ou de saturation. Par 

ailleurs, les mouvements générés peuvent associer des vitesses articulaires 
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élevées à des efforts actionneurs importants à des instants quelconques du 

transfert. Une manière de maîtriser l’évolution simultanée des vitesses et des 

efforts actionneurs, consiste à minimiser les puissances articulaires développées, 

ceci nécessite l’introduction d’un nouveau terme dans le lagrangien du critère de 

performance, son rôle est de quantifier les puissances articulaires à minimiser. La 

puissance instantanée s’écrit sous la forme : 

            ̇                                                                           

L’expression du lagrangien dans ce cas est la suivante : 

 

         ̇     ̈          
   

 
[ ∑(

     

     
 )

  

   

      ∑(
     

     
 )

  

   

]                

                        ]   [ ,   ]   [  

 

Avec      
        

   ̇    
   ou  ̇    

  est la vitesse articulaire maximale permise à la 

ième articulation.  

Le facteur   joue le même rôle que celui de  , mais sur le terme des puissances 

quadratiques, il permet ainsi d’accorder plus au moins d’importance à la 

minimisation de ce terme. 

 

2.4 Les contraintes: 

   Pour que la planification du mouvement soit possible, on tient compte des 

capacités technologiques du robot et des spécificités de la tâche à effectuer. Ceci 

implique une restriction des solutions. Pour planifier un mouvement, on s’intéresse 

aux contraintes suivantes: 

 

2.4.1 Contraintes liées à la tâche: 

   La réalisation d'une tache entre une configuration initiale qini et une configuration 

finale qfin, est soumise aux conditions aux limites en positions et en vitesses 

suivantes: 

 

                                                                                       

 

 ̇                                 ̇                                                         
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2.4.2 Contraintes sur les débattements: 

    Du fait de la conception de la liaison et de la limitation des mouvements entre 

des butées mécaniques, ces derniers ne doivent pas dépasser les capacités de la 

structure. 

Tout ceci se traduit par la formulation suivante: 

      [   ]      |     |                                                                  

 

t :    représente le temps. 

qi(t): représente les coordonnées généralisées de la ième articulation. 

qimax : représente la valeur maximale de la ième articulation (valeur intrinsèque du 

robot). 

 

2.4.3 Contraintes cinématiques: 

   La conception des articulations et de la technologie des actionneurs implique 

une limitation des caractéristiques cinématiques notamment pour les objets 

manipulés sensibles aux survitesses, accélérations et freinages (par exemple des 

liquides qui peuvent se déverser). Les formulations se traduisent par : 

 

vitesses: 

      [   ]      | ̇    |     ̇                                                             

 

Accélérations: 

      [   ]      | ̈    |     ̈                                                             

 

 ̇          ̈     Sont imposées par les caractéristiques techniques et la nature de la 

tâche à effectuer.  

 

2.4.4 Contraintes sur les couples moteurs: [13]  

   Les capacités maximales des actionneurs impliquent la formule suivante: 

 

      [   ]      |      |                                                                 
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2.4.5 Contraintes dues aux obstacles dans l’espace opérationnel: [14] 

   Le robot travaille généralement dans des sites encombrés : sur des machines ou 

avec d’autres robots, il est rare qu’il soit placé dans un espace dégagé. La 

planification des mouvements doit bien évidemment tenir compte de l’existence de 

ces obstacles. Le mouvement optimal, dans ce cas, doit nécessairement éviter 

tout risque de collision. 

Les contraintes d’évitement d’obstacles ont la forme générale suivante : 

 [    ]                                                                      

 

Où g est une fonction traduisant, en générale, la distance entre les différents corps 

constituant la structure du robot et les différents obstacles présents dans son 

environnement. Ce genre de contraintes rend le problème de planification 

optimale des mouvements libres d’un robot très complexe. 

 

2.5 Conclusion:  

   Ce chapitre  a permis de présenter différentes méthodes de planification et de 

génération de mouvement. Le problème a été traité tout d'abord en considérant 

une génération de trajectoires dans l'espace articulaire ensuite nous avons étudié 

la planification de trajectoires dans l'espace opérationnel. Nous avons vu aussi 

que le choix d'un espace dépend du mode de description des trajectoires et de la 

façon dont sont exprimées les contraintes. 

Dans le prochain chapitre nous allons présenter les principales approches 

d'optimisation pour résoudre ce genre de problème. 
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CHAPITRE 3 

FORMULATION DE LA METHODE DE RESOLUTION 

 

 

 

3.1 Introduction: 

   Dans ce chapitre nous allons présenter l'approche de résolution qu'on a adoptée 

pour résoudre le problème de planification de trajectoire libre des robots 

manipulateurs, nous allons utiliser cette approche avec des problèmes compliqué 

ou le nombre de degré de liberté devient plus en plus élevé avec des contraintes 

supplémentaires pour chaque cas traitée.  

   En effet, cette approche a été proposée par [13] pour traiter ce problème pour 

les robots manipulateurs à base fixe, elle consiste à transformer le problème de 

temps finale inconnu (difficile à résoudre) en un problème équivalent de bornes 

définies (plus facile à résoudre), par la suite cette méthode modélise les 

trajectoires par des fonctions splines cubiques et obtient des résultats satisfaisants 

avec la prise en compte les contraintes imposées et le critère de performance 

choisi; cette approche a fait par la suite évaluée et développée dans les travaux 

de [30] pour prendre en compte d'autre types de robot tels que les plateformes 

mobiles et les manipulateurs mobiles à roues, cette amélioration se manifeste 

spécialement dans la décomposition des trajectoires (normalisées) pour mieux 

distribuer les différentes contraintes, puis les modélisées par des fonctions 

appropriées (splines cubiques et b-spline), il est à noter que cette décomposition 

offert un avantage indéniable car le traitement des contraintes du problème se fera 

séparément et de manière séquentielle.  

   Notre but consiste à adopter la méthode décrite par [30] en exploitant les 

avantages qu'elle offert pour trouver des meilleures solutions à des problèmes de 

planification de trajectoires pour les robots manipulateurs en utilisant d'autres 

fonctions d'interpolations plus une technique d'optimisation adéquates (les 

algorithmes génétiques).  

 

3.2 Présentation de l'approche: 

Les inconnus d'un problème de planification de trajectoire sont: 

-  ( ): l'évolution dans le temps du vecteur des coordonnées généralisées. 
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-  : le temps final de transfert. 

-  ( ): l'évolution du vecteur des efforts actionneurs. 

 

   Cette approche considère que  ( ) et   sont les inconnues des problèmes, le 

vecteur  ( ) n'étant qu'une conséquence de la détermination de ces deux 

variables via le modèle dynamique inverse. Ainsi que cette approche compte 

traiter le problème de planification de trajectoire sans devoir intégrer le système 

d'équations différentielles issu de modèle dynamique. 

Cependant, la difficulté rencontrée est la définition de la borne supérieure de 

l'intervalle du temps [       ] pour une trajectoire optimale  ( )    .  De ce fait, il 

devient intéressant d'effectuer une normalisation de l'échelle du temps en 

introduisant la notion de profil de trajectoire qui transforme le problème d’une 

recherche sur une intervalle à borne indéfinie [       ] vers un autre équivalant 

dont la borne de recherche sont complètement connue [   ] et qui sera alors plus 

simple à résoudre. 

 

Profil de trajectoire: 

   Soit  ( ) une trajectoire donnée avec un temps de transfert   quelconque. Il est 

toujours possible d'exprimer cette trajectoire de la façon suivante: 

 

 ( )   ( ( ))   (  )    ( )                                                (   ) 

 

Avec  ( )         est une fonction linéaire de normalisation d'échelle du temps de 

sorte que    [   ].  La fonction vectorielle  ( ) constitue le profil de la trajectoire 

considérée, ce profil décrit complètement la succession des configurations prises 

par le système lorsque celui-ci exécute la trajectoire considérée depuis le départ 

(   ) jusqu'à l'arrivée (   ). Ce profil de trajectoire est valide s'il mène à une 

trajectoire qui est géométriquement faisable (aucune collision) et qui satisfait les 

conditions aux limites exigées. Le symbole   représente l'opérateur de 

composition de fonctions. 

  

  En conséquence, le problème difficile qui consistait à obtenir la trajectoire 

optimale   ( )     ainsi que sa durée d'exécution      , se réduit maintenant à 
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trouver seulement le profil optimal  ( )     car le temps de transfert   sera traiter 

comme un paramètre dépendant. 

    

   En effet, soit  ( ) un profil de trajectoire donné nous pouvons décomposer ce 

profil en un chemin et en mouvement sur ce chemin en réécrivant  ( ) comme 

une combinaison de deux fonctions paramétriques:   

 ( )   ( )    ( )                                                          (   ) 

 

La fonction vectorielle  ( ) avec   [   ], est une fonction indépendante du 

temps et elle a la même dimension que  , Elle décrit le chemin géométrique du 

robot dans l'espace des coordonnées généralisées quand    varie de façon 

continue sur [   ]. La configuration initiale correspond à      et la configuration 

finale correspond à    . 

 

 La fonction   ( ) est une fonction scalaire croissante représentant le profil du 

mouvement. Elle définit la manière selon laquelle le chemin  ( ) sera parcouru 

dans le temps normalisé. Évidemment, un chemin faisable doit satisfaire toutes les 

contraintes géométriques pour   [   ] et il doit également satisfaire les 

conditions aux limites imposées sur les positions articulaires du robot 

manipulateur, à savoir: 

 

 (   )                               (   )                                    (    ) 

 

Cette décomposition du profil de la trajectoire présente un avantage indéniable, 

car les conditions aux limites peuvent être maintenant distribuées sur deux 

fonctions. La fonction chemin  ( ) doit satisfaire les conditions aux limites selon 

(3.3a). Tandis que, la fonction mouvement  ( ) doit satisfaire, d'une part les 

conditions suivantes:  

  

 (   )                           (   )                                           (    ) 

  ( )                                                                                                  (    ) 

 

Et d'autre part, les conditions aux limites en vitesses, à savoir: 
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  (   )    (   )                                                      (    ) 

 

Nous allons voir par la suite comment adapter cette approche avec les différents 

aspects de ce problème de planification de trajectoire.  

   

3.3 La mise en œuvre  de l'approche proposée: 

   La mise en œuvre de cette approche nécessite le partage du problème en trois 

parties importantes qui sont distinct mais indissociables car complémentaires et 

interdépendantes: 

 

 La reformulation des équations pour extraire explicitement la durée de la 

tache T. 

 Le choix de la technique à utiliser pour modéliser le profil de trajectoire. 

 Détermination de la trajectoire optimale par une technique d'optimisation 

appropriée.  

 

3.3.1 Reformulation des équations: 

3.3.1.1 Traitement des contraintes du problème: 

   Un autre avantage qu’offre cette approche et qui constitue le fond de son 

application, concerne la réduction considérable des difficultés relatives au 

traitement des différentes contraintes ainsi que la fonction objectif pour ce 

problème de planification. Pour ce faire, nous reprenons la formulation de ces 

contraintes et de la fonction objectif présentée dans le chapitre 2 en utilisant la 

normalisation de l'échelle du temps (3.1). 

 

 Les contraintes cinématiques: 

   En appliquant la normalisation (3.1) de l'échelle du temps pour une trajectoire 

généralisée   ( ) donnée, les vitesses généralisées  ̇( ) et les accélérations 

généralisées  ̈( ) de cette trajectoire peuvent être réécrites comme suit: 

 

 ̇( )  
  

  

  ( )

  
 
 

  
   ( )                                                (    ) 
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 ̈( )  
  

  

   ( )

  
 

 

   
    ( )                                            (    ) 

Ce qui permet de reformuler les contraintes (2.12) et (2.13) liées aux capacités 

cinématiques du système comme suit: 

 

- Contraintes sur les vitesses: 

 

   [   ]    | ̇ ( )|   ̇ 
                      

 

    [   ]    
 

  
|  

 ( )|   ̇ 
                      

 

       
       

*    
  [   ]

(
|  

 ( )|

 ̇ 
   )+ 

Soit:                                                                                                                            (    ) 

 

Avec:  

      
       

*    
  [   ]

(
|  

 ( )|

 ̇ 
   )+ 

 

- Contraintes sur les accélérations: 

    

   [   ]    | ̈ ( )|   ̈ 
                      

    [   ]    
 

   
|  

  ( )|   ̈ 
                      

 

       
       

*    
  [   ]

(
|  

  ( )|

 ̈ 
   )

 
 ⁄

+ 

Soit:                                                                                                                            (    ) 

 

Avec:      

      
       

*    
  [   ]

(
|  

  ( )|

 ̈ 
   )

 
 ⁄

+ 
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   Les deux contraintes cinématiques sont ainsi transformées en une borne 

inférieure des  valeurs permises pour T. Donc, pour un profil donné de 

trajectoires  ( ), le temps optimal   doit satisfaire les contraintes cinématiques: 

 

                                                                         (   ) 

        Avec: 

      
       

(   
  [   ]

*(
|  

 ( )|

 ̇ 
   )  (

|  
  ( )|

 ̈ 
   )

 
 ⁄

+) 

 

 Les contraintes dynamiques (dues aux couples): 

   Les commandes                  sont données par le modèle dynamique du 

robot: 

 

  ( )  ∑   ( ( )) ̈ ( )    ( ( )  ̇( ))    ( ( ))   

 

   

                      (   ) 

   En utilisant l'équation (3.1) et les équations des vitesses et des accélérations 

généralisées (3.4) dans les équations du modèle dynamique, on obtient: 

  ( )  
 

  
∑   ( ( )) 

  
 
( )  

 

  
  ( ( )  

 ( )) 

 

   

    ( ( ))                (   ) 

Si on pose:   

  ( )  ∑   ( ( )) 
  
 
( )    ( ( )  

 ( ))

 

   

 

L'équation (3.8) devient: 

  ( )  
 

  
  ( )     ( ( ))                                                     (   ) 

 

Pour simplifier encore les calculs numériques, on divise l'équation (3.9) par   
    . 

Et on pose: 

  ̅( )  
  ( )

  
                  ̅ ( )  

  ( )

  
                         ̅ ( )  

  ( ( ))
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L'équation (3.9) devient: 

    [   ]       ̅( )  
 

  
   ̅ ( )    ̅ ( )                                     (    ) 

 

Ce qui permet de réécrire les contraintes (2.16), liées aux capacités en couple des 

actionneurs du système de la manière suivante: 

   [   ]            
 

  
   ̅ ( )    ̅ ( )                         

 

Cette double inéquation peut être réécrite comme suit: 

   
 

  
   ̅ ( )    

 

Avec:       ̅ ( )      ̅ ( ) 

 

La solution de cette inéquation par rapport à   pour une valeur donnée de  , 

donne un intervalle admissible pour  : 

  [       ]                                                     (    ) 

 

           Représentent respectivement la limite inférieure (left) et la limite 

supérieure (right), ces valeurs en fonction du signe de   ̅ ( )        , sont 

résumées dans le tableau3.1. 

 

Tableau 3.1: les intervalles admissibles de   liés aux contraintes couples du 

système. 

 ̅ ( )    
 

 ̅ ( )    

                

 
 

[       ]

   

         
 

[       ]

   

        

   ( )  
√
 ̅ ( )

 
 

   ( )  
√
 ̅ ( )

  
 

   ( )  
√
 ̅ ( )

 
 

 
   ( )     

   ( )  
√
 ̅ ( )

 
 

   ( )  
√
 ̅ ( )

  
 

   ( )  
√
 ̅ ( )

  
 

 
   ( )     
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   L'intersection de tous les intervalles [       ], pour         le long de la 

trajectoire donne un intervalle admissible pour le temps de déplacement 

respectant les contraintes dynamiques dues aux couples: 

  [     ]                                                              (    ) 

     

Avec:  

      
       

[    
  [   ]

   ( )]             
       

[    
  [   ]

   ( )] 

Si on note     l’intervalle des durées T (temps optimal) qui vérifient toutes les 

contraintes (cinématiques et dynamiques), alors: 

 

    [    [  [     ]  [   
   

    
   ]                                     (    ) 

 

Quand       cela signifie que le système ne pourra jamais parcourir le profil de 

la trajectoire donnée  ( ) sans violer l'une des contraintes du problème.  

 

4.3.1.2 Traitement de la fonction objectif: 

   Nous montrons dans ce paragraphe l'effet de la reformulation sur la fonction 

objectif et sur les différents critères de performance cités dans le deuxième 

chapitre. Pour cela, en utilisant (3.4) et (3.12) dans (2.5) nous obtiendrons pour un 

profil   donné, l'éxpression de la fonction objectif    uniquement en fonction du 

temps: 

 

  ( )   (  (   ) ( (   
  
  

 
  
  

)  (   ) (
  

  
 
  

  
 
  

  
)))        (    ) 

Avec:  

   ∫ ∑   ̅̅̅̅
 

   

 

 

                   ∫ ∑ ̅ 

 

   

 

 

 ̅                  ∫ ∑   ̅̅ ̅
 

   

 

 

    

   ∫ ∑  
  ̅̅ ̅̅̅

 

   

 

 

   
 ̅̅ ̅̅̅                ∫ ∑  

  ̅̅ ̅̅̅  ̅ 

 

   

 

 

 ̅              ∫ ∑  
  ̅̅ ̅̅̅    ̅̅ ̅

 

   

 

 

     

   ̅  
  

  
                 ̅  

  
  
                   

 ̅̅ ̅  
  
 

 ̇ 
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                     Sont des coefficients réels indépendants du temps de 

transfert  .                Sont des quantités qui sont toujours positives quelle 

que soit l'allure du profil  ( ) considérée. 

Pour chaque profil de trajectoires  ( ), la meilleure durée de transfert    qui 

minimise la fonction objectif dans l'intervalle     est: 

  (  )     
     

  ( ) 

 L'évaluation de    s'effectue analytiquement ou numériquement selon la forme de 

la fonction   ( ) considérée. 

 

 Critère à temps minimal: (   ) 

Dans ce cas, l'expression de la fonction objectif    ( ) devient: 

  ( )    

L'allure de cette fonction est représentée par une droite (Figure 3.1). La valeur de 

    correspondante est définie par la limite inférieure du domaine admissible     . 

                                                                                 (    ) 

 

  

 

    

  

   

 

 

 

 

 

 

 Critère mixte temps efforts-quadratiques: (   ) 

   Dans le cas d'un critère mixte temps efforts-quadratiques, l'expression de la 

fonction objectif devient:  

  ( )   (  (   ) (   
  
  

 
  
  

))                                      (    ) 

L'allure de cette fonction est représentée sur la figure 3.2. 

0    
   

    
   

 

Intervalle des 

durées admissibles 

  

  ( ) 

Figure 3.1: Allure de la fonction   ( ) pour un profil  ( ) donné  (Cas ou   1)    
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On prend l'expression (3.16), on la dérive et on l'annule pour calculer  

 

Analytiquement le temps de déplacement    qui minimise la fonction objectif pour 

le profil  ( ) considéré mais sans toutefois tenir compte des contraintes, à la fin 

on trouve:  

{
 
 

 
 
   (

   √  
    (   (    )⁄ )  
 (   (    )⁄ )

)

  ⁄

   (
   

√  
    (   (    )⁄ )     

)

  ⁄
                            (    ) 

 

   Les deux expressions sont équivalentes, on utilisera l'une ou l'autre selon que le 

signe de    (   et    sont tous les deux positifs), est respectivement positif ou 

négatif de manière à réduire les erreurs d'arrondis. 

   Quant au temps de transfert optimal    qui minimise la fonction   ( ) sous les 

contraintes cinématiques et dynamiques imposées, il va être déduit selon la 

position de    par rapport à l'intervalle    : 

 

   ,
                                                                                  
     (  )      (  (  )            )              

                  (    ) 

 

   Si    n'est pas à l'intérieur de ces limites permises alors il ne coïncidera pas 

avec la durée    optimale pour le profil   considéré, pour cela, nous avons trois 

cas distinctes (a, b et c) à examiner. La durée de transfert optimale    sera alors, 

respectivement:                  
                    

   
  

0      

  ( ) 

                Figure 3.2: Allure de la fonction   ( ) pour un profil  ( ) donné (Cas ou    )   
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 Critère mixte avec puissance quadratiques: 

La fonction   ( ) correspondante est donnée par l'expression (3.14), On prend 

cette expression on la dérive et on l'annule on obtient l'équation non linéaire 

suivante:  

 

   
     

     
       

Avec:     (   )(   )                           (   )(    (   )  ) 

             (   )(    (   )  )             (   )    

 

               Sont des coefficients réels indépendants du temps de 

transfert  .          sont des quantités positives. La solution analytique de cette 

équation donne trois solutions               . L'allure générale de la 

fonction   ( )est représentée par la figure (3.4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   0   

  ( ) 

(a) 

0   

  ( ) 

(c) 

Violation des contraintes 

cinématiques et/ou dynamiques 

   
   

    
   

 

 

0   

  ( ) 

(b) 

Figure 3.3: Position de    relativement aux bornes de l'intervalle [   
   

    
   ]  

 

Figure 3.4: Allure générale de la fonction   ( ) pour un critère  

           mixte avec puissance quadratique  

  

            0   

  ( ) 
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3.3.1.3 Traitement  des critères de performances avec frottements: 

3.3.1.3.1 Modèle dynamique avec frottements: 

   La forme générale du modèle dynamique avec introduction des termes de 

frottements sec et de frottements visqueux est la suivante: 

 

∑   ( ) ̈ 

 

   

   (   ̇)    ( )    
      ( ̇ )    

  ̇                         (    ) 

 

  
  et   

  sont respectivement les coefficients du frottement sec et visqueux de ième 

articulation. 

                    (    )      
               

  ̅( )  ∑ ̅  ( ( ))  ̈ ( )

 

   

   ̅( ( )  ̇( ))   ̅ ( ( ))   ̅ 
      ( ̇ ( ))   ̅ 

  ̇ ( ) 

          ̅( )  
  ( )

  
     ̅ 

  
  
 

  
               ̅ 

  
  
 

  
    

 Introduisons maintenant le changement d'échelle (3.1) et les expressions des 

(3.4.a), (3.4.b) et (3.4.c). Nous obtenons:  

  ̅( )  
 

  
∑ ̅  ( ( ))  

  ( )

 

   

 
 

  
  ̅( ( )  

 ( ))   ̅ ( ( ))  
 

 
 ̅ 
   

 ( )

  ̅ 
      (  

 ( ))                                                                                           (    ) 

Si on pose:      

 ̅ ( )  ∑ ̅  ( ( ))  
  
 
( )    ̅( ( )  

 ( ))

 

   

 

       ( )   ̅ 
   

 ( )                                                                  

 ̿ ( )    ̅ ( ( ))   ̅ 
      (  

 ( ))                       

L'équation (3.20) devient:  

  ̅( )  
 

  
 ̅ ( )   

 

 
  ( )   ̿ ( )                                              (    ) 

 3.3.1.3.2 Contrainte avec frottements: 

   La contrainte couple en présence du frottement donne toujours une borne 

inferieure et une borne supérieure sur les valeurs admissibles de la solution. Cette 

contrainte se traite de la manière suivante: 
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   [   ]            
 

  
 ̅ ( )   

 

 
  ( )   ̿ ( )                [       ] 

         

3.3.1.3.3 Critère mixte temps-efforts quadratiques avec frottements: 

Rapportons (3.21) dans l'expression du critère mixte avec effort quadratiques 

(3.16). Nous aurons: 

  ( )   ((   )   (   
  
  

 
  
  

 
  
  

 
  
  

))                                      (    ) 

Avec: 

   ∫ ∑ ̿ 
 

 

   

 

 

                         

     ∫ ∑ ̅̅ 

 

   

 

 

                   

   ∫ ∑(  
       ̿ )

 

   

 

 

                                             (    ) 

     ∫ ∑  

 

   

 

 

                  

    ∫ ∑  
 

 

   

 

 

                     

Pour un profil particulier  ( ), le critère    prend en fonction du temps de 

transfert   l'allure suivante: 

 

     

 

 

 

 

 

 

 

     

    

       

 

0   

   

  ( ) 

Figure 3.5: Allure de la fonction   ( ) pour un profil  ( ) donné 

 avec introduction du frottement   
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Les critères de performance même avec frottement, sont traités avec cette 

technique comme des fonctions à variable unique T. la prise en compte des 

frottements ne changera pas le principe de base de la méthode, pour optimiser 

ces critères discontinus la stratégie de recherche reste valable, il nous faut 

seulement évaluer la fonction cout pour chaque forme des positions articulaires 

que le processus d'optimisation tire aléatoirement, ceci est faisable tant qu'on 

connait les valeurs numériques des coefficients du frottement Fv et  Fs .    

 

3.3.2 Modélisation du chemin et du mouvement: 

   Jusqu'à présent nous avons présenté comment trouver la fonction objectif JQ(T), 

en tenant compte les différentes contraintes pour un profil de trajectoire 

quelconque  ( ) composé de deux fonction paramétrique du chemin  ( ) et l'autre 

du mouvement   ( ). Il nous faut maintenant modéliser ces profils via des modèles 

d'interpolation appropries qui doivent répondre à des exigences liées à la qualité 

désirée des résultats ainsi qu'à l'efficacité de la technique en temps de calcul.   

 

   Afin d'éviter les modèles qui induisent des oscillations exagérées et en même 

temps de permettre la détermination explicite des dérivées, nous avons choisi une 

modélisation par des fonctions splines cubiques dites "Natural" pour la fonction 

chemin, ces fonctions sont composées par des morceaux de polynômes de degré 

trois, raccordés en garantissant la continuité des pentes et des courbures aux 

nœuds, elles permettent d'assurer la continuité de la trajectoire en position en 

vitesse et en accélération et par conséquent la continuité des efforts actionneurs, 

ce profil du chemin est constitué par Nc+2 points de contrôle placés dans le plan 

(    ) de tels sorte que les points fixes assurent les conditions aux limites en 

position (Figure 3.4). Et pour modéliser le profil du mouvement nous avons opté 

pour une modélisation par des fonctions splines cubiques dites "clamped" ce 

modèle est bien adapté pour prendre en charge les conditions aux limites en 

vitesses (3.3d), le profil de mouvement est composé de Nm+2 points de contrôle 

placés dans un plan normalisé de façon que le premier et le dernier points sont 

fixes selon (3.3b), tandis que les Nm points interieurs sont placés librement en 

respectant les conditions (3.3c) et (3.3d); les profils de chemin et de  

mouvement seront par la suite générés en interpolant pour chaque profil une 

courbe lisse sur leurs points de contrôles. 
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Figure 3.6: Représentation du profil du chemin avec Nc+2 points de contrôle 

Les points libres (fixes) sont représentés par des cercles blancs (noirs) 

 

 

Figure 3.7: Représentation du profil de mouvement avec Nm+2 points de contrôle 

Les points libres (fixes) sont représentés par des cercles blancs (noirs) 

 

3.3.3 Technique d'optimisation: 

   Afin que cette approche soit complète et utilisable, il est nécessaire d'avoir un 

moyen efficace pour la recherche du meilleur profil possible parmi l'ensemble de 

tous les profils possibles accessibles, ceci revient à résoudre un problème 



65 

 

d'optimisation pour trouver une fonction objectif qui fournira une valeur optimale à 

un critère recherché. 

 

3.3.3.1 Algorithmes génétiques: 

   Pour résoudre ce problème, nous avons opté pour une technique d’optimisation 

stochastique  "algorithmes génétiques",  nous allons citer à la fin de ce chapitre 

les raisons pour lesquelles nous avons choisi d'utiliser cette technique. 

    En effet, l'utilisation d'un algorithme génétique commence par la création d'une 

population initiale ou chromosome en génétique, ce chromosome est composé 

des gènes ou leur nombre est défini selon le nombre des points des contrôles 

utilisés pour générer la fonction de chemin et en même temps la fonction de 

mouvement, il est à noter que cette étape nécessite un codage de l'ensemble de 

ces gènes, pour cela nous avons choisi un codage réel des gènes qui 

correspondent aux points de control intermédiaires, la figure (3.6) montre 

l'organigramme utilisé dans le prochain chapitre pour optimiser les fonctions 

décrites antérieurement. 

   Par la suite cette population initiale va être générée aléatoirement et on obtient 

pour chaque chromosome une solution qui correspondant à sa fonction de cout.  

   Pour créer la prochaine génération, trois opérateurs génétiques sont appliqués: 

La reproduction: habituellement la stratégie générale de reproduction est que les 

chromosomes (parents) avec meilleurs fonction de cout ont la possibilité plus de 

reproduire.    

Le croisement: c'est l'opérateur qui va permettre le brassage des caractères 

génétiques de la population, cet opérateur va créer deux enfants en effectuant un 

mélange des chromosomes de deux parents. 

La mutation: elle consiste à altérer le codage d'un chromosome. Son rôle est de 

faire émerger de nouvelles gènes en explorant des zones de l'espace de 

recherche qui pourraient ne pas être visités par simple application de l'opérateur 

de croisement; en pratique il existe de nombreuses manières de muter un 

chromosome soit par la modification d'un ou plusieurs gène(s), ou par 

changement de position d'un gène, ou bien la suppression en ajoutant un gène . 

[31] [32] [33] [34] [35]  

   Dans le prochain chapitre, nous allons fixer le taux ou la probabilité de 

croissement égale à 65% et la probabilité de mutation égale 4%.       
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3.3.3.2 Algorithme utilisé des algorithmes génétiques: 

 

 

   

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.8: Organigramme des Algorithmes Génétiques utilisé 

 

 

Début 

Données: Fonction objectif, nombre de 

chromosome, taille de chromosome, probabilité 

de croissement et probabilité de mutation 

Initialisation: 

Générer aléatoirement une population initiale 

Fonction objectif: 

Calcul de   ( ) pour chaque chromosome 
Alternance de 

prochaine génération 

Opérateurs génétiques: 

Reproduction, croissement, mutation 

 

Max de 

chromosomes 

Fin 
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3.3.3.3 Avantages des algorithmes génétiques: 

   Les avantages de cette technique par rapport aux autres techniques 

stochastiques ainsi que les techniques déterministes sont:    

 La mise en œuvre est plus simple que celle des techniques déterministes et 

ne nécessite pas une réécriture des codes de calcul lorsqu'on change les 

particularités du problème. 

 Elle n'a besoin de connaitre que les valeurs numériques de la fonction 

objectif et ne font pas appel comme c'est le cas avec les techniques 

déterministes, aux diverses dérivées de cette fonction 

 Elle reste applicable quand le nombre de degré de liberté et le nombre des 

nœuds de raccordement soient important et même si le modèle de 

comportement du robot est discontinu (prise en compte des frottements); ce 

qui n'est pas le cas pour les technique déterministes dont la mise en œuvre 

devient une tâche épuisante. 

 L'apparition des architectures massivement parallèles (les opérateurs 

génétique) ouvre de nouveaux horizons pour ces algorithmes, cette qualité 

est une des grandes différences qui sépare les algorithmes génétiques de 

leurs concurrents les plus proches, les algorithmes de type "Recuit simulé". 

 Le codage des paramètres et un avantage car il nous permet de réduire 

l'espace de perturbation des nouds intermédiaires, et par conséquence 

diminuer le nombre des profils de chemin rejetés. 

 Enfin, et surtout, les algorithmes génétiques ne sont pas du tout adaptés 

pour trouver une solution unique optimale, ils sont par contre très 

performants pour découvrir rapidement une solution acceptable (sachant 

qu'il y en a beaucoup).  

 

3.4 Récapitulation de la méthode de résolution: 

   Pour chercher la trajectoire optimale, on doit générer aléatoirement selon la 

technique d'optimisation des algorithmes génétique une forme de chemin et une 

forme de mouvement qui vont nous donner par la suite une forme de profil 

candidat cette dernière sera par la suite évaluée et comparée avec d'autre, cette 

opération est répétée pour tous les chromosomes introduits, est le meilleurs  

résultat c'est celui qui satisfait le critère de convergence donné. Il est à noter que 

tout profil de chemin qui violerait l'une des contraintes géométriques, ainsi que tout 
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profil de trajectoire qui violerait l'une des contraintes cinématique ou dynamique 

seront automatiquement rejetés.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.9 : Organigramme de résolution 
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 TL, TR   
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 ̅ ( )   ( )     ̿ ( ) 

Le modèle dynamique inverse Contraintes cinématiques 
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Non 

Profil de trajectoire candidat et de 

ces dérivés 

 Q(ξ), Q'(ξ), Q"(ξ) et Q'''(ξ)  

 

    

Généré aléatoirement  
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3.5 Conclusion: 

   Dans ce chapitre nous avons montré l'idée de base de l'approche qu'on a 

adoptée pour résoudre le problème de planification des trajectoires des robots 

manipulateurs. Cette idée consiste à dissocier le temps de transfert de la forme de 

la trajectoire en utilisant une normalisation de l'échelle de temps et par la suite la 

trajectoire (normalisée) sera décomposée en une fonction de chemins qui permet 

de prendre en compte les contraintes géométriques et une fonction de mouvement 

qui permet de prendre en charge les conditions aux limites. Nous avons vu par la 

suite une reformulation de différentes contraintes et les critères de performance de 

problème sans frottements ainsi que dans les cas où les frottements sont inclus 

dans le modèle dynamique de robot, et pour modéliser les deux fonctions de 

chemin et de mouvement nous avons choisi les fonction spline cubique de type 

"natural" et "clamped" ce choix a été effectué selon les propriétés de chaque 

fonction, la dernière partie de ce chapitre a été consacré au technique 

d'optimisation "les algorithmes génétiques" qui consiste à perturber les nœuds 

intermédiaires des fonctions chemin et mouvement pour générer des profils 

susceptibles de réduire la valeur d'une fonction objectif défie par un critère de 

performance donné, nous avons vu que cette technique offert la possibilité de 

réduire l'espace de recherche (en exploitant la propriété de codage des 

chromosomes) et par conséquent réduire le nombre de profils de chemins rejetés 

qui va influer sur la rapidité de trouver des profils de trajectoires candidats et 

d'accélérer la convergence du processus numérique vers la solution optimale. Et à 

la fin de ce chapitre nous avons présenté l'organigramme qu'on a utilisé pour 

traiter ce problème.  

   Dans le prochain chapitre, nous allons essayer d'appliquer les étapes décrites 

précédemment pour trouver les trajectoires optimales pour des robots 

manipulateurs qui possèdent de différents degrés de liberté et soumis aux 

contraintes composées.  
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CHAPITRE 4 

 MISE EN ŒUVRE ET DISCUSSION DES RESULTATS 

 

 

 

 

 

4.1 Introduction: 

   L’objectif visé dans ce chapitre est de juger l’efficacité de l’approche qu’on a 

adoptée pour résoudre les problèmes liés à la planification des trajectoires des 

robots manipulateurs. Pour ce faire, il est bien évidant que nous devrons exploiter 

non seulement les avantages de cette approche mais aussi celles de la 

modélisation par les fonctions splines cubiques et l’optimisation par les 

algorithmes génétiques. A cet effet, l’élaboration nécessite de faire des tests 

comparatifs avec d’autres méthodes qu’ont été présentés des solutions optimales 

pour valider nos résultats. Nous allons traiter dans nos exemples différents robots 

manipulateurs qui présentent des variations dans leurs dynamiques soit par le 

nombre de degré de liberté, les contraintes imposées et le critère à minimiser, les 

détails concernant chaque robots vont être présenter dans l’exemple qui 

correspond. 

      

4.2 Premier exemple: Robot (IBM  7535 B04) 

   Le robot considéré dans cet exemple est planaire à deux degrés de liberté, il 

représente une simplification du robot industriel  IBM 7535 B04 type SCARA   

(figure 4.1), on lui demande d'effectuer un déplacement d'une masse         et 

d'inertie               , d'une configuration initiale                  vers une 

configuration finale                            

 Les paramètres de DHM et inertiels de ce robot manipulateur sont regroupés 

dans le tableau 4.1.  

Tableau 4.1 : Paramètres de robot manipulateur IBM 7535 

Segment 
i 

                                          
         

1 0 0.4 0 0    / / 1.6 25 

2 0 0.25 0 0    15 0.125 0.43 9 
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   Le critère à minimiser est de type mixte, durée de transfert et moyenne 

quadratique des couples moteurs ou le coefficient de pondération   prend des 

valeurs différentes. Dans un premier temps pour le critère de minimisation du 

temps de parcours nous allons voir l'influence du nombre de nœuds (intervalles) 

sur la qualité des résultats obtenus, et dans un second temps c'est l'influence du 

coefficient de pondération qui est étudiée. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.1: Robot industriel  IBM 7535 B04 type SCARA simplifié 

  

1ére cas:     (minimisation du temps de transfert) 

Nombre de nœuds   4 

Nombre de chromosomes  100 

Temps d'exécution de la tache TQ (s)=Jobj 0.431 
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Figure 4.2: Résultats de l'exemple 1 correspondants aux    , et Np =4  

Nombre de nœuds   5 

Nombre de chromosomes  100 

Temps d'exécution de la tache TQ (s)=Jobj 0.428 

 

   

 

 

 

 

 

   

  

 

 

  

 

 

 

   

 

 

 

 

Figure 4.3: Résultats de l'exemple 1 correspondants aux    , et Np =5 
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Nombre de nœuds   6 

Nombre de chromosomes  100 

Temps d'exécution de la tache TQ (s)=Jobj 0.426 

 

 

  

 

 

 

 

   

 

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 

 

 

Figure 4.4: Résultats de l'exemple 1 correspondants aux    , et Np =6 

 

   Les résultats obtenus montrent qu'au fur et à mesure qu'on augmente le nombre 

de nœuds des fonctions splines cubiques la qualité des résultats est meilleure, 

ceci traduit qu'on se rapproche de plus en plus à des fonctions lissent et en même 

temps continu. Cependant l'utilisation  d'un nombre important de nœuds va 

pénaliser l'effort de calcul (codage des chromosomes, le nombre d'itérations) ainsi 

que le temps d'exécution du code de calcul ceci peut être très remarquable 

lorsque le robot étudie possède un nombre de degré de liberté élevé. Sur la base 

de ces résultats (amélioration de l’ordre de 20 ms par nœuds) et afin d'éviter ces 
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difficultés nous avons retenu le nombre de nœud égal à 05 (03 intermédiaires) 

pour les prochains exemples.  

 

2éme cas:         

 

Nombre de chromosomes  100 

Temps d'exécution de la tache TQ (s) 0.452 

Valeur de la fonction objectif Jobj (s) 0.435 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Figure4.5: Résultats de l'exemple 1 correspondants aux        
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3éme cas:        

 

Nombre de chromosomes  100 

Temps d'exécution de la tache TQ (s) 0.550 

Valeur de la fonction objectif Jobj (s) 0.366 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

  

 

 

 

 

Figure 4.6: Résultats de l'exemple 1 correspondants aux       

 

4éme cas:         

 

Nombre de chromosomes  100 

Temps d'exécution de la tache TQ (s) 0.815 

Valeur de la fonction objectif Jobj (s) 0.271 
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Figure 4.7: Résultats de l'exemple 1 correspondants aux        

 

  

   Les figures précédentes montrent que l’introduction de l’effet de la moyenne 

quadratique des efforts actionneurs dans la fonction objectif par le bais 

(introduction)  du facteur de pondération   augmente le temps de transfert    au 

fur et au mesure avec la minimisation du  , cela se traduit qu'on donne moins 

d'importance à la minimisation du temps de transfert de la trajectoire et par 

conséquent on évite le stade de la saturation des efforts actionneurs (profil bang-

bang) ainsi que les amplitudes maximales des vitesses articulaires devient 

minimales et les mouvements obtenus sont doux et plus facile à implanter sur le 

système. 
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5.3 Deuxième exemple: Robot planaire (2R) 

 

   Le robot considéré ici est celui de l'exemple précédent IBM 7535, on lui 

demande d'effectuer une autre tâche définie par des valeurs des variables 

articulaires de la configuration initiale                 vers une configuration 

finale             , les contraintes imposées sur ce robot manipulateur 

sont:|  |     et |  |   .  

   Les mouvements seront planifies pour une valeur fixe du coefficient de 

pondération     ,  nos résultats seront par la suite comparés avec celui 

présentes dans la référence [82].  

 

  

  

 

 

 

   

 

 

 

 

  

  

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Figure 4.8: Résultats de l'exemple 2 correspondants aux      
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  Figure4.9:Positions et vitesses articulaires        Figure4.10: Couples trouves     

         trouves  par [82] avec                                   par [82] avec        

     

 

 

 

 

  

 

 

 

    Figure 4.11: L'allure du mouvement      Figure 4.12: L'allure du mouvement  

        optimisé correspondant à  α=1         optimisé trouvée par [82] avec       

 

   Les résultats présentés (figure 4.8) montrent que le temps optimal pour exécuter 

la tâche est de 1.11s ce qui reste très raisonnable en comparant le temps trouvé 

par [82] qui a appliqué le Principe de Maximum de Pontriaguine PMP. 

Au niveau des commandes on remarque qu'elles sont continuées avec des 

basculements entre les limites des couples moteurs, et l'apparition des courtes 

zones de saturation sans qu'il y ait des violations des contraintes imposées sur les 

couples moteurs du robot ce qui reflète sur le temps optimal de transfert, toute fois 

l'auteur [82] trouve des commandes saturées de type Bang-Bang (figure 4.10). 
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5.4 Troisième exemple: Robot planaire (3R) 

   Nous allons considérer un robot planaire à trois articulations rotoide (3R),  ces 

paramètres D-H et inertiels sont regroupés dans (tableau 4.2), ce robot déplace 

d’une configuration initiale                       vers une configuration finale 

               avec des vitesses aux limites nulles. 

 

Tableau 4.2: Paramètres géométriques et inertiels du robot planaire 3R 

Segment 
i 

                                        

1 0 0.7 0 0    7 0.35 0.8 

2 0 0.5 0 0    5 0.5 0.5 

3 0 0.5 0 0    5 0.5 0.5 

 

Les capacités technologiques sont regroupées dans (tableau 4.3): 

Tableau 4.3: Capacités technologiques du robot planaire 3R 

Segment 
i 

  
    

      
 ̇ 

    

        
 ̈ 

    

         
 ⃛ 

    

         
  

    

      
1    3  8 10 30  

2       3  8 15 25  

3      3 8 20 25 

 

   Le critère à minimiser pour cette tâche est un critère mixte avec puissances 

quadratique, nos résultats seront comparés avec ceux présentes dans la 

référence [79].  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  4.13: Robot manipulateur planaire à trois articulations rotoide 
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 1ére cas:     (minimisation du temps de transfert)  

 

  

 

 

 

     

 

  

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

Figure 4.14: Résultats de l’exemple 3 pour         on trouve 
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2éme cas:         

 

  

  

  

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.15: Résultats de l’exemple 3 pour            on trouve         

      9 
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3éme cas:       

  

  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.16: Résultats de l’exemple 3 pour           on trouve          
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Figure 4.17: Résultats de l’exemple 3 pour             

on trouve                 
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Figure 4.18: Trajectoires optimales           Figure 4.19: Commandes optimales 

                  trouvées par [79]                                     trouvées par [79] 

 

  L’observation des résultats obtenus pour ce robot manipulateur qui a subi des 

contraintes géométriques, cinématiques et dynamiques montre qu’au fur et à 

mesure que le coefficient de pondération   augmente le robot prend moins de 

temps pour exécuter la tâche, ceci signifie qu’on a attribué beaucoup d’importance 

à l’exploitation des capacités au niveau des actionneurs; on remarque aussi que la 

première articulation développe des vitesses de déplacement toujours positives 

tandis que la deuxième et la troisième articulation ont des allures positives et 

négatives ceci du essentiellement au couplage dynamique entre les corps du 

robot. 

  

 Il est à noter que ce même exemple a été traite par [79] en utilisant la méthode 

SQP (Sequential Quadratic Programming) dont les ont considéré que la fonction 

objectif est un critère mixte avec puissance quadratique, pour             le 

temps de transfert trouvé est 5.76 ce qui signifie que nos résultats sont très 

attenants.   
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5.5 Quatrième exemple: Robot PUMA 560 (4R) 

   L'exemple que nous allons traiter dans ce paragraphe est un robot universel à 

quatre degrés de liberté de type PUMA 560, sa structure contient quatre 

articulations pivot, on lui demande d'effectuer un déplacement entre les deux 

configurations initiale et finale définissent dans (tableau 4.4), les paramètres de ce 

robot manipulateur sont représentés dans (tableau 4.5).    

    

   Nous allons utiliser un critère mixte temps-efforts quadratiques avec un 

coefficient de pondération α=0.1 les résultats obtenus sont représentés dans 

(figure 4.18) et comparés avec ceux présentes dans la référence [83].   

 

Tableau 4.4 : Tâche à réaliser par le robot 4R PUMA 560 

Articulation 
i 

1 2 3 4 

                ⁄     ⁄     ⁄  

             ⁄     ⁄       ⁄     ⁄  

 

Tableau 4.5 : Paramètres du robot 4R PUMA 560 

Articulation 
i 

1  2 3 4 

         0   ⁄  0 0 

      0 0 0.4318 0.4331 

      0 0 -0.15 0 

     ] 0 0.068 0.12 0.128 

     ] 0 -0.006 0 0 

    ] 0 -0.2275 0.012 0 

   
   ] 0 17.4 5.62 2.34 

             0 1.031 0.0143 0.00503 

             0 1.505 0.2324 0.00503 

           ] 0.35  0.620 0.2514 0.05504 

           ] 0 -0.023 0 0 

           ] 0 0.269 0.0047 0 

           ] 0 0.00709 0 0 

  
           97.6 186.4 89.4 20.1 
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Figure 4.20: Résultats de l’exemple 4 pour     1 on trouve          

 

 

  

 

 

  

 

 

 

 

Figure 4.21: Commande optimale trouvée par [83], pour     1,          

 



87 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Les résultats obtenus pour le robot universel PUMA 560 (4R) montrent que 

lorsqu'on donne plus d'importance à la minimisation des couples pour un facteur 

de pondération       on trouve un temps optimal de transfert égale à 0.87s, on 

remarque aussi que les allures des commandes (figure 4.18) sont similaires à 

celles présentés dans la référence [83] qui a trouvé un temps de transfert égale à 

0.83s en utilisant le Principe de Maximum de Pontriaguine PMP, 

malheureusement que cette référence ne donne pas les allures de déplacements 

et de vitesses articulaires.   

 

  
 

 
    

  
 

 
    

    

     

Figure 4.22: Aspect optimal de mouvement de robot PUMA 560 (4R) 
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   En effet, la simulation de ce robot manipulateur d'une vue 3-D (figure 4.19), 

montre le mouvement optimal de ce robot qui commence à partir de la 

configuration initiale et termine à la configuration finale. 

 

5.7 Cinquième exemple: Robot PUMA 560 (6R) 

   Nous allons traiter dans cette application un robot manipulateur à six degré de 

liberté de type PUMA560, sa structure contient six articulations pivot (figure 4.23). 

Ce robot manipulateur est chargé de faire un mouvement entre les deux 

configurations définies dans (tableau 4.6), le transfert doit être fait sans violation 

des contraintes géométriques, cinématiques et dynamiques représentées dans 

(tableau 4.7), les paramètres géométriques et inertiels de ce robot manipulateur 

sont présentés dans (tableau 4.8). 

 

 

  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.23: Robot manipulateur 6R de type PUMA 560 
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Tableau 4.6 : Tâche à réaliser par le robot 6R PUMA 560 

Articulation 
i 

1 2 3 4 5 6 

                ⁄       ⁄      

             ⁄    ⁄    ⁄    ⁄     ⁄    ⁄  

 

   Nous allons considérer dans cette application un critère mixte avec puissances 

quadratiques définis dans (3.14).      

  

Les contraintes imposées sont : 

Tableau 4.7 : Limites technologiques du robot 6R PUMA 560 

Articulation i 1 2 3 4 5 6 

  
                                       

 ̇ 
             8 10 10 5 5 5 

 ̈ 
             10 12 12 8 8 8 

 ⃛ 
             30 40 40 20 20 20 

  
               97.6 186.4 89.4 24.2 20.1 21.3 

  

 

Tableau 4.8 : Paramètres géométriques et inertiels du robot 6R PUMA 560 

Articulation 
i 

1 2 3 4 5 6 

          ⁄  0    ⁄    ⁄     ⁄  0 

      0 0.4318 0.0203 0 0 0 

      0 0 0.15005 0.4318 0 0 

       - 17.4 4.8 0.82 0.34 0.09 

       0 -0.3638 -0.0203 0 0 0 

       0 0.006 -0.0141 0.19 0 0 

      0 0.2275 0.07 0 0 0.032 

           0 0.13 0.066 1.8e-3 0.3e-3 0.15e-3 

           0.35 0.542 0.086 1.3e-3 0.4e-3 0.15e-3 

           0 0.539 0.0125 1.8e-3 0.3e-3 0.04e-3 

           0 0 0 0 0 0 

           0 0 0 0 0 0 

           0 0 0 0 0 0 
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Figure 4.24: Résultats de l’exemple 5 pour           on trouve 
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               Positions articulaires                                    couples moteurs du bras  

Figure 4.25: Résultats trouvée par [79], pour           

                   

 

 

   L'observation des résultats obtenus pour le robot manipulateur PUMA 560 (6R) 

montre que lorsqu'on a attribué une égalité entre le temps de transfert et la 

moyenne quadratique des efforts actionneurs soit          , on obtient une 

fonction de cout égale à 1.427s qui correspond à un temps de transfert optimal 

égale à 2.755s. 

  Sur le plan allure de trajectoires articulaires nous avons trouvé des allures 

similaires avec celles trouvées dans la référence [79], la différence réside dans les 

allures des dérivées des articulations articulaires et par conséquence dans les 

commandes articulaires car ce sont déterminées à partir de modèle dynamique 

inverse. 

   En effet, les résultats que nous avons trouvés sont de même ordre de grondeur 

que ceux présentés dans la référence [79] soit                    en utilisant 

le Principe de Maximum de Pontriaguine (figure 4.25).  

   La simulation de robot manipulateur PUMA 560 montre les aspects des 

mouvements optimaux pour les six articulations rotoide (les trois premières 

articulations qui représentent les corps plus les trois dernières articulations qui 

représentent l'organe terminal)      
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Figure 4.26: Aspect optimal de mouvement de robot PUMA 560 (6R) 
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4.7 Discussion des résultats: 

   A travers les exemples traités auparavant, et pour lesquels nous avons optimisé 

la trajectoire de différents robots manipulateurs on constate que les résultats 

obtenus  ont le même ordre de grandeur que ceux trouvés dans les références 

citées. 

   Pour le premier exemple, dans premier temps nous avons testé l'influence des 

nombres de nœuds sur la qualité des résultats obtenus, en conséquence nous 

avons trouvé qu'au fur et au mesure qu'on augmente le nombre de nœuds des 

fonctions splines cubiques la qualité des résultats est meilleure, par ailleurs 

l'utilisation d'un nombre important des nœuds peut pénaliser l'effort de calcul 

principalement le codage des chromosomes pour des systèmes qui possèdent un 

nombre de degré de liberté élevé, de ce fait nous avons fixé le nombre des nœuds 

égale à cinq (trois intermédiaire) pour les prochaines exemples, et dans un second 

temps nous avons étudié l'influence du coefficient de pondération sur les résultats, 

par conséquent nous avons trouvés une augmentation de temps de transfert au 

fur et au mesure avec la minimisation du facteur de pondération. Rappelons que 

ce premier exemple est mis juste pour voir l'influence de ces deux termes sur 

notre démarche.   

   Le deuxième exemple a été traité par [82], cette référence a utilisé le Principe de 

Maximum de Pontriaguine (PMP) ceci aurait pu constituer un test important de 

validation  de notre démarche car PMP est connu pour fournir la solution optimale 

du problème. En effet, les allures des positions articulaires que nous nous trouvés 

sont similaires à celles de la référence [82] la différence réside dans l'allure de la 

vitesse de la première articulation qui fournit une grande valeur ce qui reflète 

automatiquement sur les accélérations et par conséquent sur les commandes 

(type bang-bang) et le temps final de transfert. 

   Pour le troisième exemple, le critère minimisé est un critère mixte avec 

puissances quadratiques, le résultat obtenu est de même ordre de grandeur que 

celui publié dans [79] obtenu par la méthode SQP (temps de transfert égal à 5.76), 

la référence citée ne donne pas la valeur de la fonction objectif. En outre, les 

mêmes allures de trajectoires sont trouvées, la déférence réside toujours dans les 

autres allures ceci s'explique comme nous avons déjà dit aux modèles des formes 

de trajectoires choisis (Splines cubiques). 
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   Pour le quatrième exemple, l'auteur de la référence [83] a utilisé le Principe de 

Maximum de Pontriaguine (PMP), malheureusement les résultats fournis par cette 

référence ne permettent pas d'effectuer une comparaison complète. En effet, la 

valeur de la fonction cout ainsi que l'évolution des variables articulaires et de ces 

dérivées ne sont pas données. Les seules indications disponibles sont le temps de 

transfert (0.83 secondes) et l'évolution des couples articulaires. Pour notre part, 

nous avons trouvés une durée de transfert égale à 0.87 secondes ce qui reste très 

acceptables. 

   Dans le dernier exemple, nous avons traité le problème de planification de 

trajectoires pour un robot manipulateur universel de type PUMA 560 qui possède 

six articulations rotoide, cet exemple est considéré comme un cas concret pour 

juger notre démarche car le robot possède un nombre de degré de liberté élevé 

ainsi qu'il subit des contraintes géométriques, cinématiques et dynamiques, par 

conséquence les résultats que nous avons trouvés concernant la fonction cout et 

le temps optimale de transfert sont très proches à ceux obtenus par la référence 

[79] qui a utilisé une technique d'optimisation déterministe, la seule différence 

trouvées concernant les allures des dérivées des trajectoires articulaires s'exprime 

par le choix des fonctions splines cubiques utilisées pour modéliser ces 

trajectoires.   

   Cependant, l'utilisation d'une technique d'optimisation stochastique basée sur 

une recherche de caractère aléatoire ne donne pas exactement les mêmes 

résultats pour chaque exécution des codes de calculs. Pour cela, nous avons 

effectué une centaine d'exécutions du code de calcul pour le deuxième problème 

(2 d.d.l), nous présentons dans (figure 4.20) les résultats finaux trouvés.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.27: Reproductibilité des résultats du deuxième exemple. 
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   Concernant le temps de résolution, notre approche donne les résultats dans des 

temps de calcul acceptables: le premier problème à deux degré de liberté est 

résolu dans 6 seconds environs, celui de quatrième problème relatif à quatre 

degré de liberté est résolu dans 35 secondes et pour le dernier exemple il 

nécessite un temps de calcul de 210 seconds sur un PC de 2 GHz.  

     

4.8 Conclusion:  

   A travers ce chapitre, nous avons montré la possibilité de l’approche de nous 

donner des résultats plausibles et très satisfaisants aux problèmes de planification 

de trajectoires de robots manipulateurs. Nous avons pu traiter plusieurs exemples 

ou on a considéré toujours la dynamique du système avec un changement des 

autres paramètres (d.d.l, les contraintes imposées, la fonction objectif,..) de 

manière à tester l’habilité de cette approche à traiter les problèmes compliques.  

Toutefois, signalons les difficultés que nous avons déjà rencontrées pour trouver 

des cas typiques de comparaisons, en outre les problèmes résolus que nous 

avons pu obtenir ne donnent pas suffisamment d'informations (fonction objectif, 

les allures de mouvement, de vitesses et d'accélérations, temps de calcul) pour 

pouvoir effectuer des comparaisons complètes. En particulier, nous n'avons pas 

pu trouver de cas résolus incluant les frottements. 
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CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES 

 

 

   Le travail présenté dans ce mémoire traite le problème de planification 

optimale des trajectoires libres pour un bras manipulateurs il constitue en 

particulier une tentative d'amélioration des travaux réalisés auparavant sur les 

robots manipulateurs puis ont été élargies à la robotique mobile, notre objectif 

était d'exploiter les avantages obtenues dans les travaux de la robotique 

mobile et ensuite les appliques sur les robots manipulateurs. Ce travail est 

aussi, une recherche de nouvelle technique de résolution des problèmes de 

planification de trajectoires des bras manipulateurs qui offert l'efficacité et la 

facilité de la mise en œuvre et en même temps la qualité des résultats 

obtenus, en se référant à d'autres techniques disponibles dans la littérature. 

   Le problème de planification optimale du trajectoires le long d'une tache de 

transfert est formulé mathématiquement sous forme d'un problème 

d'optimisation sous contraintes dans lequel l'objectif est de minimiser une 

quantité physique représenté par une fonction objectif, tout en respectant 

certaines limitations et exigences de nature technologiques liées 

particulièrement au robot, à la tâche et à l'environnement, la résolution de ce 

problème conduit à la détermination de la trajectoire optimale que ce robot 

doit suivre ainsi que les commandes optimisées qui permettent d'engendrer 

un mouvement le long de cette trajectoire. Pour cela, ce mémoire a été 

partagé en quatre chapitres, nous avons consacré le premier chapitre aux 

définitions de certaines notions utilisées couramment et les différentes 

modélisations nécessaires à l'étude des bras manipulateurs. Tandis que dans 

le deuxième chapitre nous avons présenté les différentes méthodes de 

planification de trajectoire tout d'abord dans l'espace articulaire ensuite dans 

l'espace opérationnel nous avons vu que le choix d'un espace dépond du 

mode de description des trajectoires ainsi que la façon dont sont exprimées 

les contraintes. 

   Dans le troisième chapitre, notre premier objectif été de choisir une 

technique appropriée qui garde la simplicité de mise en ouvre 

indépendamment de la complexité du problème, et qui sera ainsi de caractère 
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générale pour pouvoir l’appliquer pour plusieurs type de problème sans qu’il 

sera nécessaire de modifier le code de calcul pour chaque cas traité. Pour 

cela nous avons adopté une approche qui a donnée des résultats sub-

optimaux pour les plateformes mobiles et nous avons exploité ces avantages 

pour la rendre applicable à notre problème, cette approche consiste en 

premier temps à dissocier la recherche des positions articulaires de la 

détermination du temps de transfert final T, en utilisant une normalisation de 

l’échelle de temps ce qui permet de transformer le problème à temps final 

inconnu en un problème équivalent dont les bornes sont totalement connus, 

par la suite ce profil de trajectoire sera décomposé en un chemin et en un 

mouvement sur ce chemin. La mise en œuvre de cette approche à nécessité 

de reformuler  le problème sur la base de ces idées, pour cela les contraintes 

géométriques, cinématiques et dynamiques seront transformées sous forme 

d’intervalles admissibles pour les valeurs du temps de transfert T, alors que 

les critères de performances sont réécrits sous formes d’une fonction à 

variable unique simple à optimiser. Il est à noter que la prise en compte des 

contraintes géométriques se fait par la fonction de chemin cela permet de 

sélectionner que les profils faisables pour poursuivre le processus 

d'optimisation. 

   Pour modéliser la forme de chemin et la forme de mouvement nous avons 

proposé un modèle constitué d'un ensemble de fonction splines cubiques de 

type "natural" pour la fonction chemin et "clamped" pour la fonction 

mouvement, les fonctions splines cubiques permettent d'assurer la continuité 

des vitesses, des accélérations et même des jerks et elles sont raccordées 

entre eux avec des nœuds qui sont laissés libres et peuvent prendre 

n'importe quelle position horizontale ou verticale, ceci permet de donner plus 

de flexibilité au modèle pour que la forme de profil peut prendre les formes 

voulues. Finalement, pour cette approche sera finalisée elle nécessite une 

technique d'optimisation appropriée pour générer les formes de profils et 

chercher parmi eux la forme optimale, pour cela nous avons choisi les 

algorithmes génétiques, l'avantage de cette technique par rapport aux autres 

et qu'on peut coder les paramètres de solution (chromosomes) pour limiter 

l'espace de recherche dans le cas des systèmes qui possèdent des 

contraintes géométriques, en effet le principe de base de cette technique 
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consiste à perturber les nœuds intermédiaires pour générer aléatoirement des 

profils des deux fonctions chemin et mouvement et par conséquence pour 

trouver un profil de trajectoire viable ce profil doit satisfaire toutes les 

contraintes, cette opération est refaite plusieurs fois est la meilleure valeur va 

être retenue.  

   Le quatrième chapitre a été consacré à l'examinait de l'approche proposée, 

la mise en œuvre à nécessité au début d'effectuer un choix concernant le 

nombre suffisant de nœuds libre. A cet effet, et après des tests effectués 

nous avons décidé de prendre cinq nœuds pour les prochains exemples. 

Tous les exemples que nous avons traités ont été comparés avec d'autres 

traiter par des techniques déterministes, les résultats obtenus ont montrés 

que la méthode peut approcher des solutions de type sub-optimal, ainsi que 

cette méthode possède une bonne capacité de reproduire les mêmes 

résultats et elle peut converger dans des temps de calcul acceptables.     

 

   Comme perspectives, nous envisageons divers aspect concernant le 

problème d'optimisation dynamique de trajectoires pour les systèmes 

robotisés: 

- La prise en compte des contraintes dans l'espace de travail à savoir 

l'évitement des obstacles stables ou mobiles, en exploitant l'avantage de 

décomposition du profil de la trajectoire. 

- Traiter des problèmes similaires en incluant les frottements dans la 

dynamique des robots.  

- Utilisation d'autres fonctions d'interpolation ou d'approximation (Bézier,            

B-Spline, …). 

- Extension aux robots manipulateurs sous actionnés. 

- Utilisation d'autres techniques d'optimisation (Réseaux de neurone, les 

algorithmes de fourmi, …). 



APPENDICE A 

TRANSFORMATIONS HOMOGENES - OPERATIONS MATRICIELLES 

 

 

Coordonnées généralisées: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    Les paramètres (réels et indépendants) qui permettent de définir la 

situation du corps Ci par rapport au corps Ci-1 sont appelés coordonnées 

généralisées. Dans l’espace, 6 paramètres suffisent à connaître la situation 

d’un corps. 

 

Matrices de transformations homogènes: 

   On introduit la notion de coordonnées homogènes (largement utilisées en 

informatique graphique) pour calculer les projections et perspectives d’un 

objet sur un écran, maintenant, très répandues en robotique. 

 

Coordonnées homogènes d’un point: 

   C’est un vecteur colonne à 4 composantes:  

 

  

 

 

 

 

 

corps Ci-1  

repère Ri-1  

articulation Ai  

repère Ri  

corps Ci  

X 

MY 

 

MY 

Y 

M 

O 

Z 



   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

|

|

 

   
 
  
 
  
 
 

 

|

|

 

Mx, My et Mz  sont les coordonnées de M dans le système Oxyz, la 4ième 

valeur est un facteur d’échelle égal à 1 en robotique. 

 

Coordonnées homogènes d’un vecteur libre: 

   C’est 1 vecteur constitué de 4 facteurs. Les trois premiers étant les 

composantes du vecteur libre, le 4ième est égal à 0. 

  ⃗⃗⃗  

|

|

 

   
 
  
 
  
 
 

 

|
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Transformations homogènes: 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

   
  transforme le repère Ri en Rj. Elle peut être une (des) translation (s) et/ou 

une (des) rotation (s). Cette transformation se définie par une matrice (4x4). 

Telle que : 

   
 

 

Oi 

Yi 

Xi 

Zi 

Oj 

Yj 

Xj 

Zj 



   
  ||

                    

                    
                    
    

||   

 |

        
        
        
    

|   |    
    

    
    

 | 

 

Ou:    
 ,     

  et     
  désignent respectivement les vecteurs unitaires suivant les 

axes Xj , Yj et Zj du repère Rj exprimés dans le repère Ri et où    
  est l’origine 

du repère Rj exprimée dans le repère Ri . Cette matrice peut être notée sous 

la forme partitionnée suivante: 

 

    |
    

    
  

 

    
| 

  

 

Ou:    
  représente la matrice de passage du repère Ri au repère Rj et   

  
  

représente l’origine du repère Rj exprimée dans le repère Ri. 

 

Translation pure: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Trois translations sont possibles : 

 T (x, Px) 

 T (y, Py) 

 T (z, Pz) 

Px 

Py 
yi 

yj 

xj xi 

oi 

oj 

zj 
zi 



Où : Px, Py et Pz représentent les translations respectivement par rapport à x, 

y et z. 

 

La transformation totale    
  

  est le produit des trois translations (l’ordre de 

multiplication est quelconque). 

   
   |

     
     
     
    

|  

 

   
   (    )   (    )   (    )  

 

Rotation pure: 

On peut considérer une rotation autour de x d’un angle θ de la manière 

suivante: 

   (   )   |

    
         
        
    

|   |

    
  (    )   
    
    

|  

 

Par analogie, la rotation autour de y d’un angle θ sera donc: 

 

   (   )   |

        
    

         
    

|   |

    
  (    )   
    
    

| 

 

Et la rotation autour de z d’un angle θ sera: 

 

   (   )   |

         
        
    
    

|   |

    
  (    )   
    
    

| 

 

Propriétés des matrices de transformations homogènes: 

Comme : 

    |
    

    
  

 

    
| 

  



 

Rotation pure: 

Pour une rotation pure:           
  

    

 

Translation pure: 

Pour une translation pure:                       
   |

   
   
   

| 

 

Matrice inverse 

Comme la matrice    
  est orthogonale:   

 
 
     

 
 
    

La matrice inverse est égale à la matrice transposée. Leurs éléments 

représentent les cosinus directeurs d’orientation. 

 

Transformation inverse: 

  
 
 
      

 
 
  

 

Rotation inverse: 

     (   )       (    )      (    ) 

 

Transformation inverse: 

L’inverse d’une matrice de transformation peut être écrit sous la forme 

suivante: 

 

  
 
 
   |

        
         
        
    

|   |

    
         
    
    

|  

 

Produit des transformations: 

Si un repère R0  a subit k transformations consécutives, la transformation 

totale sera égale à: 

  
 
     

 
     

 
           

   
       

   
    ∏   

   
 

   

   

 

 



Transformations composées: 

Composition de deux matrices:  

Si             |

    
       
    
    

|          et             |

    
       
    
    

| 

 

 

Alors:                                         |

    
              
    
    

| 

 

Avec:                                                                  

 

Produit des rotations: 

 

    (    )     
 (    )       

 (       )  

 

2 rotations autour du même axe u. 

 

    (   )        (   )         (   )      (   ) 

 

A condition que la rotation et la translation se fassent par rapport au même 

axe u. 

 

Décomposition de la matrice de transformation: 
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APPENDICE B 

REPERAGE D’UN SOLIDE DANS L’ESPACE 

 

 

 

Orientation d’un solide dans l’espace: 

   Dans l’espace, un solide libre et rigide possède 6 degrés de liberté. A un 

instant donné, il faut pouvoir le positionner et l’orienter par rapport à un repère 

fixe qu’on choisit préalablement. En robotique, ces paramètres représentent 

les coordonnées opérationnelles définies dans un espace opérationnel. La 

matrice de transformation s’écrit sous la forme: 

 

  |
    
    

|  |

        
        
        
    

| 

 

   La matrice A (3x3) représente la matrice d’orientation, la matrice P (3x1) 

celle de position. On associe le repère Rn à un solide, R0 étant le repère de 

référence fixe. Pour les paramètres de positionnement d’un solide dans 

l’espace, on utilise les coordonnées cartésiennes, cylindro-polaires ou 

sphériques. Quant aux paramètres d’orientation, on dispose des cosinus 

directeurs, angles d’EULER, des angles de roulis-tangage-lacet et des 

paramètres d’EULER (appelés aussi paramètres d’OLINDE-RODRIGUES ou 

quaternions). 

1. Cosinus directeurs: 

   L’orientation est définie par la donnée de trois vecteurs unitaires s, n 

et a qui sont les cosinus directeurs. La matrice correspondante s’écrit: 

 

    |

      
      
      

| 

2. Angles d'EULER: 

  L’orientation de Rn par rapport à R0 est donnée par 3 angles ψ, θ et 

φ. 



 

 

  

 

  

 

 

 

Angles d’Euler  

       Ψ : rotation autour de z0 (angle de précession). 

       θ : rotation autour de l’axe des nœuds   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (angle de nutation). 

       φ : rotation autour de zn (angle de rotation propre). 

La matrice d’orientation s’écrit : 

        (   )   (   )   (   ) 

Ou: 

       |

                                  
                                     

            
| 

 

3. Angles de Roulis-Tangage-Lacet (RTL): 

   L’orientation de Rn par rapport à R0 est donnée par 3 angles φ, θ et 

ψ désignent respectivement le roulis, le tangage et le lacet: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Angles de Roulis-Tangage-Lacet 

θ 

 

rot θ/ON 

 

φ 

 

Ψ 

 

rot Ψ/z0 

 

zn 

rot φ/zn 

 

yn 

x0 

xn 

y0 

N 

Axe des nœuds 

z0 

X0 

 

Z0 

 

Y0 

 

φ 

 

φ 

 
θ 

 
θ 

 Ψ 

 

Ψ 

 



 

 Rotation φ autour de z. 

 Rotation θ autour de y.  

 Rotation ψ autour de x.  

 

   La matrice d’orientation s’écrit: 

      (   )   (   )   (   ) 

 

     |
|

                                      
     

                                         
     

                

|
| 

 

4. Paramètres d'EULER: 

   L’orientation est exprimée par 4 paramètres décrivant une rotation 

unique autour d’un axe de vecteur unitaire u.  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Paramètres d'EULER 

 

On définit les paramètres d’EULER comme suit: 

        (   )  

            (   ) 

            (   ) 

            (   ) 

 
→ 

 
O 

 

zn 

 

x0 

 

xn 

 

y0 

 

z0 

 yn 

 

Axe de rotation 

 
θ 

 



 

La matrice d'orientation s'écrit: 
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APPENDICE C 

TECHNIQUES STOCHASTIQUES D’OPTIMISATION 

 

 

 

    Résoudre un problème d’optimisation, c’est trouver parmi un ensemble Ω de 

solutions possibles S, la solution S* minimisant (ou maximisant) une fonction objectif 

F(S) donnée. Les techniques déterministes sont efficaces à condition que F(S) soit 

continue et comporte très peu d’extremums (minimums locaux) sinon les 

développements mathématiques deviennent très lourds et difficiles à établir. De plus, 

elles se basent sur la construction d’une direction de recherche privilégiée dans Ω 

donc, le risque de manquer l’optimum global S* est d’autant plus grand quand F(S) 

comporte plusieurs optimums locaux. Dans ce cas, les techniques stochastiques qui 

se basent sur une recherche aléatoire de S* uniformément distribuée dans l’espace 

Ω sont préférées. Seules des informations sur les valeurs de F(S) sont nécessaires. 

Les techniques stochastiques les plus répandues sont : 

 • La technique de Monté-Carlo 

 • Méthode de Hill-Climbing 

 • Méthode de Monté-Carlo avec réduction d’intervalle 

 • Le recuit simulé 

 • La recherche tabou 

 • Les algorithmes génétiques 

  

1- Technique de Monté-Carlo: 

   Elle consiste à générer aléatoirement plusieurs solutions S, de les comparer en 

retenant à chaque fois la meilleure solution [36]. L’algorithme du cycle de base se 

présente comme suit : 

Générer aléatoirement une solution initiale S0 dans Ω 

Prendre S* = S0 

Générer aléatoirement une solution S dans Ω 

Evaluer F(S) 

Si F(S) < F(S0) alors S* = S 

Fin 

Répéter 



 

                                                                                            Nombre d’itérations 

Convergence d’une technique de Monté-Carlo 

 

   L’application de cette méthode semble aisée. Il suffit d’évaluer la fonction F à 

chaque tirage aléatoire de S. Le temps de calcul est infini. Pour des raisons 

pratiques, le processus de base est arrêté après un nombre d’itérations I suffisant 

pour que la solution recherchée soit acceptable. Pour réduire l’effort de calcul et 

accélérer la convergence, on introduit la notion de voisinage V(Si) défini par son 

étendue Li de la meilleure solution Si obtenue à l’étape i. Cette idée est exploitée 

dans les techniques de Hill-Climbing, Monté- Carlo, recuit simulé et recherche 

Tabou. 

 

2- Méthode de Hill-Climbing: 

   Elle propose d’effectuer une recherche dans un voisinage V(S) d’étendue fixe L 

centrée autour de la meilleure solution retenue [37]. 

 

Changement du centre dans la technique de Hill-Climbing 



 

 

La seule difficulté réside dans le choix de la taille de L. Un mauvais choix induit à : 

 • Piégeage de la technique dans un minimum local (L trop petit). 

 • Augmentation du temps de calcul (L trop grand). 

L’algorithme correspondant est comme suit : 

Générer aléatoirement une solution initiale S0 

S* = S0 

Centre de voisinage = S* 

Générer aléatoirement S dans le voisinage V(S*) ∈Ω 

Evaluer F(S) 

Si F(S) < F(S*) alors S = S* 

Centre du voisinage = S* 

Jusqu’à convergence 

 

3- Méthode de Monté-Carlo avec réduction d’intervalle: 

   C’est une version améliorée de la méthode précédente. Elle introduit un facteur de 

réduction de l’intervalle L. Lors du tirage initial, L est choisi large. Au fur et à mesure 

que le nombre d’itérations i augmente, la taille de L est réduite afin d’affiner la 

solution. 

   Soit E le nombre d’échecs successifs comptabilisés depuis la dernière amélioration 

(on considère un échec quand le choix de S fait augmenter F(S)). Quand E prend 

des valeurs significatives et pour rentabiliser le calcul, on réduit l’intervalle L. Pour 

cela, on se fixe un seuil Emax pour une prise de décision. 

L’algorithme correspondant sera alors : 

Générer une solution initiale S0 aléatoirement 

S* = S0 

Générer une solution S dans V(S*) ∈ Ω , évaluer F(S*) 

Si F(S) < F(S*) , alors S* = S 

Sinon compter E 

Si E = Emax 

Réduire V(S) 

Jusqu’à convergence 



L’efficacité de cette méthode dépend du choix du facteur de réduction de L et de 

Emax. 

 

4- Recuit simulé : 

   Le fait, à tout prix, de diminuer la fonction objectif  F(S) peut conduire à une 

situation de piégeage de la recherche autour d’un optimum local. L’idée de cette 

méthode est de faire échapper  F(S)  de cette situation (permettre l’augmentation de  

F(S)  pour pouvoir se déplacer vers l’optimum global)  [38, 39]. 

En métallurgie, le recuit est un traitement thermique qui consiste à chauffer un métal 

à un niveau tel qu’il permet l’équilibre physico-chimique et structurel d’un matériau et 

de le refroidir par palier afin que les atomes s’organisent de manière à le faire passer 

(le matériau) d’une configuration de haute énergie à celle d’énergie minimale. Ce 

passage obéit à la loi de Boltzman : 

P = exp [dE/KT] 

Ou : 

K : constante de Boltzman 

dE : différence d’énergie entre les niveaux initial et final. 

F   : température. 

P   : probabilité de passage d’un groupe d’atomes d’un niveau d’énergie  E1  à un 

niveau d’énergie supérieure  E2 

 

   Par analogie, les configurations stables correspondent aux solutions qui font 

diminuer la fonction objectif, les configurations instables font augmenter la fonction 

objectif. La loi de Boltzman adaptée s’écrit alors : 

 

P = exp[ΔF/T] 

Où : 

 ΔF = F(Si+1) – F(Si) 

 T correspond à un paramètre de contrôle 

 P représente la probabilité d’acceptation 

 

5- Recherche Tabou: 

   Cette technique consiste à se déplacer d’une solution à une autre en s’interdisant 

de revenir à une solution déjà rencontrée. On définit un voisinage V(S) pour chaque 



solution S en supposant qu’on dispose d’une liste Tab de toutes les solutions 

rencontrées depuis le début de l’exécution de la méthode. A partir de la solution 

courante Si on passe à une solution Si+1 ∈ V(Si) minimisant la fonction objectif et en 

ajoutant Si à la liste Tab. En pratique, ce processus utilise trop de place mémoire 

ainsi que le temps de calcul (on doit comparer chaque solution choisie avec tous les 

éléments de la liste Tab).Pour éviter cet inconvénient, la méthode Tabou préconise 

de conserver en mémoire la transformation élémentaire qui permet de passer de la 

solution courante à la suivante en s’interdisant d’appliquer son inverse (la solution 

courante n’est pas ajoutée à la liste Tab). La recherche tabou se prête bien au 

problème d’optimisation discret (optimisation dans les réseaux) [40] [41] [43] [43]. 

L’algorithme correspondant sera : 

Générer aléatoirement une solution initiale S0 

S* = S0 

Tab = Ø 

Répéter 

Générer une solution aléatoire S dans V(S*) ∈ Ω 

Si S ∉ Tab alors évaluer F(S) 

Si F(S) < F(S*) alors S* = S 

Sinon ajouter S à la liste Tab 

Jusqu’à convergence 

 

6- Algorithmes génétiques: 

   Les algorithmes génétiques sont une technique de recherche stochastique 

introduite par "Holland" dans les débuts des années 70, ils sont inspirés par 

l'évolution biologique des espèces et ils sont souvent utilisés dans l'optimisation 

globale d'une fonction F sur un espace de recherche S souvent très grand. Vu la 

facilité relative de la mise en œuvre de ces algorithmes et leur indépendance vis-à-

vis du domaine d'application, ces méthodes ont été largement utilisées pour les 

problèmes d'optimisation en intelligence artificielle et en robotique. [31] [32]  

  Ils sont basés sur des mécanismes de sélection naturelle et sur la génétique. A 

partir d’une population de solutions potentielles (chromosomes) initiale arbitrairement 

choisie, on évalue leurs performances en utilisant des opérateurs simples : la 



sélection, le croisement et la mutation et on recommence le cycle [42] [44]. Ces 

algorithmes diffèrent des méthodes précédentes par les deux points suivants : 

 

 • On utilise un codage des paramètres (solutions). 

 • On travaille sur une population de points au lieu d’un point unique. 

 

L’algorithme sera le suivant : 

Générer une population initiale 

Répéter 

Evaluer les performances de chaque individu 

Les sélectionner et les regrouper par paires selon leurs 

performances 

Générer une nouvelle population (appliquer les opérations 

de croisements et de mutations) 

Jusqu’à convergence 



APPENDICE D 

 

LA PROGRAMMATION NON LINEAIRE: 

 LA PROGRAMMATION QUADRATIQUE SEQUENTIELLE (PQS) 

 

 

   Un problème d'optimisation paramétrée se pose généralement de la façon 

suivante: 

    ( )

    
                                                                (1) 

Soumise aux contraintes suivantes: 

{
  ( )                            
  ( )                     
                                        

                                        ( ) 

Ou : 

 X est le vecteur des paramètres de conception ou de commande (    ). 

  ( ) est la fonction objectif qui restitue un scalaire pour tout vecteur de 

conception ( ( )      ). 

  ( ) est une fonction vectorielle qui restitue les valeurs des contraintes 

type égalité ou inégalité évaluée à X   ( ( )      ). 

    Dans l'optimisation avec contraintes, l'objectif général est de transformer le 

problème en un sous problème plus facile à résoudre à l'aide de processus 

itératifs. Une caractéristique des premières méthodes utilisées pour résoudre ce 

genre de problèmes est de transformer le problème original en un problème de 

base sans contraintes en utilisant une fonction de pénalité pour les contraintes. 

De cette façon le problème avec contraintes est résolu en utilisant une séquence 

de problèmes d'optimisation paramétrée sans contraintes, qui à la limite converge 

au problème avec contraintes. Ces méthodes sont considérées maintenant 



relativement inefficaces et ont été remplacées par des méthodes gravitant autour 

des équations de Kuhn-Tucker "KT". 

   Les équations de KT sont les conditions nécessaires d'optimalité pour un 

problème d'optimisation avec contraintes. Si le problème est ce qu'on appelle 

problème de programmation convexe, c'est-à-dire la fonction objectif et les 

contraintes sont convexes, dans ce cas les conditions de KT deviennent 

nécessaires et suffisantes pour un optimum global. En se référant au problème 

général, les conditions de KT peuvent être écrites comme suit: 

  (  )  ∑  
  

 

   

   ( )    

    ( 
 )                                                             (3) 

  
                               

     La première équation décrit une dépendance entre les gradients de la fonction 

objectif et les contraintes actives au niveau de la solution. Les multiplicateurs de 

Lagrange (          ) sont nécessaires pour équilibrer entre les variations 

dans les valeurs de la fonction objectif  et les gradients des contraintes. Du 

moment que seulement les contraintes actives sont inclues dans cette équations, 

les multiplicateurs de Lagrange correspondants aux contraintes inactives sont 

systématiquement nuls, ceci est implicitement indiqué dans les deux dernières 

équations de la relation (3). 

   La solution des équations de KT forme la base de plusieurs algorithmes de la 

programmation non linéaire. Ces algorithmes tentent de calculer directement les 

multiplicateurs de Lagrange. Les méthodes quasi-Newtoniennes garantissent une 

convergence super linéaire par accumulation d'informations du second ordre 

relatives aux équations de KT, en utilisant une méthode de mise à jour quasi 

Newtonienne. Ces méthodes sont généralement désignées par le nom de 

méthodes de Programmation Quadratique Séquentielle PQS (disponibles sous le 

logiciel Malab), du moment qu'un sous problème de programmation quadratique 

est résolu en chaque itération principale (ces méthodes sont également connues 

sous le nom de Programmation Quadratique itérative, Programmation 

Quadratique Récursive, etc.). 



   La méthode permet d'utiliser la méthode de Newton pour une optimisation avec 

contrainte généralement appliquée pour une optimisation sans contraintes. En 

effet, à chaque itération principale une approximation du Hessien de la fonction 

Lagrangienne est exécutée en utilisant une procédure de mise à jour. Elle est par 

la suite utilisée pour générer un sous problème de programmation quadratique 

dont la solution est utilisée pour former une direction de recherche pour une 

procédure de recherche linéaire. 

   Etant donné un problème d'optimisation décrit par les relations (1) et (2), l'idée 

de base est de formuler un sous problème de programmation quadratique en se 

basant sur une approximation de la fonction Lagrangienne: 

 (   )   ( )  ∑    ( )

 

   

                                                   ( ) 

Le sous problème de programmation quadratique est obtenu en linéarisant les 

contraintes non linéaires au tour du point    . 

Sous problème de Programmation Quadratique: 

Il est de la forme: 

    
 

 
          (  )

                                                     ( ) 

Sous les contraintes: 

   (  )
      (  )                                                            (   )                             

   (  )
      (  )                                                    (   )                        

Ce sous problème peut être résolu en utilisant n'importe quel algorithme de 

programmation quadratique, la solution est utilisée pour former un nouveau itéré: 

                                                                               ( ) 

La longueur du pas    est déterminée par une procédure de recherche linéaire 

appropriée de telle façon une croissance suffisante dans la valeur de la fonction 

de mérite   soit enregistré. 

Cette fonction   est construite comme suit: 



 (  )   (  )  ∑    

 

   

 (  )                                                        ( ) 

   (    )     {    
(  )    

 
}            

L'initialisation de paramètre de pénalité    est donnée par:  

   
‖  ( )‖

‖   ( )‖
 

   La matrice    est définie positive et approche la matrice Hessienne de la 

fonction Lagrangienne (4). Elle est initialisée par une matrice systématique 

définie positive, entre autres la matrice identité    peut être renouvelée par 

n'importe quelle méthode quasi Newtonienne bien que la méthode BFGS 

(Broyden, Fletcher, Goldfard, Shanno) soit la plus populaire. 

Mise à jour de la matrice Hessienne: 

   A chaque itération principale, une approximation quasi-Newtonienne définie 

positive de la matrice Hessienne de la fonction Lagrangienne H, est calculée en 

utilisant la méthode BFGS selon le schéma suivant: 

         
    

 

  
   

 
  
   
     

  
     

                                               ( ) 

Avec : 

            

   (  (    
 )  ∑  

  

 

   

   (    ))  (  (  
 )  ∑  

  

 

   

   (  )) 

L’algorithme associé est le suivant : 

Algorithme de Broyden, Fletcher, Goldfarb ET Shanno: [46] [47] 

1. Choisir    et    définie positive quelconque (par exemple     ) 

2. A l'itération k, calculer la direction de déplacement 



      
      (  ), 

            Déterminer le pas optimal     et poser: 

            , 

3. Poser          et       (    
 )    (  

 ) puis calculer 

         
    

 

  
   

 
  
   
     

  
     

 

4. Faire      . Retourner en 2 sauf si le critère d'arrêt est vérifié. 



APPENDICE E 

 

LE PRINCIPE DU MAXIMUM DE PONTRIAGUINE (PMP) 

 

 

 

   Il permet une prise en compte directe et exacte des contraintes de bornes 

sur toute variable de commande qui est, dans la plupart des travaux utilisant 

ce principe, l’effort actionneur. En effet, l’une des conditions de maximalité de 

ce principe assure l’appartenance de la commande optimale au domaine des 

commandes admissibles. Dans la suite, nous détaillerons la formulation 

mathématique de base de cette approche afin de déceler ses points forts et 

ses points faibles. 

 

1. Le modèle d’état: 

   La forme générale des équations du mouvement du système dynamique est 

de la forme : 

 

 ̇     (                         )                                 (2.01) 

Ou:  

• X: Le vecteur des variables d'état constitué des paramètres de 

positions et de vitesses articulaires. 

• u: Le vecteur des commandes (couples articulaires). 

    

   L’équation (2.01) constitue un système de 2n équations différentielles non 

linéaires du 1er   ordre.  Le travail du système est évalué par la fonctionnelle : 

 

   ∫    (                         )    
 

 

                                          (    ) 

 

   La commande u sera déterminée dans la limite des contraintes imposées 

pour que la fonctionnelle (2.02) soit minimisée. 

u   θ   (θ est l’intervalle des commandes admissibles). 



On désigne par l la valeur minimale de (2.02) et on introduit les notations 

suivantes : 

              
  

   
                      ∑  

 

   

    

   La fonction H représente le hamiltonien. A chaque instant, sur la trajectoire 

optimale, la commande optimale maximise H (Hmax = 0). Il est impossible 

d’utiliser directement ce résultat étant donné que les fonctions ψi (i = 1,2,…, 

n) sont inconnues. [6] 

 

2. Enoncé du principe: 

      ∑  

 

   

                                                                (    ) 

Les composantes ψi vérifient les équations suivantes: 

                                                                              (    ) 

   
  
     ∑  

 

   

 
   
   

                                                              (    ) 

 

3. Conditions aux limites: 

   Si les équations du mouvement ont la forme (2.01), il faut faire passer le 

système de l’état initial: 

   ( )                                                                   (    ) 

 

A l'état final: 

   ( )                                                                   (    ) 

 

 

 

De telle manière que la fonctionnelle (2.02) ait une valeur maximale. La durée 

T du processus n’étant pas fixée. Parmi les inconvénients de cette méthode, 

on peut évoquer : 

- La formulation du modèle dynamique d’un système peut être très 

complexe quand le nddl dépasse 3. 



- Le problème se compliquera davantage si on doit ajouter à cela les 

dérivées que nécessitent les conditions d’optimalité. 

- En présence d’obstacle, par exemple, la prise en compte des 

contraintes sur l’état du système pose un problème particulièrement 

ardu d’où, la nécessité d’introduire des artifices afin de traiter le 

problème dans sa totalité. 

 

   Si on opte pour une résolution numérique, le système différentiel nécessite 

une procédure d’initialisation d’une grande précision pour garantir une 

convergence vers un optimum global. [6] 

 



APPENDICE F 

INTERPOLATION POLYNOMIALE PAR MORCEAUX  

"SPLINES CUBIQUES" 

 

 

   Une interpolation polynomiale [48] entre les points [X0, Y0] et [Xn, Yn] peut 

être effectuée de la manière suivante :  

 Utiliser un polynôme de degré n s'écrit: 

 ( )  ∑   
 

 

   

 

Qui passe par tous les points intermédiaires [Xi, Yi], du fait qu'il possède (n-1) 

extremums, la courbe  ( ) va présenter des oscillations si n est trop élevé. 

Cette dernière ne sera pas régulière. 

 Utiliser un polynôme de degré faible pour éviter ces inconvénients en 

effectuant une interpolation par morceaux. On préconise des fonctions 

splines qui peuvent être linéaires, quadratiques ou cubiques. Pour leur 

caractère de stabilité, ces dernières présentent des avantages au 

niveau des nœuds de raccordement entre les morceaux (bon lissage 

de la courbe totale) à l'inverse des splines linéaires qui présentent des 

points anguleux. Il suffit d'assurer la continuité de la courbe totale. 



 

S(x) représente la courbe totale reliant tous les points [Xi, Yi]. 

 ( )  *  ( )+       ,     - 

Si(x) représente le morceau qui relie les points [Xi, Yi] et [Xi+1, Yi+1]. 

Si(xi) représente la valeur de Si(x) au point xi. 

   Soient (n+1) points tels que                    . 

La fonction S(x) est appelée spline cubique s'il existe N fonctions 

polynomiales Si(x) qui vérifient les propriétés suivantes: 

      ( )    ( )           (    )      (    )
      (    )

                 (   ) 

Pour tout   ,       - et pour i=0,1,…, n-1. 

      (  )                                                                                                       (   )   

   Qui implique que la courbe passe par tous les points. 

       (    )      (    )                                                                         (   ) 

   Qui implique la continuité de la courbe totale S(x). 

       
 (    )    

   (    )                                                                     (   ) 

   Qui implique que la fonction totale est lisse au niveau des nœuds de 

raccordement. 



        
 (    )     

   (    )                                                                   (   ) 

   Qui implique que les dérivées secondes sont continuées. 

Les inconnues des problèmes: 

   L'expression (E.1) contient 4 inconnues (                   ) pour l'intervalle         

[Xi, Xi+1]. Comme ces derniers sont au nombre de N ((N+1) points) alors, au 

total on doit déterminer 4N inconnues. 

Equations disponibles: 

   En principe, on peut établir (N+1) équations avec l'expression (E.2), (N-1) 

équations avec chacune des expressions (E.2), (E.2) et (E.2), ce qui fait au 

total (N+1)+3(N-1)=4N-2. Deux équations manquantes qu'on peut écrire aux 

extrémités de l'intervalle en faisant intervenir l'une des dérivés (première ou 

deuxième). 

Construction des courbes: 

   Dans l'intervalle [Xi, Xi+1] on peut toujours écrire que: 

   
 (  )     

 (  ) 

   
   

    
 (    )                          

  
 
    

 (  )  

 

 

 

 

 

 

 

La linéarité de la dérivée seconde est telle que: 

  
 ( )    

 (  )  (    )      



Ou : 

     
  

 ( )    
 (  )

       
 

Ce qui donne après calcul: 

   
 (  )     

 (  )     
 (   

)
      

       
    

 (     
)

    

       
                         (   ) 

On pose:              (  )                  (    )                (       )    

 

L'expression (E.6) devient: 

   
 (  )  

  

  
 (      )  

    

  
 (    )                                  (   ) 

On intègre 02 fois (E.7); ainsi on obtient: 

  ( )  
  

   

(       )
  

    

   

(     )
    (      )    (    )          (   ) 

Ou     et    représentent des constantes d'intégration. 

On remplace successivement dans l'expression (E.8)    par    et par     : 

     (  )  
  

 
  

       

       (    )  
    

 
  

       

D’où : 

   
  

  
 

     

 
                                                    

    

  
 

       

 
 

Les seules inconnues de l'expression (E.8) sont les termes {mi} qu'on peut 

trouver en dérivant la même expression. Ainsi, on a: 

  
 (  )   

  

    

(      )  
    

    

(     )
                                 (   ) 

 



Cette dernière expression est valable quand      . Alors: 

  
 (  )   

  

 
   

    

 
   

         

  
                          (    ) 

Elle est aussi quand       donc: 

  
   (  )   

  

 
     

    

 
     

       

    
                          (    ) 

En utilisant la propriété 4 et les expressions (E.10) et (E.11), on obtient une 

relation qui lie                  . Pour          . 

           (       )           (
       

  
 

       

  
)                (    ) 

L'équation (E.12) représente un système de (N-1) équations linéaires à (N+1) 

inconnues. Les deux équations manquantes sont obtenues aux extrémités. 

Une fois les valeurs de *  +   sont déterminées, les coefficients de la fonction 

spline   ( ) seront calculés comme suit: 

                                                                 
       

  
 

  (        )

 
 

     
  

 
                                                               

       

   
 

Chaque polynôme peut se mettre sous la forme: 

  ( )  {[    (    )      ](    )      }(    )               (    ) 

Ou:                                              



APPENDICE G 

FONCTION B-SPLINE 

 

1- Définition:[49] 

   Soit une suite non décroissante de réels positifs *               +, 

appelée suite de nœuds, qui contient l'ensemble des points de raccordement. 

Les B-splines d'ordre d=1 sont définies par: 

   *       +  

    ( )  {
                        
                                                

 

Et les B-splines d'ordre     (   ) par la relation de récurrence:                     

    *       +, 

    ( )  
        

                 
       ( )   

          

                 
         ( ) 

Lorsque plusieurs nœuds    sont confondus on pose 
 

 
  . Quand les nœuds 

sont équidistants, les B-splines sont dites uniformes. 

2- Propriétés des B-splines: 

   Avec les notations ci-dessous, on montre les propriétés suivantes: 

1.     ( )   ,   [               ]. De plus     ( )    

sur [               ]. 

2. Les B-splines d'ordre d sont des fonctions polynomiales par morceaux 

de degré au plus d-1. 

Si les nœuds sont tous distincts, ce sont des fonctions de classe Cd-2. 

Lorsqu'un nœud est de multiplicité        , les B-splines n'est 

que d - r - 1 fois continument dérivable en ce point. 

Si un nœud est de multiplicité d, il apparait alors une discontinuité dans le 

graphe de la B-spline. 



A partir des relations de récurrence, on a: 

 

 ̇   ( )  (   ) (
      ( )

                 
  

        ( )

                 
 ) 

Qui permet d'obtenir les dérivées successives des B-splines en tenant compte 

de la multiplicité des nœuds. 

 

 

 

 

   

 

  



 

LISTE DES SYMBOLES ET DES ABREVIATIONS 

 

 

 

 

PMP : Principe de Maximum de Pontriaguine. 

SQP  : Programmation Quadratique Séquentielle.  

 ( )  : Trajectoire articulaire. 

 (  )   ( )    ( )     ( ): Forme de la trajectoire, de la vitesse, de l'accélération et 

des jerks. 

 ( ) : Fonction de chemin. 

 ( )  : Fonction mouvement. 

    : Facteurs de pondération.  

        : Le temps final de transfert. 

         : Vecteur des couples moteurs (les commandes). 

       : Nombre de nœuds de raccordement des fonctions Splines Cubiques 

constituant  ( ).  

      : Nombre de nœuds de raccordement des fonctions Splines Cubiques 

constituant  ( ).  

        : Fonction objectif.  

  
      : Coefficients du frottement sec. 

  
      : Coefficients du frottement visqueux.  

        : Position initiale. 

       : Position finale. 

      : Configuration initiale. 

     : Configuration finale. 
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