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Nomenclature 

 

Lettres grecques :   

 Symbole                                                                                                                                Unité  

𝜶 : Angle d’incidence.                                                                                                            [𝑟𝑎𝑑]  

𝜷 : Angle de déflexion de volet du bord de fuite.             [𝑟𝑎𝑑]         

𝜸 : Angle de déflexion de volet du bord d’attaque.                                [𝑟𝑎𝑑]                    

𝝆 : Densité de l’air.                                                                                                                [𝐾𝑔/𝑚3]  

µ : Valeur singulière structurée                                                                                              [-] 

Lettres Latines : 

Symbole                                                                                                                              Unité  

𝑳 : La force de portance.                                                                                                        [N]  

𝑴 : Le moment aérodynamique.                                                                                            [kg.m²]  

𝑻 : L’énergie cinétique                                                                                                           [J]  

𝑼 : L’énergie potentielle                                                                                                         [J]  

𝑸𝒋 : La composante des forces extérieures qui travaillent selon de degré de liberté              [N]  

𝑼𝑱 : Le champ de déplacement                                                                                               [m] 

𝑰𝒄𝒈 : Le moment de l'inertie autour du centre de gravité                                                        [kg.m²]  

𝑰𝒆𝒂 : Moment d'inertie autour de l'axe élastique.                                                                    [Kg .𝑚2]  

𝒎 : La masse de l’aile                                                                                                            [kg]  

𝑽𝒄𝒈 : La vitesse du centre de gravité                                                                                      [m/s]  

𝑽ce : La vitesse de centre élastique                                                                                         [m/s]  

𝑽ca : La vitesse du centre aérodynamique                                                                            [m/s] 
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𝜹𝒉 : Le déplacement vertical virtuel                                                                                       [m]  

𝜹𝜶 : Le déplacement de tangage virtuel.                                                                                [rad]  

𝜹𝒘𝒑 : Le travail Virtual dû à la force de portance                                                                 [N.m]  

𝜹𝒘𝒎 : Le travail virtuel dû au moment M                                                                             [N.m]  

𝜹𝒘 : Le travail virtuel total                                                                                                     [N.m]  

𝑪𝒉 : Le coefficient d’amortissement pour le mouvement vertical                                         [Kg/s]  

𝑪𝜶 : Le coefficient d’amortissement pour le tangage                                                             [Kg.𝑚2/s]  

𝒉 : Déplacement vertical.                                                                                                       [m] 

c : La corde du profile d’aile           [m] 

𝒃 : Demi corde moyen de profile d’aile                                                                                 [m]  

a : La distance entre le centre de la corde et le centre de rotation                    [m] 

e : La distance entre le centre aérodynamique et le centre élastique                [m] 

𝒙𝜶∶ Le paramètre de déséquilibre statique                                                                              [-]  

𝒎𝑻 : La masse totale de l'aile et de sa structure de support                                                    [kg]  

𝒎𝒘 : La masse de l’aile seulement.                                                                                        [Kg]  

𝒌𝒉 : Le coefficient de rigidité structurel pour le mouvement vertical                                    [N/m]  

𝒌𝜶 : Le coefficient de rigidité structurel pour le mouvement de tangage                               [Nm/rad]  

C𝒍𝜶 : La dérivé de coefficient de portance par rapport à 𝛼.                                                     [-]  

C𝒍𝜷 : La dérivé de coefficient de portance par rapport à 𝛽.                                                     [-]  

C𝒍𝜸 : La dérivé de coefficient de portance par rapport à 𝛾.                                                      [-]  

C𝒎𝜶 : La dérivé de coefficient de moment par rapport à α                                                      [-]  

C𝒎𝜷 : La dérivé de coefficient de moment par rapport à β                                                      [-]  
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C𝒎𝜸 : La dérivé de coefficient de moment par rapport à γ                                                      [-]  

𝑺 : La surface de la section d’aile.                                                                                          [m²] 

𝑽 : Vitesse de l’écoulement                                                                                                    [m/s]  

𝒕 : Temps                                                                                                                                 [s]  

𝒕s : Temps de réponse                                                                                                              [s]  

𝑸𝒉 : La force généralisée selon h                                                                                            [N]  

𝑸𝜶 : La force généralisée selon α                                                                                            [N] 

𝑾: Pondération sur la perturbation associée à un paramètre structuré                                    [-]   

𝑊: Pondération sur la perturbation associée à un paramètre aérodynamique                          [-]   

w : Perturbation structurelle                                               [-]   

w : Perturbation aérodynamique sur le modèle instationnaire et approche quasi-stationnaire  [-]   

w : Perturbation aérodynamique sur le modèle approche instationnaire                                   [-] 

Z : Sortie auxiliaire du modèle approche instationnaire                                             [-] 

 z : Sortie auxiliaire du modèle incertain                                             [-] 

Les matrices et vecteurs : 

𝒙 ∈𝑅𝑛 : Vecteur qui représente les n variables d'état (vecteur d’état).  

𝒚 ∈ 𝑅𝑞 : Vecteur qui représente les q sorties.  

𝒖 ∈ 𝑅𝑝 : Vecteur qui représente les p commandes.  

𝑨 ∈𝑅𝑛×𝑛 : Matrice d’état du système linéaire. 

𝑩 ∈𝑅𝑛×𝑝 ∶ Matrice de commande d’un système linéaire. 

𝑪 ∈𝑅𝑞×𝑛 : Matrice d'observation d’un système linéaire. 

𝑫 ∈𝑅𝑞×: Matrice d'action directe d’un système linéaire. 



  
  

Nomenclature 

 

∆ : Matrice d’incertitude. 

I : la matrice d’inertie 

F: la matrice d’amortissement 

E : la matrice de rigidité 

Les fonctions : 

𝒅 : La fonction de dissipation de Rayleigh.  

G (s) : Fonction de transfert. 

𝝋(t) : La fonction de Wagner. 

Abréviations : 

ASE : Aéro-Servo-Elasticité. 

BF : Boucle Fermée. 

BO : Boucle Ouverte. 

CG : Centre de gravité (Centre de masse). 

CE : Le centre élastique. 

CA : Centre aérodynamique. 

LCO : Oscillations à cycle limité (Limit Cycle Oscillations). 

ARE : l’équation algébrique de Riccati (Algebraic Riccati Equation). 

MIMO: Multi-Input_ Multi-Output. 

DRE : l’équation différentielle de Riccati. 

LFT : Linear fractional transformation. 

SISO: Single-Input Single-Output. 

VSS : Valeur singulière structurée. 
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Résumé 

Ce mémoire traite la modélisation et le contrôle d’un système aéroélastique en régime 

instationnaire et en régime quasi stationnaire ,basant sur l’approche quasi stationnaire et  

instationnaire deux nouveaux modèles ont été développé à la base du modèle standard d’une section 

d’aile bidimensionnelle et avec deux surfaces de commande appelé TAMU WING II.  

La dynamique de ce dernier concerne le mouvement de tangage et le déplacement vertical. En 

appliquant la commande robuste H∞ et µ_analyse, une simulation en boucle fermée a été obtenue 

afin de réduire les oscillations et retarder l’apparition du phénomène de flottement.  

 

Mots clés : système aéroélastique, flottement, H∞, µ_analyse, commande robuste, régime 

instationnaire, régime quasi-stationnaire, TAMU WING II. 

 

Abstract 

This thesis deals with the modeling and control of an aeroelastic system in unsteady state and 

quasi-stationary regime, based on the quasi-stationary and unsteady approach. Two new models 

were developed at the base of the standard model of a wing section. Two-dimensional and with two 

control surfaces called TAMU WING II. 

The dynamic of the latter concerns pitching movement and vertical displacement. By applying 

the robust control H∞ and μ_analysis, a closed-loop simulation was obtained to reduce the 

oscillations and delay the appearance of the floating phenomenon. 

 

 Key words : Aeroelastic system, flutter, H∞, µ_analyse, robust control, unsteady state, quasi-

stationary regime robust control, TAMU WING II. 
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 ملخص

به الشالاقتراب من النظامين على  اداعتما، ثابتفي نظام غير ثابت وشبه  مرن نموذجومراقبة  دراسة مذكرةتتناول هذه ال

لتحكم ثنائي الأبعاد وبه سطحين لرئيسي لجناح النموذج ال جديدين على أساس مقاربيننموذجين تطوير ب مناقثابت وغير الثابت 

 .TAMU WING IIيسمى 

 H∞. من خلال تطبيق التحكم القوي العمودية والحركة بالحركة الانحرافية المائلة تتعلق ا الأخيرديناميكية هذ

 .الحرجةوتأخير ظهور الظاهرة  اهتزازاتلاالحصول على محاكاة الحلقة المغلقة لتقليل ا ، تمμ_analysisو

 

الظاهرة  ،متينتحكم  منظا ، ∞analyseµ_،H ،ثابتنظام شبه  نظام غير ثابت، مرن، يهوائنظام  :المفتاحيةالكلمات 

.اهتزازات ،  TAMU WING IIالجناح،  الحرجة
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Les constructeurs aéronautiques s’efforcent essentiellement d’assurer une meilleure fiabilité des 

appareils dans le cadre de la sécurité du transport aérien. 

Et pour cela aujourd’hui, ils s’intéressent précisément au problème de l’aéroélasticité, qui est 

l’étude de l’interaction entre une structure élastique et les forces aérodynamiques. 

Les problèmes d'aéroélasticité existent depuis l'origine de l'aviation, ils ont surgi avec le début des 

essais en vol des avions. Ce problème était minimal à de faible vitesse de vol, des facteurs de sécurité 

et des performances modérées sont exigées. Cependant, Les avions d'aujourd'hui, devraient repousser 

les limites physiques en termes de vitesse, d'altitude, de maniabilité, d'endurance, de portée et de coût. 

Les concepteurs se sont tournés vers des matériaux légers pour une utilisation avec les moteurs de forte 

puissance pour réduire le poids afin de transporter plus de carburant et de charges utiles. Ces matériaux 

légers induisent plus de souplesse que les matériaux d'aéronefs conventionnels qui, lorsqu'ils sont 

utilisés à des vitesses et des altitudes importantes posent des préoccupations aéroélastiques importantes   

[1]. 

Alors l’analyse aéroélastique, en effet, joue un rôle majeur dans la conception et la certification 

des avions civils. Le couplage aéroélastique entre la structure et le fluide apparait car les mouvements 

de la structure au sein de  l’écoulement génèrent des efforts induits. De plus, la turbulence dans la 

couche limite atmosphérique apporte, quant à elle, une contribution aux forces aérodynamiques. Son 

effet sur les avions peut avoir des conséquences d’un  inconfort pour les passagers jusqu’à la 

destruction de la structure d’aile  suite aux fortes intensités de turbulence. D’où la nécessité pour les 

constructeurs et les services étatiques qui certifient les avions de pouvoir modéliser finement ces 

phénomènes physiques souvent qualifiées sous le terme générique de « flottement » .Ce dernier 

constitue un des sujets les plus critiques et les plus importants [12]. 

Et afin d’éviter ce phénomène critique plusieurs techniques ont été proposées. Cependant, 

quelques méthodes restent inefficaces dû à leurs impacts négatifs sur les performances d’avion 

(augmentation de poids), mais avec les progrès de la technologie de contrôle et le développement de 

concept de l’aéroservoélasticité, le contrôle actif est devenu une solution pour retarder et supprimer ce 

phénomène tout en conservant les performances de l’avion (le poids) [2]. 

L’étude que nous présentons dans ce mémoire vise à modéliser la dynamique d’un profil d’aile et  

s’intéresse à l’établissement de flottement ainsi qu’à des moyens innovants pour le contrôler de 

manière active dans le cadre d’exploiter une commande robuste. 
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Ce manuscrit est divisé en quatre chapitres : 

Le premier chapitre est entièrement consacré à une vision générale sur l’aérodynamique, 

l’aéroélasticité et le phénomène de flottement ainsi que la solution proposée pour ce phénomène 

l’Aéro-servo-élasticité. 

Le deuxième chapitre est consacré à l’élaboration des équations aéroélastiques qui régissent le 

comportement dynamique du système aéroélastique. 

Le troisième chapitre traite les lois de commande optimale robuste H∞ et µ_analyse. 

Le quatrième chapitre fait l’objet de la présentation des résultats de simulation et aux différentes 

interprétations obtenues par l’application des deux stratégies de commandes.  

Enfin, nous clôturons ce mémoire par une conclusion générale et quelques perspectives 

envisageables. 
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Introduction : 
 

    Historiquement la conception des avions a subi d’importantes modifications suite à des progrès 

significatifs dans l’efficacité structurale des avions, notamment le rapport de la résistance des 

nouveaux matériaux (composites) à leur poids et à l’utilisation de systèmes de commande de vol avec 

une réponse rapide et une grande autorité, les concepteurs d’avion, en essayant de réduire le poids 

structurel de chaque nouvel avion ont fait augmenter la flexibilité de la structure d’un autre côté, les 

ingénieurs de la commande de vol ont développé de nouvelles fonctionnalités pour le système de 

commande automatique de vol qui ont amélioré la performance de l’avion, la stabilité et les qualités du 

vol, malheureusement, ces efforts ont été généralement indépendants les uns des autres jusqu’à ce que 

les premières analyses aéro servo-élastiques furent effectuée [1].  
 

L’Aéro-Servo-Elasticité est un sujet multidisciplinaire important dans l’ingénierie aérospatiale et 

pour cela (ASE) a été l’un des domaines de recherche aéronautique les plus actifs pendant les dernières 

années utilisée par les avions modernes qui combine entre : 

 Les forces aérodynamiques : aèro. 

 Le système de commande : servo. 

 Les forces structurelles : élasticité. 

On peut illustrer l’interaction de ces disciplines par la figure suivante [1] :  

 

Figure (I.1) : Interactions entre les domaines de l’ASE. 
 

L’influence de l’aéroservoélasticité sur la conception et les opérations de l’aéronef exige de 

comprendre complètement les surfaces de commande qui contribuent à l’établissement d’un modèle 

mathématique précis [6]. Un modèle aéroservoélastique considérera les interactions des forces 

aérodynamiques, inertielles et structurelles résultant du bouclage de la dynamique du système de  
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contrôle (Surfaces de commandes) avec le modèle aéroélastique. Ainsi, le modèle aéroservoélastique a 

une relation forte et bien définie avec ce modèle aéroélastique [1].  

Le concept d’un système aéroservoélastique peut être illustré par le schéma fonctionnel Figure (I.2) 

Les deux blocs principaux qui sont à l’intérieur représentent la boucle du système aéroélastique, le bloc 

de contrôleur est ajouté pour former la boucle d'un système aéroservoélastique, le système pourrait être un 

système de multi input/multi output (MIMO) [2]. 

 

Figure (I.2) : Schéma fonctionnel du concept du système aéroservoélastique. 

I.1. Notion sur l’aérodynamique : 
 

L'aérodynamique est une discipline qui considère des objets aux prises avec des écoulements [60] et 

une branche de la dynamique des fluides qui porte principalement sur la compréhension et l'analyse 

des écoulements d'air, ainsi qu'éventuellement sur leurs effets sur des éléments solides qu’ils 

environnent [61]. 
 

Outre la maîtrise de la traînée (force parallèle et opposée à l’écoulement) et de la portance (force 

perpendiculaire à l’écoulement), l'aérodynamique doit aussi prédire les efforts locaux exercés sur le corps, en 

particulier la pression, afin de calculer les déformations de sa structure [62]. 

I.1.1. Notions générales : 

 Angle d’incidence (angle d’attaque) : c’est un angle formé par la corde de profil de l’aile et 

le vecteur vitesse [4] [63].  

 Incidence et portance : Plus l'angle d'incidence est important plus la portance est grande (et 

plus la traînée augmente). Ceci reste vrai jusqu'au point de décrochage, où la portance commence à 

décroître à cause de la séparation des flux d'air sur l'extrados [68]. 

 

 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Tra%C3%AEn%C3%A9e
https://fr.wikipedia.org/wiki/D%C3%A9crochage_(a%C3%A9ronautique)
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 Décrochage : En aéronautique, le décrochage est la perte généralement brusque de portance 

d'un aéronef, ou d'une structure portante (aile, ailette ou rotor). Dans cette circonstance un avion n'est 

plus soutenu par l'air et chute [64].  

 

 Moments aérodynamiques : Ce sont les couples qui s’appliquent sur les trois axes d'un 

aéronef. On distingue les moments de tangage, de roulis et de lacet [69]. 
 

 Aérodynamique stationnaire : C’est l’étude dans laquelle les paramètres aérodynamiques 

restent invariables avec le temps où les écoulements d’air sont caractérisés par l’apparition de zones de 

recirculations dont la taille et l’angle de décollement croissent avec le nombre de Reynolds [58]. 
 

 Aérodynamique instationnaire : C’est l’étude dans laquelle les paramètres aérodynamiques 

varient fortement avec le temps, c’est lorsque les effets des écoulements d’air sur les éléments solides 

qu’ils environnent présentent des changements successifs au niveau des paramètres aérodynamiques [58]. 
 

 Aérodynamique quasi-stationnaire : C’est l’étude dans laquelle les paramètres 

aérodynamiques présentent des variations faibles avec le temps,et donc, ces variations peuvent être 

négligées et ces écoulements peuvent être considérés comme stationnaires dans le but de faciliter leur 

étude sans influencer l’exactitude des résultats [58].  
 

 La couche limite CL : C’est la zone d'interface entre un corps et le fluide environnant lors 

d'un mouvement relatif entre les deux, conséquence de sa viscosité [65].  
 

 

 Ecoulements laminaire et turbulent : Dans certains écoulements, les particules marquées 

diffusent très lentement c’est à dire s’écartent peu les unes des autres, les différentes couches 

(lamelles) glissent les unes par rapport les autres sans se mélanger d’une façon parallèle : l’écoulement 

est dit laminaire. Elle peut transiter précocement en turbulent. 

Au contraire dans d’autres écoulements les particules marquées s’éloignent très rapidement de manière 

" aléatoire, irrégulière, dans toutes les directions " les unes des autres, on ne retrouve plus de trace de 

marquage significative très près de l’endroit où le marqueur a été introduit : l’écoulement est 

dit turbulent [66]. 
 

 

 Ecoulement tourbillonnaire : Cas particulier de l’écoulement turbulent dépassé. Ce régime 

tourbillonnaire semble vouloir réorganiser l’agitation désordonnée de l’écoulement turbulent. Les filets 

d’air devisée dans tous les s’organisent se regroupent prennent une direction commune circulaire et 

associent leur intensité [67].  

 

 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Fluide_(mati%C3%A8re)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Viscosit%C3%A9
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 Fluide incompressible/ compressible : Le fluide est dit incompressible lorsque sa masse 

volumique ne dépend pas de la pression ou de la température. Généralement en statique des fluides, les 

liquides sont considérés comme incompressibles et les gaz sont compressibles [66]. 

 

I.2. Notion sur l'aéroélasticité : 
  

Les phénomènes d’interaction entre un fluide et une structure sont nombreux. Ils peuvent être 

classés par la nature des échanges entre eux : 

        – Couplage thermique : le fluide et la structure échangent de la chaleur 

        – Couplage chimique : un solide et un liquide réagissent entre eux. 

        – Couplage mécanique . . . 
 

L’aéroélasticité fait partie de cette dernière famille de type d’interaction [5], elle concerne les 

phénomènes d’interactions entre un écoulement aérodynamique et une structure souple élastique. 

D’une façon générale, le terme « aéroélasticité » recouvre l’étude des vibrations de structures 

dues à l’écoulement, où les déformations statiques des structures sous l’action des efforts 

aérodynamiques moyens, ce qui est le cas de ce mémoire : 
 

La forme d’un profil d’aile se caractérise par des formes arrondies, sans arrête vive, et une dimension 

longitudinale très supérieure à son épaisseur transversale. Le bord de fuite est formé de manière à 

produire une terminaison sans surface perpendiculaire à l'axe longitudinal. La vitesse autour des parois 

et dans le sillage reste peu perturbée par la présence de la structure. L'écoulement est non décollé, c'est 

à dire que la vitesse de l’air au voisinage des parois tend à rester globalement parallèle [13]. 
 

Autrement dit ce profil est ‘’élastique‘’ si les distances entre les masses élémentaires constituants la 

masse globale du système varient sous l’effet des différentes contraintes (Pression, température …etc.) 

et si ces distances sont invariables sous l’effet des contraintes, le profil est dit ‘’ Rigide‘’ [3]. 
 

         

                  

                                              Figure (I.3) Airbus A380 et sa voilure gauche  
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On distingue ainsi trois causes d’interactions écoulement-structure conduisant à des vibrations : 
 

 La turbulence de l’écoulement amont, qui produit un forçage instationnaire déclenchant une 

réponse vibratoire de la structure. Habituellement traitée sans tenir compte du couplage écoulement-

structure, cette réponse vibratoire ne peut être évitée a priori et doit être estimée.  
 

 Le détachement de tourbillons alternés, qui engendre une force aérodynamique quasi-

périodique. Si la fréquence de cette force s’approche de celle d’un mode propre de la structure, cela 

peut aboutir au phénomène d’accrochage où le couplage écoulement-structure devient fort. 
 

 Une vitesse moyenne de vent élevée, qui produit des efforts couplés avec le mouvement de la 

structure du fait de sa souplesse. Ces efforts induits par le mouvement peuvent rendre le système 

instable, au-delà d’une vitesse critique, par le biais de toute une panoplie de phénomènes de couplage 

désignés sous l’appellation générique de flottements.  

Ces trois mécanismes ne sont pas indépendants [8].  

 

I.2.1. Aperçu historique : 
 

Les phénomènes aéroélastiques ont joué un rôle majeur dès le début de l’histoire du vol propulsé. 

Le premier cas de flottement documenté date de 1916, et concerne le bombardier Handley Page 0/400. 

Suite à l’analyse du phénomène par Lanchester et Bairstow, le problème fut résolu en installant un 

tube de torsion solidarisant les deux gouvernes, un élément incontournable dans la conception des 

avions depuis lors [7]. 

 

 

Figure (I.4) Bombardier Handley Page 0/400 (1917) 
 

      Un autre cas important de phénomène aéroélastique apparût en 1927 sur le Bristol Bagshot. Au fur 

et à mesure de l’accroissement de sa vitesse, l’efficacité des ailerons diminuait, pour s’annuler et 

devenir négative au-delà d’une certaine limite. Le phénomène fût analysé avec succès par Roxbee Cox 

et Pugsley au début des années 30. Ceux-ci proposèrent des solutions pour remédier au problème, et 

furent aussi les premiers à utiliser le terme d’aéroélasticité pour d’écrire ces phénomènes. Il fallut 

cependant encore de nombreuses années avant que les critères de conception aéroélastiques prennent la  
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place importante qu’ils occupent aujourd’hui dans la mise au point de nouveau appareils, aussi bien 

civils que militaires [7].   

 

I.2.2. Les phénomènes aéroélastiques : 
 

 

  Il est possible de distinguer des phénomènes dans lesquels : 
 

– le fluide et la structure ont des masses volumiques comparables. 

– le fluide et la structure ont des masses volumiques très différentes : à priori la masse volumique 

du fluide est plus faible de celle de la structure. 
 

Les phénomènes aéroélastiques étudiés ici se situe dans cette seconde famille puisque le fluide est 

nettement plus “léger” que la structure [5].  
 

Les phénomènes aéroélastiques résultent de l’interaction entre différents types de force : 

– les forces élastiques, d’origine structurale. 

– les forces d’inertie, d’origine structurale également. 

– les forces aérodynamiques, induites par les déformations (stationnaires ou oscillatoires) de la 

structure d’une part, et résultant de perturbations extérieures (manœuvres, turbulence...ect) [56]. 

D’autre part les problèmes aéroélastiques n’existeraient pas si la structure de l’avion restait 

parfaitement rigide lorsqu’elle est soumise à un ´écoulement d’air. Les structures d’avion sont 

toutefois toujours plus ou moins flexibles, et cette flexibilité est la cause fondamentale des divers types 

de phénomènes aéroélastiques que l’on peut observer. 
   

Les effets inertiels peuvent également jouer un rôle très important, et on différenciera donc 

l’aéroélasticité dynamique, impliquant l’ensemble des trois forces reprises ci-dessus, et 

l’aéroélasticité statique, impliquant uniquement les forces élastiques et aérodynamiques. 
 

Il est classique de répertorier les divers phénomènes aéroélastiques selon le triangle des forces de 

Collar (figure 1.5). Les trois types de force résultant du mouvement élastique, aérodynamique, et 

d’inertie sont représentés par les trois sommets du triangle. Chaque phénomène aéroélastique peut être 

localisé sur ce diagramme selon sa relation avec les sommets. Ainsi, les phénomènes relatifs à 

l’aéroélasticité dynamique sont placés au centre du triangle, tandis que ceux relatifs à l’aéroélasticité 

statique sont placés sur le côté gauche. Le côté droit regroupe les phénomènes n’impliquant que les 

forces aérodynamiques et d’inertie, à savoir la dynamique de l’avion rigide traitée en mécanique du vol. 

La base du triangle est relative aux problèmes de vibration traités en dynamique des structures [56] [7]. 
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Figure (I.5) Triangle aéroélastique de Collar [7] 
 

 

I.2.2.1. Phénomène d’aéroélasticité statique : 
 

 C’est un phénomène dans lesquelles la structure se déforme suite aux forces aérodynamiques 

s’exerçant sur elle-même [56]. 

Le meilleur exemple de ce type de phénomènes est la forme d’un avion en vol de croisière [5]. 

Lorsqu’un avion vole en croisière, l’aile se déforme sous l’effet des forces aérodynamiques au terme 

d’un transitoire et sous certaines conditions la forme d’une aile ne varie pas pendant de grands intervalles 

de temps, elle peut donc être considérée comme statique.  

Les phénomènes d’aéroélasticité statiques peuvent également causer l’endommagement et la rupture 

du système. Tout d’abord, si les déformations imposées génèrent des contraintes structurelles 

supérieures à celles acceptées par la structure, le système se déformera de manière irréversible 

(Déformation plastique) ou se rompra. Ensuite, la modification de la forme de l’avion peut modifier la 

position du foyer aérodynamique de l’avion et donc perturber l’équilibre et la stabilité de l’avion 

(Modification de la marge statique) : il est donc important de connaître la forme de l’avion en vol.  
 

Enfin, un phénomène d’aéroélasticité statique peut diverger : il s’agit alors d’une divergence statique. 

Dans ce cas, la position d’équilibre entre le fluide et la structure est instable : les efforts génèrent des 

déformations qui modifient la forme de l’avion, cette nouvelle forme provoque des efforts plus 

importants qui régénèrent des déformations plus grandes [16]. 

 Donc le phénomène d’aéroélasticité statique peut être vu comme un problème d’équilibre entre le 

fluide et la structure [5].  
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I.2.2.2. Phénomène d’aéroélasticité dynamique :  

Ce phénomène se caractérise par une évolution dans le temps du système aéroélastique. Parmi les 

types de ce phénomène : 

– Les phénomènes autodéterminés dans lesquels l’évolution du système au cours du temps est 

provoquée par une instabilité propre au système. Ce type de phénomène correspond au flottement. 

 – Les phénomènes forcés dans lesquels l’évolution temporelle du système est provoquée par une 

action extérieure .Notons par ailleurs il est toujours possible de considérer les phénomènes 

d’aéroélasticité statique comme un cas particulier des phénomènes d’aéroélasticité dynamique [5]. 

 

I.3. Le flottement : 
 

 

I.3.1. Définition de flottement : 
 

 

Le flottement est le phénomène d’aéroélasticité le plus connu car il est présent dans de nombreux 

domaines tels que : 
 

– les turbomachines : flottement d’aubes de compresseur ou de turbines 

– le génie civil : pont de Takoma, 1940. 

– l’aéronautique : flottement des ailes d’avion [9]. 
 

 Le flottement est une instabilité oscillatoire aéroélastique caractérisé par la perte d'amortissement 

due à la présence de charges aérodynamiques instationnaires [10] et il se produit lorsque 

l’amortissement aérodynamique devient négatif et sa valeur absolue supérieure à celle de 

l’amortissement structural [49].  
 

Mathématiquement, Le flottement se produit lorsqu'au moins une des parties réelles des valeurs 

propres (pôles) d'une matrice (système) atteint zéro ou devient positive, ce qui signifie que le 

coefficient d’amortissement du système devient nul ou négatif au moment de flottement.et lorsque ce 

coefficient devient égale ou inférieure à zéro à certaines vitesses de débit, l'oscillation commencera à 

l'auto-excitent et diverger. Par conséquent, la vitesse d'écoulement correspondante à l'amortissement 

du système zéro est défini comme étant la vitesse de flottement critique [10].  
 

Et pour cela le flottement est un phénomène gênant et très dangereux. C’est pourquoi il très étudié. 

Il se déclenche sans prévenir car aucun indice ne permet de déceler l'approche de la vitesse critique. La 

rapidité avec laquelle la vibration s'amplifie varie selon les cas, mais le plus souvent elle est telle que 

la rupture survient avant que l'on ait eu le temps de réduire la vitesse pour quitter le domaine 

d'instabilité [55]. 
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Figure (I.6  Arrachement de la gouverne de direction d’un Airbus A310-300 suite à du flottement 
 

I.3.2. Les critères de flottement : 

I.3.2.1. Amortissement : 

L’amortissement est un facteur très important dans le calcul de flottement puisqu’il est à l’origine 

de la stabilité ou l’instabilité aéroélastique et on distingue deux types d’amortissement : 
 

 Amortissement structurale :Il a pour origine l’hystérésis du matériau et le flottement au 

niveau des joints et de connexion entre les différents composants de la structure d’avion, il est quelque 

fois supposé négligeable ou bien estimé expérimentalement [55]. 
 

 Amortissement aérodynamique : L’amortissement aérodynamique dû au déplacement 

d'énergie dans l'air. 

Néanmoins, l’amortissement présente l’inconvénient d’être très sensible aux bruits et erreurs, et 

l’extrapolation de son évolution pour prédire le flutter est souvent erronée [11].  

 

I.3.2.2. Fréquence : 

 Le critère fréquentiel est un bon indicateur de l’instabilité et un moyen de surveillance du flottement ; 

le couplage aéroélastique s’illustre par ce qu’on appelle une coalescence modale qui admet qu’à 

l’approche du flutter, des modes commencent à fusionner en un seul mode. Le suivi des modes concernés 

par le couplage montre un rapprochement entre les fréquences modales au fur et à mesure qu’on évolue 

vers l’instabilité. 

Mais en pratique, ce critère fréquentiel ne peut pas être une alternative à l’amortissement et n’est utilisé 

que pour indiquer une évolution du système vers l’instabilité [11]. 
 

  I.3.2.3. Marge de flottement : 

Le critère de la marge de flottement est un indicateur de prédiction du flutter qui mesure 

l’interaction entre les modes et qui utilise à la fois l’information sur les fréquences et les 

amortissements et constitue une alternative intéressante à l’amortissement pour le flutter binaire ce  
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critère est peu sensible aux erreurs sur les amortissements, paraît moins difficile à estimer dans un 

environnement bruité que le critère d’amortissement [11]. 

 

 I.3.3. Types de flottement : 

I.3.3.1. Flottement classique (à 2ddl) : 
 

 Le flottement classique concerne généralement les profils d'aile souples. Il s’agit d’une instabilité 

dynamique résultant d'un couplage élastique des mouvements de torsion d’une voilure et de flexion 

verticale de l'aile.  

Donc c’est un couplage à deux degrés de liberté [19] dont les fréquences naturelles sont modifiées par 

les forces aérodynamiques (aero1) ou le déphasage entre le chargement aérodynamique de l’aile et ses 

vibrations entraine des modifications de ses fréquences propres en torsion et en flexion et ces variations 

de fréquences dépendent de la vitesse d’écoulement [48].  

Si les fréquences de torsion et de flexion se rejoignent pour une vitesse de vent donnée, la dynamique 

du système devient instable dans le sens que le mouvement sera amplifié très rapidement. [59] 
 

 Dans ce problème, l'écart de fréquence naturelle entre le mouvement de torsion et celui de flexion 

est fondamental plus celui-ci est grand, plus la vitesse critique sera grande.  

Ces phénomènes d’instabilités dynamiques peuvent être étudiés analytiquement dans le cadre 

d’analyses linéaires qui sont pertinentes dans l’optique d’une recherche paramétrique de 

déclenchement d’instabilités. Ce sera le cas pour cette étude. Cependant, beaucoup de systèmes réels 

ont des comportements non-linéaires, particulièrement quand les amplitudes du mouvement croissent, 

et peuvent conduire à un état stationnaire de vibrations entretenues, appelées « LCO cycles limites » 

au lieu d’un départ directement en flottement. 

 

 LCO (Limit Cycle Of Oscillations) : Les LCO sont des oscillations harmoniques entretenues 

de faible amplitude, provoquées par des non linéarités de nature aérodynamique et de nature 

structurale.  

Néanmoins, elles contribuent à la fatigue des composants de la structure et peuvent ainsi provoquer 

une rupture à long terme [12]. 

 

I.3.3.2. Flottement de décrochage (à 1ddl) : 
   

 Le flottement de décrochage : est une instabilité qui s’applique à un mouvement de 

flexion seul, ou de torsion seul. Cette instabilité provoque des efforts aérodynamiques qui ajoutent un 

amortissement aéroélastique [48]. Ce dernier résulte par un déséquilibre entre l’amortissement 

structural et un amortissement aérodynamique négatif, consécutivement à de mauvaises  



   

 

 

 CHAPITRE I 

 
                                                                                       Généralités 

13 

 

 

caractéristiques aérodynamiques [13] en déformant la structure ou l’instabilité de flottement se 

déclenche.  
 

Cette déformation modifie l'écoulement d'air [59], au lieu de dissiper l’énergie de la structure, 

l’écoulement se met à lui en fournir de plus en plus à chaque période [48] qui en retour modifie la 

déformation, et ainsi de suite [59] La vitesse critique est déterminée lorsque l’amortissement total du 

système 0 s’annule [13]. Au-dessus de cette vitesse, il peut arriver que les propriétés aérodynamiques de 

la structure soient telles que l'énergie de ces oscillations soit captée par la structure qui n'arrive plus à la 

dissiper. L'amplitude vibratoire augmente progressivement jusqu’à la rupture. 
 

 Lorsque le flottement de décrochage s’applique à un mouvement de flexion, le phénomène prend le 

nom de « galop ». 
 

 

 La divergence : ou flottement à fréquence nulle est une instabilité statique dans laquelle les 

efforts aérodynamiques des jets créent une raideur aéroélastique négative qui annule la raideur 

structurelle de la bande et qui peut conduire à la destruction quasi immédiate de la structure [14].Celle-

ci n’est alors plus rappelée vers sa position d’équilibre et s’en écarte à la moindre perturbation [48]. 

 

I.3.4. La prévention contre le flottement : 

Pendant de nombreuses années, les pionniers de la conception aéronautique ont été confrontés à des 

problèmes aéroélastiques et ils les ont résolus par une technique passive or elle est habituellement 

inefficace [15] De l'autre côté, avec l’évolution la technologie de contrôle a été introduite dans le 

domaine de l'aéroélasticité. Le nouveau domaine qui a émergé comme une intersection de la technologie 

aéroélasticité et des structures contrôlées est nommé « Aéroservoélasticité ». Son objectif principal est 

de modifier le Comportement aéroélastique d'un système en introduisant des forces de contrôle calculées 

[16]. 

 
 

I.3.4.1. La commande passive : 
 

Le principe de la commande passive consiste à modifier structurellement le système à commander 

afin qu’il réalise au mieux les fonctions souhaitées. Connue également sous la dénomination de 

commande structurelle, cette technique s’applique principalement dans les domaines du contrôle des 

vibrations (acoustiques, mécaniques) affectant les structures mécaniques et dans le domaine du contrôle 

des écoulements laminaires et turbulents [17].  
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I.3.4.2. La commande active : 
 

La commande active de stabilité aéroélastique est une technologie multidisciplinaire issue de 

l’interaction entre la structure flexible de l’avion, les forces aérodynamiques qui résultent de 

mouvement de l’avion et les systèmes de commande de vol [1]. 

         D’une manière globale, les éléments essentiels pour une commande active sont : 
 

 Le type de la commande : Qui est choisi en tenant compte de plusieurs paramètres (Comme 

la robustesse et la tolérance aux erreurs ; …etc.). Parmi ces commandes, ils existent : 
 

 Les commandes PID classiques (Proportional Integral Derivative) ; 

 La commande LQR (Linear Quadratic Regulator) ; 

 La commande LQG (Linear Quadratic Gaussian compensator) ; 

 La commande H∾ ; 

 La commande 𝜇 analyse…etc. 
 

 Les servo-actionneurs : Qui sont des sous-systèmes dont les fonctions de transfert sont 

généralement du 1er ou du 2nd ordre, et qui se mettent entre calculateurs et surfaces de contrôle. Ils doivent 

avoir un comportement stable, et ils sont très importants pour la conception d’une stratégie de 

stabilisation.  
 

 Les surfaces de contrôle : Qui se trouvent au niveau des ailes et des gouvernes de 

l’aéronef [3]. 

 
 

I.4. Les surfaces de contrôles d'un aéronef (Les surfaces mobiles) : 
 

Les surfaces de contrôle (ou surfaces mobiles) servent à assurer la manœuvrabilité et l'équilibrage 

d'un avion. A noter que les surfaces d'hypersustentation comme les volets et les becs ne sont pas 

considérées comme des surfaces de contrôle [19]. 

 

 

Figure (1.7) : Constituants de l'aile 
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I.4.1. Ailerons : 

Les ailerons sont des gouvernes de bord de fuite, situés dans la continuité de la voilure au neutre, et 

susceptibles d'être braqués vers le bas (angle de braquage de la gouverne 𝛿𝑃 > 0) qui génère localement 

de la portance ou vers le haut (𝛿𝑃 < 0) qui permet de réduire la portance. 

Aux fortes pressions dynamiques, le braquage positif (respectivement négatif) de l'aileron induit des 

effets aéroélastiques qui créent un moment de torsion sur la voilure. [19] 

 

I.4.2. Les hypersustentateurs : 

Le but des hypersustentateurs est d’augmenter la portance aux basses vitesses, et rabaisser ainsi la 

vitesse de décrochage. Il y a deux types de ces dispositifs : 

 

 Les volets (flaps) : Ils se situent au bord de fuite de l'aile entre les ailerons et le fuselage. Ils 

augmentent la courbure de l'aile, donc la portance et la traînée ou l'angle de déflexion des volets 

(modification progressive de la stature initiale des volets) dépend de la phase de vol de l'avion. 

 

 Les becs d'attaque (slats) : sont les dispositifs du bord d'attaque. Il s'agit d'une partie du 

bord d'attaque de la voilure qui s'étend vers le bas et vers l'avant. Ils permettent : 
 
 

 une plus forte incidence que les volets du bord de fuite ; 

 le retardement du décollement des filets d'air sur l'extrados par effet de fente ; 

 une augmentation de la cambrure ; 

 une augmentation de la surface alaire [70].

http://tpe-ailes-avion.e-monsite.com/pages/lexique.html
http://tpe-ailes-avion.e-monsite.com/pages/lexique.html
http://tpe-ailes-avion.e-monsite.com/pages/lexique.html
http://tpe-ailes-avion.e-monsite.com/pages/lexique.html
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Introduction :  

La modélisation des phénomènes aéroélastique est basée sur le couplage entre les forces 

aérodynamiques et les forces élastiques [20] pour lequel la structure est caractérisée par sa raideur 

élastique, son inertie (masse et moment d’inertie), éventuellement sa capacité à amortir le mouvement 

(coefficient d’amortissement) [42]. 
 

Donc il convient de résoudre simultanément les équations de la mécanique des fluides et celle de la 

mécanique des structures [57] afin d’obtenir un modèle mathématique qui permet de décrire et prédire 

le comportement dynamique d’une structure flexible [42]. 
 

Dans le cadre de cette étude, on assimilera l’aile à un système à deux degrés de liberté correspondant 

aux deux premiers modes de vibration en flexion et torsion.  
 

Lorsque cette aile est soumise à des influences externes, en appliquant le formalisme de Lagrange 

afin d’obtenir les équations du mouvement du système.  
 

Les équations obtenues sont à deux degrés de liberté où la force et le moment aérodynamique sont 

obtenus par le développement de la fonction de Wagner dans un écoulement instationnaire. A partir cette 

fonction, un nouveau modèle a été développé par l’approche dite approche quasi stationnaire .Et d’autre 

part, à partir des équations obtenues dans un écoulement quasi stationnaire couplés avec des incertitudes 

aérodynamiques on obtient un nouveau modèle nommé approche instationnaire. 
 

Ensuite, les incertitudes structurelles ont étés introduites dans ces différents modèles nominaux 

obtenus pour avoir des modèles incertains proche du réel. 
 

Une fois le modèle mathématique est obtenu, une application numérique est faite sur le modèle d’aile 

réel dénommé TAMU WING II [3]. 

 

II.1. Hypothèses du modèle : 

     Afin de faciliter l’étude de notre système, on effectue des hypothèses afin d’éliminer les effets 

physiques de faible importance, les hypothèses considérées dans notre cas sont : 
 

 L’effet de la gravité est négligé, 

 L’angle de tangage α est supposé faible [2]. 

 

   II.2. Description du mouvement de l’aile : 

    Dans cette section, nous présentons la modélisation de l’aile retenue pour l’étude du flottement, 

ainsi que les équations qui en découlent [21]. 
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II.2.1. Section typique : 

   Dès les premiers travaux sur l’aéroélasticité, les chercheurs ont remarqué que le comportement 

global de l’aile de l’avion pouvait se ramener à celui d’une section typique prise au 3/4 de l’aile à 

partir de son emplanture comme s’est schématisé sur la Figure II.1. 

 
 

Figure (II.1) : Représentation schématique de la section typique d’une aile d’avion. 

 

Si les effets tridimensionnels des efforts aérodynamiques sont négligés, le modèle classique à deux 

degrés de liberté : mouvement vertical h (la flexion) et le mouvement de tangage α (la torsion) qui est 

représenté sur la figure II.2.  

 

Figure (II.2) : La géométrie de la section typique à deux degrés de liberté  

 

Le premier mode de flexion de l’aile (pompage) se résume au niveau du profil par une translation 

dont le déplacement noté h, compté positif vers le bas ou l'aile peut faire un mouvement de tangage 

autour d'un axe élastique qui est défini comme étant l’axe perpendiculaire à l’axe de cisaillement.  

 Ce mode est caractérisé par un dissipateur visqueux d’amortissement Ch et sa rigidité structurale 

est modélisée par un ressort de raideur Kh (𝐊𝐡 est supposé constant). 

Le premier mode de torsion de l’aile (tangage) se résume à un mouvement de rotation au niveau du 

profil dont l’angle formé avec l’horizontal noté ⍺ (angle d’attaque), il est compté positivement dans le 

sens anti-trigonométrique.  

Ce mode de tangage est caractérisé par un dissipateur visqueux d’amortissement C⍺ [21] ainsi la 

rigidité structurale pour ce mouvements est modélisée par un ressort de torsion de raideur K⍺ avec [3] : 

 𝐾𝛼 = ∑  𝐶𝑖𝛼
𝑖−1𝑛

𝑖=1 et      𝐶𝑖 ∈ 𝑅                                  (II.1)  

La corde, qui relie le bord d’attaque au bord de fuite, est de longueur C [21]. 

La section typique possède trois points remarquables qui se situent sur la corde : 
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1- Le centre aérodynamique, noté « CA » où la résultante des efforts aérodynamiques s’applique. 

 Ce point dépend de l’angle d’attaque. Concernant les profils minces, il est situé au quart avant pour les 

faibles angles d’attaque et se déplace jusqu’à la mi-corde pour les angles d’attaque très élevés. 

2- Le centre de rotation (centre élastique) noté « CE » et distant de XCE du bord d’attaque. C’est 

autour de ce point que se fait la rotation du mode de tangage. 

Le paramètre b est la demi-corde (b = C /2) tel que  −1 < 𝑏 < 1 , le paramètre a est la distance entre le 

centre de la corde et le centre de rotation de la section et le paramètre e tel que −1 < 𝑒 < 1    

(𝑒 ≈ 𝑋𝑐𝑒 − 𝐶/4) ou la distance entre « CA » et « CE » notée « e », détermine  le moment exercé par 

les forces aérodynamiques [21] [22].  

3- Le centre de gravité, noté « CG ». Sa distance au centre élastique, notée XCG, détermine le 

couplage entre les modes de pompage et de tangage. En effet plus « CG » et « CE » sont proches, plus 

le couplage sera faible, jusqu’à s’annule si « CG » est confondu avec « CE ». 

Le repère 𝑖 représente le repère inertiel, tandis que le repère 𝑏⃗⃗ est fixé à l’aile, son origine est fixée au 

centre élastique « P » et orientée comme indiqué ci-dessous avec l’axe 𝑏1⃗⃗ ⃗⃗  est dirigé vers le bord d’attaque. 

Le profil d’aile étant plongé dans un fluide en mouvement, de vitesse notée « V », il subit des forces 

aérodynamiques. Ces efforts aérodynamiques se résument à une force de portance notée « L » et à un 

moment aérodynamique noté « M» sont mesurés au centre aérodynamique. Les efforts de traîne ne 

sont pas considérés car nous ne tenons pas compte du mouvement longitudinal de l’aile. 

 L’expression de ces efforts aérodynamiques fait l’objet de la section II.3. 

 

II.3. Modélisation structurelle : 

Les équations de mouvement qui régissent sur le mouvement d’une aile bidimensionnelle 

(mouvement vertical et de tangage) peuvent être obtenues en utilisant les équations de Lagrange (voir 

l’Annexe A) en calculant l’énergie potentielle et cinétique du système. 

 

II.3.1. L’énergie potentielle : 

L’énergie potentielle consiste entièrement en énergie élastique, elle représente seulement l’énergie 

élastique emmagasinée sur les deux ressorts, l’effet de la gravité est négligé. L’énergie potentielle 

totale est donnée par cette équation [43] : 

𝑈 =
1

2
𝐾ℎℎ

2 +
1

2
𝑘𝛼(𝛼)𝛼

2                    (II.2) 

 

II.3.2. L’énergie cinétique : 

L’énergie cinétique totale du système est donnée par [43] : 

 



   

 

 

 CHAPITRE II 

 
     La modélisation du système aéroélastique 

19 

 

 

                               T= 
1

2
 𝑚 𝐼𝑐𝑔. 𝑉𝑐𝑔⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ +

1

2
𝐼𝑐𝑔𝛼̇

2               (II.3) 

 

Avec [44] :                      𝑉𝑐𝑔⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗= 𝑉𝑐𝑒⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗+𝛼̇𝑏3⃗⃗⃗⃗⃗ × 𝑏[(1 + 𝑎) − (1 + 𝑒)]𝑏1 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗               (II.4) 

 

Et on a :                                             𝑉𝑐𝑒⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −ℎ̇𝑖2⃗⃗⃗ ⃗              (II.5) 

Ainsi que :                                         𝑏2⃗⃗⃗⃗⃗= 𝑏3⃗⃗⃗⃗⃗ × 𝑏1⃗⃗ ⃗⃗  

Donc la vitesse de centre de gravité devient : 

𝑉𝑐𝑔⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =−ℎ̇𝑖2⃗⃗⃗ ⃗ +  𝛼𝑏̇(𝑎 − 𝑒)𝑏2⃗⃗⃗⃗⃗                            (II.6) 

La relation entre le repère 𝑏⃗⃗ et le repère𝑖 est donnée par la relation matricielle suivante [43] : 
 

[
𝑏1⃗⃗ ⃗⃗

𝑏2⃗⃗⃗⃗⃗
] = [

cos(𝛼) sin(𝛼)

−sin(𝛼) cos(𝛼)
] [
𝑖1⃗⃗ ⃗

𝑖2⃗⃗⃗ ⃗
]                                                (II.7) 

On utilise la relation (II.7) et on suppose que l’angle de tangage est faible c.-à-d. que: 

cos(𝛼) ≈ 1et sin(𝛼) ≈ 0, pour calculer 𝑉𝑐𝑔⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑉𝑐𝑔⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ on aura :  

 

𝑉𝑐𝑔⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑉𝑐𝑔⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = ℎ̇2 + 𝑏2𝑥𝛼
2𝛼̇2 + 2b𝑥𝛼ḣα̇                            (II.8) 

Avec : 𝑥𝛼 = (𝑒 − 𝑎)est le paramètre de déséquilibre statique. 

On substitue la relation (II.8) dans (II.3) on obtient : 
 

𝑇 =
1

2
𝑚(ℎ̇2 + 𝑏2𝑥𝛼

2𝛼̇2 + 2b𝑥𝛼ḣα̇) +
1

2
𝐼𝑐𝑔𝛼̇

2                            (II.9) 

La relation entre le moment d’inertie autour de l’axe élastique 𝐼𝑒𝑎et le moment d’inertie autour de 

centre de gravité 𝐼𝑐𝑔 est donnée par [44]: 

𝐼𝑒𝑎 = 𝐼𝑐𝑔 +𝑚𝑏
2𝑥𝛼

2 (cos(𝛼))2 ≅ 𝐼𝑐𝑔 +𝑚𝑏
2𝑥𝛼

2                (II.10) 

On remplace la valeur de 𝐼𝑐𝑔 dans (II.9) on trouve : 

  𝑇 =
1

2
𝑚(ℎ̇2 + 2𝑥𝛼𝑏ℎ𝛼̇̇)+

1

2
𝐼𝑒𝑎𝛼̇

2                                          (II.11) 

 

II.3.3. Les forces généralisées : 
 

Les forces généralisées sont calculées en utilisant la méthode de travail virtuel où le travail donné 

par un déplacement virtuel dû aux forces externes.  

Le travail virtuel total effectué par la force de portance L et le moment M est donné par : 

         𝛿𝑤=𝑄ℎ𝛿ℎ+𝑄𝛼𝛿𝛼                                                              (II.12) 
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Pour calculer le déplacement virtuel dû à la force de portance, la vitesse du centre aérodynamique est 

nécessaire [44]. 

    𝑉𝑐𝑎⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = −ℎ̇𝑖2⃗⃗⃗ ⃗ + 𝛼̇𝑏 (
1

2
+ 𝑎) 𝑏2⃗⃗⃗⃗⃗                                         (II.13) 

 

Puis, le déplacement virtuel dû à la portance peut être obtenu tout simplement en remplaçant le point 

au-dessus de chaque variable dans l’équation (II.13) par 𝛿 devant lui. 

 

     𝛿𝑃𝑐𝑎⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = −𝛿ℎ𝑖2⃗⃗⃗ ⃗+𝑏𝛿𝛼 (
1

2
+ 𝑎) 𝑏2⃗⃗⃗⃗⃗                                           (II.14) 

 

Donc le travail virtuel dû à la force de portance est : 

                                       𝛿𝑤𝑝 = 𝐿 [−𝛿ℎ + 𝑏 (
1

2
+ 𝑎) 𝛿𝛼] 

La vitesse angulaire de l'aile est 𝛼̇𝑏3⃗⃗⃗⃗⃗ce qui donne la rotation virtuelle due au moment [44] : 

 

                                                            𝛿𝑅𝑐𝑎 = −𝛿𝛼𝑏3⃗⃗⃗⃗⃗ 

Donc le travail virtuel dû au moment M est donné par : 
 

                                                       𝛿𝑤𝑚  = M𝛿𝛼 

 Le travail virtuel total effectué par la force de portance L et le moment M est donc : 

𝛿𝑤 = 𝛿𝑤𝑝 + 𝛿𝑤𝑚 = 𝐿 [−𝛿ℎ + 𝑏 (
1

2
+ 𝑎) 𝛿𝛼]+M. 𝛿𝛼                                   (II.15) 

Par correspondance de deux équations (II.12) et (II.15), les forces généralisées deviennent  

                    𝑄ℎ = −𝐿         et        𝑄𝛼 = 𝑀 + 𝑥𝛽 . 𝐿                        (II.16) 

Avec    :                                                    𝑥𝛽 = b(
1

2
+ 𝑎) 

Maintenant les équations du mouvement peuvent être obtenues en combinant tous les morceaux, et en 

utilisant les équations de Lagrange comme suit :  

 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕(𝑇−𝑈)

𝜕ℎ̇
)–

𝜕(𝑇−𝑈)

𝜕ℎ
 = 𝑄ℎ 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕(𝑇−𝑈)

𝜕𝛼̇
)–

𝜕(𝑇−𝑈)

𝜕𝛼
 = 𝑄𝛼 

 

Après dérivation, les équations de mouvement deviennent : 

 𝑚ℎ̈+ 𝑚𝑏𝑥𝛼𝛼̈+𝑘ℎ h = −𝐿 

𝑚 𝑏𝑥𝛼ℎ ̈ +𝐼𝑒𝑎𝛼̈+𝑘𝛼 𝛼 = 𝑀 
 

On pose :                                                          𝑆𝛼 = 𝑚 𝑥𝛼𝑏                                                                 (II.19) 

     (II.17) 

(II.18) 



   

 

 

 CHAPITRE II 

 
     La modélisation du système aéroélastique 

21 

 

 

Le signe de la formule (II.19) dépend de la position du centre de gravité par rapport au centre élastique 

(positif) si le centre de gravité est en aval du centre élastique, négatif dans le cas contraire). 

Pour modéliser les effets de l'amortissement visqueux, la fonction de dissipation de Rayleigh utilisée 

est [43] :                                                𝑑 =
1

2
𝐶ℎℎ̇

2+ 
1

2
𝐶𝛼𝛼̇

2                                                   (II.20) 

La relation (II.19) est inclue dans les équations de Lagrange comme suit : 
 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕(𝑇−𝑈)

𝜕ℎ̇
)+ 

𝜕𝑑

𝜕ℎ̇
−

𝜕(𝑇−𝑈)

𝜕ℎ
 = 𝑄ℎ 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕(𝑇−𝑈)

𝜕𝛼̇
) +

𝜕𝑑

𝜕𝛼̇
–
𝜕(𝑇−𝑈)

𝜕𝛼
 = 𝑄𝛼 

      En substituant des équations (II.2), (II.11), (II.15), (II.19) et (II.20), dans les équations (II.21) on 

obtient finalement les équations aéroélectriques de mouvement à deux degrés de liberté pour le 

mouvement vertical et mouvement de tangage : 

             𝑚ℎ̈ + 𝑆𝛼𝛼̈ + 𝑐ℎℎ̇ + 𝑘ℎℎ = −𝐿                                           (II.22) 

            𝑆𝛼ℎ̈ + 𝐼𝑒𝑎𝛼̈ + 𝑐𝛼𝛼̇ + 𝑘𝛼(𝛼)𝛼 =  𝑀                      (II.23) 

      Ces deux équations ci-dessus peuvent être écrites sous forme matricielle comme suit : 

I[ℎ̈
𝛼̈
]+𝐹 [ℎ̇

𝛼̇
] + 𝑅 [

ℎ
𝛼
] = [

−𝐿
𝑀
] 

          Ou:                       I=[
𝑚 𝑆𝛼
𝑆𝛼 𝐼𝑒𝑎

]       𝐹= [
𝐶ℎ 0
0 𝐶𝛼

]       E =  [
𝑘ℎ 0
0 𝑘𝛼(𝛼)

] 

Le choix des degrés de liberté est tel qu'il n'y a pas de couplage entre les déférents degrés de liberté. 

Les matrices [I], [F] et [E] sont donc diagonaux où [I] représente la matrice d’inertie, [F] : la matrice 

d’amortissement et [E] : la matrice de rigidité. 

 

II.4. Modélisation aérodynamique : 

II.4.1. Modèle aérodynamique instationnaire : 

Pour montrer l’existence des conditions critiques de flottement, on va étudier les forces 

aérodynamiques qui s’exercent sur une aile à 2D pour un mouvement instable dans un fluide 

incompressible. 

Les modèles classiques pour ce type de profil sont notamment : 
 

II.4.1.1 Modèle de Theodorsen : 
 

Le modèle de Theodorsen, schématisé dans la Figure (II.3), représente une section d’aile à deux 

degrés-de-liberté en flexion et en torsion [11]. 

(II.21) 
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Ce modèle est basé sur l’équation de Laplace 𝛁𝟐∅ = 𝟎 valable pour un écoulement potentiel 

incompressible et irrotationnel, où ∅ est le potentiel de vitesse donc cette modélisation s’applique 

seulement dans le cas d’un fluide incompressible dans le domaine subsonique. 

 

Figure (II.3) : Modèle de section d’aile de Theodorsen. 

 
 

Pour résoudre cette équation, deux hypothèses sont utilisées :  

  l’imperméabilité de l’aile qui implique que l’écoulement normal au profil est nul, 

  la condition de Kutta qui impose que la vitesse au bord de fuite est finie. 
 

 L’étude de l’écoulement de l’air autour d’une section d’aile d’avion a montré qu’il peut se 

décomposer en une partie non-circulaire quand l’écoulement est parallèle à la structure, et une partie 

circulaire qui tient compte de la discontinuité de l’écoulement au bord de fuite de l’aile (apparition des 

tourbillons). 

La partie non-circulaire des forces aéordynamiques L et M s’écrit : 

𝐿𝑁𝐶 = 𝜌𝜋𝑐2/4[ℎ̈ +  𝑉𝛼̇ − 𝑒𝛼̈] 

𝑀𝑁𝐶 = 𝜌𝜋𝑐2/4[𝑉ℎ̇ +  𝑒ℎ̈+ 𝑉2𝛼 − (1/8 +𝛼2)𝑐2/4𝛼̈] 
 

La partie circulaire est plus complexe parce que la circulation est considérée dans une borne infinie 

(application de la condition de Kutta) et s’écrit [11] : 

𝐿𝐶 = 2𝜌𝜋𝑉 𝑐/2𝐶(𝑘)[𝑉 𝛼 + ℎ̇ + (1/2 −  𝛼)𝑐/2𝛼̇] 

𝑀𝐶 = 𝜌𝜋𝑉𝑐2/4(𝛼 + 1/2)(𝐶(𝑘) − 1/2)[ 𝑉𝛼 + ℎ̇  + (1/2 − 𝛼)𝑐/2𝛼̇] 
 

Ce modèle utilise une fonction complexe C(k) appelée la fonction circulatoire complexe à variable 

réelle de Théodorsen qui exprime les changements d’amplitude et de phase des forces aérodynamiques 

instationnaires en fonction de la fréquence réduite 𝑘 = 𝑏𝜔/𝑉 = 𝜔𝐶/2𝑉.  

Et elle est utile pour transformer les forces aérodynamiques quasi-stationnaires en forces 

instationnaires [47]. 

 

 

(II.24) 

 (II.25) 
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- A partir ce modèle Théodorsen on obtient alors une expression des efforts aérodynamiques [21] [23] : 

𝐿 = 𝐿𝑁𝐶 + 𝐿𝐶 

𝐿 = 𝜌𝜋𝑐2/4[ℎ̈ + 𝑉𝛼̇ − 𝑒𝛼̈ + 2𝜌𝜋𝑉𝑏𝐶(𝑘)[𝑉𝛼 + ℎ̇  + (1/2 − 𝛼)𝑐/2𝛼̇] 
 

                                                             𝑀 = 𝑀𝑁𝐶 +𝑀𝐶                                                  (II.27) 

𝑀 = 𝜌𝜋𝑐2/4[𝑒ℎ̈ + (𝑎 − 1/2)𝑉𝑐/2𝛼̇ − (1/8 + 𝛼2)𝑐2/4𝛼̈]+2𝜌𝜋𝑉 𝑐2/ 4𝐶(𝑘)[𝑉𝛼 +

ℎ̇  + (1/2 − 𝛼)𝑐/2𝛼̇] 
 

Du fait de la fonction C(k), l’expression de la portance est obtenue dans le domaine fréquentiel, or il 

peut être intéressant d’avoir une expression de la portance dans le domaine temporel. Pour cela on peut 

se tourner vers la formulation de Wagner décrite dans la section suivante. 
 

II.4.1.2. Modèle de Wagner : 
 

C’est la transformée de Fourrier inverse de la fonction de Theodorsen, [48] ce modèle est fondé sur 

la réponse indicielle de l’écoulement suite à un brusque changement d’angle d’incidence.  

En fait, lorsque l’incidence de l’aile augmente brutalement, le profil crée un tourbillon qui est 

ensuite connecté par l’écoulement dans son sillage. Ainsi lorsque ce tourbillon est proche du profil, il 

réduit notablement les efforts aérodynamiques et plus il s’éloigne du profil plus son influence diminue. 

L’influence de ce tourbillon sur les efforts aérodynamiques peut-être estimée à l’aide de la fonction de 

Wagner, notée 𝜑(𝑡) .Wagner a estimé cette fonction numériquement qui s’écrit [21] : 

𝜑(𝑡) = 1 − 𝐶1𝑒
−𝜀1(𝑉/𝑏)𝑡 − 𝐶2𝑒

−(𝑉/𝑏)𝜀2𝑡 

         D’où :                                𝜑̇(𝑡) = 𝐶1𝜀1(𝑉/𝑏)𝑒
−𝜀1𝑡 + 𝐶2𝜀2(𝑉/𝑏)𝑒

−𝜀2𝑡 

Ou les coefficients de la fonction de Wagner : 

         𝐶1 = 0.165                                    𝐶2 = 0.335 

   Et :                                                  𝜀1 = 0.0455                                  𝜀2 = 0.3 

 

Cette fonction représente l’apparition de la portance qui dépend de nombre de Mach ainsi le 

paramètre a, le tableau suivant présente une approximation analytique lorsque le nombre de mach est 

nul pour différent valeurs de paramètre de a [24]. 

ℝ 𝜑(𝜏) A 

3 1 − 0.283𝑒−540𝜏 1.2𝜋 

6 1 − 0.361𝑒−381𝜏 1.5𝜋 

∞ 1 − 0.165𝑒−0.045𝜏 − 0.335𝑒−0.3𝜏 2𝜋 

 

Tableau (II.1) : Fonction de Wagner 𝝋(𝝉) pour M=0 

(II.26) 
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Où :    𝜏 =
𝑉

𝑏
𝑡 

Pour estimer l’évolution des efforts aérodynamiques au cours du temps il faut alors intégrer cette 

fonction. L’expression de la portance et du moment aérodynamique s’écrit alors : 

𝐿(𝑡) =  𝜋𝜌𝑏2𝑠 [ℎ̈ − 𝑎𝑏𝛼̈ + 𝑉𝛼̇] + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠 [ℎ̇(0) + 𝑉𝛼(0) + 𝑏 (
1

2
− 𝑎) 𝛼̇(0)] 𝜑(𝑡) + 

             2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠 ∫ 𝜑(𝑡 − 𝜎)
𝑡

0
[ℎ̈ + 𝑏 (

1

2
− 𝑎) 𝛼̈ + 𝑉𝛼̇] 𝑑𝜎 + 𝜌𝑉2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛽𝛽 + 𝜌𝑉

2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛾𝛾               (II.28) 

𝑀(𝑡) = 𝜋𝜌𝑏3𝑠 [𝑎ℎ̈ − 𝑏 (
1

8
+ 𝑎2) 𝛼̈ − 𝑉 (

1

2
− 𝑎) 𝛼̇] 

+2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
+ 𝑎) [ℎ̇(0) + 𝑉𝛼(0) + 𝑏 (

1

2
− 𝑎) 𝛼̇(0)]𝜑(𝑡) 

+2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
+ 𝑎)∫𝜑(𝑡 − 𝜎)

𝑡

0

[ℎ̈ + 𝑏 (
1

2
− 𝑎) 𝛼̈ + 𝑉𝛼̇] 𝑑𝜎+ 𝜌𝑉2𝑏2𝑠𝐶𝑚𝛽𝛽+ 𝜌𝑉

2𝑏2𝑠𝐶𝑚𝛾𝛾      (𝐈𝐈. 𝟐𝟗) 

           

Par l’utilisation de l’intégration par partie et la définition de la fonction de Wagner, les équations 

deviennent : 

 

 𝐿(𝑡) =  𝜋𝜌𝑏2𝑠[ℎ̈ − 𝑎𝑏𝛼̈] − 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠 [ℎ(0) + 𝑏 (
1

2
− 𝑎)𝛼(0)] 𝜑̇(𝑡)  + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠 

                          {𝜑(0)ℎ̇ + 𝑏 (
1

2
− 𝑎) [𝜑(0) +

1

1−2𝑎
] 𝛼̇ + 𝜑̇(0)ℎ + [𝑉𝜑(0) + 𝑏 (

1

2
− 𝑎) 𝜑̇(0)] 𝛼} 

      −2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠 [𝜆ℎ1𝑒
−𝜀1𝑡 ∫ ℎ(𝜎)𝑒𝜀1𝜎𝑑𝜎 + 𝜆ℎ2𝑒

−𝜀2𝑡 ∫ ℎ(𝜎)𝑒𝜀2𝜎𝑑𝜎
𝑡

0

𝑡

0
] 

        +2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠 [𝜆𝛼1𝑒
−𝜀1𝑡∫ 𝛼(𝜎)𝑒𝜀1𝜎𝑑𝜎 + 𝑒−𝜀2𝑡∫ 𝛼(𝜎)𝑒𝜀2𝜎𝑑𝜎

𝑡

0

𝑡

0

] 

       +2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠 [𝜆𝛼1𝑒
−𝜀1𝑡 ∫ 𝛼(𝜎)𝑒𝜀1𝜎𝑑𝜎 + 𝜆𝛼2𝑒

−𝜀2𝑡 ∫ 𝛼(𝜎)𝑒𝜀2𝜎𝑑𝜎
𝑡

0

𝑡

0
] + 𝜌𝑉2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛽𝛽 + 𝜌𝑉

2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛾     (II.30)  

𝑀(𝑡) =  𝜋𝜌𝑏3𝑠 [𝑎ℎ̈ − 𝑏 (
1

8
+ 𝑎²) 𝛼̈] − 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1

2
+ 𝑎) [ℎ(0) + 𝑏 (

1

2
− 𝑎)𝛼(0)] 𝜑̇(𝑡) 

      +2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
+ 𝑎) {𝜑(0)ℎ̇ + 𝑏 (

1

2
− 𝑎) [𝜑(0) −

1

1 + 2𝑎
] 𝛼̇ + 𝜑̇(0)ℎ} 

      +2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
+ 𝑎) [𝑉𝜑(0) + 𝑏 (

1

2
− 𝑎) 𝜑̇(0)] 𝛼 − 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1

2
+ 𝑎) 

      [𝜆ℎ1𝑒
−𝜀1𝑡 ∫ ℎ(𝜎)𝑒𝜀1𝜎𝑑𝜎 + 𝜆ℎ2𝑒

−𝜀2𝑡 ∫ ℎ(𝜎)𝑒𝜀2𝜎𝑑𝜎
𝑡

0

𝑡

0
] + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1

2
+ 𝑎) 

      [𝜆𝛼1𝑒
−𝜀1𝑡 ∫ 𝛼(𝜎)𝑒𝜀1𝜎𝑑𝜎 + 𝜆𝛼2𝑒

−𝜀2𝑡 ∫ 𝛼(𝜎)𝑒𝜀2𝜎𝑑𝜎
𝑡

0

𝑡

0
] + 𝜌𝑉2𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛽𝛽 + 𝜌𝑉²𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛾𝛾            (II.31) 

  

Où :                             𝜆ℎ𝑖 = 𝐶𝑖(
𝑉

𝑏
)2𝜀𝑖

2         𝑒𝑡      𝜆𝛼𝑖 = 𝐶𝑖 (
𝑉

𝑏
) 𝜀𝑖 [𝑉 − 𝜀𝑖𝑉 (

1

2
− 𝑎)] 

 

Un ensemble plus simple d’équation a été dérivé par Lee et al [] [57] et ils introduisent quatre 

nouvelles variables : 
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𝐿(𝑡) =  𝜋𝜌𝑏2𝑠[ℎ̈ − 𝑎𝑏𝛼̈] − 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠 [ℎ(0) + 𝑏 (
1

2
− 𝑎)𝛼(0)] 𝜑̇(𝑡)  

           +2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠 {𝜑(0)ℎ̇ + 𝑏 (
1

2
− 𝑎) [𝜑(0) +

1

1−2𝑎
] 𝛼̇ + 𝜑̇(0)ℎ + [𝑉𝜑(0) + 𝑏 (

1

2
− 𝑎) 𝜑̇(0)] 𝛼}  

      – 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠[𝜆ℎ1𝑤1 + 𝜆ℎ2  𝑤2 − 𝜆𝛼1𝑤3 − 𝜆𝛼2  𝑤4] +  𝜌𝑉
2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛽𝛽 + 𝜌𝑉²𝑏𝑠𝐶𝑙𝛾𝛾                    (II.32) 

 

𝑀(𝑡) = 𝜋𝜌𝑏3𝑠 [𝑎ℎ̈ − 𝑏 (
1

8
+ 𝑎²) 𝛼̈] − 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1

2
+ 𝑎) [ℎ(0) + 𝑏 (

1

2
− 𝑎)𝛼(0)] 𝜑̇(𝑡) 

               +2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
+ 𝑎) {𝜑(0)ℎ̇ + 𝑏 (

1

2
− 𝑎) [𝜑(0) −

1

1 − 2𝑎
] 𝛼̇ + 𝜑̇(0)ℎ} 

            +2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
+ 𝑎) {[𝑉𝜑(0) + 𝑏 (

1

2
− 𝑎) 𝜑̇(0)] 𝛼} 

               −2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
+ 𝑎) [𝜆ℎ1𝑤1 + 𝜆ℎ2  𝑤2 − 𝜆𝛼1𝑤3 − 𝜆𝛼2𝑤4] + 𝜌𝑉

2𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛽𝛽 + 𝜌𝑉²𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛾𝛾          (II.33) 
 

Avec :            𝑤1 = ∫ 𝑒−𝜀1(𝑡−𝜎) ℎ(𝜎) 𝑑𝜎
𝑡

0
             𝑤2 = ∫ 𝑒−𝜀2(𝑡−𝜎) ℎ(𝜎) 𝑑𝜎

𝑡

0
 

                           𝑤3 = ∫ 𝑒−𝜀1(𝑡−𝜎) 𝛼(𝜎) 𝑑𝜎                  
𝑡

0

𝑤4 = ∫ 𝑒−𝜀2(𝑡−𝜎) 𝛼(𝜎) 𝑑𝜎
𝑡

0

 

Et :                   𝜆ℎ1 = 𝐶1(𝑉/𝑏)²𝜀²1                                  𝜆𝛼1 = 𝐶1(𝑉/𝑏)𝜀1 [𝑉 − 𝜀1𝑉 (
1

2
− 𝑎)] 

 𝜆ℎ2 = 𝐶2(𝑉/𝑏)²𝜀²2                                  𝜆𝛼2 = 𝐶2(𝑉/𝑏)𝜀2 [𝑉 − 𝜀2𝑉 (
1

2
− 𝑎)] 

 

II.4.2. Modèle aérodynamique approche quasi stationnaire : 
 

L’idée de ce modèle est d’étendre l’expression des efforts aérodynamiques en régime quasi 

stationnaire à un régime faiblement instationnaire. 

 Le caractère faiblement instationnaire est caractérisé à l’aide de la pulsation réduite : 

𝑘 = 𝜔 /𝑣 et pour k << 1, le profil est quasiment immobile du point de vue du fluide et l’approche 

quasi-stationnaire peut être utilisée [21]. 

Alors l’approximation de quasi-stationnaire permet de simplifier les expressions(II.26) en : 
 

 fixant les fonctions de Theodorsen C(k) à l’unité pour des faibles fréquences d’oscillation k, 

 éliminant les termes en ℎ ̈ et 𝛼̈ [11]. 

L’expression de la portance et du moment aérodynamique dans le domaine temporel dans ce cas 

s’écrit alors : 

𝐿(𝑡) =  2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠 [ℎ̇(0) + 𝑉𝛼(0) + 𝑏 (
1

2
− 𝑎) 𝛼̇(0)] 𝜑(𝑡) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠∫𝜑(𝑡 − 𝜎)

𝑡

0

 

     [ℎ̈ + 𝑏 (
1

2
− 𝑎) 𝛼̈ + 𝑉𝛼̇] 𝑑𝜎 + 𝜌𝑉2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛽𝛽 + 𝜌𝑉

2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛾𝛾                                                                 (II.34) 
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𝑀(𝑡) = 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
+ 𝑎) [ℎ̇(0) + 𝑉𝛼(0) + 𝑏 (

1

2
− 𝑎) 𝛼̇(0)]𝜑(𝑡)+ 

         2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
+ 𝑎)∫ 𝜑(𝑡 − 𝜎)

𝑡

0
[ℎ̈ + 𝑏 (

1

2
− 𝑎) 𝛼̈ + 𝑉𝛼̇] 𝑑𝜎 + 𝜌𝑉2𝑏2𝑠𝐶𝑚𝛽𝛽 + 𝜌𝑉

2𝑏2𝑠𝐶𝑚𝛾𝛾       (II.35) 

 

D’après la relation (II.35) on peut remarquer que la relation 𝑀(𝑡) = 𝑒 ∗ 𝐿(𝑡) n’est vérifiée que pour 

la partie circulatoire des efforts aérodynamiques et pour cela dans ce cadre de cette approximation la 

partie non circulatoire est négligée [21]. 

Par l’utilisation de l’intégration par partie et la définition de la fonction de Wagner, les équations 

deviennent : 

𝐿(𝑡) =  −2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠 [ℎ(0) + 𝑏 (
1

2
− 𝑎)𝛼(0)] 𝜑̇(𝑡)  + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠 

     {𝜑(0)ℎ̇ + 𝑏 (
1

2
− 𝑎)𝜑(0)𝛼̇ + 𝜑̇(0)ℎ + [𝑉𝜑(0) + 𝑏 (

1

2
− 𝑎) 𝜑̇(0)] 𝛼} 

     −2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠 [𝜆ℎ1𝑒
−𝜀1𝑡 ∫ ℎ(𝜎)𝑒𝜀1𝜎𝑑𝜎 + 𝜆ℎ2𝑒

−𝜀2𝑡 ∫ ℎ(𝜎)𝑒𝜀2𝜎𝑑𝜎
𝑡

0

𝑡

0
]+ 

          [𝜆𝛼1𝑒
−𝜀1𝑡 ∫ 𝛼(𝜎)𝑒𝜀1𝜎𝑑𝜎 + 𝑒−𝜀2𝑡 ∫ 𝛼(𝜎)𝑒𝜀2𝜎𝑑𝜎

𝑡

0

𝑡

0
] + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠 [𝜆𝛼1𝑒

−𝜀1𝑡 ∫ 𝛼(𝜎)𝑒𝜀1𝜎𝑑𝜎 +
𝑡

0

             𝜆𝛼2𝑒
−𝜀2𝑡 ∫ 𝛼(𝜎)𝑒𝜀2𝜎𝑑𝜎

𝑡

0
] + 𝜌𝑉2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛽𝛽 + 𝜌𝑉²𝑏𝑠𝐶𝑙𝛾𝛾                                                          (II.36) 

𝑀(𝑡) =  −2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
+ 𝑎) [ℎ(0) + 𝑏 (

1

2
− 𝑎)𝛼(0)] 𝜑̇(𝑡)  + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1

2
+ 𝑎) 

       {𝜑(0)ℎ̇ + 𝑏 (
1

2
− 𝑎)𝜑(0)𝛼̇ + 𝜑̇(0)ℎ}  + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1

2
+ 𝑎) [𝑉𝜑(0) + 𝑏 (

1

2
− 𝑎) 𝜑̇(0)] 𝛼 

      −2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
+ 𝑎) [𝜆ℎ1𝑒

−𝜀1𝑡 ∫ ℎ(𝜎)𝑒𝜀1𝜎𝑑𝜎 + 𝜆ℎ2𝑒
−𝜀2𝑡 ∫ ℎ(𝜎)𝑒𝜀2𝜎𝑑𝜎

𝑡

0

𝑡

0
] + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1

2
+ 𝑎) 

     [𝜆𝛼1𝑒
−𝜀1𝑡 ∫ 𝛼(𝜎)𝑒𝜀1𝜎𝑑𝜎 + 𝜆𝛼2𝑒

−𝜀2𝑡 ∫ 𝛼(𝜎)𝑒𝜀2𝜎𝑑𝜎
𝑡

0

𝑡

0
] + 𝜌𝑉2𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛽𝛽 + 𝜌𝑉²𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛾𝛾   (II.37) 

  

Un ensemble plus simple d’équation a été dérivé par Lee et al [] [57], et ils introduisent quatre 

nouvelles variables : 
 

𝐿(𝑡) =  −2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠 [ℎ(0) + 𝑏 (
1

2
− 𝑎)𝛼(0)] 𝜑̇(𝑡)  + 

        2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠 {𝜑(0)ℎ̇ + 𝑏 (
1

2
− 𝑎)𝜑(0) 𝛼̇ + 𝜑̇(0)ℎ + [𝑉𝜑(0) + 𝑏 (

1

2
− 𝑎) 𝜑̇(0)] 𝛼} – 

       2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠[𝜆ℎ1𝑤1 + 𝜆ℎ2  𝑤2 − 𝜆𝛼1𝑤3 − 𝜆𝛼2  𝑤4] +  𝜌𝑉
2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛽𝛽 + 𝜌𝑉²𝑏𝑠𝐶𝑙𝛾𝛾                    (II.38) 

𝑀(𝑡) =   −2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
+ 𝑎) [ℎ(0) + 𝑏 (

1

2
− 𝑎)𝛼(0)] 𝜑̇(𝑡)  + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1

2
+ 𝑎) 

         {𝜑(0)ℎ̇ + 𝑏 (
1

2
− 𝑎)𝜑(0)𝛼̇ + 𝜑̇(0)ℎ}  + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1

2
+ 𝑎) {[𝑉𝜑(0) + 𝑏 (

1

2
− 𝑎) 𝜑̇(0)] 𝛼}−

        2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
+ 𝑎) [𝜆ℎ1𝑤1 + 𝜆ℎ2  𝑤2 − 𝜆𝛼1𝑤3 − 𝜆𝛼2  𝑤4]+ 𝜌𝑉

2𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛽𝛽+ 𝜌𝑉²𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛾𝛾   (II.39) 
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II.4.3. Modèle aérodynamique quasi stationnaire : 
 

La force aérodynamique quasi stationnaire L et le moment M pour une aile avec les deux surfaces de 

commande de bord de fuite et de bord d’attaque [10] : 

 

L(t) =  ρ𝑉2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛼 [α + (
ℎ̇

𝑉
) + (

1

2
− 𝑎) 𝑏 (

𝛼̇

𝑉
)] + ρ𝑉2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛽𝛽 + ρ𝑉

2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛾𝛾                                 (II.40) 

M(t) =  ρ𝑉2𝑏2𝑠𝐶𝑚𝛼 [α + (
ℎ̇

𝑉
) + (

1

2
− 𝑎)𝑏 (

𝛼̇

𝑉
)] + ρ𝑉2𝑏2𝑠𝐶𝑚𝛽𝛽 + ρ𝑉

2𝑏2𝑠𝐶𝑚𝛾𝛾                     (II.41) 

 

II.5. Application sur le modèle d’aile TAMU WING II : 

Le modèle utilisé pour notre étude est appelé TAMU WINGII, il a été établi à l’université du Texas, 

ce modèle est testé dans une soufflerie à faibles vitesses pour étudier l'efficacité de la suppression des 

LCOs (limite cycle oscillations) sur le système aéroélectrique non linéaire. 

La Figure (II.3) montre le modèle utilisé, deux servomoteurs de FUTABA S9402 actionnent les 

gouvernes et la longueur des surfaces de bord d’attaque et de bord de fuite sont 15 et 20% de la 

longueur de la corde moyenne respectivement [25]. 

 

Figure (II.4) :A) Vue de face de la section d’aile avec les deux surfaces de commande défléchir de 

leurs positions initiales. B) Vue de dessus de l'aile TAMU WING II avec revêtement transparent. [57]. 

Les équations de mouvement (II.22) et (II.23) pour ce modèle sont données comme suit [10] : 

𝑚𝑇ℎ̈ + 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏𝛼̈ + 𝐶ℎℎ̇ + 𝑘ℎh = −𝐿                        (II.42) 

𝑚𝑤𝑏 𝑥𝛼ℎ̈ + 𝐼𝑒𝑎𝛼̈ + 𝑘𝛼(𝛼)𝛼 + 𝐶𝛼𝛼̇ = M                                                (II.43) 
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II.5.1.Les paramètres de TAMU WING II : 
 

Pour réaliser une application numérique sur les équations de mouvement, les valeurs utilisées sont 

données dans le tableau suivant [10] : 
 

Le paramètre La valeur L’unité 

𝜌 1.225 Kg /𝑚3 

a -0.6719 Sans unité 

b 0.1905 m 

 𝑥𝛼 −(0.0998 + 𝑎) Sans unité 

s 0.5945 m2 

𝑘ℎ 2844.4 N/m 

𝑘𝛼 3.525 N.m/rad 

𝐶ℎ 27.43 Kg/s 

𝐶𝛼 0.0360 Kg. 𝑚2/s 

𝑚𝑤 5.230 Kg 

𝑚𝑇 15.57 Kg 

𝐼𝑒𝑎 0,14193 Kg 𝑚2 

𝐶𝑙𝛼 6.757 Sans unité 

𝐶𝑚𝛼
 (0.5+a) 𝐶𝑙𝛼 Sans unité 

𝐶𝑙𝛽 3.774 Sans unité 

𝐶𝑚𝛽
 -0.6719 Sans unité 

𝐶𝑙𝛾 -0.1566 Sans unité 

𝐶𝑚𝛾
 -0.1005 Sans unité 

 

TableauII.2 : Les paramètres de TAMU WING II [10]. 

 

II.6. La représentation du modèle TAMU WING II (voir l’Annexe B) : 
 

II.6.1 Système nominal :  

La conception d’un asservissement s’effectue à partir d’un modèle du système réel souvent appelé 

modèle nominal ou modèle de référence en ignorant toutes les sortes de perturbation [34]. 

 

II.6.1.1 Modèle instationnaire : 

Pour obtenir la représentation de notre système dans ce cas, nous substituons l’équation (II.32) dans 

(II.42) nous obtenons : 

 

 



   

 

 

 CHAPITRE II 

 
     La modélisation du système aéroélastique 

29 

 

 

𝑚𝑇ℎ̈ + 𝑚𝑤𝑥𝛼  𝑏 𝛼̈ + 𝐶ℎℎ̇+𝑘ℎ ℎ = − 𝜋𝜌𝑏
2𝑠[ℎ̈ − 𝑎𝑏𝛼̈] + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠 [ℎ(0) + 𝑏 (

1

2
− 𝑎)𝛼(0)] 𝜑̇(𝑡) − 

2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠 {𝜑(0)ℎ̇ + 𝑏 (
1

2
− 𝑎) [𝜑(0) +

1

1 − 2𝑎
] 𝛼̇ + 𝜑̇(0)ℎ + [𝑉𝜑(0) + 𝑏 (

1

2
− 𝑎) 𝜑̇(0)] 𝛼} + 

2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠[𝜆ℎ1𝑤1 + 𝜆ℎ2  𝑤2 − 𝜆𝛼1𝑤3 − 𝜆𝛼2  𝑤4] −  𝜌𝑉
2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛽𝛽 − 𝜌𝑉²𝑏𝑠𝐶𝑙𝛾𝛾                                     (II.44) 

 

Et substituant M par sa valeur donnée par l’équation (II.33) dans (II.43) nous aurons : 

𝑚𝑤𝑏 𝑥𝛼ℎ̈ + 𝐼𝑒𝑎𝛼̈ + 𝑘𝛼(𝛼) 𝛼 + 𝐶𝛼(𝛼̇)𝛼̇ =  𝜋𝜌𝑏3𝑠 [𝑎ℎ̈ − 𝑏 (
1

8
+ 𝑎²) 𝛼̈] − 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1

2
+ 𝑎) 

[ℎ(0) + 𝑏 (
1

2
− 𝑎) 𝛼(0)] 𝜑̇(𝑡)  + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1

2
+ 𝑎) {𝜑(0)ℎ̇ + 𝑏 (

1

2
− 𝑎) [𝜑(0) −

1

1 + 2𝑎
] 𝛼̇ + 𝜑̇(0)ℎ} 

 +2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
+ 𝑎) [𝑉𝜑(0) + 𝑏 (

1

2
− 𝑎) 𝜑̇(0)]𝛼 − 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1

2
+ 𝑎) 

[𝜆ℎ1𝑤1 + 𝜆ℎ2  𝑤2 − 𝜆𝛼1𝑤3 − 𝜆𝛼2  𝑤4] + 𝜌𝑉
2𝑏2𝑠𝐶𝑚𝛽𝛽 +  𝜌𝑉²𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛾𝛾                                            (II.45) 

 

Pour adapter les équations (II.44) et (II.45) selon le modèle voulu, nous réécrivons ces dernières 

comme suit : 

ℎ̈[𝑚𝑇 + 𝜋𝜌𝑏
2𝑠] + 𝛼̈[𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 − 𝜋𝜌𝑏

3𝑠𝑎] + ℎ̇ [𝐶ℎ + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜑(0)] + 

𝛼̇ [2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
− 𝑎)𝜑(0) + 𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠] +  ℎ [𝑘ℎ + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜑̇(0)] 

+𝛼 [2𝜋𝜌𝑉2𝑏𝑠𝜑(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
− 𝑎)𝜑 ̇ (0)] + 𝜑̇(𝑡) [−2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠ℎ(0) − 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1

2
− 𝑎)𝛼(0)] + 

 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠{𝑤1[−𝜆ℎ1] + 𝑤2[−𝜆ℎ2] + 𝑤3[𝜆𝛼1] + 𝑤4[𝜆𝛼2]} +  𝛽 [ 𝜌𝑉
2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛽] + 𝛾 [𝜌𝑉

2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛾] = 0  (II.46) 

ℎ̈[𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 − 𝜋𝜌𝑏
3𝑠𝑎] + 𝛼̈ [𝐼𝑒𝑎 + 𝜋𝜌𝑏

4𝑠 (
1

8
+ 𝑎2)] + ℎ̇ [−2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1

2
+ 𝑎)𝜑(0)] 

+𝛼̇ [𝐶𝛼 − 2𝜋𝜌𝑉𝑏
3𝑠 (

1

4
− 𝑎2)𝜑(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (

1

4
−
𝑎

2
)] + +ℎ [−2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1

2
+ 𝑎) 𝜑̇(0)] 

+  𝛼 [𝑘𝛼(𝛼) − 2𝜋𝜌𝑉
2𝑏2𝑠 (

1

2
+ 𝑎)𝜑(0) − 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (

1

4
− 𝑎2) 𝜑̇(0)] + 

𝜑̇(𝑡) [2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
+ 𝑎) ℎ(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (

1

4
− 𝑎2) 𝛼(0)] + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1

2
+ 𝑎) 

{𝑤1[𝜆ℎ1] + 𝑤2[𝜆ℎ2] + 𝑤3[−𝜆𝛼1] + 𝑤4[−𝜆𝛼2]} +  𝛽[−𝜌𝑉²𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛽] + 𝛾[−𝜌𝑉²𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛾] = 0     (II.47) 
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Nous combinons l’équation (II.46) avec l’équation (II.47) pour éliminer𝛼̈, nous aurons : 

ℎ̈  = ℎ̇ [
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2
+ 𝑎)𝜑(0)] 𝐵 − [𝐶ℎ + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜑(0)]𝐶

𝐷
] +  

 

𝛼̇ [
[𝐶𝛼 − 2𝜋𝜌𝑉𝑏

3𝑠 (
1
4
− 𝑎2)𝜑(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (

1
4
−
𝑎
2
)] 𝐵

𝐷
] − 𝛼̇ [

[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1
2
− 𝑎)𝜑(0) + 𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠] 𝐶

𝐷
] 

+ℎ [
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2
+ 𝑎) 𝜑̇(0)]𝐵 − [𝑘ℎ + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜑̇(0)]𝐶

𝐷
] − 𝛼 [

[2𝜋𝜌𝑉2𝑏𝑠𝜑(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1
2
− 𝑎)𝜑 ̇ (0)] 𝐶

𝐷
] 

+𝛼 [
[𝑘𝛼(𝛼) − 2𝜋𝜌𝑉

2𝑏2𝑠 (
1
2 + 𝑎)𝜑

(0) − 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (
1
4 − 𝑎

2) 𝜑̇(0)]𝐵

𝐷
] 

𝜑̇(𝑡) [
[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2 + 𝑎)ℎ

(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (
1
4 − 𝑎

2)𝛼(0)]𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠ℎ(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1
2 − 𝑎) 𝛼

(0)] 𝐶

𝐷
] 

+ 𝑤1 [
[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2
+ 𝑎) 𝜆ℎ1] 𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆ℎ1]𝐶

𝐷
] + 𝑤2 [

[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1
2
+ 𝑎) 𝜆ℎ2] 𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆ℎ2]𝐶

𝐷
] 

𝑤3 [
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (

1
2
+ 𝑎) 𝜆𝛼1] 𝐵 − [2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆𝛼1]𝐶

𝐷
] + 𝑤4 [

[−2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (
1
2
+ 𝑎) 𝜆𝛼2] 𝐵 − [2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆𝛼2]𝐶

𝐷
] 

+𝛽 [
[−𝜌𝑉²𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛽]𝐵 − [𝜌𝑉

2𝑏𝑠𝑐𝑙𝛽]𝐶

𝐷
] + 𝛾 [

[−𝜌𝑉2𝑏2𝑠𝐶𝑚𝛾]𝐵 − [𝜌𝑉
2𝑏𝑠𝑐𝑙𝛾]𝐶

𝐷
]                              (𝐈𝐈. 𝟒𝟖)  

Nous combinons l’équation (II.46) avec l’équation (II.47) pour éliminerℎ̈, nous aurons : 

 

𝛼̈  = ℎ̇ [
[𝐶ℎ + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜑(0)]𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏

2𝑠 (
1
2 + 𝑎)𝜑

(0)] 𝐴

𝐷
] + 𝛼̇ [

[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1
2 − 𝑎)𝜑

(0) + 𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠]𝐵

𝐷
] 

−𝛼̇ [
[𝐶𝛼 − 2𝜋𝜌𝑉𝑏

3𝑠 (
1
4 − 𝑎

2)𝜑(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (
1
4 −

𝑎
2)] 𝐴

𝐷
] − 

ℎ [
[𝑘ℎ + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜑̇(0)]𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏

2𝑠 (
1
2 + 𝑎) 𝜑̇

(0)] 𝐴

𝐷
] + 𝛼 [

[2𝜋𝜌𝑉2𝑏𝑠𝜑(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (
1
2 − 𝑎) 𝜑̇

(0)] 𝐵

𝐷
] 

 (II.47) 



   

 

 

 CHAPITRE II 

 
     La modélisation du système aéroélastique 

31 

 

𝛼 [
[𝑘𝛼(𝛼) − 2𝜋𝜌𝑉

2𝑏2𝑠 (
1
2
+ 𝑎)𝜑(0) − 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (

1
4
− 𝑎2) 𝜑̇(0)] 𝐴

𝐷
] + 

 

𝜑̇(𝑡) [
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠ℎ(0) − 2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (

1
2
− 𝑎) 𝛼(0)]𝐵 − [2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2
+ 𝑎)ℎ(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (

1
4
− 𝑎2)𝛼(0)]𝐴

𝐷
] 

𝑤1 [
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆ℎ1]𝐵 − [2𝜋𝜌𝑉𝑏

2𝑠 (
1
2
+ 𝑎) 𝜆ℎ1] 𝐴

𝐷
] + 𝑤2 [

[−2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆ℎ2]𝐵 − [2𝜋𝜌𝑉𝑏
2𝑠 (

1
2
+ 𝑎) 𝜆ℎ2] 𝐴

𝐷
] 

 +𝑤3 [
[2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆𝛼1]𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (

1
2
+ 𝑎) 𝜆𝛼1] 𝐴

𝐷
] + 𝑤4 [

[2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆𝛼2]𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (
1
2
+ 𝑎) 𝜆𝛼2] 𝐴

𝐷
] 

+𝛽 [
[𝜌𝑉2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛽]𝐵 + [𝜌𝑉²𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛽]𝐴

𝐷
] + 𝛾 [

[𝜌𝑉2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛾]𝐵 + [𝜌𝑉²𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛾]𝐴

𝐷
]                                        (𝐈𝐈. 𝟒𝟗) 

 

Avec les coefficients : 

                                              𝐴 = 𝑚𝑇 + 𝜋𝜌𝑏²𝑠                          𝐵 = 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 − 𝜋𝜌𝑏
3𝑠𝑎 

                                                        𝐶 = 𝐼𝑒𝑎 + 𝜋𝜌𝑏
4𝑠 (

1

8
+ 𝑎²)          𝐷 = 𝐴𝐶 − 𝐵² 

 

II.6.1.2. Modèle approche quasi stationnaire : 
 

Pour obtenir la représentation de notre système dans ce cas, nous substituons l’équation (II.38) dans 

(II.42) nous obtenons : 
 

𝑚𝑇ℎ̈ + 𝑚𝑤𝑥𝛼 𝑏 𝛼̈ + 𝐶ℎℎ̇+𝑘ℎ ℎ = 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠 [ℎ(0) + 𝑏 (
1

2
− 𝑎)𝛼(0)] 𝜑̇(𝑡) − 

2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠 {𝜑(0)ℎ̇ + 𝑏 (
1

2
− 𝑎)𝜑(0)𝛼̇ + 𝜑̇(0)ℎ + [𝑉𝜑(0) + 𝑏 (

1

2
− 𝑎) 𝜑̇(0)] 𝛼} + 

2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠[𝜆ℎ1𝑤1 + 𝜆ℎ2  𝑤2 − 𝜆𝛼1𝑤3 − 𝜆𝛼2  𝑤4] −  𝜌𝑉
2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛽𝛽 − 𝜌𝑉²𝑏𝑠𝐶𝑙𝛾𝛾                                 (II.50) 

 

Et substituant M par sa valeur donnée par l’équation (II.39) dans (II.43) nous aurons : 

𝑚𝑤𝑏 𝑥𝛼ℎ̈ + 𝐼𝑒𝑎𝛼̈ + 𝑘𝛼(𝛼) 𝛼 + 𝐶𝛼(𝛼̇)𝛼̇ = 

−2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
+ 𝑎) [ℎ(0) + 𝑏 (

1

2
− 𝑎)𝛼(0)] 𝜑̇(𝑡)  + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1

2
+ 𝑎) 

{𝜑(0)ℎ̇ + 𝑏 (
1

2
− 𝑎)𝜑(0)𝛼̇ + 𝜑̇(0)ℎ} + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1

2
+ 𝑎) [𝑉𝜑(0) + 𝑏 (

1

2
− 𝑎) 𝜑̇(0)] 𝛼 − 

 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
+ 𝑎) [𝜆ℎ1𝑤1 + 𝜆ℎ2  𝑤2 − 𝜆𝛼1𝑤3 − 𝜆𝛼2  𝑤4] + 𝜌𝑉

2𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛽𝛽 + 𝜌𝑉²𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛾       (II.51) 
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Pour adapter les équations (II.50) et (II.51) selon le modèle voulu, nous réécrivons ces dernières 

comme suit : 

ℎ̈[𝑚𝑇] + 𝛼̈[𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏] + ℎ̇ [𝐶ℎ + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜑(0)] + 𝛼̇ [2𝜋𝜌𝑉𝑏
2𝑠 (

1

2
− 𝑎)𝜑(0)]+ ℎ [𝑘ℎ + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜑̇(0)] + 

𝛼 [2𝜋𝜌𝑉2𝑏𝑠𝜑(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
− 𝑎)𝜑 ̇ (0)] + 𝜑̇(𝑡) [−2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠ℎ(0) − 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1

2
− 𝑎)𝛼(0)] 

    +2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠{𝑤1[−𝜆ℎ1] + 𝑤2[−𝜆ℎ2] + 𝑤3[𝜆𝛼1] + 𝑤4[𝜆𝛼2]} +  𝛽 [ 𝜌𝑉
2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛽] + 𝛾 [𝜌𝑉

2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛾] = 0 (II.52) 

 

 

ℎ̈[𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏] + 𝛼̈[𝐼𝑒𝑎] + ℎ̇ [−2𝜋𝜌𝑉𝑏
2𝑠 (

1

2
+ 𝑎)𝜑(0)] +𝛼̇ [𝐶𝛼 − 2𝜋𝜌𝑉𝑏

3𝑠 (
1

4
− 𝑎2)𝜑(0)] + 

ℎ [−2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
+ 𝑎) 𝜑̇(0)] +   𝛼 [𝑘𝛼(𝛼) − 2𝜋𝜌𝑉

2𝑏2𝑠 (
1

2
+ 𝑎)𝜑(0) − 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (

1

4
−) 𝜑̇(0)] 

+𝜑̇(𝑡) [2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1

2
+ 𝑎) ℎ(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (

1

4
− 𝑎2) 𝛼(0)] + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1

2
+ 𝑎) 

  {𝑤1[𝜆ℎ1] + 𝑤2[𝜆ℎ2] + 𝑤3[−𝜆𝛼1] + 𝑤4[−𝜆𝛼2]} +  𝛽[−𝜌𝑉²𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛽] + 𝛾[−𝜌𝑉²𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛾] = 0        (II.53) 

Nous combinons l’équation (II.52) avec l’équation (II.53) pour éliminer 𝛼̈, nous aurons : 

ℎ̈  = ℎ̇ [
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2
+ 𝑎)𝜑(0)]𝐵 − [𝐶ℎ + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜑(0)]𝐶

𝐷
] +  

  𝛼̇ [
[𝐶𝛼 − 2𝜋𝜌𝑉𝑏

3𝑠 (
1
4 − 𝑎

2)𝜑(0)] 𝐵

𝐷
−
[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2 − 𝑎)𝜑

(0)] 𝐶

𝐷
] 

+ ℎ [
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2 + 𝑎) 𝜑̇

(0)]𝐵 − [𝑘ℎ + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜑̇(0)]𝐶

𝐷
] − 𝛼 [

[2𝜋𝜌𝑉2𝑏𝑠𝜑(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1
2 − 𝑎)𝜑 ̇

(0)] 𝐶

𝐷
] 

+𝛼 [
[𝑘𝛼(𝛼) − 2𝜋𝜌𝑉

2𝑏2𝑠 (
1
2 + 𝑎)𝜑

(0) − 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (
1
4 − 𝑎

2) 𝜑̇(0)] 𝐵

𝐷
]

+ 𝜑̇(𝑡) [
[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2 + 𝑎) ℎ

(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (
1
4 − 𝑎

2)𝛼(0)]𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠ℎ(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1
2 − 𝑎) 𝛼

(0)] 𝐶

𝐷
] 

+𝑤1 [
[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2 + 𝑎) 𝜆ℎ1] 𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆ℎ1]𝐶

𝐷
] + 𝑤2 [

[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1
2 + 𝑎) 𝜆ℎ2] 𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆ℎ2]𝐶

𝐷
] 
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+𝑤3 [
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (

1
2
+ 𝑎) 𝜆𝛼1]𝐵 − [2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆𝛼1]𝐶

𝐷
] + 𝑤4 [

[−2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (
1
2
+ 𝑎) 𝜆𝛼2]𝐵 − [2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆𝛼2]𝐶

𝐷
] 

+𝛽 [
[−𝜌𝑉2𝑏2𝑠𝐶𝑚𝛽]𝐵 − [𝜌𝑉

2𝑏𝑠𝑐𝑙𝛽]𝐶

𝐷
] + 𝛾 [

[−𝜌𝑉2𝑏2𝑠𝐶𝑚𝛾]𝐵 − [𝜌𝑉
2𝑏𝑠𝑐𝑙𝛾]𝐶

𝐷
]                                            (𝐈𝐈. 𝟓𝟒) 

 

Nous combinons l’équation (II.52) avec l’équation (II.53) pour éliminer ℎ̈, nous aurons : 

 

 𝛼̈  = ℎ̇ [
[𝐶ℎ + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜑(0)]𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏

2𝑠 (
1
2
+ 𝑎)𝜑(0)] 𝐴

𝐷
] + 

𝛼̇ [
[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2
− 𝑎)𝜑(0)]𝐵

𝐷
−
[𝐶𝛼 − 2𝜋𝜌𝑉𝑏

3𝑠 (
1
4
− 𝑎2)𝜑(0)] 𝐴

𝐷
] − 

ℎ [
[𝑘ℎ + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜑̇(0)]𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏

2𝑠 (
1
2 + 𝑎) 𝜑̇

(0)] 𝐴

𝐷
] + 𝛼 [

[2𝜋𝜌𝑉2𝑏𝑠𝜑(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (
1
2 − 𝑎) 𝜑̇

(0)]𝐵

𝐷
] 

−𝛼 [
[𝑘𝛼(𝛼) − 2𝜋𝜌𝑉

2𝑏2𝑠 (
1
2 + 𝑎)𝜑

(0) − 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (
1
4 − 𝑎

2) 𝜑̇(0)] 𝐴

𝐷
] + 

𝜑̇(𝑡) [
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠ℎ(0) − 2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (

1
2
− 𝑎)𝛼(0)] 𝐵 − [2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2
+ 𝑎) ℎ(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (

1
4
− 𝑎2)𝛼(0)]𝐴

𝐷
] 

+𝑤1 [
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆ℎ1]𝐵 − [2𝜋𝜌𝑉𝑏

2𝑠 (
1
2 + 𝑎) 𝜆ℎ1] 𝐴

𝐷
] + 𝑤2 [

[−2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆ℎ2]𝐵 − [2𝜋𝜌𝑉𝑏
2𝑠 (

1
2 + 𝑎) 𝜆ℎ2] 𝐴

𝐷
] 

𝑤3 [
[2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆𝛼1]𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (

1
2 + 𝑎) 𝜆𝛼1] 𝐴

𝐷
] + 𝑤4 [

[2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆𝛼2]𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (
1
2 + 𝑎) 𝜆𝛼2] 𝐴

𝐷
] 

 +𝛽 [
[𝜌𝑉2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛽]𝐵 + [𝜌𝑉²𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛽]𝐴

𝐷
] + 𝛾 [

[𝜌𝑉2𝑏𝑠𝐶𝑙𝛾]𝐵 + [𝜌𝑉²𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛾]𝐴

𝐷
]                                  (𝐈𝐈. 𝟓𝟓) 

 

Avec les coefficients : 

𝐴 = 𝑚𝑇                     𝐵 = 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 

                                                         𝐶 = 𝐼𝑒𝑎                    𝐷 = 𝐴𝐶 − 𝐵² 
 

Nous pouvons écrire les équations (II.48) et (II.49), (II.54) et (II.55) comme suit : 

ℎ̈ = 𝑎31ℎ + 𝑎32𝛼 + 𝑎33ℎ̇ + 𝑎34𝛼̇ + 𝑎35𝑤1 + 𝑎36𝑤2 + 𝑎37𝑤3 + 𝑎38𝑤4 + 𝑑1𝜑̇(𝑡) + 𝑏31𝛽 + 𝑏32𝛾   (II.56) 

𝛼̈ = 𝑎41ℎ + 𝑎42𝛼 + 𝑎43ℎ̇ + 𝑎44𝛼̇ + 𝑎45𝑤1 + 𝑎46𝑤2 + 𝑎47𝑤3 + 𝑎48𝑤4 + 𝑑2𝜑̇(𝑡) + 𝑏41𝛽 + 𝑏42𝛾  (II.57) 

Les termes 𝒅𝟏𝝋̇(𝒕) 𝑒𝑡 𝒅𝟐𝝋̇(𝒕) sont négligeables par rapport aux autres termes [43]. 



   

 

 

 CHAPITRE II 

 
     La modélisation du système aéroélastique 

34 

 

 

Où les coefficients aij et bij qui constituent les matrices A et B sont définis dans l’annexe B. 

Considérons le vecteur d’état 𝒙 et le vecteurde commande 𝒖et en utilisant les équations (II.56) et (II.57), 

nous obtenons le vecteur 𝑥̇  tel que tel que : 

𝑥̇ =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2̇
𝑥3̇
𝑥4̇
𝑥5̇
𝑥6̇
𝑥7̇
𝑥8̇

̇

]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ̇
𝛼̇
ℎ̈
𝛼̈
𝑤1̇
𝑤2̇
𝑤3̇
𝑤4̇]
 
 
 
 
 
 
 

        𝑥 =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ
𝛼
ℎ̇
𝛼̇
𝑤1
𝑤2
𝑤3
𝑤4]
 
 
 
 
 
 
 

        𝑢 = [
𝛽
𝛾
]         𝑦 = [

ℎ
𝛼
] 

 

II.7. Modélisation des systèmes incertains : 
 

Le système réel est un approche d’un modèle incertain [28] car le calcul de la commande d’un 

processus physique passe nécessairement par l’utilisation d’un modèle qui ne peut jamais être une 

représentation parfaite de la réalité : il y a toujours des incertitudes de modélisation [29]. 

Alors dans cette section on considère la modélisation du système aéroélectrique où le système est 

soumis à des différentes perturbations de type structuré : les paramètres affectés par ces incertitudes 

sont les coefficients d’amortissement (𝐶ℎ , 𝐶𝛼) ainsi les coefficients de rigidité (𝑘𝛼,𝑘ℎ ) et de type 

dynamique : les paramètres affectés par ces incertitudes sont les paramètres complexes 

aérodynamiques qui ont été obtenu à partir le développement de la fonction de Wagner. 

Ceux que nous avons considérés sont formés à partir d’une représentation linéaire fractionnaire LFT  

II.7.1. Modélisation par transformation linéaire fractionnaire : 
 

II.7.1.1. Définition d’une transformation fractionnaire linéaire LFT : 
 

La modélisation LFT est un formalisme commun de représentation des systèmes, largement utilisé 

dans la théorie de la commande moderne [30] car c’est une représentation simple et élégante [31] qui 

permet de représenter les incertitudes [28] et de décrire les écarts entre le comportement nominal et le 

comportement réel du procédé [32]. 

Les valeurs nominales sont regroupées dans une matrice augmentée notée P supposée propre, et les 

incertitudes quel que soit leur type sont réunies dans une matrice ∆ de structure diagonale [31]. 

 

 

Figure (II.5) : Représentation LFT : a) supérieur b) inférieur 
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II.7.1.2 Modélisation des incertitudes non structurées (complexe) : 

Les incertitudes non-structurés (incertitudes dynamiques ou incertitudes fréquentielles) sont des 

facteurs externes imprévisibles [34] qui peuvent perturber le fonctionnement du système car elles ont 

une influence non négligeables sur le modèle [33]. 

On considère notre système donné par sa représentation d’état (ABCD) sous la forme LFT comme 

indiqué dans la Figure II.6 [29]. 

 

Figure (II.6) : Représentation LFT d’un système linéaire 
 

 

Les perturbations peuvent être rassemblées sous forme d’un seul et unique bloc ∆, [35] qui contient : 

les incertitudes complexes avec In qui est une matrice identité ou n représente le nombre d'états [36] et 

qui représente les dynamiques en hautes fréquences [35]. 

Le calcul de la réponse en fréquence de cette LFT revient à évaluer le bloc entre ẋ et x à  

 s =jω     ∆=
1

𝑆
 𝐼𝑛  [36] 

Le système où les matrices A(∆) B(∆) C(∆) et D(∆) dépendent de façon rationnelle d’un vecteur de 

paramètres incertains  𝛿𝑟 , peut être modélisé par une LFT où les paramètres incertains du système 

sont extraits et placés dans un bloc diagonal noté ∆r, telle que la matrice restante P décrit notre système 

linéaire (augmenté) et invariant dans le temps [29]. 

Soit un système incertain écrit sous forme d’état : 

𝑥̇= 𝐴(∆) 𝑥 + 𝐵(∆) 𝑢  

𝑦= 𝐶 (∆) 𝑥 + 𝐷(∆) 𝑢 

          𝑥̇= (𝐴0+∆𝐴) 𝑥 + (𝐵0+∆𝐵) 𝑢 

        𝑦̇= (𝐶0+∆𝑐) 𝑥 + (𝐷0+∆𝐷) 𝑢 

 

Où : 

- (A0 B0 C0 D0) : est la représentation du système nominal ou Pnom c’est la matrice d’état nominal. 

-∆A ; ∆B ; ∆C ; ∆D : sont des perturbations linéaires du modèle dus aux incertitudes non paramétriques. 
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II.7.1.2.1. Modèle approche instationnaire : 

Dans cette approche, on propose de modéliser les forces aéroélastiques en fonction de la fréquence 

d'oscillation de la structure dans laquelle on insère les perturbations de type complexe obtenues à partir 

le développement de la fonction de Wagner sur le modèle quasi stationnaire sous la forme standard de 

LFT et ce modèle obtenu on le considère comme étant un système nominal. 

Pour obtenir la représentation d’état de système quasi stationnaire, On substitue l’équation (II.40) 

dans(II.42) on obtient : 

𝑚𝑇ℎ̈ + 𝑚𝑤  𝑥𝛼  𝑏 𝛼̈ + 𝐶ℎℎ̇ + 𝑘ℎ = −ρ 𝑉
2 b s 𝐶𝑙𝛼 [α + (

ℎ̇

𝑉
) + (

1

2
− 𝑎)𝑏 (

𝛼̇

𝑉
)] − ρ 𝑉2 b s 𝐶𝑙𝛽 −  ρ 𝑉

2 b s 𝐶𝑙𝛾 γ  (II.58) 
 

 

Et on substitue M par sa valeur donnée par l’équation (II.41) dans (II.43) on aura :  

𝑚𝑤 𝑥𝛼 b ℎ ̈ + 𝐼𝑒𝑎𝛼̈ + 𝑘𝛼𝛼 + 𝐶𝛼(𝛼̇)𝛼̇ =  ρ𝑉
2𝑏2s𝐶𝑚𝛼[α + (

ℎ̇

𝑉
) + (

1

2
− 𝑎) 𝑏 (

𝛼̇

𝑉
) + ρ𝑉2𝑏2s𝐶𝑚𝛽 + ρ𝑉

2𝑏2s𝐶𝑚𝛾γ  (II.59) 

  On combine l’équation (II.58) avec l’équation (II.59) pour éliminer 𝛼̈ on aura : 

ℎ̈
( 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏)

2 −   𝑚𝑇𝐼𝑒𝑎
 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏

+ ℎ̇
−ρ𝑉2𝑏2s𝐶𝑚𝛼 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 − 𝐼𝑒𝑎[𝐶ℎ + ρ𝑉

2bs𝐶𝑙𝛼]

 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏
+ 

𝛼̇
𝐶𝛼  𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 − ρ𝑉

2𝑏2s𝐶𝑚𝛼 (
1
2
− 𝑎)  𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 − ρ𝑉

2bs𝐶𝑙𝛼 (
1
2
− 𝑎) 𝐼𝑒𝑎

 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏
+ 

⍺ 
𝑘𝛼  𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 − ρ𝑉

2𝑏2s𝐶𝑚𝛼 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 − ρ𝑉
2bs𝐶𝑙𝛼𝐼𝑒𝑎

 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏
−  ℎ 

𝑘ℎ𝐼𝑒𝑎
 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏

+ 

β
−ρ𝑉2𝑏2s𝐶𝑚𝛽 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 − ρ𝑉

2bs𝐶𝑙𝛽𝐼𝑒𝑎

 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏
] + 𝛾 [

−ρ𝑉2𝑏2s𝐶𝑚𝛾 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 − ρ𝑉
2bs𝐶𝑙𝛾𝐼𝑒𝑎

 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏
] = 0                    (𝐈𝐈. 𝟔𝟎) 

 

On divise par 
( 𝒎𝒘𝒙𝜶𝒃)

𝟐
−  𝒎𝑻𝑰𝒆𝒂

 𝒎𝒘𝒙𝜶𝒃
, l’équation ci-dessus devient : 

ℎ̈ =  ℎ̇
−ρ𝑉2𝑏2s𝐶𝑚𝛼 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 − 𝐼𝑒𝑎[𝐶ℎ + ρ𝑉

2bs𝐶𝑙𝛼]

  𝑚𝑇𝐼𝑒𝑎 −  (𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏)2
+ 

𝛼 ̇
𝐶𝛼 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 − ρ𝑉

2𝑏2s𝐶𝑚𝛼 (
1
2 − 𝑎)  𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 − ρ𝑉

2bs𝐶𝑙𝛼 (
1
2 − 𝑎) 𝐼𝑒𝑎

  𝑚𝑇𝐼𝑒𝑎 −  (𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏)2
− 

 ℎ 
𝑘ℎ𝐼𝑒𝑎

  𝑚𝑇𝐼𝑒𝑎 −  (𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏)2
+ ⍺

𝑘𝛼 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 − ρ𝑉
2𝑏2s𝐶𝑚𝛼 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 − ρ𝑉

2bs𝐶𝑙𝛼𝐼𝑒𝑎
  𝑚𝑇𝐼𝑒𝑎 −  (𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏)2

+ 

β
−ρ𝑉2𝑏2s𝐶𝑚𝛽 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 − ρ𝑉

2bs𝐶𝑙𝛽𝐼𝑒𝑎

  𝑚𝑇𝐼𝑒𝑎 −  (𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏)2
+ 𝛾 [

−ρ𝑉2𝑏2s𝐶𝑚𝛾 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 − ρ𝑉
2bs𝐶𝑙𝛾𝐼𝑒𝑎

  𝑚𝑇𝐼𝑒𝑎 −  (𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏)2
] = 0                      (𝐈𝐈. 𝟔𝟏) 

 

On peut écrire l’équation ci-dessus comme suit : 

                   ℎ̈ = 𝑎31 ℎ + 𝑎32𝛼 + 𝑎33 ℎ̇ + 𝑎34 𝛼̇ + 𝑏31 𝛽 + 𝑏32𝛾                                          (𝐈𝐈. 𝟔𝟐)  
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En combinant aussi l’équation (II.58) avec l’équation (II.59) en éliminant cette fois ℎ̈ on obtient : 

𝛼̈ 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 −
 𝑚𝑇𝐼𝑒𝑎
 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏

+ ℎ̇[𝐶ℎ +
ρ𝑉2bs𝐶𝑙𝛼

𝑉
+
 𝑚𝑇ρ𝑉

2𝑏2s𝐶𝑚𝛼
𝑉 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏

] + 

 𝛼̇ [
ρ𝑉2bs𝐶𝑙𝛼

𝑉
(
1

2
− 𝑎) 𝑏 −

 𝑚𝑇𝐶𝛼
 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏

+
 𝑚𝑇ρ𝑉

2𝑏2s𝐶𝑚𝛼
𝑉 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏

(
1

2
− 𝑎) 𝑏] + 

⍺ [ρ𝑉2bs𝐶𝑙𝛼 −
 𝑚𝑇𝑘𝛼
 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏

+ 
 𝑚𝑇ρ𝑉

2𝑏2s𝐶𝑚𝛼
 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏

] + 𝑘ℎ  ℎ +   

β[ρ𝑉2bs𝐶𝑙𝛽 +
ρ𝑉2𝑏2s𝐶𝑚𝛽 𝑚𝑇

 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏
] + γ[ρ𝑉2bs𝐶𝑙𝛾 +

ρ𝑉2𝑏2s𝐶𝑚𝛾 𝑚𝑇

 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏
] = 0                                                      (𝐈𝐈. 𝟔𝟑) 

On devise l’équation ci-dessus par 𝒎𝒘𝒙𝜶𝒃 −
 𝒎𝑻𝑰𝒆𝒂

 𝒎𝒘𝒙𝜶𝒃
  et on calcule 𝛼̈ on le trouve comme suit: 

𝛼̈ = ℎ ̇
𝐶ℎ 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 + ρ𝑉

2bs𝐶𝑙𝛼 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 𝑚𝑇ρ𝑉
2𝑏2s𝐶𝑚𝛼

 𝑚𝑇𝐼𝑒𝑎 −  (𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏)2
+ 

𝛼̇ [
ρ𝑉2bs𝐶𝑙𝛼 (

1
2 − 𝑎) 𝑏 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 𝑚𝑇𝐶𝛼(𝛼̇) 𝑚𝑇ρ𝑉

2𝑏2s𝐶𝑚𝛼 (
1
2 − 𝑎) 𝑏

 𝑚𝑇𝐼𝑒𝑎 −  (𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏)2
] + 

 ℎ
𝑘ℎ 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏

 𝑚𝑇𝐼𝑒𝑎 −  (𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏)2
+ α

ρ𝑉2bs𝐶𝑙𝛼 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏−𝑚𝑇𝑘𝛼 +  𝑚𝑇ρ𝑉
2𝑏2s𝐶𝑚𝛼

 𝑚𝑇𝐼𝑒𝑎 −  (𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏)2
 

+β
ρ𝑉2bs𝐶𝑙𝛽 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 + ρ𝑉

2𝑏2s𝐶𝑚𝛽 𝑚𝑇

 𝑚𝑇𝐼𝑒𝑎 −  (𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏)2
+ γ

ρ𝑉2bs𝐶𝑙𝛾 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 + ρ𝑉
2𝑏2s𝐶𝑚𝛾 𝑚𝑇

 𝑚𝑇𝐼𝑒𝑎 −  (𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏)2
                                 (𝐈𝐈. 𝟔𝟒) 

 

 

L’équation ci-dessus peut être écrite comme suit : 

𝛼̈ = 𝑎41ℎ + 𝑎42𝛼 + 𝑎43ℎ̇ + 𝑎44𝛼̇ + 𝑏41𝛽 + 𝑏42𝛾                                             (II.65) 
 

 

Les équations (II.62) et (II.65) peuvent être écrites sous la forme : 

𝑥̇ =  𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 

𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢 
 

Considérons le vecteur d’état 𝒙 et le vecteur de commande 𝒖 et y le vecteur de sortie tel que : 

𝑥̇ =

[
 
 
 
𝑥1
𝑥2̇
𝑥3̇
𝑥4̇

̇

]
 
 
 
= [

ℎ̇
𝛼̇
ℎ̈
𝛼̈

]       𝑥 = [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

] = [

ℎ
𝛼
ℎ̇
𝛼̇

]       𝑢 = [
𝛽
𝛾
]             𝑦 = [ℎ

𝛼
] 

Où les coefficients aij et bij qui constituent les matrices A et B sont définis dans l’annexe (B). 

On remarque que notre système aéroélastique est de 4ème ordre. 
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On insère sur ce modèle les incertitudes aérodynamiques complexes obtenues à partir de développement 

de la fonction de Wagner : 

𝑤1 = ∫ 𝑒−𝜀1(𝑡−𝜎) ℎ(𝜎) 𝑑𝜎
𝑡

0

            𝑤2 = ∫ 𝑒−𝜀2(𝑡−𝜎) ℎ(𝜎) 𝑑𝜎
𝑡

0

 

   𝑤3 = ∫ 𝑒−𝜀1(𝑡−𝜎) 𝛼(𝜎) 𝑑𝜎           
𝑡

0

𝑤4 = ∫ 𝑒−𝜀2(𝑡−𝜎) 𝛼(𝜎) 𝑑𝜎
𝑡

0

   

En utilisant l’intégral par partie, le développement en série de Fourier et la transformée de Laplace 

pour les équations citées ci-dessus voir l’annexe B on obtient :  

 -Les fonctions de transfert de perturbation aérodynamiques sur le déplacement vertical (h) et sur 

l’angle d’incidence (𝛼): 

                                                                 G1(s)  = 
1

𝑠+𝜀1
  +𝑊1𝛿1

𝑟                                   (II.66) 

 

Avec :𝛿1
𝑟 est la perturbation associée à la fonction de transfert de perturbation aérodynamique de 

coefficient d’amortissement 𝜀1 sur le déplacement vertical (h) : 

𝛿1
𝑟ϵ R et |𝛿1

𝑟| ≤ 1 

𝑊1 = 𝑒1 ×
1

𝑠 + 𝜀1
 

𝑊1 : est la pondération sur la perturbation associée à la fonction de transfert de perturbation 

aérodynamique de coefficient d’amortissement 𝜀1 et 𝑒1 est l’erreur de pondération. 

                                                            G2(s)  = 
1

𝑠+𝜀2
  +𝑊2𝛿2

𝑟                                                      (II.67) 

Avec :𝛿2
𝑟 est la perturbation associée à la fonction de transfert de perturbation aérodynamique de 

coefficient d’amortissement 𝜀2 sur le déplacement vertical (h) : 

𝛿2
𝑟ϵ R et |𝛿2

𝑟| ≤ 1 

𝑊2 = 𝑒2 ×
1

𝑠 + 𝜀2
 

𝑊2 : est la pondération sur la perturbation associée à la fonction de transfert de perturbation 

aérodynamique de coefficient d’amortissement 𝜀2 et 𝑒2 est l’erreur de pondération. 

                                                                  G3(s)= 1

𝑠+𝜀1
 +𝑊3𝛿3

𝑟                                                 (II.68)  

Où : 𝛿3
𝑟  est la perturbation liée à la fonction de transfert de perturbation aérodynamique de coefficient 

d’amortissement 𝜀1  sur l’angle d’incidence (𝛼): 

                                                                             𝛿3
𝑟 ϵ R et |𝛿3

𝑟 | ≤ 1 
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𝑊3 = 𝑒3 ×
1

𝑠 + 𝜀1
 

𝑊3:  est la pondération sur la perturbation à la fonction de transfert de perturbation aérodynamique de 

coefficient d’amortissement 𝜀1 et 𝑒3 est l’erreur de pondération.  

            G4(s)=  1

𝑠+𝜀2
 +𝑊4𝛿4

𝑟                             (II.69) 

Où : 𝛿4
𝑟 est la perturbation liée à la fonction de transfert de perturbation aérodynamique de coefficient 

d’amortissement 𝜀2  sur l’angle d’incidence (𝛼): 

𝛿4
𝑟ϵ R et |𝛿4

𝑟| ≤ 1 

𝑊4 = 𝑒4 ×
1

𝑠 + 𝜀2
 

𝑊4 : est la pondération sur la perturbation associée à la fonction de transfert de perturbation 

aérodynamique de coefficient d’amortissement 𝜀2 et 𝑒4 est l’erreur de pondération.  

∆=

[
 
 
 
𝛿1
𝑟 0 0 0
0 𝛿2

𝑟 0 0

0
0

0
0

𝛿3
𝑟 0

0 𝛿4
𝑟]
 
 
 
 

On pose :  𝑍1 = 𝑊1w1       (II.70)                                                                    w1 = 𝛿1
𝑟𝑍1             (II.74) 

                    𝑍2 = 𝑊2w2       (II.71)                                                                             w2 = 𝛿2
𝑟𝑍2            (II.75)                                                               

                  𝑍3 = 𝑊3w3       (II.72)                                                                             w3 = 𝛿3
𝑟𝑍3            (II.76) 

                  𝑍4 = 𝑊4w4       (II.73)                                                                             w4 = 𝛿4
𝑟𝑍4            (II.77) 

 

Ces fonctions de transfert, on les insère sur le modèle nominal de quasi-stationnaire sous forme LFT 

en utilisant la fonction de matlab « sysinc » qui permet d’obtenir un modèle augmenté P sous la forme 

suivante : 

𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎34 𝑎35 𝑎36 𝑎37 𝑎38
𝑎41 𝑎42 𝑎43 𝑎44 𝑎45 𝑎46 𝑎47 𝑎48
1 0 0 0 −𝜀1 0 0 0
1 0 0 0 0 −𝜀2 0 0
0 1 0 0 0 0 −𝜀1 0
0 1 0 0 0 0 0 −𝜀2]

 
 
 
 
 
 
 

                                 𝐵 =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0
0 0
𝑏31 𝑏32
𝑏41 𝑏42
0 0
0 0
0 0
0 0 ]
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  𝐶 =  

[
 
 
 
 
 
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0 
0 1 0 0

  𝑊1 0 0 0
  0 𝑊2 0 0
  0 0 𝑊3 0
  0 0 0 𝑊4

  0 0 0 0
   0 0 0 0 ]

 
 
 
 
 

                                                              𝐷 =  

[
 
 
 
 
 
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0]

 
 
 
 
 

 

Considérons le vecteur d’état 𝒙, le vecteur de commande 𝒖 le vecteur de sortie y et le vecteur 𝑥̇  sont 

données par :  

  𝑥̇ =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2̇
𝑥3̇
𝑥4̇
𝑥5̇
𝑥6̇
𝑥7̇
𝑥8̇

̇

]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ̇
𝛼̇
ℎ̈
𝛼̈
w1̇
w2̇
w3̇
w4̇ ]
 
 
 
 
 
 
 

               𝑥 =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ
𝛼
ℎ̇
𝛼̇
w1
w2
w3
w4]
 
 
 
 
 
 
 

           𝑢 = [
𝛽
𝛾
]             𝑦 =

[
 
 
 
 
 
𝑍1
𝑍2
𝑍3
𝑍4
ℎ
𝛼 ]
 
 
 
 
 

               

On remarque que notre système aéroélastique est de 8ème ordre, il est décrit par un modèle et pour 

cela on conclue que les perturbations aérodynamiques influent sur la matrice d’état A en comparant 

avec le modèle quasi stationnaire et que le modèle obtenu a le même ordre que celui du modèle 

instationnaire. 
 

 

 II.7.1.3. Modélisation des incertitudes structurées (réelles) : 

Les incertitudes structurées ou paramétriques ce sont les plus souvent réelle [28] dues aux 

variations ou des erreurs d’estimation sur certains paramètres physiques [34] [35] d'une équation du 

mouvement d'un système dynamique. C'est le cas généralement des modèles à structures flexibles, où 

des variations sont observées à travers les propriétés modales du système [37]. 

On considère notre système donné par sa représentation d’état (ABCD) sous la forme LFT comme 

indiqué dans la Figure II.7 [29]. 

 

 

Figure (II.7) : Mise sous forme de LFT d’un processus incertain [46]. 
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-La matrice des incertitudes Δ est de la forme : Δ = diag (𝛿𝑖𝐼𝑞𝑖) 

Avec 𝛿𝑖ϵ [-1 ;1] représente la variation normalisée de niéme paramètre incertain et 𝐼𝑞est la matrice identité. 

   -u et y représentent les entrées et sorties physiques du système 

-w et z sont introduits respectivement comme une entrée et une sortie auxiliaires, connectées par 

Une boucle de retour sur un gain Δ selon la relation suivante : w = Δ × z 

Le système P s’écrit : 

𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵1𝑤 + 𝐵2𝑢                                                      

z = 𝐶1𝑥 + 𝐷11𝑤 + 𝐷12𝑢                                                                

y = 𝐶2𝑥 + 𝐷21𝑤 + 𝐷22𝑢                 

Les équations ci-dessus peuvent être écrites sous forme matricielle : 

[
𝑥̇
𝑧
𝑦
] = 𝑃 [

𝑥
𝑤
𝑢
]                  Avec :           P = [

𝐴 𝐵1 𝐵2
𝐶1 𝐷11 𝐷11
𝐶2 𝐷21 𝐷22

] 

II.7.1.3.1. Le modèle du système incertain : 

Pour s'adapter dans le cadre de la synthèse de la commande µ-analyse, une interprétation pour 

modéliser le système aéroélastique qui tient compte des incertitudes paramétriques du modèle sur la 

rigidité et l’amortissement qui sont données comme suit : 

Le coefficient de rigidité pour le mouvement vertical peut être exprimé comme [10] : 

                                   𝑘ℎ = 𝑘ℎ−𝑛𝑜𝑚 +𝑾𝟏𝛿1                                           (II.78) 

Avec :𝛿1est la perturbation associée au coefficient de rigidité de mouvement de tangage 𝑘ℎ−𝑛𝑜𝑚. 

𝛿1ϵ R et |𝛿1| ≤ 1 

𝑾𝟏 = 𝒆𝟏𝑘ℎ−𝑛𝑜𝑚 

𝑾𝟏 : est la pondération sur la perturbation associée au coefficient de rigidité pour le mouvement 

vertical 𝑘ℎ−𝑛𝑜𝑚 et 𝒆𝟏 est l’erreur de pondération. 

Le coefficient de rigidité pour le mouvement de tangage peut être exprimé comme [10] : 

 

                      𝑘𝛼 = 𝑘𝛼−𝑛𝑜𝑚 +𝑾𝟐𝛿2                                                      (II.79) 

Avec :𝛿2est la perturbation associée au coefficient de rigidité de mouvement de tangage 𝑘𝛼−𝑛𝑜𝑚.  

𝛿2ϵ R et |𝛿2| ≤ 1 

𝑾𝟐 = 𝒆𝟐𝑘𝛼−𝑛𝑜𝑚 

𝑾𝟐 : est la pondération sur la perturbation associée au coefficient de rigidité pour le mouvement de 

tangage 𝑘𝛼−𝑛𝑜𝑚 et 𝒆𝟐 est l’erreur de pondération. 

Pour les buts semblables, le coefficient d’amortissement perturbé pour le mouvement vertical peut être 

défini comme [10]: 
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        𝐶ℎ = 𝐶ℎ−𝑛𝑜𝑚 +𝑾𝟑𝛿3                                             (II.80) 

Où : 𝛿3 est la perturbation liée au coefficient d’amortissement𝐶ℎ−𝑛𝑜𝑚 pour le mouvement vertical. 

𝛿3ϵ R et |𝛿3| ≤ 1 

𝑾𝟑 = 𝒆𝟑𝐶ℎ−𝑛𝑜𝑚 

𝑾𝟑:  est la pondération sur la perturbation associée au coefficient d'amortissement pour le mouvement 

vertical 𝐶ℎ−𝑛𝑜𝑚 est 𝒆𝟑 et l’erreur de pondération.  

Le coefficient d’amortissement perturbé pour le mouvement de tangage peut être défini comme [10] : 

     𝐶𝛼 = 𝐶𝛼−𝑛𝑜𝑚 +𝑾𝟒𝛿4                                                             (II.81) 

Où : 𝛿4 est la perturbation liée au coefficient d’amortissement𝐶𝛼−𝑛𝑜𝑚 pour le mouvement de tangage. 

𝛿4ϵ R et |𝛿4| ≤ 1 

𝑊4 = 𝒆𝟒𝐶𝛼−𝑛𝑜𝑚 

𝑾𝟒 : est la pondération sur la perturbation associée au coefficient d'amortissement pour le mouvement 

de tangage 𝐶𝛼−𝑛𝑜𝑚 est 𝒆𝟒 est l’erreur de pondération.  

∆= [

𝛿1 0 0 0
0 𝛿2 0 0

0
0

0
0

𝛿3 0
0 𝛿4

] 

On pose :  𝑧1 = 𝑾1ℎ           (II.82)                                                               𝒘𝟏 = 𝛿1𝑧1              (II.86) 

                   𝑧2 = 𝑾𝟐𝛼             (II.83)                                                                       𝒘𝟐 = 𝛿2𝑧2              (II.87)                                                               

                 𝑧3 = 𝑾𝟑ℎ  ̇            (II.84)                                                                       𝒘𝟑 = 𝛿3𝑧3              (II.88) 

                   𝑧4 = 𝑾𝟒 𝛼 ̇            (II.85)                                                                        𝒘𝟒 = 𝛿4𝑧4              (II.89)                                           

On obtient :                                               [

𝒘𝟏

𝒘𝟐
𝒘𝟑

𝒘𝟒

] = [

𝛿1 0 0 0
0 𝛿2 0 0

0
0

0
0

𝛿3 0
0 𝛿4

] [

𝑧1
𝑧2
𝑧3
𝑧4

] 

 

On substitue (II.79) et (II.80) dans (II.42) et en combinant avec (II.83) et(II.84) respectivement et en 

substituant (II.78) et (II.81) dans(II.43) et en combinant avec (II.82) et (II.83) on obtient   

respectivement : 

                𝑚𝑇ℎ̈ + 𝑚𝑤𝑥𝛼b𝛼̈ + 𝐶ℎ−𝑛𝑜𝑚ℎ̇ + 𝑘ℎ−𝑛𝑜𝑚ℎ + 𝛿2𝑧2 + 𝛿3𝑧3 = −L                   (II.90) 

                 𝑚𝑤𝑥𝛼 𝑏 ℎ̈ + 𝐼𝑒𝑎𝛼̈ + 𝑘𝛼−𝑛𝑜𝑚𝛼 + 𝐶𝛼−𝑛𝑜𝑚𝛼̇ + 𝛿1𝑧1 + 𝛿4𝑧4 = M                  (II.91) 

Ces deux équations ci-dessus peuvent être écrites comme suit on substitue 𝒘𝟏 𝒘𝟐 𝒘3 et 𝒘𝟒 par leurs 

valeurs : 
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                 𝑚𝑇 ℎ +̈ 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏𝛼̈ + 𝐶ℎ−𝑛𝑜𝑚ℎ̇ + 𝑘ℎ−𝑛𝑜𝑚ℎ +  𝒘𝟐 +  𝒘𝟑 = −L      (II.92)          

                    𝑚𝑤𝑥𝛼b ℎ̈+𝐼𝑒𝑎𝛼̈ + 𝑘𝛼−𝑛𝑜𝑚𝛼 + 𝐶𝛼−𝑛𝑜𝑚𝛼̇ + 𝒘𝟏 +𝒘𝟒=M                                     (II.93) 

II.7.1.3.1.1. Modèle Instationnaire incertain : 

Dans ce cas on insère ces perturbations de type structurelle sur le modèle nominal instationnaire en 

utilisant la fonction de matlab « sysinc » qui permet d’obtenir un modèle augmenté P sous la forme 

suivante : 

𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎34 𝑎35 𝑎36 𝑎37 𝑎38
𝑎41 𝑎42 𝑎43 𝑎44 𝑎45 𝑎46 𝑎47 𝑎48
1 0 0 0 −𝜀1 0 0 0
1 0 0 0 0 −𝜀2 0 0
0 1 0 0 0 0 −𝜀1 0
0 1 0 0 0 0 0 −𝜀2]

 
 
 
 
 
 
 

            B=

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
𝑏31 𝑏32 𝑏33 𝑏34 𝑏35 𝑏36
𝑏41 𝑏42 𝑏43 𝑏44 𝑏45 𝑏46
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

𝐶 = 

[
 
 
 
 
 
𝑾1 0 0 0  0   0    0   0
0 𝑾𝟐 0 0  0   0    0   0
0 0 𝑾𝟑 0  0   0    0   0
0 0 0 𝑾𝟒  0   0    0   0
1 0 0 0 0   0   0   0
0 1 0 0  0   0   0   0]

 
 
 
 
 

                        𝐷 =  

[
 
 
 
 
 
𝑾𝟏 0 0 0  0 0
0 𝑾𝟐 0 0  0 0
0 0 𝑾𝟑 0  0 0
0 0 0 𝑾4  0 0
0 0 0 0  0 0
0 0 0 0  0 0]

 
 
 
 
 

 

 

Considérons le vecteur d’état 𝒙, le vecteur de commande 𝒖 le vecteur de sortie y et  le vecteur 𝑥̇  sont 

données par :  

 𝑥̇ =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2̇
𝑥3̇
𝑥4̇
𝑥5̇
𝑥6̇
𝑥7̇
𝑥8̇

̇

]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ̇
𝛼̇
ℎ̈
𝛼̈
𝑤1̇
𝑤2̇
𝑤3̇
𝑤4̇]
 
 
 
 
 
 
 

              𝑥 =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ
𝛼
ℎ̇
𝛼̇
𝑤1
𝑤2
𝑤3
𝑤4]
 
 
 
 
 
 
 

     𝑢 =

[
 
 
 
 
 
𝒘𝟏
𝒘𝟐
𝒘𝟑
𝒘𝟒
𝛽
𝛾 ]
 
 
 
 
 

                𝑦 =

[
 
 
 
 
 
𝑧1
𝑧2
𝑧3
𝑧4
ℎ
𝛼 ]
 
 
 
 
 

                

 
 

II.7.1.3.1.2. Modèle Approche quasi stationnaire incertain : 
 

Dans ce cas on insère les perturbations de type structurelle sur le modèle nominal approche quasi 

stationnaire en utilisant la fonction de matlab « sysinc » qui permet d’obtenir un modèle augmenté P 

sous la forme suivante : 
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𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎34 𝑎35 𝑎36 𝑎37 𝑎38
𝑎41 𝑎42 𝑎43 𝑎44 𝑎45 𝑎46 𝑎47 𝑎48
1 0 0 0 −𝜀1 0 0 0
1 0 0 0 0 −𝜀2 0 0
0 1 0 0 0 0 −𝜀1 0
0 1 0 0 0 0 0 −𝜀2]

 
 
 
 
 
 
 

        B=

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
𝑏31 𝑏32 𝑏33 𝑏34 𝑏35 𝑏36
𝑏41 𝑏42 𝑏43 𝑏44 𝑏45 𝑏46
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

𝐶 = 

[
 
 
 
 
 
𝑾𝟏 0 0 0  0   0    0   0
0 𝑾𝟐 0 0  0   0    0   0
0 0 𝑾𝟑 0  0   0    0   0
0 0 0 𝑾𝟒  0   0    0   0
1 0 0 0 0   0   0   0
0 1 0 0  0   0   0   0]

 
 
 
 
 

                𝐷 =  

[
 
 
 
 
 
𝑾𝟏 0 0 0  0 0
0 𝑾𝟐 0 0  0 0
0 0 𝑾𝟑 0  0 0
0 0 0 𝑾𝟒  0 0
0 0 0 0  0 0
0 0 0 0  0 0]

 
 
 
 
 

 

 

Considérons le vecteur d’état𝒙, le vecteur de commande 𝒖 le vecteur de sortie y et le vecteur 𝑥̇  sont 

données par :  

 𝑥̇ =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2̇
𝑥3̇
𝑥4̇
𝑥5̇
𝑥6̇
𝑥7̇
𝑥8̇

̇

]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ̇
𝛼̇
ℎ̈
𝛼̈
𝑤1̇
𝑤2̇
𝑤3̇
𝑤4̇]
 
 
 
 
 
 
 

              𝑥 =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ
𝛼
ℎ̇
𝛼̇
𝑤1
𝑤2
𝑤3
𝑤4]
 
 
 
 
 
 
 

        𝑢 =

[
 
 
 
 
 
𝒘𝟏
𝒘𝟐
𝒘𝟑
𝒘𝟒
𝛽
𝛾 ]
 
 
 
 
 

             𝑦 =

[
 
 
 
 
 
𝑧1
𝑧2
𝑧3
𝑧4
ℎ
𝛼 ]
 
 
 
 
 

                 

 

   II.7.2. Modélisation par la transformation fractionnaire linéaire mixte : 

II.7.2.1. Définition LFT mixte : 
 

La prise en compte simultanée de plusieurs types d’incertitudes (structurées et non structurées) qui 

peuvent intervenir sur le modèle [30] conduit à exprimer l’ensemble de modèles sous un  cadre 

général, celui qui est formé à partir d’une transformation linéaire fractionnaire LFT mixte [32] pour 

illustrer cette propriété, considérons le système augmente sous la forme LFT comme indiqué dans la 

Figure II.8 [29]. 

 

Figure (II.8) : Transformation fractionnaire linéaire (LFT) d'un modèle d'espace-état incertain [36] 
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Le système décompose d’une matrice de transfert Pnom contenant un modèle nominal est bouclée par 

une matrice global des incertitudes Δ qui se compose de : 

Le premier bloc Δu contenant les perturbations paramétriques affectant les matrices d'état-espace,  

Le deuxième bloc contient : les incertitudes complexes avec In qui est une matrice identité ou n 

représente le nombre d'états [36]. 

Le système augmenté P s’écrit : 

𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐴𝑤𝑤 + 𝐵̅𝑢                                            

 z = 𝐸̅𝑥𝑥 + 𝐸̅𝑤𝑤 + 𝐸̅𝑢𝑢                                                     

y = 𝐶𝑥 + 𝐶𝑤𝑤 +𝐷𝑢                                                                    

Les équations ci-dessus peuvent être écrites sous forme matricielle : 

                               Pnom=[𝐴 𝐵̅
𝐶 𝐷

]                        [
𝑥̇
𝑧
𝑦
] = 𝑃 [

𝑥
𝑤
𝑢
]                     P =[

𝐴 𝐴𝑤 𝐵̅

𝐸̅𝑥 𝐸̅𝑤 𝐸̅𝑢
𝐶 𝐶𝑤 𝐷

] 

 

II.7.2.2. Le modèle du système incertain : 
 

 

II.7.2.2.1. Modèle approche instationnaire incertain : 
 

Dans ce cas on insère les perturbations de type structurelle sur le modèle nominal approche 

instationnaire en utilisant la fonction de matlab « sysinc » qui permet d’obtenir un modèle augmenté P 

sous la forme suivante : 

𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎34 𝑎35 𝑎36 𝑎37 𝑎38
𝑎41 𝑎42 𝑎43 𝑎44 𝑎45 𝑎46 𝑎47 𝑎48
1 0 0 0 −𝜀1 0 0 0
1 0 0 0 0 −𝜀2 0 0
0 1 0 0 0 0 −𝜀1 0
0 1 0 0 0 0 0 −𝜀2]

 
 
 
 
 
 
 

        B=

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
𝑏31 𝑏32 𝑏33 𝑏34 𝑏35 𝑏36
𝑏41 𝑏42 𝑏43 𝑏44 𝑏45 𝑏46
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

𝐶 = 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 𝑊1   0    0   0
0 0 0 0  0 𝑊2    0   0
0 0 0 0  0   0 𝑊3   0
0 0 0 0  0   0    0 𝑊4
𝑾𝟏 0 0 0 0   0   0   0
0 𝑾𝟐 0 0  0   0   0   0
0 0 𝑾3 0 0   0   0   0
0 0 0 𝑾𝟒 0 0   0   0
1 0 0 0 0 0   0   0
0 1 0 0 0 0   0   0 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

                     𝐷 =  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
𝑾𝟏 0 0 0  0 0
0 𝑾𝟐 0 0  0 0
0 0 𝑾3 0  0 0
0 0 0 𝑾𝟒  0 0
0 0 0 0  0 0
0 0 0 0  0 0]
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Considérons le vecteur d’état 𝒙 , le vecteur de commande 𝒖 le vecteur de sortie y et le vecteur 𝑥̇  sont 

données par : 

𝑥̇ =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2̇
𝑥3̇
𝑥4̇
𝑥5̇
𝑥6̇
𝑥7̇
𝑥8̇

̇

]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ̇
𝛼̇
ℎ̈
𝛼̈
𝑤1̇
𝑤2̇
𝑤3̇
𝑤4̇]
 
 
 
 
 
 
 

             𝑥 =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ
𝛼
ℎ̇
𝛼̇
𝑤1
𝑤2
𝑤3
𝑤4]
 
 
 
 
 
 
 

       𝑢 =

[
 
 
 
 
 
𝒘𝟏
𝒘𝟐
𝒘𝟑
𝒘𝟒
𝛽
𝛾 ]
 
 
 
 
 

      𝑦 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑍1
𝑍2
𝑍3
𝑍4
𝑧1
𝑧2
𝑧3
𝑧4
ℎ
𝛼 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

            

D’après ces trois cas on remarque en comparant avec le modèle nominal que les incertitudes 

paramétrique influent sur la matrice de commande B. 
 

 

Conclusion : 

Dans ce chapitre, différents modèles aeroélastiques en régime instationnaire et en en régime quasi 

stationnaire ont étés élaborés en utilisant un développement mathématique, afin d’obtenir en premier lieu 

par l’approche dite approche quasi stationnaire ensuite en introduisant les paramètres aérodynamiques 

dans le modèle quasi stationnaire un nouveau modèle nommé approche instationnaire a été développé. 
 

La modélisation mathématique de ces modèles est basée sur des lois physiques, la méthode suivie pour 

faire cette modélisation est celle de Lagrange qui est un outil puissant permettant d’obtenir le modèle 

mathématique d’une manière simplifiée ; elle tient en compte que les forces ayant un travail. 
 

Le modèle nominal obtenu représente le modèle de référence dans lequel les dynamiques ont été 

négligées lors de la synthèse telle que l’effet de la gravité. 
 

Nous avons également énoncé les différents types d’incertitudes que nous les avons introduit dans le 

modèle nominal sous la forme de LFT tel que: le coefficient d’amortissement pour le mouvement 

vertical 𝑪𝒉, le coefficient d’amortissement pour le mouvement de tangage 𝑪𝜶, le coefficient de  rigidité 

structurel pour le mouvement de tangage 𝑲𝒉et le coefficient de rigidité structurel pour le mouvement de 

tangage 𝑲𝜶 qui sont de type paramétrique pour obtenir un modèle incertain qui est une approximation du 

modèle réel. 
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Introduction : 

En Automatique, la commande des systèmes multi variables a donné lieu aux développements de 

plusieurs techniques de conception de contrôleurs. Parmi ces techniques, la commande robuste est une 

solution intéressante : le but principal est de trouver des contrôleurs (non adaptatif) avec les 

incertitudes entre le modèle nominal et le procédé réel qui garantirent la stabilité et offrent de bonnes 

performances pour tous les régimes de fonctionnements [35]. 
 

Ces incertitudes peuvent être causées par certains paramètres tel que : une imprécision dans la 

connaissance du modèle, des perturbations externes, les bruits de mesures ou le non linéarité. 
  

D'un point de vue mathématique, le contrôleur robuste est non seulement approprié pour un système 

particulier, mais pour un ensemble de systèmes. Par conséquent, une définition de la commande 

robuste pourrait être énoncée comme suit : Ad. Damen "Concevoir un contrôleur tel qu'un certain 

niveau de performance du système contrôlé est garanti indépendamment des changements dans la 

dynamique des systèmes au sein d'une classe prédéfinie".  
 

L'application de cette technique est importante dans le développement de systèmes embarqués 

fiables dans le but d'obtenir : une insensibilité face aux variations paramétriques (incertitudes) ; un 

maintien de la stabilité et de la performance [38]. 

Au-delà on peut mettre en évidence les propriétés fondamentales de la structure de commande : 

 Amélioration de la précision en boucle fermée 

 Robustesse du système bouclé vis-à-vis de variations paramétriques 

 Amélioration du rejet de perturbation en boucle fermée 

Cette structure de commande souffre toutefois de défauts qui rendent son utilisation parfois délicate : 

 Le problème de stabilité est plus crucial en boucle fermée qu’en boucle ouverte. En effet, un 

système stable en boucle ouverte peut devenir instable en boucle fermée si l’action correctrice est 

choisie de manière inadéquate. 

 Cette structure pose également des problèmes de saturation des signaux de commande qui 

sont très largement amplifiés par une action correctrice ‘’à grand gain ‘’. 

 La structure de commande implique le plus souvent de disposer d’un capteur mesurant la sortie. 

Les bruits et les erreurs de mesure associés à cette opération peuvent entrainer des pertes de précision [39]. 
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III.1. Quelques configurations sur la boucle : 
 

Une boucle d’asservissement est habituellement décrite par un schéma bloc qui dresse le bilan des 

signaux circulant dans cette boucle. Le schéma standard d’une boucle de suivi apparaît en figure III.1 le 

but est ici de faire de suivre à la sortie y du système la trajectoire de référence r. la boucle comprend 

trois ingrédients principaux : 

- Le bloc ‘’système’’ G (plant), qui représente le système à commander. 

- Le bloc ‘’commande’’ ou compensateur K (controller). Son rôle est de générer les commandes 

à appliquer au système à partir des sorties observées et de signaux de référence. 

- Un comparateur qui calcule l’écart entre la sortie réelle et l’objectif de référence.[34] 

 

Figure (III.1) : Boucle de suivi. 
 

A cela s’ajoute diverses perturbations externes qui interviennent en des points bien définis de la 

boucle. La nomenclature suivante est commune pour qualifier les différents signaux : 

- 𝑟(t) : consigne ou signal de référence (reference). 

- 𝑦(t) : signal de sortie ou réponse (plant output). 

- 𝑒(t) : erreur de suivi (controller input / tracking error). 

- 𝑢(t) : commande (controller output). 

- 𝜔i (t) : perturbation de la commande (plant input disturbance)qui peut provenir d’erreurs de 

discrétisation ou de quantification de la commande ou d’actions parasites sur les actionneurs. 

- 𝜔o (t) : perturbation de la sortie (plant ouputdisturbance). qui correspondent à des actions 

extérieurs secondaires ou imprévisibles sur le système ; par exemple : le vent pour un avion. 

- 𝑛(t) : bruit de mesure (measurement noise) au niveau des capteurs qui corrompent l’estimation 

de la valeur courante de la sortie y [34]. 

 

III.2. Les fonctions de sensibilité : 

Considérons l’asservissement de la Figure III.1 et supposant que le système et le compensateur sont 

linéaires. Si G(s) et K(s) dénotant leur fonction de transfert respective, le bilan des signaux dans la 

boucle donne les équations caractéristiques suivantes [34] : 
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Y= G K (I + GK) -1 (R – N) + (I + GK) -1   𝜔o                   (III.1) 

E= (I + GK) -1 (R – 𝜔o – N) + G (I + KG) -1   𝜔i                 (III.2) 

U= K (I + GK) -1 (R – 𝜔o – N) + K G (I + KG) -1   𝜔i                            (III.3) 

Ou 𝑅(s), 𝑌(s), N(s)...ect : sont les transformées de LAPLACE des signaux 𝑟(t), 𝑦(t),n(t)…ect 

Ces équations mettent en valeur un certain nombre de fonctions de transfert caractéristique de la 

boucle (Loop transferfunctions) qui vont jouer un rôle important dans l’étude de la synthèse des 

asservissements robustes. Ces fonctions sont : 

- les fonctions de transfert en boucle ouverte GK(s) et KG(s) (open-Loop transferfunctions).  

- la fonction de la sensibilité en sortie (output sensitivityfunction) :  
 

 S(s)= (I + G(s) K(s))-1                                                              (III.4) 

 

 

Qui indique la sensibilité de la sortie y aux perturbations𝝎o sur cette sortie, c’est-à-dire la façon dont 

𝝎o affecte y. par défaut, le terme ‘’fonction de sensibilité’’ fera implicitement référence à la fonction 

de sensibilité en sortie. 

Elles caractérisent aussi la relation entre l’erreur d’asservissement e et les signaux externes𝒓, 𝝎o et𝒏. 

- la fonction de sensibilité en entrée (input sensitivityfunction)  
 

 ∑(s) = ( I + K(s) G(s) )-1                                                    (III.5)  
 

Qui indique la sensibilité de l’entrée 𝒖 + 𝝎i du système aux perturbations 𝝎i affectant cette entrée. 

La fonction de sensibilité complémentaire (en sortie) : 
 

                                      T(s) = G(s) K(s) ( I + G(s) K (s) )-1 = I – S(s)                                (III.6) 
 

Elle détermine la relation entre la sortie 𝒚 et la consigne 𝒓 (en terme de la transformée de LAPLACE) 

ainsi que l’effet du bruit de mesure 𝒏 sur la sortie𝒚. 

- La fonction G(s) (I + K(s) G(s))-1 = G∑(s) qui exprime la sensibilité de la sortie 𝒚 aux 

perturbations Wi de la commande𝒖. 

- La fonction K(s) (I + G(s) K(s))-1 = K S(s) qui détermine comment les perturbations du 

système 𝝎o et le bruit de mesure 𝒏 affectant la commande 𝒖 [34]. 

 

III.3. Objectifs de la commande : 

Compte tenu des relations établies précédemment et de l’analyse qui les suit, la synthèse du 

correcteur K doit obéir aux différents objectifs suivants : 

 Un bon suivi du signal de référence implique une fonction de sensibilité S(p) faible en amplitude. 

 Une bonne rejection des perturbations sera obtenue pour S(p) G(p) faible 
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 Les bruits de mesure seront atténués si l’amplitude de T(p) est faible sur la plage de fréq uence 

concernée. 

 L’effort de commande est faible si l’amplitude de S(p) K(p) et de T(p) est faible. 

La commande délivrée au système est faible si S(p) et S(p) K(p) sont d’amplitude faible [39]. 

 

III.4. La commande H∞ : 

La synthèse de commande robuste basée sur la norme H∞, développée dans les années 80 consiste à 

trouver une loi de commandes qui minimise l’effet des perturbations sur le comportement du système. La 

norme H∞ prend une place de plus en plus importante parmi les méthodes de synthèse de contrôleurs, du 

fait qu’elle est pratique pour la représentation des modèles des incertitudes non structurées. 

Dans ce qui suit, nous présenterons les étapes pour la synthèse de contrôleurs robustes par H∞. Mais 

auparavant, on s’intéresse la formulation du problème standard qui constitue un outil de base pour la 

commande robuste. Sous une forme plus simple, c’est un problème de rejet des perturbations [35].  
 

III.4.1.Formulation du Problème 𝐻∞ standard : 

Plusieurs représentations peuvent être employées pour les problèmes de commandes des systèmes 

multi-variables en boucle fermée, tels que les problèmes d’optimisation par H2 et H∞. Il est donc pratique 

d’avoir recours à une formulation générale, afin d’avoir un « problème standard » pour ce type de 

commandes. Nous présentons ci-après une formulation du problème standard pour la synthèse H∞ qui 

reste également valable pour la synthèse par H2.  

Sachant qu’une loi de commandes est déterminée pour contrôler les sorties du procédé, qui est soumis 

aux perturbations. La figure (III.2) montre la configuration du problème standard [35]. 

 
 

Figure (III.2) : Schéma synoptique du problème standard 
 

La configuration du système multi-variable en boucle fermée avec les différentes spécifications (ou 

fonctions de pondérations) est illustrée sur la figure (III.3). 
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Figure (III.3) : Formulation du problème Standard 

 

Où : -Wt(s) : matrice de transfert de la spécification sur la stabilité. 

-Wa(s) : matrice de transfert relative à l’erreur de type additive. 

-Wp(s) : matrice de transfert de la spécification sur les performances. 

Remarque : dans ce qui suit on s’intéresse uniquement au cas où les incertitudes sont de type non 

structurées [35]. 

La configuration générale du problème standard est présentée sur la figure (III.4) sous la forme de LFT  

 

Figure (III.4) : Problème standard (représentation LFT) 
 

Où :- u : commandes du système (dimension « m ») 

        -w : entrées exogènes (consignes) (dimension « l ») 

        -y : mesures sur le système (sorties) (dimension « q ») 

         -z : sorties régulées (dimension « p ») 

-x : vecteur d’état (dimension « n ») 

La résolution du problème standard (ou problème de sensibilité mixte généralisé) passe par trouver une 

loi de commandes 𝑢 -délivrée par un contrôleur K(s)- telle que : 𝑢 = K(s)y en minimisant l’influence du 

signal des perturbations w sur le signal de sorties z, soit [35] : 
 

‖[

𝑊𝑃 𝑆
𝑊𝑎 𝑅
𝑊𝑇 𝑇

]‖

∞

< 1                      (III.7) 

Les différentes matrices sont englobées en un seul système, appelé Système Augmenté P(s). 

Il est défini par les équations d’état suivantes : 
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{
𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵1𝑤 + 𝐵2𝑢
𝑧 = 𝐶1𝑥 + 𝐷12𝑢
𝑦 = 𝐶2𝑥 + 𝐷21𝑤

 

 

L’avantage de recourir à ces équations d’état est qu’on a une connaissance complète du système et des 

fonctions de pondérations (Wt (s), Wa(s) et Wp (s)). 
 

Sous la forme d’une représentation LFT : 

𝑃 (𝑠) =[
𝐴 𝐵1 𝐵2
𝐶1 𝐷11 𝐷12
𝐶2 𝐷21 𝐷22

]               (III.9) 

Sous forme de matrice de transfert :  

𝑃 (𝑠) = [

𝑊𝑝 −𝑊𝑝 𝐺
0 𝑊𝑎
0 𝑊𝑡 𝐺
1 −𝐺

]               (III.10) 

 

On associe au problème standard la fonction coût 𝑇𝑧𝑤 suivante : 

𝑇𝑧𝑤(𝑠) = 𝑝11(𝑠) + 𝑝12(𝑠)𝐾(𝑠) + [𝐼 − 𝑝22(𝑠)𝐾(𝑠)]
−1𝑝21(𝑠)              (III.11) 

 

Avec :                                                𝑃 = [
𝑃11(𝑠) 𝑃12(𝑠)

𝑃21(𝑠) 𝑃22(𝑠)
] 

 

 

D’où :                                                               𝑧(𝑠) = 𝑇𝑧𝑤(𝑠)𝑤(𝑠)               (III.12) 

 

 

III.4.2. Résolution du Problème 𝐻∞ : 
 

Le problème H∞ admet deux solutions possibles : 

 La première solution se base sur la résolution d’équations de Riccati. Elle est jugée plus rapide 

à mettre en oeuvre. Toutefois, la résolution par les équations de Riccati requiert la vérification 

d’hypothèses, ce qui peut compliquer l’obtention des solutions.  

 La deuxième solution permet de contourner la vérification de ces hypothèses mais introduit une 

plus grande complexité algorithmique. Cette approche est basée sur la résolution du problème 

d’optimisation sous contraintes d’inégalités linéaires matricielles (Linear Matrix Inequalities LMI). 

Cette technique de résolution est récente.  

On optera pour le développement de la résolution par les équations de Riccati. 

La solution du problème H∞ repose sur la vérification des hypothèses suivantes : 

1-  La paire (A, B2) est stabilisable et la paire (A, C2) est détectable. 

2- D12 et D21 sont de plein rang. 

(III.8) 
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3- rang [
𝐴 − 𝑗𝑤𝑙 𝐵2
𝐶1 𝐷12

]= n+m 

4- rang [
𝐴 − 𝑗𝑤𝑙 𝐵1
𝐶2 𝐷21

]= n+q 

 

Sous la vérification des hypothèses 1 à 4, nous allons exposer la résolution du problème 

d’optimisation par la méthode H∞ [35]. 
 

 

III.4.3. Problème d’optimisation par H∞ : 

Nous allons illustrer les étapes pour l’obtention du contrôleur K(s). Pour cela, nous présentons la 

résolution du problème H∞. En premier lieu on définit la norme H∞ d’une matrice de transfert G(s), tel 

que : y(s) = G(s)u(s) 

‖𝐺(𝑗𝑤)‖∞ = max
𝜔

𝜎 (𝐺(𝑗𝑤))               (III.13) 

 

On désigne par H∞l’espace comprenant tous les systèmes linéaires et invariants (LTI), stables et par 

la norme H∞ la mesure scalaire que prend le gain d’une matrice de transfert 𝐺(𝑗𝜔). D’un autre point 

de vue, la norme H∞peut s’interpréter comme l’énergie maximale dela sortie du système y pour tous 

les signaux possibles de la commande u. [35] 

Le problème d’optimisation par H∞a pour objectif de trouver un contrôleur K(s) stabilisant le 

procédé, de tel sorte à minimiser le transfert entre les entrées w et les sorties z, soit : 
 

‖𝑇𝑧𝑤(𝑗𝑤)‖∞ = max
𝜔

𝜎 (𝑇𝑧𝑤(𝑗𝑤))                                        (III.14) 

 

Pour l’obtention de la structure du contrôleur K(s) par la méthode H∞, deux problèmes sont 

considérés. 

 Problème optimal : il s’agit de trouver un contrôleur K(s) tel que ‖𝑇𝑧𝑤(𝑗𝑤)‖∞soit minimale, 

dans lequelon cherche à réduire la norme H∞ au-dessous d’un seuil positif γ. 

 Problème sous-optimal : pour γ donné tel que : 𝛾 > 𝛾𝑚𝑖𝑛 chercher un contrôleur K(s) qui 

assure la stabilité de manière interne et satisfait la condition suivante : 
 

‖𝑇𝑧𝑤(𝑗𝑤)‖∞ ≤ 𝛾    𝑝𝑜𝑢𝑟 𝛾 > 0                (III.15) 

 

Pour le problème standard de la figure III.4 défini par les équations (III.5) à (III.9) et vérifiant les 

hypothèses (H1) à (H4), il existe un contrôleur K(s) qui assure la stabilité interne tel que :   

‖𝑇𝑧𝑤(𝑗𝑤)‖∞ ≤ 𝛾    si et seulement si : 

- 𝐻∞𝜖 𝑑𝑜𝑚(𝑅𝑖𝑐)𝑒𝑡 𝑋∞ ≥ 0                   (III.16) 

 

- 𝐽∞𝜖 𝑑𝑜𝑚(𝑅𝑖𝑐)𝑒𝑡 𝑌∞ = 𝑅𝑖𝑐(𝐽∞) ≥ 0                 (III.17) 

 

- max|𝜆(𝑋∞𝑌∞)| < 𝛾2                    (III.18) 



   

 

 

 CHAPITRE III 

 

Commande robuste H∞ et µ-analyse 

 

54 

 

 

 

Telles que : X∞ et Y∞ sont les solutions des Hamiltoniens ci-dessous : 

𝐻∞ : [
𝐴 𝛾−2𝐵1𝐵2

𝑇

−𝐶1
𝑇𝐶1 −𝐴𝑇

]                (III.19) 

 

𝐽∞ : [
𝐴𝑇 𝛾−2𝐶1

𝑇𝐶1 − 𝐶2
𝑇𝐶2

−𝐵1𝐵1
𝑇 −𝐴

]               (III.20) 

 

Et leurs correspondent les équations de Riccati ci-dessous : 
 

𝐴𝑇𝑋 + 𝑋𝐴 + 𝐶1
𝑇𝐶1 + 𝑋(𝛾

−2𝐵1
𝑇𝐵1 − 𝐵2

𝑇𝐵2)𝑋 = 0            (III.21) 

𝐴𝑌 + 𝑌𝐴𝑇 + 𝐵1
𝑇𝐵1 + 𝑌(𝛾

−2𝐶1
𝑇𝐶1 − 𝐶2

𝑇𝐶2)𝑌 = 0                                (III.22) 

Dans ce cas, le contrôleur K(s) satisfaisant la condition : ‖𝑇𝑧𝑤(𝑗𝑤)‖∞ ≤ 𝛾  a pour expression la 

représentation LFT suivante :    

                                                        𝐾(𝑠) = 𝐹𝑙(𝑀∞, 𝑄)                                                                 (III.23) 
 

Avec :                       𝑀∞ = [
𝐴∞ −𝑍∞𝐿∞ 𝑍∞𝐵2
𝐹∞ 0 𝐼
−𝐶2 𝐼 0

]             (III.24) 

 

Avec :                     

{
 
 

 
 𝐴∞ = 𝐴 + 𝛾−2𝐵1𝐵1

𝑇𝑋∞ + 𝐵2𝐹∞ + 𝑍∞𝐿∞𝐶2
𝐹∞ = −𝐵2𝐴𝑋∞

𝐿∞ = −𝑌∞𝐶2
𝑇

𝑍∞ = (𝐼 − 𝛾−2𝑌∞𝑋∞)
−1

               (III.25) 

Q(s) est n’importe quelle fonction de transfert stable de norme H∞ inférieure à γ, soit : ‖𝑄‖∞ < 𝛾 

Un cas particulier est le contrôleur central, il est obtenu si : Q(s) = 0. Le contrôleur K(s) s’écrit 

alors de la sorte :  

𝐾(𝑠)  = [
𝐴∞ −𝑍∞𝐿∞
𝐹∞ 0

]             (III.26) 

Soit :  

𝐾(𝑠) = −𝑍∞𝐿∞(𝑠𝐼 − 𝐴∞)
−1𝐹∞                         (III.27) 

 

Le contrôleur obtenu est appelé contrôleur central, il possède un nombre d’états égal à celui du 

système augmenté P(s). Ce contrôleur est séparé en deux : 

- Estimation d’état :    

                𝑥̇̂ = 𝐴𝑥̂ + 𝐵2 𝛾
−2𝐵1

𝑇𝑋∞𝑥̂ + 𝐵2𝑢 + 𝑍∞𝐿∞(𝐶2𝑥̂ − 𝑦)           (III.28) 

-  Retour d’état :  

         𝑢 = 𝐹∞𝑥̂                (III.29) 
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La séparation de la structure du contrôleur rappelle la structure du contrôleur LQG. La différence est 

dans le terme 𝜔 = 𝛾−2𝐵1
𝑇𝑋∞𝑥̂ . Ce terme additionnel peut être interprété comme un bruit introduit lors 

de l’estimation [35]. 

 

III.4.4. Problème de performance H2 : 

Historiquement, l’utilisation de la norme H2, est apparue dans les années 1960 avec la théorie de la 

commande Linéaire Quadratique Gaussienne (LQG). La norme H2 d’un transfert 𝑤2 → 𝑧2 est une 

mesure précise de la puissance du signal de sortie 𝑧2 pour un bruit blanc unitaire en entrée. Il s’agit 

d’un critère qui mesure la performance d’atténuation de la puissance des perturbations. 

- Définition (Norme 𝑯2) : On appelle norme 𝐻2 du transfert G entre 𝑤 et 𝑧 le réel positif définir 

par : 

‖𝐺(𝑠)‖2
2 =

1

2𝜋
∫ 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒[𝐺(−𝑗𝜔)𝑡𝐺(𝑗𝜔)]𝑑𝜔
+∞

−∞
= 𝑠𝑢𝑝𝑊≠0

‖𝑍(𝑠)‖2

‖𝑊(𝑠)‖∞
          (III.30) 

 

La norme ‖𝐺 (𝑠)‖2 est défini si et seulement si G(s) est strictement propre (D=0) 

- Calcul de la norme 𝑯2 : 

Pour calculer la norme 𝐻2 d’une fonction de transfert : G(s)= C (sI – A)-1 B, avec D=0. 

On supposera que : A est stable. En remarquant que 𝐺(𝑗𝑤) est la transformée de Fourier de : 

𝐶𝑒𝐴𝑡𝐵, l’identité de Perseval donne : 

∫ 𝐵𝑇
+∞

 −∞
𝑒𝐴𝑡

𝑇
𝐶𝑇𝐶 𝑒𝑇𝐴𝐵𝑑𝑡 =

1

2𝜋
∫ 𝐺𝑇(−𝑗𝜔)𝐺(𝑗𝜔)𝑑𝜔
+∞

−∞
           (III.31) 

On peut obtenir une expression algébrique précise de la norme 𝐻2. Pour son calcul on emploie les 

grammiens d’observabilité 𝑋 et de commandabilité 𝑌, qui sont solutions des inégalités de Lyapunov 

suivantes :  

{𝐴
𝑇𝑋 + 𝑋𝐴 + 𝐶𝑇𝐶 < 0

𝐴𝑋 + 𝑌𝐴𝑇 + 𝐵 𝐵𝑇 < 0
               (III.32) 

 

Si le système G(s) est strictement propre (D = 0) on écrit : 

‖𝐺(𝑠)‖2
2 = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 [𝐵𝑇 ∫ 𝑒𝐴𝑡

𝑇
𝐶𝑇𝐶𝑒𝐴𝑡

+∞

0
𝑑𝑡 𝐵] = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐵𝑇𝑋𝐵)                (III.33) 

 

III.4.5. Problème de sensibilité Mixte : 

Le problème de sensibilité mixte est un cas spécial du problème H∞ standard. Il consiste à trouver 

un contrôleur robuste K(s) capable de maintenir la stabilité en boucle fermée et d’assurer les 

performances requises [51], [52] tel que : 
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‖𝑇𝑍𝑊(𝑗𝑤)‖∞ = ‖[

𝑊𝑃 𝑆
𝑊𝑎 𝑅
𝑊𝑇 𝑇

]‖

∞

< 1             (III.34) 

 

Avec : Wt et Wp sont respectivement les spécifications sur la stabilité et sur les performances. 

Plusieurs critères nécessaires doivent être garantis dans la commande des systèmes multi-variables 

en boucle fermée : l’atténuation et le rejet des perturbations, la limitation de l’énergie délivrée au 

système, et bien sûr la robustesse [53]. En incluant la sensibilité S(s) dans la synthèse, ceci aura pour 

conséquence l’atténuation de l’effet des perturbations, tandis que la sensibilité complémentaire T(s) 

aura pour effet d’avoir le problème de poursuite de la sortie z sur l’entrée w [54]. L’association de la 

fonction de sensibilité S(s) donnera lieu à un contrôleur qui assure la stabilité en boucle fermée et 

atténue les pics de résonances sur la valeur singulière maximale de la sensibilité S(s) [55]. 

Dans ce cas, le problème H∞ standard devient de la sorte : 

 

 

Figure (III.5) : Problème de sensibilité mixte sous forme standard 

 

D’après la configuration présentée sur la figure (III.5), on note que : 
 

𝑒 = 𝑤 − 𝐺(𝑠)𝑢                         (III.35) 

         𝑧1 = 𝑤𝑝(𝑠)𝑒 = 𝑤𝑝(𝑠)(𝑤 − 𝐺(𝑠)𝑢)                            (III.36) 

𝑧3 = 𝑤𝑡(𝑠)𝐺(𝑠)𝑢                                   (III.37) 

Sous forme matricielle, on écrit : 

[
𝑧1
𝑧3
𝑒
] = [

𝑊𝑝 −𝑊𝑝𝐺

0 𝑊𝑡𝐺
𝐼 −𝐺

] [
𝑤
𝑢
]              (III.38) 

Le système augmenté P utilisé pour la synthèse du contrôleur a pour expression : 
 

𝑃 = [
𝑊𝑝 −𝑊𝑝𝐺

0 𝑊𝑡𝐺
𝐼 −𝐺

]                      (III.39) 
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Telle que :  𝑃11 

𝑃11 = [
𝑊𝑃

0
]   𝑃12 = [

−𝑊𝑃 𝐺
𝑊𝑡 𝐺

]             (III.40) 

𝑃21 = 𝐼                𝑃11 = −𝐺 
 

La solution au problème d’optimisation par H∞ précédemment énoncé sera réalisée par l’itération 

sur le paramètre γ et le contrôleur robuste K(s) optimal devra satisfaire la condition : ‖𝑇𝑍𝑊(𝑗𝑤)‖∞ < 𝛾 

Donc, le paramètre γ permettra de satisfaire le compromis « Stabilité / Performances » [35]. 

 

III.4.6. Détermination des spécifications sur la robustesse : 

La détermination des spécifications sur la robustesse constitue une étape très importante. Elle 

permettra de définir le niveau de stabilité et les performances requises pour la synthèse H∞ [35] à 

travers le choix de fonction de pondération Wp(W1) et Wt(W3) or le choix requiert en générale 

plusieurs essais et il est difficile de donner des règles absolues qui fonctionneront dans tous les cas. 

Néanmoins, il existe quelques guides pour le choix initial, qu’il faudra éventuellement affiner par la 

suite : 

 Spécification sur la performance : Choix de la pondération Wp(W1)  

Le choix de la fonction de pondération permet de fixer les performances du système en boucle fermée 

de manière à minimiser l’effet des perturbations et l’erreur de poursuite. Ce filtre rejette la perturbation 

à la gamme de basse fréquence [27].On prend en général un passe-bas d’ordre 1 de la forme : 

𝑊𝑝(𝑠) =

𝑠
𝑀1

+ 𝜔1

𝑠 + 𝜔1𝜀1
 

 Spécification sur la stabilité : Choix de la pondération Wt(W3) 

Le choix de la fonction de pondération permet d’accentuer la pente d’atténuation en haute fréquence, 

c’est-à-dire il permet de rejeter des bruits en haute fréquence et prévenir d’une éventuelle saturation de 

la commande, afin d'améliorer la performance en haute fréquence du système en boucle fermée [27]. 

On prend typiquement une constante ou un passe-haut d’ordre 1 de la forme : 

𝑊𝑡(𝑠) =
𝑠 +

𝜔2
𝑀2

𝜀2𝑠 + 𝜔2
 

Et ces fonctions de pondération, doivent satisfaire l'inégalité suivante [2] : 
 

Tel que :                                                       ‖
Wp(s)S(s)

Wt(s)T(s)
‖
∞

<  1                                                     (III.41) 

 

Les valeurs singulières de S(s) déterminent l’atténuation des perturbations et la spécification des 

performances d’atténuation des perturbations peut s’écrire : 
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𝜎(𝑆(𝑗𝑤)) ≤ |𝑊1
−1(𝑗𝑤)|                                                 (III.42) 

 

Où :|𝑊1
−1(𝑗𝑤)| est le facteur d’atténuation de perturbation désiré.  

|𝑊1
−1(𝑗𝑤)| dépend de la pulsation𝜔, permet de spécifier de différents facteurs d’atténuation pour 

chaque pulsation 𝜔. 

Le diagramme de Bode des valeurs singulière de T(s) comme montre dans la figure (III.6) est 

utilisé pour mesurer les marges de stabilité d’une modélisation d’un contrôleur pour un système multi-

variable face à des perturbations multiplicatives. Une conséquence du théorème de robustesse permet de 

spécifier les marges de stabilité du système de commande à travers l’inégalité suivante : 

𝜎(𝑇{𝑗𝑤}) ≤ |𝑊3
−1(𝑗𝑤)|                                                 (III.43) 

 

 

Figure (III.6) : Allure des fonctions de pondérations 
 

Ainsi cette figure montre la forme des foncions 𝑆(𝑠), 𝑇(𝑠),𝑊𝑆et  𝑊𝑇 pour atteindre une bonne performance 

et une bonne robustesse vis-à-vis les bruits hautes fréquence et la dynamique négligée. Ce concept est 

principale pour désigner le contrôler optimal𝐻∞. 

 

III.4.7. Avantages et inconvénients du contrôleur H∞ : 

Parmi les avantages des techniques de contrôle H∞, elles sont facilement applicables à des problèmes 

impliquant des systèmes multi variables Multi entrées Multi-sorties (MIMO) avec couplage croisé entre 

les canaux ; elles permettent de garantir une bonne performance, une stabilité et une robustesse. 

Cependant, ces méthodes présentent quelques inconvénients : le niveau de compréhension mathématique 

nécessaire pour les appliquer avec succès, la nécessité d'un assez bon modèle du système à contrôler, 

l'ordre élevé du correcteur obtenu, l'optimisation des performances robustes et de stabilisation robuste est 

difficile [38]. Et vu que cette commande donne de bon résultat, lorsque les incertitudes sont de type 

complexe, une autre technique a été développée pour la résolution de ces problèmes spécifiquement en 

cas des incertitudes réelles qui sera présenté dans la section suivante. 
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III.5.Technique de µ-analyse : 

La μ-analyse est un outil d’analyse puissant qui permet d’assurer la stabilité ou de la robustesse en 

performance d’un système à des incertitudes structurées sous la forme LFT telles que des incertitudes 

paramétriques et des dynamiques négligées, cette théorie a été largement développée depuis pour devenir 

une technique mature applicable à des problématiques industrielles ambitieuses [46]. 

 

Figure (III.7) : Forme standard de laμ-analyse. 

Le système nominal P(s) étant corrigé par un correcteur K(s) et soumis à un bloc d’incertitude Δ(s), 

comme le montre la figure(III.7a). La transformation linéaire fractionnaire nous permet de passer à la 

représentation de la figure (III.7.b) appelée représentation Pnom–Δ. 

Où Pnom(𝑠) la matrice de la boucle fermée nominale et ∆ les effets des incertitudes sur la boucle [40]. 

  Valeur singulière structurée: 

La valeur singulière structurée VSS de Pnom est définie, notée également 𝜇(𝑀𝜔), de la manière suivante : 

{
𝜇(𝑀𝜔) = min

∆∈Δ
{𝜎̅(∆)\𝑑𝑒𝑡(𝐼 − ∆𝑀𝜔) = 0}

−1 ,

𝜇(𝑀𝜔) = 0 𝑠𝑖 𝑑𝑒𝑡(𝐼 − ∆𝑀𝜔) ≠ 0∀∆∈ Δ.
                        (III.44) 

 

Où Δ est l’ensemble des fonctions de transfert entre les entrées et les sorties du bloc ∆(𝑠) définie 

par : 

∆= {
∆= 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛿1𝐼𝑅1 , … , 𝛿𝑚𝐼𝑅𝑚 , 𝛿1𝐼𝐶1 , … , 𝛿𝑛𝐼𝐶𝑛 , ∆1, … , ∆𝑝): 𝛿𝑖 ∈ 𝑅, 𝛿𝑗 ∈ 𝐶, ∆𝑘∈ 𝐶

𝑞𝑘×𝑞𝑘 ,

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝
}             (III.45) 

 

Supposons maintenant que la 𝜇(𝑀𝜔) soit calculée sur toute la gamme de fréquence 𝜔 et que sa 

valeur pic soit nommée𝛾. Cela veut dire que toute matrice ∆ de structure appropriée satisfaisant  

𝑚𝑎𝑥𝜎(𝜔) <
1

𝛾
  est stable. De plus, il existe une matrice de perturbation ∆ de structure appropriée 

satisfaisant 𝑚𝑎𝑥𝜎(𝜔) =
1

𝛾
 qui cause l’instabilité. 

Le calcul de µ est connu comme étant un problème difficile de complexité qui croît en fonction de 

la taille du problème. On a généralement recours à un encadrement par valeur supérieure, tel que  

𝜇∆(𝑀) ≤ 𝜎(𝑀)                 (III.46) 

 

Pnom 
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Dans les cas réels et pour les systèmes flexibles, le tracé de la borne supérieure présente 

généralement des pics très étroits. Avec la discrétisation fréquentielle, il y a de grande chance de sous 

évaluer l’amplitude du pic, ce qui revient à dire que la borne supérieure obtenue n’est pas réellement 

une borne supérieure. La méthode suivante visant à obtenir une majoration garantie est disponible [41]. 

 

 Méthode basée sur les scalings : 

On présente ici de manière très succincte l’approche classique de calcul de la borne supérieure. Il 

s’appuie sur un multiplieur 𝐷(𝑠) appelées scalings qui doit avoir la propriété de commuter avec la 

perturbation ∆ de modèle i.e [41] : 

𝐷−1(𝑠)∆(𝑠)𝐷(𝑠) = ∆(𝑠)                (III.47) 

Où, le multiplieur 𝐷(𝑠) peut appartenir à l’ensemble suivant : 

   𝐷 = {
𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝐷1

𝑅 , … , 𝐷𝑚
𝑅 , 𝐷1

𝐶 , … , 𝐷𝑛
𝐶 , 𝑑1

𝐶𝐼𝐶1 , … , 𝑑𝑝
𝐶𝐼𝐶𝑝) :

𝐷𝑖
𝑅 ∈ 𝑅𝑞𝑖×𝑞𝑖 , 𝐷𝑗

𝐶 ∈ 𝐶𝑟𝑗×𝑟𝑗 , 𝑑𝑘
𝐶 ∈ 𝐶

}                        (III.48) 

 

La nouvelle borne supérieure de 𝜇 s’écrite : 
 

𝜇∆(𝑀) = 𝜇∆(𝐷𝑀𝐷
−1) ≤ 𝜎(𝐷𝑀𝐷−1)                                           (III.49) 

 

III.6. La 𝝁-synthèse : 

III.6.1. Un problème non-convexe : 

D'un abord séduisant, la μ-synthèse combine les deux approches précédentes, en cherchant un correcteur 

qui garantisse que la norme H∞, du système reste inférieure à un niveau 𝛾 donné, ce système étant 

explicitement soumis à différentes incertitudes de modèle [18]. 

Autrement dit c’est une généralisation de la synthèse H∞ au cas où l’opérateur ∆(s) est structuré.  

Le problème standard de μ-synthèse peut s’énoncer de la manière suivante : étant donnée 

l’interconnexion de la figure (III.8), déterminer un correcteur K(s) qui stabilise le système en boucle 

ouverte P(s) en présence d’incertitudes structurées ∆(s) ∈ B(∆) [46]. 

 

Figure (III.8) : Forme standard de µ synthèse 

La stabilité de la boucle fermée est garantie pour tout opérateur ∆ (s) ∈ B(∆) si et seulement si K(s) 

vérifie :                                 max
𝜔𝜖ℝ

µ∆(𝐹𝑙𝑃(𝑠), 𝐾(𝑠))) ≤ 1                           (III.50) 
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Comme dans le cas de l’analyse de robustesse, on remplace μ_ par sa borne supérieure, ce qui 

conduit à la condition suffisante suivante : 

                   max
                        𝜔𝜖ℝ

  𝑚𝑖𝑛 𝜎̅(𝐷̃(𝜔)𝐹𝑙(P(jω), K((jω)𝐷̃(𝜔)
−1 − j𝐷̃(𝜔))(𝐼 + 𝐺̃(𝜔)2)−

1

2) ≤ 1                      (III.51) 

 

 

III.6.2. Résolution par (D,G) − K itération : 

La condition (III.46) n’est pas convexe et il n’existe pas d’algorithme permettant de vérifier 

directement si elle est satisfaite. Cependant, la convexité est restaurée dès que l’on fixe le correcteur K(s) 

ou les matrices de scaling 𝐷̃(ω) et 𝐺̃(ω), ce qui suggère une résolution itérative. Cette heuristique a été 

proposée par [Doyle, 1985] dans le cas d’incertitudes complexes sous le nom de D − K itération [40]. 

 

Conclusion :  

Dans ce chapitre on a introduit quelque notion utile pour la commande multi-variable. 
 

Ensuite on a présenté les éléments de base de la synthèse H∞et la construction de la forme standard 

et le choix des pondérations fréquentielles. Nous nous sommes appuyés pour cela sur le schéma très 

classique de la sensibilité mixte, particulièrement bien adapté au modelage de la boucle de commande 

(loopshaping)  et la prise en compte des contraintes de performance et de robustesse aux incertitudes 

non structurées sur les fonctions de sensibilité S et T . 
 

Or cette commande est généralement inefficace qui a un problème de réjection de perturbation de 

type réel sur le comportement du système qu’on va le discuter par la suite dans le prochain chapitre. 
 

Enfin nous avons introduit deux techniques principalement dédiées au problème de robustesse 

paramétrique, une technique d’analyse et technique de synthèse. 
 

La technique de 𝜇-analyse présente un intérêt immédiat pour l’ingénieur praticien, car elle peut être 

utilisée pour valider un compensateur arbitraire obtenu de manière indépendante. Elle permet donc de 

certifier les propriétés du système commandé en termes de stabilité et de performance. 
 

La technique de 𝜇-synthese est, comme on l’a vu d’une utilisation plus délicate mais a déjà été 

utilisé dans de nombreuses applications pour lesquelles des résultats satisfaisants ont été obtenus. 

D’une manière générale, on peut dire qu’elle s’avère performante pour des systèmes de taille 

raisonnable (<20 états), pour lesquels les procédures de D – K itération ont encore une grande stabilité 

numérique. Des difficultés ont cependant été observées pour les systèmes de grande taille et pour les 

systèmes flexibles. 
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Introduction  

Dans ce chapitre, nous allons présenter les applications des commandes précédemment introduites 

par des résultats numériques et graphiques de simulation en utilisant : MATLAB/SIMULINK. 

Les résultats obtenus seront étudiés en boucle fermée et comparés avec ceux obtenus en boucle 

ouverte pour des valeurs différentes de vitesse afin de visualiser l’effet de la commande sur les 

performances de notre système. 

Le déplacement vertical (ℎ), l’angle d’incidence (⍺), l’angle de déflexion du volet de bord de fuite 

(𝛽) et l’angle de déflexion du volet de bord d’attaque (γ), seront montrés et étudiés graphiquement. 

 La vitesse de flottement sera calculée pour les différents modèles développés dans le chapitre II.  

 

IV.1. Simulation en boucle ouverte  

Dans cette section, on va étudier la stabilité des différents modèles de l’aile en boucle ouverte par la 

simulation des états h et ⍺ pour des différentes valeurs de vitesse d’écoulement. 

 

IV.1.1. Le système nominal :  
 

IV.1.1.1. Modèle instationnaire : 

Le modèle  nominal instationnaire calculé pour une vitesse 𝑉 = 7𝑚/𝑠 est donné comme suit : 

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ
𝑎̇
ℎ
𝑎
𝑤1̇
𝑤2̇
𝑤3̇
𝑤4̇

̈
̈

̇

]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 

0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

−215.339 −0.6745 −2.2603 −0.0377 0.1835  16.1971 −0.0688 2.1466
864.7579 −27.9103 8.4396  −1.1564 −0.1002 −8.8397  0.0375 −1.1715

1 0 0 0 −0.0455 0 0 0
1 0 0 0 0 −0.3 0 0
0 1 0 0 0 0  −0.0455 0
0 1 0 0 0 0 0 −0.3 ]

 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ
𝑎
ℎ̇
𝑎
𝑤1
𝑤2
𝑤3
𝑤4

̇

]
 
 
 
 
 
 
 

 

+

[
 
 
 
 
 
 
 

0 0
0 0

−1.6638 0.1195
0.6675 −1.3890
0 0
0 0
0 0
0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 

[
𝛽
𝛾
]    (IV.1) 

 

La réponse du système est montrée sur la Figure (IV.1) : 
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Figure (IV.1) : Réponse du système pour le déplacement vertical h et l’angle de tangage α à  

V=7m/s. 
 

Le modèle  nominal instationnaire calculé pour une vitesse 𝑉 = 9𝑚/𝑠 est donné comme suit : 

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ
𝑎̇
ℎ
𝑎
𝑤1̇
𝑤2̇
𝑤3̇
𝑤4̇

̈
̈

̇

]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 

0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

−216.37 −1.8141 −2.3172 −0.0517 0.3900 34.4248 −0.0944 5.2564
865.32 −27.2883 8.4706 −1.4026 −0.2129 −18.7875  0.0515 −2.8687
1 0 0 0 −0.0455 0 0 0
1 0 0 0 0 −0.3 0 0
0 1 0 0 0 0  −0.0455 0
0 1 0 0 0 0 0 −0.3 ]

 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ
𝑎
ℎ̇
𝑎
𝑤1
𝑤2
𝑤3
𝑤4

̇

]
 
 
 
 
 
 
 

 

                  +

[
 
 
 
 
 
 
 

0 0
0 0

−2.7503 0.1976
 1.1034 −2.2961

0 0
0 0
0 0
0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 

[
𝛽
𝛾
]       IV.2) 

 
 

La réponse du système est montrée sur la Figure (IV.2) : 

 

Figure (IV.2) : Réponse du système pour le déplacement vertical 𝒉, et l’angle de tangage α à 

V=9m/s. 
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La Figure (IV.1) montre le comportement du système pour les conditions initiales 

suivantes : [h α   ℎ̇ 𝛼 ̇  𝑤1  𝑤2  𝑤3  𝑤4]
𝑇 = [0.01 0.1   0 0   0   0   0   0]𝑇 

 La réponse du système possède des oscillations de faible amplitude en h et  α qui convergent 

lentement vers le zéro après 4𝑠. 

À la vitesse 𝑉 = 9 𝑚/𝑠 et pour les mêmes conditions initiales, le modèle devient instable comme le 

montre la Figure (IV.2) ce qui illustre la présence de phénomène de flottement repéré à la vitesse : 

𝑽𝒇𝒍𝒐𝒕𝒕𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒆𝒏 𝑩𝑶= 𝟕. 𝟐𝟔𝒎/𝒔 
 

 

IV.1.1.2. Modèle approche quasi stationnaire : 

Le modèle approche quasi stationnaire a été développé à partir du modèle instationnaire en 

éliminant la partie non circulatoire. 

Pour voir l’influence de cette fonction sur la stabilité du modèle, on va le simuler pour une vitesse 

supérieure à la vitesse de flottement du modèle instationnaire. 

 Pour une vitesse d’écoulement de 8𝑚/𝑠, le modèle d’état calculé est donné comme suit :  

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ
𝑎̇
ℎ
𝑎
𝑤1̇
𝑤2̇
𝑤3̇
𝑤4̇

̈
̈

̇

]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 

0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

−216.2405 −1.2199 −2.2934 −0.0400 0.2747 24.2475 −0.1423 −1.7957
861.1254 −28.0020 8.4058 −0.2725 −0.1340 −11.8266 0.0694 0.8759

1 0 0 0 −0.0455 0 0 0
1 0 0 0 0 −0.3 0 0
0 1 0 0 0 0  −0.0455 0
0 1 0 0 0 0 0 −0.3 ]

 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ
𝑎
ℎ̇
𝑎
𝑤1
𝑤2
𝑤3
𝑤4

̇

]
 
 
 
 
 
 
 

 

 +

[
 
 
 
 
 
 
 

0 0
0 0

−2.1795 0.1561
0.7454 −1.8246
0 0
0 0
0 0
0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 

[
𝛽
𝛾
]      (IV.3) 

 

La réponse du système est montrée sur la Figure (IV. 3) : 
 

 

Figure (IV.3) : Réponse du système pour le déplacement vertical h et l’angle de tangage α à 

V=8m/s. 
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Pour les mêmes conditions initiales mentionnées précédemment, le comportement du système est 

présenté sur la figure (IV.3) on constate que le système possède des oscillations de faible amplitude qui 

convergent très lentement vers le zéro après 45𝑠.Dans ce cas, la vitesse de flottement est repérée à  

𝑽𝒇𝒍𝒐𝒕𝒕𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒆𝒏 𝑩𝑶 = 10. 9𝟔𝒎/𝒔 

Et pour cela, on peut conclure que la partie non circulatoire a une grande influence sur le modèle 

instationnaire.  
 

 

IV.1.1.3. Modèle approche instationnaire : 

L’idée du modèle approche instationnaire est d’insérer des perturbations aérodynamiques sous la 

forme LFT au modèle quasi stationnaire (II.59) et (II.60). 

Pour voir l’influence de ces perturbations, on simule les deux modèles à la même vitesse 𝑉 = 13𝑚/𝑠. 
 

IV.1.1.3.1. Modèle quasi stationnaire : 

Le modèle numérique obtenu à partir du modèle mathématique quasi stationnaire pour une vitesse 

de 13m/s est donné comme suit : 

[

ℎ
𝑎̇
ℎ
𝑎̈

̈

̇

] = [

0                0
0               0

1             0
0               1

−214.1696 −9.2941
860.0497 −24.0620

−2.8623 −0.1670
8.6826 −0.2106

] [

ℎ
𝑎
ℎ̇
𝑎̇

] + [

0 0
0 0

−5.7551
1.9681

0.4122
−4.8177

] [
𝛽
𝛾
]  (IV.4) 

La réponse du système est montrée sur la Figure (IV. 4) : 

 

Figure (IV.4) : Réponse du système pour le déplacement vertical h et l’angle de tangage α, à V= 13m/s. 
 

 

IV.1.1.3.2. Modèle approche instationnaire : 

Le modèle numérique obtenu à partir de la transformation LFT est donné comme suit : 

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ
𝑎̇
ℎ
𝑎
w1̇
w2̇
w3̇
w4̇

̈
̈

̇

]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 

0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

−214.1696 −9.2941 −2.8623  −0.126 0.2927  −3.5682 −0.2102 2.9351
860.05 −24.0620 8.6826  −0.1670 −3.4206 1.2202  2.4570  −1.0037
1 0 0 0 −0.0455 0 0 0
1 0 0 0 0 −0.3 0 0
0 1 0 0 0 0  −0.0455 0
0 1 0 0 0 0 0 −0.3 ]

 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ
𝑎
ℎ̇
𝑎
w1
w2

w3

w4

̇

]
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        +

[
 
 
 
 
 
 
 

0 0
0 0

−5.7551  0.4122
1.9681 −4.8177
0 0
0 0
0 0
0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 

[
𝛽
𝛾
]                  (IV.5) 

 

La réponse du système est montrée sur la Figure (IV.5) : 
 

 
Figure (IV.5) : Réponse du système pour le déplacement vertical h et l’angle de tangage α à  V=13m/s. 

 

Les résultats de simulation des deux modèles quasi stationnaire et approche instationnaire pour une 

vitesse d’écoulement de 13 𝑚/𝑠 sont présentés sur la figure (IV.4) et (IV.5) respectivement. 

On constate que pour les mêmes conditions initiales sur ℎ = 0.01 et 𝜶 = 0.1 ,le modèle quasi est 

stable et converge vers l’état d’équilibre après 8s alors que le modèle approche instationnaire est 

instable ce qui illustre le phénomène de flottement à une vitesse repérée à : 𝑽𝒇𝒍𝒐𝒕𝒕𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒆𝒏 𝑩𝑶= 10.81𝒎/𝒔 

Et pour cela, on peut conclure que la dégradation de la vitesse de flottement est due principalement à la 

présence des perturbations aérodynamiques insérées sur le modèle quasi stationnaire nominal.  

 

IV.1.2. Le système incertain : 

Dans ce cas, on insère des perturbations de type structurées (voir paragraphe II.7.1.4) pour chaque 

modèle nominal sous la forme de LFT.  
 

IV.1.2.1.Modèle instationnaire : 

Le modèle instationnaire incertain obtenu pour une vitesse d’écoulement de 7𝑚/𝑠 est donné comme suit : 

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ
𝑎̇
ℎ
𝑎
𝑤1̇
𝑤2̇
𝑤3̇
𝑤4̇

̈
̈

̇

]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 

0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

−73.3661 −3.6069  −0.9488 −0.0360 0.1835  16.1971 −0.0688 2.1466
807.7973 −26.7338 −6.8004 −1.1764 −0.1002 −8.8397 0.0375 −1.1715

1 0 0 0 −0.0455 0 0 0
1 0 0 0 0 −0.3 0 0
0 1 0 0 0 0  −0.0455 0
0 1 0 0 0 0 0 −0.3 ]

 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ
𝑎
ℎ̇
𝑎
𝑤1
𝑤2
𝑤3
𝑤4

̇

]
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+

[
 
 
 
 
 
 
 

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

141.9731 −2.9324  1.3115  0.0017  −1.6638 0.1195
 −56.9605 1.1765  −15.2399 −0.0200 0.6675 −1.3890

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝒘𝟏

𝒘𝟐

𝒘𝟑

𝒘𝟒

𝛽
𝛾 ]
 
 
 
 
 

          (IV.6) 

 

La réponse du système est montrée sur la Figure (IV.6) : 
 

:  

   Figure (IV.6) : Réponse du système pour le déplacement vertical h et l’angle de tangage α à V=7m/s. 

 

La Figure (IV.6) montre le comportement du système pour les conditions initiales 

 [h α   ℎ̇ 𝛼 ̇  𝑤1  𝑤2  𝑤3  𝑤4]
𝑇 = [0.01 0.1   0 0   0   0   0   0]𝑇 simulé à la vitesse de 7 𝑚/s , 

devient instable en comparent avec le modèle nominal ce qui illustre le phénomène de flottement. 

Avec des simulations successives, la vitesse de flottement est repérée à : 𝑽𝒇𝒍𝒐𝒕𝒕𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒆𝒏 𝑩𝑶 = 5.95𝒎/𝒔  

Alors cette vitesse montre l’effet des perturbations structurées qui permettent de déstabiliser le 

système. 
 

 IV.1.2.2. Modèle approche quasi stationnaire : 

Pour une vitesse d’écoulement 𝑉 = 10 𝑚/𝑠, le modèle est calculé du système incertain et donné 

comme suit : 

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ
𝑎̇
ℎ
𝑎
𝑤1̇
𝑤2̇
𝑤3̇
𝑤4̇

̈
̈

̇

]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 

0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

−507.9934 −8.5078 0.3257 −0.0492 0.5366 47.3583 −0.2224 −2.8058
961.0730 −25.3222 −22.8469 −0.3074 −0.2617 −23.0988 0.1085 1.3685

1 0 0 0 −0.0455 0 0 0
1 0 0 0 0 −0.3 0 0
0 1 0 0 0 0  −0.0455 0
0 1 0 0 0 0 0 −0.3 ]

 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ
𝑎
ℎ̇
𝑎
𝑤1
𝑤2
𝑤3
𝑤4

̇

]
 
 
 
 
 
 
 

 

 

                           +

[
 
 
 
 
 
 
 

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

−290.5894 −6.0020 2.6761 0.0035 −3.4054 0.2439
 99.3802 2.0527 −31.2804 −0.0411 1.1646 −2.8509

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝒘𝟏

𝒘𝟐

𝒘𝟑

𝒘𝟒

𝛽
𝛾 ]
 
 
 
 
 

       (IV.7) 
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La réponse du système est montrée sur la Figure (IV.7) : 

   

Figure (IV.7) : Réponse du système pour le déplacement vertical 𝒉, et l’angle de tangage α à V=10m/s. 

 

La Figure (IV.7) montre le comportement du système pour les conditions initiales 

 [h α   ℎ̇ 𝛼 ̇  𝑤1  𝑤2  𝑤3  𝑤4]
𝑇 = [0.01 0.1   0 0   0   0   0   0]𝑇 simulé à la vitesse de 10 𝑚/s, 

devient instable en comparent avec le modèle nominal ce qui illustre le phénomène de flottement. 

Avec des simulations successives, la vitesse de flottement est repérée à : 𝑽𝒇𝒍𝒐𝒕𝒕𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒆𝒏 𝑩𝑶 = 8.91𝒎/𝒔  

Alors cette vitesse montre l’effet des perturbations structurées qui permettent de déstabiliser le système 

nominal. 
 

IV.1.2.3. Modèle approche instationnaire :   

 Pour une vitesse d’écoulement 𝑉 = 10𝑚/𝑠, le modèle mathématique est calculé du système 

incertain et donné comme suit :    

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ
𝑎̇
ℎ
𝑎
𝑤1̇
𝑤2̇
𝑤3̇
𝑤4̇

̈
̈

̇

]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 

0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

−193.3575 −11.0663 −0.0023  −0.1750 0.1732  −2.1113 −0.1244 1.7368
616.7928 −24.0724 −22.6851 −0.2138 −2.0240 0.7220  1.4539 −0.5939

1 0 0 0 −0.0455 0 0 0
1 0 0 0 0 −0.3 0 0
0 1 0 0 0 0  −0.0455 0
0 1 0 0 0 0 0 −0.3 ]

 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
ℎ
𝑎
ℎ̇
𝑎
𝑤1
𝑤2
𝑤3
𝑤4

̇

]
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

                    +

[
 
 
 
 
 
 
 

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

20.8121 −6.0020 2.6760 −0.0490 −3.4054 0.2439
 −243.2569 2.0525 −31.2780 0.0168 1.1645 −2.8507

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝒘𝟏

𝒘𝟐

𝒘𝟑

𝒘𝟒

𝛽
𝛾 ]
 
 
 
 
 

    (IV.8) 

 

La réponse du système est présentée sur la figure (IV.8) : 
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Figure (IV.8) : Réponse du système pour le déplacement vertical h et l’angle de tangage α à V=10m/s. 
 

 

La Figure (IV.8) montre le comportement du système pour les conditions initiales 

 [h α   ℎ̇ 𝛼 ̇  𝑤1  𝑤2  𝑤3  𝑤4]
𝑇 = [0.01 0.1   0 0   0   0   0   0]𝑇 simulé à la vitesse de 10 𝑚/s, 

devient instable en comparent avec le modèle nominal ce qui illustre le phénomène de flottement. 

Avec des simulations successives, la vitesse de flottement est repérée à : 𝑽𝒇𝒍𝒐𝒕𝒕𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒆𝒏 𝑩𝑶 = 8. 61𝒎/𝒔  

Alors cette vitesse montre l’effet des perturbations structurées qui permettent de déstabiliser le 

système. 
 

 

IV.1.2.4. Conclusion : 

L’étude du système en boucle ouverte nous a permis de découvrir les différentes caractéristiques 

de chaque modèle aéroélastique. 

Le système aéroélastique incertain est obtenu à partir du système nominal couplé avec de 

différentes perturbations de type structurées en déduisant la vitesse de flottement. Cette dernière nous 

montre l’impact de ces perturbations sur le modèle nominal. 

A partir de ces résultats, la stabilité des deux systèmes est assurée avec une marge de vitesse limitée 

et des performances médiocres surtout pour le système incertain. Pour les remédier une technique de 

commande robuste est élaborée pour garantir la stabilité, augmenter la marge de vitesse de flottement et 

d’offrir de bonnes performances pour tous les régimes de fonctionnements. 

 

IV.2. Simulation en boucle fermée : 

Afin d’améliorer les performances, augmenter la vitesse de flottement et assurer la stabilité du système 

on fait appel à des contrôleurs robustes tel que la synthèse H∞ et µ analyse. 
  
 

IV.2.1. Application de la commande H∞ 

La synthèse H∞ est appliquée sur le modèle nominal puis incertain, qui doit satisfaire le compromis  

« Stabilité-Performance». 

Pour cela on désire asservir la sortie sur la consigne selon les spécifications suivantes : 
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-  Assurer une erreur de poursuite faible ; 

-  Assurer la réjection de perturbations basses fréquences ; 

-  Amplitude de la commande raisonnable (Limiter l'amplitude du signal de commande vis-à-vis des 

entrées de référence et bruit de mesure sur la sortie). 

Le calcul du contrôleur s’effectue en utilisant la fonction « mixsyn » disponible sur MATLAB (Robust 

Control Toolbox). 

 

IV.2.1.1. Le système nominal : 

IV.2.1.1.1. Modèle instationnaire : 

Pour satisfaire les conditions de convergence de la commande H∞, les filtres de pondérations sont 

choisis comme suit : 

𝑊1(𝑠) =
(1.4𝑠 + 13)

(4.4𝑠 + 12)
  et  𝑊3(𝑠) =

(6.9𝑠 + 22.4)

(0.07𝑠 + 26)
 

Qui sont un passe bas et un passe haut respectivement comme le montre la figure (IV.9) : 

 

Figure (IV.9) : Gabarit sur les fonctions de pondération W1 et W3 
 

 

Le diagramme de Bode des fonctions de pondération illustré sur la figure (IV.9),  montre que la 

fréquence de coupure (0dB) de la fonction de pondération W1 est inférieure à celle de W3 et cela constitue 

une condition essentielle afin d’obtenir un correcteur adéquat. 

     Une fois choisi les filtres de pondération, il reste qu’effectuer la synthèse H∞ afin de calculer un 

contrôleur stabilisant le système en boucle fermée et garantissant les spécifications de compromis « 

Stabilité-Performances-» citées au paravent dans le chapitre III. 
 

 

 Calcul du contrôleur H∞ : 

Pour ce cas le contrôleur est réalisé pour une valeur du paramètre d’ajustement γ égal à : 0.5864, ce 

qui justifie la robustesse du contrôleur. 
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Nous représentons les valeurs singulières de la sensibilité S(s) et du transfert T(s) sur la Figure 

(IV.10), en vérifiant les conditions de robustesse sur la stabilité et sur les performances W1 et W3 si 

elles sont satisfaites. 

 

  Figure (IV.10) : Valeurs singulières de 1/S,T,W1et 1/W3 

 

Nous observons sur la figure ci-dessus (IV.10) que les conditions de robustesse et de performance 

sont assurées. 

En comparant les allures des fonctions présentées ci-dessus nous remarquons que : 

 La fonction S(s), reflétant les performances du système commandé, a pour toutes les pulsations, 

le graphe de ses valeurs singulières (qui est en vert) en dessus de celui de la borne de performance (le 

graphe en rouge) ;  

 La fonction T(s),reflétant la robustesse du système commandé, a pour toutes les pulsations, le 

graphe de ses valeurs singulières (qui est en violet) en dessous de celui de la borne de robustesse (le 

graphe en bleu) 
 

Les résultats de simulation obtenus pour une vitesse V=9 m/s sont montrés comme suit :  

 

  Figure (IV.11) : Réponse du système commandé (H∞) pour ℎ et α à une vitesse V =9m/s. 

 

 

Le comportement des angles beta et gamma est représenté dans la figure (IV.12) suivante : 
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Figure (IV.12) : Comportement de beta et de gamma en BF à V = 9 m/s. 

 

                       Les résultats de simulation en boucle ouverte montrent qu’à la vitesse 9𝑚/𝑠 (Figure (IV.11)) le 

système est instable, d’où la nécessité de faire appel à un contrôleur pour stabiliser le système. 

En appliquant la commande H∞, on obtient un système stable, plus rapide que celui en boucle 

ouverte avec des oscillations moins importantes avec une amélioration du coefficient d'amortissement 𝜺. 

   Pour la même vitesse, la figure (IV.12) montre que les angles de déflexion des gouvernes β et γ 

sont rapides souples et acceptables.  

 Le gain en vitesse : 

Pour calculer le gain en vitesse, on détermine tout d’abord la vitesse de flottement en boucle fermée 

et avec des simulations successives, cette vitesse est repérée à : 𝑽𝒇𝒍𝒐𝒕𝒕𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒆𝒏 𝑩f = 1𝟕. 0𝟔 𝒎/s  

Donc le gain en vitesse égale à 9. 8 𝒎/𝒔 (de 7.26 𝑚/𝑠 jusqu’à 17.06𝑚/𝑠). 
 

 

 

IV.2.1.1.2. Modèle approche quasi-stationnaire : 

Pour satisfaire les conditions de convergence de la commande H∞, les filtres de pondérations sont 

choisis comme suit : 

𝑊1(𝑠) =
(13𝑠 + 22)

(20𝑠 + 0.5)
    et  𝑊3(𝑠) =

(6𝑠 + 16)

(0.05𝑠 + 35)
 

 

Qui sont un passe bas et un passe haut respectivement comme le montre la figure (IV.13) : 

 

Figure (IV.13) : Gabarit sur les fonctions de pondération W1 et W3 
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Dans le diagramme de Bode des fonctions de pondération illustré ci-dessus, nous pouvons voir 

d’après la figure (IV.13) que la fréquence de coupure (0dB) de la fonction de pondération W1 est 

inférieure à celle de W3 et cela constitue une condition essentielle afin d’obtenir un correcteur adéquat. 

Une fois choisi les filtres de pondération, il reste qu’effectuer la synthèse H∞ afin de calculer un 

contrôleur stabilisant le système en boucle fermée et garantissant les spécifications de compromis 

 « Stabilité-Performances-» citées au paravent dans le chapitre III. 
 

 Calcul du contrôleur H∞ : 

Pour ce cas le contrôleur est réalisé pour une valeur du paramètre d’ajustement γ égal à : 0.7274, ce 

qui justifie la robustesse du contrôleur. 

Nous représentons les valeurs singulières de la sensibilité S(s) et du transfert T(s) sur la Figure (IV.14), en 

vérifiant les conditions de robustesse sur la stabilité et sur les performances W1 et W3 si elles sont satisfaites. 

 

             Figure (IV.14) : Valeurs singulières de 1/S,T,W1et 1/W3 

Nous observons sur la figure (IV.14) que les conditions de robustesse et de performance sont assurées. 

En comprarant les allures des fonctions présentées ci-dessus nous remarquons que : 

 La fonction S(s), reflétant les performances du système commandé, a pour toutes les pulsations, 

le graphe de ses valeurs singulières (qui est en vert) en dessus de celui de la borne de performance (le 

graphe en rouge) ;  

 La fonction T(s),reflétant la robustesse du système commandé, a pour toutes les pulsations, le 

graphe de ses valeurs singulières (qui est en violet) en dessous de celui de la borne de robustesse (le 

graphe en bleu) 
 

La réponse temporelle du système pour une vitesse V=11 m/s est montrée comme suit : 
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        Figure (IV.15) : Réponse du système commandé (H∞) pour ℎ et α à une vitesse V =11m/s. 

 

Le comportement des angles beta et gamma est représenté dans la figure (IV.16) suivante : 

 
                     Figure (IV.16) : Comportement de beta et de gamma en BF à V = 11m/s. 

 

Les résultats de simulation en boucle ouverte montrent qu’à la vitesse 11𝑚/𝑠 (Figure (IV.15)) le 

système est instable, d’où la nécessité de faire appel à un contrôleur pour stabiliser le système. 

En appliquant la commande H∞, on obtient un système stable, plus rapide que celui en boucle ouverte 

avec des oscillations moins importantes avec une amélioration du coefficient d'amortissement 𝜺. 

Pour la même vitesse, la figure (IV.16) montre que montre que les angles de déflexion des gouvernes 

β et γ sont rapides souples et acceptables.  
 

 Le gain en vitesse : 

Pour calculer le gain en vitesse, on détermine tout d’abord la vitesse de flottement en boucle fermée 

et avec des simulations successives, cette vitesse est repérée à : 𝑽𝒇𝒍𝒐𝒕𝒕𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒆𝒏 𝑩f = 19. 83𝒎/s. 

Donc le gain en vitesse égale à 8. 8 7𝒎/𝒔 (de 10.96 𝑚/𝑠 jusqu’à 19.83𝑚/𝑠). 
 

 

IV.2.1.1.3. Modèle approche instationnaire : 

Pour satisfaire les conditions de convergence de la commande H∞, les filtres de pondérations sont 

choisis comme suit : 
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𝑊1(𝑠) =
(1𝑠 + 0.1)

(3𝑠 + 0.1)
et  𝑊3(𝑠) =

(35𝑠 + 1.5)

(0.6𝑠 + 1.6)
 

Qui sont un passe bas et un passe haut respectivement comme le montre la figure (IV.17) : 
 

 

Figure (IV.17) : Gabarit sur les fonctions de pondération W1 et W3 

 

Dans le diagramme de Bode des fonctions de pondération illustré ci-dessus, nous pouvons voir 

d’après la figure (IV.17) que la fréquence de coupure (0dB) de la fonction de pondération W1 est 

inférieure à celle de W3 et cela constitue une condition essentielle afin d’obtenir un correcteur adéquat. 

   Une fois choisi les filtres de pondération, il reste qu’effectuer la synthèse H∞ afin de calculer un 

contrôleur stabilisant le système en boucle fermée et garantissant les spécifications de compromis 

 « Stabilité-Performances-» citées au paravent dans le chapitre III. 
 

 

 Calcul du contrôleur H∞ : 

Pour ce cas le contrôleur est réalisé pour une valeur du paramètre d’ajustement γ égal à : 0.9947, ce 

qui justifie la robustesse du contrôleur. 

Nous représentons les valeurs singulières de la sensibilité S(s) et du transfert T(s) sur la Figure (IV.18), en 

vérifiant les conditions de robustesse sur la stabilité et sur les performances W1 et W3 si elles sont satisfaites. 

 

       Figure (IV.18) : Valeurs singulières de 1/S,T,W1et 1/W3 
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Nous observons sur la figure (IV.18) que les conditions de robustesse et de performance sont 

assurées. 

En comprarant les allures des fonctions présentées ci-dessus nous remarquons que : 

 La fonction S(s), reflétant les performances du système commandé, a pour toutes les pulsations, 

le graphe de ses valeurs singulières (qui est en vert) en dessus de celui de la borne de performance (le 

graphe en rouge) ;  

 La fonction T(s),reflétant la robustesse du système commandé, a pour toutes les pulsations, le 

graphe de ses valeurs singulières (qui est en violet) en dessous de celui de la borne de robustesse (le 

graphe en bleu) et on a plusieurs graphes de valeurs singuliéres de T(s) car dans ce cas le systéme est 

couplé avec des perturbations aérodynamiques.  

 

La réponse temporelle du système pour une vitesse V=11 m/s est montrée comme suit : 

 

Figure (IV.19) : Réponse du système commandé (H∞) pour ℎ et α à une vitesse V =11m/s. 
 

Le comportement des angles beta et gamma est représenté dans la figure (IV.20) suivante :      

  
Figure (IV.20) : Comportement de beta et de gamma en BF à V = 11m/s. 

 

 

Les résultats de simulation en boucle ouverte montrent qu’à la vitesse 11𝑚/𝑠 (Figure (IV.19)) le 

système est instable et on a augmenté le temps de simulation pour apparaitre le phénomène de 

divergence d’où la nécessité de faire appel à un contrôleur pour stabiliser le système. 
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En appliquant la commande H∞, on obtient un système stable, plus rapide que celui en boucle ouverte 

avec des oscillations moins importantes avec une amélioration du coefficient d'amortissement 𝜺. 

  Pour la même vitesse, la figure (IV.20) montre que montre que les angles de déflexion des gouvernes 

β et γ sont rapides souples et acceptables.  

 Le gain en vitesse : 

Pour calculer le gain en vitesse, on détermine tout d’abord la vitesse de flottement en boucle fermée 

et avec des simulations successives, cette vitesse est repérée à 𝑽𝒇𝒍𝒐𝒕𝒕𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒆𝒏 𝑩f = 13.99𝒎/s 

Donc le gain en vitesse égale à 3.18𝒎/s (de 10.81 𝑚/𝑠 jusqu’à 13.99𝑚/𝑠). 

 

IV.2.1.2. Régime perturbé (Système incertain) : 
 

IV.2.1.2.1. Modèle instationnaire : 

Pour ce cas les filtres de pondérations choisies sont : 

𝑊1(𝑠) =
(0.5𝑠 + 82)  

(3𝑠 + 1)
  et  𝑊3(𝑠) =

(0.6𝑠 + 20)

(0.06𝑠 + 55)
 

Qui sont un passe bas et un passe haut respectivement comme le montre la figure (IV.21) : 

 

Figure (IV.21) : Gabarit sur les fonctions de pondération W1 et W3 

 

Le diagramme de Bode des fonctions de pondération illustré sur la figure (IV.21),  montre le 

comportement fréquentiel des deux fonctions de pondération W1 et W3 .Il s’agit donc des deux filtres 

complémentaires passe bas et passe haut qu’il faut les ajouter au système pour le calcul et la convergence 

de correcteur H∞.  
 

 Calcul du contrôleur H∞ : 

Pour ce cas le contrôleur est réalisé pour une valeur du paramètre d’ajustement γ égal à : 0.6094, ce 

qui justifie la robustesse du contrôleur. 
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Nous représentons les valeurs singulières de la sensibilité S(s) et du transfert T(s) sur la Figure (IV.22) en 

vérifiant les conditions de robustesse sur la stabilité et sur les performances W1 et W3 si elles sont satisfaites 

 

      Figure (IV.22) : Valeurs singulières de 1/S,T,W1et 1/W3 

 

 

La réponse temporelle du système pour une vitesse V=6 m/s est montrée comme suit :  

     

Figure (IV.23) : Réponse du système commandé (H∞) pour ℎ et α à une vitesse V =6m/s. 

 

 

Le comportement des angles beta et gamma est représenté dans la figure (IV.24) suivante : 

 

 
 

Figure (IV.24) : Comportement de beta et de gamma en BF à V = 6 m/s. 
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En appliquant la commande H∞ sur le modèle augmenté les résultats de simulation obtenus montrent 

un contrôleur qui est stable dont les caractéristiques fréquentielles sont montées sur la figure (IV.22).On 

constate d’après cette figure que la marge de robustesse est garantit avec un facteur de 1.64 

De plus le comportement temporel du système en boucle fermée et en boucle ouverte ainsi que la 

déflexion de la surface de commande sont montrés sur la figure (IV.23) et (IV.24) respectivement.  

La figure (IV.23) que le système devient stable avec moins d’oscillation par rapport le système en boucle 

ouverte, de plus la figure (IV.24) montre que la déflexion des gouvernes β et γ présentent des oscillations 

de faibles amplitudes puis convergent vers la position d’équilibre dans un temps de réponse d’environ 9 

secondes pour β, et γ.  
 

 

 Le gain en vitesse : 

  Le calcul de la vitesse de flottement dans ce cas a été repéré à : 𝑽𝒇𝒍𝒐𝒕𝒕𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒆𝒏 𝑩f = 10. 74𝒎/s  

Ce qui donne une marge de gain en vitesse égale 4. 79 𝒎/𝒔 (de 5.95 𝑚/𝑠 jusqu’à 10.74 𝑚/𝑠). 
 

 

IV.2.1.2.2. Modèle approche quasi-stationnaire : 

Pour ce cas les fonctions de pondérations choisies sont : 

𝑊1(𝑠) =
(0.35𝑠 + 480)

(0.41𝑠 + 80)
et  𝑊3(𝑠) =

(0.07𝑠 + 150)

(0.01𝑠 + 184)
 

Qui sont un passe bas et un passe haut respectivement comme le montre la figure (IV.25) : 

 

Figure (IV.25) : Gabarit sur les fonctions de pondération W1 et W3 
 

Le diagramme de Bode des fonctions de pondération illustré sur la figure (IV.25),  montre le 

comportement fréquentiel des deux fonctions de pondération W1 et W3 .Il s’agit donc des deux filtres 

complémentaires passe bas et passe haut qu’il faut les ajouter au système pour le calcul et la convergence 

de correcteur H∞.  

 Calcul du contrôleur H∞ : 

Pour ce cas le contrôleur est réalisé pour une valeur du paramètre d’ajustement γ égal à : 0.9964, ce 

qui justifie la robustesse du contrôleur. 
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Nous représentons les valeurs singulières de la sensibilité S(s) et du transfert T(s) sur la Figure 

(IV.26), en vérifiant les conditions de robustesse sur la stabilité et sur les performances W1 et W3 si 

elles sont satisfaites.              

 

Figure (IV.26) : Valeurs singulières de 1/S,T,W1et 1/W3 
 

La réponse temporelle du système pour une vitesse V=9 m/s est montrée comme suit : 

 

 

Figure (IV.27) : Réponse du système commandé (H∞) pour ℎ et α à une vitesse V =9m/s. 

 

Le comportement des angles beta et gamma est représenté dans la figure (IV.28) suivante : 
 

               

Figure (IV.28) : Comportement de beta et de gamma en BF à V = 9m/s. 
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En appliquant la commande H∞ sur le modèle augmenté les résultats de simulation obtenus 

montrent un contrôleur qui est stable dont les caractéristiques fréquentielles sont montées sur la figure 

(IV.26).On constate d’après cette figure que la marge de robustesse est garanti avec un facteur de 

1.004.De plus le comportement temporel du système en boucle fermée et en boucle ouverte ainsi que 

la déflexion de la surface de commande sont montrés sur la figure (IV.27) et (IV.28) respectivement.  

La figure (IV.27) que le système devient stable avec moins d’oscillation par rapport le système en 

boucle ouverte, de plus la figure (IV.28) montre que la déflexion des gouvernes β et γ présentent des 

oscillations  de faibles amplitudes  puis convergent vers la position d’équilibre dans un temps de réponse 

d’environ 3 secondes pour β, et γ.  
 

 Le gain en vitesse : 

Le calcul de la vitesse de flottement dans ce cas a été repéré à: 𝑽𝒇𝒍𝒐𝒕𝒕𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒆𝒏 𝑩f = 13.28𝒎/s. 

Ce qui donne une marge de gain en vitesse égale 4. 37 𝒎/𝒔 (de 8.91 𝑚/𝑠 jusqu’à 13.28𝑚/𝑠). 

 

IV.2.1.2.3. Modèle approche instationnaire : 

Pour ce cas les fonctions de pondérations choisies sont : 

𝑊1(𝑠) =
(0.5𝑠 + 20.75)

(1.05𝑠 + 25)
 et   𝑊3(𝑠) =

(1.1𝑠 + 0.7)

(0.06𝑠 + 12)
 

qui sont un passe bas et un passe haut respectivement comme le montre la figure (IV.29) : 

 

 

Figure (IV.29) : Gabarit sur les fonctions de pondération W1 et W3 
 

 

Le diagramme de Bode des fonctions de pondération illustré sur la figure (IV.29), montre le 

comportement fréquentiel des deux fonctions de pondération W1 et W3 .Il s’agit donc des deux filtres 

complémentaires passe bas et passe haut qu’il faut les ajouter au système pour le calcul et la 

convergence de correcteur H∞. 
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 Calcul du contrôleur H∞ : 

Pour ce cas le contrôleur est réalisé pour une valeur du paramètre d’ajustement γ égal à : 0.8356, ce 

qui justifie la robustesse du contrôleur. 

Nous représentons les valeurs singulières de la sensibilité S(s) et du transfert T(s) sur la Figure (IV.30), en 

vérifiant les conditions de robustesse sur la stabilité et sur les performances W1 et W3 si elles sont satisfaites. 

 

   Figure (IV.30) : Valeurs singulières de 1/S,T,W1et 1/W3 

 

La réponse temporelle du système pour une vitesse V=9 m/s est montrée comme suit : 

 

                   Figure (IV.31) : Réponse du système commandé (H∞) pour ℎ et α à une vitesse V =9m/s. 
 
 

Le comportement des angles beta et gamma est représenté dans la figure (IV.32) suivante : 

 
Figure (IV.32) : Comportement de beta et de gamma en BF à V = 9m/s. 
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En appliquant la commande H∞ sur le modèle augmenté les résultats de simulation obtenus montrent 

un contrôleur qui est stable dont les caractéristiques fréquentielles sont montées sur la figure (IV.30).On 

constate d’après cette figure que la marge de robustesse est garanti avec un facteur de 1.197.De plus le 

comportement temporel du système en boucle fermée et en boucle ouverte ainsi que la déflexion de la 

surface de commande sont montrés sur la figure (IV.31) et (IV.32) respectivement.  

La figure (IV.31) que le système devient stable avec moins d’oscillation par rapport le système en boucle 

ouverte, de plus la figure (IV.32) montre que la déflexion des gouvernes β et γ présentent des oscillations  

de faibles amplitudes  puis convergent vers la position d’équilibre dans un temps de réponse d’environ 9 

secondes pour β, et de 10 secondes pour γ.  
 

 

 Le gain en vitesse : 

Le calcul de la vitesse de flottement dans ce cas a été repéré à : 𝑽𝒇𝒍𝒐𝒕𝒕𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒆𝒏 𝑩f = 10.21𝒎/s. 

Ce qui donne une marge de gain en vitesse égale 1. 6𝒎/s (de 8.61 𝑚/𝑠 jusqu’à 10.21𝑚/𝑠). 

 

IV.2.1.3. Conclusion : 

L’application de la commande H∞ sur le profil d’aile pour les différentes types de modèle a réussi à 

contrôler le mouvement de tangage ‘alpha’ et le déplacement vertical ‘ℎ’, c’est vrai elle n’a pas réduit le 

temps de réponse d’une manière significative mais elle a diminué le niveau des vibrations, amélioré le 

coefficient d’amortissement et assuré une erreur statique nulle. 

Et pour cela, le contrôleur obtenu a permis de satisfaire la robustesse en stabilité et en performances du 

système en boucle fermé en particulier pour le système nominal. 

On justifie l’augmentation de la vitesse de flottement d’une manière progressive  pour le modèle nominal 

par rapport au modèle incertain  par le type d’incertitudes, où dans le cas nominal le système contient des 

paramètres internes où des perturbations de type non structurées or le modèle incertain est perturbé par 

des incertitudes de type structurées et pour rendre ce dernier plus robuste et plus performant on va 

appliquer une autre technique de la commande robuste. 

 

IV.2.2. Application de la commande µ-analyse  

Afin d’améliorer encore la robustesse du système incertain en boucle fermée nous avons fait appel à une des 

techniques les plus importantes en matière de contrôle robuste qui sera représenté par la commande µ-analyse.  

Et dans notre cas, nous avons testé la robustesse du correcteur pour chaque type du modèle vis à vis des 

variations paramétriques du procédé les plus susceptibles de varier tel que : le coefficient d’amortissement 

pour le mouvement vertical 𝐂𝐡, le coefficient d’amortissement pour le mouvement de tangage 𝐂𝛂, le 

coefficient de rigidité structurel pour le mouvement de tangage 𝐊𝐡et le coefficient de rigidité structurel pour 

le mouvement de tangage 𝐊𝛂 . Ces derniers sont augmentés par des incertitudes  
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relatives de 40 %, 40 %,50% et 3% respectivement, ce qui permet de les écrire autrement comme 

suit :  

 Ch = Ch_nom + 0.4*Ch_nom. 

 Cα =Cα_nom + 0.4*Cα_nom. 

 Kαnom = Kαnom+ 0.5*Kαnom ; 

 Kh_nom = Kh_nom + 0.03* Kh_nom  

 

Et dans le cas où les incertitudes de type aérodynamique qui ont été développé à partir du modèle de Wagner 

pour le modèle approche instationnaire nous avons optés pour des incertitudes relatives données comme suit : 

 G1(s)== 
𝟏

𝐬+𝛆𝟏
 + 0.71*

𝟏

𝐬+𝛆𝟏
 

 G2(s)=
𝟏

𝐬+𝛆𝟐
 + 0.61*

𝟏

𝐬+𝛆𝟐
 

 G 3(s)=
𝟏

𝐬+𝛆𝟏
 + 0.51*

𝟏

𝐬+𝛆𝟏
 

 G4(s)=
𝟏

𝒔+𝜺𝟐
+ 0.54*

𝟏

𝐬+𝛆𝟐
 

 

Le calcul du contrôleur s’effectue en utilisant la fonction « dksyn » présente dans MATLAB (Robust 

Control Toolbox). Cette fonction détermine un contrôleur qui minimise la valeur singulière structurée 

du système en boucle fermée. 

 

IV.2.2.1. Modèle instationnaire incertain : 

Les filtres de pondérations en performance et en command injectés dans le modèle sont choisis 

respectivement comme suit : 

Wp =
(2 ∗ 10−8) ∗ 𝑠 + 4 ∗ 10−6

s + 0.003
       ;       Wu =  

(10−7) ∗ 𝑠 + 0.0001

0.0009 ∗ s + 50
 

L’application de la commande µ analyse conduit vers l’élaboration d’un contrôleur d’ordre 28 et 

une valeur singulière structurée µ égale à : 0.007 comme le montre le tableau suivant : 

                               
 

                           Tableau (IV.1) : Résultats de calcul pour la commande µ_analyse. 

 



   

 

 

 CHAPITRE IV 

 
Simulation et interprétation 

 

85 

 

 

On présente les réponses temporelles du système pour une vitesse V=6m/s comme suit :

   

 Figure (IV.33) : Réponse du système commandé (µ-analyse) à V=6m/s. 

 

Le comportement des angles beta et gamma est représenté dans la figure (IV.34) suivante : 

 

Figure (IV.34) : Comportement de beta et gamma à V = 6 m/s 
 

D’après la figure (IV.33) le système en boucle ouverte est instable, ceci est prévu car la vitesse 

d’écoulement est supérieure à la vitesse de flottement qui a été repérée à 𝑽𝒇𝒍𝒐𝒕𝒕𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒆𝒏 𝑩O= 5.95 m/s, 

d’où la nécessité de faire appel à un contrôleur robuste pour stabiliser le système.  

En appliquant la commande µ_analyse, on obtient un système stable avec une convergence plus 

rapide d’où le temps de réponse est réduit et une amélioration de coefficient d'amortissement 𝜺 avec 

moins de dépassement presque négligeable ce qui rend le système bien amortie. 
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Pour la même vitesse d’écoulement et d’après la figure (IV.34), les angles de déflexion des gouvernes 

β et γ sont rapides souples et acceptables. 
 

 Le gain en vitesse : 

Le calcul de la vitesse de flottement dans ce cas a été repéré à: 𝑽𝒇𝒍𝒐𝒕𝒕𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒆𝒏 𝑩f = 15.71 𝒎/s. 

Ce qui donne une marge de gain en vitesse égale à 9. 76𝒎/𝒔 (de 5.95 𝑚/𝑠 jusqu’à 15.71𝑚/𝑠). 

 

IV.2.2.2. Approche quasi stationnaire incertain : 

Les filtres de pondérations en performance et en commande injectés dans le modèle sont choisis 

respectivement comme suit : 

Wp =
10−5 ∗ s + 0.001

10 ∗ s + 0.003
       ;       Wu =  

0.0002 ∗ s + 0.2

0.0001 ∗ s + 1
 

 

L’application de la commande µ analyse conduit vers l’élaboration d’un contrôleur d’ordre 22 et 

une valeur singulière structurée µ égale à : 0.451 comme le montre le tableau suivant : 

 
 

                           Tableau (IV.2) : Résultats de calcul pour la commande µ_analyse. 

 

On présente les réponses temporelles du système pour une vitesse V=9m/s comme suit : 

 

    

Figure (IV.35) : Réponse du système commandé (µ-analyse) à V=9m/s. 
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Le comportement des angles beta et gamma est représenté dans la figure (IV.36) suivante : 

 

                                        Figure (IV.36) : Comportement de beta et gamma à V = 9 m/s 

 

D’après la figure (IV.35) le système en boucle ouverte est instable, ceci est prévu car la vitesse 

d’écoulement est supérieure à la vitesse de flottement qui a été repérée à 𝑽𝒇𝒍𝒐𝒕𝒕𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒆𝒏 𝑩O= 8.91 m/s, 

d’où la nécessité de faire appel à un contrôleur robuste pour stabiliser le système.  

En appliquant la commande µ_analyse, on obtient un système stable avec une convergence plus 

rapide d’où le temps de réponse est réduit et une amélioration de coefficient d'amortissement 𝜺 avec 

moins de dépassement presque négligeable ce qui rend le système bien amortie. 

 Pour la même vitesse d’écoulement et d’après la figure (IV.36), les angles de déflexion des 

gouvernes β et γ sont rapides souples et acceptables. 
 

 Le gain en vitesse :  

Le calcul de la vitesse de flottement dans ce cas a été repéré à: 𝑽𝒇𝒍𝒐𝒕𝒕𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒆𝒏 𝑩f = 18.40𝒎/s 

Ce qui donne une marge de gain en vitesse égale à 9. 49𝒎/s (de 8.91 𝑚/𝑠 jusqu’à 18.40𝑚/𝑠). 

 

IV.2.2.3. Modèle approche instationnaire incertain : 
 

  

Les filtres de pondérations en performance et en commande injectés dans le modèle sont choisis 

respectivement comme suit : 

Wp =
0.0001 ∗ s + 0.001

s + 0.4
       ;       Wu =   

10−7 ∗ 𝑠 + 0.0001

0.0001 ∗ s + 1.3
 

L’application de la commande µ analyse conduit vers l’élaboration d’un contrôleur d’ordre 34 et 

une valeur singulière structurée µ égale à : 0.036 comme le montre le tableau suivant : 
 

 

Tableau (IV.3) : Résultats de calcul pour la commande µ_analyse. 
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On présente les réponses temporelles du système pour une vitesse V=9m/s comme suit : 
  

 

               
 

                         Figure (IV.37) : Réponse du système commandé (µ-analyse) à V=9 m/s. 

 

Le comportement des angles beta et gamma est représenté dans la figure (IV.38) suivante :    
 

 

Figure (IV.38) : Comportement de beta et gamma à V = 9m/s 
 
 

D’après la figure (IV.37) le système en boucle ouverte est instable, ceci est prévu car la vitesse 

d’écoulement est supérieure à la vitesse de flottement qui a été repérée à 𝑽𝒇𝒍𝒐𝒕𝒕𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒆𝒏 𝑩O= 8.61 m/s, 

d’où la nécessité de faire appel à un contrôleur robuste pour stabiliser le système.  

En appliquant la commande µ_analyse, on obtient un système stable avec une convergence plus 

rapide d’où le temps de réponse est réduit et une amélioration de coefficient d'amortissement 𝜺 avec 

moins de dépassement presque négligeable ce qui rend le système bien amortie. 

 



   

 

 

 CHAPITRE IV 

 
Simulation et interprétation 

 

89 

 

 

Pour la même vitesse d’écoulement et d’après la figure (IV.38), les angles de déflexion des gouvernes 

β et γ sont rapides souples et acceptables. 
 

 Le gain en vitesse :  

Le calcul de la vitesse de flottement dans ce cas a été repéré à: 𝑽𝒇𝒍𝒐𝒕𝒕𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒆𝒏 𝑩f = 17.97 𝒎/s 

Ce qui donne une marge de gain en vitesse égale à 9. 36𝒎/s (de 8.61 𝑚/𝑠 jusqu’à 17.97𝑚/𝑠). 
 

IV.2.2.4. Conclusion : 

L’application de la commande µ_analyse sur le profil d’aile pour les différentes types de modèle 

incertain a réussi à bien contrôler le mouvement de tangage ‘alpha’ et le déplacement vertical ‘ℎ’, car 

elle a enlevé les oscillations de fortes amplitudes, elle a rendu le système plus rapide, avec un temps de 

réponse réduit, amélioré le coefficient d’amortissement, et assuré une erreur statique nulle. 
 

De plus à partir des résultats précédents, la commande µ-analyse a amélioré le gain en vitesse 

d’où on a constaté l’augmentation de la vitesse de flottement d’une manière progressive pour le 

modèle incertain et le rendre plus robuste et plus performant  notamment avec l'utilisation des 

fonctions de pondération avec des intervalles d’incertitudes adéquats or cette technique présente 

quelques inconvénients tel que l'ordre du correcteur obtenu est élevé et on peut régler ce problème en 

utilisant une autre méthode sous le nom de : la technique de réduction d’ordre. 
 

IV.3. Etude comparative : 

Le résultat présenté sur le tableau ci-dessous présente une étude comparative entre notre recherche et 

des recherches similaires mais pour des différents systèmes, différents types de contrôleur et différentes 

types d’incertitudes. 

 

Type du modèle Modèle du système Type du système 
Vitesse de 

flottement Vf (m/s) 

Gain en 

vitesse  (m/s) 

 

 

 

Instationnaire 

 

Aéroélastique 

Nominal 7.26 / 

Incertain 

(Avec quatre incertitudes 

structurelles : 

Ch, Kα, Cα, Kh) 

5.95 / 

 

Aérosérvoélastique          

(commande H∞) 

Nominal 17.06 9.80 

Incertain 10.74 4.79 

 

Aérosérvoélastique          

(µ_analyse) 

Incertain 15.71 9.76 
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Approche 

Quasi 

stationnaire 

 

 

 

Aéroélastique 

Nominal 10.96 / 

Incertain 

(Avec quatre incertitudes 

structurelles : 

Ch, Kα, Cα, Kh) 

 

8.91 

 

/ 

 

Aérosérvoélastique          

(commande H∞) 

Nominal 19.83 8.87 

Incertain 13.28 4.37 

 

Aérosérvoélastique          

(µ_analyse) 

Incertain 18.40 9.49 

 

 

 

Approche 

Instationnaire 

 

 

 

 

 

Aéroélastique 

Nominal 

(Avec quatre incertitudes 

aérodynamiques 

G1(s), G2(s), G3(s), G4(s)) 

 

10.81 

 

 

/ 

Incertain 

(Avec quatre incertitudes 

structurelles : 

Ch, Kα, Cα, Kh) 

 

8.61 

 

/ 

 

Aérosérvoélastique          

(commande H∞) 

Nominal 13.99 3.18 

Incertain 10.21 1.60 

 

Aérosérvoélastique          

(µ_analyse) 

Incertain 17.97 9.36 

 

Quasi 

stationnaire 

(CommandeH∞ et   

µ_analyse dédiées à 

un système 

aéroélastique   

(2016-2017))     

Aéroélastique 

Nominal 13.96 / 

Incertain 

Avec deux incertitudes 

structurelles Ch, Kα, et 

une incertitude 

aérodynamique q 

13.16 / 

 

Aérosérvoélastique          

(commande H∞) 

Nominal 16.4 2.44 

Incertain 17.76 4.59 

 

Aérosérvoélastique          

(µ_analyse) 

Incertain 21.7 8.54 
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Résultats du test de 

soufflerie 

(Platanitis et 

Strganac, 2004) 

Aéroélastique /           13         / 

En présence d’un 

contrôleur 

/ 17          4 

 

Tableau (IV .4) : Comparaison des résultats de notre recherche avec les résultats des recherches 

précédentes. 

Le tableau suivant résume les différents résultats numériques de simulation de notre différents types 

du système en boucle ouverte et en boucle fermée avec les deux lois de commandes H∞ et µ_analyse, 

il permet de présenter la vitesse de flottement (Vf) pour chaque cas et aussi le gain en vitesse en 

comparant avec les résultats des recherches précédentes. 

Les valeurs numériques présentées dans le tableau ci-dessus résultent les remarques suivantes : 

 Pour le modèle instationnaire : 

En comparant la vitesse de ce modèle en boucle ouverte avec le résultat des tests expérimentaux, on 

constate une dégradation de la vitesse de 13m/s à 7.26m/s qui est due à l’influence du régime 

instationnaire sur la section d’aile mais l’application de la commande H∞ sur le modèle nominal 

permet d’augmenter la vitesse de flottement et qui est proche du résultat des tests expérimentaux en 

boucle fermée (17m/s) avec un gain en vitesse important environ 9.80m/s ainsi un gain en vitesse 

moyen sur le modèle incertain environ 4.79m/s de plus en appliquant la commande µ_analyse sur le 

modèle incertain on obtient un grain de vitesse important environ 9.76 m/s.  

 Pour le modèle approche quasi stationnaire : 

Ce modèle a été développé à partir du modèle instationnaire en éliminant la fonction non circulaire on 

constate que la vitesse de flottement pour ce modèle a augmenté par rapport à la vitesse de modèle  

instationnaire de 7.26m/s à 10.96m/s et donc elle rapproche de modèle quasi stationnaire qui a une vitesse 

égal à 13.96 m/s ce qui prouve l’effet de cette fonction sur le modèle instationnaire et avec l’application 

de la commande H∞ sur le modèle nominal on obtient un gain de vitesse important environ 8.87m/s et  un 

gain en vitesse moyen sur le modèle incertain environ 4.37m/s mais en appliquant la commande  

µ_analyse sur le modèle incertain on obtient un grain de vitesse important environ 9.49 m/s. 
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 Pour le modèle approche instationnaire : 

Ce modèle a été développé à partir du modèle quasi stationnaire couplé avec des incertitudes de 

type aérodynamiques obtenus à partir le développement de la fonction de Wagner et on constate que la 

vitesse de flottement pour ce modèle a diminué par rapport au modèle quasi stationnaire de 13.96m/s à 

10.81m/s et donc elle rapproche de modèle instationnaire ce qui prouve l’impact de ces incertitudes sur 

le modèle quasi stationnaire et avec l’application de la commande H∞ sur le modèle nominal on 

obtient un gain de vitesse moyen environ 3.18 m/s et un gain en vitesse faible sur le modèle incertain 

environ 1.60m/s mais en appliquant la commande µ_analyse sur le modèle incertain on obtient un 

grain de vitesse important environ 9.36 m/s. 

 Pour le modèle quasi stationnaire : 

Les résultats de simulation d’un système à deux incertitudes structurelles et une incertitude aérodynamique 

sur le modèle quasi stationnaire(13.16m/s) sont en bonnes concordances avec les résultats des tests 

expérimentaux (13m/s), cela prouve que le système quasi stationnaire incertain est très proche du modèle 

réel et on obtient un gain en vitesse moyen environ 2.44m/s par l'application de la commande H∞ sur le 

modèle nominal et une augmentation de ce gain au lieu de sa diminution sur le modèle incertain environ 

4.59m/s ce qui prouve que les incertitudes incorporées dans le système ne sont pas trop fortes au point de 

rendre le système incertain moins performant par rapport au nominal et par  l’application de la commande 

µ_analyse sur le modèle incertain on obtient un gain en vitesse important environ 8.54m/s. 

Alors d’après ces résultats, on peut conclure que : 

 L'application de la commande H∞ sur le modèle nominal permet d’obtenir un gain en vitesse 

important or l’application de cette commande sur le modèle incertain qui résulte à partir du modèle 

nominal couplé avec quatre incertitudes structurelles pour nos différents types de systèmes étudiées 

permet d’obtenir un gain en vitesse moyen ce qui prouve que la commande  H∞ donne de bons résultats 

sauf lorsque les paramètres internes ou les incertitudes sont de type non structurés. 

 L'application de la commande µ_analyse sur le modèle incertain permet d’obtenir un gain en 

vitesse important et très significatif ce qui prouve la robustesse de la commande vis-à-vis à la variation 

des paramètres internes de système ainsi que les différentes gammes d’incertitudes paramétriques qui 

affectent le système. 

 Le nombre de paramètres incertains et le type d’incertitude ainsi les paramètres internes de 

chaque type de système affectent d’une manière significative sur la vitesse critique de flottement de 

même sur la robustesse de la commande. 
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    Conclusion : 

        Au vu des résultats précédents et après avoir analysé les différents types de système, on peut 

retenir les points suivants : 

 Les résultats de simulation montrent l’efficacité des deux commandes : 

La commande H∞ dans le cas où les incertitudes sont de type aérodynamique et la commande 

µ_analyse dans le cas où les incertitudes sont de type structuré pour retarder le phénomène de 

flottement et améliorer sa vitesse 

  Les différentes valeurs de la vitesse de flottement pour les différents types du système indiquent 

que la vitesse de flottement est liée aux paramètres internes du système ainsi aux types d’incertitudes. 
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L’objectif des travaux présentés dans ce mémoire est basé principalement sur la modélisation d’une 

section d’aile bidimensionnelle pour un régime quasi stationnaire et instationnaire via la fonction de 

Wagner. En prenant en compte les perturbations aérodynamiques sous la forme standard LFT sur le 

modèle quasi stationnaire, le modèle « approche instationnaire » a été développé.  

D’autre part, en éliminant la partie non circulatoire du modèle instationnaire qui représente 

l’écoulement turbulent sur le profil d’aile, un autre modèle « approche quasi stationnaire » est obtenu.  

Ces différents modèles sont caractérisés par des oscillations mal amortie ou instable. 

De plus, des méthodologies de commande réputées  « robustes » ont étés envisagées pour stabiliser 

le système en tenant compte les incertitudes structurelles, réduire les oscillations instables de façon à 

augmenter la vitesse critique de flottement.  

Et notre intérêt par ces deux approches est d’adapter ces deux derniers à la commande et afin établir 

un modèle plus proche de la réalité car la modélisation du système physique ne peut pas être modélisé 

exactement par un modèle mathématique et cette modélisation  est une approximation au modèle réel 

réalisé via l’expérimental. 

 Alors si le modèle réel tend vers les modèles d’approche , donc cette approche est la meilleure 

solution pour solliciter les constructeurs d’utiliser cette technique d’approche qui va converger vers le 

modèle réel au lieu d’utiliser la complexité mathématique et ce n’est pas évident de trouver un modèle 

mathématique à travers des équations physiques, parfois on trouve mais on arrive pas à le contrôler ou 

à le réaliser . 

Dans un premier temps, nous avons donné une vision générale sur les phénomènes d’aéroélasticité 

et plus précisément le flottement et sur la meilleure solution pour y remédier « l’aéroservoélasticité ». 

Ensuite, une partie essentielle de notre étude qui concerne le système physique est le 

développement mathématique du différents modèles dynamique pour un écoulement instationnaire et 

quasi stationnaire qui sont basés sur l’application de la méthode de Lagrange, cette dernière nous a 

permis d’obtenir un modèle nominal, et afin d’aboutir à un modèle plus proche du réel  « incertain », 

nous avons utilisé la technique transformation fractionnaire linéaire LFT qui  permet d’insérer les 

incertitudes structurelles.  

Une étude en simulation en boucle ouverte a été réalisée afin de tracer le comportement dynamique 

des différents modèles de l’aile de point de vue mouvement de tangage et déplacement vertical. Et cela 

nous a conduits à détecter le phénomène de flottement ainsi que les vitesses correspondantes.  
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En boucle fermée et en présence des paramètres internes ou des perturbations de type 

aérodynamiques, l’approche ℋ∞ nous a conduits à garantir la stabilité des systèmes envisagés et 

améliorer leurs performances tout en retardant l’apparition du phénomène de flottement avec une marge 

de sécurité. 

Cependant, on a constaté que cette commande souffre d’inconvénients dont le principal est le choix 

des filtres de pondérations qui s’avère un problème délicat car il n’existe pas de méthodologie permettant 

de les déterminer analytiquement ainsi à la présence des perturbations de type structurée (système 

incertain). 

 Et pour cela, le modèle incertain a été adapté à la commande µ_analyse avec succès et une 

amélioration très significative des performances surtout pour la marge de vitesse de flottement.  

 

Perspectives :  

Pour les futures études dans le domaine de l’aéro-servo-élasticité, nous proposons :  

  De point de vue modélisation : 
 

   Elargir l’étude pour une aile complète en 3D où on fait appel à des techniques mathématiques telles 

que les éléments finis ou bien l’utilisation de certain logiciel tel que « ANSYS » pour la modélisation. 

 

 De point de vue commande : 
 

On propose d’utiliser les commandes basées sur l’intelligence artificielle tel que : 

 

 Logique Flou. 

 Réseau de Neurons. 

 Les algorithmes génétiques.
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A.1. Les équations de Lagrange 

La Forme de Lagrange des équations du mouvement que nous tirons ici a l'avantage que nous 

pouvons ignorer toutes les forces qui ne font aucun travail (par exemple, les forces de frottement, les 

forces des connexions inextensibles) contrairement les équations de Newton. 

Dans le cas des systèmes conservateurs (par exemple, des systèmes pour lesquels l’énergie totale 

reste constante), la méthode de Lagrange nous donne une procédure automatique pour obtenir les 

équations du mouvement, il suffit seulement de calculer l’énergie cinétique et potentielle du système 

[2]. 

A.1.1. Degrés de liberté  

C’est le nombre de coordonnées qui évoluent indépendamment les unes des autres. Pour un 

système de 3N coordonnées soumises à K contraintes holonomes seules n = 3N −K coordonnées 

sont réellement indépendantes. On dit que :  

 

A.1.2. Les coordonnées généralisées : 

Une des grandes forces de la description lagrangienne est de pouvoir faire abstraction des 

contraintes d'un système : qu’il s'agisse de l'angle formé par un pendule ou de l'abscisse d'un mobile, 

toutes les coordonnées sont traitées sur un pied d'égalité : on parle de « coordonnées généralisées » 

[73]. 

Afin de formuler mathématiquement les équations du flottement, nous utilisons le principe de 

Lagrange qui permet d’obtenir les équations du mouvement du système à partir des expressions des 

énergies cinétique, potentielle et de dissipation. 

Pour un système discret non conservatif d’ordre r, les équations différentielles de Lagrange prennent 

la forme suivante :  

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑖̇
) - 

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑖
+

𝜕𝑃

𝜕𝑞𝑖
+

𝜕𝐷

𝜕𝑞𝑖
= 𝑄𝑖      (𝑖 = 1, 𝑟) 

T, P et D sont respectivement les énergies cinétique, potentielle et de dissipation du système [55]. 

𝑄𝑖: Représentant la composante des forces extérieures qui travaillent selon de degré de liberté qi. 

𝑛 = 3𝑁 –  𝐾  Est le nombre de degrés de liberté du système 

mécanique 
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A.1.3. Les équations de Lagrange pour les systèmes conservateurs  

Si un système est conservateur, le travail effectué par les forces peut être calculé à partir L’énergie 

potentielle U Nous définissons le changement de l'énergie potentielle pendant un petit déplacement 

comme le négatif du travail effectué par les forces du système pendant le déplacement [35].   

Puisque 𝑄1𝛿𝑞1 + 𝑄2𝛿𝑞2  est le travail effectué par les forces, nous avons 

                                               𝛿𝑃 = −𝑄1𝛿𝑞1 − 𝑄2𝛿𝑞2   

Nous avons souligné que q 1 et q 2 sont indépendants et, par conséquent, peuvent être variée 

Arbitrairement. 

                                              Si  𝛿𝑞1 = 0 alors on a 𝛿𝑃 = −𝑄2𝛿𝑞2 donc : 

𝑄2 = −
𝜕𝑃
𝜕𝑞2

 

De même, on peut voir que : 

𝑄1 = −
𝜕𝑃
𝜕𝑞1

 

On remplace 𝑄2𝑒𝑡 𝑄1 par leur valeur dans l’équation on obtient : 

                                                          
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝑞1̇
) - 

𝜕𝑇

𝜕𝑞1
+

𝜕𝑈

𝜕𝑞1
= 0 

                                                 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝑞2̇
) - 

𝜕𝑇

𝜕𝑞2
+

𝜕𝑈

𝜕𝑞2
= 0 

A.1.4. Les équations de Lagrange pour les systèmes non conservateurs : 

Pour les systèmes non conservateurs on définit le Lagrangien L comme suivant : 

                                                                  𝐿 = 𝑇 − 𝑈                             

 Où : 

 T : est l’énergie cinétique du système en mouvement   

 U : est l’énergie potentielle de système 

Ce Lagrangien 𝐿 vérifie pour chacune des coordonnées généralisées qj : 
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𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑗
+

𝜕𝑑

𝜕𝑞𝑗
 - 
𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑗
 = 𝑄𝑗       

 

d : Représente la fonction de dissipation. 

𝑄𝑗 : Représentant la composante des forces extérieures qui travaillent selon de degré de liberté qj. 

Et pouvant s’obtenir en dérivant le travail virtuel W des forces extérieures : 

           𝑊 = ∑ 𝑄𝐽𝑗 𝑈𝐽                                 Soit                               𝑄𝐽 =
𝜕𝑤

𝜕𝑢𝑗
 

Avec    𝑈𝐽  désignant le champ de déplacement [35].
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Introduction : 

Devant la complexité croissante des systèmes, la fonction de transfert peut parfois sembler ne pas 

être le modèle le plus approprié pour décrire les comportements considères. La recherche de 

performances toujours plus fines peut conduire à la même conclusion. Ceci est particulièrement vrai 

si on envisage l’étude de systèmes multi variables. Pour cette raison, d’autres modèles sont utilisés et 

apparaissent comme une alternative à la fonction de transfert. Le plus célèbre d’entre eux est la 

représentation d’état ou équation d’état ou encore modèle d’état. Il s’agit d’un modèle qui prend en 

compte la dynamique interne du système et ne se limite pas à la description d’un comportement de 

type entrée/sortie [71] mais aussi lorsqu’il est soumis à des influences externes (perturbations) [72]. 

 

 

B.1. La représentation d’état d’un système : 

 

B.1.1. L’état d’un système : 
 

L’état d’un système est la plus petite quantité d’information caractérisée par un ensemble de 

variables qu’il faut connaitre à un instant t0 pour pouvoir prédire de façon univoque le comportement 

de ce système à tout instant t> t0 et pour toute entrée entre t0 et t [72]. 

 

B.1.2. Vecteur d’état : 
 

Un vecteur d’état est un ensemble minimal de variables d’état, c’est-à-dire de grandeurs 

temporelles, nécessaires et suffisantes pour déterminer l’évolution future d’un système quand on 

connait les équations qui décrivent le fonctionnement du système et les entrées de ce système.  

Dans ce qui suit, le vecteur d’état et son dérivée seront notés : 

𝒙(𝒕) =  [

𝒙𝟏(𝒕)
𝒙𝟐(𝒕)
⋮

𝒙𝒏(𝒕)

]                    
𝒅𝒙(𝒕)

𝒅𝒕
= 𝒙̇(𝒕) = [

𝒙̇𝟏(𝒕)
𝒙̇𝟐(𝒕)
⋮

𝒙̇𝒏(𝒕)

] 

Le nombre n de composantes correspond au degré de complexité du système. Il définit l’ordre du 

système [72]. 

 

B.1.3. Equation d’état : 
 

D’une manière générale, à tout système linéaire continu peut lui être associé les équations 

matricielles suivantes : 

 



  
 

 

La représentation d’état d’un système 

 

Annexe B 

 
 

 

{

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑥(𝑡)   é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑′é𝑡𝑎𝑡

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡)   é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑′𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛

𝑥(𝑡0) = 𝑥0   𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑒

 

 

- 𝐴 : Matrice d’état du système de dimension (n x n) (n : ordre du système). 

- 𝐵 : Matrice de commande du système de dimension (n x m) (m : nombre d’entrées du système). 

- 𝐶 : Matrice de sortie ou d’observation du système de dimension (p x n) (p : nombre de sorties). 

- 𝐷 : Matrice de transmission directe du système de dimension (p x m). 

- 𝑥 : Vecteur d’état du système de dimension (n). 

- 𝑢 : Vecteur d’entrée du système de dimension (m). 

- 𝑦 : Vecteur de sortie du système de dimension p [72]. 

 

 La commande en boucle ouverte : 
 

 

En l’absence d’entrées perturbatrices et en supposant que le modèle mathématique du système 

est parfait, il est imaginable de générer un signal de commande produisant le signal de sortie 

souhaité. Cela constitue le principe de la commande en boucle ouverte qui exploite la connaissance 

des dynamiques du système afin de générer les entrées adéquates e(t). Ces derniers ne sont donc pas 

influencés par la connaissance des signaux de sortie s(t). 

 

Figure (B.1) : Commande en boucle ouverte 
 

Cette solution est envisageable dans le cas où le système est parfaitement connu et modélisé et dans 

le cas où l’obtention d’une mesure de la sortie n’est pas économiquement possible. 

 La commande en boucle fermée : 
 

Toutefois, si le système à commander n’est pas parfaitement connu ou si des perturbations 

l’affectent, les signaux de sortie ne seront pas ceux souhaités. L’introduction d’un retour 

d’information sur les sorties mesurées s’avère alors nécessaire. 
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Le principe de commande en boucle fermée est illustré sur la figure suivante et définit la 

structure de commande à contre-réaction (feedback en anglais).  

 

 

Figure (B.2) : Commande en boucle fermée 
 

B.2. La représentation d’état de notre système : 
 

B.2.1. Pour le système nominal : 
 

B.2.1.1. Modèle instationnaire : 
 

Les équations (II.47) et (II.48) développées dans le chapitre 2 de ce mémoire peuvent être écrites 

sous la forme :  

{
𝑥̇ = 𝐴𝑥 + Bu
𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢

 

Avec :        𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎34 𝑎35  𝑎36 𝑎37 𝑎38
𝑎41 𝑎42 𝑎43 𝑎44 𝑎45 𝑎46  𝑎47 𝑎48
1 0 0 0 −𝜺𝟏 0 0 0
1 0 0 0 0 −𝜺𝟐 0 0
0 1 0 0 0 0  −𝜺𝟑 0
0 1 0 0 0 0 0 −𝜺𝟒]

 
 
 
 
 
 
 

    𝐵 =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0
0 0
𝑏31
𝑏41
0
0
0
0

𝑏32
𝑏42
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 

 

 𝐶 = [
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0

]                   𝐷 = [
0 0
0 0

] 

𝑎31 =
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2 + 𝑎) 𝜑̇

(0)] 𝐵 − [𝑘ℎ + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜑̇(0)]𝐶

𝐷
 

𝑎32 =
[𝑘𝛼(𝛼) − 2𝜋𝜌𝑉

2𝑏2𝑠 (
1
2 + 𝑎)𝜑

(0) − 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (
1
4 − 𝑎

2) 𝜑̇(0)] 𝐵

𝐷
− 

[2𝜋𝜌𝑉2𝑏𝑠𝜑(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1
2 − 𝑎)𝜑 ̇

(0)] 𝐶

𝐷
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𝑎33 =
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2
+ 𝑎)𝜑(0)] 𝐵 − [𝐶ℎ + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜑(0)]𝐶

𝐷
 

𝑎34 =
[𝐶𝛼 − 2𝜋𝜌𝑉𝑏

3𝑠 (
1
4
− 𝑎2)𝜑(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (

1
4
−
𝑎
2
)] 𝐵

𝐷
− 

[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1
2
− 𝑎)𝜑(0) + 𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠] 𝐶

𝐷
 

𝑎35 =
[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2
+ 𝑎) 𝜆ℎ1] 𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆ℎ1]𝐶

𝐷
 

𝑎36 =
[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2
+ 𝑎) 𝜆ℎ2] 𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆ℎ2]𝐶

𝐷
 

𝑎37 =
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (

1
2 + 𝑎) 𝜆𝛼1] 𝐵 − [2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆𝛼1]𝐶

𝐷
 

𝑎38 =
[−2𝜋𝜌𝑣𝑏²𝑆 (

1
2
+ 𝑎) 𝜆𝛼2] 𝐵 − [2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆𝛼2]𝐶

𝐷
 

𝑑1 =
[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2 + 𝑎) ℎ

(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (
1
4 − 𝑎

2)𝛼(0)] 𝐵

𝐷
 −   

[2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠ℎ(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1
2 − 𝑎) 𝛼

(0)] 𝐶

𝐷
 

𝑏31 =
[−𝜌𝑉²𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛽]𝐵 − [𝜌𝑉

2𝑏𝑠𝑐𝑙𝛽]𝐶

𝐷
 

𝑏32 =
[−𝜌𝑉2𝑏2𝑠𝐶𝑚𝛾]𝐵 − [𝜌𝑉

2𝑏𝑠𝑐𝑙𝛾]𝐶

𝐷
 

𝑎41 =
[𝑘ℎ + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜑̇(0)]𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏

2𝑠 (
1
2 + 𝑎) 𝜑̇

(0)] 𝐴

𝐷
 

𝑎42 =
[2𝜋𝜌𝑉2𝑏𝑠𝜑(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (

1
2 − 𝑎) 𝜑̇

(0)] 𝐵

𝐷
− 

[𝑘𝛼(𝛼) − 2𝜋𝜌𝑉
2𝑏2𝑠 (

1
2 + 𝑎)𝜑

(0) − 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (
1
4 − 𝑎

2) 𝜑̇(0)] 𝐴

𝐷
 

𝑎43 =
[𝐶ℎ + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜑(0)]𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏

2𝑠 (
1
2 + 𝑎)𝜑

(0)] 𝐴

𝐷
 

𝑎44 =
[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2 − 𝑎)𝜑

(0) + 𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠]𝐵

𝐷
− 
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[𝐶𝛼 − 2𝜋𝜌𝑉𝑏
3𝑠 (

1
4
− 𝑎2)𝜑(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (

1
4
−
𝑎
2
)] 𝐴

𝐷
 

𝑎45 =
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆ℎ1]𝐵 − [2𝜋𝜌𝑉𝑏

2𝑠 (
1
2
+ 𝑎) 𝜆ℎ1] 𝐴

𝐷
 

𝑎46 =
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆ℎ2]𝐵 − [2𝜋𝜌𝑉𝑏

2𝑠 (
1
2 + 𝑎) 𝜆ℎ2] 𝐴

𝐷
 

𝑎47 =
[2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆𝛼1]𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (

1
2
+ 𝑎) 𝜆𝛼1] 𝐴

𝐷
 

𝑎48 =
[2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆𝛼2]𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (

1
2
+ 𝑎) 𝜆𝛼2] 𝐴

𝐷
 

𝑑2 =
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠ℎ(0) − 2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (

1
2 − 𝑎)𝛼

(0)]𝐵

𝐷
− 

[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1
2
+ 𝑎)ℎ(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (

1
4
− 𝑎2)𝛼(0)]𝐴

𝐷
 

B.2.1.2. Modèle approche quasi-stationnaire : 

Les équations (II.55) et (II.56) développées dans le chapitre 2 de ce mémoire peuvent être écrites 

sous la forme : 

{
𝒙̇ = 𝑨𝒙 + 𝐁𝐮
𝒚 = 𝑪𝒙 + 𝑫𝒖

 

Avec :        𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎34 𝑎35  𝑎36 𝑎37 𝑎38
𝑎41 𝑎42 𝑎43 𝑎44 𝑎45 𝑎46  𝑎47 𝑎48
1 0 0 0 −𝜺𝟏 0 0 0
1 0 0 0 0 −𝜺𝟐 0 0
0 1 0 0 0 0  −𝜺𝟑 0
0 1 0 0 0 0 0 −𝜺𝟒]

 
 
 
 
 
 
 

  𝐵 =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0
0 0
𝑏31
𝑏41
0
0
0
0

𝑏32
𝑏42
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 

 

𝐶 = [
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0

]                   𝐷 = [
0 0
0 0

] 

𝑎31 =
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2 + 𝑎) 𝜑̇

(0)] 𝐵 − [𝑘ℎ + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜑̇(0)]𝐶

𝐷
 

𝑎32 =
[𝑘𝛼(𝛼) − 2𝜋𝜌𝑉

2𝑏2𝑠 (
1
2 + 𝑎)𝜑

(0) − 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (
1
4 − 𝑎

2) 𝜑̇(0)] 𝐵

𝐷
− 
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[2𝜋𝜌𝑉2𝑏𝑠𝜑(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1
2
− 𝑎)𝜑 ̇ (0)] 𝐶

𝐷
 

𝑎33 =
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2
+ 𝑎)𝜑(0)] 𝐵 − [𝐶ℎ + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜑(0)]𝐶

𝐷
 

𝑎34 =
[𝐶𝛼 − 2𝜋𝜌𝑉𝑏

3𝑠 (
1
4 − 𝑎

2)𝜑(0)]𝐵

𝐷
−
[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2 − 𝑎)𝜑

(0)] 𝐶

𝐷
 

𝑎35 =
[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2
+ 𝑎) 𝜆ℎ1] 𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆ℎ1]𝐶

𝐷
 

𝑎36 =
[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2
+ 𝑎) 𝜆ℎ2] 𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆ℎ2]𝐶

𝐷
 

𝑎37 =
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (

1
2 + 𝑎) 𝜆𝛼1] 𝐵 − [2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆𝛼1]𝐶

𝐷
 

𝑎38 =
[−2𝜋𝜌𝑣𝑏²𝑆 (

1
2 + 𝑎) 𝜆𝛼2] 𝐵 − [2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆𝛼2]𝐶

𝐷
 

𝑑1 =
[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2
+ 𝑎) ℎ(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (

1
4
− 𝑎2)𝛼(0)] 𝐵

𝐷
 −   

[2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠ℎ(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (
1
2
− 𝑎) 𝛼(0)] 𝐶

𝐷
 

𝑏31 =
[−𝜌𝑉²𝑏²𝑠𝐶𝑚𝛽]𝐵 − [𝜌𝑉

2𝑏𝑠𝑐𝑙𝛽]𝐶

𝐷
 

𝑏32 =
[−𝜌𝑉2𝑏2𝑠𝐶𝑚𝛾]𝐵 − [𝜌𝑉

2𝑏𝑠𝑐𝑙𝛾]𝐶

𝐷
 

𝑎41 =
[𝑘ℎ + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜑̇(0)]𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏

2𝑠 (
1
2 + 𝑎) 𝜑̇

(0)] 𝐴

𝐷
 

𝑎42 =
[2𝜋𝜌𝑉2𝑏𝑠𝜑(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (

1
2 − 𝑎) 𝜑̇

(0)] 𝐵

𝐷
− 

[𝑘𝛼(𝛼) − 2𝜋𝜌𝑉
2𝑏2𝑠 (

1
2 + 𝑎)𝜑

(0) − 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (
1
4 − 𝑎

2) 𝜑̇(0)] 𝐴

𝐷
 

𝑎43 =
[𝐶ℎ + 2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜑(0)]𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏

2𝑠 (
1
2 + 𝑎)𝜑

(0)] 𝐴

𝐷
 

𝑎44 =
[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2 − 𝑎)𝜑

(0)]𝐵

𝐷
−
[𝐶𝛼 − 2𝜋𝜌𝑉𝑏

3𝑠 (
1
4 − 𝑎

2)𝜑(0)] 𝐴

𝐷
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𝑎45 =
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆ℎ1]𝐵 − [2𝜋𝜌𝑉𝑏

2𝑠 (
1
2 + 𝑎) 𝜆ℎ1] 𝐴

𝐷
 

𝑎46 =
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆ℎ2]𝐵 − [2𝜋𝜌𝑉𝑏

2𝑠 (
1
2
+ 𝑎) 𝜆ℎ2] 𝐴

𝐷
 

𝑎47 =
[2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆𝛼1]𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (

1
2
+ 𝑎) 𝜆𝛼1] 𝐴

𝐷
 

𝑎48 =
[2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠𝜆𝛼2]𝐵 + [2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (

1
2 + 𝑎) 𝜆𝛼2] 𝐴

𝐷
 

𝑑2 =
[−2𝜋𝜌𝑉𝑏𝑠ℎ(0) − 2𝜋𝜌𝑉𝑏²𝑠 (

1
2 − 𝑎)𝛼

(0)]𝐵

𝐷
− 

 
[2𝜋𝜌𝑉𝑏2𝑠 (

1
2
+ 𝑎) ℎ(0) + 2𝜋𝜌𝑉𝑏3𝑠 (

1
4
− 𝑎2)𝛼(0)] 𝐴

𝐷
 

B.2.1.3. Modèle approche instationnaire : 

On a obtenu le modèle approche instationnaire à partir du modèle quasi-stationnaire en ajoutant 

des perturbations aérodynamiques. 

 

B.2.1.3.1. Modèle quasi –stationnaire : 

𝐴 = [

0 0 1 0
0 0 0 1
𝑎31
𝑎41

𝑎32
𝑎42

𝑎33 𝑎34
𝑎43 𝑎44

]           𝐵 = [

0 0
0 0
𝑏31
𝑏41

𝑏32
𝑏42

] 

C=  [
1 0 0 0
0 1 0 0

]                         D= [
0 0
0 0

] 

 

Avec :        d =   𝑚𝑇𝐼𝑒𝑎 −  (𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏)
2 

𝑎31 = − 
𝑘ℎ𝐼𝑒𝑎

𝑑
 

𝑎32 =  
𝑘𝛼 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏−ρ𝑉

2𝑏3s𝐶𝑚𝛼 𝑚𝑤𝑥𝛼−ρ𝑉
2bs𝐶𝑙𝛼𝐼𝑒𝑎

𝑑
 

𝑎33  =  
−ρ𝑉2𝑏3s𝐶𝑚𝛼 𝑚𝑤𝑥𝛼−𝐼𝑒𝑎[𝐶ℎ+ρ𝑉

2bs𝐶𝑙𝛼]

𝑑
 

𝑎34 =  
𝐶𝛼 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏−ρ𝑉

2𝑏4s𝐶𝑚𝛼(
1

2
−𝑎) 𝑚𝑤𝑥𝛼−ρ𝑉

2b²s𝐶𝑙𝛼(
1

2
−𝑎)𝐼𝑒𝑎

𝑑
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𝑏31  =  
−ρ𝑉2𝑏3s𝐶𝑚𝛽 𝑚𝑤𝑥𝛼−ρ𝑉

2bs𝐶𝑙𝛽𝐼𝑒𝑎

𝑑
 

𝒃𝟑𝟐 =   
−𝛒𝑽𝟐𝒃𝟑𝐬𝑪𝒎𝜸 𝒎𝒘𝒙𝜶−𝛒𝑽

𝟐𝐛𝐬𝑪𝒍𝜸𝑰𝒆𝒂

𝒅
  

𝑎41 = 
𝑘ℎ 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏

𝑑
 

𝑎42 =
ρ𝑉2b²s𝐶𝑙𝛼 𝑚𝑤𝑥𝛼−𝑚𝑇𝑘𝛼 +  𝑚𝑇ρ𝑉

2𝑏2s𝐶𝑚𝛼
𝑑

 

𝑎43 = 
𝐶ℎ 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏+ρ𝑉

2b²s𝐶𝑙𝛼 𝑚𝑤𝑥𝛼+ 𝑚𝑇ρ𝑉
2𝑏2s𝐶𝑚𝛼

𝑑
 

𝑎44 =  
ρ𝑉2𝑏3s𝐶𝑙𝛼(

1

2
−𝑎) 𝑚𝑤𝑥𝛼− 𝑚𝑇𝐶𝛼+ 𝑚𝑇ρ𝑉

2𝑏3s𝐶𝑚𝛼(
1

2
−𝑎)

𝑑
 

𝑏41= 
ρ𝑉2b²s𝐶𝑙𝛽 𝑚𝑤𝑥𝛼+ρ𝑉

2𝑏2s𝐶𝑚𝛽 𝑚𝑇

𝑑
 

𝑏42= 
ρ𝑉2b²s𝐶𝑙𝛾 𝑚𝑤𝑥𝛼+ρ𝑉

2𝑏2s𝐶𝑚𝛾 𝑚𝑇

𝑑
  

B.2.1.3.1. Modèle approche instationnaire : 

Ce modèle est composé du modèle quasi stationnaire couplé avec des perturbations de type 

aérodynamiques qui sont données par : 

𝑤1 = ∫ 𝑒−𝜀1(𝑡−𝜎) ℎ(𝜎) 𝑑𝜎
𝑡

0

            𝑤2 = ∫ 𝑒−𝜀2(𝑡−𝜎) ℎ(𝜎) 𝑑𝜎
𝑡

0

 

       𝑤3 = ∫ 𝑒−𝜀1(𝑡−𝜎) 𝛼(𝜎) 𝑑𝜎           
𝑡

0
𝑤4 = ∫ 𝑒−𝜀2(𝑡−𝜎) 𝛼(𝜎) 𝑑𝜎

𝑡

0
     (B.1) 

Les dérivées des variables 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3 𝑒𝑡 𝑤4 sont données par :  

 

𝑤̇1 = 𝑒
−𝜀1(𝑡−𝜎) ℎ(𝜎)            𝑤̇2 = 𝑒

−𝜀2(𝑡−𝜎) ℎ(𝜎)  

  𝑤̇3 = 𝑒−𝜀1(𝑡−𝜎) 𝛼(𝜎)              𝑤̇4 = 𝑒−𝜀2(𝑡−𝜎) 𝛼(𝜎)    (B.2) 

En utilisant l’intégration par partie pour la formule (B.1) on obtient : 

On pose :                                       𝑢 = 𝑒−𝜀1(𝑡−𝜎)         et         𝑣 =  ℎ(𝜎) 
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d𝑢 = −𝜀1𝑒
−𝜀1(𝑡−𝜎)𝑑𝜎             𝑑𝑣 =  ℎ̇(𝜎) 𝑑𝜎 

∫ 𝑒−𝜀1(𝑡−𝜎)ℎ̇(𝜎) 𝑑𝜎
𝑡

0
= 𝑒−𝜀1(𝑡−𝜎) ℎ(𝜎)  + 𝜀1 ∫ 𝑒−𝜀1(𝑡−𝜎) ℎ(𝜎) 𝑑𝜎

𝑡

0
                                (B.3) 

En utilisant le développement en série de Fourier pour simplifier la formule (B.3) on obtient : 

∫ 𝑒−𝜀1(𝑡−𝜎)ℎ̇(𝜎) 𝑑𝜎
𝑡

0
=  ℎ(𝜎) ou on a :𝑒−𝜀1(𝑡−𝜎) ≈ 1                                                  (B.4) 

En remplaçant la formule (B .1) (B.2) et (B.4) dans l’équation (B.3) on obtient : 

ℎ(𝑡) = 𝑤̇1(𝑡) + 𝜀1𝑤1(𝑡)                                                                                               (B.5) 

En utilisant la transformée de Laplace pour la formule (B.5) on obtient : 

𝑧[ℎ(𝑡)] = 𝑧[𝑤̇1(𝑡) + 𝜀1𝑤1(𝑡)] 

ℎ(𝑠) = 𝑠𝑤1(𝑠) + 𝜀1𝑤1(𝑠)=𝑤1 (s)(s+𝜀1) 

𝑤1(𝑠)

ℎ(𝑠)
= 

1

𝑠+𝜀1
 

De même manière on obtient 
𝑤2(𝑠)

ℎ(𝑠)
= 

1

𝑠+𝜀2
   qui représentent les fonctions de transfert des 

perturbations aérodynamiques sur le déplacement vertical (h) 

𝑒𝑡 
𝑤3(𝑠)

𝛼(𝑠)
= 

1

𝑠+𝜀1
 ,
𝑤4(𝑠)

𝛼(𝑠)
= 

1

𝑠+𝜀2
 représentent les fonctions de transfert des perturbations 

aérodynamiques sur le mouvement de tangage (𝛼) . 
 

B.2.2. Pour le système incertain : 
 

B.2.2.1. Modèle instationnaire : 

 

Figure (B.3) : Schéma du modèle instationnaire incertain 
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𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎34 𝑎35 𝑎36 𝑎37 𝑎38
𝑎41 𝑎42 𝑎43 𝑎44 𝑎45 𝑎46 𝑎47 𝑎48
1 0 0 0 −𝜀1 0 0 0
1 0 0 0 0 −𝜀2 0 0
0 1 0 0 0 0 −𝜀1 0
0 1 0 0 0 0 0 −𝜀2]

 
 
 
 
 
 
 

            B=

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
𝑏31 𝑏32 𝑏33 𝑏34 𝑏35 𝑏36
𝑏41 𝑏42 𝑏43 𝑏44 𝑏45 𝑏46
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

            𝐶 =  

[
 
 
 
 
 
𝑾𝟏 0 0 0  0   0    0   0
0 𝑾𝟐 0 0  0   0    0   0
0 0 𝑾𝟑 0  0   0    0   0
0 0 0 𝑾𝟒  0   0    0   0
1 0 0 0 0   0   0   0
0 1 0 0  0   0   0   0]

 
 
 
 
 

                        𝐷 =  

[
 
 
 
 
 
𝑾𝟏 0 0 0  0 0
0 𝑾𝟐 0 0  0 0
0 0 𝑾𝟑 0  0 0
0 0 0 𝑾𝟒  0 0
0 0 0 0  0 0
0 0 0 0  0 0]

 
 
 
 
 

 

B.2.2.2. Modèle approche quasi-stationnaire : 

 

Figure (B.4) : Schéma du modèle approche quasi stationnaire incertain 
 

 

𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎34 𝑎35 𝑎36 𝑎37 𝑎38
𝑎41 𝑎42 𝑎43 𝑎44 𝑎45 𝑎46 𝑎47 𝑎48
1 0 0 0 −𝜀1 0 0 0
1 0 0 0 0 −𝜀2 0 0
0 1 0 0 0 0 −𝜀1 0
0 1 0 0 0 0 0 −𝜀2]

 
 
 
 
 
 
 

            B=

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
𝑏31 𝑏32 𝑏33 𝑏34 𝑏35 𝑏36
𝑏41 𝑏42 𝑏43 𝑏44 𝑏45 𝑏46
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

           𝐶 =  

[
 
 
 
 
 
𝑾𝟏 0 0 0  0   0    0   0
0 𝑾𝟐 0 0  0   0    0   0
0 0 𝑾𝟑 0  0   0    0   0
0 0 0 𝑾𝟒  0   0    0   0
1 0 0 0 0   0   0   0
0 1 0 0  0   0   0   0]

 
 
 
 
 

                        𝐷 =  

[
 
 
 
 
 
𝑾𝟏 0 0 0  0 0
0 𝑾𝟐 0 0  0 0
0 0 𝑾𝟑 0  0 0
0 0 0 𝑾𝟒  0 0
0 0 0 0  0 0
0 0 0 0  0 0]
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B.2.2.3. Modèle approche instationnaire : 

 

Figure (B.5) : Schéma du modèle approche instationnaire incertain 
 

 

       𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎34 𝑎35 𝑎36 𝑎37 𝑎38
𝑎41 𝑎42 𝑎43 𝑎44 𝑎45 𝑎46 𝑎47 𝑎48
1 0 0 0 −𝜀1 0 0 0
1 0 0 0 0 −𝜀2 0 0
0 1 0 0 0 0 −𝜀1 0
0 1 0 0 0 0 0 −𝜀2]

 
 
 
 
 
 
 

       B=

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
𝑏31 𝑏32 𝑏33 𝑏34 𝑏35 𝑏36
𝑏41 𝑏42 𝑏43 𝑏44 𝑏45 𝑏46
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

- 𝐶 = 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 𝑊1   0    0   0
0 0 0 0  0 𝑊2    0   0
0 0 0 0  0   0 𝑊3   0
0 0 0 0  0   0    0 𝑊4
𝑾𝟏 0 0 0 0   0   0   0
0 𝑾𝟐 0 0  0   0   0   0
0 0 𝑾3 0 0   0   0   0
0 0 0 𝑾𝟒 0 0   0   0
1 0 0 0 0 0   0   0
0 1 0 0 0 0   0   0 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

      𝐷 =  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
𝑾𝟏 0 0 0  0 0
0 𝑾𝟐 0 0  0 0
0 0 𝑾3 0  0 0
0 0 0 𝑾𝟒  0 0
0 0 0 0  0 0
0 0 0 0  0 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

B.3. La contrôlabilité et l’observabilité : 
 

 B.3.1.Définition de la contrôlabilité :  
 

Un système est contrôlable s’il existe une commande finie u(t) qui peut changer l’état du système 

x(t) de l’état initial à l’état final arbitraire.  

Pour un système d’ordre n, le système est contrôlable si la matrice 𝛿 a pour rang n.  

𝛿 = [B AB A2B …𝐴𝑛−1B]. 
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B.3.2.Définition de l’observabilité :  

Nous avons :  

𝑥̇ = A.x(t) + B.u(t)  et Y = C.x (t)  

Ce système est observable si la matrice θ = [

C
CA
CA2

CAN−1

]est de rang n. où n est le rang de la matrice A
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C.1. Valeurs singulières et norme H∞ : 

Les valeurs singulières d’une matrice de transfert permettent de généraliser la notion de gain aux 

systèmes multi-variables. Elles permettent également de définir la norme H∞   d’un système linéaire 

[27]. 

a) Valeurs singulières d’une matrice de transfert : 
 

Considérants  un  système  linéaire  invariant   avec  un  vecteur  d’entré e(t) et  un  vecteur  de sortie 

s(t) de dimensions respectives m et p et soit G(s) sa matrice de transfert. En réponse à une excitation 

harmonique𝑒(𝑡) = 𝐸𝑒𝑗𝜔𝑡, 𝐸 ∈ 𝐶𝑚, la sortie du système s’écrit : 

                                                𝑆(𝑡) = 𝐺(𝑗𝜔)𝐸𝑒𝑗𝜔𝑡                                                   (C.1) 

Pour un système mono-variable, on définit à partir de cette relation le gain du système à la pulsation 

ω par le module|𝐺(𝑗𝜔)|.Dans le cas multi-variable, on utilise la notion des valeurs   singulières, définies 

comme les racines carrées des valeurs propres de 𝐺(𝑗𝜔) multipliée par sa transconjuguée.  

           𝜎𝑖(𝑗𝜔) = √𝜆𝑖(𝐺(𝑗𝜔) ∗ 𝐺(−𝑗𝜔)𝑇) = √𝜆𝑖(𝐺(−𝑗𝜔)𝑇 ∗ 𝐺(𝑗𝜔))                     (C.2) 

i= 1,…, min (m,p) 

On notera 𝜎(𝐺(𝑗𝜔)) la plus grande valeur singulière et 𝜎(𝐺(𝑗𝜔)) la plus petite : 

 𝜎(𝐺(𝑗𝜔)) = 𝜎1(𝐺(𝑗𝜔)) ≥ 𝜎2(𝐺(𝑗𝜔)) ≥ ⋯ ≥ 𝜎(𝐺(𝑗𝜔)) ≥ 0            (C.3) 

Remarque : pour un système mono-variable, il n’existe qu’une seule valeur singulière, qui est donnée 

par : 

                         𝜎(𝐺(𝑗𝜔)) = 𝜎(𝐺(𝑗𝜔)) = 𝜎(𝐺(𝑗𝜔)) = |𝐺(𝑗𝜔)|                                    (C.4) 

Quelques propriétés des valeurs singulières sont indiqués ci-dessous où A et B sont des matrices 

complexes de dimension compatible : 

 𝜎(A) = 0  A = 0. 

 ∀𝜆 ∈ 𝐶; 𝜎𝑖(λA) = |λ|𝜎𝑖(A)  

 𝜎(A +B) ≤ 𝜎(A) + 𝜎(B)  

 𝜎(AB) ≤ 𝜎(A)𝜎(B)  

 𝜎(A) =
 1

𝜎(𝐴−1)
 , 𝜎(A) =

 1

𝜎(𝐴−1)
  

 𝜎(λA) = |λ|𝜎(A)  

 𝜎(A + B) ≥ 𝜎(A) + 𝜎(B)  

 𝜎(A)𝜎(B) ≤ 𝜎 (AB)  

 𝜎 (A) = 𝑚𝑎𝑥
𝑥∈𝐶𝑚

‖𝐴𝑥‖2

‖𝑥‖2
 (amplification maximale)  

 𝜎(𝐴) = min
𝑥∈𝐶𝑚

‖𝐴𝑥‖2

‖𝑥‖2
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On peut écrire alors : 

                  𝜎(𝐺(𝑗𝜔)) ≤
‖𝑠(𝑡)‖2

‖𝑒(𝑡)‖2
≤

‖𝐺(𝑗𝜔)𝐸(𝑗𝜔)‖2

‖𝐸(𝑗𝜔)‖2
≤ 𝜎(𝐺(𝑗𝜔))                     (C.5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

         Figure (C.1) : Valeurs singulières d’une matrice de transfert 

Toute matrice complexe 𝐴 ∈ 𝐶𝑝∗𝑚 admet une décomposition en valeurs singulières, qui s’écrit : 

                            Σ = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝜎1, … , 𝜎𝑚} = [
𝜎1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜎𝑚

]    𝑠𝑖:  𝑝 = 𝑚 

        A = VΣW∗   avec Σ = 𝑑𝑖𝑎𝑔[{𝜎1, … , 𝜎𝑝} 0𝑝∗(𝑚−𝑝)]                𝑠𝑖:  𝑝 < 𝑚  

                            Σ = 𝑑𝑖𝑎𝑔 [
{𝜎1, … , 𝜎𝑚}
 0(𝑝−𝑚)∗𝑚

]                               𝑠𝑖:  𝑝 > 𝑚 

Où V et W sont des matrices unitaires : 𝑉𝑉∗ = 𝑉∗𝑉 = 𝐼𝑝 et 𝑊𝑊∗ = 𝑊∗𝑊 = 𝐼𝑚 

b)  Norme H∞ d’un système linéaire invariant : 

Soit un système linéaire invariant (stationnaire) décrit par la représentation d’état suivante: 

                                    {
𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡)
                                                                

Avec x(t) est le vecteur d’état, u(t) le vecteur d’entrée, y(t) est le vecteur de sortie, A la matrice d’état, 

B la matrice d’entrée, C la matrice de sortie et D la matrice de transmission. Avec l’hypothèse des 

conditions initiales nulles sur le vecteur d’état, la matrice de transfert du système sera de la forme : 

 G(s)= (SI-A)-1B+D. 

Pour  toute  matrice G(s) dans RH∞,  on  définit  une  norme,  appelée  norme H∞,  noté ‖𝐺(𝑠)‖∞,celle-

ci est calculée de la manière suivante : 
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 La norme   pour les systèmes SISO : 
 

Pour un système mono-variable, la norme H∞ est le maximum de |𝐺(𝑗𝜔)| qui est représenté par le  

diagramme  de  Bode,  ce  qui  est  conforme  à  la  définition  car  un  système  monovariable  n’a qu’une 

seule valeur singulière  

                    ‖𝐺(𝑠)‖∞ = max|𝐺(𝑗𝜔)| = 𝜎(𝐺(𝑗𝜔))                                   (C.6) 

 

Figure (C.2) : Norme H∞ d’un système SISO 

 

 La norme   pour les systèmes MIMO : 
 

Dans le cas multi-variable, on montre que cette norme est le maximum de la plus grande valeur 

singulière de la matrice de transfert G(jω) , soit:  

                                ‖𝐺(𝑠)‖∞ = sup σmax(𝐺(𝑗𝜔))                                     (C.7) 

 

Figure (C.3) : Norme H∞ d’un système MIMO 
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Propriétés : 

 ∀ 𝐹, 𝐺 ∈  𝐶𝑝∗𝑚, ‖𝐹(𝑠)𝐺(𝑠)‖∞ ≤ ‖𝐹(𝑠)‖∞‖𝐺(𝑠)‖∞ 

 ∀ 𝐹, 𝐺 ∈  𝐶𝑝∗𝑚, ‖
𝐹(𝑠)
𝐺(𝑠)

‖
∞

𝑛 ≥ sup (‖𝐹(𝑠)‖∞, ‖𝐺(𝑠)‖∞) 

 ∀ 𝐹, 𝐺 ∈  𝐶𝑝∗𝑚, ‖𝐹(𝑠)   𝐺(𝑠)‖∞ ≥ (‖𝐹(𝑠)‖∞, ‖𝐺(𝑠)‖∞) 

Sur le plan algorithmique la norme H∞  peut être calculée d’une manière itérative, en recherchant la 

plus petite valeur de γ pour laquelle la matrice Hamiltonienne H(γ) n’a pas de valeur propre sur l’axe 

imaginaire. La propriété suivante fournit un majorant γ de la norme H∞ :  

   Soit un réel positif 𝛾 > 𝜎(𝐷) . Alors ‖𝐺(𝑠)‖∞ < 𝛾 si et seulement si la matrice Hamiltonienne : 

           𝐻𝛾 = [
𝐴 − 𝐵𝑅−1𝐷𝑇𝐶 −𝛾𝐵𝑅−1𝐵𝑇

𝛾𝐶𝑇𝑆−1𝐶 −𝐴𝑇 + 𝐶𝑇𝐷𝑅−1𝐵𝑇
] , 𝑎𝑣𝑒𝑐 {

𝑅 = 𝐷𝑇𝐷 − 𝛾2𝐼

𝑅 = 𝐷𝐷𝑇 − 𝛾2𝐼
     (C.8) 

N’a pas de valeur propre sur l’axe imaginaire. 

Pour  déterminer  la  norme    du  système,  il  suffit  alors  de  rechercher  le  plus  petit γ tel que  

‖𝐺(𝑠)‖∞ < 𝛾.  Pour  cela,  on  peut  effectuer  une  recherche  linéaire  sur  le  paramètre  γ  en faisant 

par exemple une la méthode de Dichotomie, et voici les étapes à suivre :  
 

a. Choix d’un niveau de tolérance ɛ et de deux valeurs γsup et γinf. 

b. On teste pour γ=1/2(γsup + γinf) Si Hγ n’a pas de pole sur l’axe imaginaire alors γsup=γ  

sinon γinf = γ. 

c. Si (γsup - γinf) > ɛ alors retourner à b, sinon‖𝐺(𝑠)‖∞ = 1/2(γsup + γinf). 

C.2 Propriété des asservissements : 
 

C.2.1. Stabilité : 
 

La stabilité est une exigence critique dans la conception d’un asservissement. Une perte de stabilité 

entraine au milieu un comportement oscillatoire et donc une incapacité à réguler ou poursuivre ; au 

pire la génération de signaux de grande énergie qui vont endommager ou détruire le système. 
 

C.2.2. Performances : 
 

Un asservissement est performant s’il réagit rapidement et suit la consigne avec précision (cas d’une 

boucle de suivi) ou s’il rejette rapidement les perturbations (cas d’une boucle de régulation). 

Intuitivement, les performances sont d’autant meilleurs que le gain de boucle est élevé : le moindre 

écart à la consigne entraine alors une réaction véhémente pour le compensé. 
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    C.2.2.1. Objectifs de performance : 
 

 

 Rejet des perturbations sur la sortie : la première spécification de performance qu’on doit 

demander à une régulation est d’assurer un bon rejet de la perturbation 𝝎y. Autrement dit, on 

souhaite que 𝝎y ait une faible influence sur la sortie y.  
 

 Rejet de bruit de mesure : nous voyant que pour réduire l’ampleur des effets du bruit de 

mesure dans la chaine, il est nécessaire que :  

                                бmax (Ty) = бmax (Ip – Sy)                                     (C.9) 
 
 

 Poursuite du signal de référence r(s) : le suivi de signaux de référence basse fréquence, cette 

condition rejoint celle du rejet des perturbations de sortie. On rejoint ici la notion classique de 

précision associée au grand gain en boucle ouverte. 
 

 Limitation de l’énergie de commande : les commandes reçues par le système seront réduites 

si la norme de la matrice K ( Ip + G K )-1est faible. 

Soit le plus petit possible dans le domaine fréquentiel du bruit de mesure [34]. 

 

C.2.3. Robustesse : 
 

La robustesse consiste à assurer que le système conserve certaines de ses qualités lors de 

variationsde ses conditions de travail. Les sources de variation de l’environnement peuvent être de 

nature diverse (augmentation de la température pouvant entraîner une variation de certains paramètres, 

vieillissement, changement de point de fonctionnement). Dans la plupart des cas, ces variations 

s’écrivent comme des incertitudes (perturbations) sur les paramètres du système. On pourra distinguer 

dès lors deux situations : 

– les paramètres sont incertains mais constants ou leurs vitesses de variation sont négligeables, 

– les paramètres varient en fonction du temps et leurs vitesses de variation ne sont pas 

négligeables. En analyse de robustesse, on s’intéresse d’abord à la stabilité du système pour 

l’ensemble des incertitudes à considérer. On parle alors de robustesse en stabilité ou de stabilité 

robuste [13]. 

Donc on peut tester la robustesse d’un système par la mesure de ces perturbations sur la 

commande. 

Un système est robuste s’il résiste les perturbations et il ne perd pas ses performances ou bien c’est 

la capacité du système de résister les perturbations en boucle fermée en gardant les performances 

(Robustesse : Rejet des perturbations).  
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Figure (D.1) : Implémentation de la commande H∞ /µ-analyse pour le système linéaire sur 

MATLAB SIMILUNK 

 


