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RESUME

Dans cette thése, nous avons étudié I’annulation d’écho acoustique stéréophonique
par I’algorithme LMS sous-modélisé. Nous avons analysé en premier temps le
comportement de I’algorithme LMS sous modélisé stéréophonique en sens de convergence
moyenne des vecteurs des coefficients d’erreur. Deuxiement, le critére de I’erreur

quadratique moyenne(EQM) a été utilisé pour évaluer les filtres adaptatifs sous-modélisés.

Les résultats expérimentaux concernant la convergence moyenne et quadratique
moyenne des vecteurs des coefficients d’erreur, pour différents signaux d’entrée, sont en
concordance avec les développements théoriques fournis. Nous avons remarqué que le
comportement des filtres adaptatifs sous-modélisés est sensiblement différent de celui des

filtres adaptatifs a longueur exacte.

Mots-clés : Annulation d’Echo Acoustique Stéréophonique(AEAS) - Algorithme
LMS(Least Mean Square) sous-modélisé - Filtres adaptatifs sous-modélisés - Vecteurs des

coefficients d’erreur - Convergence moyenne - Convergence quadratique moyenne.



ABSTRACT

In this thesis, we are interested in first time to analysis the mean coefficient error
vector convergence behaviors of the stereophonic deficient length LMS algorithm.
Secondly, the criteria mean-square error (MSE) has been used to evaluate the adaptive
deficient length LMS filters.

The experiment results given by our analysis, for different input signals, confirm
given theoretical expressions. We have noted that the deficient length adaptive filters have
a different behavior from that of sufficient length adaptive filter.
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INTRODUCTION GENERALE

1. Introduction

Depuis notre existence sur terre, les moyens de communication n’ont pas cessé de
s’évoluer. Le développement de la téléphonie mobile (la possibilité de téléphoner sans
connexion filaire par une onde hertzienne (antennes-relais ou par satellite)), est un
événement remarquable de la fin du xx®siécle. Aprés le téléphone et la radio,
la télévision est présente dans tous les foyers. La télévision numérique terrestre (TNT) a
augmenté encore le choix des utilisateurs. La visioconférence a permis la transmission
d’images simultanées par une liaison téléphonique ou par le webcam sur internet ou par

télephone mobile de derniere génération.

L’écho acoustique et le bruit ambiant, souvent présents lors de I’utilisation de
systemes de communication mains libres, nuisent a la qualité de la communication et
doivent étre éliminés. Donc, il est nécessaire de généraliser les traitements d’annulation

d’échos dans les dispositifs téléphoniques.

L’écho acoustique apparait lorsqu’un microphone capte le son émis par un haut
parleur situé dans la méme salle. L’Annulation d’Echo Acoustique Stéréophonique
(AEAS) n’est pas aussi simple que dans le cas mono-voie. Dans I’AEAS, les coefficients
des deux filtres congus pour annuler I’écho doivent étre adaptés selon une méthode tenant

compte de l'intercorrélation entre les signaux d'entrée relatifs aux deux voies.

Dans cette thése, nous concentrons notre intérét sur le cas ou la longueur des filtres
adaptatifs LMS (Least Mean Square), employés avec I'application d’AEAS dans la salle
de réception, est inférieure a la longueur des filtres réels. Pour ce cas, nous proposons une
nouvelle étude, en termes de comportement de convergence moyenne des vecteurs des
coefficients d'erreur, et nous montrons des résultats théoriques qui sont trés proches du cas
réel. L'algorithme développé dans ce travail est le filtre adaptatif LMS conventionnel
sous-modélisé dans le domaine temporel, qui présente l'avantage de réduire le volume de

calculs en annulation d’écho acoustique stéréophonique [2].


http://fr.wikipedia.org/wiki/T%C3%A9l%C3%A9phonie_mobile
http://fr.wikipedia.org/wiki/Spectre_hertzien
http://fr.wikipedia.org/wiki/Antenne-relais_de_t%C3%A9l%C3%A9phonie_mobile
http://fr.wikipedia.org/wiki/XXe_si%C3%A8cle
http://fr.wikipedia.org/wiki/T%C3%A9l%C3%A9vision
http://fr.wikipedia.org/wiki/T%C3%A9l%C3%A9vision_num%C3%A9rique_terrestre
http://fr.wikipedia.org/wiki/Visioconf%C3%A9rence
http://fr.wikipedia.org/wiki/Webcam

Cette these comporte quatre chapitres. Dans le premier chapitre, nous présentons
les principes d’annulation d’écho acoustique. Premierement, des notions générales sur
I’écho acoustique seront décrites ainsi que son annulation. Deuxiement, nous abordons les
problemes liés a I’annulation d’écho acoustique et nous exposons les solutions nécessaires.
La quatrieme partie décrira les algorithmes a base de filtrage adaptatif, les plus connus, en

particulier, les algorithmes LMS, NLMS et RLS mono-voie.

Dans le deuxieme chapitre, nous présentons I’annulation d’écho acoustique par les
algorithmes d’identification adaptative en contexte bi-voie. Dans un premier temps, une
analyse de la structure stéréophonie est exposée. Ensuite, on donne une formulation du
probléme stéréophonique ainsi qu’un résume des techniques utilisées pour décorréler les
signaux d’entrée des deux voies. Enfin, quelques algorithmes portant sur le cas

stéréophonique sont exposés et examinés.

Le troisiéme et quatrieme chapitres sont consacrés a I’étude de I’annulation d’écho

acoustique stéréophonique par I’algorithme LMS sous-modélisé.

Dans le troisieme chapitre présente une étude, nous concentrons notre intérét sur le
cas ou les longueurs des filtres adaptatifs LMS, employeés avec I'application d’AEAS dans
la salle de réception, sont inférieures a la longueur des filtres réels. Pour ce cas, nous
proposons une nouvelle étude, en termes de comportement de convergence moyenne des
vecteurs des coefficients d'erreur a I’état d’équilibre. On termine ce chapitre par I’analyse
des résultats de simulation concernant trois types de signaux d’entrée: 1) signaux
gaussiens fortement corrélés, 2) signaux gaussiens blancs, 3) signaux gaussiens faiblement

corrélés.

Dans le quatrieme chapitre, nous exploitons I’étude proposée dans le chapitre trois
pour décrire le comportement de convergence quadratigue moyenne des vecteurs des
coefficients d'erreur. Enfin, nous présentons les analyses et résultats concernant I’étude de
la convergence et de I’existence d’un point d’équilibre stable pour la structure récursive,

pour les mémes signaux d’entrée.

Enfin, notre these sera terminée par une conclusion générale.



2. Etat de I’art

Au début du xx°siecle, la communication par réseau hertzien a révolutionné les
télecommunications par I’apparition de nombreux services tels que : la radiodiffusion de
programmes d'un émetteur vers des auditeurs équipés d'un récepteur , la radiotéléphonie
(communication a distance sans fil), la téléphonie mobile, le Wi-Fi, etc. La téléphonie, fut
la premiére avancée des télécommunications, juste apres les premiers télégraphes. La
télephonie permet également des services plus avances tels que la messagerie vocale, la
conférence téléphonique, etc. Une ligne téléphonique permet aussi l'accés a Internet (a
faible débit avec un modemet & haut débit grdce a I'ADSL (Asynchronous Digital
Subscriber Line)).

Depuis quelques années, les Technologies de I'Information et des Communications
(TIC) offrent de nouvelles techniques et appareillages tels que les unités de traitement, la
numérisation de l'information, les satellites, les fibres optiques et les bases de données,
qui, contribuent a la diffusion rapide et efficace de I'information. Gréce a la numérisation
de [linformation, les systéemes de communication peuvent transmettre les données

télévisuelles, téléphoniques et informatiques.

Les télécommunications modernes ont permis la transmission de I'image, du son et
du texte dans le monde entier. Ces moyens techniques ont permis de s'affranchir les
frontiéres et les traditions. De toutes les inventions technologiques des deux dernieres
décennies, la téléphonie cellulaire est celle qui a profité de la plus importante publicité. De
méme, le probleme de I’Annulation de I’Echo Acoustique (AEA) a été largement abordé.
Le développement des systemes de réduction de I'écho a commencé a la fin des années

cingquante, et se poursuit aujourd'hui.

De nombreuses techniques de filtrage adaptatif, ont été proposées dans des
contextes radiotéléphonie mains-libres. L’écho a été considérablement atténué par les
solutions suggérées bien gqu’elles introduisent des distorsions sur le signal utile.

Pour beaucoup de systemes sans fil, le canal considéré peut étre modélisé comme
un filtre & Réponse Impulsionnelle Finie (FIR) variable dans le temps. Compte tenu de la
variation dans le temps du canal, il est utile d'avoir un algorithme qui peut identifier les

paramétres du canal de maniére adaptative. Les algorithmes adaptatifs tels que:


http://fr.wikipedia.org/wiki/XXe_si%C3%A8cle
http://fr.wikipedia.org/wiki/Radiodiffusion
http://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89metteur_(communication)
http://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A9cepteur_(communication)
http://fr.wikipedia.org/wiki/Radiot%C3%A9l%C3%A9phonie
http://fr.wikipedia.org/wiki/T%C3%A9l%C3%A9phonie_mobile
http://fr.wikipedia.org/wiki/Wi-Fi
http://fr.wikipedia.org/wiki/T%C3%A9l%C3%A9phonie
http://fr.wikipedia.org/wiki/Modem
http://fr.wikipedia.org/wiki/ADSL

I'Algorithme du Gradient Stochastique (LMS : Least Mean Square) et ses variantes (ex:
LMS normalisé) et l'algorithme des moindres carrés récursifs (RLS : Recursive Least
Square), sont largement utilisés et peuvent résoudre le probleme d'identification d'un
systeme. Cependant, les algorithmes cités ont les inconvénients suivants: le LMS et le
NLMS possedent un taux de convergence lent. Tandis que, le RLS qui posséde une
convergence rapide, est plus colteux en espace mémoire et de complexité de calcul élevée,
cela & cause de sa matrice de covariance qui exige un grand nombre d'opérations
arithmétiques. Les autres inconvénients de ces méthodes résident dans leur incapacité a
identifier des systemes non linéaires ainsi que leur incapacité a fonctionner avec faible

débit lors d'une implémentation en VLSI (Very Large Scale Integration).

On distingue deux types d'écho dans les systemes de communication: I’écho
acoustique et I’écho hybride de la ligne téléphonique. L'écho acoustique résulte du fait que
les sons émis par un haut-parleur sont captés par le microphone qui les a émis. Les échos
des lignes téléphoniques et acoustiques dans les téléconférences et dans les systemes d'aide
auditive (procédé de correction auditive utilisant des opérations de compression et
d’amplification dans un nombre réduit de sous-bandes), sont indésirables et ennuyeux et
peuvent étre perturbateurs. La solution la plus simple, pour annuler I’écho acoustique,
consiste & imposer au systeme de laisser ouvert soit le microphone, soit le haut-parleur afin
d’éviter leur fonctionnement simultané. On parle alors d’une transmission semi-duplex
(présence d’un seul signal & la fois: I’écho ou la parole locale) dont le principal

inconvénient est que les locuteurs ne peuvent pas parler en méme temps.

Une autre méthode, plus efficace consiste a identifier le chemin acoustique entre les
haut-parleurs et le microphone. L’écho acoustique est modélisé par un systéme linéaire qui
varie lentement dans le temps, il est estimé par un filtre adaptatif pour étre soustrait du
signal de sortie du microphone. Dans ce cas I’annulation d’écho acoustique puisse étre
effectuée en mode double parole (présence simultanée de la parole locale et de I’écho
acoustique). Cette solution est aussi inefficace si les composants utilisés (microphones et
haut-parleurs) ne sont pas d’excellente qualité, ce qui est souvent le cas avec les dispositifs
qui équipent les téléphones portables ou les ordinateurs: nous sommes alors confrontés par
les phénomenes de non-linéarité qui rendent difficile une définition fiable du signal a

soustraire. Dans ce cas, les non linéarités de saturation des hauts parleurs peuvent étre



compensées par des filtres adaptatifs non linéaires (par exemple : le filtre adaptatif NLMS
de Volterra)

Les méthodes adaptatives en traitement du signal visent l'adaptation automatique
des opérateurs de traitement aux propriétés statistiques des signaux et des systémes, ainsi
que l'adaptation a leurs variations dans le temps. Pour les systétmes de communications
sans fil numériques modernes, l'identification de canaux (systemes) est une application
essentielle, largement utilisée. La connaissance des parametres du canal de communication
permet de faire une trés bonne estimation des données transmises.

L'adaptation devra limiter les problemes rencontrés dans I'annulation d’écho
stéréophonique lorsque les signaux d'entrée sont fortement corrélés. Pour un systéme a
deux canaux, on parle d'écho acoustique stéréophonique. Dans ce cas le microphone capte

simultanément les échos provenant des deux haut-parleurs.

Donc, le choix d'un systéme ou d'un algorithme dépend des facteurs suivants :
disponibilité d'une information sur I’écho a éliminer.
la puissance de calcul requise par l'algorithme.
la stabilité de la convergence de l'algorithme.

1

2

3

4. la vitesse de convergence de l'algorithme.

5. Tl'existence d'une solution optimale unique pour I'algorithme.
6

nécessité d'un systeme monocanal ou multi-canal.

Dans les systemes de téléconférences, I’AEAS présente un probleme fondamental en
ce qui concerne la possibilité d'identifier la vraie réponse impulsionnelle des chemins de
I’écho acoustique. Ce probleme est di a la corrélation entre les deux signaux captés dans la
salle a distance. L’annulation de I'écho acoustique stéréophonique (AEAS) est
fondamentalement différente de I'annulation de I'écho monophonique traditionnelle. Une
application d’AEAS, mise en ceuvre, non seulement aurait pour suivre I'évolution des
chemins de I'écho dans la salle de réception mais aussi dans la salle de transmission. Ainsi,
une généralisation de I'AEA monovoie au cas stéréophonique n'entraine pas une
performance satisfaisante. Le probléeme fondamental est que les deux canaux transportant
des signaux linéairement corrélés donnent un systeme qui dégénere en deux équations
normales équivalentes. Par conséquent, ce systeme admet une infinité de solution
('algorithme adaptatif est singulier). Les réponses impulsionnelles réelles dépendent de

la salle de transmission. Par exemple, le déplacement du locuteur distant provoque une



variation temporelle de la corrélation ce qui rend la poursuite de I’algorithme adaptatif
difficile.

La généralisation de la solution des équations normales dans un sens plus pratique a été
abordée dans les références [27], [29]. Pratiquement, il a été expliqué que le probleme n'est
pas reellement singulier, mais trés mal conditionné en raison du fait que la longueur du
filtre adaptatif est plus courte que les chemins de I'écho de la salle de transmission. En
outre, dans la pratique, la salle de transmission n'est pas complétement immobile, c.-a-d.,
des lisses changements continus existent, qui améliorent légerement la situation en rendant
le probléme un peu moins mal conditionné [30] et [31]. Une théorie complete de la non-
unicité et la caractérisation de la solution AEAS a été présentée en [8] et [9]. Il est montré
que la seule solution au probléeme de non-unicité est de réduire la corrélation entre les
signaux stéréo. Une méthode efficace et peu complexe a cet effet a été donnée dans [12],
[32] et [33].

Dans [34], les auteurs présentent une combinaison d’annulation d'écho mono et stéréo
qui a l'avantage de baisser la complexité d'une solution stéréo pure. Actuellement,
I'attention s'est concentrée sur I'étude des autres méthodes qui permettent de diminuer
I’intercorrélation entre les deux canaux afin d'obtenir les meilleures estimations des
chemins de I'écho [21]. Le probléme principal est de savoir comment réduire suffisamment
la corrélation sans affecter la perception stéréo et la qualité sonore. Les premiers exemples

d'implémentations AEAS peuvent étre trouvés dans [35], [36] et [37].

Ces solutions ont été présentées avant que la théorie et les limites de I’AEAS ont été
bien traitées, et sont essentiellement basées sur I'utilisation d'un filtre adaptatif unique pour
chaque canal de retour. La performance de I’AEAS est strictement affectée par le choix de
I'algorithme plus que dans le cas monophonique. Ceci est facilement reconnu a I’aide des
performances de la plupart des algorithmes adaptatifs dépendant du conditionnement de la
matrice de covariance du signal d'entrée. Dans les applications de I’AEAS, la matrice de
covariance est mal conditionnée, et des algorithmes tels que le LMS ou le NLMS qui ne
prennent pas en compte la corrélation entre les signaux d'entrée, convergent tres lentement
vers la solution théorique. Par conséquent, il est tres intéressant d'étudier des algorithmes
de filtrage adaptatif multi-canal. Des recherches de filtrage adaptatif multi-canal peuvent
étre trouvées dans les références [1], [2], [3], [4], [27] et [38].



CHAPITRE 1

PRINCIPES D’ANNULATION D’ECHO ACOUSTIQUE

1.1. Introduction

Dans les systémes de communication mains-libres et de conférence
(téléconférence, conférence de bureau,...), on a toujours besoin des annuleurs d'écho
pour réduire I'écho qui résulte du couplage acoustique entre le haut parleur et le
microphone. L’annulation d'écho acoustique (AEA) améliore grandement la qualité audio.
Elle permet de progresser des conférences de fagcon plus douce et plus naturelle, de garder
les participants plus a l'aise, et prévenir la fatigue auditeur. Une solution d’AEA qui est
mal congue ou inappropriée pour I'emplacement ne pourra pas offrir ces avantages et peut
méme dégrader significativement la qualité audio. L'écho acoustique est plus visible et
ennuyeux lorsqu’un retard important (dans I’ordre des centaines de millisecondes) est

présent dans le chemin de transmission [2].

Ce premier chapitre a pour but de donner des notions générales sur I’écho
acoustique et sur les techniques pour I’éliminer. Ainsi, une description de I’écho
acoustique et de I’acoustique des salles est d'abord présentée de maniere bréve. Ensuite le
principe d’une application d’AEA dans le cas monocanal est entamé. Le paragraphe 1.5
présente les probléemes rencontrés dans une application d’AEA. Enfin, la section 1.6

résume les algorithmes adaptatifs fondamentaux, tels que le LMS, NLMS et RLS.

1.2. La source de I'écho acoustigue

L’écho acoustique est formé lorsque le son émis par un haut-parleur se réfléchit a
partir des murs, plafonds, etc., vers le microphone. Le niveau de pression sonore diminue a
chaque réflexion. Le facteur majeur dans la perceptibilité de I’écho décalé est le temps de
retard entre le signal direct et I'écho et leurs forces respectives [1].



Les échos avec un court délai,de I’ordre d’une dizaine de millisecondes ,sont pergus
comme une distorsion spectrale ou une réverbération.Lorsque le délai aller et retour de la
réflexion non atténuée s’approche d’un quart de seconde, I’écho est grand et toute
conversation claire est rendue impossible [1]. Un probleme plus génant est apparu avec les
télephones mains libres et les équipements de communication multimédia pour lesquels
I’écho est d( aux réverbérations dans la salle ou se trouve le dispositif comme le montre la

figure 1.1, on parle alors de I’écho acoustique [1].

1.3. Acoustigue des salles

Les réflexions du son dans une salle se répetent plusieurs fois pour créer les
réverbérations. En régle générale, le niveau de réverbération diminue exponentiellement
avec le temps, donc les salles sont souvent caractérisées par le parametre T60 (temps de
réverbération), qui spécifie le moment ou le niveau de réverbération diminue de 60 dB
(T30 =T60/ 2). Pour un bureau typique, T60 est compris entre 300 et 600 ms.
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Figure 1.1 : Chemin de I'écho acoustique

La figure 1.2 [48] montre que la perceptibilité d’un signal de parole diminue de 0,5
dB par ms (de retard d’écho). Le systeme binaural d’audition humaine gére
remarquablement bien I’effet de réverbération lorsque les personnes en conversations sont
dans la méme salle méme tres réfléchissante. Ce n'est pas le cas si les mémes personnes
sont en salles différentes et ils utilisent un haut-parleur pour la conversation. L’écho

acoustique devient trés génant et inquiétant et donc doit étre enleve.



L acoustique de la salle affectera toujours le son et peut entraver la communication.
En outre, un sifflement peut se produire si le microphone est placé trop prés du
haut-parleur (ce phénomeéne est connu par I’effet Larzen) et il doit étre éliminé par
annulation d'écho acoustique. La salle acoustique est une question complexe, mais elle a

été largement étudiée en profondeur a partir de deux perspectives théoriques et pratiques.

Niveau relatif de 'echo (dB)

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Retard de I'echo (ms)

Figure 1.2 : Influence de I’écho sur la perception de la parole [48].

1.4. L’annulation d'écho acoustigue (AEA)

L’élimination d'écho acoustique peut étre utilisée a la fois en bande étroite (3,5
kHz) et en large bande (7 kHz) des systéemes de conférences. Les applications a bande
étroite incluent les téléconférences et les vidéoconferences a faible débit binaire. Les
applications de large bande comprennent la téléconférence et la visioconférence de haute
qualité. Les utilisateurs de systémes de conférence a large bande devraient étre
particulierement intéresses par l'utilisation de I’annulation d'écho acoustique, car elle leur

permettra de faire le meilleur parti des capacités audio supplémentaires de leurs systemes.
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Figure 1.3 : lllustration de I’effet acoustique de la salle sur la parole transmise et
I'exploitation de I'AEA [2].

Le haut parleur émettant le signal du locuteur lointain crée un écho sur le
microphone. L'annulation de I'écho acoustique (AEA) fournit des meilleures solutions au
contrdle des échos acoustiques générés par les terminaux audio mains libre [2]. Dans ce
type d'application, un filtre adaptatif identifie le chemin acoustique de I'écho entre le haut
parleur et le microphone du terminal, c.-a-d. la réponse impulsionnelle de la salle. La sortie
du filtre, qui fournit une réplique électronique de I'écho acoustique, est soustraite au signal
du microphone pour annuler I'écho [3]. Pour les applications réelles d'AEA, il est
extrémement souhaitable d'utiliser les algorithmes non-paramétriques dans le sens

qu'aucune information sur I'environnement acoustique n'est demandée [3].

1.5. Problémes associés aux applications d'AEA

Il existe plusieurs problémes particuliers et stimulants associes aux applications
d'/AEA. Premiérement, le chemin de I'écho est extrémement long (dans I’ordre des
centaines de millisecondes) et il peut changer rapidement & tout moment pendant la
connexion. La longueur excessive du chemin de I'écho acoustique dans le temps est due
principalement a la vitesse lente du bruit dans l'air, en outre, les réflexions multiples des
murs et objets dans la salle augmentent cette longueur. De plus la réponse impulsionnelle
de la salle n'est pas constante dans le temps, depuis qu'elle varie avec la température
ambiante, la pression et I'hnumidité; aussi, le mouvement des objets et corps humains

peuvent la modifier rapidement. Comme une conséquence de ces aspects rapportés aux
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caracteristiques du chemin de I'écho acoustique, le filtre adaptatif travaille plus
probablement dans une situation de sous modélisation, c.-a-d. sa longueur est plus petite
que la longueur de la réponse impulsionnelle acoustique. D'ou I'écho résiduel causé par la
partie du systeme qui ne peut pas étre modelisée, agit comme un bruit supplémentaire et
dérange la performance globale du filtre adaptatif [3]. Deuxiemement, le bruit de l'arriére-
plan qui bruite le signal du microphone peut étre fort et extrémement non-stationnaire. A
coté de ces problemes particuliers associés a I'environnement acoustique, il y a quelques
issues classiques qui doivent étre abordées dans le cadre général de I'annulation de I'écho.
La premiére concerne le caractere non-stationnaire du signal de parole, depuis qu'il est bien
connu que la performance d'un filtre adaptatif dépende des propriétés du signal de I'entrée.
De plus, un signal de parole est extrémement corrélé. Par conséquent, ce type de signal
représente un défi pour un filtre adaptatif. Un autre aspect principal qu'on doit le
considérer dans I'annulation de I'écho concerne le comportement pendant la double parole,
c.-a-d. des locuteurs sur les deux c6tés parlent simultanément. Dans ce cas, a coté de
I'écho plus le bruit de larriére-plan, le microphone du terminal mains-libres disponible
capte un signal de discours qui agit comme une perturbation importante sur le filtre
adaptatif, et il peut causer sa divergence. Pour cette raison, I’annuleur de I'‘écho est
habituellement équipé d'un détecteur du double discours (de DTD), afin de contrdler le
comportement du filtre adaptatif pendant ces périodes [3]. Dans l'annulation de I'écho, les
situations de double parole peuvent aussi étre visualisées comme des sources de bruit
impulsif. Beaucoup d’approches différentes ont été proposées dans la littérature pour
traiter ce probleme [4]. Chacun des probléemes abordés auparavant implique que quelques

exigences spécifiques des algorithmes adaptatifs ont été utilisées pour L’AEA.

1.6. Algorithmes de Filtrage Adaptatif appliqués & I’AEA

1.6.1. Principe du filtrage adaptatif

Le filtrage adaptatif differe, par rapport au filtrage classique par la mise a jour
récursive des parameétres (coefficients) du filtre. L algorithme part de conditions initiales
prédeterminées et modifie de facon récursive les coefficients du filtre pour s’adapter au
processus. Si celui-ci est stationnaire I’algorithme doit converger vers la solution optimale
de Wiener, ou il doit étre capable de suivre les variations des grandeurs statistiques du

processus si celles-ci sont suffisamment lentes [6].
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Figure 1.4 : systeme classique d’annulation d’écho acoustique [6]
Ou;
hy : la vraie réponse impulsionnelle.
hy (n) : réponse impulsionnelle estimée par le filtre adaptatif.
x(n) : signal de la salle de transmission.
y(n) : signal de sortie du systeme.
g(n) : représente le bruit du systeme supposé étre stationnaire.
y(n) : signal de sortie du filtre adaptatif.

e(n) : est I’erreur a I’instant n, entre le signal de sortie du systéeme et la sortie du filtre
adaptatif.

L'annulation de I'écho est une des applications les plus populaires du filtre adaptatif.
Dans les contextes du réseau et de l'annulation de I'écho acoustique a la fois, la solution de
base est de batissez un modele de la réponse impulsionnelle du chemin de I'écho a l'aide
d'un filtre adaptatif, qui fournit & sa sortie une réplique de I'écho [5].

L’ annulation d’écho acoustique est souvent fondée sur des algorithmes de filtrage
adaptatif. Les filtres adaptatifs jouent un réle important dans le traitement du signal et
plusieurs différentes catégories apparaissent dans la littérature. Beaucoup d’efforts avaient
été fait durant les trois dernieres décennies pour dériver des filtres adaptatifs qui
convergent rapidement et ayant une faible complexité de calcul. Dans cette section on

discute une classe d’algorithmes adaptatifs tels que : LMS, NLMS, RLS,...

La réponse impulsionnelle du chemin de I’écho est estimée par un filtre adaptatif
comme le montre la figure 1.4, ceci est obtenu par la minimisation récursive de la somme

des carrés du signal d’écho résiduel e?(n). Le filtre aura seulement la connaissance du

signal de la salle de transmission X(n) , et celui de la salle de réception Y(n), autrement dit, il
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estime la réponse impulsionnelle de la salle de réception h, et génére €(N) .Dans un filtre

adaptatif il y a une fonction de co(t a minimiser. Généralement, cette fonction est definie
par [18] :

J() = 2 (i) (1.1)

Il Mo

€

i 0
La fonction co(t définie par (1.1) est I'erreur quadratique .La qualité de I'estimation

peut étre mesurée par e(n). Evidemment, plus e(n) sera faible, plus l'estimation sera
bonne. On cherche donc un filtre qui minimisera J(n) au lieu de e(n), car c'est une

fonction quadratique facilement dérivable. Le filtre optimal de Wiener correspond au filtre

qui minimisera ’EQM. Les parametres de minimisation sont les coefficients du filtre

~ ~ ~ ~ T ~

h(n):[hl(n), h,(n),---, hN(n)] , ol h(n) est le filtre adaptatifs, et I’opérateur ()"
dénote la transposée d’une matrice ou d’un vecteur. Le filtre adaptatif n’exige aucune
information a priori de la vraie réponse impulsionnelle h. Les valeurs de ﬁ(n) sont

mises & jour de fagon récursive selon I’équation (1.3). Le vecteur gradient est donné

par :

| ain)  adn) aJ(n)
R e e Ny 12

Ce dernier décrit comment la fonction de codt J(n) est affectée par les petits

changements de I’estimé h(n).

h(n+1)=h(n)—p va(n) (1.3)

ou, W est le pas d’adaptation.

1.6.2. Algorithme LMS mono-voie

Considérons une configuration mono-voie d’un annuleur d'écho acoustique ou nous
modélisons le chemin d'écho avec la réponse impulsionnelle h = [hl, h,,---, hy ]T
en utilisant un filtre adaptatif h,(n). Le signal désiré est donné par y(n). Le systeme recoit

en entrée X(n) , un vecteur a valeurs réelles et £(n) représente le bruit du systéme suppose
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étre stationnaire, véritablement évalué et indépendant du signal de l'entrée X(n). Dans
I’algorithme des moindres carrés (LMS), le vecteur du gradient vJ(n) est estimé

comme,
v(n)=-X,(n) e(n) (1.4)

avec, X, (n)=[x(n),x(n-1),x(n-2), --- ,x(n—~+1)]"  est le vecteur qui contient les N

derniers échantillons du signal d’entrée. L’ algorithme LMS peut étre entierement décrit

avec les deux équations suivantes :

e(n)=y(n)-¥(n) (1.5)

hy(+1)=hy (0)+p Xy (Ne(n) (1.6)
Oou e(n) est I’erreur de filtrage a I’instant n, calculée par la soustraction du signal de

sortie du systeme
ym)= @) X, (1)+ &) (L.7)

et la sortie modélisée par le filtre adaptatif qui est donnée par :

5(n)= (1)) X () (1.8)

avec h, , est la réponse impulsionnelle du systeme, et hN(n) est la réponse

impulsionnelle  du systeme estimeée par le filtre. Le facteur p représente le pas
d’adaptation (0 < pu < 2/Amax, OU Amax €St la valeur propre maximale de la matrice

corrélation du signal d’entrée) [49].

Nous devrons noter ici que l'algorithme LMS est trés utilisé dans de nhombreuses
applications, car il nécessite moins de calcul (faible complexité de calcul) avec un
inconvénient majeur de sa vitesse de converge qui devient lente avec les signaux trées

corrélés. Le détail de I’algorithme LMS mono-voie est donné par le tableau suivant :
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Tableau 1.1 : Algorithme LMS mono-voie.

Valeur initiale : h (0)=[0, 0,---, 0]7
Début
- T
e(n) =Y )-{ iy (n)| X, (o)
hy(n+1)=hy(n)+p Xy (n)en)
Fin

Le signal e(n) représente I'écart entre la valeur observée Y(N) en sortie et ce que
I'on aurait d observer si le filtre h(n) était, a I'instant n, le bon filtre. L algorithme peut
étre interprété comme suit: Si e(n) =0, les coefficients hy(n), du filtre adaptatif ont la
bonne valeur, alors ils doivent étre retenus. Dans le cas contraire, une adaptation de h(n)

par le terme nXy (n)e(n) est nécessaire pour réduire I'écart e(n) .

1.6.3. L’algorithme NLMS

Depuis qu’aucune moyenne explicite n’est faite dans (1.4), chaque mise a jour
récursive de I’algorithme LMS va souffrir du bruit du gradient. Les coefficients du filtre

hN(n) seront mis a jour correctement seulement en moyenne, ce qui ralentit la convergence

de I'algorithme [18]. On note aussi que le critere J(n)est directement proportionnel au
signal de la salle de transmission x(n). Par conséquent la vitesse de convergence est
aussi dépendante de la nature de ce signal. Ceci peut étre corrigé par la normalisation
du vecteur du gradient estimé avec un facteur égal a I’énergie de x(n), qui est le scalaire

x"(n)x(n).

Pour I'algorithme NLMS, I'équation de la mise & jour (1.6) est modifiée comme

suit:
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v _F pX(n)e(n)
h,(+1)=h(n)+ T X(M) 35 (1.9)

Ou, p est le pas de l'adaptation (0 < p < 2) et dnuwms, est le facteur de la régularisation c.a.d.
une constante qui empéche la division par zéro. L’algorithme NLMS peut étre résumé

dans le tableau suivant :

Tableau 1.2 : Algorithme NLMS mono-voie.

Valeur initiale : h(0)=10, 0,---,0]"
Début
e(n)=y0)-{ 1)) X0
g
Fin

L’ algorithme NLMS a une convergence lente dans les régions de fréquences ou
le signal d’excitation a une faible énergie [18]. Par exemple, étudions la situation ou le
signal d’excitation x(n) a une faible énergie dans les fréquences hautes que dans les
faibles, comme par exemple le signal de parole. Donc, le vecteur gradient estimé
x(n)e(n) sera faible dans les régions de hautes fréquences. Le facteur de normalisation,
c’est & dire le scalaire x'(n)x(n), sera important & cause de la grande énergie dans les

petites fréquences de x(n). Alors, pour les faibles énergies du signal d’excitation, les
mises a jour de HN(n) sont lentes. D’autres algorithmes, comme le RLS (récursive

least-squares), et I’algorithme des projections affines [11] [18], utilisent le spectre du
signal d’excitation x(n) dans la mise & jour du filtre adaptatif. Ces algorithmes vont

donc converger rapidement pour les signaux d’excitation corrélés ou non blancs.

1.6.4. Algorithme RLS

Cet algorithme récursif, estimera les coefficients du filtre a I’instant n a I’aide des
nouvelles données disponibles, a partir des coefficients a I’instant n—1. La méthode des

moindres carrés exacte vise a minimiser, par rapport au vecteur des paramétres h, (n)a
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chaque instant n, un critére défini sur les erreurs commises depuis I’instant initial. Donc,

les paramétres h, (n) sont estimés par le critére des moindres carrés suivant:
n i ) - T ) 2
=3 (v -] 0 0) (1.10)
i=0

Ou A (0 <X <1) estun facteur de pondération appelé aussi facteur d’oubli exponentiel qui
permet & I’algorithme d’oublier le passé trop lointain et de poursuivre les non stationnarités
intervenantes dans les signaux. Le cas particulier A = 1 correspond a une mémoire infinie.
Les signaux x(n) et y(n) sont supposes nuls avant I’instant initial n = 0 ; c’est & dire on se

place dans le cas de la fenétre antérieure.

La résolution de ce probleme consiste & déterminer le vecteur des coefficients

hy (n)qui minimise J(n). La solution est obtenue en annulant les dérivées de la fonction

co(t J(n) par rapport aux éléments h (n):

VI=0 e VI=-2 > 2" (xy )y@)- Y A" () 0) "y ) |=0 (1.11)
i=1 i=1
Soit :
DA ey )y(@)= DA ()0 () Thiy () (1.12)
i=1 i=1

Ce qui donne alors :
Ry (n)hy(n)=ry(n) (1.13)
hy (n) =R (n)ry (n) (1.14)

OU Ry (n) représente la matrice d’auto-corrélation a court terme a I’itération n qui est

donnée par la relation suivante :
Ry (n) =Y A" Xy ()X ()" (1.15)
i=1

Le vecteur ry(n)désigne le vecteur d’inter-corrélation a court terme a I’instant n donné par

la relation :
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n

ry(n) = D A" X (i)y (i) (1.16)

i=1
Les équations précédentes peuvent se calculer de maniére récursive:

Ry () =2 A" X ()X (i) T+ Xy (X ()

i1 (1.15.a)
=Ry () + X (M(Xy (M)
ARy (M) =Ry (M) = Xy (N(Xy (M) (1.15.b)
rn(n) =Ary (n-1)+ Xy (My(n) (1.16.a)
ar(n-1) =r(n)-Xy(n)y(n) (1.16.b)

Par substitution des équations (1.15.b) et (1.16.b) dans (1.13) on obtient :
ARy (M —Dhy(N-1) =iry(n-1) (1.17.a)
La solution équivalente a (1.14) s’obtient sous une forme récursive :
hy(n) =hy (n-1) - K (n)e(n) (1.17.b)
ou;
e(n)=y(n) ~h{ (X (n)
K]

k& (n)
Kyn(m=|" = —RE(n)Xy (n) (1.18)

kN ()
Le vecteur Ky(n)est appelé gain de Kalman. La formule (1.18) nécessite

I’inversion d’une matrice carrée d’ordre N dont le colt de calcul est de I’ordre N3

opérations arithmétiques par itération.

L’algorithme des moindres carrés récursifs (RLS: Récursive Least Square) résout

ce probléme avec un nombre d’opérations arithmétiques proportionnel a N2.
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En utilisant, pourR,(n), Le lemme d’inversion d’une matrice [7], on obtient le

lemme suivant:

(A+BVT)*? :A’l—%
1+vTATB
avec
A=2Ry(n-1) : B=V=Xy(n)
On obtient,

. J o Ry (n-1)(Xy ()X (M) R (1-1)
_ 1) 1.1
R R = ) R (M-D% () (1.19)

Cet algorithme, appelé « algorithme des moindres carrés récursifs (RLS) », permet
de trouver itérativement la solution qui minimise le critére (1.10). Cette solution nécessite
un codt en opération arithmétique proportionnel a N2. La récapitulation de cet algorithme

est donnée par le tableau ci-dessous :

Tableau 1.3 : Algorithme RLS mono-voie.

Valeurs initiales :
_ 1 N i ..
Ry (0) =3 Iy, 0ud estun petit nombre positif

hy(0)=0
Début

e(n) =y(n)-h{ (n-DX(n)
Ry (N=D(Xy ()X (M) TR (N-1)
A+ (Xn (M) TR (N=D Xy (n)

Ry (n) =AY R (n-1)-

hn () =hy (n-1) + Ry ()X (Me(n)

Fin
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1.6 .5. Algorithmes des moindres carrés transversaux rapides (FTF)

Dans ce paragraphe nous décrivons brievement I’essentiel des équations qui
permettent d’obtenir les algorithmes des moindres carrés transversaux rapides a oubli
exponentiel pour le cas de la fenétre antérieure, faisant intervenir des erreurs a posteriori
[8]. La minimisation de la fonction colt (définie comme I’“energie de I’erreur) donnée par
(1.10) conduit & la solution (1.14).

La relation de récurrence des coefficients du filtre est donnée par
hy(M+1) =hy(n) + RE(n +1)X (n +1e(n +1) . Cette derniére relation peut se mettre sous

une autre forme de récurrence. Au temps n + 1, la définition des coefficients donne:

R (M)+ X+ 1) (XM +1) T A (1+1) =4 ry (0) + X(N+1) y(n +1)

(1.20)
Apres quelques manipulations on obtient :
hy (N+1) =hy (N)+A R (N+1) X (N+D) &(n-+1) (1.21)
Ou,
~ T
e(n+1) =y(n+1)—{hy ()] Xy (1+1) 122

Dans ces expressions, la matrice R;ﬂl (n+1) peut étre mise a jour par la récurrence

donnée par (1.15.b) et on retrouve I’expression de (1.19). Donc, le gain d’adaptation

Ky (n+1) est défini par:

Ky +1) =R (n+1)X, (n+1) (1.23)

On substitue (1.19) dans (1.23) et apres simplification, on obtient:

Ry (M)Xy(n+1)
A+ (Xy(+1)) RE(NX (N +1)

Kn(n+1) = (1.24)

Les relations de récurrence (1.19) et celle du filtre deviennent:
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R+ =R -ATK y (n+D)(X (0 +2) R () (1.25)

hy (N+1) =hy () +K (N +1) e(n+1) (1.26)

L’équation (1.17b) représente une solution récursive avec une erreur de filtrage a
priori (erreur effectuée avant la mise a jour du filtre avec la nouvelle donnée xn(n+1)). Une
autre forme du vecteurh,(n) équivalente a (1.17b), utilisant une erreur de filtrage a
posteriori (erreur calculée aprés que le filtre a été mis a jour) et un gain d’adaptation
appelé gain de Kalman dual, est décrite par (1.26). Les expressions ci-dessus permettent le
renouvellement des coefficients du filtre de maniére récursive sans recours a I’inversion
matricielle. En utilisant la prédiction, on peut méme éviter les matrices et réduire plus la
complexité de calcul. Les relations entre les variables de moindres carrés sont données
dans la référence [7] [8] [9]. L’algorithme RLS rapide basé sur les erreurs a priori est

résumé dans le tableau 1.4.

Tableau 1.4: L’algorithme RLS rapide basé sur les erreurs a priori.

Calcul du gain d’adaptation:

e, (n+1) =x(n+1)—ag (nN)Xy(n) ay(n+1)=ay(n)+Ky(ne,(n)
g, (n+D) =x(n+D-af (n+)Xy(n)  IF(M+1)=2IF(n)+e, (n+1), (n+1)
kl(n”){o }+€a(n+1){ 1 }
k(n)| J% (n+1) | —a(n+1)
[ky(n+1)
_{m(n+1)}
e, (N+1) = x(n+1-N) by (N)Xy (N+1)

kt(n + 1)+ m(n+ Db(n + 1)

kKn+D= 1-m(n + 1)er(n +1)

bN(n+1):bN(n)+KN(n+1)er(n+1)

Filtrage adaptatif:

- T
e(n+1) =y(n +1)—(h N (n)] Xy (n+1)
hy(n+1) =hy (N)+Ky (N+De(n +1)
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L’initialisation de cet algorithme est la suivante :

a(0) = b(0) = k(0) = 0_xz et J} (0) =constante positive

La mise a jour du gain d’adaptation nécessite environ 8L multiplications et 2L
multiplications dans la partie filtrage [7] [8] [9].

1.7. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons détaillé le principe de I’annulation d’écho acoustique
par des algorithmes de filtrage adaptatif. Nous avons présentés d’une maniére genérale
quelques algorithmes de filtrage adaptatif qui sont largement utilisés dans le domaine de
I’annulation d’écho acoustique. Nous avons conclu que certains algorithmes de filtrage
adaptatifs convergent mieux avec les signaux corrélés mais ils ont une complexité de
calcul plus élevé. Nous avons constaté que la famille d’algorithme du gradient stochastique
est un bon compromis entre ces différentes familles d’algorithmes dédiées pour les

applications d’annulation d’écho acoustique.
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CHAPITRE 2
ETUDE DE L’ANNULATION STEREOPHONIQUE DE L’ECHO ACOUSTIQUE

2.1. Introduction

Dans les systemes de téléconférence actuels, on a besoin des annuleurs
stéréophoniques d'écho acoustiqgue (AEAS), qui réduisent I'écho qui résulte du couplage
acoustique entre le haut parleur et le microphone [18]. L'AEA identifie le chemin d'écho et
le réduit simultanément au moyen d’un filtrage adaptatif. Si le systéme de conférence a des
canaux audio doubles dans chaque direction, I’AEA classique monophonique ne fournira
pas la suppression suffisante de I'écho et des annuleurs d'écho acoustique stéréophonique
plus sophistiqués sont requis. Dans ce cas I’annulation d'écho devient plus complexe car il
s’agit d’identifier la fonction de transfert d’un systeme multi entrées/sorties. Cette
identification est rendue délicate par la corrélation existante entre les signaux d’entrées

(signaux captés par les microphones dans la salle distante) [18].

Le présent chapitre concerne I’annulation stéréophonique d'écho. Dans la deuxiéme
section de ce chapitre une analyse de la structure stéréophonique est rappelée. Une formulation
du probléme et un résumé des méthodes pour réduire la corrélation entre les canaux sont
donnés dans la section 2.3. Enfin, les propriétés importantes de certains algorithmes

adaptatifs stéréophoniques sont exposées et examinées dans le paragraphe 2.4

2.2. La stéréophonie

Dans un systéeme de conférence stéréophonique, une information audio spatiale est aussi
transmise . L'auditeur recevra un son réel et pourra aussi reconnaitre de fagon auditive le
locuteur a l'autre extrémité. Les études ont montré que ceci améliore la perception audio

lorsque la parole de plusieurs locuteurs se recouvre [10]. Cependant, il y a quatre chemins
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d'écho acoustiques a identifier, deux pour chaque microphone. Ceci causera non seulement
la complexité croissante de calcul mais également un nouveau probléme fondamental de la

solution, comme nous allons le voir plus loin dans ce document.

v

mic. 1 mic.2
X Ir__} ) X %
i G g%
B 1 Ia

SMITCC

%E

zalle de transmi=sion

salle de reception

Figure 2.1 : Schéma de principe d’annulation d’écho stéréophonique [39].

Quatre annuleurs d’écho acoustique monophonique, implémentés dans le cas de la
stéréo, non seulement devront suivre les changements des chemins d'écho dans la salle de
réception mais également dans la salle de transmission. Par exemple, I’annuleur doit
converger si un locuteur s'arréte de parler alors qu’un autre commence dans un
emplacement différent dans la salle de transmission. 11 n'y a aucun algorithme adaptatif qui
peut suivre suffisamment vite un tel changement et par conséquent cette idée méne a une
mauvaise suppression d'écho. Ainsi, une généralisation de I'AEA monophonique dans le

cas de la stéréo n'aboutit pas a la performance satisfaisante [18].

Le probléme fondamental est que les deux canaux portent habituellement des signaux
liés linéairement qui rendent alternativement, les équations normales (& résoudre par
I'algorithme adaptatif), singuliéres. Cela implique qu'il y a un nombre infini de solutions
aux équations (pas de solution unique). Les vraies solutions dépendent de la salle de

transmission [18].
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La théorie expliquant le probleme de I’ASEA a été déecrite en premier dans un ancien article
[19] et plus tard dans [20] [3]. Dans [3], il a été montré que la seule solution du probléme

non-unique, doit réduire la corrélation entre les signaux stéréo de la salle de transmission.

Récemment l'attention a été concentré sur l'examen des autres méthodes qui
diminuent la corrélation entre les canaux afin d'obtenir la bonne estimation des chemins
d’écho, [14], [15], [16], [17]. Le probléme principal est comment réduire suffisamment la
corrélation sans affecter la perception de la stéréo et la qualité du son [39]. Méme si les
méthodes ci-dessus peuvent améliorer la capacité de I’ASEA a trouver la vraie solution, les

équations normales a résoudre sont encore mal conditionnées [39].

2.3. Les problémes et les solutions de I’annulation d'écho acoustique stéréophonigue

Dans [I’annulation d'écho acoustique  stéréophonique, il y a quatre chemins
indépendants de transmission entre les deux microphones et les deux haut- parleurs, comme le
montre la figure 2.1. Les réponses impulsionnelles des quatre chemins d'écho doivent étre
estimées par I’annuleur d'écho. Habituellement, les deux signaux de la salle de transmission

X (n) et X2 (n) , émanent de la méme source, et par consequent sont extrémement correlés.

A cause de ceci il est difficile d’estimer les réponses impulsionnelles, h)j et h2.

2.3.1. Formulation du Probléme

Supposons que les signaux du microphone de la salle de transmission sont, selon la
figure 2.1, donnés par les deux relations suivantes [4] :

XX (n) = (G ()" X(n)
(2.1)
X% () = (G ()T X(n)

ou

X(n) , représente le signal source dans la salle de transmission.
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Gy (n) et G)7(n) , sont les chemins de I'écho dans la salle de transmission de longueur M,

donnés par :

ca=lot ot 08 ] e =[o2 op 02 ]

Pour simplifier, nous étudierons seulement un chemin de retour de la salle de réception a la

salle de transmission mais les remarques semblables seront valides pour l'autre chemin.

L’écho résiduel pour ce canal, €(n) aprés I'annulation d’écho est [4] :

e(m) = y(n)- (Y () X2 (0)- (Y2 ) x22 (n) (2.2)
()= () X )+ (3 () 38 (0) (2.3)
A S TS S Y ol H Y F Y GO S (2.4)
T [Tl LT [T TR (2.5)

hitet hy2, sont les vraies réponses impulsionnelles de la salle de réception de longueur N.

ﬁ[l et hy2, sont les réponses impulsionnelles estimées de longueur L.

XYEHM) =[x (1), %1 (1), %, (n=2), -+ %y (n=n+D)]"

X¥2(n)=[x,(n),x,(n-1),x,(n-2), - ,x,(n—n+1)]", sont les vecteurs des échantillons du signal

de sortie des microphones dans la méme salle (salle de transmission).

Le critére des moindres carrées est donné la relation suivante :

n

) = A"e(i) | * (2.6)

i=1

La minimisation de (2.6) permet de résoudre le systeme des équations linéaires [18] et la

solution trouveée est la suivante [14]:
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vl
RL(n{hL (”)} ~r (n) 2.7)

hY2(n)

ou R n(n) est la matrice de corrélation qui est donnée par l'expression suivante [7]:

S| XN R vz, YT | Rxoaxn (M) Ryye (n)
RN(”)—Z:;7L L(Klz(i)] [(XNlU)) (XNZ(')) }_{Rxﬂx“(n) Ry () (2.8)

Nous notons que le paramétre ry(n), représente le vecteur d’inter-corrélation estimé

entre les signaux d'entrée et de sortie du signal dans la salle locale, est donné par ce qui suit :

n o le(I)
ry(n) = x“"y(u){ N } (2.9)
"0=2, XXE i)

Le probléeme fondamental de l'annulation d'écho acoustique stéréophonique est le

conditionnement de cette matrice. Si nous définissons I’erreur de désajustement (mis-match)

comme étant :

~ 2
h-h
- PPl 210
[
avec
h() = (it (2T | (2.11)
A =[ AV enT @2 enT | (2.12)
Il peut étre montré [13] que :
L>M=Ry(n) ,estsinguliere Vn.
L(M = R (n), est mal conditionnée (2.13)

L>N=¢(n)=0,n>N

LKN=¢(n) =0,V n
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Ou, les deux dernieres conditions dans (2.13) exigent que Ry(n) soit non singuliere.

L'équation (2.13) est valide dans la situation ou aucun bruit n’est ajouté au signal du

microphone y(n), voyons la figure 2.1 [18].

Les queues des réponses impulsionnelles dans les salles de transmission et de réception
jouent un rble important. Grace aux queues des réponses impulsionnelles dans la salle de
transmission, nous pouvons obtenir une solution unique a I'équation normale [3]. Cependant, &
cause des queues des réponses impulsionnelles dans la salle de réception, nous avons un grand
désajustement(erreur quadratique relative). Nous supposons que L < M et L < N depuis que le
cas réel pourra étre traité. Théoriquement M et N sont infiniment longs, mais le temps de

réverbération normale dans une salle de bureau est environ 0.3 s [18].

Il a été montré dans [18] qu’il y a deux moyens de diminuer le désajustement. La
premiere méthode doit utiliser des filtres adaptatifs plus longs, mais de fagon proportionnée.
L'algorithme adaptatif devient trés lent en termes de vitesse de convergence et plus cher a
mettre en application en termes : espace mémoire, complexité arithmétique, etc. En outre la
solution n'est pas robuste dans le sens qu'elle est mal conditionnée et sensible aux
changements dans la salle de transmission. Une seconde voie, l'approche pratique, est de
decorréler partiellement (ou completement) les deux signaux d’entrée. La difficulté est de

decorréler les signaux d’entrée sans déegrader la qualité du signal [18].

2.3.2 Méthodes de decorrélation

La méthode la plus efficace pour réduire la corrélation entre les deux canaux doit

probablement ajouter du bruit aléatoire indépendant a chaque signal X' (n) et X (n) [3].

Afin de réduire suffisamment la corrélation, le niveau du bruit doit étre supérieur au niveau

maximum du bruit non perceptible [18].

Pour réduire la distorsion percue il serait préférable que le signal decorrelé soit
semblable au signal original. Mais le probléme principal dans un annuleur stéreophonique
d’écho acoustique (ASEA) est que les deux canaux sont linéairement liés, c.a.d. en ajoutant un



29

signal qui est linéairement lié au signal original ne réduira pas la corrélation entre les deux
canaux [18].

Il a été suggéré dans [3] qu’on devrait ajouter un signal source traité, non linéaire au
signal source lui-méme. Il était trouvé qu'en ajoutant un signal redressé mono-alternance, au
signal original, a bien fonctionné en ayant une structure simple et de faible complexité [12],
[22], [24]. Ceci peut étre indiqué comme :

vl vl

Y @) = x)1n) +a i +2 k (n)‘ (2.15)
V2 V2

20 2o OO (2.16)

2

Ou k=1,..., N et « détermine la quantité de distorsion ajoutée. Il a été trouvé que lorsque a
varie entre 0.3 et 0.5, la corrélation du canal diminue d'une fagon significative, et que la
distorsion n'est guére audible dans I'environnement d'un bureau [16]. La perception de la stéréo
n'est pas touchée. Certains codeurs audio, installés dans le chemin de transmission entre les
salles de transmission et de réception, permettent la decorrélation des canaux (le bruit et les
interférences perturbant le canal peuvent étre modélises comme un bruit additif blanc gaussien de

puissance mono-latérale).

Le codeur peut decorréler le signal parce que le bruit de la quantification, non percevable, est
ajouté au signal source. Le degré de decorrélation d’un codeur dépend des méthodes utilisées
pour la compression. Par exemple, les codeurs avancés [18] de la stéréo fonctionnent
habituellement dans un mode commun, ou deux canaux corrélés sont codés conjointement. Ceci
peut vraiment augmenter la corrélation entre les canaux, et ne devrait pas étre utilisé si le
codeur a aussi servi pour decorrélateur [18]. Dans [16], les auteurs ont citées six

transformations non linéaires qui peuvent étre utilisées pour la décorélation des deux canaux.

Les codeurs audio traditionnels réalisent la meilleure qualité audio pour un rapport donné
de compression mieux que les codeurs de parole quand le signal source contient la musique.

Pour les signaux de parole pure, il est préférable d’utiliser des codeurs de la parole.
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2.3.3. Les structures utilisées pour I’annulation d'écho acoustigue stéréophonique

Dans cette section, toutes les parties essentielles d’un ASEA mis en application en
temps réel sont présentées. Premiérement, on a besoin qu'un decorrélateur réduise la

corrélation entre les deux signaux de la salle de transmission X}'(n) etx;?(n). Cette

tache est généralement réalisée par un redresseur mono-alternance comme présenté dans
la section précédente.

Méme aprés la decorrélation, trouver les chemins exacts de I'écho reste encore un
probleme mal conditionné. L'algorithme RLS deux canaux avait montré une grande
capacité dans la majorité des applications de I’ASEA [18]. Par conséquent son choix est
primordial comme filtre adaptatif. Cet algorithme a un taux de convergence trés rapide
pour les signaux ayant une grande étendue de valeur propre de la matrice de corrélation.
Les deux principaux inconvénients de l'algorithme RLS sont: La complexité de calcul
élevée et les problémes de stabilité pour les signaux non stationnaires, comme la parole.

La stabilité est améliorée en contrélant I'état de l'algorithme RLS et en
réinitialisant ses paramétres quand ils deviennent instables. Dans la section suivante, une

structure a deux voies, des algorithmes fondamentaux, est présentée [22,24].

2.4. Annulation stéréophonigue d’écho acoustigue

L’ optimisation du critere (2.6) dans I’annulation d’écho acoustique stéréophonique
est réalisée avec plusieurs filtres adaptatifs a deux canaux. Alors, Il y a une différence
majeure dans la performance en fonction de I’algorithme choisi. Dans ce qui suit, on
présente quelque choix d’algorithmes. Les algorithmes adaptatifs standards sont le NLMS,
I’APA, et le RLS. Pour I’AEAS, des versions rapides des deux derniers ont été utilisées a
cause du nombre élevé de parametres a ajuster. L’inter-corrélation entre les deux canaux
est trés importante, donc il faut en tenir compte dans I’implémentation d’un ASEA [11].
Dans le cas stéréophonique, les algorithmes qui ne tiennent pas compte de la corrélation
entre les canaux, comme le LMS standard et le NLMS, convergent lentement vers la vraie

solution.

La plupart des algorithmes robustes comme I’APA (l'algorithme de projection
affine) ou le RLS (Algorithme adaptatif des moindres carrés récursifs), qui sont moins
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influencés par le conditionnement de la matrice de corrélation, conviennent mieux au cas
stéréo. Dans les années récentes, plusieurs versions d'algorithmes adaptatifs a deux
canaux et multi-canaux ont été proposées [14], [15], [16], [19], [23]. Quelques
algorithmes adaptatifs, qui exploitent la corrélation entre les deux canaux dans I’ASEA,
ont été utilisés. En plus de la version standard NLMS a deux canaux, autres algorithmes,
tels que le RLS (algorithme des moindres carrées récursifs) et le FRLS (algorithme des
moindres carrées récursifs rapides) a deux canaux, sont utilisés. L’algorithme FRLS a
deux canaux a un taux de convergence trés rapide mais des inconvénients comme le
probleme d’instabilité et la haute complexité de calcul. Dans cette section, on présente
quelques différents types d’algorithmes utilisés dans [I’annulation d’écho
stéréophonique.

2.4.1 L’algorithme LMS & deux canaux

Une généralisation directe du LMS monocanal (simple) au cas de la stéréophonie
(deux canaux) selon la structure donnée par la figure.2.1 est présentée ci-dessous. Dans une

situation ou les deux signaux d'excitation X)'(n) et X7 (n), sont statistiquement
indépendants, cette version est en réalité équivalente a un double filtre LMS (mono canal).

Les équations de mise & jour des deux filtres h'*(n)et h'?(n)sont :
h(n+1)=hY(n)+w e(n) X“(n) (2.17)
hY(n+1) =hi?(n)+1, e(n)X*2(n) (2.18)

avec Ui, Mz sont les pas des filtres adaptatifs et e(n) est I'erreur du filtrage donnée par (2.2).
h'}(n)et h'2(n), sont les réponses impulsionnelles estimées de longueur L données par

(2.5).

On voit que cet algorithme est simple dans le cas monophonique. Dans le cas ou,

Xy (n) et XZ(n), ne sont pas statistiqjuement indépendants, le LMS et le NLMS

standards sont développés en tenant compte de la corrélation entre les canaux. La méthode

dite « descente de gradient» est donnée par la relation récursive suivante [24] :

h(n +1) =H(n)+%(-vﬁa) (2.19)
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Ou, (v;J) est le gradient par rapport a ﬁ(n) et J est le critéere de I’erreur quadratique

moyenne [22,24] :

3= E{ NORCOWID \2} (2.20)

Apres le calcul du gradient on obtient :

Vi) =[5 07 5 ] =28y - xR (2.21)

— _2r(n) + 2R(n)A(n) (2.22)
Avec ;

r(n) = EX(n)y(n)} et R(n) = E{(X(n))"X(n)} ; tel que r(n) = [r,(n);r,(n)]et X(n) = [X, (n); X, (m)]
En approximant le gradient dans (2.22) par sa valeur instantanée de (2.19), on
obtient le LMS classique pour deux canaux :
h(n+1)=h(n)+pX(nke(n) (2.23)

Ou, h(n) , est donnée par (2.12) et e(n) par :

e = y(n)~ (A(n))" X(n) (2.24)

En regardant (2.21) de prés, il apparait que le gradient pour h,(n)est affecté par
les coefficientsh,(n). Pour calculer la dérivée dans (2.21), il faut tenir compte de cette

dépendance entre les deux filtres.

Vid= —2E{xVN1(n)e(n) +a%[ﬁ; ()X 2 (n)]e(n)} (2.25)
1

Vid- —ZE{X‘,(,Z (n)e(n) +a%[ﬁf (n)X‘,(,l(n)]e(n)} (2.26)
2

De (2.22), on voit qu’a I’état d’équilibre, on obtient :

ah, (n ~
ﬁ((n)) = R oy (MR iy (N) (2.27)

ohy(n) _

= -R™ R.vow 2.28
o, () (MR gz (N) (2.28)
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Evaluons (2.25) (resp. (2.26)) en utilisant (2.27) (resp. (2.28)), il a été trouvé que le
gradient par rapport ah, (n) (resp. h,(n)) est indépendant des coefficients h,(n) (resp. h,(n)

). Apres remplacement du gradient, le LMS a deux canaux est :
ﬁ‘f(n+1)=ﬁ‘f(n)+ ury(n)e(n) (2.29)
hY?(n+1)=h"?(n)+ pry(n)e(n) (2.30)

Ou, ry(n)et r,(n) expriment le processus d’inter-corrélation entre X“(n) et XY (n)

(représentent les erreurs de prédiction de Wiener entre les deux canaux [22], dont les
équations sont données par :

r1 (1) =X M) =R e MRz (1) X (0) (2.31)
ro ()= X4 (M) =R oy (MR s (M) XK (M) (2.32)

La stabilité est assurée [22] si:
2 (2.33)

r (n)ry (n)+r7 (N)r, (n)
Remarque : Cet algorithme peut étre obtenu du RLS (2.42) et (2.43) en utilisant la
diagonalisation (2.39) pour les différentes matrices de corrélation (temporelle et spatiale).
Cette approximation mene a I’algorithme Extended LMS(ELMS) a deux canaux qui est

résumé au tableau 2.1.

2.4.2 L’algorithme NLMS a deux canaux

Depuis que le premier annuleur d'écho a été présenté en 1967 [11], l'algorithme
NLMS a été l'algorithme adaptatif le plus communément utilisé. La performance de ce
dernier est suffisante dans la plupart des annuleurs d‘écho monophonique. Il se caractérise

par le comportement robuste et sa structure permet une mise en ceuvre simple.
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Tableau 2.1 : I’algorithme ELMS & deux canaux [24]

Valeur initiale : h¥}(0)=[0,0,---,0]"  h¥2(0)=[0,0,--,0]"
début

e(n) = y(n)- (3 (0))" X3t (n) - (A2 ()" X322 (n)

R (1+1) =R+ s ()

2(0142) =R (0) 1y

r1(n)= XXM R e MR iz (M) X (M)

£ ()= XZ M) R (MR ey (1) XH (M)
fin

Cependant, il a été montré que le NLMS a une vitesse de convergence trop faible
dans les annuleurs d'écho stéréophoniques. Néanmoins, il est souvent utilisé comme
I'algorithme de base pour les autres algorithmes.

Dans le cas ou les deux signaux d'excitation X (n) et X2(n), sont statistiguement
indépendants, le NLMS standard a deux canaux se reduit & un double filtre NLMS (mono

canal). Les équations de mise & jour des deux filtres h'*(n)et h'?(n)sont [18 :p24] :

vl
S u X (n)e(n) 2.34
X (n+1)=hy(n) O ) "X ()+ () T XK () +8pws (&%

v2
SN w X2 (n)e(n) 2.35
X (n+1)=hi?(n) O ) X))+ K2 ()T XKE () + B s (&%)

Ou ; le terme dniLms représente un petit scalaire, pour éviter la division par zéro. e(n)

représente I’écho résiduel aprés l'annulation d’écho, et il est donné par I’équation (2.2).

Dans le cas ou, les deux signaux d'entrée X)'(n) et X (n), sont linéairement liés,

le NLMS est déduit du LMS (équa (2.29) et (2.30)) comme suit :

HVl n+1 :H\/l s url(nk(n) 236
N (n+1)=ht(n) XXX (n)+ (X () T XK () + 8 ws (239
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V2 _Rv2 Mrz(n)e(n)
)= X e X E om0

Ou, ry(n)et ry(n) sont donnés par (2.31) et (2.32).

L’inconvénient principal de cet algorithme est le faible taux de convergence pour,
les signaux ayant une grande matrice de corrélation (une étendue de valeurs propres) [15],
comme les signaux de parole et les canaux corrélés. Pour les filtres adaptatifs longs,
nécessaires a une AEAS, la complexité de calcul est significative. Le nombre de
multiplication estimé par échantillon, nécessaire pour les quatre filtres adaptatifs
schématisés par la figure. 2.1, est 8L pour les signaux réels et 32 L pour des signaux
complexes. La complexité de calcul peut étre réduite en utilisant des filtres en sous bandes

mais ceci augmentera le retard de transmission. Le tableau 2.2 résume cet algorithme.

Tableau 2.2 : I’algorithme ENLMS a deux canaux [24]

Valeur initiale HK‘I(O) = [0’ 0,---,0 ]T HKIZ 0) = [0, 0,--,0 ]T Snums = petit scalaire
début
e(r) = y(n)- () i)~ (22 ) X3 )

HVl 0 Hvl prl(n)6(n)
) = b T X ) T X0 e
A2 (n+1)= 2 (n) 41 (R0

+
XXX () + O () T XK () + S s

(MR gz (M) X (M)

r (n+l) = XKll mM-R X V2 V2

lexv2

r(1+2)= X3 () =R g (MR iy (1) X (M)

fin

2.4.3 Algorithme des moindres carrés récursif RLS a deux canaux

Sachant que les propriétés statistiques nous sont inconnues, on ne va pas chercher a
minimiser E[e2(n)] mais une somme finie d'erreur au carré donnée par (2.6). Quand cette

fonction colt est minimisée en utilisant une réponse impulsionnelle h(n) associée a X (n),
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on obtient I'estimée des moindre carré. La réponse impulsionnelle est donc fonction des
échantillons disponibles et non pas d'une moyenne statistique générale. Elle est donc a
modifier a chaque nouvel échantillon. Pour limiter le nombre des calculs, on passe par une
équation récursive [11]. Les équations classiques de mise a jour de I’algorithme RLS a

deux canaux sont données par :

h(n+1)=h(n)+R™(n) X(n)e(n) (2.38)
ou;
h(n) et h(n) , sont données par (2.11) et (2.12) respectivement. L erreur e(n) est donnée
par (2.24). La matrice de covariance exprimée par (2.8) peut étre factorisée comme suit
[22] :

-1 I X -R Vg V2 Ri%lz vl
Rl(n)=[Ra Onen 1] e . XXX (2.39)
Onsn Rp™ || =R oy Ry I N
Ou,
R a (n) = R XVix v (n) - R X Vix V2 (n)R ;(]\-/ZXVZ (n)R XV2x VL (n) (240)
R b (n) = vazxvz (n) - RXVZX“ (n)R ;(llevl (n)R VI 2 (n) (241)
L’équation (2.38) peut étre réécrite de la maniére suivante :
hit(n+1)=h(n)+R31(n)r,(n)e(n) (2.42)
h¥2(n+1)=hy2(n)+ Ry (n)ry(n)e(n) (2.43)
Ou, les équations de mise a jour de ry(n)et r,(n) sont donnés par (2.31) et (2.32).
Si R(n)=R = E{x(n)(x(n))T} , on a les propriétés d’orthogonalités suivantes :
E{(X, ()", (n)}=0 (2.44)
T
E{ ri(n)(xj(n)j }:om, =12, i%] (2.45)

On voit que l'algorithme RLS & deux canaux (résumé au tableau 2.3) enleve
I’inter-corrélation avant la mise a jour des deux filtres RLS monocanaux standards. Ce

principe peut étre introduit dans le NLMS et I’APA double canaux.
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Valeurs initiales :
1

Ra’l(O):%IN , Rgl(0)=g|N , & est un petit nombre positif

hvi(0)=0 h}2(0)=0 h()=[{RrE)" hr2o) |"
Pour n=1,2,...,N.
début

Prédiction | e(m) = y(n)-(A(n))" x(n)

Filtrage hyt(n+1)=hyt(n)+R31(n)ri(n)e(n)

hy?(n+1)=hy? (n)+ Ry (n) r (n)e(n)
fin

2.4.4 Algorithme adaptatif des moindres carrés récursif rapide FRLS

Le FRLS se caractérise par une faible complexité de calcul comparé au RLS

standard (28N multiplication et 28N additions). Cet algorithme est la version stabilisée de

I’algorithme proposé dans [17]. Pour controler d’avantage la stabilité, surtout pour les

signaux non stationnaires, on définit [22],[24] :
2 =Xy xiem]
(M) = [T G- en-N+D) T
R =[AYn) RY2(n) ... vy Rz )"

On définit aussi [22], [24] :

A(n), B(n) = matrices de prédiction avant et arriere du filtre.

Ea(n), Eg(n) = matrices d’énergie de I’erreur de prédiction avant et arriere.

ea(n), eg(n) = vecteurs de I’erreur de prédiction avant et arriére.
k(n)= vecteur du gain de Kalman.
u(n) = variable de vraisemblance maximale.

k e[L5, 2.5], paramétre de stabilisation.

A €(0,3), facteur d’oubli.

(2.46)

(2.47)

(2.48)
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Tableau 2.4 : I’algorithme FRLS a deux canaux [24]

La prédiction:
ea(n) =x(n)—(A(n-1)"x(n-1)

p1(n) = ¢ (n-1)-ej(n)Ex (n—1)e,(n)

t(n) _ 02><l |2><2 A ~
{m(n)} - |:|((n —l)} - {_ A(n —l)}EA (n—=1e,(n)

eA(n)eL(m}

EA(n) = }{EA(n -+ o(n 1)

A(n) = A(n-1) + KO- Dea()

p(n-1)
e, (M) = E5 (n-Im(n) e, (M) = 1(n-N) - (B(n-1)" X(n)
eg (n) = keg, (n) + (1 - k)eg, () k(n) =t(n) + B(n —1)m(n)
¢ (n)= (Dl(n)—e?g- (nMym(n) B(n) =B(n-1)+ k(n)eg(n)
2 o(n)
Le filtrage :
e(n) = y(n) - (h(n- 1) %(n) () = (1) + KOO
o(n)

Dans cette version, la stabilité est améliorée avec le paramétre de stabilité k. 11
est possible de détecter si l'algorithme est sur le point de devenir instable. Dans ce cas,

les parametres A (n), B (n) et K (n) sont initialisés a 0, pendant que le filtre adaptatif

estimé h, reste inchangé. Les énergies Ea(n) et Eg(n) pourraient étre initialisées avec
une estimation récursive de I'énergie du signal d’entrée. Les trois équations (2.24), (2.38)
et (2.39) sont connues sous le nom de l'algorithme RLS.

2.5. Conclusion

Dans ce chapitre 2, nous avons exposé le principe de base de I’annulation
stéreophonique de I’écho acoustique en utilisant des algorithmes adaptatifs tels que LMS,
NLMS, RLS et FRLS. Nous avons remarqué que I’extension des versions monocanale aux
versions multicanales ne se fait pas d’une maniere directe. La corrélation due au couplage
acoustique entre les canaux doit étre prise en compte dans les algorithmes de filtrage

adaptatif pour converger vers les solutions optimales.
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CHAPITRE 3
ANALYSE DE LA PERFORMANCE DE L’ALGORITHME DE FILTRAGE
ADAPTATIF LMS SOUS-MODELISE POUR L’ANNULATION D'ECHO
ACOUSTIQUE STEREOPHONIQUE

3.1. Introduction

L’annulation d’écho acoustique demeure un champ de recherche actif aprés
plusieurs années pour deux raisons :

1. Le phénomene d’écho est devenu plus génant dans les systémes de
communication actuels utilisant des algorithmes de codage évolués. Ces
derniers introduisent des retards importants dans les chemins d’écho.

2. L’AEAS est devenue une nécessité dans les systemes de communication

mains libres a cause de I’utilisation abondante de ces derniers.

La performance d’un AEAS est plus influencée par le choix de I’algorithme
d’adaptation que dans le cas monovoie (elle dépend du conditionnement de la matrice de

covariance des signaux d’entrée).

L'annulation d'écho acoustique est indispensable pour les systémes de
communication comme la téléconférence, afin de diminuer les échos qui dégradent la
qualité des communications. Théoriquement, l'annulation d'écho  acoustique
stéreophonique (AEAS) peut étre considérée comme une simple généralisation du principe
d'annulation d'écho acoustique monocanal habituel au cas de deux canaux [28], [20], [19]
et [42]. En AEAS, on souhaite avoir une qualité et une localisation des sons bien meilleure
que ce qui a été fourni avant. Les améliorations de la qualité peuvent étre obtenues en
augmentant la largeur de bande du signal et en ajoutant également d’avantage de canaux

audio dans le systeme. Ce dernier nécessite I'annulation d'écho acoustique multi-canal.

Dans [14], un nouvel algorithme a été présenté et qui semble étre efficace (au

moins théoriquement) dans le domaine fréquentiel exploitant la cohérence entre les deux
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signaux pour réduire I’effet de leur inter-corrélation. La faible complexité de calcul et le
bon comportement d’un algorithme est demandée dans les applications d’AEAS.

Une nouvelle version stéréophonique de I’algorithme Fast Newton Transverse
Filter (FNTF) a été proposée dans [39], ayant une bonne vitesse de convergence et une
capacité de poursuite rapide pour des signaux non stationnaires.

Dans [26], on trouve une comparaison entre le cas monocanal et bi-canal des
algorithmes RLS et LMS. Les auteurs montrent que le taux de convergence du RLS est
insensible aux variations de la dispersion des valeurs propres de la matrice d’auto
corrélation R(n). Cette propriété est conservée dans le cas stéréophonique ce qui laisse le
RLS converger de la méme fagon dans les deux cas. Lorsque la matrice d’auto corrélation
est mal conditionnée (signal de parole en entrée par exemple), le LMS converge
lentement et posséde le méme taux de convergence pour les cas monovoie et bi-voies. Par
contre, quand la matrice d’auto corrélation est bien conditionnée (signal d’entrée =bruit
USASI), le LMS monocanal a une bonne convergence mais le LMS bi-canal converge
lentement. Ceci montre que la matrice d’auto corrélation est mal conditionnée dans le cas
stéréo puisque les signaux sur les deux voies sont issus d’une méme source dans la salle
de transmission. Donc, I’algorithme qui ne tient pas compte de cette inter-corrélation

converge lentement.

AN N4

n' n r -
salle de transmission Y ( ] salle de réception

Figure 3.1 : Schéma d’un annuleur d’écho stéréophonique. Utilisation de deux filtres
adaptatifs entre la salle 1(de transmission) et la salle 2(de réception)
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L’AEA deux canaux est le plus intéressant a étudier, car les problemes de
complexité ne different que pour le cas du multi-canal général. Un schéma de base pour un
AEAS est donné dans la figure 3.1, ou on illustre le concept avec une salle de transmission
sur la gauche et une salle de réception sur la droite. La salle de transmission est parfois
appelée l'autre bout « far-end » et la salle de réception est I'extrémité proche «near-end ».
Tel que représenté a la figure 3.1., I'écho est dd & un couplage acoustique entre les haut-

parleurs et les microphones dans la salle de réception.

Dans ce schéma, les chemins d'écho acoustique h; et h, dans la salle locale sont

modélisés par des filtres adaptatifs FIR h'i(n)eth¥?(n) , & partir de laquelle leurs sorties

ajoutées produisent un estimé y du vrai échoy. En effet, les réponses impulsionnelles

physiques h; et h, sont de longueur infinie.

Néanmoins, il est supposé que les filtres h'}(n) et h'2(n) sont “suffisamment

longs", en ce sens les queues de h; et h,, qui ne sont pas modélisées par h**(n) eth'?(n),

ont peu d'énergie et peuvent donc étre négligees. Parlant a la suite, des "vraies" réponses
impulsionnelles, signifie que nous ne considérons que les premiéres parties de h; et h, qui

contiennent plus d'énergie, et qui sont supposées étre de méme taille L que les filtres de

modeéle h*}(n)et h*2(n).

La modélisation d’un systeme inconnu par un filtre adaptatif est considérablement
influencée par la longueur de ce dernier. Elle agit sur le taux de convergence en
augmentant ou en diminuant le temps de calcul. Pour certains pas d’adaptations, la
longueur du filtre adaptatif peut rendre le modéle instable et affecter I’erreur quadratique
moyenne (EQM) minimale [1]. Le systeme peut étre [6] :

1. Sous-identifié (sous-modélisé) : il y a peu de pbles et /ou des zéros pour
modéliser le systeme, ’TEQM minimale est non nulle.

2. sur- identifié (sur-modélisé) : il y a beaucoup de pdles et /ou des zéros pour
modéliser le systéeme, ’EQM minimale peut converger vers zéros. Mais le

taux de convergence est affecté par I’augmentation de calcul.
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La convergence rapide est demandée dans les applications de filtrage adaptatif. Le taux de
convergence est lié aux autres caractéristiques de performance. S’il est élevé, il peut

provoquer I’instabilité du systeme (divergence de I’algorithme adaptatif).

Dans ce projet de these, nous nous concentrons notre intérét sur le cas ou la
longueur des filtres adaptatifs LMS, employé avec l'application d’AEAS dans la salle de
réception, sont inférieures a la longueur des filtres réels. Pour ce cas, nous proposons une
nouvelle étude, en termes de comportement de convergence moyenne des vecteurs des
coefficients d'erreur [51], et de montrer des résultats théoriques qui sont tres proches de

ceux réels.

Ce chapitre est organisé comme suit: la section 2 explique le probléme de I’AEAS
et décrit les différences fondamentales entre I’annulation d'écho acoustique mono et stéréo.
Dans la section 3, nous présentons la performance de I’analyse de I’algorithme LMS sous-
modélisé stéréophonique en termes des solutions moyennes du vecteur des coefficients
d'erreur et des valeurs de I'état d'équilibre (état stable). Enfin, dans la section 4, nous
donnons des résultats de simulation obtenus avec: 1) entrées gaussiennes fortement

corrélées, 2) signal d’entrée gaussien blanc et 3) entrées gaussiennes faiblement corrélées.

3.2. Probléme de I’annulation d'écho acoustique stéréophonique AEAS

Dans cette section, nous montrons que la solution de I'équation normale des
applications de I’AEAS [12] n'est pas aussi évidente que dans le cas monocanal [41] - [43].
En effet, puisque les deux signaux d'entrée sont obtenus par filtrage a partir d'une source
commune, un probléme de non-unicité est attendu [2]. Les notations que nous avons
utilisées dans ce chapitre sont assez standard. Symboles en caracteres gras sont utilisés

pour les vecteurs et matrices. Nous avons aussi les notations suivantes:

L : longueur des filtres adaptatifs h/*(n)and h'?(n)
M : longueur des réponses impulsionnelles de la salle de transmission G)+ et G}?

N longueur des réponses impulsionnelles de la salle de réception hVNl et hK,Z :

E désigne I'espérance mathématique,
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n indice temporel discret,
()" opérateur de transposition,

Dans la discussion qui suit, nous distinguons entre la longueur (M) des réponses
impulsionnelles dans la salle de transmission, la longueur (L) des filtres de modélisation,

et la longueur (N) des réponses impulsionnelles dans la salle de réception [12].

Dans notre étude, nous supposons que le systéeme de la salle a distance est, linéaire

et invariant dans le temps, nous avons alors la relation suivante [22,24]:
vl T ~v2 V2 T vl
(xam) e =(xzm) e (31)

Ou

ot =[of o, g |

62 =[02 0 08 |

sont les réponses impulsionnelles des chemins acoustiques des sources aux microphones

dans la salle a distance, comme indiqué dans la Figure.3.1, et
X5 = (), x, (1-1),,(0=2), -, x(-M+D[
X () =[x, (), X, (1-1), x,(1=2), -, x,(n=M+D[

sont les vecteurs des échantillons du signal de sortie des microphones dans la méme salle
(salle de transmission).

Maintenant, nous considérons la fonction de colt du moindre carré récursif (RLS)

suivante (voir figure 3.1. pour les notations):

I =Y A" e 2 (3.2)
i=1
ou ;

e(n) =y(n)- (Y () X2 ()~ (Y2 ()" X2 (n) (3.3)
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. est le signal d'erreur a l'instant n entre la sortie du microphone

y(n)= (i) Xt )+ (02 ) xi2 (n) (3.4)

et I'écho acoustique stéréophonique estimé et qui doit étre annulé par des filtres adaptatifs a
deux canaux h'*(n) et h'2(n)et (0. <1) est un facteur d'oubli exponentiel. Les vecteurs

mentionnés dans (3.3) et (3.4) sont définis comme suit :

h\[(jl :[hfl: th,'--, h\’<‘1 ]T ’ h\'<‘2 :[h]YZ’ hvzl'“’ h\'<‘2 ]T
XXM =[x1 (M), x; (0-1),x,(1=2), -, x;(1-nN+D]7

XX2) =[x, (), X, (n=1), X, (n=2), -, X,(n—N+D)]'

Htlz[ﬁflﬁglﬁtl ]T P2 =[HI'ZE‘Z'ZH‘,Z2 ]T

Ou N est I’ordre des réponses impulsionnelles vraies, et L représente I’ordre des filtres
adaptatifs.

XY = (M), x, (1-1), x,(0=2), - x(n-c+D]f

XE() =[x, (), x,(0-1), x,(0=2), -, X, (- +D]

La minimisation de cette fonction de co(t (3.2) conduit & la solution suivante [29]:

1

ju Qom0
r< r<

n))} ) (3.5)

n

RL(n)[ 2((

ou R (n) est la matrice de corrélation qui est donnée par I'expression suivante:

N | XU v (sevz )T ]| Roxncs (M) Rouye (0)
Rum =37 qu (i)] [SSOUSRI0) }‘{vazxvl(n) R (3.6)

Nous notons que le parameétre r . (n), représente le vecteur de corrélation entre les

signaux d'entrée et de sortie du signal dans la salle locale ,est donné par ce qui suit:
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n . le-
qm=;xMw%A£H 3.7)

est une estimation du vecteur de corrélation croisée entre l'entrée et des signaux de sortie.
Notre objectif est d'obtenir des filtres optimaux de (3. 5). Maintenant, considérons le

vecteur:

u=[e2 -cu] (3.8)

Il peut étre facilement vérifié que R(n).U=0 a l'aide de (3.1), ce qui signifie que la
matrice R(n) n'est pas inversible.
Par consequent, il n'y a pas de solution unique au probleme de minimisation de la fonction
donnée par (3.2), et l'algorithme adaptatif conduit & une des solutions possibles, qui peut

étre trés différente de la solution optimale espérée h'*(n)=h* et h'?(n)=hy? , OU
h\lil :[hl/l: th,'--, h\lil ]T’ h\liz :[h]YZ’ hvzl'“’ h\liz ]T

Toutefois, en situation pratique, il existe, au moins-deux raisons qui rendent cette
matrice inversible:

1) les signaux X}(n) et X}?(n), au niveau des sorties de la salle éloignée,
contiennent des composantes de bruit qui sont corrélés et

2) les filtres hY*(n) et h'?(n) qui modélisent la réponse impulsionnelle de la salle

locale sont de longueur finie, et donc la taille du X)*(n)et X}?(n)est beaucoup plus petite

que la longueur de G} et G)> et la relation(1) n'est pas satisfaite. Pour cette raison, la
matrice R.(n) devient inversible (mais elle est mal conditionnée parce que les deux
signaux d'entrée sont fortement corrélés) et la vraie solution hy*(n)=h* et h'2(n)=h}? peut

étre trouvée en conséquence.

Examinons deux cas possibles en fonction de la longueur des filtres de modélisation
[20], comme suit :
HL>M
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.
P T T p
Nous considérons le vecteur U =[ (GKA2 ) O...O,—(G Xﬂl) 0...0 ] contenant 2x(L-M) zéros

coefficients. Nous pouvons facilement vérifier R(n)=0,.x1 en utilisant (1), donc R (n) n'est

pas inversible.

2) L<M

Clest le cas réel, car les filtres & deux canaux G+ et G2 sont en fait d'une longueur

infinie. Maintenant, (1) peut étre exprimée comme :
V. u V. V. u V.
(o) 612 + ayn- L) =[x 61+ ap(n - 1) (39)

Avec ;

M M
g,(n-L)= Z:xl(n—i)g}’2 et q,(n-L)= sz(n—i)g}’l

i=L+1 i=L+1

De (3.1), nous savons que X);(n) et XZ(n) sont liés linéairement, mais a partir de

(3.9), nous pouvons voir que ce n’est pas de méme pour les X*(n)et X?(n) [Saufsi qi( n-

L)= g2( n-L) qui se produit uniquement lorsque G‘,(,} et G‘,(,zl ont au moins M -L zéros
communs-un événement qui se produit rarement dans la pratique]. Par conséquent, en
principe, la matrice de covariance est de rang plein, mais elle est trés mal conditionnée car
g:( n-L) et gz( n-L) sont en général trés faibles. Ainsi, pour le cas pratique lorsque L < M,
I1'y a une unique solution de I'équation normale, bien que la matrice de covariance est trés

mal conditionnée.

Dans la prochaine section 3, nous allons présenter une nouvelle étude des réponses
impulsionnelles pour le cas de sous-modélisation d’AEAS de la salle de réception, par des
algorithmes LMS stéréophonique. Cette étude peut étre considérée comme une analyse
complémentaire de celle donnée dans le chapitre 2, ou les réponses impulsionnelles sous-
modélisées de la salle de transmission sont considérées et non celles de la salle de

réception.
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3.3. Nouvelle analyse de la performance des algorithmes LMS stéréophoniques sous

modélisés

Dans cette analyse, nous supposons que les réponses impulsionnelles dans la salle
de réception, entre les deux haut-parleurs et les microphones, peuvent étre réécrites comme
suit [40], [51]:

et =fh; BT (3.10)
¢ =h; m, (3.11)
avec
L o M W e ol
R S L L [ o
xim=[x"1m X2m[ (3.12)
X2 =x"2m X2 (3.13)
X0 =[xy (n), Xy (0-1), - xg(n-c+ D]
XY ) =[x, (n—1), x; (n-L=1), - % (n—n+D)]"
XY () =[x, (), X, (0-1), - %y (n—L+D)]"
X2 (n) =[x, (n—1), X, (n—L=1), - ,x,(n—n+D)]

Les vecteurs d'erreur entre les coefficients des filtres modélisés et les coefficients
des réponses impulsionnelles dans la salle de réception sont définis comme suit [40], [51]:

Z,(n)=h{"(n)-h;(n) (3.14)

Z,(n)=h?(n)-n3(n) (3.15)

Le signal de sortie désiré (la sortie du microphone dans la salle de réception) est le suivant:
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y(n)= (X2 () neEm) + (X2 () hiEm) (3.16)

Le signal de sortie estimé par les filtres adaptatifs est donné par :

F(n)=(xyL@) Ry ()« (X2 () RY2 () (3.17)

Ryt o [Rys Ryt Ryt ] Tet R =[R2 R B2 )T

Le signal d'erreur a l'instant n entre la sortie du microphone dans la salle de réception, y(n)

et son estimation y(n) est:

e(n) = y(n)-¥(n) (3.18)

En remplacant (3.16) et (3.17) dans (3.18), l'erreur pour les deux canaux, peut é&tre

exprimée comme suit:
ea(n)=(X"(n)) " A} - (x"*(0))" Z,(m) +&:(n) (3.19)

e,(n)=(X"2(n)) 73 - (x*2(n))" Z,(n) +&,(n) (3.20)

ou &,(n) et &,(n) sont des séquences de bruit de fond & moyenne nulle, stationnaires et

indépendantes qui ne sont pas corrélées avec aucun autre signal. La combinaison des deux

derniéres équations (3.19) et (3.20) donne l'erreur finale de filtrage (voir Figure.3.1).
e(n)=e,(n)+e,(n) (3.21)

En remplacant e;(n) et e,(n) par leurs valeurs, cette erreur peut étre donnée par :

e(n) = (X*1(n) " h; +(X2(n)" B —(x1(n))" Z,(n)-(x"2())" Z,(0) + £()  (3.22)
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ou &(n)=&,(n)+&,(n).

3.4.Nouvelles formules de mise & jour des filtres adaptatifs LMS stéréophoniques

Dans l'application classique de I’ASEA illustree par la figure 3.1, nous avons utilisé
deux filtres adaptatifs basés sur des algorithmes LMS hy*(n)et hy?(n) pour les deux

canaux. Les coefficients de ces deux algorithmes adaptatifs LMS s’incrémentent selon la

formule récursive suivante:

hY(n+1) =hY(n)+py e(n) X*4(n) (3.23)
h/2(n+2)=h{?(n)+1, e(n) X"(n) (3.24)

avec M1, Mo sont les pas des filtres adaptatifs et e(n) est I'erreur du filtrage. Nous rappelons

que X“'(n) , X¥%(n) sont les deux signaux d'entrée des deux algorithmes de filtrage

adaptatifs h)*(n)eth/?(n) , respectivement. Dans la section suivante, nous allons fournir

une étude théorique de I’évolution des vecteurs d'erreur dans les temps et de leur

convergence moyenne, pour I’algorithme LMS stéréophonique sous-modélisé.

3.5. Mise a jour des vecteurs d'erreur des coefficients des filtres adaptatifs LMS

stéréophoniques sous-modélisés

Nous définissons les vecteurs d'erreur entre les coefficients des filtres modélisés et
les coefficients des réponses impulsionnelles dans la salle de réception a l'instant (n +1)

comme suit:

Z,(n+1)=h}(n+1)-h; (n+1) (3.25)
Z,(n+1)=h}2(n+1)-h}(n+1) (3.26)

Etant donné que les coefficients réels des filtres h;(n+1) et hy(n+1) ont des valeurs

constantes, c.-a-d :

hy(n+2)=hy(n)=h, (3.27)
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h,(n+1)=h3(n)=h} (3.28)

et par l'introduction de (3.25) et (3.27) dans (3.23), la mise a jour du vecteur des

coefficients d’erreur LMS Z,(n+1) est donné par la nouvelle formule récursive suivante :

*

Z,(0+1)=hY(n) 1, e(0)X ()]
_ [. uy le(n)(xv1(n))T}zl(n)wl[(iﬂ(n))T H*}x"l(n) (3.29)
e (RO 7 X 0)-10) X2 0) (X2 0)) Z5(0) +10 8 ()X (0)

De facon similaire, en substituant (3.26) et (3.28) dans (3.24), la mise a jour du

vecteur Z,(n+1), est la suivante :

Z,(n+1)=hy?(n)+p, e(n)X"*(n)-

= 1-1p X2 (0) (X2 (n)

]
=
N
N
—_
>
~—
+
=
N
—
X|
<
N
—_
>
S~
~
]
=
*
| E—
X
<
N
—_
>
~
~
w
w
(=)
N—r

Dans la section suivante, nous tirerons les nouvelles formules récursives

déterministes pour le poids moyen des coefficients LMS adaptatifs stéréophoniques.

3.6. Convergence moyenne des coefficients des filtres adaptatifs LMS stéréophonigue

sous-modélisés.

Dans ce qui suit, on va décrire le comportement moyen des vecteurs d’erreur des
coefficients des deux filtres adaptatifs LMS sous-modélisés. En prenant I’espérance des
deux membres de (3.29) et (3.30), et en utilisant I'nypothese d'indépendance entre les

signaux d’entrée (X' (n), Xy ?(n)) et les réponses impulsionnelles (des filtres adaptatifs et

du systeme), il vient [40], [51]:

el 24(n+0) = f [1 - x b )] [z} e (R0 B i)

][R0 5 x)] -w [ x0) (<20) J2ao) (430
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e( Z3ln+1) = ][ 1= 2020 2o 10| (200 B 2]

z
n (] B 2o -] 2o oo [z, &%

Apres quelques manipulations, on retrouve les expressions suivantes :

E{Z, (n+1)} = (1-py Ry (M)E{Z, (n)}+ 1y by (n) +¢, (M) ]y Ryy (ME{Z, (n)} (3.33)

E{Z,(n+1)f = (1-1, Ry (M)EZ, (n)}+ 1,0, (n) +c, (n)]-1, R, (ME{Z,(n)} (3.34)
Ou
R, (n) = E{X"l(n)(x"l(n))T} et R,(n)= E{X"Z(n)(x"z(n))T} sont les matrices d'auto-
corrélation des deux signaux sources dans la salle de transmission, respectivement,
T T
Ry, (n) = E{x”(n)(x“(n)) }et R, (n) = E{X"Z(n)(x"l(n)) } sont les matrices d'inter-

corrélation des deux signaux sources dans la salle de réception, respectivement,

et
bl:[blllblZl lblL]T; bzz[bzllbzzl :sz]T,
Ci=[cy.cp e ]y Co=[ca,Cp, :CzL]T,
dont les i*™* composants sont donnés (pour le cas stationnaire), respectivement par :
N N
by = 3 (0B (- 1) xy (-4 D)} = S0 10 G-i) (3.35)
=L+ j=L+1
N N
b= 3 (012)Exo(n- i+ ) xo(-i+2) = > (12) 1500G-i) (3.36)
j=L+1 j=L+1
N N
e = 3 (017) Efo (- i) xy =i+ D)} = D01 1000 G-1) (3.37)
j=L+1 j=L+1
N N
coi= YY) Ex -+ )3 (-i+ D)= S (01) 1o G-1) (3.38)
j=L+1 j=L+1

Lorsque, L=N (modélisation compléete), on a byi=hyi=ci1i=C2=0. Rappelons que

Mmax < tr(R1(N)) €t Aoray < tr(R,(N)) ,0U A, €t A sont les valeurs propres maximales

‘Tmax 2max
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de R;(n) et R,(n), respectivement, et tr(.) est l'opérateur de trace. A partir de (3.33) et

(3.34), les algorithmes LMS stéréophoniques sous-modélisés convergent en moyenne si les
pas d’apprentissage satisfassent les conditions suivantes :

o< < 2

et O0<p,<

'Imax 2max

(3.39)

Ces conditions de stabilité sont similaires a celles de I'algorithme LMS pour le cas L = N.

3.7. Formules de I'état d'équilibre des coefficients de I’algorithme LMS adaptatif

stéréophonique sous-modélisé

Nous nous intéressons maintenant au comportement des vecteurs d’erreur des
coefficients des deux filtres adaptatifs LMS sous-modélisés dans le régime permanent.

Lorsque n tend vers I’infini, les solutions de I'état d'équilibre de (3.33) et (3.34) sont
données, respectivement, par [40], [51] :

E{Zl(oo)} = (' —Hy Rl(n)) E {Zl(w)} Ty [bl(n) + Cl(n)] —mRE {Zz(w)} (3.40)

EZy{o0) =1 ~11, Ry (M) E{Z{o0)}+ 11 [bo() + ()] -1, Ry, E{Z (o)} (3.42)

En résolvant, ce systéme a deux inconnues E{Z,(«)} et E{Z,(x)}, et aprés les

manipulations nécessaires, la solution finale de ( 3.40) et (3.41) a I’état permanent sont,

respectivement, données par :

-1
{E{zl(oo)}= [Rl(m R (MRGM) R21(n)} lo,(m) + () - Ry MRG b, +c,m)]  (3.42)

-1
{E{zz(oo)}{Rz(n)+R21(n>R;1<n> Rlzm)} b, M+ oM - RoumREMb M+, )] (343)

A partir des deux formules de (3.14) et (3.42), puis de (3.15) et (3.43), on obtient
les vecteurs des coefficients moyens a I'équilibre des filtres adaptatifs LMS

stéréophoniques h'*(n)eth/?(n) respectivement, comme suit :
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Efyt(eo)f=h; +wy(n) (3.44)

EfY2()j=h} + v, () (3.45)
ou

-1
wl(n)=[R1(n)+Rlz(n)Rzl(n)Rm(n)} lou(m) +c.m) - R (MRGMb, (M +c,m)]  (3.46)
-1
wz(n)=[Rz(nwRﬂ(n)R;l(n)Rlz(n)} [o,() + co(M) - Ry MREMb M +em)] (347

Les équations (3.44) et (3.45) indiquent que, les signaux d'entrée corrélés Xx''(n) et
X"2(n) , introduisent des biais de coefficients non nuls, pour I’état d'équilibre, quantifiés

par y,(n) et y,(n) donnés par (3.46) et (3.47), respectivement. Ces deux biais dépendent

des points suivants [40], [51]:
- Degré de la sous-modélisation de I’ASEA des filtres sous-modélisés, influencés par

L comparé a N.
- Valeurs des coefficients hy, et ..
- Les statistiques du signal d'entrée.
Lorsque les signaux d'entrée  X“*(n) et X"2(n) sont blancs, b1(n)= bx(n)= c1(n)= c2(n)= On.-

L-1, d’ou les deux parametres . (n) et y,(n) , donnés par (3.46) et (3.47), respectivement,

sont nuls et
E{H Kl(oo)}Blanc = hI (348)

EfY2(0)fgane = (3.49)

Les équations (3.48) et (3.49) prouvent que, pour les signaux d'entrée non corrélées

X¥'(n) et Xx“%(n), les filtres adaptatifs LMS stéréophoniques sous- modélisés
h*(n)eth/?(n) convergent en moyenne vers les premiers coefficients des réponses
impulsionnelles du systéme inconnu h; et h; respectivement .

Il convient de mentionner que le phénomene de biais dans I’algorithme LMS
stéreophonique sous-modélisé, lorsque l'entrée est corrélée apparait également dans
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l'algorithme LMS hiérarchique [43], qui a été montré converger vers une solution biaisée
pour les signaux d’entrée corrélés et, dans certaines circonstances, pour les entrées
blanches [44], [45] et [4]. Toutes ces expressions théoriques seront approuvées, dans la

section suivante, par des simulations.

3.8. Les résultats expérimentaux

Des exemples de simulation sont présentés ici afin de vérifier les résultats
théoriques moyens dérivés dans le présent chapitre.
Les expériences sont réalisées dans une configuration de systeme d'identification. Un bruit
blanc gaussien de moyenne nulle est ajouté au signal désiré y(n). Les coefficients du filtre
adaptatif ont été initialisés avec des zéros. Les résultats de simulation de Monte Carlo sont
obtenus en faisant la moyenne de plus de 1000 essais indépendants.

3.8.1 Entrée gaussienne fortement corrélée

Dans cette expérience, le systéme inconnu est un filtre a réponse impulsionnelle
finie (FIR) de 20 coefficients, c-a-d , N = 20, avec,

h‘,(ll = [ 0.01, 0.02,-0.04,-0.08,0.15,0.45,0.15,-0.6, 0.6,0.45,-0.3,0.15, - 0.08, - 0.04, 0.02, 0.01, 0.5,0.3,-0.2,0.2 ] T

h‘,(,z :[ 0.02 -0.03 045-0.81,-0.61-0.30, 0.72,—0.81—0.350.47,—0.7,—0.45,—0.31—0.250.4,—0.32,—0.2],0.180.15—0.001] T

Ces deux filtres hi et hyZ sont représentés par les figure 3.2 et figure 3.3, respectivement.

Dans le modele choisi pour la simulation, les systémes inconnus et les filtres

adaptatifs FIR sont excités tous deux avec un signal corrélé généré par :

X"4(n)=0.9 X*(n-1)+&, (n) (3.50)

X'2(n)=0.9 X"?(n-1)+§&,(n) (3.51)

Ou g, (n)et g,(n) sont des séquences gaussiennes non corrélées de moyenne nulle et de
variance unité. Nous sélectionnons L = 15, ¢(n)=E(¢?)=0.00015, et utilisons des petits

pas p, =p, =0.0004 et d’autres plus grandes p, =p, =0.001.
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La grande valeur du pas est proche de la valeur maximale qui assure la convergence

de l'algorithme. On note que ces signaux d’entrée corrélés utilisent 1000 itérations pour
tester le systéeme de la figure 3.1.
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Figure 3.2 : La réponse impulsionelle h'* dans la salle de réception.
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Figure 3.3 : La réponse impulsionelle h}? dans la salle de réception.
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Les figure 3.4 et figure 3.5 illustrent le comportement moyen du sixiéme et
huitieme coefficient d’erreur obtenu a partir de simulations et déterminé a partir des
expressions théoriques dans (3.33) et (3.34), respectivement. Les résultats obtenus

confirment la précision de nos analyses.

Nous avons egalement observé que la caractéristique de la vitesse de convergence
des deux filtres adaptatifs est inversement proportionnelle aux valeurs des pas, c'est a dire
quand les valeurs des pas de p; et p, sont petites, les vitesses de convergence des vecteurs
des coefficients d'erreur vers zéro (les sixiemes et les huitiemes) sont lentes et,
contrairement lorsque les valeurs des pas sont grandes (proches de celles qui assurent la

convergence de l'algorithme), la vitesse de convergence vers zéros est rapide.

Les figure.3.6 et figure.3.7 montrent le comportement moyen des sixieme et

huitieme coefficients d’erreurs obtenus a partir des simulations et déterminés a partir des

expressions théoriques dans (3.33) (pour le filtre adaptatif hy*(n) ) et (3.34) (pour le filtre

adaptatifﬁtz(n)), respectivement. La seule différence entre cette expérience et la

précédente est la longueur de sous-modelisation du filtre adaptatif qui est prise égale a
L=10. Nous avons bien mené cette expérience avec les mémes valeurs des pas
d’adaptation que dans l'expérience précédente. Cette expérience confirme également notre
analyse méme lorsque la longueur sous-déterminée des filtres adaptatifs (L = 10) est trés
petite par rapport a la longueur exacte de la modélisation.

Nous notons que la vitesse de convergence des deux coefficients, dans ce cas, est
lente d'aprés la premiere expérience lorsque la longueur L des filtres adaptatifs est proche
de la longueur réelle (N).

En autre temps, cette simulation a prouvé la validité de l'analyse, que les résultats
théoriques ont été présentés pour prédire avec précision le comportement réel de
I’algorithme LMS stéréophonique sous-modélisé, pendant le régime transitoire et les

phases de I'équilibre.
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Figure 3.4 : La comparaison des courbes théoriques et de simulation du comportement
moyen du sixiéme et huitieme coefficient d’erreur de I'algorithme LMS adaptatif sous-

modelisé ﬁ[l(n) pour une donnée d’entrée gaussienne corrélée, et N = 20, L = 15; SNR
d’entrée = 40 dB
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Figure 3.5: La comparaison des courbes théoriques et de simulation du comportement
moyen du sixiéme et huitieme coefficient d’erreur de I'algorithme LMS adaptatif sous-

modélise ﬁ[z(n) . Signal d’entrée : bruit gaussien correle, et N = 20, L = 15; le SNR
d’entrée = 40 dB.



58

Théorie

Simulation

E{Z6(n)} E{Z8(n)}

_{]_ErrE éﬂ[n}} |
0 EGGU 10000 15000
Echantillons

Figure 3.6: La comparaison des courbes théoriques et de simulation du comportement
moyen du sixiéme et huitieme coefficient d’erreur de I'algorithme LMS adaptatif sous-

modélisé h*(n) pour une donnée d’entrée gaussienne corrélée, et N = 20, L = 10; SNR
d’entrée = 40 dB.
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Figure 3.7 : La comparaison des courbes théoriques et de simulation du comportement
moyen du sixiéme et huitieme coefficient d’erreur de I'algorithme LMS adaptatif sous-

modelisé ﬁ[z(n) pour une donnée d’entrée gaussienne corrélée, et N = 20, L = 10; SNR
d’entrée = 40 dB
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3.8.2 Simulation avec un signal d'entrée gaussien blanc

Dans cette expérience, nous avons utilisé un modéle similaire a celui décrit
précédemment (cas d'entrée fortement corrélée), sauf que le systeme inconnu et les deux

filtres adaptatifs sont excités par un signal de moyenne nulle, gaussien et blanc x (n), de
variance égale & I’unité. Nous avons choisi L = 15 pour les deux filtres adaptatifs h/*(n) et
ﬁ[z(n), et des pas d’adaptation proches des valeurs maximales (ju= p2 = 0,005), et des

petits pas (u1 =p2 = 0,0005).

Les figure.3.8 et figure.3.9 montrent le comportement moyen du sixieme et
huitieme coefficient d’erreurs obtenus a partir des simulations et des expressions

théoriques dans (3.33) et (3.34), respectivement.
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Figure 3.8 : La comparaison des courbes théoriques et de simulation du comportement
moyen du sixiéme et huitieme coefficient d’erreur de I’ algorithme LMS adaptatif sous-

modélisé h}*(n) pour une donnée d'entrée gaussienne blanche, et N = 20, L = 15; SNR

d’entrée = 40 dB.
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Figure 3.9 : La comparaison des courbes théoriques et de simulation du comportement
moyen du sixiéme et huitieme coefficient d erreur de I’ algorithme LMS adaptatif sous-

modelisé ﬁ[z(n) pour une donnée d'entrée gaussienne blanche, et N = 20, L = 15; SNR

d’entrée = 40 dB.

Nous avons noté une bonne concordance entre les valeurs théoriques et de
simulation. Nous avons également noté que la vitesse de convergence vers les coefficients
réels pour les deux filtres adaptatifs, dans le cas d'entrées gaussiennes blanches, c'est
beaucoup plus rapide que dans le cas de données d'entrée gaussiennes corrélées. De toute
évidence, la convergence théorique ,en utilisant des petits ou grands pas , présente un
parfait accord avec le résultat de simulation et permet une prédiction précise du
comportement de I'algorithme pendant les phases transitoires d'adaptation.

3.8.3. Entrée gaussienne faiblement corrélée

Cette expérience peut étre classée entre les deux expériences citées ci-dessus. Pour

cette raison, nous avons utilisé des entrées gaussiennes faiblement corrélées x"'(n) et

X"Y2(n) comme suit,
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X'H(n)=0.1 X" (n-1)+&; (n) (3.52)

X¥2(n)=0.1X"2(n-1)+&,(n) (3.53)

Ces deux signaux d'entrée sont convolués avec la réponse impulsionnelle d'une

salle réelle tronquée a 512 points (voir figure.3.10), c.-a-d N = 512. La longueur de sous-
modélisation des filtres adaptatifs ﬁ[l(n)etﬁﬁz(n) est choisie égale a Ly=L, = 320, et la
variance du bruit additif & I'entrée est choisie &(n)=E(£?)=0.000015. Nous avons

sélectionné des pas de grandes valeurs p;= p, = 0,001 proches des valeurs maximales,
celles de la moyenne sont p;= p, = 0,0005 et les petits = pp = 0,0001.Les grandes
valeurs des pas sont proches des valeurs maximales qui assurent la convergence des
algorithmes LMS d’un AEAS. Dans cette expérience, nous avons utilisé le critere du

systeme Mismatch pour comparer la théorie et les résultats obtenus par des simulations.

Nous avons défini ce critére pour les deux filtres adaptatifs h\*(n)eth/?(n) comme suit :

System Mismatch =10 * log 10

e 2] (3.54)

Théoriquement, le critére du systeme Mismatch (systeme d'incompatibilité) est

défini par :

e )"

System Mismatch =10 * log 10| ~——_ | i {1,2} (3.55)

hyio)

Les résultats de simulation obtenus pour I'évolution du systeme Mismatch des deux

filtres adaptatifs h)*(n)et ﬁ[z(n), Calculée par (3.54), sont rapportés sur les figure 3.11 et
3.12, respectivement. Nous avons tracé sur ces deux figures leur Systeme Mismatch
correspondants de (3.55), obtenu théoriquement par les équations (3.33) et (3.34),
respectivement. Nous avons clairement indiqué que, pour de longues filtres adaptatifs, il ya
concordance parfaite entre la théorie et les résultats des simulations pour des petits pas
(dans le cas ou = py = 0,0001 pour les deux figures), alors que pour un pas important

(dans les deux autres cas des valeurs de p; et uy), la courbe théorique est légérement moins

précise pour prédire les comportements des deux filtres adaptatifs ﬁ[l(n)et ﬁ[z(n) pendant

les étapes transitoires de I'adaptation.
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Figure 3.10: Réponse impulsionnelle d'une salle réelle de 5000 points.
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Figure 3. 11 : La comparaison des courbes théoriques et de simulation du comportement

moyen du sixiéme et huitieme coefficient d erreur de I’ algorithme LMS adaptatif sous-
modélisé h'*(n) pour une donnée d'entrée gaussienne blanche, , et N = 512, L = 320; SNR

d’entrée = 60dB.
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Figure 3.12 :La comparaison des courbes théoriques et de simulation du comportement
moyen du sixiéme et huitieme coefficient d erreur de I’ algorithme LMS adaptatif sous-
modélise ﬁ[z(n) pour une donnee d'entrée gaussienne blanche, , et N = 512, L = 320; SNR

d’entrée = 60dB.

3.9. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons dérivé un modele analytique pour prédire et analyser
le comportement stochastique de I’algorithme LMS (Least Mean Square) stéréophonique,
lorsque les filtres adaptatifs sont sous-modélisés. Grace a notre étude, et en utilisant
I'nypothése d'indépendance, nous avons fourni, des expressions théoriques exactes, des
équations récursives pour l'erreur de filtrage et les vecteurs moyens du coefficient erreur au

cours des phases transitoire et stable.

Les expressions analytiques montrent que les algorithmes stéréophoniques LMS
sous-modelisés avec des entrées corrélées ont un comportement de convergence qui est
sensiblement différent de celui de la modélisation stéréophonique exacte des filtres
adaptatifs LMS.

Les résultats de simulations de Monte Carlo ont été présentés et ont confirmé la
précision de performance de notre analyse de I’ASEA. Les résultats Monte Carlo obtenus

sont en excellent accord avec les prédictions théoriques fournis.
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CHAPITRE 4
CONVERGENCE QUADRATIQUE MOYENNE DES COEFFICIENTS DES
FILTRES ADAPTATIFS LMS STEREOPHONIQUE SOUS-MODELISES

4.1. Introduction

Apreés avoir décrit le comportement moyen des vecteurs d’erreur des coefficients
des deux filtres adaptatifs LMS sous-modélisés, dans le chapitre précédent, on s’intéresse
dans ce chapitre a leur comportement en analysant le critére de I’erreur quadratique

moyenne en sous-modélisation.

4.2. Analyse de I’Erreur Quadratique Moyenne (EQM) du LMS stéréo sous-modélisé

Dans cette section, nous allons présenter une analyse de I’algorithme LMS stéréo
lorsque les deux filtre adaptatifs sont sous modélisés. Le critére d’analyse est I’erreur
quadratique moyenne. De I’équation (3.22) du chapitre précédent, l'erreur globale du
filtrage adaptatif pour les deux canaux, est donnée par I’expression suivante [40], [51]:

e(n)= (X¥1(n)" Ay + (X2 (0)" 73 - (X (0)" z,()- (X2 () z,(0) + &) (4D)

ou; &n)=¢&(n)+&,(n) avec g&(n)et &,(n) sont des séquences de bruit de moyenne nulle,

stationnaires, indépendantes et non corrélées.

La mise a jour des vecteurs des coefficients d’erreur LMS Z,(n+1) et Z,(n+1)sont

donnés respectivement par les formules récursives (3.29) et (3.30) du chapitre 3, ces

relations sont rappelées comme suit :

z,(n+1)=h{*(n)+nye(n)X**(n)-h;
{. . XVl(n)(X“(n))T]Zl(n)Jr u1[(iv1(n))T ﬁ;]xvl(n) (4.2)
b (72 0)) R |- | X2 )2 @) |2o(0) 40y £ (0)X0)
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251+ )= RL*(0)+ g e0)X 2 (1)~
[ x @O 20+ e (K20 7 [x20)
e RO B [x20)- s X 2@ KO [200) + 1, £ 0)x 2 (0)

(4.3)

De I’équation (4.1), I’erreur quadratique moyenne <(n) pour les deux filtres

adaptatifs LMS sous-modélisés peut étre définie comme suit[40], [51] :

e(n)= E{ez(n)}: Efe(n)e(n) " }
[ G e)" R+ (@) B -] 22(m)-(x2@)" Zo(n) + o))« o

(o)« (<e2(0)" ;-0 2400)- o)) o60) + &)

Le développement de cette équation nous permet d’écrire e(n) sous la forme

suivante :
e (1)=Ele’(m)}=e; (W) < (0} < (0) (4.5)

L’expression mathématique du critere de ’lEQM est obtenue en tenant compte de
I’hypothese d’indépendance entre les signaux d’entrée et les réponses impulsionnelles. Les
expressions des EQM partielles de I’équation (4.5) sont données par les formules

suivantes :
e, ()= +(7)" R, () B — 267 (M E(Z, (n)}-+ (R, (MERZ, (0)Z,(n) ) (4.6)
&, ()=c2 +(73) R, () B; - 20] ME(Z, ()} + tR, (ME(Z, () Z, (n) ) 4.7)

)=d? +2R)" Ry ~2fR; | R (MEIZ, ()} ~2EZ, () R0 + R (Z M Z) ) (4.8)

Ou; tr(.) désigne l'opérateur de trace d’une matrice et ;

R, () = E{xvl(n)(xvl(n))T} R, (n) = E{va(n)(va(n))T} R, ()= E{XVZ(n)(XVZ(n))T}
R =ER R} Rem =X 00 |
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sont les matrices d'auto-corrélation des deux signaux sources dans la salle de réception,

respectivement,
=) | =) | -Rao) - foferl

— — T . . , . .
-Ry(n) = E{x”(n)(xvz(n)) } sont les matrices d'inter-corrélation des deux signaux sources

dans la salle de réception, respectivement,

et,
con=EE20)), < =EEM)] <D -2Ek k()
et;
by=[byy.byp, by 5 by=[op by, by I
Cq =[Cll’012’ ,ClL]T; C, =[CZI’022’ ,CZL]T’
dont les i*™* composantes sont données, respectivement par les équations (3.35), (3.36),

(3.37), (3.38) du chapitre 3. Dans ce cas de figure, et si M=N, on a bien b;j=h,i=C1i=C,=0.

4.3. Convergence en erreur quadratique moyenne des coefficients des filtres adaptatifs

LMS stéréophonique sous-modélisés

Pour analyser le comportement quadratique moyen des vecteurs d’erreur des
coefficients des deux filtres adaptatifs LMS sous-modelisés, il est nécessaire d’exprimer
les termes E{Zl(n)(Zl(n))T}, E{zz(n)(zz(n))T} et E{zl(n)(zz(n))T} qui apparaissent dans (4.6),
(4.7) et (4.8), respectivement. On remarque que les expressions récursives de (4.2) et (4.3),
nous permettent de simplifier ces quantités récursivement. On a besoin aussi des deux

termes E{z,(n)} et E{z,(n)} . Ces deux derniers peuvent étre détermines en utilisant les

formules récursives (3.33) et (3.34) respectivement du chapitre précédent.

En prenant I’espérance des deux membres de (4.2) et en utilisant I'nypothese
d'indépendance, il vient :

E{z (h+1)z n+1))T}
e (1w X )X ) |Z0) ] R [ x720)+ ) (7200 F; | x0)

“] X0) (2] | 2o(0) + 1 g O)X ) < (1= X @) |24 0) 4] R0 R [x70)
] (R3O B 30) - ] x720) (20 |20 s 0)x0)7 )

(4.9)
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EUZ, (0)- 1, X ()X ()] Z, () + (X (n th )+ | (X2 ()] 717 X (n)
—ul[x (nx2<n)T]zz )+ ) ) x (2, (1) i X)X )] 2, ()4 [K ) B X (n)
w2 ) W X () [ X 0) (2 (0)) |2, () s 2 ()X )T )

Apres développement (voir appendice A) et réarrangement de cette expression, on

obtient la relation finale du terme E{zl(n)(zl(n))T} . Il est donné par la relation suivante :

EZy (n+ 20 2, (n+ )T = EXZ, (n) 2, (0))T |- 2u,R,E{Z4(n) Z, (0) J+ myEL Z, ()b, )T+ E{Z, (n)icy)T
~ R REZ((Z, ()T |+ 1R (RIE|Z, (M) 2, ()T ) - n2R.E{Z4 () Jbu)T ~W2R,E(Zu (e,
R (R 4E{Zy (0N Z, ()T ) + b, EZ, (1) = 2Ry, E{ 2, (0) 142D (b,)T + 2cy(cy )T
~ 2R, E{ Z, (M) |+ meiE{Z, ()T - 2R, E{ 2, () }+ucl<bl>T+ub<cl> ~WR,GE( Z,(n)T]
~ WRLE(Z, )z, () }metr(R ElZ, (0 Z,(0)7 ) 12RE(Z, ()b, )T —1°RyuE{Z,(0) fe,)"
R (RE|Z, () Z, ()T ) +12ehR,

(4.10)

Si on procede de la méme facon pour développer I’expression finale du terme
E{Zz(n)(ZZ(n))T} intervenant dans I’équation (4.3), aprés développement, on obtient la

relation récursive suivante :

E{zz(n+1)(zz(n+1))T}:

-k X 200 2o+ (R B ()] (R0 [x2(0)-1f 32 ) 2,0
+ 12&(n)X"*(n)

[t X )20 [Zaln) 1 (200 B [x200) ] (R i 20)- X260 2300

+ 128(n)X"%(n)

En développant d’avantage cette derniere relation, on obtient ce qui suit :
ElZ,(n+1)Z,(n+1)" |=

- X2 )00 (2o (72O B 2 0) g (R0 B 3200

“az] X)) |Z40) + 12 80)X2(0)

=k X)) 250+ (2O B [x20)+ g (R0 7 x72(0)

“iz] X)) |Z40) + 2 80)X2(0)

Et la relation récursive finale du terme E{zz(n)(zz(n))T} qu’on obtient est donnée par :
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ElZ,(n+1)Z, (n+1)) |=

20 [220) + 1z )X ) (2o (0)- 1, X220 2,(0) | (4.22)

+ 1, ()X 2(n))"

Un développement plus poussé de I’équation (4.11)(voir appendice A) a permis
d’aboutir a I’expression récurrente finale du terme E{zz(n+1)(zz(n+1))T } Cette quantité est

finalement quantifiée par la relation suivante :

EfZ, (n+ 12, (n+2)" |=ElZ, (02, () |- 2R E{Z, () Z, (M) J+ 1 EZo ()b, +14,E(Z, (M)c,)"
~1aREZ (N Zy () [+ 13RI RLEZ, (M) Z, (1)) )~ 13REZ, (b, T - 1ER,EZ, (o)
2R (RLEZ, (1) Zy ()T )+ 110,62, (1) = 12RbE{ Z, ()T [+ b, (b,)T

1130, (0 )7~ 12Ry,E{ Zy (M) 1 10, E{Zo ()T |- 2R C,E] (2, (M) [+ (b, + ke, e, )
RG] (Zy ()T - 1R E{Z, (M) Zo () |+ 12Rostr(RAE{ 2, (0 Z, (1)) )~ 12RsE{ Z, (W), )T

ZRLE(Z(0) Joo )T + 2Rt (RE|Zy (M) Zy (M) ) + 2R,
(4.12)

D’un autre coté, le développement du terme E{zl(n+1)(zz(n+1))T} a permis d’aboutir

a son expression finale suivante :

EZ, (n+12)Z,(n+1)" |-
@30 X)) Z4(0) | (RG] [x72(0) | (K720 B [7(0)
-] X (0) 2o

(4.13)
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La manipulation de I’équation (4.13) (voir appendice A) permet de simplifier

d’avantage cette expression. Ce développement mene a I’expression suivante :

el 2o+ )"} E{ 23022 0) | |- RoEZOZ,0)] o s Za e+ o 2, e

1 RE (N Zi0) ) - RE{ Zi0IZal0) | |+ iR (R 2 ()2 )] -y REZ )2

i REZe, )+ R (RE N Z40) D+ i [Zo(0) T | o RoBE(Z () f gy o'
gy (62)" R 20 ) o apa{(Z200) TR EZo ) b o)+ )]
iRy 20 atoRE] 20 Zol0) |+ R RAE(Z, ()20 - aasoRiE{Z,(0) oo

- M1H2R12E{ Zz(”) }(Cz )T + H1H2R12”(R12E{Zz(n)( Zl(n) )T }) + Hl“ZSgi)n Ry,

(4.14)

Dans cette formulation de la sous modélisation des deux filtres adaptatifs LMS, et

lorsque L<N, nous avons noté les remarques suivantes:

1- La convergence de I’EQM de I’algorithme LMS sous modélisé a deux canaux, pour
un signal d’entrée Gaussien corrélé, peut étre entierement décrite par les équations
(4.5)-(4.8) (3.33), (3.34), (4.10) ,(4.12) et (4.14).

2- Les équations ci-dessus quantifient I’influence du degré de la sous modélisation
sur I’évolution de I’algorithme LMS.

3- Le comportement quadratique moyen des vecteurs d’erreur des coefficients des
deux filtres adaptatifs LMS sous-modélisés est différent de celui des filtres LMS

adaptatifs en modélisation exacte et on peut constater que:

- L’EQM dépend des expressions de E{z,(n)z,(n)" }, EZ,(n\Z,(0) "}, EZ,(n)Z, ()|
, E{Zi(n)}, E{Z,(n)}.

- Les équations (4.10),(4.12) et (4.14) montrent queE(z, (n)z,(n)}, EfZ,()Z,()"}

et E{zl(n)(zz(n))T} dépendent de E{z,(n)}, E{Z,(n)}.

Nous pouvons dire aussi que ces termes agissent sur le comportement des vecteurs
d’erreur des coefficients des deux filtres adaptatifs LMS sous-modélisés dans le régime

permanent et transitoire.
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4.4. Convergence en erreur quadratigue moyenne des coefficients des filtres adaptatifs

LMS stéréophonique sous-modélisés pour des signaux d’entrée blancs.

Dans le cas ou les signaux d’entrée sont blancs les coefficients b, by, C1i et ¢y
s’annulent. Donc les équations récursives (4.10),(4.12) et  (4.14) deviennent

respectivement :

E{ZI (n+1)Z,(n+2))" }White = E{ZI (nfzy(n)" }White 207 Eizl (N)Z,(n))" }White - “16%1E{Zl (NZ,(n))" }white
+ Hf Gf tr(E{Zl (n)(Zl (n )) T }White)l + Hf Gf GglE{Zl (n)(ZZ (n)) T }white - chfz E{Zz (n)(zl(n )) T }White

12
+ chfchtr(E{ZZ (n)(Zl(n))T }White)l + chfzcgltr(E{ZZ (n)(ZZ(n))T }white)l + chf"hlu I +plemnor]

(4.15)
EZo(1+0Zo(142) e = EZ2NNZo(0) fue — 20203250 Zo1) e
- HchzE{Zz(n)(Zl(n))T }white + chgtr(E{Zz (n)z, (n))T }White)l + chgclzzE{Zz (n)(Zl(n))T }White
OB E N Zo ) i + WO ORTELZANZA ) )1+ 30 1+ o w16

EZ, (04 (2, (0+ 1) he = EZAMNZ(0) e — 1202 2o (0N Zo(0) e — 120 %EZ (V21 (0) huie
1,0 2E Zo () Zo (1) e + a0 202 E Zo (M) Z (M) o)) + 1y pt50205tr (E{Zy (M Z4 () o)1
- Hluzﬁsz{Zz(n)(Zz(n))T }Nhite + H1H251225§tr(E{22(n)(22(n))T nite) | + P—l“ZGthr(E{ZZ(n)(Zl(n )’ }White)l
(h;) (3)"

2 2 2
+ 41,0120 I+ 1y 1€ min O, |

(4.17)
Ou les termes supplémentaires intervenants dans ces derniéres équations sont donnés

comme suit :
o = E{(X"l(n))z } —R,(n), o= E{(X"Z(n))z} “R,(n), o= E{XVl(n)(XVZ(n))T } =Ry, (n)
et oh=E[X" )X |-Rp(m

En remplacgant les expressions des deux matrices R,(n) et rR,(n) dans la relation (4.6) on

obtient :

&1 (Ve =<l + 015 + oZrlElz, (N2 () o) (4.18)
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On procede de la méme fagon pour les autres matrices et les equations (4.7) et (4.8)
deviennent respectivement :

2 (e =<2 + o3[13]* + 2ElZ (NZo (1) o) (4.19)

;)R
~20, [z, 7+ 20ttlElZ (N Zo0)] )

] (EI )T EAZ,(0)}ynie

=] (n)whlte —G( ) +2022 —20%

(4.20)

Finalement, I’erreur quadratique moyenne totale des deux canaux transportant des
signaux blancs est donnée par :

e (Munie =Ele* (V) =21 (n),,, + = (), +e3 ()., (4.21)

4.5. Stabilité de I’erreur guadratique moyenne de I’algorithme LMS adaptatif

stéréophonique sous-modélisé.

Nous cherchons a trouver une condition suffisante pour que les coefficients de
I’algorithme LMS adaptatif stéréophonique sous-modélisé convergent au sens de I’erreur
quadratique moyenne. On considére que les matrices définies précédemment sont

symétriques ce qui permet de les décomposer en valeurs propres comme suit :

R - el e A-dbainin]
R,(n) = E {sz(n)(xvz( ))T} Q,A,Q; avec A, =diagly,Agy. oy | (4.22)
ﬁl(n):E{ivl(n)(wl( ))T} Q,AQ] avec A, _dlag[xll,xlz, ...... ,XlL] (4.23)
ﬁz(n):E{)_(ﬂ(n)()_(vz( ))T} QA,Q) avec A, =diagiy, Aoy ...y | (4.24)
Rlz(n)zE{X”(n)(xVZ( ))T}:leAlesz avec Ay, = diaghipy, Aops- e Aa | (4.25)

Rzz(n)=E{T(Vl(n)(?"z(n))T}:QZZAZZQEZ avec Ay, =diaghyy, Ao Aot | (4.26)
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— ( T - — R - _ _

Rlz (n) — E{le(n)(xvz (n)) } = QlZAlZQ]TZ avec Alz = dlag[}\.lzj_, }\4122, ...... y }\’lZL] (427)

=) Vi v2eWloam AT Y e T

Ryi(n) = E{X (n)(X (n)) } =QAQ; avec Ay = dlag[}"lel}"Zle ------ :7‘21|_] (4.28)
Ou; les Q;sont les matrices des vecteurs propres et A; =diag[iy,Zis,......, 2 ]sont les

matrices des valeurs propres des matrices R;.

En utilisant les matrices des vecteurs propres on définit les vecteurs d’erreurs

circulaires suivants :

21(”) =Q{Z(n); 211(”) =Q,Z,(n); 212(”) =Q;z(n) (4.29)
Z,(M=Q32,(0) i Zu()=Q{Z,(n) ; Zy(n)=QLZ,(n)

Les vecteurs circulaires représentant les signaux des donnees sur les deux voies

sont définis par :

RUi(n)= QIX(), K2()-QIx2(), X)=QXn), XZm)-aixm) 0

Le terme tr(RE{z(n)(z(n))T}) qui apparait dans les expressions développées

précédemment devient :

r[REZ(n)Z(n)" )= E{z(n)"RZ(n)}= E{z(n)) @AQ"Z(n)]

=E{ (n n} g"v(n) (4.31)

Ou v(n) est le vecteur du moment d’ordre 2 ayant L composantes qui représentent les

éléments diagonaux de la matrice E{Z(n)(i(n))T } et 9;" =i high..nq ] €St le vecteur des

valeurs propres.

En appliquant la transformation (4.31) aux termestr(RlE{zl(n)(zl(n))T}),
tr(RZE{ZZ(n)(ZZ(n))T}) et tr(Rle{zl(n)(zz(n))T}) de (4.6), (4.7) et (4.8) respectivement, on

obtient:
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= E{~1(n))TA121 ”) g; Vvq(n) (4.32)
(RoE{Z ()2, ()T )= {2, (0) Rozo(n)} = E{Zo(n)T 2,0, Z,(n)}
=E ZZ(H))TAzzz ”) =0, V,(n) (4.33)
rlRuERZ:(0Z,0)" |- wREERZ0NZ0) )= EZ () Rz, ()]
{( Z,(n))" Q12A12Q12T22(n)}= E Zn(n))TAHZM(n)}: T Vi, () (4.34)

Ou;
ng = [7“11’7%2 ----- 7°1|_]T : ng = [7°21’7°22 ----- }“ZL]T : ngT = 912T = [7“121’7%22 ----- 7“12|_]r

vy(n) = diag(E{'zl(n)(il(n))T D v, (n) = diag(E{Zz (n)Z, ()" D Vi () = diag(E{le (n)(Em(n)) T H

.
En faisant les mémes transformations pour les autres termes ulR,EZ, (Z,(n)"
qui apparaissent dans les expressions (4.10), (4.12) et (4.14), on obtient les relations

suivantes :

n@ﬁkxxA<»w wlR,EZ,(0)2Z,(n))"])

= E{(Z 121 ”)} E{(Z Q1A1Q1T21 )} E{Zﬂ(n))TAlzl(n)}: 921TV21(”) (4.35)
tr(RuE{Zz (n)(Zz(n))T }): E{(Z R12Z }Z E{(Z Q12A12Q12T22 (n)}
= E{(Ezl(n)jTAuEzl( n)i =0 TVy(n) (4.36)

E{Z,(n)"R,Z,(n)} = E{Z:(n)TQ,4,Q,Z, (n)]
T, S o T (4.37)

(4.38)

avec ;
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921T = ng = [7”11’7%2 ----- e ]T vgzzT = ng = [7”21’7”22 ----- 7‘2|_]T ) 911T = 912T = §21T[7“121’7”122 ----- }"IZL]T
(4.39)

Vg (N) = diag(E{ZZl (n)Z1(n))" }) , V. (n) = diag{E{Zl(n)(Zl (n)j ! H :
Vo, () = diag(E{Z12 (n)(zz(n))T }) , vy (n) = diag(E{le(n)(le(n))T D .

Pour trouver les formules de mise a jour des différents vecteurs moments d’ordre 2
on utilise les expressions (4.10), (4.12) et (4.14). En appliquant I’operateur tr(.) aux deux

membres de (4.10) on obtient (voir appendice B) :

vi(n+1)= (' —21A, +MfAf>\’1(”)+(HfA1A12 +HfA1A21 —HlAlz _M1A21>\/21(n)

T _—
+ MfAlAﬂ g:;—vam (n)+ 2“1(81 (n)+Cy (n))E{Zl (n)}— 2“? (Plb (n)+ Py (n)) (4.40)
1

12 (P (1) + Pygg (M) + Pagy (1) + P () + 112 (k2 + K2 + 22 )+ 126 g,

Ou:
B,(n) = diag{Bll,Bl2 ............... BlL} avec by (n) = Qb (n)
Cy(n) = diag{Ciy, Cipyervrerernennsy Gt avec ¢(n)=Qic(n)

k% =b, (Nb{ (n) k&, =& (b (n) k& =5, ()& ()

Ty (n) = E{Rl (Zl(n)clT )} . P(n)= diag{QlTlc (n)Qj}

TieM=ERy (Z, (T |+ Proe () = diaglQ, Tuze (MQT
Toie (M) = ER1 e, Zo(0) )} Pose () = diaglQ, Tore QT
Tio ) =ER L Z, (BT )|+ Pray (n) = dliagQ, Ty (MQT
Top(n) = E{R 2 (bl (Zz (n)" ))} Powp (n) = diaQ{Qszm (n)QI

_— ——

—— ——

En utilisant les notations suivantes :
Aqs(n) = (' —2mAg + HfA?) Ay (n) = (HfAlAlZ + HfAlAZI —u Ap— H1A21)

T
Ay (n) = ”fAlAZI 91_2T , Yi(n) = (Bl(n) + Cl(n)): Ky (n) = ki, + ki + 2K

01
Pi(n) = (Zplb(n) + 2Py () + Ppop () + Pipe () + Pyyp () + P21c(”))’ Si(n) = 2“1Y1E{2 (n)}— prl(”)

L’expression (4.40) devient comme suit :
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V(N +1) =Avy(n) +Az Vo1 (N) +A 5V (N) + S, (n) + Mle(n) + “f‘g%)ingl (4.41)

De la méme maniére I’équation (4.12) se réécrit comme suit :

T
O12
vo(n+1) = (' —2uA5 + H%Agz)\/z (n) + (H%AZAlZ + H%AzAn —HoAgp — H2A21)V22(n) + HzA Ap—%

Vll(n)
2
+ 25 (B (1) + Co(M)ELZ, (1)}~ 202 (Poo (1) + Poo () + 12K3, + 123, + 233k
- Hg (Ezu)(n) + EZlc (n)+ E12&)(”) + E12c (n))+ Hgsrzningz
(4.42)
Ou:
B, (n) =diagly, Dy by | avec bs(n)=Qlb,(n)
C,(n) =diag{Cyy, Trp evvvnvrrmreesy G} avec C,(n)=Qjc,(n)

k3, =b,y(n)bJ (n) k3, =%, (n)bJ(n) k3, =%, (ME, (n)

TZC(n)—E{ ,(z (n)cT)} Poo(n) = diag Q,T,(MQT }
Tm(m—E{Rﬂ( 1)) P (n) = diag ;T (MQT
T21c(n)—E{R 21( ( (n)T))} P, (n) = diag {Q2T21c(n)Q:}

T12b(n)_E{R21( )} EZb(n):diag {Qzﬁzb(“)Qg}
T21b(n) = E{R 12 (bz( (”)T ))} E21b(”) = diag {Q 2T21b(n)Q12—}
On pose :
Ay(n) = (' —2u,A, + H%Agz) Ay(n) = (H%AzAlz + H%AZAﬂ —HpApp — H2A21)

T
Aqy(n) = H%AzAng—li’ Y,(n) = (Bz(n) + Cz(n)), K, (n) = K3y + K3, + 2k3,
2

P,(n) = (szb(n) + 2Py (n) + E21&)(”) + E21(:(”) + E12&)(”) + ElZC (n)), Sy(n) = 2u2Y2(n)E{22(n)}— “%PZ (n)

L’expression (4.42) devient :

Va(n+1) = Ay (N)V,(0) + Az (MVay (0) + Ay (N)V13(N) +S,(n) + K (N) + n3ei0in 0 (4.43)

En procédant de fagon similaire avec I’équation (4.14) (voir appendice B), on
obtient :

Vpp(n+1) = (' —HoAy — o Ag + o A A, + HlHZAi )Vlz (n) + pgpt, (AZAlZ - Alz)vn(n)

+ o (Ag Ay = HpAg, Vag (N) + 1y (Ez +C, )E{Zn(n)}+ Hakty (§1 + Q)E{Zl(n)}+ MHzngzSﬁi)n
- Hluz(le(n) +Pyge (N) + Pigp () + Prae (N) + Pagy (N) + Payc (N) + Py (N) + Py (n))+ MHz(klzzb + k122bc + kfzcb + k122c)

(4.44)
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Ou:
§1 = dlag bll’ 512 ................ Bll_; avec El (n) = QIzbl(n)
C, =diag{Gy, Goyervevemeenny G avec ¢(n)=Q5c(n)
B, = diagio,, Dyyrervvveeenns, BZL} avec b,(n) = QLb,(n)
C, = diagiCyy, Cppyerrrrrrmeenn, EZL} avec  G,(n) = QLc,(n)

Kz = by (M)b3 (0),kppe = by (0)E7 (0), ke = G (M)b3 (), kize = G (M)E ()

-T-lzb(n) = E{Rl(bz(zz(n))T)} -T-lzc(n) = E{Rl (cz(Zl(n))T)} :-T-zm(n) = E{ble(Zz(n))T}n
Py () = diag{Qu; Tiop (MQT | Prag(n) = diag{Quy Troe QT S Pogy () = diaglQ, Touy (MQT
Toe® =ER e @)} Tupm) = EBRL@O)T}  Toae(m) = ERp e, (2i0))
Porc(n) = diaglQ, T QT Pryp(n) = diaglQu Ty MQT | Pusg () = dliagQy, Thao (MQT. |
T = ER0,Zo () Toen) = ER,R,(Z,(0)}

Pyp(n) = diag{QlZTZZb(n)QL} Py (n) = diag{QlZTZZC(n)QL}

avec les transformations suivantes :

z\12(”) = (' —HoAy — oAy + o AgA, + Hﬂlei ) Aqp(n) = HlHZ(AZAlz - AlZ)
Z‘11(”) = HlHZ(AlAlz - HzAlz)v Vz(n) = (Ez(n) + Ez(n))v 71(”) = (§1(n) + 61(”))
Py(n) = (Pllc(n) + Ppop () + Ppoc (N) + Pog (N) + Ppyc () + Pogpy () + Pyye (M)

Ks(n) = (klzzt) + K + Kooy + k1220)' S3(n) = szz(n)E{zn(n)}Jr Muzvl(n)E{Eﬂ(n)}_ HiHoP3(n)

L’équation (4.44) devient :

(4.45)

Vip(n+1) = App()Vao(n) + App (M (n) + Apy (MV13(n) +S5(n) + K () + 6006,

Pour que la convergence de (4.41), (4.42) et (4.45) soit assurée, il faut satisfaire les
conditions suivantes :
1) toutes les valeurs propres des matrices contenues dans ces expressions
appartiennent au cercle unité.

2) Les termes s,(n),S,(n) et s;(n)doivent étre bornés ce qui exige que les termes
E{il(n)}, E{Zz(n)} , E{in(n)} et E{Zl(n)} soient bornés. D’apreés (4.29), on doit avoir
E{z,(n)} et E{z,(n)} bornés.

Les expressions (3.33) et (3.34) permettent de déterminer la condition que doit

satisfaire le pas d’adaptation pour assurer la convergence de I’algorithme LMS sous

modélisé, on les rappelle comme suit :
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E{ Zy(n+1) §= (1w Ry()E{Z, ()} pafby () +e0 (M] -y RpE{Z, ()} (Eq.3.33,
Chapitre 3)

E{ Z,(1+2) }=(1-pz Ry (M)E{Z, ()} +1z [0, (M) + ¢, (M)] -1, Ry EZ (0)]
(Eq. 3.34, Chapitre 3).

4.6. Erreur guadratique moyenne a I'état d'équilibre des coefficients de I’algorithme LMS

adaptatif stéréophonigue sous-modélisé

Dans ce paragraphe, nous allons analyser le comportement des coefficients des
vecteurs au sens de I’erreur quadratique moyenne (EQM) a I’état d’équilibre. Pour ce faire,
on exploite les développements précédents pour trouver les nouvelles expressions des
EQM partielles €, (n).e, (n)et e (n). [51] .

Les expressions (4.6) et (4.32) donnent :
& (1)=&, + (7)) Ry(m) B} ~ 207 (M) EZ, ()} + 0] (v, (n) (4.46)
De (4.7) et (4.33) on obtient :
& (1)=c@) +[7;) Ry ) 7 ~ 20T (EZ, (1)} + 9] (v, (n) (4.47)

De (4.8) et (4.34)

& (0) =&, + 2 )" Ry ~2; | Ry (EZ(n)} A, () Ry +Gnvisn)  (4.48)

En choisissant un pas d’adaptation telle que la stabilité en moyenne et en moyenne
quadratique des coefficients d’erreur est assurée et en utilisant les résultats du chapitre
précédent donnés par les relations de (3.42) et (3.43), ’'EQM de I’état d’équilibre est

décrite par les expressions suivantes :

€ (0)=e1 (o} €2 (0he3 ()

€ (°°)=€§,)in + (HI)T Ry hy - ZbI E{Zy(c0)}+ 91" vy ()

ez (0)=c@) +(73)T Ry W3~ 20, {Z5 (o)} g2 V2 () (4.49)

min
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& () =23, + 277" Ryo; <21 ) Ry ELZo{o0)}~2EIZ(00))  RooP + G W)

avec .

-1
{E{Zl(oo)}{Rl(n) +Ryp(MRG(MRy4(n) } lb.() + () ~ RypMRZAM)(b, () + ¢, ()]

-1
{E{Zz(‘”)}:[Rz (M) + Ry (MRT(MRy, (1) } lb, (1) + ¢ (1) ~ Ry (MR (b () +, ()]

4.7. Les résultats expérimentaux

Dans cette section, nous présentons les résultats de simulations obtenus par
I’analyse proposée dans le sens de I’erreur quadratique moyenne (EQM). Des exemples de
simulation sont présentés ici afin de vérifier les résultats théoriques de convergence
moyenne quadratique dérives dans le present chapitre. Les expériences sont réalisées dans
une configuration de systéme d'identification. Un bruit blanc gaussien de moyenne nulle
est ajouté au signal désiré y(n). Les coefficients du filtre adaptatif ont été initialisés avec
des zéros. Les résultats de simulation de Monte Carlo sont obtenus en faisant la moyenne

de plus de 2000 essais indépendants.

4.7.1. Signaux d’entrée fortement corrélés

En ce qui concerne les signaux de simulations, nous avons conservé le méme model
et signaux de test qui ont été utilisés et présentés dans le chapitre 3. Nous avons conservé
ce model de test pour bien voir les performances relatifs de notre approche de simulation
en sens de I’erreur quadratique moyenne en comparaison avec celle de I’erreur moyenne
présentée en chapitre 3. Pour rappeler ces données, nous avons utilisé dans le systeme a

identifier un filtre a réponse impulsionelle de 20 coefficients, c.a.d. N=20. Ces deux filtres

hyl et hy? sont montrés par les figure 3.1 et figure 3.2 respectivement dans le chapitre 3.

Dans le modéle choisi pour la simulation avec des signaux fortement corrélés, les
systemes inconnus et les filtres adaptatifs FIR sont excités tous deux avec un signal corrélé
généré par les deux expression 3.20 et 3.21 du chapitre 3. On note que dans ces deux

formules ; les séquences du bruit g (n)et ¢, (n)sont gaussiennes non corrélées de

moyenne nulle et de variance unité. Nous sélectionnons L=15, ;)= E(gZ ) =0.00015 , €t
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utilisons des petits pas p, =p, =0.0004 et d’autres plus grandesp, =p, =0.001. La

grande valeur du pas est proche de la valeur maximale qui assure la convergence de

l'algorithme. Nous avons simulé deux cas de configuration selon le taux de sous-

modélisation qui peut étre faible ou fort.

A-Taux de sous-modélisation faible

Dans cette simulation, nous avons utilisé les signaux précédemment décrit avec un
taux de sous-modélisation de 75%. Les resultats de simulations obtenus dans ce cas de
signaux d’entrée qui sont fortement corrélés sont donnés par les deux figures 4.1 et 4.2
suivantes.

Dans la figure 4.1, le SNR d’entrée est sélectionné égal a 40 dB. La taille des
réponses impulsionelles réelles est N=16 et la taille des filtres adaptatifs sous modélisés est
L=12. Les deux pas d’adaptation des deux filtres adaptatifs h/*(n) et h'?(n) sont
respectivement pl1=p2=0.0004. Dans la figure 4.1, nous avons montré I’évolution pratique
et théorique du critére EQM du filtre adaptatif h/(n).

Les valeurs de 'EQM de cette figure, sont moyennées sur 256 échantillons.
D’apres cette expérience nous remarquons bien que les valeurs expérimentales du critére

de ’EQM suivent les valeurs théoriques de la formule 4.4.

——Theary
— Simulation

[1] 1M} 200 M Rl L1 SiMM} ] FMM}

Trame de 256 échantillons
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Figure 4.1 : Comparaison des courbes théoriques et de simulation du comportement EQM
de I'algorithme adaptatif LMS stéréophonique sous-modélisé pour une entrée Gaussienne
corrélée, et N=16; L=12; SNRenrse=40dB. p1=p,=0.0004.

15 : : :

Theory

— Simulation

EQM(

0 2000 4000 6000 8000

Trame de 256 échantillons

Figure 4.2 : Comparaison des courbes théoriques et de simulation du comportement EQM
de I'algorithme adaptatif LMS stéréophonique sous-modélisé pour une entrée Gaussienne
corrélée, et N=16; L=12; SNRenr¢e=40dB. p;=1,=0.001.

Nous avons refaits une deuxiéme expérience avec les méme parametres que
I’expérience de la figure 4.1 a I’exception du choix du pas d’adaptations des filtres
adaptatifs qui est sélectionnée p;=p,=0.001. Le choix de ces valeurs est conditionné par la
condition de convergence.

Les résultats obtenus confirment la performance de nos analyses. Nous avons
aussi observé que la caractéristique de la vitesse de convergence du critere EQM est
inversement proportionnelle aux valeurs du pas d’adaptation, c-a-d. lorsque les valeurs de
1 et Yo sont petites, les vitesses de convergence des vecteurs EQM vers zéro sont lentes et,
contrairement quand les valeurs du pas d’adaptation sont grandes (proches des valeurs
maximales qui assurent la convergence de I’algorithme), la vitesse de convergence vers
Z€ros est rapide.

Ceci est bien montré par les deux expériences des deux figures 4.1 et 4.2. Dans ces

deux expériences, la pratique suit la théorie, cela montre que notre analyse théorique du
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comportement du LMS stéréo sous-modélisé est précise et reflete bien la réalité de cette

situation de sous-modélisation.

B-Taux de sous-modélisation fort

Dans cette simulation nous avons sélectionné un taux de simulation de 50%. Les
signaux de tests sont exactement ceux de la section précédente a I’exception de la taille des
filtres adaptatifs sous-modélisés L=8. On rappelle que la taille des filtres réels est N=16.
Les résultats de simulation obtenus pour des faibles pas d’adaptations (p;=p>=0.0004) et
de forts pas d’adaptation (u1=p,=0.001), respectivement, sont données par les figure 4.3 et
figure 4.4 suivantes. Dans ces deux figures, nous avons présenté le comportement de
I’EQM obtenue par simulations et déterminée théoriquement par les expressions dans 4.4.

On note que la vitesse de convergence des valeurs de I’'EQM, dans ce cas, est lente
par rapport a la premiére expérience quand la longueur des filtres adaptatifs L est proche
aux valeurs réelles (N). Aussi, ces résultats de simulation montrent bien I’exactitude de
I’analyse proposee en montrant une évolution de I’lEQM pratique tres proche de la théorie
proposée pour prédire le comportement réel de I’algorithme LMS stéréophonique sous-
modélisé, pendant le régime transitoire et les phases de I'équilibre.

Nous avons conclu que cette expérience valide nos analyses méme lorsque la
longueur de sous-modélisation du filtre adaptatif (L=8) est trés petite par rapport a la

longueur exacte de modélisation.

. . — Theory
i E ) it ettt — Simulation _

a 2000 A000 5000 8004

Trame de 256 échantillons
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Figure 4.3 : Comparaison des courbes théoriques et de simulation du comportement de
I’EQM de I’algorithme adaptatif LMS stéréophonique sous-modélisé pour une entrée
Gaussienne corrélée, et N=16; L=8; SNRentr¢e=40dB. t1=p,=0.0004.

: : — Theory
s P S S —— Simulation ||

'
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0 2000 4000 6000 2000
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Figure 4.4 : Comparaison des courbes théoriques et de simulation du comportement EQM
de I'algorithme adaptatif LMS stéréophonique sous-modélisé pour une entrée Gaussienne
corrélée, et N=16; L=13; SNRenrse=40dB. p1=p,=0.001.

4.7.2. Signal d'entrée gaussien blanc

Dans cette expérience, I’excitation x(n) du systéeme inconnu et des deux filtres
adaptatifs est un signal gaussien blanc centré de variance égale unité. La longueur L des
deux filtres adaptatifs hy%(n) et h'(n) a été choisie égale a 13 avec N=16(dimension du

systeme). Nous avons tracé I’évolution de ’lEQM pour deux pas d’adaptation différents p
=uz = 0,002 (proches des valeurs maximales) et p;= pp = 0,0004(des pas faibles).

Les deux figures 4.5 et 4.6 montrent le comportement du critére de I’lEQM obtenu
par simulations et a partir des expressions théoriques données par I’équation 4.4, pour des

pas d’adaptation faible et fort, respectivement.

Nous avons remarqué une bonne concordance entre les valeurs pratiques et
théoriques. Nous avons noté aussi que la vitesse de convergence de I’état d’équilibre, dans
le cas d’un signal d’entrée Gaussien blanc, est plus rapide que dans le cas d’une entrée
gaussienne corrélée. Clairement, la convergence théorique utilisant des petits ou grands
pas d’adaptation montre une parfaite concordance avec le résultat de simulation et permet

une prédiction exacte du comportement pendant les étapes transitoires d’adaptation.
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Figure 4.5 : Comparaison des courbes théoriques et de simulation du comportement de
I’EQM de I'algorithme adaptatif LMS stéréophonique sous-modélisé pour un signal
d’entrée Gaussien blanc, et N=16, L=13; SNRentr¢e=40dB. 11=H,=0.0004.

. . — Theory
10 —ISimuIa‘tiDn |

Trame de 256 échantillons

Figure 4.6 : Comparaison des courbes théoriques et de simulation du comportement de
’EQM de I’algorithme adaptatif LMS stéréophonique sous-modélisé pour un signal
d’entrée Gaussien blanc, et N=16, L=13; SNRenr¢e=40dB. H1=p2=0.001.
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4.7.3. Entrée gaussienne faiblement corrélée

Pour tester le comportement du LMS sous-modélisé en fonction de notre analyse
proposée, nous avons simulé ce cas de configuration avec des signaux gaussien faiblement
corrélés. Cependant, cette expérience peut étre classee entre les deux expériences citées

précédemment.

Pour se faire, on a utilisé une entrée gaussienne faiblement corrélée comme décrit
dans le chapitre 3, et nous avons procédé de la méme maniere pour générer les signaux de
test stéréophonique. On rappelle les parameétres suivants :

Taille des réponses impulsionelle réelles tronquée: N=128 ;

Taille des filtres adaptatifs h(n)eth'2(n) : Li=L, = 64,

Variance du bruit additif  I'entrée : &(n)=E(&?)=0.000015.
Rapport du Signal-a-bruit (SNR) : 40 dB.

Nous avons réalisé deux expériences avec : (i) des pas d’adaptations de grandes
valeurs pi= p, = 0,001 proches des valeurs maximales, dont les résultats de simulation de
I’EQM sont montrés par la figure 4.7, et (ii) des pas d’adaptation de faibles valeurs, pi=
= 0,0001, dont les résultats de simulations de I’/EQM sont montrés par la figure 4.8.

Les résultats de simulation obtenus pour I'évolution du critére de ’EQM des deux

filtres adaptatifs h(n)eth'2(n), calculée théoriquement par (4.5), sont rapportés sur les

figures 4.7 et 4.8, respectivement. Nous avons tracé sur ces deux figures les valeurs des
EQM pratiques correspondantes.

Nous avons remarqué que pour des filtres adaptatifs de longue dimensions, il y a
concordance parfaite entre la théorie et les résultats des simulations pour des petits pas
(dans le cas ou p3=pz = 0,0001 pour les deux figures).

Cependant, nous avons remarqué que la ressemblance entre I’évolution théorique

et pratique de ’EQM est moins parfaite lorsque les pas d’adaptations sont choisis grands.
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Figure 4.7 : Comparaison des courbes théoriques et de simulation du comportement de
I’EQM de I’algorithme adaptatif LMS stéréophonique sous-modélisé pour un signal
d’entrée Gaussien faiblement corrélé, et N=128;L=64; SNRene=40dB. Avec
M1=H2=0.001.
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Figure 4.8 : Comparaison des courbes théoriques et de simulation du comportement EQM
de I’algorithme adaptatif LMS stéréophonique sous-modélisé pour un signal d’entrée
Gaussien faiblement corrélé, et N=128 ;L=64 ; SNRenyre¢e=40dB. Avec U;=,=0.0004.



86

4.8. Conclusion

Dans ce chapitre, le comportement de I’algorithme LMS sous modélisé en sens de

convergence en erreur quadrature moyenne a été analyse.

En premiére étape, des développements théoriques de I’erreur quadratique

moyenne, pour le cas stéréophonique, ont été exprimés.

Des simulations intensives de comparaison entre la théorie et la pratique ont été
réalisees afin de valider le modele théorique du cas sous-modélisé de I’algorithme LMS
stéreo. Ces résultats de simulations ont montré une grande similitude entre la theorie et la

pratique ce qui prouve et valide notre analyse théorique.
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CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

L’étude que nous avons présentée dans cette thése concerne I’annulation d’écho
acoustique en contexte stéréophonique en utilisant des filtres adaptatifs LMS sous-
modélisés. La premiere partie de cette these avait un aspect de description algorithmique.
L'élaboration d'algorithmes permettant I’annulation stéréophonique d’écho acoustique.
Nous nous sommes intéressés aux propriétés des algorithmes adaptatifs a descente de
gradient stochastiques. Le LMS a été choisi pour sa simplicité d’implémentation et pour

son faible codt de calcul par rapport aux autres algorithmes existants.

Les développements théoriques des deux filtres adaptatifs LMS sous-modélisés
n’étaient pas aussi simples comme pour le cas monophonique car on a pris en compte
I’inter-corrélation entre les deux canaux. Le travail mené dans le cadre de cette thése peut

étre organisé selon les volets suivants :

Le premier volet de ce travail de thése a été consacré au développement de
l'algorithme LMS (Least Mean Square) adaptatif conventionnel sous-modélisé dans le
domaine temporel. Ainsi, que I’analyse du comportement des vecteurs des coefficients
d'erreur en termes de convergence moyenne. Ces vecteurs d’erreurs sont définis comme
étant la différence entre les coefficients des filtres modélisés et les coefficients des
réponses impulsionnelles dans la salle de réception. Enfin, les nouvelles formules
récursives de mise a jour des vecteurs d’erreurs ont été établies. L’étude théorique a
montré qu’il y a des biais de coefficients non nuls a I’état d’équilibre pour les signaux

d’entrée corrélés.

Dans le deuxiéme volet de ce travail de these, la convergence en erreur quadratique
moyenne des coefficients du filtre adaptatif LMS sous-modélisé a deux canaux a été
analysée théoriqguement pour différents types de signaux d’entrée. En utilisant I'nypothese
de l'indépendance, cette analyse, a donné des expressions théoriques exactes pour les

valeurs des filtres d'erreur au sens de ’lEQM. Les expressions analytiques ont montré que
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les filtres LMS sous-modélisés a entrées corrélées présentent un comportement de
convergence sensiblement différent de celui des filtres adaptatifs de longueur exacte. Pour
un signal d’entrée blanc, les filtres LMS sous-modélisés ont des propriétés de convergence

similaires a ceux de longueur compleéte.

Dans le dernier volet de cette thése, nous avons effectué des simulations intensives
sur les deux analyses en erreur moyenne et quadratique des expressions mathématiques
développées dans les chapitres 3[équations (3.33) et (3.34)] et 4[équations (4.4), (4.6)-

(4.8)].

Les resultats de simulations obtenus ont montré une grande similitude entre
I’analyse théorique du cas de la sous-modélisation et la pratique. Cela a bien confronté

I’exactitude de I’étude que nous avons développée dans le cadre de cette these.

Comme perspective a ce travail, nous envisageons le test du modele proposé dans
le cadre de cette thése pour d’autres algorithmes et situations ou le probleme de sous

modélisation est présent.
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APPENDICE A

Développements pour retrouver les expressions (4.10), (4.12) et (4.14).

En utilisant I’hypothése d’indépendance entre X¥*(n), X'2(n), X"*(n),X"?(n) et les

vecteurs des coefficients d’erreur z,(n) et z,(n) on peut effectuer les opérations suivantes :

a. Ondéveloppe (4.9) ce qui donne I’expression suivante :

ez, ez - el Xz e 20 b)) 2,0)] e 2o [0 5 o) |
+ulg{zl(n([(f“(n)fﬁ;}x“(n)ﬂ_plg{zl(nﬂxvl(n)(x”(n))ﬂzz(n)f}
Ef x(n)(x “(n>)Tzl(anl(n>>T}+ufE{x“m(x“(n))Tzl(n{x“m(x“(n))Tzl(nﬂ
e e o) 2o [ x| e o) 2660 5 x|
el oo 2,6 [ x0) b0 2.0 |
e {[ () B o)z | - {[( “(n))TH;}x“(n(x“m(x“(n)fzl(nﬂ
S 1(n([(7“<n>)TH:}x%)f}+ufE{[(f“m)TH;}x“(n{[(W<n>)Tﬁz}x“(nﬂ

[Eeerm ol [xmbeof zo) |
e[ (R B sz, o - w2 et o 0 2400

{[ Az |xer o[ R )] i (n>)}+ufE{[(Y“m)TH;}x“(n([(mn)fH;}x“(nﬂ
—ufE{[(Y%)) H;}x%([x“(n)(x“(n>)T}zz(n>)T}

{

ROISEOMERDEN S ufE{[ x4(0) (2 @) | 22 (0] X7 )20 zl(nﬂ

+

([ bl 2ol (@] o) | el oo |z ferw o) |
HLZE{[ x(n) (x VZ(n))T}zz(n)([x“(n)(va(n))T}zz(n)jT}+E{Mg(n)xvl(n)(ulg(n)xvl(n))T}

(4.50)
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En remplagant E{X"l(n)(x"l(n))T}, E{XVl(n)(x“(n))T}par R, et Ry, respectivement et en
substituant (3.35) et (3.37) dans (4.50),on aboutit a la relation (4.10).

b. On traite d’une facon similaire la relation (4.11) ce qui donne I’expression

suivante :
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En remplagant E{xvz(n)(x“(n))T}, E{X“(n)(XVl(n))T}par R, et R, respectivement et
en substituant (3.36) et (3.38) dans (4.51),0n obtient la relation (4.12).

¢. On manipulant la relation (4.13) , il vient:

E{Zl(n+1)(22(n+ 1))T}:

e(z.0fz400) )T}—HZE{ 1(n)( x*2(n)(x2(0)] 2 z(n))T}+p2E{ 1(n)([(§"2(n))TF£}X"z(n))T}
+HZE{ o [ o) } . { o[ x =0l 1(n))} mf}

l(n{ B o] e [0 B peof e 5 o) |
—ulE{[(Y”(m)Th}x“(n{ “2(m) ()] l(n)}
{0 b Jzaeao) om0 o oo 2. |
- e Jesof[( 0] 5 o] |-tz Jzsof [ 5 o] |
e e Jesof x| o ebeonoe o
(4.52)

En remplagant {2 (m)(x* ()]}, £ ) (@)}, E[x"m)(c2)' |, par R,

R,et R, respectivement et en substituant (3.35) ,(3.36), (3.37) et (3.38) dans (4.52), on

retrouve la relation (4.14).
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APPENDICE B

Développements pour retrouver les expressions (4.40), (4.42) et (4.44).

a- Multiplions par R, et appliquons I’operateur tr(.) aux deux membres de (4.10),

il vient :

tr(R1 {(zl(n+1)(zl( ) }) & vy(n +1)

_tr(RlE{(Zl (N Zy(n)) }) 2u1( {( }) ultr(RlRME{Zl(n)(Zz( ) })

+u2tr(R2tr(R1 {zl () z,(n)) }))+},t2tr(R2tr(R21E{Zl (n)f Z,(n))" })) ultr(RlRle{ 2(n)(zl(n))T})

+H tr(RlRlztr(RlE{ZZ (nY z,(n))" }))+uztr(RlRlztr(R21E{Zz(n)(ZZ( ) }))

+u1tr(R E{Z,(n){by) )+u1tr(R1E {Z(n)(c,) ) 2tr(R2 {zl )}( T) ftr(RfE{zl(n)}(cl)T)
+u1tr(R1b1E{(Zl T}) ftr(belE{(zl( )" })+tr(u1Rlbl (by) )+tr(uleol(cl)T)—uftr(RlRZlblE{(Zz(n )T})
+ ultr(RlclE{ (z,(n) T}) 2tr(R2qE{( z,(n)’ })+ uztr(Rlol(bl) )+ uztr(Rlbl(ol)T)— uftr(RlRZlclE{( zz(n))T})

—utr( RiR;,E{Z,(n))(b,) ) utr(RlRlZE{ }( )+u ehintr RZ)
(4.53)

Avec ;

ou;

tr(Ryby R, E{ 2, (n))T )= tr(R2E{Z, (n)}b] ) = tr(R,E o, R, (2, (n)" )
=tr(R, E{le(m} gTE{Qlle(n)Q J= a7 Py ()
w(RZE(Z,(n :tr(Rlcl (2,007 )= v(RET ) = oTERTMQT = oA ()
n) }) {Q1T21C(n)Q } 91TP21c(n)
1T) ngE{Qllec(n)Q } 91P12c(n)
blT)zngE{QlTHb(n)Q } 91TP12b(n)
tr{R1R 5,0, E{(Z n)T ):ngE{Qszlb(n)Q } 91TP21b(n)
tr(Rybyb] )= oTk2, tr(Ric,cl )= oTk2 tr{Rybyc )= tr(Ryc ] )= oTKE,

AV\_/

triR RZlclE{(Z

R

(
tr(R R12

R,

(

(

ﬁ

C

tr

~
B
E

tr(R,E{Z, ()] )= (R, b, E{Z, (1) )= E{Z1 (M) R1b, ()]
~ez.( »TQlAlQ b, ()= E{Z, (1) A, () |- 07B.EEZ, (1)
wRoEZ, ()T )- R, by £z, () )= aTC,E . ()

Bl =d|ag{611,512 ................ BlL} avec Bl(n) ZQIbl(n)

Cl =d|ag{611,612 ................ ElL} avec El (n) ZQIcl(n)
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ki, =by (Mby (n) ki =T (b (n) Kk =¢ (T (n)
TeM=ER, @kl )} . P () = diaglQ, T (MQT |
—ER,(Z, (kT )| L Puc(n) = diaglQ T (MQT
Ty () = E{RZl(cl( nT))}, Py (n) = dlag{Q1T21C(n)Q}
Tiao (M =ERp (2,007 )} + Puay (n) = diaglQ; Toay QT |
Ty (n) = {RZl(bl( L0} Py () = diaglQ, T (MQT |

En remplacant chaque terme par son expression dans (4.53) et en utilisant les relations de
(4.35) a (4.39), il vient :
tr(RlE{(Zl(n+1)(Zl(n+ 1)’ }): g, v,(n+1)
= ngV1(n) - 2H1A191TV1(n) - H1A21g 21TV21(n) + H:fAfg1TV1(n) + HfA1A21g 21TV21(n)
- H1A12921TV21(n) + HfA1A12921TV21(n) + HfA1A21§21TV21(n) + ZlilngBlE{zl(n)}
+ 2“191TC E{Z (n)}— 2H291T Py (n) — 2H291T Pic(n) - Hzng Piop () — Hf ng P1oc (N)
120, Poyy (1) 12 9, Py (n) + n2gT K, + 2070 k] + g7 ke +n2el) 0, 0,
(4.54)
La factorisation de (4.54) méne a:

91TV1(n +1)= (' —2A+ HfAf )JlTvl(n) + (“fAlAlZ + HfA1A21 —HlAlz —H1A21)321TV21(H)
+HfA1A21§21T\721(n) + 2“191T (Bl +C1)E{Zl(n)}_ 2uf91T (Plb(n) +Pye (n))
_Hfng (Plzb (n) + Pype (N) + Poyy (N) + Py (n))+ Hfng (klzb +Kie + 2Ky )+“f8(r:rl1)in g1 91T

En utilisant (4.39), on retrouve (4.40).

b- On suit la méme démarche pour obtenir I’équation (4.42)

Multiplions les deux membres de (4.12) par R, et appliquons I’operateur (tr) :

tr(R,E{Z,(n+ (2, (n+2))" )= tr(RENZ, (0 Z, ()T )~ 20,tr(R2 Bz (n) Zo ()] JJ+ matr(REZ, ()b, )

+ ntr(REZ()eo)' - atr R EZo (0N i) |+ nr(REr(RoENZ, (1) 2, ()T )

- (R2EZ, ()0, )" - udr(R2EZ, (). )+ tr(R2 Rz (0N Zo()) D)+ wotrRob,E {2 ()
—pztr(R b E{( Z,(n)) })+p2tr(R b ))+p2tr(R b,(c,) ) pztr(R Ry,b, E{ (z,(n)" })+p2tr( R,C,E {z2 (n)" })
—Hztr( { (Zy(n) )T})+H2tr( RyCy(b,)" )+H2tr( R,C,(c,) ) Hztr(R R21CoE { (n))" })

- pztr(R RZlE{Zl(n XZ,(n)) })+ pztr(R R, tr(R, E{zl (n) z,(n))" )) pztr(R RyE{Z,(n)}(b,)" )

—pztr(R RZlE{Zl(n }(c2 )+ pztr(R Rthr(Rle{Zl (n)Z4(n) b)+ ngmmtr(Rz)

,(b,
(b,

(4.55)
ou;
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tr{R,E{Z,(0))(b,)7 )= tr(R b,E{Z, ()] )= E{Z, () R b, ()= E{Z,(n) Q,A,QTb, ()]
_EfZ,0)] A - 07B,EZ, ()

tr(REZ,(M)eo)" )= tr(RocE(Z (M) )= E{Zo(0) R, ()= E{Z2(n)T @24,QTc ()]
e[, 0] Aty (= glC,E ()

tr(szszE{(Zz( }) tr(R E{Z ()}bT) tr(R E{b ))T}):tr(RZE{TZb(n)})
:g;—E{QZTZb(n)Q } gzpzb(n)

tr(R2E{Z,(n)je] ) = tr[RZc, E{(z ) }) = tr(R,E(T,. (M) = 0TEQ, oo (MQT = 6P (M)
tr(R R21C,E { }) {Qszlc(n)Qz}:—Hzgzpzlc(n)

tr(R RZlE{ }( ) ) {inzc(n)Q;}_ggﬁuc(n)

tr(R R21E T) {QZTle(n)Q } ggﬁlzb(n)

tr(R R12b, E{ }) Q2T21b(n)Q } g-ZI—EZlb(n)

tr(R;b,b] )= g kgb tlr(chzcz)—gzkgb tr(R bycl )= tr(Ryc,b] )= gy,

tr(R Rle{ )) })—A12922V22(n) tr(R tr(R, E{Z (nXz, (”)) })):Azzgzvz(”)’
tr(R tr(Rle{Zz )(Z (n )) })):A2A12922V22(”)’tr(Rszltr(RzE{Zl(n)(Zz(n))T})):AzAzlggzvzz(n)
’tr(Rszﬂr(Rlz {Zl( )(Zl(n))T})):A2A2191TlV11(n)

k3p =b,(n)bj(n) ki, =T, (MbJ(n) ki, =¢, ()T, (n)
ToeM=ER,Z, (k] )} . Pac(n) = diag Q,T,c(mQT}
T -ER,(Z (n)cz)} . Pre(n) =diag Q,Tn.(MQ T}
T21c(n)=E{Rm(cz(zl(n)T))} P, . (n) = diag {Q2T21c(n)QI}
Too(M = ER @ (00T )} . Prw(n) = diag Q,T0s (M)Q]
Tyup(n) = E{R12 (bZ(Zl(n)T ))}ﬁzm(n) = diag {QZTZIb(n)Q;}

En manipulant (4.55), on obtient :

tr(R,EZa(n+ 102, (n+ 1)1 J)= g, v, (n +1)

= ngVz(n) - ZHzAzngvz(n) + Zuzg-zl-BzE{zz (n)}“‘ 2uzu29§C E{~ ( )} HzAlzg-zrzvzz(n) + u%Aizg}vz(n)

- 2uig;P2b(n) = 20505 Py (N) + M5A,A15055V 25 () + szgz K3y + H 92K5¢ + 21505 K3ne — 1505 Posn (n)

- uiglﬁm(n) — HpA 51032V 55 (N) + M5 A A 5075V, (N) szgz Piop(n) - Hzgz Pioc (n) + P5A, A 51011vi5 (N) + n3e, 929;

(4.56)
En utilisant (4.39), I’équation (4.56) devient :

tr(R,EZ,(n+ 102, (n+ 1)1 )= g, v, (n +1)

= ngVz(n) - ZHzAzngvz (n) + Zuzg-erzE{zz (n)}“‘ 2uzu29§CzE{zz (n)}— HzAlzg-zrvzz(n) + u§A§ZGIvz (n)

- 21@9;'32&)(”) — 21305 Pyc (N) + M5 A, A105 Vap () + szggkgb + szggkgc + 21505 Ko — 1593 Pogy ()

- uiglﬁm(n) —12A 295V (N) + H5ALA T3V, () - szggﬁlzb(”) - Higgﬁm (N) + 1345 A 2191V1; (N) + M3ein 0293
(4.57)

En factorisant cette expression on aura :
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tr(RZE{ZZ(n+1)(ZZ(n+1))T }): g,' Vo(n +1)

= (' —2upA, + H%Agzszvz (n)+ (H%A2A12 + 15AL A — A, - “2A21b-2rv22 (n) +13A2A51015V1 (n)
+2u5(B, + Co ) EZo(0)}- 202 (Poy (n) + Poc(M)o] + 122k, + 20 TkE, + 2ul01ky,

—u5 (Ezm(n) + Pa1o () + Prap (n) + Prye (n)b; + M58ming297

Avec ;
B, = diag {By1, B v bo| avec By (n)=Qlb,(n)

C2 = dlag {621, 622 ................ EZL} avec Ez (n) = Q-ZI—CZ (n)
En divisant les deux membres par g, , on obtient (4.42).

c- On procéde de la méme maniere pour avoir la relation (4.44) a partir de (4.14)
en multipliant ses deux membres par R,, et appliquons I’operateur (tr) :

Rl 000 ) of R 0020 ' R ) Rl et
B0 R 20 -t RuRE{20za) | | ot ol ozt
R R EZO0: - R EZ e ) st R 2 2(0) Dbt R 2oo)
R D2 e wplRot o] watRotes - alR b 200) >)+w(Ruc1E 20 J})

- Hluztr(RlzRZClE{(zz })+ Hluztr(Rlzcl(bz)T)Jr Hluztr(Rlzcl(Cz )T)— F"ltr(Ri ClEk z,(n))’ }) Hluztr(R E{ Z,(n) TB

+gtlR? U(R,E| Z, (0 Zo(n))" }>)—uluztr(aiE{zz(nfkbzf)—uluztr(RiE{zz(m}(cz>T)+uluztr(autrmua{zz(nxz1< )

(4.58)

Le développement des différents termes de cette expression est le suivant :

tr(Rle{Zl(n )}b;): E{(Zl(n))TleAleLbz(n)}= E{Zn(n))TAlez (n)}= ngzng{zn(n )}
(Rle Zl(n )}‘312-): E{(Zl(n))TleAlech(n)}z E{Zn(n))TAlz?z (n)}: M291T262E{211(n)}

t'{RlzblE Z,(n j = E{ leAle b (n)} {(221(n)jTA12E1 (n)} = ngzglE{Eﬂ(n)}
tr(Rlzcl Zz j E{ leAle L% (n)} {(221(n))TA12§1 (n)} = gLQE{Zl(n)}
tr(Rl b bT) glzklzb ; tr(R ) glzklzbc ; tr(Rlzclb;—): ngzkucb

@)

1bC2
tr( chcz) glzklzc ; sgl)ntr(RH) 9129125mm

Ou;;
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B, = diag(byy, Brpyeeeeerrrmnns BlL; avec b, (n) = QLb,(n)

C, =diag{Cy, Corervvrrnnrnnn, T avec G(n)=QLe(n)

B, = diagibyy, Byyeveeernnes, by [ avec by(n)=QLb,(n)

C, =diag{Cy, Cpprervvrrromenns, EZL} avec  G,(n) = Qp,c,(n)
r(R ,R,EZ, (M) )= tr(RlzbleE{(Z M) )= trRuER, (b,(Z,(m)7))
—tr(R IZE{Tle(n)}) {QlZTle(n)Q }:ngzﬁlzb(n)

rR RIEZ: (V)] ) R Rl 21 I )- vl o (2,007))
—tr(Rle{lec(”)}) 912 {lelec(”)Qu} 1 512«:(”)
tr(RIZRZblE{(ZZ(n)) }) tr(Rle{ble( (n)) ):tr(Rle{leb(”)})
:ngzE{szzlb(”)Q }—2 ngﬁZlb(n)

w(Rib,Elz, ()7 )- (Rle{blRlz ()" )= tr(R 12 ETis0 ()
—912E{Q12T11b(”)QT2} 2 P11p ()
tr(R ;R ¢, E{Z, ()" ))= (RlZE{ e @) )= (R LE ()
—gle{Qsz(n)QI}: Pare (n)

tr( R%,c, E{(Z }2 ( { ( ()’ )}):tr(Rle{Tm(”)})

—912 {12T11c(n)Q } Pllc(n)

tr(Rle ) r( 12 { ( 2 ()’ )})—tr(Rle{Tzzb(n)})
—912 {Q12T22b(n)Q12} Pzzb(n)

tr(Rle ) r(Rl E{:lez ) }):tr(Rle{Tzzc(n)})
—912 { 12T22C(n)Q12} 912P22c(n

Ou;

KEz = by (0)b3 (n),kppe = by (0)E7 (0), ke = G (M)b3 (), kize = G ()T (n)

-T-12b(”) = E{Rl(bz(zz(”))T )} -T-12c (n)= E{Rl(cz(zl(”))T )} fzm(”) = E{ble(Zz(”))T}
|512b(n) = diag{le-T-le(n)QL}: |512c (n)= diag{QlZ-T-lZc (n)QL}- ) Is21b (n)= diag{szmb (n)QZ}
T =ER 6 @) Tusm = EBRL@OT}  Toaem) = Ry, 2i(0)T )
Pase(n) = diaglQ, T (MQT | Prap(n) = diag{Quy T QT Puss () = dliaglQu, Tae (MQT |
T = ERpp (0,2, Tone(n) = EE,R,(2,(0)) )

Pyap(n) = diag{QlZTZZD(n)QL}v Paac(n) = diag{Q12T22c (n)QL},

En remplacant dans (4.58) chaque terme par son équivalent et en utilisant les
relations de (4.35) a (4.39), il vient :
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tr(Rle{Zl(n+ )Z,(n+1)" })=§12T\712(n +1)

= To = To " {~ } T= {2 } T = To

G12 Vio(N) — pAoT1p Vio(N) + 181, BoE 1211 (0)j+ 101, CoE 1211 (N)f— A8, V(M) — byptp ALy, Vio(n)

+ gk A ATy, Vo () - Hluzngzﬁlzb (- Hluzngzﬁlzc (1) + Mo AgAg o, Vay () + upto Gl B E\Z,y () — Hluzngzﬁzjb (n)

+ Ry QK + HubtpGToKme — uluzngsz (n) + rui,91,CE {221(71)}— Hluzngzpzlc (1) + babtpG1oKEpch + HabtaGioKEn: — HabtoGoPrs (M)

T T -
~ gty Ag 015 Var(N) + by AgAggGry' Vor(N) = MabtpGioPyzn (N) — HyktpGiPaac (M) + MHzAi Gio Vio(n) + MHzglzngzg(gi)n
(4.59)

En réarrangeant cette expression on trouve (4.44)
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