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ensemble des états continus
ensemble des états discrets

état discret
espace d'étatglobal du sYstème

vecteur d'état
ensemble des commandes continues

ensemble des commandes discrètes

ensemble de toutes les commandes
vecteur de commande

ensemble des sorties continues
ensemble des sorties discrètes
ensemble de toutes les sorties

vecteur de sortie
variable temPs

dx

dt
nonne Euclidienne de (.)

transposée de la matrice A
inverse de la matrice A

intervalle de temps
instants de basculement

ensemble des instants de basculement
fonction de transition d'état discret
fonction d'évolution d'état continue

fonction de sortie
ensemble des conditions initiales

marquage d'une place

système à événements discrets
réseau de Pétri discret
réseau de Pétri continu
réseau de Pétri hybride
réseau à flux continu
réseau à flux hvbride
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Abstræt

The main objective of this thesis is to study the rnodeling, the stability and the control of

hyôrid qntems. First, we have dressed a panorama of the hybrid models proposed in

literature- A general 1noA"t is presented by thesynthesis of these models. V/e studied then, the

stabilityof a class of hybrid systems and some strategies of control'

Sæondly, we applied the results of the survey realizedbefore for the modeling and control of

a bee hive by tÀà tryUria approach. The objective of the control is to improve the level of its

production.

Keywords: Hybrid systems, modeling, stability, control

Résumé

L'objectif de ce travail est d'étudier la modélisation, la stabilité et la commande des systèmes

trybrides. Dans la première phase, nous avons dressé un panorama des différents modèles

hybrides proposés en littérature. La synthèse très fine de ces modèles nous a pennis de

piésenter un modèle généralisé capable de décrire la plupart des phénomènes hybrides. Nous,

à',ron, par la suite étudié la stabilité d'une classe d'une classe de systèmes hybrides ainsi que

quelques schémas de commande.

Dans la seconde phase, nous avons appliqué les résultats de l'étude réalisée auparavant pour

la modélisation et la comnande d'une ruche apicole par l'approche hybride. L'objectif de

contrôle est d'augmenter sa production.

Mots clés : Systèmes hybrides, modélisation, stabilité, commande.
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INTRODUCTION GENBRALE

I.es bénéfices financiers et les considérations de l'environnement sont panni les raisons qui

ont contribué à la poussée du niveau d'automatisation au sein des entreprises. Cette

augmentation des niveaux d'automatisation et d'intégration des systèmes, a poussé les

iniénieurs automaticiens à traiter des systèmes de plus en plus complexes. En même temps,

lJprogrès technologiques récents, tels que : des ordinateurs plus rapides, des capteurs plus

nubj"sl'intégration àe^consiclérations du contrôle dans la conception des produits, ont rendu

possibie I'exiension des applications pratiques des systèmes de contrôle à des systèmes qui

étaient impossibles à traiter dans le passé.

La complexité est due donc à la nécessité de tenir compte de tous les aspects aussi diverses

soient-ils du système à contrôler. C'est le cas des systèrnes dont le comporternent est

caractérisé à la fois par des phénomènes de dynarnique continue (grandeurs physiques

évoluant de façon continue en fonction du temps) et par des phénomènes de dynamique

discrète (événements survenant à des intervalles de temps réguliers ou, irréguliers). Ces

systèmes sont désignés sous le vocable de "Systèmes Hybrides (SH)". Afin d'illustrer ceci,

"iton, 
I'exemple d'rin atelier de production. L'aspect continu caractérise le comportement local

d'une machine. Les grandeurs continues peuvent être la masse, le voiume, la surface'.. etc'

d'une pièce. Cet aspect est généraiement étudié par I'automatique classique des systèmes

continus. L'aspect dùcret, par contre, caractérise le comportement global de l'atelier. Là, on

s'intéresse plutOt au nombie de pièces, aux stocks,... etc. dont l'évolution est souvent liée à

I'ordonnancement et à la gestion des files d'attentes qili est de nature discontinue. Cet aspect

s'inscrit dans I'automatiquè des Systèmes à Evénements Discrets (SED). La représentation de

cet atelier par un systèmè hybride permet de tenir compte simultanément de ces deux aspects.

Les illustrations pratiques de la notion de systèmes hybrides sont très diverses. Nous pouvons

citer entre autres :

- Circuits électriques, les convertisseurs statiques en particulier, dans lesquels des éléments

fonctionnent en régime continu et d'autres (thyristors, triacs, transistors de puissance...

etc.) en régime de commutation'
- Sysigmes àe bomrnande numérique par calculateur des procédés continus. Dans ce cas, le

calculateur manipule des informations échantillonnées à des instants discrets, le procédé

est caractérisé par des grandeurs continues évoluant dans le temps continu.

Si auparavant, l'étude des systèmes discrets et celle des systèrnes continus sont faites d'une

maniêre séparée, les travaux actuels s'orientent à définir des modèles hybrides où l'aspect

continu et i'aspect discret du système apparaissent sirnultanément. Cependant, les directions

prises actuçllement sont très <livergentes et different principalernent de la nature des parties

èontinue et discrète et de la structure de I'interface entre les deux parties. Pour ces systèmes

hybrides, les notions aussi bien fonclamentales qu'élémentaires telles que la modélisation, les

càncepts de contrôlabilité, de stabilité, ...etc. si bien connues pour les deux classes

précéâemment citées (discrets et continus), deviennent très difficiles à définir. C'est ainsi

l'
I
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qu,un système simple peut, sous I'effet d'événements internes ou extemes, présenter des états

de fonctionnement difiérents. Globalement, il peut présenter un comportement très complexe

qui rend sa modélisation et son analyse très compliquée'

L'étude des systèmes hybrides a été introduite vers le début des années quatre-vingt-dix,

[1],[2],[4],[S1,[01,1t \,12i],[24], et devient depuis un thème rrès convoité par plusieurs

laboratoires de recherche. Les travaux effectués ont porté essentiellernent sur 1o

développement d'une représentation mathématique hybride de tels systèmes. Cependant, le

plus grând défi est le manque d'outils mathématiques pour I'analyse, la synthèse et la

"orr""ptio.r 
de ces systèmes. A travers les années, plusieurs outils ont été développés pour

traiteides systèm", pur"ro"nt continus [14],[17], ou purelnent discrets [9],[10],[13]'[33J'
aucun d'eux n'est capable de réponclre entièrement aux questions posées par les systènres

hybrides.

L'objectif principal de notre travail est d'étudier ces différents travaux effectués d'une pafi

prris d'illusirer I'intérêt de la rnodélisation hybricle dans un cas pratique. C'est ainsi que dans la

première phase de notre travail, nous avons dressé, pa.r une rec!e1$9 bibliographique

èxhaustive, un panorama des differents modèles proposés. Un travail de synthèse a été

effectué po* pourroir les répartir en classes distinctes. La synthèse très fine de la
bibliographie disponible, nous apermis de présenter un modèle à interface géneralisé capable

de déiriie tous les phénomènés hybrides. Quelques résultats d'étude de la stabilité de

certaines classes de cès systèmes sont présentés ainsi que quelques schémas de commande.

Dans une seconde phase, nous avons choisi de faire une application sur un exemple pratique

qui est la ruche apicole. L'application consiste à lui trouver un modèle hybride, puis atteindre

des objectifs de càmmande préalablement définis en utilisant toujours I'approche hybride.

Ce travail est répartit en trois chapitres suivants :

o Dans le premier chapitre, la modélisation des systànes hybrides est présentée. Nous avons

distinguè deux types de représentation, à savoir, une analytique, i.e. par les équations, et

une graphique. Nous avons réparti les differents modèles proposés en littérature en trois

classeso à savoir :

- Une modélisation par les automates hybrides,
- Une rnodélisation par les systèmes à interface,

- Une modélisation exclusivement graphique, utilisant les réseaux de Pétri hybrides et

les réseaux à flux hvbrides.

I Le deuxième. chapitre fera I'objet de quelques théorèrnes de stabilité de certaines classes

de systèmbs hybrides ainsi que l'étude de quelques schémas de commande.

o Le troisième et dernier chapitre, portera sur la rnodélisation et la commande d'une ruche

apicole par I'approche hybride. Le contrôle est sous fonne d'un nourrissement artificiel

des abeilles pendant l'insuffrsance qualitative et quantitative de la nourriture à certaines

périodes de l'année afin de les préparer pour une miellée. Les résultats de la modélisation

et de la commande de la ruche par I'approche hybride seront présentés. Enfin, le contrôle

est effectué pour atteindre les objectifs souhaités par I'apiculteur et vérifiés par la
simulation.

Nous terminérons ce mémoire par une conclusion générale et quelques perspectives.

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
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Chapitre I Modélisation des systèmes h)tbrides -3

CHAPITRE 1

MODELISATION DE,S SYSTEMES HYBR.IDE,S

I Introduction

Nous pouvons toujours se poser la question de I'intérêt de cônsidérer une nouvelle

modélisation hybride pour décrire des processus déjà étudiés dans le domaine cle contrôle ;

c'est une question naturelle puisque les phénomènes concernés par cette modélisation ont

pour la plupart été modélisés soit d'une façon continue, soit d'une façon discrète. Il existe

cependant, des raisons pour inclure les discontinuités dans les modèles de processus contiuus.

Parmi ces raisons, nous pouvons citer:

- Il peut être intéressant d'expliciter les discontinuités du rnodèle où le comportement
continu change d'une façon considérable.

- Les capteurs et les actionneurs qui sont d'une importance capitale en pratique et qui ont
essentiellement des comportements discontinus doivent être pris en compte dans la
modélisation.

- L'utilisation d'événements discrets simplifie la modélisation des systèmes à aiguillage
(plusieurs modes de fonctionnement).

Nous distinguons deux types de représentation :

- Une représentation anallique basée sur des équations differentielles et sur des équations
aux differences.

- Une représentation graphique fondée essentiellement sur des graphes.

L'étude de la bibliographie dont nous disposons, nous a permis de répartir les modèles
proposés en littérature en trois classes de modélisation suivantes :

- Une modélisation par les automates hybrides, dans laquelle nous retrouvons les cleux

types de représentation.
- Une modélisation par les systèmes à interface, qui est essentiellement analytique, où une

interface est utilisée pour représenter I'interaction entre la partie discrète et la partie
continue.

- Une modélisation exclusivement graphique, utilisant les réseaux de Pétri hybrides et les

réseaux à flux hybrides.

Avant de présenter chaque classe de modélisation, donnons d'abord les différents types de

systèmes hybrides.I
li
I



Chapitre I Modélisation des systèmes hybrides 4

II Différents types de systèmes hvbrides

Nous distinguons differents types de systèmes hybrides, parmi lesquels:

fl-l Systèmes continuq comrLandés nar un contrôleur discret

Cette classe est très répandue grâce au développement considérable des ordinateurs et des

contrôleurs discrets. Elle consiste en un système continu commandé par un contrôleur digital
(e.g. ordinateur).

Exemple l.l

Ce système est représenté par la figure 1.1

e(t)

Figure. 1.1 :<Système non linéaire contrôlé par un contrôleur digital >

Il peut être décrit par les équations suivantes :

Le système non linéaire est décrit par :

l*1t1= f (x,e,t)

lv(r) = h(x(t))

Le contrôleur digital est décrit par les équations aux differences suivantes :

(1.1)

["<fu 
+ l)r) = F (u(kr), z(kT))

lv(fr) = H(z(frr))

v(ù

(r.2)

En géneral, les convertisseurs D/A(digital/analogique) et A/D(analogique/digital) sont

considérés idéaux et synchronisés dans le temps (T est la période d'échantillonnage) ; en

supposant aussi que r(t):0, nous avons alors :

e(t):v(kT)=H(u(kT));z(kT)-.y(kT):lt(r(ftT)).

Le système sera donc décrit par :

Système
non linéaire

contrôleur digital
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Chapitre I Modélisation des sltstèmes hltbrides s

(1.3)

Dans ce cas, la partie continue est l'état du système et la partie discrète est la commande qui
est continue par morceaux (continue sur une période d'échantillonnage).

II-2 Svstèmes à aiguillases

Ils constituent une classe de systèmes hybrides incluant les systèmes multimodèles et les

systèmes à structures variables. Ils peuvent être décrits par des équations de la forme :

ic(t) = f,(x(t)) ; te {t,...,k} (1.4)

Tels que x(t)e 91' est l'état du système, la fonction f ,:Iln -) 91" est continue, i est choisi de

telle sorte à ce qu'il y ait un nombre de changements finis en un temps fini.

Exemple 1.2

Considérons le système décrit par le système d'équations suivant :

!*=-Z.x+3 sir<0
l*=x+50 sinon

Ce système a donc deux modes de fonctionnement (deux champs de vecteurs). Le
changement de modèle est conditionné par la valeur de la variable x.

II-3 Systèmes à effets impulsionnels '

Il existe une variété de systèmes qui sont sujets à des variations rapides. Dans la simulation, il
convient de négliger la durée de ce changement rapide et de le représenter comlne un état de

saut. Le contrôle irnpulsionnel est un exemple de ces systèmes. Cette classe peut être décrite
par les équations suivautes :

(1.s)

Tels que r€ 91" est l'état du système, f : fi'x91 -+ 9t" garantit I'existence et l'unicité de la

solution du système pour des conditions initiales données, Io :91' -+91'décrit

l'incrémentation des changements d'états aux instants appartenant à I'ensemble E :{I1,x2,

... : xr<xr<...)c 91* . E est donc l'ensemble des instants où les sauts se produisent.

Exemple 1.3

Soit un système à effet impulsionnel donné par les équations suivantes et qui cottsiste en un
système dans lequel l'état est augmenté de dix fois sa valeur chaque dix jours et, évolue
suivant une équation differentielle en dehors de chaque dixième jour :

litttl -- f (x,H(u(kT)),t)
{
lu (k + t) = F (u (kT ), h(x(kT )))

faxtat=f(x,t), ttrk
fAr=Io(x), t=rt
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Il est clair que dans ce cas,

donné par E:{0, 10,20,30,

sit *I0k, fre N

si/=10t, ke N

ensemble infini de valeurs multiples de 10 et est

l*1t1= o.o25.t

[Âx = 10.x

xe9T, E est un
]

ilI Modélisation-des svst-èmes hvbrides par les automates hvbrides

ilI-l Rappel sur les gutomates à états finis (Discrets)

Un automate à états finis (discret), noté AEF, est défini comme un formalisme mathématique
souvent utilisé pour décrire le comportement discret d'une machine [38].
Il est défini par le quintuplé :

A:<Q, L, wr,F> (1.6)

où les cinq composantes ont les significations suivantes :

- a={ go, Qt, ..., q*} est un ensemble fini d'états discrets correspondants aux états de

fonctionnement de la machine.
- I:{ a1,a2,...orut } estunensembledesymbolesquidénotentlestransitions d'état.

- ty est la fonction qui associe à chaque état et à chaque synbole de transition un ensemble

d'états; c'est la fonction de transition d'état.

V/i QxI -+Q'sQ
(q,a)-+Q'gQ

- Iç Q est l'ensemble d'états initiaux.
- FE Q est I'ensemble d'états finaux.

L'AEF se déplace d'un état q à un état q' en acceptant un symbole osi V(8, a ) est défini et

q'e V/(q,o ).

Exemple 1.4 Modëlisation d'un serveur à dew états

Un simple exemple d'AEF est celui d'un serveur donné par la figure suivante :

Figure 1.2 :<AEF représentant un serveur>>

Le serve.ur est libre lorsqu'il est dans l'état passif, et il est occupé dans l'état actif.
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La figure 1.2 est une représentation graphique d'un AEF à deux états discrets <actif> et

<passif> ; les symboles sont "commencé" ét "terminé" c'est à dire I: {commencé, terminé}.

La fonction de transition d'état est définie pour deux cas : p/(passif, commencé):{actifl et

y\actif , terminé): { P assi f} .

Remarque

Nous pouvons attribuer, dans cet exemple, les valeurs discrètes 0 (pour l'état passit) et I
(pour l'état actif) pour les états discrets du système.

lI.l-Z L' autom ate hvbrid ç

Un automate hybride est défini comme une extension d'autornate à états finis clans lequel

l'évolution continue de la rnachine dans un état donné est prise en compte' Il rnanipule dcs

variables discrètes et des variables continues. Les actions disorètes sont décrites par le

changement de phases (états discrets) et les dynamiques cotttinues par un ensemble

d'équations difféientielles continues. Il faut noter que dans ce type de modélisation, le

contrôleur est implicite et les objectifs de commande sont fonnulés sous forme de phases

interdites et de phàses permises. Tel qu'il a été mentiomé auparavant, les automates hybrides

peuvent être représentés analytiquement ou graphiquement par les deux types de modèles

suivants :

llL2-l Modèle analvtiq ue

Le modèle suivant a été introduit par Alur, []. L'automate hybride est décrit par :

H:(Xp, Xc, ltp Vz, [Lt, I> (1.7)

Xo est I'espace d'état discret.
Xc est I'espace d'état continu.
p, est la fonction qui associe à chaque phase (état discret) q, une fonction continue

{ décrivant les dynamiques continues relatives à cette phase.

p, est la fonction qui associe à chaque phase q', un ensemble invariant *r(q) ç Xc. Si le

système est dans un état discret q,l'état continu doit alors être dans Vr(q), sinon, une

exception sera générée.

p, est la fonction qui associe à chaque paire de phases (q, q'), une relation de transition

lL, (q, q') ç( XoxXc ). ltr(q, q') est une application de I'espace d'état de q vers celui de

q'.
I est l'ensernble des conditions initiales.

L'état global du système hybride est représenté par une phase discrète et un état continu.

L'état peut changer, soit instantanément en présence d'événements discrets et ce en suivant

les relations de transition données par F' soit d'une façon continue suivant des fonctions

définies par lrr. L'évolution d'un système dynamique hybride dans un intervalle T=lti,ttl
consiste en une collection (r, q,x) qui satisfait les propriétés suivantes :

l'
I



I
I
I
t

Condition initiale : (q(t o), x(to )) e I

Evolution discrète : (q(r,), x(r,), q(x,*r), x( t,*, ))e W(q&,), 8(r,*))' Vt

Evolution continue ;Vi, tr,(1,*,et V re I T,,T,*,l:

(1.8)

Pour illustrer cecio considérons un système hybride à deux variables d'état continues xr,xret

possédant trois phases discrètes, comme le montre la figure suivante :

Jcr

. Figure 1.3 : <Exemple de système hybride>

Un tel système peut être modélisé par un automate hybride à trois états discrets (phases) q,,

gz et gt; à chaque phase sera associé un ensemble invariant Vr(Q,), i:L,2,3, et un ensemble

d'activités (fonctions) donné par lrr (q,), i:1,2,3. L'automate hybride fonctionne comme suit :

Au départ, il est en phase q, etàl'état mr(mr=(x,o,xro)),l'état continu change suivant la

fonction F, ( {r ). Après un ceftain ternps, une transition se produit et I'état passe d'une façon

discontinue, suivant une relation de transition donnée ptr lr: (Q,Q), à une nouvelle phase

qretunnouvel état m, et ainsi de suite jusqu'à atteindre l'état mrdans la phase qr.

Remarques

1. Un automate hybride est dit non déterministe si pour un état donné (q, x), plusieurs

destinations (e', x') sont possibles, et ceci peut provoquer des conflits. Certains auteurs

[2],U91,1341 ont proposé quelques méthodes d'analyse relatives à des cas particuliers
d'automates hybrides non déterministes pour lesquels ces conflits apparaissent (exp. : les

rendre quasi- deterministes).
2. L'automate hybride est dit non bloquant si pour tout (q,x)e XpxXç, le système continu suit

son évolution soit par un saut discret, soit en suivant une fonction continue, il n'a donc

aucun point de blocage.

lr(')= fo@Q))

ja(t) = ilr,)
fx(r) e W,(q)

I
t

I

li

qr\,,



lotrl 
= f @,t)

I 
x(0) = xo

lxe 91"
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3. Il faut noter que nous pouvons modéliser les

hybride à un seul état discret. Prenons par
suivantes :

systèmes purement continus par un automate
exemple, le système régit par les équations

Un tel système peut être modélisé par un automate hybride à une seule phase q à laquelle

correspond p,(q){, $r(q)=%' , l\(8, ù<{qkK" ) et I:{ xo }.
4. Dans certains systèrnes hybrides, la représentation de sauts discrets dans une même phase

est nécessaire. Pour modéliser cela, nous associons à chacun de ces sauts un événetnent

discret o . Un événement o se produit à un temps /, si et seulement si o (f)*a (t*).

Prenons par exemple un système pour lequel dans une de ses phases ce genre de sauts sè

produit. Supposons que pour effectuer un saut, nous testons une expression booléenne

formée par les variables d'état continues. Nous correspondons alors à ola valeur 0 si

cette dernière est fausse et la valeur I si elle est vraie. Si l'état continu passe après un

événement o , de x, à x, le modèle sera alors donné par :

- L'espace d'état est X'= Xpx{0,1}xX6
- Les conditions initiales sont I'= Ix{0}
- fr(q,o,x,t)=.fo(q,x,t), oe{0,1} ,x:xzsi o =1 etx+xzsi o =0

- ILz(q, o)-- ttr(q) et l\(q, a ,q): lLr(q,q):({q}xltr(q)).

III-2-2 Modèle eraphique [22]

Si l'état discret ne prend qu'un nombre fini de valeurs, il est intéressant de représenter

l'automate hybride par un graphe. Nous pouvons associer un graphe à un automate hybride en

usant des notions suivantes :

1. Les næuds : le nombre de næuds dans un graphe est équivalent au nombre de valeurs
possibles de l'état discret. Les næuds sont indexés (notés) par les valeurs des variables

discrètes QeXo auxquelles ils coùespondent.

2. L'évolution continue:pour chaque næud q, nous associons une fonctionfrdécrivant

l'évolution des dynamiques continues. Elle est donnée par :

(1.e)

(1. l 0)
.f, :XxTâX.

(q,x,t) -+ fr(x,t)

3. L'ensemble invariant d'un næud : à chaque næud q, nous correspondons un ensemble

invariant défini par : inv(q)={xeX6 I xe p"r(q)}. Ceci implique qu'un système demeure en

q si et seulement si .re inv(q).

4. Le garde de transition : à toute transition g -) Q',nous associons un garde qui détennine

les conditions de transition. C'est généralernent un ensemble d'expressions booléennes
des variables d'état continues. Il est noté par En(q, q').
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5. Evénements de transition : à la transition q è Q', nous coffespondons l'ensemble des

valeurs données par: Res(q,q'):{x'eXçlx'el(q')}. Ceci implique qu'après un

franchissement de transition émanant de (q,x) et atteignantl'état (q'fi'), x' doit appartenir

à I'ensemble des conditions initiales de q'-

En utilisant toutes ces notions, le graphe de I'automate hybride aura la forme suivante :

Figure 1.4 : <<Exemple de graphe d'automate hybride>

Exemple 1.5 lIl
Nous considérons un thermostat qui contrôle la température d'un système de production. La
variable x modélise la température du système. Le système de chauffage est à deux états

onloffauxquels, nous associons deux variables discrètes {r =1 (an) et qr:0 (offl.En q, x suit

une équation différentielle de la forme * = -x + 4 et eî 82, * = -x. L'objectif de contrôle est

de maintenir la température cntre I et 3.

Le système ainsi décrit peut être représenté par le graphe suivant :

x:2

->
Figure 1.5 :<L'automate hybride correspondant au thermostat>

Dans ce cas :

Inv( q, ):{xe II I x<3 }, Res( Qr,Iz)={3}, En(q,qr):{x=3},ILJQ)= x = -x + 4 ;

Inv( q r)= {xe Tl I x>l }, Res( q,, e ): {l }, En( e r, e z)= {x:1 }, trt, (q r): i = -x

Exemple 1.6 lll
Considérons un réservoir d'eau dans lequel le niveau est détecté à tout instant par un capteur,
qui à son tour le transmet à un contrôleur (moniteur) qui actionne une pompe à deux états

I
I
I
t
I
I
I
I
I
t
ll
I

En(q, q')
x::I'€R

*= fn,(q',x,t)

xein\q')
* = fr(q,x't)
x e inv(q)

*=-x+4
x13

8z

x>l
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onlof. Nous supposons que lorsque la pompe est en position oflle niveau, diminue de deux

unitôs put r""onde; quand elle est en position on, il augmente d'une unité par secoude.

Suppoùns aussi qu'initialement le niveau d'eau vaut une unité, et la pompe est en positioq

on.L,objectif du Jystème de commande est de maintenir ce niveau entre une et douze unités.

Cependant, depuis I'instant où le moniteur signale une nécessité de changement d'état de la

pompe et celui dont il devient effectif, il existe un délai de deux secondes. Le moniteur doit

àlors signaler une mise en position on de la pompe avant d'atteindre le niveau un, et la
position off avant d'atteindre douze unités.

La figure suivante est une représentation graphique de l'automate hybride correspondant au

système décrit précédemment. L'automate a quatre états discrets notés Qo,Qr,Szet

q, respectivement ; dans les <leux premiers, la pompe est en position on, et dans les deux

derniers, elle est en position off. L'horloge / est utilisée pour spécifier les délais. Lorsque le

système est en grou et, le signal faisant passer la pompe de on à off ou de off à on est envoyé

/ secondes avant.

Figure 1.6 : <L'automate hybride correspondant au moniteur du niveau d'eau >>

Dans ce cas :

Inv(qr)={xeïl I x<10}, Res( Io,Q)={(0,10)}, En(qo,q' )={x=10}, p

Inv(q,)={/e 91* ll<2}, Res(q, ,qr):{(2,x)}, En(q, ,Q):U=2}, lrr

Inv(qr)={xe Tl I x35}, Res(g, ,Qt):{(0,5)),En(q, q, )= {x:5}, p' (

Inv(q,)={/e 91* ll<2l,Res(q, , Q):{(Z,x)}, En( Q2, 8t): {l:2\, V,

Remarques

Dans les graphes d'automates hybrides, les transitions g -) q sont permises. Des boucles sur

le même næud sont donc possibles.

l-rl
,(co): l, Itrl

LI

l-tl(cr)=l,l
Lrl
[rlq,):l ',l. t-2. I

.LJ [rl
(q,)= | " I

L'J

x:10, /; :0 Qr

i =l
*=I
l<2

Qo

i=l
i=l
x<10

8z

i=I
+-_)
x<5

8t
i -tI _L

l<2
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lll-2-3 Les automates hvbrides proposés en littérature

il L'automate de Tavernini [37]

Afin d'étudier les systèmes comportant les phénomènes d'hystérisis, Tavernini a proposé les

automates hybrides dits <automates differentiels>.

Un automate différentiel 'A' est le triplet (X,.f,v), où X est I'espace d'état de A, X:91" x Q,

Q={1,..,N} est I'espace d'étatdiscret de A et 9l'est son espace continu ;/est un ensemble fini

de familles de ciamps de vecteurs f (., q).'91'-+9t", 4€Q, représentant les dynamiques

continues de A. vn : X+ Q est la fonction de transition discrète de A ; vo (.) = v(.,q),q € Q.

Il définit I(q)= \ r(91 )\{q}, I'ensemble des états discrets qui peuvent être atteints en une

seule étape à partir de q. Il impose pour tout qeQ et tout qr'e I(q), I'existence des ensembles

Mo,o, = v;'(l') ; les ensembles âMo,o, sont dits des limites d'aiguillage >de I'autotnate'

Il définit aussi, Mr=vq'et(q') Mq,q,et le dornaine de capture de l'état q par :

C(q):{xe 91 W(r, q)=q}.

Les équations d'évolution sont :

(1.11)

Avec la condition initiale (xs, 8o)e (uu.qC(q))xQ.

La notation f indique que l'état discret est continu à gauche par morceau. Commençons en

(ro,l), latrajectoired'étatcontinuex(.)évoluesuivant i=f(x,i),six(.)rencontre ôM',, au

temps tr,l'étatdevient alors (x(f, ), j), à partir duquel le processus continu son évolution. Ceci

est illustré parla figure 1.7 montrant l'évolution des trajectoires de l'état du système dans

I'espace de phase. Ce modèle est noté ADT (automate différentiel de Tavernini).

q:J

q:i

{o(t) 
= f(x(t),q(t))

lq(t) = v(x(t),q(t-))

I
I
I
I
I
I
I
I
I
t
I
I

O
a^

I
tl
I

Figure 1.7 : <Schématisation des dynamiques de I'ADT)
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Cet automate peut être formulé sous les notations précédentes (automate hybride) en adoptant

les notations suivantes :

X:Qx9î :XpxXç

/:Qx9t +9i devient /:XpxXc-âXc
C(q) représente pr (q)

Mn,n, :ltr (q, q').

ii] L'automate de Back-Guckenheimer-Myers-[5]

Ce modèle est de philosophie analogue à celle de I'ADT, il est cependant plus général

puisqu'il autorise les sauts dans l'espace d'état continu (les sauts dans une même phase).

L'"rpu"" d'état du modèle est X:\-/qeqxq, Q:{1,..,N}. Chaque Xn est un sous-ensemble de

9T . n faut noter que les ensembles Xn ne sont pas forcément disjoints. Les dynamiques

continues sont données par les champs de vecteur { : X, + 91 . Ces auteurs définissent aussi

les ensembles Un tels que Un c Xn . Les dynamiques sont comme suit :

L'étatdémarre en x0 G IJ,, il évolue suivant * = f,(x) ; si x(.) croise âU, (limite d'aiguillage)

au temps /,, alors l'état saute instantanément à l'état & U, et l'état global devient donc (e,i),

d'ici le processus continue son évolution, colnme le montre la figure 1.8. Le modèle est noté

BGM.

Figure 1.8 :<Exemple de dynamiques du modèle BGM >

En adoptant les notations précédentes, nous avons :

- X=uXo =XpxXç

- x(.) croise âU, est équivalent à la génération d'événement o . Donc, une fois que l'état

croise ôU,, un événemento est généré. En fonction de la valeur de ce dernier, un saut

d'état dans le mêrne état discret se produit ou un saut vers un autre état discret est

provoqué.
- Les autres notations sont similaires à celles adoptées pour le rnodèle de Tavernini.

Ill-2-4 Interconnexion d'automates [221

Les systèmes complexes sont souvent modélisés par I'interconnexion de plusieurs automates

hybrides. Chacun d'eux est vu comlne un sous-système utilisé pour décrire une fonctionnalité
particulière du système global. Dans une interconnexion, les sofiies des uns deviennent les

entrées des autres. Il faut distinguer trois types d'entrées pour chaque sous-systèmq :

I
I
T

I
I
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- Les entrées locales : qui sont spécifiées localement par les interconnexions des sorties des

difflerents automates hybrides (sous-systèmes) constituant le système complexe.

- Les entrées de l'environnement: sont les perturbations (les bruits ou les dynarniques qui

ne sont pas modélisées) qui agissent sur le système complexe.

- Les entrées de coordination : qui sont utilisées pour la coopération avec d'autres systèmes

complexes.

Ces differentes entrées peuvent être schématisées pat lafigure 1.9 suivante :

Figure 1.9 :<<Exemple de schématisation d'un système complexe>

Exemple 1.7 lll contrôleur de la barrière du chemin de fer

Nous voulons modéliser un système de contrôle pour la traversée d'un chemin de fer en

utilisant un automate hybride. Le système est constitué de trois processus : un train, une

barrière, et un contrôleur de la barrière. La variable x représente la distance du train de la

barrière, x est sa vélocité. Initialement, le train est loin.de la barrière et roule à une vitesse qui

varie entre 48 et 52 mètres par seconde. Quand le train s'approche de la barrière, un capteur

placé à une distance de 1000 mètres de la traversée détecte le train et envoie le signal app au

ôontrôleur. Il peut alors ralentir à une vitesse comprise entre 40 et 52 mètres par seconde' Si le

contrôleur reçoit le signale de I'approche opp, il exige 5 secondes pour envoyer I'ordre

baisser à la barrière. Le délai du contrôleur est modélisé par l'horloge z. si la barrière est

ouverte, elle sera baissée de 90 degrés à 0 avec une vitesse de 20 degrés par seconde; la
position de la barrière en degré est modélisée par la variable y.Uî autre capteur placé à 100

mètres après la traversée, détecte le départ du train et le signale au contrôleur par le signal

quitter, qui après un autre délai de 5 secondes, envoi la commande ëlever à la barrière. Nous

supposons que lq distance entre deux trains consécutifs est au moins de 1500 mètres, alors,

lorsque le capteur détecte le départ d'un train, le suivant est à au moins 1500 mètres de la

traversée. Le contrôleur doit accepter les signaux app et quitter à tout instant, et la barrière

doit accepter ses commandes. Nous concevons le contrôleur de telle sorte qu'un signal quittei
est ignoré si la barrière est sur le point d'être baissée, et un signal app fait toujours baisser la

barrière. Les trois automates hybrides qui modélisent le train, la barrière et le contrôleur sont

donnés par les figures suivantes. Le système global est donc modélisé par l'interconnexion de

ces trois automates.

I
l:l
I

Entrées de coordination

Entrées de
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Figure 1.10 :<L'automate hybride représentant le train>

Figure 1.1 1 :<L'automate hybride représentant la barrière>

Figure | . 12 ; <<L' automate hybride représentant le contrôleur>

app baisser

ou quitter ov remonter

Figure t.tf 
, 

<<L'interconnexion d'automates hybrides représentant le contrôleur de la barrière
d'un chemin de fer>

proche
0<x<1000

-52<x<-40

Loin
x>1000

48<*<52

quitter

apres

x<100
40<*<52

x=100n
x'21500

/-ffi\
(o=r<eo\viv

.\

-\ alssee

baisser
0<z<5

baissée \----l remontée
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IV Modélisation des svstèmes hybrides par les systèmes à interface

Cette modélisation est une représentation purement analytique des systèmes hybrides basée

essentiellement sur un ensernble d'équations différentielles ou d'équations aux différences.

Dans cette modélisation, le contrôleur est explicite puisqu'il est entièrernent séparé du

système à commander. Une interface est dans ce cas utilisée pour relier la partie discrète et la

partie continue.

Nous allons présenter dans ce qui suit, les deux principaux modèles à interface proposés en

littérature, ainsi qu'un modèle à interface généralisé.

IV-l Le modèle d'Antsaklis [2]

Un modèle à interface a été proposé par Antsaklis [2]. Comme le montre la figure 1.I4, ce

modèle est divisé en trois parties qui sont le système continu (à contrôler), le contrôleur SED

(système à événements discrets) et l'interface.

Le contrôleur (SED)

eU

L'interface

t)e

Le systèrne continu

aeXo

x(/)eX6

ud

u(

Figure 1.14 : <Le modèie à interface d'Antsaklis>.

Le svstème continu

I1 inclut toute la partie continue du système total. Il peut être décrit par :

{r(,) = f (x(t),u(t))

|.y(r) = h(x(t))
(1.12)

x(t)eXc est l'état du système, y(t)eYç sa sortie et u(t)eUç son entrée. Sans perdre de

généralités, supposons que y(r): x(r).

Le contrôleur (.SED)

Il est décrit par <Q, Xo, IJo, W ll> où Q est I'ensemble des états discrets, Xn est l'ensemble
des événements du système, Uo est l'ensemble des commandes discrètes du contrôleur,

1ar: QxXp -+ Xo est la fonction de transition d'état et 4: Q -+ Uo est la fonction de sortie.

L'action du contrôleur est décrite par les équations suivantes :



lr,
1

[et

tu,
1

luo,
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= ty(q,-1, x a,)

= n(q,)
( l .13)

avecxd € Xo (c'est le f'" événement du systèrne), 4i eQ, u,, elJe (c'est la iu"'n comtnaucle

du contrôleur). L'état de transition de q,-rà q,, et la sortie du contrôleur sont générés

immédiatement après la réalisation de l'événement du systàne x,r '

L'interface

Elle est constituée de deux transformées y et oc telles que :

- y :Uo -+9T- convertit chaque événement du contrôleur en un signal d'entrée pour le

système continu, nous avons alors :

u(t):{ua,)

uo étantl'événement le plus récent. L'entrée du système est alors constante par morceaux

(en escalier) qui change de valeur si l'événement du contrôleur se produit'

cr : lln -â Xo est la fonction qui associe à I'espace d'état des événements discrets du

système :

xu =u(x(t)). (1.1 s)

cr doit être une fonction qui réduit 9ln en plusieurs régions. L'événement du système xd.

n'est généré que lorsque le système rentre dans l'une de ces régions pour la prernière fois.

Remarques

1. Le système continu muni de son interface peut être considéré comme un système à

événements discrets. Ainsi, le système contrôlé est décrit par un automate à états finis

[2],I l9],[35].
2. Ce modèle a été repris par Nerodè et Khon [25] en utilisant un automate discret à la place

du système à événement discret, I'interface est dans ce cas constituée d'un convertisseur

analogique-continu et d'un convertisseur continu-analogique.

Exemple 1.8

Considérons le système doruré dans l'exemple 1.5 précédent. Nous allons dans ce qui suit,

montrer comment le modéliser par un système à interface. Supposons qu'initialement la

température vaut 2 unités. La répartition de I'espace d'état est dans ce cas donnée par :

o (x(/):
x(t)>-3

x(r) < I

Alors, lorsque la température est supérieure ou égale à 3, l'événetnent du système etsera

généré, et reste activé jusqu'à ce que la température atteigne la valeur l, l'événement e2sera

(1.14)

I
ll
I
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alors activé. L'interface génère deux entrées correspondant aux deux événements du

contrôleur udtet ud2c,omme suit :

{rr(t)):i:
si u6(t) = ua,

si uo(t) = uo,

puisque u(tY^t(uo(r)), ceci veut dire que le système de chauffage sera en position off suivant

1'événement du contrôleur uu, et I'inverse suivant l'événement du contrôleur uu,. Le

contrôleur est alors un système à deux états discrets q,et 8r. I passe à l'état q,lorsque

l'événement e,est reçu, se déplace vers l'état qrlorsque e2est gêrréré. Nous notons alors,

I(g, erÈua,et 17(82, €z)=ua,.

lV-z Le modèle de Brockett [7]

Ce modèle est décrit par les équations suivantes :

fo(t) = f(x(t),u(t), z[P])

j È(t) = r(x(t), u(t), z[p])

I z[p] = n(x[t], z[P], tt[P])

(1.16)

x(r)eXcc9|n, u(t)erJçcfr'',p(r)e 91 , t[fleY, zftfleZ,f :XxTJxZ-+II , r:XxlJxZ-+9i et

q:XxZxY-+2.

y et Z sont des sous-ensernbles de N. La notation [/] dénote la plus récente valeur de / à

laquelle p devient entier. Ce type de modèle est noté MB (Modèle de Brockett). Brockett a

utilisé dlune façon simultanée les commandes continues et discrètes en introduisant une

"horloge" o.r 15 "compteur" variable p. La première équation est celle des dlmamiques

continues et |a dernièré est celle des traitements symboliques du systèrne. u(t) est la

commande continue exercée en temps t;TllpJ eSt lapetrle commande discrète (symbolique), elle

est appliquée lorsque p passe par des valeurs entières. Les temps où p passe par des valeurs

entièrès peuvent être ws comme des événements discrets du système dynamique hybride. La

figure suivante montre les dynamiques du MB.

Figure 1.15 : <Exemple des dynamiques du modèle de Brockett >

Remarque tp1: {te91. ; p(r)=[p]]

x = f (x,u,
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Remarque t6= {teÎ,I.. : p(t).111}

Exemple 1.9 17) Description d'un système de contrôle d'une automobile

Cet exemple consiste en un système de conduite d'une automobile régitpar les équations :

[rf,0) = xr(t)

Iit,(t) -l-a(x,(t)) + u(t)l/11+ z(lpl)l

1 i'(,) = t

lr$pl+ 1) = f (r(lpl), x, (t, n,), x r(/rrr ))

(r.r7)

I
I
I
I
I

où x,,)crelln sont la vitesse linéaire et celle angulaire de I'engin respectivernent,

u(t)eïlm est I'entrée exteme telle que la position, le terme a(.) détermine la dirninution de la

capacité du système à produire des rotations à des vitesses angulaires élevées, zeN représente

le changement de la position, et /:Nx9l'x91'-+ N est la fonction de déplacement. La

vanable p représente une <<horloge > ou un compteur, /e 91* dépend implicitement de x1, x2, Ll

et z. Ce modèle de Brockett peut être vu comme un système à interface. Il sera schématisé par

les blocs donnés parla figure 1.16 suivante:

(rylpl,

Contrôleur hvbride

u(t)) (
Interface

, u(t) p

Svstème continu

lJvù

@tp)

Figure 1.16 : <Le système à interface équivalent au modèle de Brocket >

Dans ce cas, I'interface a pour rôle de détecter les instants où p passe des valeurs entières.

c'est donc un échantillonnage du temps qu'elle effectue en fonction des valeurs de I'horloge.
Une fois quep passe par des entiers, un événement est généré par I'interface et est envoyé au

contrôleur qui doit, calculer en fonction de celui-ci les commandes discrète et continue
correspondantes.

IV-3 Modèle à interface eénéralisé [29]

Le modèle à interface généralisé que nous présentons ci-dessous tient compte de toutes les

particularités des deux modèles déjà exposés. C'est ainsi que ce modèle est capable de décrire
I'aiguillage entre les champs de vecteurs, les sauts discontinus de l'état, f influence de la
partie discrète sur la partie continue et vice versa. Il est constitué d'un systerne hybride en

boucle ouverte (SHBO) contrôlé par un contrôleur hybride (CH) comme le montre la figure
l.l7 suivante :I

ll
I
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système hybride en boucle ouverte

contrôleur hybride

Figure 1.17 :<Schéma détaillé d'un modèle de système hybride à interface généralisé>

o Le SHBO est défini par le triplet :

SHBO = < DsHeo, CsHso, Isuso>. (r.1 8)

a) Dsnso: il représente lapartie discrète du SHBO (c'est le système à événements discrets

SED. du système à contrôler) et est défini par le triplet : DsHso=<Qr, Ir', pr'> qui consiste

en un ensemble d'états discrets du SED', I'ensemble des événements d'entrée et la
fonction de transition d' état respectivement.

- L'état du SED, au temps t est q (t)= q,e Q, tel Que Q':{Qr, Q2,.., 8t} où chaque

Q,efiq;
- I.' est l'ensemble des événements d'entrée, Ir'=IruIu\JI.r, o"eL est l'événement

interne du système généré par le processus continu à l'aide du générateur

d'événements y.; o,e),u est l'événement externe qui se produit sans influence

*, =.fr(xs,qs,u,v)

! = hs(xs,8s,u,t)

zs = Es(xrru,v)

*" = f"(xr,g"r!rr)
u = hr(x,,Q",!,r)
z" = gr(x"ryrr)
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d'aucune dynamique rnodélisée, il n'est pas donc inclue dans L , O"ref",' est

l'événement issu de la partie discrète du contrôleur. q et ou sont incontrôlables et 4'
est contrôlable.

- La fonction de transition d'état t7rr: Qrx L'9 Q, détennine l'état suivant après un

événement de o"'e L,', Ç (t)=%@ (t), q).

b) Csnno. décrit les dynamiques de la partie continue du SHBO et est représenté par les

équations données par la figure l.l7 , x (r)e 9T' est le vecteur d'état continu du système,

rz(f)e 9i'" est le vecteur de contrôle externe et v(t)e 9Tk est un vecteur externe de

perturbations qui affectent l'état continu. La fonction/ est supposée continue pour l'état

constant q (t). La sorlie est y(r)e 91p est générée par la fonction h,. La fonction g" donne

le signal z eZrcgld qui est I'entrée du générateur d'événements y, de I'interface.

Pour exprimer les sauts dans la trajectoire d'état continue, nous utilisons la fonction de

transition /. telle que :

II
I

x (t):Q"@ $), q (f), q')

Elle détermine l'état prochain après un événement 4,e Ir'qui a provoqué un saut dans

l'espace d'état (c'est un saut dans la même phase).

c) Isaao.. c'est f interface qui assure la génération des événements o"e I, du système continu

au SED', ys Zs -+Ir. Les événements se produisent pour deux raisons : - Si le système

entre dans une région avec un comportement différent; - S'il y a un saut dans l'état

continu.

o Le contrôleur hybride (CH) est défini par le triplet '

(1.1e)

(1.20)CI{=<Dçs, CcH, Ics>

où chaque partie est définie d'une façon identique aux éléments du SHBO. L'interaction entre

les parties continues et les parties discrètes peut être utilisée pour représenter différentes

sortes de comportements des systèrnes hybrides.

Etant donné un SHBO, la conception d'un CH a pour but de satisfaire des spécifications pour

le système hybride en boucle fermée (SHBF). En plus des buts généraux de robustesse et

d'optimalité, Ies spécifr.cations peuvent impftquer des resfncfions sur [e comportement du

système en boucle fermée. Ces restdctions sont divisées en deux catégories :

- Restrictions sur la partie continue: pour les parties continues, les spécifications sont

introduites sous forme d'invariants. Un invariant est considéré comme une répartition

de |'espace d ë&( contin< dct SHBA

- Restrictions sur la partie discrète : les spécifications discrètes sont introduites par un

ensemble d'états interdits et autorisés pour le SED dans le but de limiter le
comportement dynamique discret.

I

I
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V Modélisation des systèmes hybrides par les Réseaux de Petri Hvbrides

Les réseaux de Petri (RDP) sont un outil graphique d'aide à la modélisation et à l'évaluation

des performances des systèmes de production. A I'origine, les réseaux de Petri modélisent les

systèmes à événements discrets, ceci a donné lieu aux RDPDs. Par la suite, les RDPCs ont été

développés afin de modéliser le comportement continu des systèmes de production.

RécemÀent, Le Bail [18] a introduit les RDPHs afin de tenir compte de I'aspect hybride des

systèmes de production. Les dynarniques continues sont décrites par trr1 RDPC et les

dlmamiques discrètes par un RDPD. Une interface est utilisée pour relier les deux types de

réseaux.

Un exemple de système de production dont le comportement est hybride, qui sera repris dans

cette étude, est donné par la figure l.1B suivante :

valve 2 Jt1
valve de contrôle

appareil
de chauffage valve 3

indicateur de

niveau continu

J,*
mlxeur

mlxeur

p1s

roulant

Figure 1.18 :<Exemple de processus pouvant être représenté par les RDPHs >

Il fonctionne comme suit :

Une solution est versée, à travers une valve, dans le réservoir 1 où elle est mixée et chauffee.

Le niveau de celle-ci est donné à tout instant par un indicateur de niveau continu. Une

deuxième solution est versée dans le réservoir 2 à travers une autre valve. Si le niveau de

cette dernière est inférieure à celui de la première solution, la valve de contrôle sera ouverte
(elle sera fermée dans l'autre cas) permettant ainsi le passage de cette demière dans le
réservoir 2, où elle sera mélangée à celle du deuxièrne réservoir. La solution ainsi obtenue est

versée dans le réservoir 3. Une pompe est alors utilisée pour remplir toute boîte vide qui lui
sera juste en dessous. Chaque boîte remplie est déplacée par un tapis roulant.

Comme nous I'avons mentionné, un RDPH est constitué des trois parties suivantes :

V-l Le RDPI)

Les états d?un RDPD sont donnés par un vecteur de marquage m(t):m,e M tel M:{m,, ...',

m,| où chaque tn,€Nn, ceci implique que les éléments du vecteur de marquage sont desI
ll
I

boîtes vides

boîte pleine
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entiers. Le changement d'état se produit lorsqu'une transition est franchie au temps 1r, et est

donné par l'équation suivante :

m(r r,) = A".S(tr ) + m(r o).

Ad est la matrice d'incidence conespondant aux poids des arcs et S(.) est un vecteur dont un

seul élément est non nul représentant la transition, correspondant à un événement o j, à

franchir.

V-2 Le RDPC

Dans ce c€ts, au lieu de franchir les transitions à des instants donnés avec une durée nulle, il y
a un franchissement continu avec un flux r qui peut être, externe généré par un signal

d'entrée, ou peut aussi dépendre du vecteur de marquage continu x. L'évolution du RDPC

peut être décrite par une équation differentielle non linéaire :

(r.2r)

(r.22).lû'(r; = A'(x(t)).r(x(t),t) ; x(r)>0

A" est la matrice d'incidence correspondant aux poids continus des arcs. A cause dn

franchissement continu des transitions, l'espace d'état du RDPC est formé par des nombres

réels et |'évolution des marquages devient une trajectoire continue. Les systèmes pour

lesquels cette modélisation est recornmandée sont : les systèmes à écoulement de

fluide (exemple : processus de dosage et de mélange de fluides où les flux traversent

plusieurs niveaux afin de subir différents traitements). Les relations entre les quantités

physiques dans les systèmes à écoulernent de fluide, où les dynamiques du fluide sont

négligée, sont décrites par l'équation :

!stuckage =L.flw en entrée -lflw en sortie.
dt

(r.23)

Les états correspondants au stockage peuvent être I'une des variables suivantes: les

volumes, l'énergie, le poids, la concentration,...etc. qui sont toutes des variables positives.

Les places dans les RDPCs sont modélisées par des cercles doublés et les transitions par des

rectangles, afin de les séparer de celles des RDPDs. Les valeurs initiales dans les RDPCs sont

ignorées pour obtenir des graphes plus clairs.

Exemple de modélisation par les RDPC

Considérons les réservoirs 2 et 3 de l'exemple de la figure 1.18 précédente. Les

dynamiques continues des réservoirs sont représentées par les graphes suivants (nous

supposons dans ce cas que la valve de contrôle est fermée) :

I
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hz(t)

2

9, ( V' (t)) q, (hz(t))

llAz
h:(t)

Ao (t)
(a)

lAz

Ao (t)

Figure 1.19 :<RDPC décrivant la balance du flux :

(a) volumes pour états, (b) niveaux pour états. >

Les équations de (b) peuvent être formulées par :

(b)

h,çty = |A,Q)- 
q,(h,(t)))

h, çt1 = 
irn,&,(t)) 

- q oQ))

(r.24)

V-3 L'interface

L'interface est utilisée pour relier le réseau discret au réseau continu. Elle doit décrire, les

changements des dynamiques continues (aiguillage entre les champs de vecteurs), les sauts

d'état continus et la génération d'événements due aux.limites dans l'espace d'état.

V-3-l Modélisation de Itaiguillage entre les champs de vecteurs

Le changement brusque de vecteur. est le résultat des non-linéarités dans les champs de

vecteur continu. Ceci peut être modélisé par un RDPH en utilisant un élément d'aiguillage,
comme le montre la figure 1.20. L'état du RDPD affecte le flux à travers une transition
continue. Tel qu'il est rnarqué sur la figure T.20,LLn'y a aucun flux à travers la transition
continue. Cependant, si la transition <<activen> est franchie, Pl sera marquée causant un
écoulement de flux. Le franchisserrent de la transition désactiver stoppera le flux à nouveau.

Les actionneurs à deux états comme les valves ou les robinets peuvent être représentés par
cette structure.

P2

Figure 1.20 :<Structure représentant I'aiguillage entre les champs de vecteurs>>



Y-3-2 Les sputq continus

un saut d'état continu peut être modélisé en connectant une place continue à une transition

discrète. Le poids de I'arc intermédiaire Ax décide de I'amplitude du saut. Si une place

continue est suivie par une transition discrète et une place discrète, alors le marquage discret

est interprété comme une quantification (proportion) du rnarquage continu.

X
AX

Figure 1.21 :<Représentation des sauts dans l'iuterface >

V-3-3 Génératigl do événementq

Lorsque des états continus spécifiques sont atteints, un événement qui peut affecter le

comportement discret est généré.

Figure 1.22:<<Structure de génération d'événements dans l'interface. >

Exemple l.l0 [29]
Le graphe ci-après est une modélisation par les RDPHs de l'exemple de la figure 1.18, par

souci de clarté, nous avons omis de représenter toutes les notations des places et transitions:

Pr

Pr

9r
LlAl

Figure 1.23 :<RDPH correspondant à I'exemple de la figure I .18 précédente>
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Les transitions continues e1, en,gz,qrsont affectées par le changement de structures. Pour

modéliser la propriété de nonlinéarité physique de la valve de contrôle, il est nécessaire

d'introduire la dépendance entre les valeurs (h1,hz) comme le montre la figure I.23 ci-

dessus.

La transition continue q,, est franchie lorsque le niveau du réservoir 2 est en dessous du

niveau du réservoir 1, et ceci est modélisé par les arcs des places continues affectant les

transitions discrètes représentant le changement d'état de la valve de contrôle. Celle-ci est

donc ouverte si h, >h, et fermée dans la cas contraire.

La place continue h, représente le niveau du réservoir 3. La place discrète PR(position de

remplissage) est à I'entrée d'une transition discrète qui sera franchie si et seulement h, > Âh,

et PR marquée. Une fois la transition franchie, Âh, unités sont retirées de la hauteur hr. Il y

a donc un saut dans le niveau du réservoir 3. Le franchissement de la transition provoque le

mÉlrquage de la place BR (boîte remplie), représentant ainsi une quantification d'une valeur

Ah, de l'état h, .

\/l Modélisation des systèmes hybrides par les réseaux à flux hybrides

L'approche proposée est dite, réseaux à flux hybrides (RFHs) ; elle est basée sur la
représentation graphique d'un système hybride par un ensemble de réseaux cliscrets et

continus. Ces réseaux sont utilisés pour modéliser une large classe de systèrnes hybrides non

linéaires. Ces réseaux ont été introduits par FLAUS et ALLA [12].

Un exemple de système hybride, qui sera repris dans cette étude, est donné par la figure 1.24 ,

suivante :

Figure I.24 :<<Exemple d'un système biochimique >

Il fonctionne comme suit:I
lr
I
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La biomasse dans le réservoirl et le produit chimique dans le réservoir 2 sont rnélangés dans

le réservoir 3. Lorsque le mélange atteint une limite voulue, il est transféré dans le réserryoir 4

où une réaction se produit durant une ceftaine période. Une partie du résenroir 4 est alors

envoyée vers le réservoirl et le reste est envoyé vers l'autre partie du,systèffre

Avant de présenter la moclélisation des systèrnes hybrides par les RFHs, clonnous d'aborcl

quelques définitions :

VI-l Les résçlf$I È!-flux continus

C'est une structure graphique similaire à celle des RDPs. Dans les RFCs, Ies places sont

utilisées pour représenter des variables extensives telles que le volume ou l'énergie dont la

valeur représente le marquage de la place. Chaque place est reliée à une ou plusieurs

transitions. Un RFC est défini Par :

C:(P., T", Ir, Q., 0, Xo> (1.2s)

tels que :

- P; est l'ensemble des places représentées graphiquement par des carrés arrondis. A chaque

place est associée un nombre réel positif x qui est dit marquage ou valeur de la place.

Notons paf xi le marquage de la f^' place et X(0)= Xole marquage initial.

- T" est I'ensemble des transitions représentées graphiquement par de petits rectangles.

- I.I P. x T" + 91 est la fonction d'entrée qui spécifie les arcs dirigés des places vers les

transitions.
- O. : P" x T" -) 9t est la fonction de sortie qui spécifie les arcs dirigés des transitions vers

les places.
- g : T" -+ F(911t'1, 9i) associe à chaque transition une fonctionrt@) bornée, 0S "f,(x)SF,'.'u*,

définie de gTlP"l dans 91. Le flux à travers la transition T est proportionnel à la valeur des

places d'entrée de cette transition et il est donné par :

rt: f,(x) flt, avec 03 -f,(x) SF'*.
I 
"(i,t)=l

(r.26)

Pour une transition source. rf est le flux d'entrée.

Le flux d'entrée d'une place Pi à travers une transition I à laquelle la place est connectée

avec un poids Or(i, j) [abréviation de O.(P1, T1)] (cela veut dire que la place Pi est en sortie de

la transition !) est égal à O.(i, j) x rl,

Le flux de sortie d'une place Pt à travers une transition I à laquelle elle est reliée par le poids

I.(i, j) (pi est en entrée d" Ti) est égal à I"(i, j) x rt., .

L'évolution de la valeur de la place est égale à la somme algébrique des flux d'entrée et des

flux de sortie et est alors donuée par :

I
I
ll
I

dx, ]J'.1 Ud*:' 
=).o" (i, j).rt, -f r" e,).rt,.dt fr j=l

Cette définition permet de décrire plusieurs systèmes physiques.

(t.27)
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Exemple I.II |21

Pour illustrer cette notion, nous avons construit le RFC des trois premiers réservoirs, isolés,

du système donné par la figure 1.24. Nous supposons dans ce cas que le flux à travers chaque

valve Vr, V2 et V, est supposé proportionnel à la hauteur du liquide, et sa valeur est égale à

gu,.h,. Les poids des arcs sont égaux à 1 et le flux à travers les transitions T.; est donné par:

fi,=9J:-.*
,s,

Où si et ri sont respectivement la surface du réservoir I et le volume du liquide dans celui-ci.

Les équations régissants l'évolution du système sont :

(1.28)

(r.2e)

dxt- 8û-
--,\tdt ,sr

ùc2- Qt-__'la

dt J2

dx, .Q,z .Q,t
-l_= 

t X1 r-X2
dt ,rr ' ,s2

_4 r, *,
,s3

I
li

Le RFC équivalent au système décrit ci-dessus est donné par la figure suivante:

Pr

Figure 1.25 :<RFC équivalent au système de l'exemple de la figure 1.24 >>.

L'ëquation d'état

L'évolution du marquage d'un RFC peut être écrite sous forme d'équation vectorielle.

D'abord nous définissons, la matrice d'entrée Dl dont chaque élément du est le poids de

I'arc allant de Pi vers la transition l, la matrice de sortie D"* dont chaque élément d| est le

poids de I'arc allant de la transition I vers la place Pi. L'évolution du marquage du RFC est

alors donné par l'équation d'état suivante :

dx

dt
=lD: - o,frQ) (1.30)
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r(t1=

I ('). fI ",IcU,l)*0

.f i(x).fI',.
I cQ,j)?è0

'f,,(x). 

fl",
I ç(i,n1)+0

Vl-2 Les réseaux à flux hvbrides

Pour modéliser les aspects continus et discrets d'un système hybride, nous utilisons ceux qui

s'appellent les (RFH). Cet outil de modélisation est basé sur la combinaison de RFCs et de

RDPDs, nous dirons que le RDPD contrôle le RFC et réciproquement.

La validation d'une transition implique que toutes les places en èntrée sont non vides,

l'évolution du marquage du réseau reste similaire à celui des RDPDs. Dans ce type de

réseaux, deux sortes d'influences sont à distinguer, à savoir, l'influence de la partie discrète

sur la partie continue et vice versa. (Ce qui constitue f interface entre les deux parties).

Vl-z-l Influence de la partie discrète sur la partie continue

Figure 1.26 :<Influence de la partie discrète sur la partie continue >>

Comme le montre la figure I.26,l'interface entre la partie discrète et la partie continue est

assurée par, le contrôle d'une transition continue par une place discrète. Le flux de la
transition est alors égal à:

rt, = m(Pr).rt, (1.31)

m(Pr) est le marquage de la place discrète utilisée pour le contrôle, rt,est le flux continu

défini précédemment.
Géneralement, le marquage d'une place est une variable booléenne. Si ce n'est pas le cas, il
doit être noté que le flux est proportionnel au marquage.

Remarque

Le marquage de la place P, n'est pas modifié lorsque la transition T1 est franchie.

PrP2
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Vl-z-zlnfluence de I3 nartie continue sur la partie discrète

Elle est assurée par certaines conditions sur la partie continue pour valider la transition

discrète. Il existe deux types d'influence :

- Lapremière est donnée par la figure 1.27-a, où la transition Tr est validée si rr(P' )>0 ct

xz>E@)'

- Le second type d'influence est donné par la figure 1.27 -b, il est caractérisé par l'utilisatiott

d'un arc inhibiteur, qui fuit que la transition T1 n'est validée que si rl( P, ) )0 et x, <g(x).

ôP'\--l*,V
lTr
I

f,,
(b)(a)

Figure 1.27 : <<Inf\.tence de la partie continue sur la partie discrète >

Dans les deux cas, le franchissement de Tr va influer sur le marquage de P, (de la même

façon que pour le franchissement d'une transition dans un RDP), mais ne va pas affecter le

marquage (ou la valeur) de P,

Un RFH est alors définit par le quintuplé

H=<C, Z, V u,),V"rd,Vd,rc ) (r.32)

C est le RFC définit précédemment.

Z estle RDP.

V"ral Pc x T6 â 91 spécifie les transitions discrètes T.; contrôlées par une place Pr. Si

V"ra(i,j) * 0, la transition est validée si x,2V.raet si elle est validée par le reste du

réseau. Si ry",o (i, j) =0, il n'y a aucun arc entre P; et l.
V"o I P, x T, -+9t spécifie les transitions T; inhibées par Pi. si ry",o (i, j) *0, la transition

n'est alors validée que si x, S V'm(i, j) et validée par le reste du réseau.

- Vor": Pa x T" + {0, 1} spécifie les transitions continues I contrôlées par la place discrète

Pi. Le flux à travers la transition continue est alors égal, comme expliqué ci-dessus, au

produit du marquage de la place discrète par le flux continu. (I.{ous supposons ici que le

marquage dlune place discrète est une variable booléenne).

e(Jr)
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Exemple I.l2 ll2l

Le système donné par la figure 1.24 peut être modélisé par le RFH donné par la figure 1.28.

Les places Po et P, ne doivent pas être vides pour entamer le processus. Dans ce RFH, P, est

associée à l'état des deux valves Vr et V2 (ouvertes ou fennées en même temps),

P, correspond à V, et P, à V4. Le marquage de l'une de ces places est équivalent à

I'ouverlure de la valve à laquelle elle conespond'

Les places continues P o, P5 , P6 et Pi sont associées aux réservoirs 1, 2, 3 et 4

respectivement. P, correspond au reste du système.

Figure 1.28 :<<Le réseau à flux hybride correspondant au système biochimique >

VII- Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons dressé un panorama des diverses modélisations de systèmes

hybrides proposées dans la littérature. Nous avons distingué deux types de représentation à

savoir, une représentation analytique, et une autre graphique. Nous avons pu répartir les

modèles présentés en trois classes differentes qui sont :

- Les modèles à automates hybrides utilisant les deux types de représentation. Des

exemples d'illustration pour chacune d'elles ont été proposés. Dans ce type de modèle, le
contrôleur et l'interface entre la partie discrète et continue sont implicites et sont juste

décrits par un ensemble de phases permises et de phases interdites.

- Les modèles à interface qui sont essentiellement basés sur la représentation analytique et

utilisant une interface pour relier la partie continue à la partie discrète. Dans ce type de

modèle, le contrôleur est explicite puisqu'il est séparé du système à commander. C'est le
modèle le plus utilisé par les automaticiens (contrôleurs) pour la commande des systèmes

hybrides. Nous avons présenté deux types de modèles à interface très répandus en

I
I
I
I

Pr

T1

P2

T2

Pr

T3
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littérature et qui sont: le modèle d'Antsaklis et le modèle de Brocket. La synthèse de la

bibliographie disponible nous a permis de présenter un modèle à interface généralisé

capable de décrire tous les phénomènes hybrides.

- Les modèles graphiques utilisant un ensemble de réseaux de Pétri hybrides ou un

ensemble de réseaux à flux hybrides. Pour chaque type de réseaux des exemples

d'illustration ont été présentés.

En prenant compte d'une façon simultanée aussi bien des dynamiques continues que des

dynamiques discrètes, la modélisation hybride donne lieu à une représentation mathématique

plus complète du système et permet ainsi une meilleure compréhension de l'évolution de

l'état. Cette forme de modélisation a permis d'unifier les représentations de tous les systètnes

dont le comportement continu est assujetti à des événements discrets en allant du système

continu commandé par un calculateur numérique aux systèmes à structure variable,... etc.

Cette modélisation donne aussi, sur le plan théorique, des issues nouvelles pour les problèrnes

d'analyse par la redéfinition des propriétés classiques telles que stabilité, contrôlabilité, et

pour lés ptàblè*m de commande en élaborant des stratégies de contrôlé plus appropriées. Ces

deux derniers points (stabilité et commande) feront l'objet du chapitre suivant.

I
I
ll
t
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CHAPITRE 2

STABILITE ET COMMANDE DES gYSTEiVfrMS

HYBRIDES

I- Introduction

La description des systèmes exhibant simultanément des compoftements continus et discrets

par des modèles hybrides trouve son intérêt dans I'analyse des propriétés qualitatives de ce

système et clans la mise en æuvre d'une stratégie de commande. L'une des propriétés

fondamentale est la stabilité. En effet, la stabilité constitue une phase importante dans la

synthèse d'une loi de commande, aussi bien que dans I'analyse des comportements

dynamiques du système en boucle fermée. L'objet de ce chapitre est d'une part d'aborder, du

moins pônr utr" certaine classe des systèmes hybrides, l'étude de la stabilité et d'autre part de

présenter quelques schémas de stratégies de commande proposés par differents auteurs.

II Stabilité des systèmes hybrides

Il est bien connu que pour les systèrnes non linéaires ou linéaires de nature continue ou

discrète, la seconde méthode de Lyapunov a été et restera I'une des méthodes la plus efficace
pour l'étude de la stabilité (cf. Annexe). Il est donc tout à fait naturel de penser à élargir cette

méthode aux systèmes hybrides. Malgré les fondements topologiques (définitions générales

de la stabilité, notions d'invariants, etc. ) introduits par Anthony N. Michel et al.[24],[40], il
semble que la généralisation des résultats de stabilité acquis dans le cas des systèmes continus

ou discrets n'est pas tout à fait évidente. D'ailleurs, dans le cas général de rnodèles hybrides, le
problème reste entièrement ouvert. Néanmoins, quelques résultats intéressants ont été obtenus

pour une certaine classe des systèmes hybrides. Nous allons essayer de présenter les résultats
que nous avons jugés irnportants. La classe des systèmes privilégiée est décrite par les

équations d'état suivantes:

Ir(r) = f (x(t),q(t))

[q(r) = y(x(t),q(t-))
(2.r)

Cette classe englobe l'ensemble des systèmes à aiguillage schématisés par la figure 2.1 ci-
dessous. Le paramètre d'aiguillage q peut représenter le résultat d'une stratégie de cotnmande.
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Figure 2.1 :<Systèmes à aiguillage >

La fonction t4pennet de définir un ensemble So donné par :

Su : {xe Y1' lg: = V/@, qt)\ (2.2)

Cet ensemble est en général donné sous forme d'équation S (x)=0 qui constitue une

hypersurface (17). Dés que l'étatx atteint cette hypersurface (i j),latransition de q, vets q, a

lieu. Chaque champ de vecteur/ (x, q, ), 4 i eQ est associé à une région C), ç 91 ' La région

fl,indique l'espace d'état autorisé (possible) pour l'évolution de 1'état du système suivant la

fonction i= f(x,Q), Q,eQ. Parmi les raisons de restriction de* =.f(x,Q,) à une région

spécifique Ç),, nous pouvons citer:

- f (x, q, ) est le résultat de la conception d'un contrôleur local spécifique à la région Ç),, et

differents contrôleurs sont spécifiques à différentes régions.

- Lafonction -f (x, q,) est acceptable uniquement dans la région Ç), .

Remarque
N

Uo, =9T" ; I i,j,i*j telque f), nÇ)r*Ô
i=l

Nous considérons les hypothèse suivantes:

- les S, sont dorurées

- la trajectoire x(r) évolue, d'un état initial (xs, 8ù e I, suivant l'équation (2.1)

- I'origine est l'unique point d'équilibre

- l'espace d'étathybride X= 91 x Q est répartiten lrégions disjointes Ô,, i=1,...,/. Dans

chaque région Ô,, l:1,..., /, une fonction V, est utilisée pour mesurer l'énergie du

système hybride.

L?ensembl" Ôi E 9i'désigne la partie continue de Ô, . Ôu est I'ensemble des états continus

pour lesquels la trajectoire x(r), émanant de l'état initial (xo, qs)el, passe de Ô,à Ôrau

temps t, celaveut dire que x(r - ). Ô, et x(r)e Ô, .

t
I
I
I
I
I
ll
I

i = f(x, q)

q: v@, q)
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Théorème 3.1 [301

t s'il existe des fonctions scalaires v, :Ôi -t9t, chaque v,(x) étant differentiable pour tout

r *.ô; , i=I,...,1, ets'il existe des fonctions de class e k, a,:91* -> 9t+ et B,: 9t*-+ 91* telles

I oue:

I o v xe ô; , o, (ll'll) < v, (x) < B, (ll'll), i:r, ...,t.
I

Y (x, q). Ô,, Y(r) < o, i=1, "',1'

' o v xeÔ,,, v (r) < v,(x), i=1, "',1 ; j=1, "',1'

I alors le point d'équilibre 0 est stable au sens de Lyapunov.

I Remarque

I Une fonction o( : 9î*+ 1T* est dite de classe K si

I
cr(0):0 ; o(x)>O Vx>O et u(r') < ot(xr) + xt < xz

I pour la stabilité asyrnptotique, nous avons le résultat suivant:

t Théorème 3.2 [32]

I *,rr" des fonctions scalaires V, : Ôi - 91, chaque V, (r) étant différentiable pour tout

xe Oi, i=1,..., l, et s'il existe des fonctions de classe k, û,,:9T* -+ 9T* , B,: 9i*-> 91n et 2,:

I 91*-+ 9i* telles que :

I

c Vre Ô,, V (x) < V,(x), i:1,...,1 , i:1, -..,1.

I 
' --- --t, \'/ '\ / '

- Alors le point d'équilibre 0 est asymptotiquement stable au sens de Lyapunov.

I

- Pour la stabilité exponentielle, nous avons le résultat suivant :

I
r Théorème 3.3 [30]

I *ru" des fonctions scalaires V, ; Ôï -t 9î, telles que chaque V, (x) est différentiable en

.r, pour tout xe Ô;, t=t,...,l et s'ils existent des nombres réels positifs u,, F,, T,, et un

I 
nombre naturel s tels que:

I
I

r v*e Ô;, cr,lllxll) < v,(") < F,(llrlll, i:1,...,1.

I o v(x,q)eô,,V,(")<-r,(l"lD, i:r,-..,t.



. v*.Ô;,o, ll'll'3v,(x) <9, llrll', i:r,..-,t.

o V (x, q) e Ô, , V, (r) < -f,ll"ll" ,

o VreÔ,,V(x)<V,(x),

i:|, . ..,1.

i=|, ...,1; j=\, ...,1.

alors le point d'équilibre 0 est exponentiellement stable'

UI Commande des svstèmes hvbrides utilisant la théorie de LYaPunov

Nous allons exploiter la notion de fonctions de Lyapunov afin d'élaborer des lois de

commande stabilisant le système en boucle fermée. Plus précisément, nous allons déterminer

les fonctions d'aiguillage Vlen we de stabiliser le système'

Soit donc une fonction scalaire V, correspondant à ç),, différentiable dans cette région et

ayari.une dérivée y (x) = 9V' (")- 7 (x, q ,). Une des méthodes possibles pour calcul et yt(x, q ,)

est de vérifier la condition t (r) = # t (x,q,)< -y,ll"ll" dans Ç),, ï, ) 0, i:l, . ", N'

Cela veut dire que pour chaque région Çr, il doit exister une fonction V, (x) , qui stabilise

exponentiellement le système. Le résultat est formulé par le théorème suivant:

Théorème 3.4 [301

Supposons que poni chaque paire (/(.,8,),Q,)' il existe une fonction scalaire V,,

différentiable en x, pour tout xe f), , i--lr,..., N qui satisfait :

o vx€Ç)i, o, llrll's v,(x) < P, llrll",

o vx€ct;, v,(x)=Yt (x,q,)<-r, ll"ll-,

0i )0, F, t0, i:l, ..., N.

'y,>0, l=1, ..., N.

. Chaque changement cle vecteur de/(.,q, ) se produit dans xe 1r, où S,, est défrnie par :

fr:{". }ln I xe Ç),,xe ç) , V (x) < V,(x) }.

Alors le système est exponentiellement stable.

Ce théorème est utilisé pour construire les ensembles d'aiguillage E qui garantissent la

stabilité en boucle fermée du systèrne. Ces ensembles $, sont vus comme des régions

d' aiguillage acceptables.
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I
Exemple 2.1l32l

I Considérons un système ayant deux champs de vecteurs autorisés dans 91', et qui sont :

I /(x, q,): [-i, -10x, -.j -.,-:l et r(x,q,)=f-x, 
+100x, 

^o;f,i.,'.".'l' ftoo^ r-xz-xt,*r-*)) 
-- -\"'-'z/ 

l-to*' -xr-2e4"i'(xr)*, I

I l,objectif de contrôle est de trouver des fonctions scalaires et une stratégie d'aiguillage poul'

que le système soit stable en boucle fermée.

I Considérons les deux fonctions de Lyapunov : V, (x) =xr. P,. x, i:I,2, avec :

I P, =[ lo -o'osl et P,=[^]^" t::tl- 
[- o.os I .] fo.oos l o .l

I v,(x) =10ti -|.lx,xr+xl et vr(x) ='? +0'01x,x, +lùxl

I 
Nous pouvons démontrer facilement que ces deux fonctions vérifient les inégalités suivantes :

| ^^tr tt2- o.eellrll; .v,.10.{l4l; et o.eellxll; <v2 <10.4141; + condition I duthéorème3.3.

r fV,tr) =-20x1 -2*l-zlxl -zx'zr+0.2xlxr+0.2x,x)-22xlxl+0.2x,xr<-0.99llxll;
I 1or,r, = -(2+0.2e4"n'('r,)*l -(40e4'in("t) +19)xl-(0.00le4'in(xr) 12gg. lL)x,x, <-z.}gllxlli

I 
+ condition 2 du théorème 3.3'

En utilisant la stratégie d'aiguillage donnée par le théorème 3.3, nous obtenons les ensembles

I 
d'aiguillage suivants :

' q, ={r eTl'lvr(x)<v,(r)}={r.9i'i x,2 +0.01xrxr+llxl<10xf -0.lx,x, +*:}

I ={r. Tl'l-sxl +0.11x,x, +sxi<o}

I t' 
= I Zî', !;ï,,:,1;,i]1, i:î::;'.t 

-0 
'x'x'+x: 

<x'2 +0 
'rx' 

x' +r'x"\

I Cela veut dire que pour que le système soit stable en boucle fermée, il faut que les aiguillages
- entre les champs de vecteurs soient faits en respectant les surfaces $, et $,.

I Les résultats de simulation de cet exemple sont donnés par Lafigure 2.2 et2.3 suivantes. Elles

montrent bien que le système est stable, en utilisant ces ensembles d'aiguillage, et est instable

I 
dans le cas contraire.

I
I
t
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x2 0.1

0.05

0

-0.05

-0.'15

-o.2

simulation de l'exemple 1

0.80.2
-0.25 -

-4.2

x27

o,4 4 1.2
x1

Figure 2.2 : <Simulation de I'exemple 2.1 en utilisant les ensembles d'aiguillage >

r:
,...........-.--.-.i.-

i

in

x1

Figure 2.3 : <<Casoù les ensembles d'aiguillage ne sont pas respectés)

Il existe d'autres stratégies d'aiguillage, panni lesquelles :

1. Stratégie d'aizuillage minimal : dans ce cas, il faut choisir le vecteur auquel est associée 1a

plus petite fonction V,(t), i:1, ..., N. Chaque aiguillage def.,a') à"(.,4r) se produit

lorsque leurs fonctions scalaires colrespondantes sont égales, i.e. V' (x) = V., (x) .



I
2. Stratégie de projection minimale : cette méthode consiste à choisir un vecteur tel que la

I trajectoire approche le point d'équilibre. Pour un point spécifique x€ 9i", il faut choisir le

f vecteur suivant le critère :

(2.3)

I l(*' ù:u'e;,::r::{.' n''

I F^:tf(x, e ) I J(x, q, ) est autorisé dans Ç), )

r Le théorème suivant donne des conditions suffisantes pour que le système soit stable en

I boucle fermée lorsque cette stratégie de projection rninimale est utilisée.

I Théorème 3.5 [30]

I
Si pour tout état x, il existe un champ de vecteurfx, q,) tel qrr" ttr4t, q, ) est négatif ou nul,

I 
alors le système est stable en boucle fermée en utilisant la stratégie de projection minimale.

Si de plus pour tout x, il existe 'y, positif (indépendant de x) et il existe{x, g, ) tel que

I f .11*,g)3-t/Zy,llxll', alors l'origine est exponentiellement stable en utilisant cette

stratégie.

T
Exemple 2.2 l30l

I Considérons le système constitué par les deux champs de vecteur suivants :

I A(q,t = ht t,l et A(q;)= [- I -o,l\zrl 
Lo -ll L-J -U

I f(v n.\:A(a,) r =.+ [-r' +5x'-l
f(x, q,):A(qr).x + flx, n'): L _*, l

Ir.,
I 

J(x, q,):A(q,).x + I(x, q,r= 
L-rr,"-r,-1

I x'.f(x,q)=b, ',1[-.'-::.']=-', +5x,x,-xl, si x,x,<0+ x'..f(x,Q)30

D onc J(x, q, ) doit être utilisé dans la région où x, . xr S 0 .

I - x'..f(x,qr)=[r, *rl .-*' l=-ri -sx,xr-xl,si x,x, >0=+ x'..fQc,lr)<0r , tz' 'l-5r, -xz)
r Donc /(x, qr) doit être utilisé dans la région où x,. x, >0.

I Les résultats de simulation de cet exemple sont donnés par la figure 2.4 suivante :

I
I
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Figure 2.4 : <Simulation de l'exemple2.Zpour les deux conditions inifiales [1 l] et [1 -1]>

Remarque

Les conditions du théorème 3.4 peuvent être vérifiées par des méthodes données dans [32].

IV Stratéeies de commânde des çystèmes hybrides à interfaces

Les systèmes concernés par ce qui va suivre sont ceux constitués d'un système hybride en

bouclê ouverte (B.O) et d'un contrôleur (superviseur) discret en boucle fermée (B.F). Les

commandes discrètes issues du superviseur sont souveni fonction des informations discrètes et

continues de la boucle de retour.

Etant donné un modèle en B.O et une spécification pour le comportement en B.F., I'objectif
est d'obtenir un superviseur qui satisfait tous les buts de contrôle en B.F. Les spécifications

introduisent générâlement des restrictions sur les dynamiques du système. L'objectif du

superviseur ést alors de restreindre le comportement du système en respectant les

spècifications de commande. Ces spécifications sont divisées en deux classes pour un système

hybride, une pour la partie continue et l'autre pour la partie discrète.

a- SpéciJications pour la partie continue

Dans la partie continue, les spécifications sont supposées introduites sous forme de

contraintes sur l'état, impliquant que le vecteur x(/) est contraint à rester dans une région

désirée. Une contrainte d'état peut être donc considérée colnme définissant une répartition de

I'espace d'état. Une spécification / contrainte d'état a la forme p(x)>O.

b- Spécifications pour la partie discrète

Elles sont faites en introduisant un ensemble d'états autorisés Qe et / ou un ensemble d'états

interdits Q1. Des états rnarqués sont utilisés pour déterminer les points de départ et d'arivée
dans une séquence ou un ensemble de transition de phases ; les états interdits sont introduits

I
I
ll
I
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pour limiter le comportement dynamique discret. En utilisant les états autorisés et interdits,

àes fansitions d'étais désirées et interdites peuvent être ainsi spécifiées.

ry-l Svnthèse d'une loi de contrôle

En général, dans les systèmes à événements discrets, I'espace d'état est un.ensemble fini,

alori l,analyse et la synthèse sont souvent basées sur l'approche qui consiste à tester tous les

cas (exp. : analyse des RDPs basée sur le graphe d'évolution). Bien que l'espace d'état

continu soit infini, nous allons pouvoir montrer que cette approche peut être utilisée pour la

synthèse d,un contrôleur. La raison est que les entrées du système continu prennent seulement

un nombre fini de valeurs constantes dépendant de la phase active.

Deux approches principales vont être discutées ; la première est reliée à la synthèse d'un

s,rperuisË,rr pour le contrôle d'un système purement discret (SED), cela veut dire que le

,yrtè*" hybride en (B.O) est transfonné en un système à événements discrets ; la troisième

est basée sur la détemination d'une trajectoire d'état continue qui satisfait les contraintes

imposées au système, et ce en un temps optimal.

IV-l-l Approche I transformation en un problème de contrôle supervisé
d'un SED

L,idée de cette approche est de rernplacer le modèle hybride du systèrne par un SED pur. Ce

modèle décrit le iystème hybride à travers ses contraintes continues. Un superviseur est alors

synthétisé pour le nouveau système en utilisant les techniques de synthèse de contrôleur poul'

lés SEDs tbl, trol et [13]. L'objectif est toujours de satisfaire les spécifications continues en

usant de ce modèle abstrait. Cette technique a été utilisée par plusieurs auteurs

l2l,lr9l,l20l,l2rl.

I En utilisant cette approche I, le système global peut être alors schématisé par la figure

suivante :

I
I
I
I
I
I
I
I
I

rnodèle du SED

Figure 2.5 : <Schématisation de I'approche I>
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a) LeSED

Ce SED est modélisé Par le quadruPlé

<Qa,La, Va, %'>,

dont les composantes sont respectivement, I'espace d'état discret du SED, I'ensemblc des

événements d'entrée du uy*iè*", la fbnction de transition d'états et lc générateur

d'événement. l,ensemble des événements d'entrée Ia =Ir'r-.,X"UI." contenant ainsi les

événements de spécification relatifs à chaque région fr', les événements de contrôle I" et

\i ..-T4/S.=âS.

par conséquent, seule une partie de L est contenue dans le SED. Ceci nous donne une liberté

de n,incluie que les modes physiques qui sont d'un intérêt pour la synthèse du contrôleur. 11

se peut qu" ,ôrtuines spécifrcations de contrôle impliquent des restrictions comme le fait que

certains modes physiques de la partie continue ne seront jamais activés dans le système en

boucle fermée ;1t n'yà alors auCune raison de les inclure dans le SED" Cependant, toutes les

phases associées u,r* diff"r.ntes entrées de contrôle reliées à l'ensemble des événements de

I. doivent être inclues dans le SED'

b) Le contrôleur

Les spécifications discrètes, pour le comportement désiré du SED, basées sur les

spécifùations des contraintes d'état continues, donnent directement un superuiseur défini par :

S:<Q" La' W>

Q, est l'ensemble des états discrets du superviseur, )7 est I'ensemble des événements du

contrôleur et 1ar" est la fonction de transition d'état.

Exemple 2.3 l32l

Pour une simple illustration, considérons un système de contrôle de niveau d'eau d'un

réseruoir ( voir figure 2.6) par deux vannes à deux états discrets (on/ffi (elles constituent les

entrées de commande). Trois régions peuvent être distinguées correspondant aux niveaux bas,

moyen (milieu) et haut. L'objectif est de maintenir le niveau ,d'eau au milieu. Les

spétifications sont alors : L,={bas, moyen, haut}; les événements de contrôle sont: I"={o-v,
f_v) (o_v :ouvrir la vanne et f-v :la fermer). Deux modes physiques sont à distinguer:

Ir={au dessous-hs, au dessus-hç}.

Le changement du mode physique n'est d'aucun intérêt pour le contrôleur, alors I.":0. Une

spécification pour le superviseur peut être basée sur le SED. Dans ce modèle, la vanne est

autorisée à s'ouvrir et à se fermer dans les trois cas. Dans les spécifications, o-v est seulement

autorisée au niveau bas, f-r'au niveau haut, et au milieu, il garde son état précédent (s'il était

ouvert, il va rester ouveft jusqu'à atteindre le niveau haut, et s'il était fermé, il va rester

fermer jusqu'à atteindre l'état bas). Ces spécifications peuvent être considérées comme uu

superviseur. Il peut être réduit à un systèrne à quatre états incluant les événements ordomés

suivants : (haut, f-v), (bas, o-v), (milieu, o-v), (milieu, f-v).

t
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Figure 2.6 : <Système de contrôle du niveau d'eau >>

Remarques

- Des capteurs discrets ou continus à prédiction sur les valeurs mesurées telles que h>ho,

sont introduits pour respecter les côntraintes d'état spécifiques. Ces signaux booléens

donnent directement l'événement du générateur Y, pour la spécification d'événements

dans Ir. Lorsque l'événement du générateur est connu, la synthèse d'événements discrets

du superviseur est souvent intuitive. Une telle approche n'utilise pas le comportement

contiù du système. Dans plusieurs cas, il fonctionne correctetnent. Dans le cas où la

répartition dés régions et l'événement du générateur sont basés sur les dyramiques du

,yrt6*" hybride, ie problèrne devient difficile. Lemmon dans [19] a présenté une méthode

orr-lirr" pour I'iâentification d'événements basée sur les sous-espaces invariants / sous'

espaces définis par les contraintes d'état.

- Une autre difficulté est que le SED devienne non déterministe, dans le sens qu'une action

du contrôleur peut donner lieu à plus d'une spécifrcation d'événement. Dans ce cas, nous

ne pouvons pas savoir pour un événement discret donné du modèle du système, quels sont

les événements qui 't ont r" produire. En réalité, ceci dépend de la région spécifique où

l'état continu se tiouve. Ceôi indique qu'une répartition plus précise de l'espace d'état

peut résoudre le problème. Antsaklis dans [2] aussi discuté ce problème. Il a introduit des

conditions pour qu'il soit quasi-déterministe.

IV-1-3 Approche II Synthèse d'un superviseur à temps optimal

Des contrôleurs continus sont souvent détenninés par une procédure d'optimisation dans

laquelle nous minimisons la distance quadratique avec la région prédéfini. Dans les systèmes

nyùriOes où les cornmandes changent dans un ensemble fini de valeurs constantes, ce type de

"ritèt" 
cause plusieurs aiguillages entre les différentes valeurs des entrées. Le meilleur critère

est d'utilis"r ler spécifications continues exprimées sous forme de contraintes sur le système,

mais ici avec une condition supplémentaire d'atteindre un état final spécifique xreXç à

partir d'un état initial xo eXç le plus rapidement possible.

Pour un processus hybride arbitraire, il est souvent difficile de résoudre ce type de problème

de contrôle en temps optimal. Cependant, pour le cas spécifique de processus intégrateurs,

une solution optimale peut ôtre obtenue en utilisant l'algorithme proposé par Pettersson [31].
L'évolution de l'état dlun processus intégrateur, décrivant généralement une variation de flux
ou un changement de température, est donnée par l'équation differentielle :t

I
t'
t

*(t) = w, , t, st< t,-,, (2.4)
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r€ 91', w jeW={Wr, ..., wt}.W est un ensemble de / vecteurs de contrôle.

Exemple 2.4 Exernple de processus intégrateur

Considérons le processus donné parla figure suivante :

Qe,Te

Figure 2.7 :<Système décrit par des processus intégrateurs >

Nous distinguons trois signaux d'entrée au réservoir, deux différents flux d'entr êe q o et Qs

et un système de chauffage P. Chacune de ces entrées est commandée par un actionneur à

deux éiats (onloffl. Les états du système sont choisis comme volumes partiels Vn, Vs et

I'enthalpie e. f.és'equations qui décrivent l'évolution du système lorsque tous les actionneurs

sont ouverts sont :

[Y^ 
= n^

1uu 
= nu

lQ = cr.4,r +B.q" +P

(2.s)

(2.6)

u=copT6, p:copTs, c, estla capacité de chauffage spécifique, p est la densité, Ta et Ts sont

les températures des flux respectifs g o et q". Nous obtenons alors le processus intégrateur

suivant:

t,_ <t < t,.,,

Les vecteurs de contrôle sont donnés par les différentes combinaisons cles deux états des

valves.

Sltnthèse d'une loi de contrôle

Etant donné un état initial et un état final, le problème est de choisir un vecteur de W au temps

t o et de décider combien de temps doit-il rester actif avant qu'un autre soit choisi au temps

to*r.La sélection doit être faite de telle sorte à obtenir une solution optimale et qu'aucune

contrainte ne soit négligée. En intégrant l'équation (2.4),les états finaux qui peuvent être

atteints à partir d'un état initial xo peuvent être exprimés par :

I
\-rx.= ) T,a,+x"

.tLlrl
i=l

fv^ I
lu" l:wj,
Lql

mlxeuf

(2.7)
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Chaque t,>0 représente le temps total correspondant au vecteur de contrôle w,eW qui est

actif. Ceci implique que pour les processus intégrateurs en général, la solution optimale n'est

pas unique p,r1rqu" l'ôpéiation d'addition est commutative et la solution n'est pas affectée par

llordre spécifique d'addition.

Pour résoudre ceci, nous posons ô=x -xo, A=[ wt...w ], t=ltr'..1,]r, Cr=|1...1] où les

dimensions de ô, A, r et C sont rzxl, nxl, lxl et /xl respectivement. Le problème peut aiors

être formulé comme suit :

Lorsque (2.8)

Une condition nécessaire pour l'existence d'une solution générale pour le problème et que A
soit de rang n. Ceci signifie qu'il doit y avoir au_moins n vecteurs de contrôle linéairement

indépendants. Si un minimum fini existe pour Crt, alors une solution optimale est obtenue

lorsque (/-n) des variables x , i=1, ...,/ sont nulles. Puisque n des I vecteurs de contrôle sont

utilisés pour obtenir une .solution optimale, ces vecteurs sont dits <<vecteurs de contrôle du

temps optimal > e! fls appartierurent à Woos. Chaque t >0 représente le temps total

correspondant au vecteur de contrôle w eW qui est autorisé à être aettf.Le temps optimal

total est donné par :

n

r-=\i".
;-l

t
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Min Crt

[*=,
It>o

(2.e)

Straté gie d' aiguill age

Lorsque aucune contrainte d'état n'est considérée, il'y a un libre choix entre 1es vecteurs de

contrôle. Cependant, si les contraintes sont considérées, ceci va affecter 1a séquence des

vecteurs de contrôle et parfois le nombre d'aiguillages. Généralement, il n'est pas facile de

sélectionner un ordre spécifique pour les vecteurs de contrôle afin de minimiser le nombre

d'aiguillages et les dffficultés augmentent avec I'ordre du système. La meilleure solution est

celle qui évite d'atteindre les contrâintes d'état. Lorsque nous choisissons le prochain vecteur

de contrôle, quand une contrainte est atteinte ou lorsque le temps 4 s'est écou1é, l'hiérarchie

suivante doit être respectée :

- Choisir le prochain vecteur w telle qu'aucune contrainte ne soit atteinte avant

l'écoulement du telnps t .

- Choisir celui qui a le plus long chemin vers la contrainte d'état sans qu'il aboutisse à un
point de blocage ;

Si aucun vecteur n'est trouvé en utilisant cette stratégie, nous devons choisir le vecteur qui
pointe vers un point de blocage mais il faut le changer avant d'atteindre ce point. Cette

hiérarchie sera répétée jusqu'à ce que l'état final soit atteint et alors une loi de contrôle du'

temps optimal est trouvée.I
I
I'
I
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Chapitre 2 Stabilité et commande des svstèmes hybrides 46

Exemple 2.5 l32l

Nous allons dans ce qui suit illustrer I'algorithme introduit précédemment, en I'appliquant sur

l'exemple suivant. Considérons donc le processus intégrateur suivant :

[*'ll. l-wi, t 1l<t *r
lI, I

Les trois vecteurs de contrôle sont les suivants :

[0.+l [o.sl [- t.l
w,=1 . l,wr:l ,l,wt:1 -lrLrl'L-lJ 

L-11

L'étatinitial est (.r,0 ,xzo) =(1,1) et l'état final est (x,, ,xr.r) = (4, 4) avec la contrainte d'état

globale 0<x<6. En résolvant le problème d'optimisation ci-dessus, les vecteurs wt et w,

sont obtenus. Les deux vecteurs seront activés pendant tr=5 et ir=z unités de temps

respectivement.

La figure 2.Ba montre les différents vecteurs de contrôle possibles, ensemble avec les

conditions initiales et finales. Tandis que la figure 2.8b, montre la trajectoire optirnale et la

stratégie d' aiguillage.

(a) (b)

Figure 2.8 : << (a) : vecteurs de contrôle et conditions initiales et finales.
(b) : trajectoire optimale et stratégie d'aiguillage >
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V- Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques résultats relatifs à l'étude de la stabilité d'une

classe de systèmes hybrides qui est 
"J1" 

d"t systèmes à aiguillage décrit par une équation

d'état fonction de l'événementàiscret. ces résultâts sont obtenus par l'extension de la seconde

méthode de Lyapunov aux systèmes hybrides. Le choix et la détermination des differentes

fonctions de Lyapunov relatives aux évenements discrets reste, à notre avis, un inconvénient

majeur surtout quand le nombre d'événements devient important'

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous avons étudié quelques schémas de cornmaude de

systèmes hybrides. Comme porri l'ét rde de la stabilité, ces schémas sont restrictifs à des

classes particulières de systÂrnes hybrides. Des exemples numériques sont à chaque fois

dorurés.
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CHAPITRE 3

APPLICATION A UNE, RUCHE APICOLE

I- Introduction

Les systèmes gouvernables englobent non seulement la totalité des domaines de la
technoiogi", ,nuù aussi les systèmes biologiques et naturels tels que la ruche apicole.

En effet, la société d'abeillés, qui depuis l'antiquité n'a cessé d'être un objet inépuisable de

recherche, peut être 
"o**undée 

par I'apiculteur. Ce demier doit toujours assurer à ses

abeilles le Àaintien de leur force et la constitution de leurs réserves alimentaires pour avoir un

rendement optimal.

Dans cet ordre d'idée vient se placer notre contribution, avec le présent travail, en proposant

un calendrier d'intervention pour I'apiculteur, en précisant les quantités de nourriture

correspondantes à chaque date, que celui-ci doit apporter à ses abeilles, en vu de maintenir

leur nômbre à un niveàu suffisamment élevé, pour assurer une production importante par la

suite. pour accomplir cet objectif, il est impératif de déterminer un modèle mathématique

représentatif de la ruche. pour cela, nous utilisons le modèle linéaire pour sa représentation.

Avant de présenter notre modèle hybride, présentons d'abord la ruche apicole'

II Présentation de la ruche [3]'[8],[f5l'[331

II-1 La colonie d-'abeilles

Une colonie d'abeilles est une sorte de grande famille dans laquelle, frères et sæurs entourent

leur mère, et entretiennent entre eux des relations qui maintiennent, dans un nid très

complexe, une structure permettant la survie indéfinie du groupe, alors que les individus n'ont

qu'une vie éphémère. Cette colonie est constituée de :

d La reine

Ame de la ruche, la reine est |a mère de toutes les abeilles de la colonie. Elle est unique et elle

peut pondre en période d'activité jusqu'à 3.000 æufs par jour.



I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

b) Les ouvrières

Elles constituent la partie la plus importante de la colonie, qui peut contenir de 10.000 jusqu'àq

80.000 et même dépasser cent mille individus. Elles s'occupent de nourir la colonie, de

nettoyer la ruche, de fabriquer la cire, de consolider le nid, rafraîchir ou réchauffer la ruche à

l'aide de leurs ailes,...etc.

4 Les môles

Ils proviennent des æufs non fécondés, leur rôle est de feconder la reine, acte qui, une fois

réussit, leur coûtera la vie.

II-2 L'habitation de I'abeille -,b ruche -

Les abeilles livrées à elles-mêmes, se réfugient dans des abris naturels : des arbres creux, des

toits. des saillies de roche, ...etc. Pour les utiliser à des fins économiques, I'homme a entrepris

d'installer, à proximité de ces emplacements naturels, un abri p1u5 perfectionné et plus

accueillant pour les abeilles. Ce genre d'emplacement est appelé <rune ruche >>.

a) Laforce de la population et la capacité de la ruche

Plus la ruche est remplie d'abeilles, mieux celles-ci accumulent le miel. Cette même

population logée dans une ruche trop gtande, produira moins de miel mais plus de couvain.

D'autre part, une ruche trop restreinte conduira cette population à un essaimage inévitabie.
Par conséquent, la taille de la ruche doit être proportionnelle à celle de la population.

b) L'essaimage naturel

C'est le déplacement d'un certain nombre d'abeilles à'la suite de la reine, qu'elle soit vierge

ou fecondée, vers un nouveau domicile plus hospitalier.

II-3 L'alimentation dgs abeilles

Le développement normal des abeilles et le maintient de leur force, nécessite une quantité

importante de nourriture. Elles ont toujours besoin de provisions de nectar, de pollen et d'eau.

a) Le nectar

Le nectar que les abeilles viennent butiner sur les fleurs, constitue la matière première de la
majorité des miels.

b) Le pollen

L'organe mâle de la fleur est récolté par les abeilles durant presque toute I'année. il constitue,
avec le miel, la base de la nouriture des larves et des jeunes abeilles. C'est pourquoi le pollen
est appelé <le pain des abeilles >.

t) L'eau

La colonie en fait une grande consommation surtout lorsqu'elle a du couvain à soigner.

I
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II-4 Le nourrissement artificiel
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Selon les besoins et les buts visés par I'apiculteur, il existe essentiellement deux types de

nourrissement :

- Le nourrissement spéculatif (ou stimulant) :a pour but de donner un coup de fouet aux

colonies, et à exciter prématurément la ponte de la reine avant la grande miellée.

- Le nourrissement intensif : sert à compléter les provisions jugées insuffisantes, soit avant

I'hiver, soit après celui-ci.

a) Les produits de remplacement

Les meilleurs aliments d'une colonie sont toujours le miel et le pollen. Généralement,

I'apiculteur préfere consommer ces produits plutôt que de les donner aux abeilles. Il a donc

recourt à des produits de remplacement tels que :

Le sirop (sucre dilué dans l'eau) à la place du miel
La farine de soja déshuilée ou le lait écrémé en poudre au lieu du pollen.

III- Modélisation hvbride de la ruche anicole

III-1 Hypothèses de travail

Vu sa complexité, la ruche ne peut être modélisée qu'après avoir formulé certaines

hypothèses iimplificatrices et réalistes, les hypothèses suivantes sont à considérer pour

simplifier notre modèle :

Jeune reine sélectionnée
Traitement systématique de toutes les rnaladies

Lutte contre I'essaimage naturel
Abondance de I'eau au sein ou au voisinage de la ruche

L'eau utilisée par les abeilles n'est pas modélisée

La gelée royale n'est pas modélisée
Production de miel, pollen et cire uniquement
Corps de ruche battie
Abondance de matières premières au voisinage de la ruche

Clirnat tempéré

lI.l-Z Etude expérimentale

La ruche d'abeilles est considérée comme un système entrées-sorties (une boîte noire),

schématisé par la figure 3.1 suivante :

t
I
I
lr
t

Figure 3.1 : <Schéma d'une ruche apicole >
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x (/ ) est le vecteur d,état du système qui eomprend les quatre variables d'état suivantes:

x, (t) : nombre d'abeilles en milliers

xr(t) :quantité de miel en kilogrammes

x, (t) :quantité de pollen en kilogrammes

xo (t) :quantité de cire en kilogrammes

y (/) :est le vecteur des sorties au nombre de trois qui sont les quantités de miel, de pollen et

de cire.

U (f) :vecteur des entrées commande à travers le nourrisseur, constitué du sirop (ur) et de la

farine ( z, ). r

G(f) :vecteur des perturbations sur le système constitué du nectar ( gr) et du pollen ( g, )

récoltés par les butineuses.

Le relevé des mesures des variables d'état ainsi que des entrées gzet gtpour un système

autonome (uz=ut=g) a été effectuée durant l'année 1992. Ces mesures ont été recueillies dans

la région de la MITIDJA où la flore est essentiellement basée sur les fleurs d'orangers et les

fleurs sauvages. Ces données diffèrent d'une région à une autre et elles sont très

approximatives vue la procédure d'estimation suivie c'est à dire:

x, =(nombre de cadres couverts d'abeilles)*(3000 abeilles)

xr:(nombre de cadres sans couvain)*(2kg)+(nombre de cadres avec couvain)*(1kg)

x, =(nombre de cadres contenant du pain d'abeilles)*(0.akg)
.,1tr, 1..',..,1,... 'l'. "..'1."" l"'tri"l'(rr l:l'(jl

En plus, afin de ne pas perturber la colonie, ces mesures ont été prises tous 1es 10 jours.

'Le tableau 3.1 résume les données recueillies et les figures ci-dessous illustrent leur variation.
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Tfiours) x, (t) (kg) x, (r) (kg) x, (r) (kg) x, (r) (kg) sz(t)
(kdi)

ss (t)

ftsli)
0
10

20
30
40
50
60
70
80
90
100

110
r20
130
r40
150
160
170
180
190
200
2t0
220
na
240
250
260
270
280
290
300
310
320
330
344
350
360

10

10

10

13

20
26
36
46
56
4aIJ

100
100

100

100

100

93
75
60
50
55
67
80
80
70
59
47
42
37
31

26
20
18.3
16.7
15

13.3

ll.7
t0

10

10

l0
10

10

10

10

13

T7

20
25
32
50
50
40
30
26.5
25
25
33.5
47.5
60
60
s3.5
46
37
28.5
21.5
15

11

7.5

6.5
5.5
5.3

5

5

0.25
0.25
0.25
0.25
0.5
0.7s
t.25
2.25
3.25
5

5

5

5

5

4
aJ

2.75
2.6
2.5
2.8
3.2
3.5
3.5
2.85
2.25
1.85

1.5

1.r2
0.8
0.55
0.45
0.4
0.38
0.35
0.3
0.28
0.25

I
1

I
1

I
I
1

t.25
1.5

2.25
aJ

J

J
a
J

J
aJ
aJ

J
aJ

3.08
3.15
3.25
3.25
3.25
3.25
3.25
3.25
3.25
3.25
3.25
3.25
3.25
3.25
3.25
3.25
3.25
3.25

0.0i
0.05
0.10
0.15
0.25
0.35
0.5
0.7
1.05

1.5

1.5

1.5

1.5

1.05

0.65
0.2
0.1
0.4
0.85
1.55
2

1.15

0.13
0.07
0.05
0.04
0.04
0.03
0.03
0.03
0.03
0.03
0.03
0.03
0.03
0.03
0.03

0.01
0.02
0.04
0.06
0.09
0.t4
0.2
0.3
0.3
0.3
0.3
0.3
0.3
0.2
0.r2
0.42
0.01
0.06
0.15
0.28
0.19
0.05
a.a2
0.02
0.01

0.01

0.01
0.01

0.01

0.01

0.01
0.01
0.01
0.01
0.01

0.01
0.01

TABLEAU 3.1 : <Données expérimentales durant une année >>
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S3 0.35

0.2

0.15

0.1

0.05

0

0 50 lm 150 2m 250 3m 350 4m 0 50 1m 150 200 300 350 400

t (en jours)

Figure 3.5 : <Graphe des entrées en kgljours >

50 ru 150 2m 2s 3ll0 350 4m

t pnpun)

0 50 lm 150 2m 250 3m

Figure 3.6 : <<Graphe de l'état x, en milliers d'abeilles> Figure 3.7 : <<Graphe de x, en kg>
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Figure 3.6 : <Graphe de l'état x, >
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Figure 3.7 : <Graphe de x, >>

III-3 Modélisation mathématique

Après analyse des données expérimentales, nous avons remarqué que les dynamiques du

système changent d'une façon brusque. Ceci est dû à I'effet d'événements discrets agissant

sur le système. Nous avons remarqué aussi que ces changements interviennent à des moments

précis sur toute I'année considérée (365 jours). Ceci nous a poussé à répartir I'espace d'état en

plusieurs régions. Nous avons défini ainsi plusieurs phases et nous avons associé un modèle à

ôha".rne d'elles. Le passage d'une phase à une autre est conditionné par l'état d'une horloge

qui est dans notre cas tout simplement le temps réel. Cette répartition a donné lieu à un

modèle hybride composé de six modèles différents M;, i:1,6. Les instants de commutation

sont (enjours) xr=20, x2 =60, 1z =14A, 14 =180, xs =240, T6 =365. Notre choix

s'est porté, pour toutes les phases, sur le modèle linéaire.

Le modèle ainsi défini se comporte comme un automate hybride, pour lequel nous allons

définir les phaseq et les transitions, et peut aussi être vu coîtme appartenant au modèle de

Brockett autonome (les commandes sont nulles) où I'horloge p représente ici le temps et au

lieu de tester le passage de p par des valeurs entières, nous testons son passage par les temps

de basculement définis ci-dessus.

III-3-1 Modélisation de la ruche Par un automate hvbride

La répartition de l'espace d'état faite ci-dessus pour la ruche apicole, nous permet de

modéliser cette demière par un automate hybride défini par :

I

FI:< Xp', Xc, Fr ,llz, Vz,l)
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Tels que :

- Xo est l,espace d'état discret, formé dans ce cas par six variables discrètes 4r, 82, 4t,

8t, Q5, 8a assôô1ées à chacune des six phases définies précédemment'

- Xç est I'espace d'état continu, qui est pôur chacune des six phases, inclue ou égal à

g151it y a quatre variables d'état et I'horloge l)'

- lrr définit la fonction associée à chaque phase q,,i=1,...,6. (Exemple : Vt(Zt)=rtGt,x))'

- trLzassocie à chaque phase, un ensemble invariant p, (q)E91*' Dans notre cas' les

ensembles invariants sont définis, pour chacune des six phases, par les valeurs du temps'

- !t: est la fonction qui associe à chaque paire de phases (q, q'), une relation de transition

Vt(Q, q')ç(XpxX6).

- I est l'ensemble des conditions initiales.

Tel qu'il est défini, cet, automate peut être représenté graphiquement par :

Figure 3.8 :<Modèle graphique de 1'automate hybride associé à la ruche apicole>

Pour cet automate hybride, nous avons :

Inv(g, ):{re 91 t O<t<iOy, Res( Q, Qz)=(x,20),En(q,,qr)={t=20}, *r(4)= x = .fi@t,ù ;

Inv(gr|{teÏl I 20<t<60\,Res(q, qr)= (x,60),En(q, qr)={t=60}, Vr(q)= x= fr(q,x) ;

Inv(qr):{re91/60<t< 140},Res(4r, q)=(x,140),En(q, , q)={t=140}, Lr, (qt)= *= fz(qt,*) ;

Inv(qo):{re ylll4;}<t<180},Res(q o,4r)=(x,180),En( Qq,8s)={t=180},F, Q)=*= fo(qo,x) ;

Inv(g,):{le91/180<rS240},Res(q, q)=(x,240),En(q,q):{t=240},!r, (qt): *= -fr(qt,x) ;

Inv(qu!{re X/240<t<365},Res( Qot S)=(x,365),En(Qa, Q)={/=365},lt,(q)--*= fu(qu,x) ;

I
I
I
I
I
t
I
I
I
I
lr
I

x = .ft(qt'x)

60< t<140

i = fz(qz,x)

20< t<60

* = ft(qt,x)

* = fq(qq,x)

140< /<180

x = fs(qs,x)

t80< t<240

* = fs(qa,x)

240< t<365
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Chaque modèle, ou fonction rt, i:I,...,6, est décrit par le système linéaire suivant:

oi'rtt= É+=0 (puisque s'(/)= so(r)=0).

L'identification des six modèies se fait sur la base des relevés de mesur'e donnés par le tableau

3.1. Laméthode utilisée pour I'estimation des paramètres est celle des moindres carrées (nous

rappelons que le modèle choisi est non linéaire en x mais linéaire par rapport aux paramètres).

Pour rechercher les coefficients du modèle, nous approximons la dérivée de l'état par :

i, =Ixjarj +Fr.Sr(t)
j=l

4
.\ani<r= Lxja2i +Fz.Bz(t)

j=l

4.\raôxt = Lx ja3j + Fr.Sr(t)
j=l

4
.faô
xo = Lx ja4j + Fo.B+(t)

j=l

(3. 1)

(3.2)

(3.4)

t= k xl}, k=0,.. .,36 ; h=I}jours (puisque les données sont recueillies chaque dix jours).

Il s'agit donc de résoudre le systèrne :

AxB:M (3.3)

Avec

A=[*,(t) xz(t) x:(t) xo(t)] (pourchaquevaleur det=kxl}, k=0,...,36

B : est la matrice des coefficients rec-herchés.

M : est le vecteur des dérivées numériques en chaque t= k xl}, l'=0,...,36 .

La matrice A ainsi formée est singulière d'où A-l est indéfinie (c'est une matrice dégénérée).

Cependant, il existe des méthodes qui permettent de pallier à ce problème. Parmi ces

techniques, nous.distinguons la méthode de décomposition en valeurs singulières (SVD) qui
consiste à réduire une matrice quelconque à une forme diagonale, en la pré-multipliant et

post-multipliant par des matrices orthogonales [16]. Cette méthode permet d'obtenir une

approximation optimale de I'inverse au sens des moindres carrés. En décomposant A en

,rJ*urt singulièrés (A=UrSV), nous obtenons l'approximation de A-r donné par:

B:VS.IUTM

I
I
ll
I

Une fois le modèle établi, nous procédons à une simulation numérique par résolution du
système (3.1), puis nous comparons les résultats de simulation aux relevés expérimentaux.
Ces deux étapes (identification et simulation) sont répétées pour chacune des six régions
définies précédemment. Les valeurs numériques des coefficients de chacun des six modèles
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(fonctions) sont dorurées en Arurexe (B). Les résultats de simulation comparés aux relevés

expérimentaux, sur toute I'année, sont donnés parla figure 3.9 suivante :

qté de mielx2(en kg)

\..\

BO

60

150

100

50

0 100 200 300 400

qté de pollen x3 (en kg)

0 100 200 300 400

qté de cire x4 (en kg)
3.5

3

2.5

2

1.5

1

300 400 200 400

Figure 3.9 : <Réponses du modèle superposées aux données expérimentales >>

Contrairement aux résultats obtenus en considérant un modèle unique sur toute l'année, ou un

modèle pour chaque semestre [3],[i6] l'approche hybride a permis de mieux représenter la

ruche. I1 est à noter que le modèle ainsi obtenu est le résultat d'une interpolation linéaire entre

les mesures, ce qui a permis d'augmenter le nombre de données et d'affiner ainsi les modèles'

Remarque

Il est à noter que durant les essais d'identification, les modèles de Lotka-Voltera et bilinéaire
ont été utilisés (donnés ci-dessous), mais après comparaison, notre choix s'est porté sur le
modèle linéaire car il est le plus représentatif.

Modèle de Lotka-Volteral ii = x,(a, +f a,,.x.;)+Fi .gi, 7tG)= gr{t):O.

44
Modèlebilinéairet ii =I *,(aij +Ibjk.xr.)+Fi.Bi, gr(/): Srç)=0.

j=l k=j

III-3-2 Modélisation de la ruche par les svstèmes à interface

Comme nous I'avons déjà mentionné, cette ruche peut être vue comme appartenant au modèle

de Brockett autonome. Il s'agit donc d'un système hybride en boucle ouverte appartenant à la

100

nb d'abeilles x1 (en milliers)

it .r\

\
\
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classe des modèles à aiguillage. Nous pouvons, par conséquent, la modéliser par un système

à interface comme suit :

SED

t"
L'interface

€Xo t€

Le système continu

xiex0s€

Figure 3'4 : <dvlodèle à interface associé à la ruche>

X={X,, i=l,...,6} est I'dnsemble des instants de basculement de modèle.

Le système continu est dans ce cas régit par plusieurs_.modè1es, c'est donc un système

multimodèles. Le passage d'un modèle à un àutre est conditionné par l'état de I'horloge I qui

est envoyée d'uni faç-on continue vers I'interface; celle-ci 1a compare aux temps de

basculement. Une fois que I est identique à 1,,, i=1,...,6, le système à événements discrets

(SED) envoie un événement vers l'interface, qui lui même choisit le q,, i=7,"''6' par

conséquent le modèle, qui doit décrire le système continu"

IV Commande de la ruche par l'apnroche hvbride

Nous proposons de contrôler la ruche durant les périodes où il y a un manque en provisions

afin d'àugmenter sa production. Les périodes où 1es apiculteurs interviennent généralement

sont: fJaivier, féwier1, [uin, juillet] ât fseptembre, octobre] [8],[15],[27],[33].L'objectif est

d'atteindre un état dèsire tout en minimisant I'écart et 1e coût de la commande. Nous

envisageons dans ce qui suit, d'utiliser un automate hybride constitué d'un ensemble de

èontrôleurs dont chacun est spécifique à une période d'intervention. Pour chacune d'elles

(périodes d'intervention), un pioblème de commande optimale sera formulé. Cette technique

à. go-*unde est inspirée de I'idée de l'approche I présenté dans \e chapitte 2'

IV-l Modélisation du contrôleur hvbride

Tel qu'il a été décnt, le contrôleur utilisé pour commander la ruche en B.F est un système

hybride puisqu'il est â structure variable (modèle variable), il appartient donc à la classe des

systèmes a aiguittage.,Il peut être alors modélisé par un automate hybride (tel qu'i1 a été fait

ptur le modèle de la ructe en B.o). Ce dernier est composé de quatre états discrets (phases)

Q1, Qz, 8t, 4+. Dans chaque phase, un modèle continu est considéré'

Cet automate hybride peut être représenté graphiquement par 1a figure suivante :I
I
li
I
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Figure 3.1 I : <graphe de l'automate hybride correspondant au contrôleur de la ruche>

Remarque 
lril

Nous noterons par z, lé vecteut 
l r;1, 

i = 0,...,3.

Dans ce cas, nous avons:

l-ol
Inv(q,)={te$ll(te^r)A(tÉAz)Â(/eAr)},Res(q,,qr)=("=lO],0),En(q,,qr):{teL,1\,

| "i I t-ol
pr( q, ): 

L,i I 
= 

Lrl

| "\lInv(q r;:{re 9f / /€Â1 }, Res(qr, q,)=(u,60), En(q, q,):{tê At }, lt{ezt: I 
-i 

I 
t

L4)
| "?1Inv(qr)={re9T I teL2}, Res(q' q,)=(u,140), En(q, , q,):{tê42}, pr(q3)= L l;

-l"i )

lrt,I
Inv(q)={te$l I teA2},Res(qo , q,)=(u,240),En(qo, qt)=$eAr}, ttr( q4)= | ', | ;

lul I
L JI
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Ce contrôleur peut aussi être modélisé par un système à interface.

W-l-l Formulation du problème de commande optimale

Avant de formuler le -problème de commande optimale qui sera utilisé pour calculer 1es

commandes à appliquéi pendant chaque période d'intervention, nous allons le formuler pour

le cas général.

Soit un système décrit Par :

x,(t)= f,(xr(t),xr(t),...,x,(t)) ;i=1, '-.,n=*(r) = f(x(t),u(t),t) ;xeXo4,ueUod'teTo4'

Xaa i oSt I'ensemble d'états admissibles ;

Uaa i est I'ensemble des commandes admissibles ;

Ta4: est le domaine temporel admissible.

L'ensemble admissible est donc décrit par: XoTxUadxTad'

D'une manière générale le critère à minimiser est :

L et S sont des fonctions scalaires. S(x(r, ), r, ) représente le coût de l'écart final par rapport à

leurs valeurs désirées, L est une fonction des écarts pendant le transitoire.

Il est à noter que dans notre cas, nous sommes confrontés à un problème de commande

optimale des systèmes non linéaires en l'absence de contraintes d'inégalités sur i'état et la

commande.

Nous supposons dans ce cas : Xoa=91n ,IJod=Xl'" , x(t)= f (x(t),u(t)'t)

En faisant appel aux calculs des variations, nous réduisons ce problème à celui de Lagrange

avec des contraintes d'égalité :

tI

I : 
^S( 

x(t ), t t) + 
JL(x(/), u(t),t)dt

t0

(3.s)

(3.6)
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:"1 {r{*{,), u (t), t)* "$' 
t' 

.* * Ëff! a,+ 
:s(x(ro ), ro )

'o lùe

La commande qui minimise I, minimisera I'donné par:

r' -u[o{L{*, u, r) * ry4 .r *Ëfft o,

Pour minimiser cette fonctionnelle, nous utilisons la méthode des paramètres de Lagrange.

Ces paramètres sont r fonctions du temps l,; associées aux /, équations A,(f ,(x,u,t) - *, ) :0 ;

Nous aurons alors:

(3.8)

(3.7)

(3.e)

(3.10)

,' "r 1y1*,r,,) *ë92., * ôt!''t) *f l,(f,(x,u,t) - *,)\dtl=Jtl(x,u,t)* -,r. 
. , ôx ôt fr

11 1cr/ -- r\ I ct// ,- +\

= I :i{tt',',r) +ff *.ëP + I ç1'71x'u't)-tt (t)'x}dt
r0

Nous appelons F(r(r),*(r) ,)"(t),u(t),t), l'intégrant de I".

- Lapremière équation d'Euler-Lagrange relative à l'état est :

âF_drôF,=o
âx dt'àx"

Si a* est la commande optimale coffespondant au vecteur d'état optimal .x.(t) et au vecteur

d' étatadjoint optimal 2"(r), alors :

*{r*- ,u*,t).*,g$41'*-*4' '0 +l' .yçx.,u*,t)-r r. }-*{t$" -ï. }=o
l.-

* 9{q"- ,u* ,r)+ l'' .7çx. ,u. ,t)}+â2sJxr-'r). 
'- + 

a2'I(r-'l) 
- 

ô2s(x--'r) .*. + i' =0
- A*Y.\* 

)-. )') | 'v 'J \& )4 )û,tJ ' ôX, àtàX àX,

- )". =-3{rtr- ,u* ,t)+ l' .yqx. ,u. ,ù}-42's(r-'t)
âx-.'',- 

7/ r'\ t àtàx

- Ladeuxième équation d'Euler.Lagrange est relative à la commande :

ât-d,9Ir=o
àu dt'àù'

(3.1l)
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=*{,o *,u' ,t).+#r..*. * âsQ-'r) 
+ l'' .1qx.,u*,t)-r.,t.i,= o

considérons la fonction scalaire H(x,u, ).,t) dêfinie par :

H(x,u,7,t) - L(x,u,t)+ À7. .f (x,u,t) (3.T2)

Cette fonction est dite I'Hamiltonien. Les dérivées de l'Hamiltonien par rappott aux vecteurs

A(t) etx(r) sont respectivement les dérivées du vecteur d'état et du vecteur adjoint.

(3.13)

Ces équations sont dites canoniques.

Nous avons de plus :

(3.r4)

| .. aH

ta7
l^. aH
| /t - --:-Idx

AH

--0àu

T

I
I
t
II
I

Cette demière permet de calculer al..

Le système d'équation (3.13) correspond donc aux états du systèrne et aux équations du

système adjoint. Ces équations sont couplées et forment ensemble un système différentiel de

2n équations du premier ordre. L'expression (3.la) conduit à un système de m équations. La

solution optimale u* ,x*,1 correspondant au minimum du critère (3.8), donc du critère (3.5),

est la solution du système d'équations défini par (3.13) et (3.14), sur tout I'intervalle de temps

Lt o,t rf .

Si nous arrivons à obtenir, par voie numérique ou analytique, une solution al du système

d'équations (3.13), (3.14), il s'agit de savoir si cette solution est optimale, car pour le
moment, elle ne satisfait que les conditions nécessaires; le problème est donc de déterminer
les conditions suffisantes.

La théorie du calcul des variations montre que pour que u* soit le minimum d'une

fonctionnelle, il suffit que :

I . La solution z- satisfasse l'équation d'Euler-Lagrange.
2. Ia condition de Legendre-Clebsch (correspondant au minimum dans notre cas) soit

satisfaite.

3. ô 
tI doit être définie positive.
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La première condition est évidemment satisfaite puisque les équations (3.13) et (3.14) ont été

établies à partir des équations d'Euler-Lagtange. La deuxième condition peut être explicitée

comme suit :

a2H1x*, u-,I-, t) (3.1s)

IV-l-z Application à Ia ruche

Notre ruche commandée est régit par le système d'équations suivant :

4
.\.a
X, = ) â,,.Xr

IHIJJ

4

*r=\ari.x,+ P,.ur(t)

4

i, =f ar,.x, +Br.ur(t)

4. \-r
Xn= ) ân:.Xt

A 4 -J J

j=l

(3.16)

11 faut noter que dans ce ças) tt2 et al, sont superposées aux entrées perturbatrices g, et g, .Il

faut noter que durant les périodes où le système est autonome, ces entrées sont considérées

proportionnelles au nombre des abeilles (puisque celui-ci est modifié sous I'effet du contrôle).

Nous nous proposons donc de déterminer les commandes optimales (ui,ul;, pour chaque

période d'intervention, qui fassent passer la ruche d'un état initial donné x(to) à un état final

x(r, ) voisin d'un état désiré x(t enminimisant le critère suivant :

r:Uzlx(tr) -"olrG[x(tr) - xdl+ LDI {[*(t) - *o]r.Q.[ x(t) -xa] +urnu;dr (3.17)
ô

Où x(tr) =[ *,(tr) xz(tr) x:(tr) xo(tr)]r et xa=[xar \az Xar too ]r représentent l'état

final atteint et l'état désiré respectivement.

G, Q et P sont des matrices de pondération symétriques. Les deux premiers termes du critère
(3.17) sont relatifs à l'écart final entre l'état désiré et l'état effectivement atteint ; le terme

intégral correspond à la limitation en régirne transitoire des valeurs absolues de l'état et de la
commande.

Pour obtenir la solution optimale, calculons conformément à (3.12) I'Hamiltonien :

H:Yzqr (xr -*0,)2 r % q,r(xz-xaz)'+%qr(x:-*or)2 +lz g+(x+-xoo )'+'/' prui +

Y, pru1,+ Yz()tét +Xj<, +l"ri, +l.oio) (3'18)

à partir duquel nous établissons le système adjoint conformément à (3.i3) :
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1,= =-r,(x;,-r,,) - A,.*- 1,.*:- 1,*- A,.*
ât,

i, = -#= -q,(x, - x,,) - 1,.*- 1,.*- À,.*- 1,.*
, AH ^ Ai, n à*, " ârL. , â*o
Ar=- 

Ax.=-4,(r, -xur)- n,. 
àr,- 

nr.E- n'. 
à*,- 

nr'A*,

^, 
= -#= -8 n(xo - xoo) - 1,.*- L.*- L-*- t,.*

(3. re)

(3.20)

Les commandes optimales sont données, conformément à (3.14), par le système d'équations

suivant:

Donc, pour chaque phase (période d'intervention), les commandes optimales sont données par

les formules suivantes :

l^.' - Bi \i
luz =---.Lz
) ot i =r,2,3
l_., _ Fi .,,

lu'= 
- o;'"'

En reportant cette expiession dans (3.16) et (3.19), nous obtenons un système differentiel dans

lequel la commande n'intervient pas :

x, = arxr+ aTx2+ at3x3+ anx4

R
*, = a,rx,+ a2tx2.+ aaxt+ e24xo+ F,,{-l,l"r1

p,

n
*, = arx, + atrx, + aBxr+ ayx4 + Br.e=.Lr)

P,

*4 = aotxt + Qo2x2 + Qntx, + o44x4

4 = -q,(*, - x^) - a,r.\ - ar,.l, - a.r.\ - aor.ln

l, = -qr(r, - xor) - a,r.l, - arr,A, - qrr.A, - an .1o

&, = -Qr(xr- ro,) - a*.1, - o,r.1, - au,2, - a*.À.

io = -q o(*o - xoo) - o*.1, - arn.l. - aro.l, - a*,1n

(3.2r)

L'étatinitial x(to),to,et /, sont supposés connus. Il ne s'agit pas ici d'un problème aux deux

bouts classique puisque les conditions finales ne sont connues exactement ni sur l'état ni sur

le vecteur adoint. Une méthode de résolution consiste à traiter le problème d'une façon

itérative sur les conditions initiales l,(t,), par minimisation d'un critère d'erreur de la

fonne: .



I
I
I
t
I
I
I
I
I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

lr
I

Chapitre 3 Application à une ruche apicole 65

E(t)=(2,-g,(r).(x, (tr)-xo))'*(A,r-g,(t).(x,(t,)-x0,,))'+(1,,-g,(t).(x,(tr)-x,,))'
+ (1* - g ,(t).(x,1t ,) - x,^))'

jusqu'à I'obtention d\rne valeur satisfaisant la condition E(/, ) S e , où e >0 caractérise la

précision imposée sur le résultat final. L'organigramme de calcul numérique est représenté sur

la figure suivante.

Figure 3.12: <Organigramme de commande >>

IV-1-3 Alsorithme de cbmqande hvbride

Notons par 41, L2 et A3 les périodes d'intervention ffanvier - fevrier], ffuin - juillet] et

fseptembre - octobre] respectivement.

La stratégie de commande de la ruche est illustrée par les séquences suivantes :

t- Introduire les objectifs de commande (les états désirés) et les périodes d'intervention 41,

A2 et 43.

2- Introduire les temps debasculement des modèles (xt,x,x3,14,1,s, et x6).

3- Si r € 
^, 

(i:1,3)

xo, tr, tlrE

estimer l,(16) G, Q, P

ntégration du système (3.21

calcul de E(/7 )

E(r/ )<e
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faire
7tr:113:0,

aller à 4.
Sinon

faire

Tant que I i-t<t 3 r , (i-1,6) calculer les commandes ul et z{ données par les

équations (3.15) et (3.16) en utilisant le rnodèle Nzf

fait
fait

4- Fin
IV-1-4 Résultats de Ia commande

Nous résumons dans |e tableau ci-dessous, les principaux résultats de la commande par

période d'intervention. Il faut noter que les valeurs des éléments des matrices G, Q et P ont

été fixées après plusieurs essais de simulation.

TABLEAU 3.2 : <Résultats de la commande sur chaque période d'intervention >>

I
I
I
I
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I
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Périodes
D'interventi
on

Première période Deuxième période Troisièrne période

Xo

li0 10 0.2s 1l [105.8 s2.r4 s.92 2.981 184.12 44.413.28
1.18.|

Xa
130 12 | r.2l 170 2s 2 r.rsl l2e ts 2.s l.lsl

P [r o I
[o ro']

leoeos o l
L 0 eeeee)

lzsvro
L0

ol
10'_l

G [:zoo o

I o 3700

l0 0

L0 0

0

0

t272

0

ol
ol
0l

10441

3500000
0313000
0034210
000247

700000
0298000
0013460
000241t

a fzsso o o o

lo 100 0 o

lo o sooo
Lo o o lo

[to*
l0l0
I

L0

00
10' 0

0 10-'

001

0l,l
0l
o-'l

l0'
0

0

0

0

t0'
0

0

00.l
0 0l
t ol
0ll

x(t)
[30.86 tz.t I.l2l.ls] 170.s6 26.93 2.r3

1.181
129.17 rs.63 2.49

r.18.l

L'erreur
finale
E(t r)

1.56x10-a 10r 2.8x|0a



Les résultats de simulation par période d'intervention sont donnés par les figures 3.13,3.14 et

3.15. La figure 3.16 illustre le comportement de la ruche commandée sur toute l'année.

nb d'abeilles(1oo milles) qté de miel(60 kg) qté de pollen(S kg)
o.25

o.2

o.15

0.1

o50
qté de cire(3.25 kg) u3(en kg)

o.35

t(en jours) t(en jours)
o

t(en jours)

première période >Figure 3.13 : << commande de la ruche sur la

o.3

o.2

o.1

o.3

1

0.8

o.6

o.4

o.2

o

0.8

o.6

o.4

o.2

o

o.25

o.2

o.15

0.1

0.05

0

o.3

o.2

0.1

0

o.4

o.8

0.6

o.4

o.2

0

qté de miel(60 kg)

140 160 180

qté de cire(3.25 kg)

140 160 180

u2(en litres)

140 160

u3(en kg)

180

160 180 140 160
t(en jours) t(en jours)

0.1

0.05

o

-o.05
180 140 160

t(en jours)

1.5

1

o.5

o

u2(en litres)

nb d'abeilles(1 00 milles) qté de pollen(S kg)

140

Figure 3.14 : << commande de la ruche sur la deuxième période >

180
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0.8

0.6

o.4

o.2

0

o.4

0.3

o.2

o.1

o

1

o.8

0.6

o.4

o.2

o.8

o.6

o.4

250 300

qté de cire(3.25 kg)

250 300
t(en jours)

o 200

qté de cire(3.25 kg)

250
t(en jours)

qté de miel(6O kg)

2AO

u2(en litres)

0 200
t(en jours)

u3(en kg)

250
t(en jours)

o 200
t(en jours)

0.3

o.2

0.1

0

2

1.5

1

o.5

o

0.6

o.4

o.2

0

0.5

o.4

0.3

o.2

0.1

o

Figure 3.15 : (( commande de la ruche sur la troisième période >

0.8

0.6

o.4

o.2

2

1.5

1

o.5

o

1

o.B

0.6

o.4

o.2

o

o.5

o.4

o.3

o.2

0.1

0

o 200
t(en jours)

Figure 3.16 : <Commande de la ruche sur toute l'année>>

Nous remarquoRs que sur chaque période, le vecteur d'état final est voisin de celui désiré.

Quelques faibles écarts sont cependant observables. Nous les avons réduits au maximum tout

nb d'abeilles(1 0O milles) qté de miel(60 kg) qté de pollen(S kg)

nb d'abeilles(1 O0 milles) qté de pollen(5 kg)
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en assurant des valeurs de commandes correctes. Il s'agit donc de réaliser un compromis entre

l'écart de la valeur finale par rapport à la valeur désirée, et les valeurs raisonnables du

vecteur de commande. Ainsi, comme le montrent les figures 3.13, 3.14 et 3.15, les amplitudes

de la commande sont acceptables comparées à celles obtenues par les études précédentes [3].

Nous pouvons montrer facilement que les conditions suffisantes d'optimalité sont vérifiées si

les matrices G, Q et P sont au moins définies positives-

lY-2 ModéliÈation du svstème hvbride slobal enb-o-gg.Lç tçïglgç

Le système global est donc fonné par un systèrne hybride en boucle ouverte comtnandé par tln

contrôleur trybride en boucle fenlée. Le contrôleur est hybride, puisqu'il est inultimodèles

(peut être modélisé par un automate hybride). I1 peut être donc représenté par le modèle à'

interface généralisé. Ce modèle est schématisé par la figure 3.17. Ce système fonctionne douc

comme suit :

Emanant de l'état initial (0,0), le système évolue suivant la fonction/, y, compare à chaque

instant /, la valeur de / aux instants de basculement î,, et teste son appartenance aux périodes

d'intervention Ai. Ces deux cas se présentent alors :

l. Si f est égal à I'une de ces valeurs de basculement mais n'appartient pas aux domaines

d'intervention, un événement est généré par y, et est envoyé vers f interface du système en

B.O. Cette demière provoque un aiguillage du modèle (de fonction) en changeant la

valeur de q, et génère un événemeît opv qui informe le contrôleur du changement du

modèle du système à contrôler. Les commandes du contrôleur dans ce cas sont nulles.

2. Si de plus, / appartient à I'une des périodes d'intervention, la partie continue du

contrôleur génère un événement z" à son interface invitant celle-ci à envoyer l'état discret

Q" guipermet de déterminer le modèle du contrôleur à utiliser. En fonction de ce dernier et

â,t *oâOl. du système en B.O, le contrôleur calcule les commandes optimales à envoyer à

I'entrée du système.

ce système ainsi décrit peut être schématisé parla figure suivante :

t
I
lr
I
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Figure 3.17 : <schéma détaillé du modèle de la ruche commandée>

Remarque

Le système global peut être vu comme une interconnexion de deux automates hybrides. L'un
représentant la ruche apicole et I'autre son contrôleur.

V Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons utilisé l'étude présentée dans les chapitres précédents pour

modéliser et éontrôler une ruche apicole ayant déjà fait I'objet de plusieurs études auparavant.

L'objectif postulé est l'augmentation de la production de cette ruche. Pour l'accomplir, un

nourrissement en matières nutritives est nécessaire.

Nous avons tout d'abord établit un modèle mathématique hybride (composé de six modèles

linéaires) très représentatif de cette ruohe en utilisant les données mesurées durant l'année

1992. La comparaison des résultats obtenus par ce modèle hybride avec ceux d'un seul

*, =.f,(x,,q,,u)

*" =.f,(x",qr,!)
u = h"(x",e,,!)
z" = B"(4,,/)
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I
modèle sur toute I'année ou avec un modèle par sanestre [3],[16], confirme la nécessité de

I modéliser cette ruche avec ce modèle hybride.

I
A l'aide du modèle hybride obtenu, nous avons formulé un problème de commande optimale

I permettant de calculer les commandes nécessaires pour atteindre des objectifs de contrôle

I prédéfinis.

I Les résultats des simulations démontrent avec certitude qu'une récolte assez conséquente peut

I être obtenue si la colonie d'abeilles est nourrie convenablement. Ces résultats sont très

satisfaisants et ouvrent des perspectives pour d'autres études.

l'l
I
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans le cadre de ce mémoire, nous nous sommes intéressés à l'étude de la modélisation, de la

stabilité et de la commande des systèmes hybrides tout en réalisant une application sur un

exemple pratique qui est la ruche apicole.

Dans un premier lieu, nous avons dressé un panorama des differents modèles proposés en

littérature. La synthèse très fine de la bibliographie disponible nous a permis de répartir ces

modè|es en trois grandes classes et de définir deux types de représentation, analyique et

graphique. Les trois classes de modélisation établies sont :

- Une modélisation par les automates hybrides, dans laquelle nous retrouvons les deux types

de représentation.

- Une modélisation par les systèrnes à interface, qui est essentiellement analytique, où une

interface est utilisée pour représenter I'interaction entre la partie discrète est la partie

continue.

- Une modélisation exclusivement graphique, utilisant les réseaux de Pétri hybrides et les

réseaux à flux hybrides.

Des exemples d'illustration ont été présentés pour chaque classe de modélisation.

Nous avons par la suite étudié la stabilité d'une classe de système hybrides en utilisant la

seconde méthode de Lyapunov (méthode directe).

Pour le problème de commande, nous avons exploité la notion de fonctions de Lyapunov afin

d'élaborèr des lois de commande stabilisant le système en boucle fermée. Dans ce cadre là,

deux stratégies de contrôle, pour un système constitué d'un ensemble de champs de vecteurs

nonlinéaires, stabilisant le système en boucle fermée ont été présentées.

Dans ce même chapitre (chapitre 2), quelques schémas de commande pour les systèmes à

interface, constitués d'un système hybride en boucle ouverte et d'un contrôleur discret en

boucle fermée, ont été étudiés. Deux approches ont été présentées, à savoir :

- Une première approche qui consiste à transformer le problème en un système de contrôle

d'un (SED).
- Une seconde approche qui consiste en une cornmande en un temps optimal.

I
I

I

I

I

I

I'
I
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Dans la troisième partie de notre travail, nous avons appliqué l'étude réalisée auparavant poui

la modélisation et la commancle d'une ruche apicole ayant fait I'objet de plusieurs études

antérieures. Larépartition de l'espace d'état de la ruche, basée sur I'analyse des données

expérimentales reôueillies en 1992 dans la région de la Mitidja, a donné lieu à six périodes

differentes. Pour chacune d'elles (régions), un modèle bilinéaire aété associé- Le modèle

ainsi défini est un modèle hybride, appartenant à la classe de systèmes à aiguillage; nous

avons pu la modéliser par un automate hybride et par un système à interface. En comparant

les résultats de notre modèle hybride à ceux obtenus précédunment, par un seul modèle sur

toute I'année ou ceux obtenus à partir d'un modèle par semestre, nous concluons que

I'approche hybride a permis de mieux représenter cette ruche apicole. Néanmoins, en

superposant ies sorties de notre modèle avec les données expérimentales, nous avons

remarqué certains faibles écarts qui, à notre avis, peuvent être réduits en augmentant le

nombrè de données recueillies sur toute I'année pour affiner les modèles et en identifiant la

nature des événements responsables des changements brusques de modèle.

En s'inspirant du schéma de commande donné par la première approche (donné dans le

chapitre 2) et en utilisant le modèle hybride étabLi, nous avons conçunn contrôleur hybride

constitué d'un ensemble de contrôleurs continus dont chacun est spécifique à une période

d'intervention, pour augmenter la production de la ruche. L'objectif postulé, dans chaque

phase, est d'atteindre un état désiré tout en minimisant l'écart et le coût de la commande, ce

iui revient donc à formuler un problàne de commande optimale pour déterminer les

ômmandes appropriées. L'analyse des résultats obtenus nous a permis de conclure que les

objectifs prédéfinii ont été atteints avec une marge d'erreur raisonnable. Les résultats de cette

"o1nrrr*d. 
hybride sont par conséquent satisfaisants et peuvent être améliorés en améliorant

le modèle tryUriae représentant la ruche. Il faut noter aussi que la commande de la ruche

suivant |a valeur de l'état et non par période d'intervention est une perspective très

intéressante.

Finalement, vu que l'étude des systèmes hybrides est un domaine très récent, nous souhaitons

que notre investigation constituera une base de réference pour le lancement d'autres travaux

de recherche tels que :

- Elaboration d'un modèle unifié regroupant tous les modèles énoncés dans ce mémoire,

- Développernent d'une théorie d'analyse qualitative des systèmes hybrides (notion de

point d;équilibre, stabilité, contrôlabilité, observabilité, transfert entrée/sortie, ...etc'),

- Développernent de logiciels de simulation des systèmes hybrides,
- Applicàtion de ces outils à l'élaboration d'autres schémas de commande des systèmes

hybrides.



Annexe A

ANT{EXE DU CHAPITRE 2

Stabilité des systèmes dynamiques

Les définitions de stabilité sont nombreuses. Nous rappelons, ici, celles que nous utilisons

dans le mémoire. Nous présentons essentiellement la stabilité des systèmes dynamiques

continus.

Considérons un système dynamique représenté par l'équation :

i;(t1=f$,t), x(ro)-xo (4.1)

x(t)efiln , t efil, /:9lx9t' -+ 91 est une fonction continue. Nous supposons que, pour toute

condition initiale r0, l'équation différentielle (A.1) possède une solution unique

x(r) = O(t,t0,.r0). Ceci revient à supposer que la fonction continue/satisfait la condition de

Lipschitz

llf Q,*)- f (t,tll< 3rll,-Îll

où 5, est la constante de Lipschitz.

Définition A.1

xu eîl' est point d'équilibre de (A.l) au temps t* si

f (*",t) = 0, Yt > t.

Définition A.2

(4.2)

(A.3)

Un point d'équilibre xnest dit isalé s'il existe r >0 tel que la sphère B(xu,r)c%', de

centre xnet de rayonr, ne contient aucunpoint d'équilibre autre que xe.

Si x" est different de zero, nous pouvons, par le changement de variable i = x- xs ' Se

ramener à un point d'équilibre situé à l'origine de I'espace d'état. Aussi, nous supposons que

I'origine x,:0 est un point d'équilibre isolé de (A.1).

Définition 4.3

L'origine xn:0 est un point d'équilibre isolé stable de (A.1) si pour chaque p> 0 et quelque

soit toe 91, i/ existe {tLro) tel quett llt()ll< ô0r, to), alors
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llo1r,r,, ,*')ll. p, Yt) to (A.4)

Définition 4.4

Le point d'équilibre x":0 de (A.1) esl assymptotiquement stable si

(ù il est stable et

(iù pour chaque tr20, il existe \ç) tel que si ll"tll' 11, alors

1g3 
O(r, ro, xo ) = 0

L'ensemble de tous les x0 e 9T"tel que @(t,/o,to)-+0 quand t )æ est appelé domaine

d'attraction du point d'équilibre x,. Si pour (A.1), la condition (f;) est vraie, alors le point

d'équilibre x" est dit attractif.

Définition A.5

Le point d'équilibre xu =0 de (A.1) esl uniformément assymptotiquement stable si

(ù il est stable et

(iù on peut trouver 6o tel que, pour chaque p>0, il existe T (p) r 0,

indépendant de t 0 tel que si ll"'ll ' a, , alors

llolr,rr,ro)ll.p, vt> to+r1p).

La condirion (ii) revienr à dire qu'il existe ôo tel que si llr'll . ôo , alors

l53Ott 
+to,to,xo) = 0

uniformément en ( fo, ro ) pour /o > 0 .

Définition 4.6

Le point d'équilibre x 
":0 

de (A.1) esl dit exponentiellement stable s'il existe a20 et si, pour

chaque p> 0, il existeô(p) t 0 tel que si pour toute condition initiale llt'll . ô(7rz) , alors

(4.5)

llolr,rr,r')ll s ps-d(r-tù, vt > t,

pour to70.

Remarque A.L

a est appelé degrés de la stabilité exponentielle



Définition A.7

Le point d'équilibre x":0 de (4.1) esl instable s'il n'est pas stable. C'est à dire potn' tnte

condition initiale x0 prise an voisinage de x"=0 corcespond mte solution non bonÉà
.ll - n. ll
( 
llOlr, ro, 

"')ll 
îend vers l'infini).

Remarqu e 4.2

Pour les systèmes temps-invoriant (la fonction f ne dépend pas explicitement du temps), la

stabitité (asymptotique) au sens de la déJinitiotn A.4 est équivalente à la stabilité

(asympt otique) uniforme.

Remarque A.3

Si les conditions données par tes définitions ci-dessus sont vraies pourllrt ll "rs* 
grand qu'on

veut, alors la stabilité (asymptotique) est dite stabilité (asymptotique) globale.

Nous allons maintenant donner les principaux théorèmes de stabilité utilisant la seconde

méthode (directe) de Lyapunov. Cette méthode est basée sur I'existence d'une fonction

continue V(t, x) : 91*x D* c 91*x 9T' -> 91 appelée fonction de Lyapunov qui doit vérifier

certaines propriétés que nous donnons ci-dessous.

Définition 4.8

Unefonction continue w .'9i" -+ 91 (resp. D, â Il) est positive définie si

(ù w(0)=0 et

(iù w(x)> 0 pour tout x*0 (resp' O.lltll< r où r > 0 est un nombre

quelconque)

Définition 4.9

Une fonction continue w:91'-+9i (resp.D, êTl)est négative définie si -w est positive

définie

Remarque 4.4

Si dans les detn définitions ci-dessus w>0 (resp. 0 t ,), alors w positive (resp. négative)

semïdéfinie.

Définition A.10

Une fonction V : 9T*x 91' -+ 91 (resp.91*x D* â Il) est positive (semi) définie s'il existe une

fonction positive (semi) définie w r 9i' -> 91 (resp. D, J T\) telle que :

(ù v(0)=0 e/
(iù V(x)>w(x) VxeB(r), r>0.



Remarque 4.5

Y(x) est négative (senti) dëfinie s'il existe une fonclion w négative (semi) définie telle que

V(0)=0 etY(x) < w(x).

Théorème 4.1

Le point d'équilibre x =0 de (A.1) esl stqble au sens de Lyapunov, s'il existe ttnefonction

continûment dffirentiable positive définie Y(t, x) telle que sa dérivée içt,x1par rapport au

temps t est négative semi définie.

Théorème 4.2

Le point d'équilibre x :0 de (A.1) esl asymptotiquement stable, s'il existe une fonction

continûment différentiable positive définieY(t, x) telle que sa dërivée V(r,x) est négative

définie.

Théorème 4.3

Le point d'équilibre x =0 de (A.1) esf exponentiellement stable, s'il existe unefonctionY(t,x)

telle que sa dérivée V1f,x; et des constantes positives ct, cz et c, telles que

",ll'll' 
< v(r, x; < c,llxll'

V(r, x) < -"rll"ll'

(A.6)

(A.7)

(4.8)

(A.e)

pour tout te 9T* et pour tout xe B(r), r > 0.

Dans les théorèmes ci-dessus, nous avons considéré I'existence d'une fonction V(r,x) vérifiant

certaines propriétés dans son domaine de définition 9T*xB(r)e 91'. Dans le cas où ces

propriétés sont vérifiées pour tout x€ 9t"alors, dans les conclusions des théorèmes (A.l)

i,q.i) et (A.3), il s'agit de stabilité globale. Pour les systèmes temps-invariant, la fonction de

Lyapunov ne dépend pas du temps / et s'écrit simplement V(x)'

Les conditions énoncées dans les théorèmes (A.1) (A.2) et (A.3) ne sont que suffisantes. Les

conditions nécessaires sont énoncées par le théorème réciproque (converse theorem) ll.

Théorème 4.4

Si f et f, sont continues sar 9T*xB(r) et si le point d'équilibre x :0 est uniformément

asymptotiquement stable, il existe alors une fonction de Lyapunov Y(t,x) de classe Ct sur

91*xB(r, ), r, ) 0 telle que

V(/,x) <w(x)

lv(r,")l < Y(l'll)
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Vr > 0 et Vx e B(r, ); w(*) est une fonction négative définie er Vlllxl[ est une fonction de

I cbsse K.

I 
Remarque A.6

r Dans le cas où Ie point d'équilibre x =0 est uniformëment exponentiellement stable, alors il

I 
existe unefonctionY(t,x) véri/iant les relations (A.6) et (A.7).

Cas des systèmes linéaires continus

I Considérons le système linéaire continu ternps-invariant

I :t(t; = A.x(r) (A'10)

I 
Théorème A'5

r 
k point d'équilibre x :0 de (A.10) est stable si toutes les valeurs propres de la matrice A

I sont à partie réelles négatives et si les valeurs propres à parties réelles nulles sont des zéros

I simples du polynôme caractéristique de A.

I 
Théorème 4.6

le paint d'équilibre x -_.0 de (A.10) est asymptotiquement stable si toutes les valeurs propres

I de al matrice A sont à parties réelles strictement négatives.

I Remarque 4.7

I Lorsque la matrice A possède des valeurs propres à partie réelle strictement nëgative, alors

la matrice A est dite de Hurwitz.

I

I
I
I
I
I
I
II 

,

I

I
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ANNEXE B

ANNEXE DU CHAPITRE,3

Tableau des valeurs des coefficients des différenfs modèles d* la rnefi,e

apicole

Modèle 1 Modèle 2 Modèle 3 Modèle 4 Modèle 5 Modèle 6

Brt -0.0029 0.0266 0.0544 -0.0377 -0.3251 0.0038

àn -a.0026 0.0121 0.1135 0.2742 03791 -0.018

flr: -10-* 0.00004 t.s753 -0.1297 0.3747 0.0017

àu 0.018 0.0001 -1.2243 -2.2074 0.3906 -0.0735

&zr -0.002 0.0027 -0.01 -0.0142 -0.0622 -0.012s

àzz -0.0012 0.0026 0.0077 -0.015 0.0638 0.0051

&zt 0 -0.00001 -0.2514 0.0244 0. r 319 -0.00007

àzq -0.0003 0.00003 0.3357 0.3613 0.1424 0.0044

3tr 0 0.0035 0.0207 -0.00006 -0.00001 -0.0006

ïtz 0 -0.0025 -0.0004 -0.0079 0.00002 -0.00011

à31 0 0.00005 -0. i 513 0.0036 0.00024 -0.00003

àtq 0 -0.00003 -0.4314 0.0624 0.00024 0.0008

àqr t0 0 0.0027 0 -0.0046 0

fuz -2.10-* 0 0.0013 0 0.0046 0

àqt 10-* 0 -0.0347 0 0.0094 0

â,44 4.r0-* 0 -0.0715 0 0.0099 U

B, 0.00001 -0.0052 0.8013 -0.0127 1.038 -0.0003

B, -0.0046 -0.0002 -1.67 | -0.0001 0.000018 0.000018
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Re
Âp (mm d'eau)

N=3 N=4 N=5 Nd N=7

53-122 24 25 27.5 28 29,5

54-375 26,5 27 29.5 30 31,5

56,535 29 28,5 33 33 35

57,533 30,5 3l 34,5 35 37

58 564 32 32.5 36 36.5 39.5

I Toblcot no +TVariation de la perte de charge singulière en foncton -

ldunombreo"*.'I::;iîHffi".Ëïombresdechlcenes
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I
I
I
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Tableaa no 4.8.a variation du nombre de Nusselt moyen en fonction
du nombre de Reynolds

(N=3, cr = 90o, SlFs.7t, configuration .Cl et p= 6401V)

du nombrc de Reynolds
(N:3, cr : 1200 , SllF5.71, configuration .Ct et F 6401V)

Tableau no 4.8.c variation du nombre de Nusselt moyen en fonction
du nombre de Reynolds

(N=3, cr = 1500, S/It 5.71 configunËon.C1etF 6{0W)

Re Te('C) Ts('Cl Tx('C) Tp('C) Nu

35348 97.4 69.5 94,6 59,3 285,6

42019 w.2 æ,2 88 56 æ3,2

47769 87,9 67 87 55,5 307,2

451't5 84.4 65 82.4 53,2 313,7

50423 80,7 63 79.8 51,9 325,3

52635 77.9 66,5 78,8 50,4 344.8

Re Te('C) Ts('C) Txf'Cl To('Cl Nu

35348 100,1 67,5 87,6 55.8 369.3

42019 94,4 66 87,2 55,5 388.5

47769 89.2 64 82,4 59.2 398.7

451 15 83,1 60,5 77.4 fi.2 407,3

50423 79.2 58,5 74,6 49,3 417.8

52635 76,8 57 73,2 48,6 435,2

Tableot no 4.E.b variation du nornbre de Nusselt moyen en fonction



Re Nu
d. = !Xt. ù = 12o' oL = 150'

35348 285,6 369.3 342,9

42019 æ3.2 388,5 367.4

451 15 307,8 398,7 381.6

47769 313,7 407,3 3!t4.7

50423 325.3 417,8 399,2

52635 344,8 435.2 41 1.5

Tablcoa no 4.8 Variation du nombre de Nusselt moyen en fonction
du nombrc de Reynolds pour différents angles d'ouvertures

( N:3, S/Dr5.71, conliguration.Cl et F 640W)

Re Nu
o{-= g0. {.= 1â}' {= 150'

35348 3É,3.2 371,6 369.8

42019 350,1 398,9 373.7

45115 360.1 41S,8 381.4

47769 377.4 432.6 401.5

504zJ 389.9 455 427.6

52635 398.5 /|80.7 452,4

Tableaa no4.9 variation du nombre de Nussertmoyen en fonction
du nombræ de Reynolds pour différents angles d'ouvertures

( N=3, SD-5.71 conliguration.C2et F 640fV)

I
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Tablzas no4.9.a Variation du nombre de Nusselt moyen en fonction
du nombre de Reynolds

(N=3, cu = g0o, SID= 5.71, configuration .C2 etF 640\il)

Tablzu no4.9.b Variation du nombre de Nusselt moyen en fonction
du nombre de Reynolds

(N:3, c = l90o ,S/fts5.71, conflguration .C2 et È 640!Y)

du nombrrc de Relnolds
(N=3, cr = l50o , S/F5.71, configuration .C2 et F ffiW

Re Te Ts Tm To Nu

35348 105,6 73 9i1.6 59,3 343,2

42019 96,4 70,5 90 57 350,1

451 15 93.5 69,5 87,6 5s.8 360.6

47769 89,6 66,5 83,8 53,9 377,4

544?3 85,3 64 82 53 389,9

52635 81,9 62,5 78.2 31.6 398.5

Re te Ts Tm To Nu

35348 94.8 65 83,6 55,8 371,6

42019 88,6 64 79,4 51,2 398,9

451 15 84,1 61 77 50 418,8

47769 80,2 58,2 72 48,5 432.6

50423 74,8 55 69,2 47,1 455

52635 78,8 50.5 97.4 46.2 lao.7

Re Te Ts Tm Tp Nu

35348 86.4 63,5 77.2 50,6 369.8

42019 79,7 59 73.4 48.7 373,7

47769 75.1 56,5 70,6 47.3 381,4

451 15 70,6 s3,5 65,6 44.8 401,5

50423 65.2 51 59 41.5 427.6

52635 61.3 49,2 54.6 39.3 452.4

Tabhax uo 4.9.c variation du nombre de Nusselt moyen en fonction



Re Te Ts Tm Tp Nu

35348 86;1 55 83,2 54,2 2æ,5

42019 79,5 62,5 80 52.5 271,4

451 't5 76,4 60,5 76.8 50,9 285,4

47769 72.8 58 73,4 49.2 296,9

50423 69,1 56,5 65,6 45.3 314

52635 66,8 55 44.1 342,5

Tablcaa no 4.7|.a Variation du nombre de Nusselt moyen en fonction
du nombre de Reynolds

(N:3, cr = 1200 , S/tts4.28, configuration .C2 et F 640W)

Tablcau no4.1.b variation du nombre de Nusselt moyen en fonction
du nombre de Reynolds

(N=3, cr = 1200, S/Its7.14, conliguration.C2 etF 6401y)

Re Nu

S/D = 4,28 S/D = 5.71 S/D = 7.14

35384 260,5 371,6 388,7

42019 271,4 398,9 416,3

45115 285.4 418,8 444,2

47769 296,9 432.6 484.4

50423 314 455 503,3

sæ35 342.5 480.7 543.6

Tablcrtt no 4,71 variation du nombre de Nusselt moyen en fonction
du nombre de Reynolds pour différents û"angements geométriques

( N=3, S/Dr5.71, configuration .C2 et F 640qi)

E
E

E
E

EEÉ

F

Re Te Ts Tm To Nu

35384 98,6 67,5 86 55,5 388,7

42019 89,8 63,8 81,5 53 416,3

451 15 87,1 62 77 51 444,2

47769 8?,5 59,2 73,6 49,3 484,4

50423 79,4 57 7',! 48 503.3

52635 76,6 55,3 67,6 46,3 54i!.6
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Tableaa no 4.12 Variation du nombre de Nusselt moyen en fonction
du nombre de Reynolds pour différents nombres de chicanes

(S/F1.64, c=120o, configuration .C2 et F 640W)

Tablzau no 4.13.a variation du nombre de Nusselt moyen en fonction du
nombre de Reynolds
(N=0, et F 6401V)

Re Nu
N=0 N=7'

35.384 124,3 463,4
42,019 125,7 492,8
45,115 142 511,8
47.769 150,1 fr18,7
so.423 160,9 565
52 635 189.3 596,2

Tablcou no4.I3 variation du nombre de Nusselt moyen en fonction
du nombre de Reynolds

(*, N:7, cr: 1200, configuration.C2, ordre décroissant et F 640W)

C

E

E

E

E

E

E
F

ÈE
e

Ê

__ 357,5_

378

__qi8,i_
425.1

_3?!-Le__

45,'t 15

47.769

50,423 448,9

486.6

Re Tel'Cl Tsf'C TxfG) Tp('C) Nu
35384 56.9 52,5 53 38,5 124,3
4201 I 53,4 48,5 50,8 37.4 125,7
45115 48,9 45,5 49.2 36.6 142
47769 46,9 44 44.8 34,4 150.1
æ423 45,8 43 43,4 &t,7 160,9
52635 44,4 41,5 43 æ,7 189,3
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Tablcott no 4.14 Variation du nombre de Nusselt moyen en fonction
du nombre de Reynolds pour différents puissances de chaufre

(N=7,cr= 1200, confi guratidn .C2, ordrc decroissant)

Re NU

F64O w F529 w È297.6 w È190.5 w È84,7 w F60 w

35384 463,4 328,8 307,4 267.7 197,6 1 16,1

42019 492.8 353.4 312,4 278.7, N7,2 120.3

451 15 511,8 368,6 T22 2æ,2 213.1 129,6

47769 538,7 395,9 330.4 293,8 222,7 136,2

50423 565 413.2 u7.3 312 238,8 134,8

526[]5 596.2 451.6 365.2 329.5 zffi,7 162.6
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