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RESUME

Une analyse par éléments Jinis basée sur la théorie de Yang, Norris et Stavsky est effectuée
pour décrire le comportement vibratoire des plaques composites stratifiées a base de fibres
unidirectionnelles. Cette théorie prend en compte I'effer des déformations en cisaillement
lransverse et I'effet de I'inertie de rotation. Un programme informatique a été développé dans
le but de calculer les Jréquences propres et les déformées modales des plaques composites
stratifices. Les effets de (1) la géométrie de la Plaque, (ii) le degré de | ‘anisotropie de
matériau, (iii) le nombre de couches, (iv) la séquence d ‘empilement et (v) l'orientation des

fibres sur les fréquences propres de vibration ont fait I'objet d'une étude détaillée.

ABSTRACT

A finite element analysis based on the Yang, Norris and Stavsky theory is used to describe the
vibrational behavior of unidirectional layered composite plates. The theory used take into
account the transverse shear deformation and rotatory inertia effects. A computer program
was developed in order to calculate the natural frequencies and mode shapes of laminated
composite plates. The effects of (i) plate geometry, (ii) degree of material anisotropy,
(1) number of layers, (1v) stacking sequence and (v) fiber direction on the natural Jrequencies

were fully investigated,
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NOTATIONS PRINCIPALES

a : Longueur de la plaque.

{a} : Vecteur des déplacements globaux.

{af + Vecteur des accélérations globales,

Ajj : Coefficients de rigidité en membrane,

b : Largeur de Ia plaque.

[Bi] : Matrice d’interpolation des déformations,
By : Coefficients de rigidité en membrane — flexion.
{d;} : Vecteur des déplacements nodaux.

D, + Coeficients de rigidité en flexion.

E : Energie cinétique totale de |a plaque.

E, : Module d’Young longitudinal.

E, : Module d’Young transversal.

Fy : Coefficients de rigidité en cisaillement.
G : Module de cisaillement longitudinal.

G : Module de cisaillement transversal.

Gs; : Module de cisaillement transversal.

h : Epaisseur de la plaque.

[/] : Matrice Jacobienne

[K] : Matrice de rigidité globale.

(K] * Matrice de rigidité élémentaire.

[m] : Matrice d’inertie.

[M] : Matrice de masse globale.

[M,] : Matrice de masse élémentaire.

M, M, : Moment de flexion.

M,, : Moment de torsion.

[Ni] : Fonctions d’interpolation des déplacements.

NN, N, : Résultantes en membrane.



0.0,
(€]
[0]
(7]
(7]

(1)*

- Résultantes en cisaillement.

- Matrice de rigidité d’un pli exprimée dans le repere principal (/, 2, 3).
: Matrice de rigidité d’un pli exprimée dans le repere du stratifié (x, y, z).
: Matrice de changement de base des contraintes.

: Matrice de changement de base des déformations.

: Déplacement suivant x.

: Déplacement suivant y.

. Déplacement suivant .

. Axes liés au stratifié.

: Axes principaux liés au pli.

: Facteurs de correction en cisaillement.

: Déformations angulaires.

. Vecteur vitesse.

- Déformations linéaires.

: Systéme d’axes local.

: L’angle que font le repére (/,2) et le repere (x,y).

: La rotation de la normale 4 la surface moyenne autour de I’axe x.
: La rotation de la normale a la surface moyenne autour de I’axe y.
: Déformations en courbures.

- Coefficients de Poisson.

: Energie potentielle totale de la plaque.

: Masse volumique d’un pli.

: Contraintes normales.

- Contraintes tangentielles

: Fréquence propre de vibration.

: Fréquence propre addimensionnelle de vibration.

v
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INTRODUCTION GEN ERALE

Les plaques composites a base de fibres unidirectionnelles sont intégrées dans plusieurs
structures de différents secteurs industriels (constructions aérospatiales et aéronavales,
transport et carrosseries, etc....) car elles permettent d’offrir aux structures concernées des
avantages considérables, essentiellement en terme d’allégement, de rigidité spécifique et de
résistance specifique. Ces avantages sont généralement traduits par des bénéfices
¢conomiques (sur le plan des performances et/ou sur celui des économies de bilan
d’exploitation). Ainsi, outre Ces avantages, les plaques composites présentent d’autres
avantages associés aux caractéristiques physiques, variant fortement suivant les fibres oy les
résines utilisées (conductivité thermique ou €lectrique, anisotropies diverses, tenus aux chocs,

¢tat de surface, tenue a la fatigue et résistance a la corrosion).

Pendant leur fonctionnement, ces plaques peuvent étre soumises a diverses forces d’excitation
dont la source provient de différentes origines (moteur, rotor, vent, vagues, séisme, etc.). Ces
forces excitatrices peuvent causer, sous le phénoméne de résonance, des effets néfastes sur le
comportement structural de la plaque. Afin de permettre & cette derniére de fonctionner, sans
aucun effet néfaste, dans I’intervalle d’opération fréquentielle tout en supportant les
conditions sévéres aux quelles elle sera soumise pendant le service, il est nécessaire
d’entreprendre une étude approfondie qui consiste a faire une analyse du comportement
vibratoire de la plaque dans le but de dégager I'ordre des grandeurs des paramétres modaux
nécessaires (fréquences propres et déformées modales) pour mettre en évidence d’éventuels

problémes de résonance.

L analyse du comportement vibratoire d’une plaque composite revient avant tout, a faire la
meilleure formulation possible de son modeéle mathématique. La théorie de Kirchoff fait

I"hypothése que les déformations en cisaillement transverse sont négligeables, ce qui limite
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son application au cas des plaques minces, car ces déformations ne peuvent plus étre
négligées dans la situation des plaques ¢paisses. La théorie de Mindlin tien compte, dans le
cas des plaques epaisses, ’effet des déformations en cisaillement transverse qui ne sont pas
négligeables et prennent une valeur constante 4 travers I’épaisseur de la plaque. Des facteurs
de correction sont introduis aux modules de cisaillement ainsj que I'effet de I’inertie de
rotation. On note que les déformations en cisaillement transverse réduisent les fréquences de
vibration, ceci peut étre expliqué par le fait que les fréquences propres obtenues par la théorie

de Kirchoff sont plus élevées que celles obtenues par la théorie de Mindlin.

Ansi | plusieurs théories, ayant pour but d’améliorer I"application de la théorie de Mindlin sur
les plaques composites stratifices ont été développées par plusieurs chercheurs, on cite
notamment, la théorie de Stavsky [1] sur les plaques stratifiées isotropes, la théorie de Yang,
Norris et Stavsky [2] sur les plaques stratifi¢es anisotropes, la théorie d’ordre ¢levée (Higher
Order Theory) de Whitney et Sun [3] et la théorie d’élasticité tridimensionnelle de Sirinivas et
ces collaborateurs [4] et Noor [5] 11 aété remarqué par ces chercheurs que la théorie de Yang,
Norris et Stavsky permet, dans la plupart des cas traités, de prédire d’une fagon adéquate le

comportement de grosses structures pour les premiers modes flexionnels.

Par ailleurs, le probleme de vibration de ces plaques a été initialement traite par Sirinivas [4],
Jones [6] et Noor [5] ou ils ont développé une solution exacte basée sur la théorie d’élasticité
tridimensionnelle permettant de déterminer les fréquences fondamentales de vibration d’une
plaque rectangulaire ¢paisse en appuis simples et constituée d’un stratifié croisé. L effet duy
cisaillement transverse sur les fréquences propres de vibrations de ces plaques a été étudie par
Bert et Chen [7]. Ces derniers ont présenté une solution approchée basée sur la théorie de
Yang, Norris et Stavsky [2] en vu de déterminer les fréquences propres de vibration d’une
plaque rectangulaire simplement appuye€e constituée d’un stratifié équilibré antisymétrique.
Les résultats obtenus ont montré que I"effet du cisaillement transverse ne doit pas étre négligé

dans le cas des plaques composites épaisses.

D’autre part, il est important de savoir que les méthodes analytiques ne permettent pas de
décrire d’une fagon adéquate le comportement vibratoire de ces plaques, car la solution exacte
ne peut étre obtenue qu’apres plusieurs simplifications et pour des cas spéciaux. Le recours
aux méthodes numériques devient donc indispensable du fait que ces dernieres présentent de

grands avantages dans |a résolution des problémes complexes. Parmi ces méthodes



Introduction générale 3

numériques, on cite |a méthode des éléments finis qui s’impose comme |’outil usuel de

La méthode des éléments finis a été utilisée par Kant et Mallikarjuna [8] pour analyser les
vibrations des plaques stratifiées non-symétriques et les plaques sandwiches, ils ont développé
ordre élevé dans le but d’examiner I’effet des déformations en

cisaillement transverse sur les fréquences de vibration les plus élevées, leur théorie a été

[9] ont effectué leur €tude sur un élément avec un champ de déformations hybride ; les
déformations en cisaillement transyerse ont été traitées indépendamment des autres
déformations, la discrétisation a été effectuée au niveau de chaque couche o ils ont utilisé un
¢lément hexaédre a 20 nceuds. Les recherches de Shiau et Chang [10] ont été effectuées sans
I"introduction de Ieffet de I"inertie de rotation, un nombre élevé d’éléments triangulaires a 36
degrés de liberté a été utilisé dans le but d’examiner I"effet des déformations en cisaillement

transverse sur les fréquences propres de vibration.

bl

permettant par la méthode des €léments finis, d analyser le Comportement vibratoire des
plaques composites stratifiées a base de fibres unidirectionnelles de différentes orientations et
diverses séquences d’empilements. A cet effet, le travail est divisé en deux grandes parties -

(1) le développement analytique et (i/) la programmation informatique.
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En fin, le travail est achevé par une conclusion générale qui comporte quelques observations

et des recommandations pour un travail futur.



CHAPITRE |

COMPORTEMENT MECANIQUE
DES PLAQUES STRATIFIEES

1.1 INTRODUCTION

L’objet de ce chapitre consiste a développer les équations fondamentales des plaques
stratifiées, la théorie utilisée est celle de Yang, Norris et Stavsky [2]. La relation contraintes—
déformations différe de celle des plaques homogenes du fait de I’existence de couplage entre
les déformations planes et en courbures. Par contre, les hypothéses rapportées aux plaques

homogenes restent valables aux plaques stratifiées, et sont les suivantes -

1. Les contraintes normales a la surface moyenne sont négligeables par rapport aux

autres composantes de contraintes. o, ~ 0

12

La normale a la surface moyenne avant déformation reste droite mais pas
nécessairement normale 4 la surface moyenne apres déformation. Ceci revient 4 la
prise en compte de cisaillement transverse.

3. Les déplacements sont trés petits par rapport a I’épaisseur de la plaque.

4. Les différentes couches composites restent parfaitement collées.

1.2 CHAMP DES DEPLACEMENTS

Considérons une plaque stratifiée rectangulaire constituée de » couches de méme matériau et
d’orientations des fibres différentes. On définit un systéme de référence (x,y,z) situé sur la
surface moyenne de la plaque dont I’axe - correspond a la direction suivant I’épaisseur. Les

caractéristiques géométriques de la plaque sont indiquées sur la figure 1.1.
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Figure 1.1 Schéma d'une plaque stratifiée

Le champ des déplacements d’un point quelconque M(x,y,z) de la plaque en présence du

cisaillement transverse est approché par un polynéme linéaire en - a coefficients en (x,y) de

la forme [2]:
u(x,y,z,t)= uy (X, y,0)+ 20 (x, y,1)
v(x,y,::,t):vo(x,y,t)+:6y(x,y,t) (1.1)
W(xvy,3,1)= Wo(x’)’,’)
ou:

u,v,w  sontrespectivement, les déplacements suivant les directions * A8 TR
g>Vo, W, Sont respectivement, les déplacements suivant les directions X, ¥, z. d’un point

situé sur la surface moyenne de la plaque.

0,,0 % sont respectivement, les rotations de la normale a la surface moyenne autour

des axes x, y.
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Cette forme répond aux conditions de compatibilité des déformations [voir Annexe 1] et

permet de prendre en compte le couplage entre les deéformations planes et de courbures.

1.3 CHAMP DES DEFORMATIONS

Le champ des déformations se déduit du champ des déplacements (1.1) et s’écrit -

ou
S.r:-:sxo-'_:,(x
ox
_Ov
Sy—5=8y0+:l(},
8:=%w—=0
2o A (1.2)
ny=6~x+5=7xyo+xxy
ov ow ow,
Ve =o+—=0,+—=
0z oy oy
Ou ow ow,
Ya= ot 2img, +
oz ox Ox
avec :
. TR R )
Ox oy oy Ox
%X %y aex %)’
K, = v Ky: . nyz +
ox oy oy Ox

1.4 RELATION CONTRAINTES-DEFORMATIONS

La loi de Hooke généralisée permet, pour une plaque composite stratifiée, d’écrire la relation
entre les contraintes et les déformations. I est nécessaire d’exprimer cette relation pour
chaque pli £ a cause de la discontinuité des contraintes interlaminaires. Par souci de
simplification, on définit un systeme d’axes principal (local) (7,2,3) dont I’axe (/) correspond

a la direction longitudinale des fibres (Figure 1.2).
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Figure 1.2 Directions principales dans un pl;

fcl ‘ {QII QIZ 0 0 0 ] 8I !
o, €. 0 0 o €,
#‘12 s O, 0 0 Y2 (l~3)
Ty sym Ou O Y2
T3 L st_J Yis
ou :
E Vol E
Qn i I > le e — sz 3 2
1=vpv,, I=v,v,, I=v,vy
Q33 E Gl2 s Qu =st > st Gn
avec :

E) : Module d’Young longitudinal.

E; : Module d’Young transversal.

G2 : Module de cisaillement longitudinal.
G13, G23 : Modules de cisaillement transversal.

Vi2, V2 : Coefficients de Poisson.
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La relation (1.3) peut s’écrire sous la forme condensée suivante :

{0} fzs - [Q]{g} :‘23

Généralement, dans un stratifi¢, la direction des fibres est décalée d’un pli a un autre. Pour
faire I’étude du comportement ¢lastique de I’ensemble du stratifi¢, il est nécessaire d’exprimer
la relation (1.3) par rapport au systéme d’axes global (x,y,z), cette opération est effectuée en
faisant intervenir les matrices de changement de base des contraintes et des déformations

[voir Annexe 2].
Soit donc pour le champ des contraintes :

{of,. =[T]" o}, (1.5)

ou [7] est la matrice de changement de base des contraintes, elle est donnée par I’expression

suivante :

— -

cos’ 0 sin’0 0 —cosBsin® 0 0
sin’@ cos’0 0 cosBOsin O 0 0
0 0 1 0 0 0
[7T]= . _ 3 s (1.6)
2cosBsin® —2cosOsin® 0 cos 0-sin‘0 0 0
0 0 0 0 cos® sinf
| 0 0 0 0 -sin® cosH ]
0 est I’angle que font le repere (1,2) et le repére (x,y).
L’expression du champ des déformations par rapport au repere (x,y,z) s’écrit :
{8}; = [T']—I {8}1[‘23 (1.7)

ou [7] est la matrice de changement de base des déformations, elle est donnée par

I’expression suivante :
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[ cos’0 sin’® 0 -2cosBsin® 0 0 ]
sin’ @ cos’ 0 0 2cosBsind 0 0
r={ © R e SRR B (18)
cosOsin® -cosBsin® 0 cos 0-sin“0O 0 0
0 0 0 0 cos® sin®
0 0 0 0 -sin®  coso |

Il est a noté que le changement de base est effectué¢ en faisant une rotation -6 autour de la

direction 3 (Figure 1.3).

z f3 . Direction des fibres
i e ’
v ‘I 'e / 2 '
| [ <4
/ \ '
| ¥ :
| e |
| ’
ol
x A

Figure 1.3 Changement du repére dans un pli

Par substitution de (1.5) et (1.7) dans (1.4), la relation contraintes—déformations devient :
o} =0}, (19)
ou [(] est la matrice de rigidité du pli k exprimée dans le repere du stratifié (x, y, z)

[0)=7T"[O)7"] (1.10)



Chapitre 1 : Comportement mécanique des plaques stratifiées

La relation (1.9) s’écrit sous la forme développée suivante :

[0’, k Fén élz §I6
s Q0 gzo

fey = 0.
Ty_. sym

(Tx ) L

0
0
0

0.

0

Qs

(1.11)

Les éléments de la matrice de rigidité [Q] s’écrivent en fonction des coefficients de la matrice

dans les axes principaux [Q] et de I’angle 6 :

0, =0, cos* 8+2(Q,, +20,,)sin? Bcos? 0+0,,sin*0

Q.

O =0Q,sin*0+Q,, cos* 0+ (2Q,, +40,,)sin’ Bcos? @

Q% =(Q), -0, =20, )sin’ Bcosb+(Q,, - 0,, +20,,)cos® Bsin O
O = (0, - 20,; + 0y —204)sin’ Ocos? 8 + O, (cos* O + sin* 0)

Qs
Oy =0, 05> 0+ 0, sin? 0
@45 = (Q55 _Q44)COSOSin9
éss =Qysin’ 0 + QO cos’ B

1.4.1 Résultantes et moments

Oy (cos* 0 +sin* 0) +(Q,, + 0, ~40)sin’ Bcos? O
Qi =(Q), = Q), —20,,) cos’ 0sin0+(Q,, -0, +20,,)sin’ OcosO

(1.12)

La discontinuité des contraintes a travers I’épaisseur du stratifié conduit & exprimer la relation

contrainte-déformation en termes des résultantes et moments :

Les résultantes en membrane sont définies par :

Nx . B
Ney)=iN, 3= |
k=l~’n41

ny

(1.13)
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de méme, les résultantes en cisaillement sont définjes par :

QX - :' tXZ e
Q(x,y)={Qy}=k};:£ {T }*d* (1.14)

»z

Les moments de flexion et de torsion sont donnés par :

MX n :t o-.l'
M(x,y)=1{ M, => [ o} @& (1.15)
M L R
Xy r»‘)‘ k

ou n représente le nombre de couches constituant le stratifié.

[l faut bien noter que les relations (1.13), (1. 14) et (1.15) sont définies par unit¢ de longueur

du stratifié.

1.4.2 Equation constitutive

La combinaison des relations (I.11) a (1.15) conduit a formuler I’équation constitutive du

stratifié :

(Nx ’FAH A, A B, B, Bg 0 0 | €0
N, 4n Ay B, B, B 0 0 |le »0
N X A B By Bg 0 0 €50
JMx e Dy D, Dg 0 0 J K, r (1.16)
M, | Dy Dy 0 0 ||,
M, sym D, 0 © K,
Qy ‘L‘N F45 Yy:
L O, J 13 FssJ Yu J
ou sous forme contractée
N €
Mi=[CH x (1.17)

o Y
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avec :
(4] [B] 0
[C1=|[B] [D] o© (1.18)
0 0 [F]

Les coefficients de la matrice d’extension [4] , la matrice de couplage [B] et la matrice de

flexion [D] sont définis comme suit ;

(A,],B!,,/),,)zzf‘ (Q,)(1,2,2%)d=, i=1.2.6 (1.19)
k‘l “k-1

Par contre, les coefficients de la matrice de cisaillement transverse [#] sont définis par :

FU = auZJ‘:‘ @y‘)kdzs l..j‘ = 4, 5 (]20)
kil A1

ou a, sont les facteurs de correction en cisaillement, permettant d’améliorer la théorie des

plaques stratifiées avec cisaillement transverse. La détermination de ces facteurs a fait I’objet
de plusieurs recherches [18]. On note que Timoshenko, Reissner et Mindlin ont pris ces
facteurs respectivement €gaux a 2/3, 5/6 et n%/12. 1l a été remarqué que les résultats obtenus

avec des valeurs de 5/6 sont les plus satisfaisants.

1.5 EQUATIONS FONDAMENTALES DES PLAQUES STRATIFIEES

Il est nécessaire, pour développer les équations fondamentales des plaques stratifiées, de
passer par les relations d’équilibre dynamique. Ces relations peuvent étre obtenues en
ecrivant les conditions d’¢équilibre dynamique d’un élément infinitésimal de la plaque [voir

Annexe 3]
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do, Ot ot

S FemdeBy f oy a,

ox dy o

&rn aov vz f 121)

——t— £ =

& g o TP (
ot

at"+~"+£+f =pa

& o o 7

ou :
s /.. /. sontles composantes des forces volumiques exercées ay point A/ du matériay.

p est la masse volumique du point A/

9r.d,,a. sontles composantes du vecteyr accélération du point As

volumiques et les contraintes interlaminaires, conduit aux relations suivantes [voir

Annexe 3] :

ON, ON_ o’u 00,

— + = L+ R
i p ogp TR
ON, oN_ 2 2’0,
i e
X it {

o0 2
S A (1.22)
ox oy or’
oM, oM, ’u, . 8%,
— 4 = R—Z 4] =
& oy at ™ 52
ai+aM""—Q =R62vo+ azi
dy ox ’ at Y g2

ou ; (p,,,R,l,),)=J'_ (1,z,2%)pd=

La substitution de I’équation (1.16) dans les équations (1.22) conduit aux équations

fondamentales des plaques stratifiées dont leurs expressions sont les suivantes -



T it o

oy o e Jeta A, 15

26 a}/zy o (123)

66?2'*'2826?'*'6224: (124)

(1.25)

u Vo
16 axay‘l" 66*6)/“2 lﬁahz'f'(Blz + B

0%, 3%0 a%0 2’0, a2
+D,, 2 < — +(D,,

66 (1.26)
&’ ow ow g
Dy —% — Fyy (0, + 20y _ o e T P +17 L 2

oy ox

or? Yoo

2

0‘u
816#4'(316 + B

2

3

5% 6.  a% 5% 2%, .
+(Dl2 +D66)axay+026?+1)66—a—xz—y+2D26 y+D22\y— (]27)

: ow, :
s (6, +6§x0)* l |
L §

Les équations (1.23 a 1.27) permettent, en principe, de déterminer les cinq fonctions solutions

U (X, 1,0), vo (X, ,1), wo(x,9,1), O Lxy,0) et 6, (x,p,1).
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Dans le cas de I’analyse du comportement vibratoire, ou le probléme consiste a rechercher les

fréquences propres de vibration, et pour un mouvement harmonique, il suffit d’exprimer le

champ des déplacements sous la forme :

Uy (X, y,0) = uy(x,y) e

Vo X, 0,0) = vy (x, ) e

Wo(X, ¥,0) = w,(x,y) e (1.28)
0.(x0.0)=6,(x,y) ¢

0,(x,.0)=0,(x,p) e

ou o est la fréquence de vibration de la plaque. La détermination des fréquences propres est

obtenue en reportant ces expressions dans les équations fondamentales (1.23 & 1.27).

La résolution de ces €quations est toutes fois complexe, et ne peut étre menée de maniere
analytique que dans quelques cas particuliers, citons a titre d’exemple le cas des stratifiés

orthotropes et les stratifiés symétriques.

Pour bien définir le comportement mécanique des plaques stratifiées et en particulier le
comportement vibratoire, dont fait objet de cette €tude, il faut avoir recours aux méthodes
numeériques vu leurs possibilités de résoudre les problémes complexes. Parmi ces méthodes,
la méthode des éléments finis s’impose comme I’outil usuel de Ianalyse des structures

complexes.



CHAPITRE 2

ANALYSE PAR
ELEMENTS FINIS

2.1 INTRODUCTION

La méthode des éléments finis (M.EF.) est couramment utilisée €t est appliquée dans divers
domaines scientifiques : en analyse des structures, en constructions aéronautiques et navales,
en génie mécanique, en geénie civil, etc.. Elle permet de ramener les problémes des milieux
continus a des problémes discrets a un nombre fini de paramétres inconnus (forces,

déplacements) qui sont déterminés par application de critéres énergétiques.

Le principe consiste a discrétiser une structure en un nombre fini d’éléments interconnectés
entre eux par des nceuds, chaque nceud est repéré par ces coordonnées par rapport a un

systéme d’axe.

L’analyse modale des plaques stratifiées par la M.E.F. consiste a développer les équations du
mouvement a partir des formulations ¢énergétiques et de déterminer par la suite les fréquences
propres de vibration, cette analyse nécessite I’ utilisation des ¢léments bidimensionnels pour la
discritésation. Avant d’entreprendre, il est intéressant d’effectuer une comparaison entre ces
¢léments afin de faire un choix meilleur. Plusieurs tests ont été effectucs sur des ¢léments

types concernant la convergence des solutions, les remarques suivantes ont été tirées [32]:

* Les ¢€léments quadrilatéres donnent de meilleurs résultats que les éléments

triangulaires.



* Les éléments quadratiques de |a famille de SERENDIP présentent un comportement
de verrouillage quelque soit ’ordre d’intégration utiljs¢ » Un comportement sans
verrouillage permet d’utiliser I’élément & la fois pour les plaques épaisses et pour les

plaques minces.

du domaine physique de I’élément en un domaine géométrique simple sans dimension. Ce
systeme est défini par des axes paralléles aux cotés de I’élément, les coordonnées des nceuds
de sommets prennent des valeurs unitaires (+lou -1), les nceuds d’interfaces prennent les

valeurs O et 1 oy -] (Figure 2.1).
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=
(-LSffl‘ 750,1)
8 9l S
(-1,-1) » ‘ (1,-1)
1 2 3

Figure 2.1 Elément de référence

2.2.1 Champ des déplacements élémentaires

Les déplacements élémentaires peuvent €tre définis par les approximations suivantes -

NN NN NN
uo=ZNiuo: vo=zNiVo: Wo =ZN,W0,

i=] i=| i=] 2 l)

NN NN ( ’
6,=) N8, 6,=) N9,

i=l i=l

ou N, sont les fonctions d’interpolations des déplacements, elles doivent étre choisies de

mani¢re qu’elles vérifient la complétude et la continuité interélément. Pour un élément a 9

nceuds, ces fonctions sont définies comme suit [28] :

Pour les nceuds de sommets : E,=%1 ; n,==I
1
N: i Z(l + éél)(l +1m,)én

Pour les nceuds d’interfaces -
1 :
Ny=Z(=8)+m)m, &  §=0 ; n =4l

N =S0-mIHEERE & E=%l 5 =0
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o e T e Y
Pour le nceud dy centre :
¥ =(1-E)1-n*)
Les expressions (2.1) peuvent étre réarrangées sous la forme matricielle
u, N, 0 0 o0 o u,,
Vo NNON,OOOVO,-
or=210 0 N 0 @ Wy, (2.2)
6.1 "o o 0 N, o]e,
0, 0 0 0 o ],
ou sous forme contractée -
NN
taf= 2 V& } (2.3)
i=]

avec

- {a} 1 le vecteur des déplacements ¢lémentaires
- {4} : le vecteur des déplacements nodaux.
= NN ! le nombre de neeuds par €lément.

- [N,] : la matrice d’interpolation des déplacements exprimée en terme de coordonnées

naturelles,

2.2.2 Champ des déformations élémentaires

NN aN NN aNl NN aN’ NN aN’
€0 = Q0 —u, €0 = ) —Lv, Yoo =2, —u,+ Y —Ly ’
’ - S e - Oy y il ; ) ; or °
NN NN NN NN
.= % ¥ K, = % = K, = Qv_lexi +Z%9” (2.4)
i1 Ox - Oy im1 Oy i1 Ox

NN NN

aNi NN NN aNI
Ye=D.NSB, +Z-gw0, Y, =ZN,9_W +§§WU,

i=| i=] i=|
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Les expressions (2.4) peuvent aussi étre ecrites sous les formes matricielles :

[an,
5
€ X
x0 —NN aN, Uy,
€0 —Z 0 —
=1 oy Voi
V0 oN, &N,
Ly or
[
i NN Ox ON 0
K, ¢= 0 — ” (2.5)
(50
Ky oN, oN,
L ox |
% L RN [
{‘sz}=z a_x e
Yy: i=| 9& 0 N e.ﬂ
& U0
ou sous forme plus générale :
(”o:
€ ooy Voi
K :‘Z[B:]-me( (2.6)
Y3 e,
9, )

ou:
€ sont les déformations en membrane
K sont les déformations en courbure

Y sont les déformations en cisaillement transverse

et [B,] représente la matrice d’interpolation des deformations, elle est donnée par

I’expression suivante :
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P’%x 0 0 0 0 ]
0 aN,ay 0 0
N,/ oN
Ay A‘, 0 0 0
0 0 0 6N,a 0
5,]= * o
0 0 0 0 ;
N/ b 4
i Ni
0 0 0 Ay 4\,
0 o R 0
X
oN
0 0 , 0 N
L dy i

Les éléments de la matrice [B,]sont définis sous la forme matricielle suivante :

oN, o,
ox | _r,p1) 0&
aw, 1=V
% on

zee

(2.7)

(2.8)

[/] est la matrice Jacobienne, elle permet le passage du systéme de coordonnées cartésiennes

au systeme de coordonnées naturelles.

La matrice Jacobienne est définie comme suit

L
Cid e,
&
on an

dans laquelle :

® o &

r-fua,
-

% e NZ;: aN,;:,,n) A

ax % aNI (ga T]) X

2.9)

(2.10)
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dans ce qui suit on consideére les notations suivantes -

fa}=[N}a,} 2.11)
}=181a,} 2.12)

les écritures (2.1 1) et (2.12) sont similaires & celles du champ des déplacements (2.3) et celui
des déformations (2.6)
ou :

M=[¥ N, . N, ]

(B1=[8, B, .. B,]

at=ld} {0} . .y

2.3 EQUATIONS DU MOUVEMENT

Dans I’analyse dynamique des structures, le principe de Hamilton constitue le fondement, il

stipule que le mouvement d’un systeme €lastique conservatif entre deux instants t; et t,

. ! . . . \ > .
s’effectue de telle sorte que la fonctionnelle J'I(E —T)dl soit stationnaire : ou £ est | énergie
‘1

cinétique totale de la plaque et 7 I’énergie potentielle totale de la plaque

Les conditions d’extremum de cette fonctionnelle sont les équations d’Euler-Lagrange [32]:

d[ ok L r=1,2, ... R (2.13)
dt\éa, ) da, da,

ou R est le nombre de degrés de liberté total de la structure.

Dans le cas de I’analyse modale des plaques stratifiées (analyse sans prise en compte de

I"effet des forces extérieures), I’énergie potentielle totale 7 de la plaque s’écrit .

[} (1} a2 (2.14)

7= %g{s}r{o} =

ou Q représente la surface de la plaque.

{8}2{80 K Y}T
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Par contre, I’énergie cinétique £ est donnée par I’expression suivante :

=216 ob} av

{A} le vecteur vitesse d’un point M(x, y, z) du stratifie, {A}T ={u v w}

V' le volume de la plaque
L’intégration de (2. 15) suivant I’épaisseur de la plaque conduit a écrire

£ = <[} ) ao

Q

ou [#7] est la matrice d’inertie.

(7, 0 0 1, 0]
0ol B B
[m]={0 0 7, 0 o
A TR AR
07, 0 0 1,]

avec

n représente le nombre de plis constituant le stratifié.

2.3.1 Analyse élémentaire

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

Dans le cas d’une plaque discréte, I’énergie potentielle totale est la somme de toutes les

énergies potentielles élémentaires -

NE
5e 3%,

e=]

NE est le nombre des éléments.

(2.19)
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L’énergie potentielle élémentaire peut atre obtenue en utilisant la relation (2.14) :

T =

* %{a.,}’[K,l{a,} (2.20)

ou [K.] est la matrice de rigidité élémentaire, elle est donnée par la relation suivante :

[K.)= [[BY[C1(B) 4, 2.21)
Q,

ou Q. est la surface d’un élément.

De méme, |’énergie cinétique de la plaque est la somme de toutes les énergies cinétiques

¢lémentaires :

E= ib (2.22)

e=|

L'énergie cinétique pour un élément, en utilisant la relation (2.16), s'écrit :

E,= %{c‘ze Yim, e} (2.23)

ou [M.] est la matrice de masse élémentaire, son expression est donnée comme suit :

[M,]= [INT[mIINKQ, (2.24)

Par substitution de (2.20) et (2.23) dans (2.13), I’équation d’Euler-Lagrange, pour un

¢lément, s’écrit :

(M ) +1K e, }=0 (2.25)

ou {i,} est le vecteur des accélérations élémentaires.
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[Ma}+ (K Ha}=0 (2.26)
avec :
{a} - vecteur des accélérations globales.
{a}  :vecteur des déplacements globaux.

[M]  : matrice de masse globale.

[K] - matrice de rigidité globale.

2.3.2 Matrice de rigidité

Les matrices de rigidité élémentaires sont définies par la relation (2.21). Elles sont

symétriques d’ordre 45 x 45, leur forme est donnée comme suit :

[K"] K] (k%] o [K"]]
[K22] [K23] O [KZS]
[K,.]= [K*] [K*] [k¥] (2.27)
Sym [K*] K]

[KSS]J

Les éléments des matrices [K “p] (o, B =1,2, ...5) sont donnés par les expressions suivantes -

Ky = 4S5+ 4S9 +53) 4 A4S KD = FuS§ + Foy(S5 +.53) 4 By

Ki' = 48" + 4S5+ 4,87 + AeSY Ky' = FuS;® +F,,S;°

Kul"‘ a BIlSijg' + BM(S;‘." . Sjin) + By S Kij" » ESS"JE"O * F55Si}10

Ky = BaS]" + BS§ + ByS) + By st K" = DS} + Dig(S5 +55)4 DS + S
KJ' = 4]+ A (S + S5 + Ay, SD K" = DS + D85 + Dy} + Dy S + Fy 9
K} = B,S; + ByS;" + B,S;h + BySy K, = wS; + Dy (S;" +SM)+ DSj + FisSy

Ky = ByS; + By (S5 + S+ B,,S;

ou :
+|+]aN' aN
gl 5§ e Bk S S’ =8

,J [ est le déterminant de la matrice Jacobienne.

S5 =8} (i,j=1,9)

¥
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e e st ot s

Les quantités S y Ppeuvent étre évaluées en utilisant l'intégration numérique dans le domaine

(& m). Généralement, pour les éléments de la famille de Lagrange basés sur la théorie de
Mindlin, la technique de l'intégration réduite ou la technique de I'intégration sélective sont
recommandées, ceci permet d’éviter la dégradation de la précision provoquée par les
problémes numériques dans I’analyse des plaques minces [32], (ces deux techniques sont

basées sur les points d'intégration de Gauss).

La matrice de rigidité globale [K] est obtenue par assemblage des matrices de rigidité
¢lémentaires, l’assemblagc s’effectue en additionnant terme a terme les éléments des matrices

¢lémentaires communs en nceud et en degré de liberté.

2.3.3 Matrice de masse

Deux classes principales peuvent étre envisagées pour la représentation des masses : les

masses cohérentes et les masses concentrées.

I. La représentation cohérente des masses consiste a calculer les matrices de masse
¢lémentaires en choisissant pour la discrétisation spatiale de I"énergie cinétique les
mémes fonctions d’interpolation que pour I"énergie de déformation. Cette méthode
conduit généralement a des matrices masse symétriques mais non diagonales. Les
matrices de masses élémentaires sont calculées d’apres I’expression (2.24) par
intégration numérique, dans ce cas, on peut utiliser la méme méthode d’intégration

que pour les matrices de rigidité élémentaires.

2. La technique des masses concentrées consiste a discrétiser les masses soit au
niveau élémentaire, soit au niveauy de la structure compléte de maniére a obtenir
une matrice de masse diagonale. En effet, on peut obtenir des matrices de masse

diagonale par déférentes fagons :

- Soit en affectant aux différents nceuds de chaque élément des masses (inerties)
concentrées égales de maniére a respecter la masse totale de 1’élément.

- Soit en diagonalisant par diverses méthodes des matrices de masses cohérentes.
En effet, il existe des méthodes d’intégration numériques qui permettent
d’obtenir des matrices de masses cohérentes diagonales, une technique qui sera

exploitée dans cette étude.
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La construction de Ia matrice de masse globale est tout a fait identique a celle de la matrice de

rigidité globale.

2.4 EQUATIONS CARACTERISTIQUES

Pour un mouvement harmonique, le champ des déplacements {a} peut s’écrire sous la forme :

{a}={a, Je™ (2.28)

par substitution de (2.28) dans (2.26), I’équation du mouvement devient :
((K]1-’[MD)a,} = {0} (2.29)
sionpose A =®’, la relation (2.29) s’écrit :
([K1-MMDia,} = {0} (2.30)

L’équation (2.30) représente la forme générale d’un probléeme aux valeurs propres qui peut
étre résolu par plusieurs méthodes, (méthode de Householder, méthode de Q-R, méthode

d’itération sur sous espace, etc.).

En effet, le choix d’une méthode de résolution dépend des caractéristiques des matrices [K] et

[M], de leurs tailles, de la largeur de bande et de nombre de solutions requis.

La méthode d’itération sur sous-espace est la plus utilisée dans les programmes de calcul des
structures. Elle permet de calculer les plus petites valeurs propres des matrices de grande

taille.

La méthode est basée sur des itérations inverses effectuées en parallele sur un groupe de
vecteurs de départs, les matrices [K] et [M] tendent vers la forme diagonale au fur et & mesure
que le nombre d’itération augmente, ce qui rend trés attrayante la méthode de Jacobi

généralisée pour la résolution du probléme aux valeurs propres réduit.
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3.1 INTRODUCTION

L’analyse des Structures par éléments finis nécessite ’exécution de plusieurs opérations de

limites.

4. Impression des résultats.

I’élaboration d’un programme de calcul des solutions propres (fréquences propres et
déformées modales) des plaques stratifiées. 1| est écrit en langage Fortran sous forme
modulaire. Les relations programmées ont été développées aux chapitres 1 et 2, I’obtention
des solutions propres est réalisée par le sous programme SUBSPACE développé par K -J,
Bathe [34]. L’enchainement des opérations de calcul est illustré sur la figure 3.1, chaque étape
sera décrite en détaille avec des exemples d’illustration,
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e - Propriétés meécaniques d'un pli dans

= .

!—-.“_ Mécaniques . o --I - Propriétés mécaniques d'un pli dans le repere xy

le repére 7,2 |

| s | - Propriétés mécaniques de I"ensemble du strarifié

Introduction

|
: g ——— e L
des donndes d ;' | - Nombre de nceuds et d’¢léments ginsi que le |

iy (gl | L ! nombre de degrés de liberté bloqués. |

| e o

o= Géométriques - Connectivité des nceuds |
i e B, Coordonnées des nezuds

| - Les conditions aux fimites,
|

- Calculer les fonctions d "interpolation et leur dérivées

—
|
|
|

| - Caleuler la matrice Jacobienne, son inverse et son déterminant |
|

3 : | - utiliser la technique de I'intégration sélective pour intégrer les |

Pour chague

Construction des élément | eléments de la matrice de rigidite.
Matrices de rigidité et de)— . i " : . |
masse élémentaires | - utiliser la technique de | intégration de Lobartto pour intégrer

les éléments de la matrice de masse !
| - stocker les éléments de la diagonale supérieure des matrices |

de rigidité et de masse dans des vecteurs

i S —— S

Construction des " Résolution du systéme d’équations . /" Impression des \
matrices de rigidité et b a -—=—l-'\ K] =MD, )= {oq] /.'— T résultats
' dc masse g]nbl!g_s____ “~___ par le sous programme S et \\ SR

Figure 3.1 Enchainement des opérations de calcul des solutions propres
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3.2 INTRODUCTION DES DONNEES

Les données peuvent étre classées en deux catégories principales - (1) les données nécessaires
pour le calcul de |a matrice de rigidité reduite du stratifié et (#) les données décrivant la
géométrie de la plaque et la fagon dont elle est fixée dans Iespace.

3.2.1 Données mécaniques :

Le calcul de la matrice de rigidité du stratifie réduite nécessite Pintroduction des données

Sulvantes -

- Module d’élasticite (Young) longitudinal £,
- Module d’élasticité (Young) transversal £ 2.
- Module de cisaillement longitudinal Gy,

- Coefficient de Poisson V2

- Masse volumique du pli.

- Epaisseur du pli.

- Nombre de plis,

- Direction de chaque pli.

La détermination des coefficients de cette matrice s’effectue en trois étapes

1. Calcul des coefficients de rigidité d’un pli dans ses axes propres |2,
2. Calcul des coefficients de rigidité d’un pli dans les axes du stratifie x y.
3. Calcul des coefficients de rigidité de ’ensemble dy stratifi¢,

3.2.2 Données géométriques :

La géométrie de Ia plaque peut étre complétement définie en précisant les données suivantes :
¢ Nombre d'éléments et de naeuds ainsi que le nombre de degrés de liberié blogués

¢ Connections des neeuds - La geométrie de chaque élément doit étre spécifiée en
donnant une liste systématique des points nodaux qQui le définissent. L’ordre de
numérotation des nceuds influe directement sur la structure de la matrice de rigidité
globale et par conscquent sur le temps du calcul requis pour la résolution
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3.2.1 Données mécaniques ;

Le calcul de la matrice de rigidité du stratifi¢ réduite nécessite | ‘introduction des données

suivantes :

- Module d’élasticité (Young) longitudinal £ J.
- Module d’élasticité (Young) transversal E,.
- Module de cisaillement longitudinal ¢,

- Coefficient de Poisson Viz2

- Masse volumique du pli.

- Epaisseur du pli,

- Nombre de plis.

- Direction de chaque pli.
La détermination des coefficients de cette matrice s’effectue en trois étapes :

I. Calcul des coefficients de rigidité d’un pli dans ses axes propres 1,2
2. Calcul des coefficients de rigidité d’un pli dans les axes du stratifie X .
3. Calcul des coefficients de rigidité de I’ensemble duy stratifi¢.

3.2.2 Données géométriques

La géométrie de la plaque peut étre complétement définie en précisant les données suivantes :
¢ Nombre d'éléments et de neeuds ainsi que /e nombre de degrés de liberté bloqués

¢ Connections des neuds - La géométrie de chaque élément doit atre spécifiée en
donnant une liste systématique des points nodaux qui le définissent. L’ordre de
numérotation des nceuds influe directement sur la structure de la matrice de ri gidité

globale et par conséquent sur le temps du calcul requis pour la résolution.
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Généralement, la matrice de rigidité est une matrice symétrique bandée, la largeur

de cette bande /. est donnée par la relation suivante [28] :

L=2[mn+(n-1)]+1
ou :

n est le nombre de degrés de liberté par nceud.

m est la différence maximale entre les numéros de deux nceuds adjacents.

Donc, pour une matrice de rigidité peu dispersée, il est nécessaire de minimiser
la largeur de la bande au maximum possible tout en Jouant sur ordre de
numérotation. La figure 3.2 montre, pour un méme nombre d’élément. deux

types de numérotation -

M6 W e 3 om ¥ & % 13 3% oy
9 & 12 @13 Oy 2 @ 14 @7 0,
B S B S - Sk - I & 7T W 1B % W
Cas (a) Cas (b)
m=7 , np=3 m=3 , n=5
L=79 L=39

Iigure 3.2 Systeme de numérotation pour un méme nombre d'éléments.

[ est claire que la matrice de rigidité dans le cas (a) est plus dispersée que le cas
(b) est utilisera donc plus de places dans la mémoire et aussi davantage de calcul.
De ce fait, on remarque la grande importance de la numérotation des nceuds
composant la structure, pour assurer une bonne gestion de la mémoire et de coit de

calculs.

¢ Coordonnées des neeuds - Chaque nceud est défini par ses coordonnées par rapport
au systeme d’axes (x,y). Ces coordonnées sont stockées dans une matrice d’une
taille de NPOIN x 2 ou NPOIN represente le nombre total de neeuds constituant

la plaque.
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¢ Conditions aux limites - Chaque nceud posséde 5 degrés de liberts , trois
déplacements et deux rotations. Un degré de liberté est identifi¢ par une valeur
¢gale a zéro (0) lorsqu’il est actif (libre), et d’une valeur €gale a un (1) lorsqu’il est
non actif (bloqué), ces valeurs sont stockées dans une matrice d’identification /1
de dimension NDLZ, x NPOIN ou NDDJ, représente le nombre de degrés de liberté

par nceud. Cette matrice sera modifiée par la suite afin de déduire le nombre total

des équations a résoudre.

Pour illustrer la procédure d’introduction des conditions aux limites, on considére
un exemple d’une plaque encastrée sur ses deux cdtés. Pour facilité la
compréhension, la plaque est discrétisée en six €¢léments, chaque élément possede
4 nceuds dont le nombre de degrés de liberté par nceud est égal a trois: un

déplacement w et deux rotations 0, et 0, .(les déplacements u et v sont considérés

nuls) (/igure 3.3).

e
: s -

Figure 3.3 Exemple d'une plaque discrétisée en quatre
éléments et encastrée sur ses dewx cotés

1 3

2 4

L

f'
!
’3

gt
J(i
oy

Les nceuds 1,2,3,13,10,11 et 12 sont bloqués dans toutes les directions, tandis que le

reste des nceuds est libre. La matrice d’identification s’écrit dans ce cas -

1 1 1

1 1111

1 ¥ -1 ¥
ID 1 0111 (3.1)
1 0 111
1 0 11

©S O O = -
© O O = -

11
3.4
0 0
0 0
0 0

1
11
=

11
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Le nombre total des zéros dans /D représente e nombre total des équations a résoudre.
La matrice d’identification modifiée s’obtient en remplagant chaque zéro dans (3.1)
par le numéro de I’équation qui lui correspond, les valeurs (1) prennent la valeur (0),

cette opération est effectuée colonne par colonne. La matrice d’identification modifiée
s’écrit donc :

(oooooooooooo
0000000 0 0 0 0 ¢
ID=0001471013I6000 (3.2)
GO0 TEB U MI1T 000
RE SRR R R
d’ou on tire le nombre total des équations qui est égala 8.
12,3 10,11,12
1 3 5
+‘ 4,5 6 13,1 14,15
2 4 6
7,89 16,(17,18 ‘l

Figure 3.4 répartition des degrés de liberte actifs
dans la plague

3.3 CONSTRUCTION DE LA MATRICE DE RIGIDITE

Les matrices de rigidité €lémentaires [K,] peuvent étre calculées a partir de la relation (2.21)
développée dans le Chapitre 2. Pour chaque élément nous avons besoin a effectuer les

opérations suivantes :

I. Initialiser [K.] a zéro.
2. Pour chaque point d’intégration (&, uh)

- Calculer les fonctions d’interpolations ainsi que leurs dérivées,
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- Calculer la matrice Jacobienne, son inverse et son déterminant.

- Calculer les éléments k;j de la matrice de rigidité élémentaire.

La technique de I"intégration sélective est utilisée pour évaluer les éléments ky , le choix de
cette technique a été justifie au chapitre 2, 3x3 points de Gauss sont utilisés pour le calcul des

termes en membrane et en flexion, et 2x2 points de Gauss pour le calcul des termes en

cisaillement transverse.

A cause de la symétrie des matrices de rigidité ¢lémentaires, on ne mémorise que les éléments

de la triangulaire supérieure, ces éléments sont stockés dans un vecteur de dimension

NEVAB x NEVAB/I2 ou NEVARB représente le nombre de variables par élément.

D’autre part, on définit un vecteur de connectivité des éléments LM qui permet de mémoriser
les degrés de liberté ¢lémentaires,

Pour I’exemple illustré sur la figure 3.3, le vecteur LA/ de chaque élément est définit comme
suit :

LM,=[000456123000}’
/,M2=[0007894560001"
LM;=[4 5 6 13 14 15 10 1 2 1.2 3
IM,=[7 8 9 16 17 18 13 14 15 4 5 6f

LMg=[13 14 15 0 0 0 0 0 0 10 1 12f

LMy=[16 17 18 0 0 0 0 0 0 13 14 15}

La matrice de rigidité globale [K] s’obtient par assemblage des matrices de rigidité
¢lémentaires, elle est symétrique et bandée, la méthode de stockage la plus efficace pour [K]
est celle de la ligne de ciel (sky line), elle consiste & mémoriser les termes de la matrice par
des colonnes a hauteurs variables, ces hauteurs sont déterminées a partir des vecteurs de

connectivit¢ des éléments LM, elles sont données par la formule suivante -

Hi:i'Lj

ou ; représente le premier élément non nul de la colonne i et 4, représente la hauteur de la

méme colonne,
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Les adresses des termes situés sur la diagonal de [K] doivent étre aussi mémorisées dans un

vecteur afin de déterminer le début des colonnes.

Considérons le cas de la plaque en figure 3.3, on veut déterminer la hauteur de la colonne 12,
ce numéro représente aussi le numéro de degré de liberté actif dans [K], il est commun entre
les éléments 3 et 5. Ainsi, la plus petite valeur dans les vecteurs LM de ces éléments est égale
a 1, cette valeur correspond 4 la ligne de premier élément non nul dans la colonne 12, ¢’est &

dire L,,=1, d’ou, on tire la hauteur de cette colonne qui est égale a 11.

La figure 3.5 montre la structure de la matrice de rigidité globale de la plaque, I"assemblage

est limité aux degrés de liberté actifs,

1 3 4 56 7 8 818 IV 12 13 14 15 16 17 18
For X Ll x w  % Rixrxixlxix
2 X[ x| x| x|x i xIx]xlx|x
3 X[ x| x|x X! x| x|[x|x]x AR
4 R EEES R T EE R Y x| %I x
5 X X X X X X X X X X X X X X
6 Epsi i x xRkt sl e % %] %
7 Eixlx Xixlx el ol x
8 x| x X[ x| x| x| x]|[x
9 X XIxX|[x]|x]|x|x
9 BEXIXEI XY 2 x il
11 LEXIXIRXT I e lx
12 Eixlxixlxix]x
13 Xixlixlxixix
14 xixixlx|x
15 X I xofaxf %
16 Xixlx
17 X | x
18 X

Figure 3.5 Structure de la matrice de rigidité globale apres
élimination des degrés de liberté bloqués

Finalement, il ne reste que le stockage des éléments de la matrice de rigidité dans une matrice
unicolonne (vecteur). On rappelle que le stockage ne contient que les termes au-dessous de la

ligne de ciel.
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3.4 CONSTRUCTION DE LA MATRICE DE MASSE

matrices de masse consistantes pleines.

Les positions de ces points sont les suivantes [29] :

P(1)=0 P2)=1  P(3)=-]
Par contre, les coefficients de pondération correspondants sont

W(1)=1.33333333333 W(2)=0.33333333333 W(3)=0.33333333333

L’assemblage de ]a matrice de masse et sa mise en mémoire sont les mémes que pour la

matrice de rigidité.

3.5 RESOLUTION

1. générer m vecteurs de départ en nombre supérieur a celui des modes cherchés p.

2. améliorer ces vecteurs de départ par itération inverse simultanée pour générer le
Sous — espace des p premiers modes propres.

3. extraire les P premiéres valeurs propres et modes propres associés par méthode de
Ritz.

4. vérifier que les solutions propres obtenues correspondent en nombre a celle
cherchées dans la bande de fréquences spécifide en utilisant le test des suites de

Sturm,
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3.6 IMPRESSION DES RESULTATS

L’exécution du programme permet d’obtenir les solutions

stratifi

Pour cette raison un sous programme supplémentaire est dé

Les résultats ainsi que les données du probléme sont groupé

Ci-dessous on trouve la forme d’un fi

¢e. Ces résultats doivent étre organisés de maniére q

veloppé pour effectuer cette tache.

s dans un seul fichier.

chier type dont lequel on a étudier le cas d’une plaque

carrée simplement appuyée. Cette plaque a été discrétisée en 9 éléments. Toutes les données

du probléme ainsi que les résultats peuvent étre lus & partir de ce fichier.

¥***x ANALYSE MODALE Pe

DONNEES MECANIQUES DE LA PLAQUE

MODULE DE YOUNG LONGITUDINAL
MODULE DE YOUNG TRANSVERSAL
MODULE DE CISAILLEMENT
MODULE DE CISAILLEMENT
COEFFICIENT DE POISSON LONGITUDINAL
COEFFICIENT DE POISSON

MASSE VOLUMIQUE

EPAISSEUR DU STARTIFIE

NOMBRE DE

DIRECTION
DIRECTION
DIRECTION
DIRECTION
DIRECTION
DIRECTION
DIRECTION
DIRECTION

PLIS

DU
DU
DU
DU
DU
DU
DU
DU

PLI
PLI
PLI
PLI
PLI
PLI
PLI
PLI

N°:
N°:
N°:
N°:
N°:
N°:
N°;

MATRICE DE RIGIDITE EN MEMBRANE A (Pa.m):

MATRICE DE COUPLAGE B (Pa.m2) :

.3133E+10
.7271E+09
.5918E+09

.6235E+06

.6292E+05

.2704E+06

El Mim2y. s =
E2 NIM2Y oy vvsn e =
LONGITUDINAL GL2 - (N2 oy as s =
TRANSVERSAL G23 125 4 =
15 b G RN S e =
TRANSVERSAL nu2l ............ =
RO (Kg/m3)...... =
e g s S N =
S D A U L =
e S P N =
T R S
4, T g G > e . »ie 08
e NG R L SN =
B R BN s v B0 5 % i e =
L oy T R S E T =
B e e T TR T S Ty =
.7271E+09 .5918E+09
.1766E+10 .5146E+09
.5146E+09 .8705E+09
.6292E+05 .2704E+06
-.7494E+06 -.2926E+06
-.2926E+06 .6292E+05

UNE PLAQUE STATIFIEE *++%*

.46000E+11
-.10000E+11
.46000E+10
-46843E+10
«340

.067
2040.000

.1000E+00
8

60.
20,
45,

0,

0.
15
38
60.
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MATRICE DE RIGIDITE EN FLEXION D {Pa.m3) ¢,

.1819E+07 .7334E+06 .5547E+06
.7334E+06 .2008E+07 .6979E+06
.5547E+06 .6979E+06 .8529E+06

MATRICE DE RIGIDITE EN CISAILLEMENT TRANSVERSE F (Pa.m):

.3882E+09 ~,2114E+07
=.2114E+07 .3855E+09

DONNEES GEOMETRIQUE DE LA PLAQUE

NOMBRE DES ELEMENTS .....c0000evcuscocsonensss =g
FUEERNE S IIORIE x s o hies 55 4 tws 5 W e s s = 49
NOMBRE DE NOEUDS BLOQUES ............... e = 24
NOMBRE DE SOLUTIONS REQUIS .........evveunn... =. 3

CONNECTIVITE DES NOEUDS

ELEM, NUMEROS DES NOEUDS
1 1 2 3 10 17 16 15 8 9
@ 3 o 5 12 19 18 17 10 14
3 5 6 g 14 21 20 19 12 i e
= 15 16 17 24 31 30 29 22 23
5 17 18 19 26 33 32 31 24 2
6 19 20 21 28 35 34 33 26 27
i 29 30 31 38 45 44 43 36 37
8 31 32 33 40 47 46 45 38 39
8 33 34 35 42 49 48 47 40 41

COORDONNEES DES NOEUDS

NOEUD X X
1 .0000 .0000
% <1667 .0000
3 + 3333 .0000
4 .5000 .0000
5 .6667 .0000
6 - 8333 .0000
7 1.0000 .0000
8 .0000 « 1667
9 .1667 .1667

10 .3333 .1667
11 .5000 <1667
i .6667 .1667
13 20333 .1667
14 1.0000 1667
5 .0000 »3333
16 .1667 +3333
17 + 3333 <0333
18 .5000 83333

19 . 6667 £9333



20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
<l
32
33
34
35
36
3
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49

NOEUDS BL

NOEUD

niation du programme informatique
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. 8333
1.0000
.0000
.1667
«-3333
.5000
. 6667
.8333
1.0000
.0000
.1667
w333
.5000
.6667
.8333
1.0000
.0000
.1667
9333
.5000
.6667
.8333
1.0000
.0000
.1667
+3333
.5000
.6667
.8333
1.0000

OQUES
CODE

1Ry L
01110
01110
01110
01110
01110
11111
10101
10101
10101
10101
10101
10101
10101
10101
10101
10101
11111
01110
01110
01110
01110
01110
1111%

ke
<3333
.5000
.5000
.5000
.5000
.5000
.5000
.5000
.6667
.6667
.6667
.6667
.6667
.6667
.6667
.8333
.B8333
.8333
.8333
-8333
.8333
«8333
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

40



Chapitre 3 : Présentation du programme informatique » 41/
BOE e et el bt sk D o i S

VALEURS PROPRES

MODE VALEUR PROPRE FREQUENCE FREQUENCE PERIODE
~ CIRCULAIRE
(RAD/SEC) **2 (RAD/SEC) (CYCLES/SEC) (SEC)
1 .3254719E+07 -1804084E+04 +2871289E+03 +3482756E-02
2 -1484164E+08 .3852485E+04 .6131420E+03 .1630944E-02
3 .2041673E+08 -4518488E+04 . 7191397E+03 .1390550E~02

VECTEURS PROPRES

MODE= 1
FREQUENCE= -1804084E+04 RAD/SEC

U v W TETAX TETAY

1 .0000E+00 .0000E+00 .0000E+00 .0000E+00 .0000E+00
2 .2326E-04 .0000E+00 .0000E+00 -0000E+00 -,2982E+00
3 -4770E-04 .0000E+00 .0000E+00 -0000E+00 -,3960E+00
= 4 .6362E-04 .0000E+00 .0000E+00 -0000E+00 ~-.3707E+00
5 .5897E-04 .0000E+00 .0000E+00 -0000E+00 ~-.2559E+00
6 .3239E-04 .0000E+00 .0000E+00 -0000E+00 -,9923E-01
7 .0000E+00 -0000E+00 .0000E+00 -0000E+00 .0000E+00
8 -0000E+00 -,8321E-04 -0000E+00 -.2871E+00 .0000E+00
9 -4289E-04 -, 6308E-04 -4367E-01 -.1744E+00 -.1699E+00
10 -5917E-04 -,3823E-04 -6657E-01 -.5793E-01 -.3222E+00
11 -5198E-04 -,1583E-04 .6820E-01 -5610E-01 -,3518E+00
12 .3285E-04 .8282E-05 .5171E-01 -1386E+00 -,2942E+00
3 .1183E-04 .1752E-04 .2485E-01 -1608E+00 ~-,1585E+00
14 .0000E+00 .1446E-04 .0000E+00 .1106E+00 .0000E+00
L5 -0000E+00 ~-.,1062E-03 -0000E+00 -.3936E+00 .0000E+00
16 -3038E-04 -,1037E-03 -6622E-01 -,3203E+00 -.5431E-01
17 -4480E-04 -,5913E-04 -1109E+00 -.1504E+00 -.1481E+00
18 -3541E-04 -,1099E-04 .1212E+00 -4275E-01 -,2100E+00
19 .1468E-04 .3309E-04 .9851E-01 -2101E+00 ~-,2102E+00
20 -.6809E-06 .5792E-04 .5188E-01 -2923E+00 =-,1376E+00
21 .0000E+00 .5031E-04 .0000E+00 +2623E+00 .0000E+00
22 -0000E+00 -.8964E-04 -0000E+00 -.3735E+00 .0000E+00
23 -1683E-04 -,9453E-04 -6809E-01 -.3516E+00 .5683E-01
24 -1376E-04 -.5819E-04 -1210E+00 -.2111E+00 .4368E~-01
25 -.2562E~12 .1242E-11 .1405E+00 -2000E-12 -,2335E-12
26 -.1376E-04 .5819E-04 .1210E+00 -2111E+00 -,4368E-01
27 -.1683E-04 . 9453E-04 .6809E-01 -3516E+00 -.5683E-01
28 .0000E+00 .8964E-04 .0000E+00 .3735E+00 -.0000E+00
29 -0000E+00 -,5031E-04 -0000E+00 -,2623E+00 .0000E+00
30 -6809E-06 -.5792E-04 -S5188E-01 -,2923E+00 .1376E+00
31 -.1468E-04 -,3309E-04 -9851E-01 -.2101E+00 .2102E+00
32 -.3541E-04 «1099E-04 -1212E+00 -,4275E-01 -2100E+00
33 -.4480E-04 .5913E-04 .1109E+00 .1504E+00 -1481E+00
34 -.3038E-04 .1037E-03 .6622E-01 .3203E+00 .5431E-01
38 .0000E+00 .1062E~03 .0000E+00 .3936E+00 .0000E+00
36 -0000E+00 -,1446E-04 -0000E+00 ~-.1106E+00 .0000E+00
37 -.1183E-04 -.1752E-04 -2485E-01 -.1608E+00 .1585E+00
38 -.3285E-04 -.8282E-05 -5171E-01 -.1386E+00 .2942E+00
39 -.5198E-04 .1583E-04 -6820E-01 -.5610E-01 .3518E+00
40 -.5917E-04 .3823E-04 .6657E-01 .5793E-01 -3222E+00
41 -.4289E-04 .6308E-04 .4367E-01 . 1744E+00 .1699E+00

42 .0000E+00 .8321E-04 .0000E+00 .2871E+00 .0000E+00
.0000E+00 .0000E+00 .0000E+00 .0000E+00 .0000E+00

=y
w
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44
45
46
47
48
49

MODE=

FREQUENCE= .3852485E+04

gios
CLOVWDXDINUD WN

l\)f\)r——'!—‘b—lo—*f—‘b—-‘r—"—‘b—'
’-“O\.OOD\)O'\U'\-&L«JNH

22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49

-.3239E-04
.5897E-04
.6362E-04
.4770E-04
.2326E-04
.0000E+00

2

U

.0000E+00
.3971E-05
.4340E-04
.9757E-04
.1247E-03
.8268E-04
.0000E+00
.0000E+00
.4272E-04
. 9808E-04
.1150E-03
.8229E-04
.2607E-04
.0000E+00
.0000E+00
.6162E-04
.1370E-03
.1586E-03
.1103E-03
.3260E-04
.0000E+00
.0000E+00
.4743E-04

1312E-03

.1699E-03
.1312E-03
.4743E-04
.0000E+00
.0000E+00
.3260E-04
.1103E-03
.1586E-03
.1370E-03
.6162E-04
.0000E+00
.0000E+00
.2607E-04
.8229E-04
.1150E-03
.9808E-04
.4272E-04

0000E+00

.0000E+00
.8268E-04
.1247E-03
.9757E-04
.4340E-04
.3971E-05
.0000E+00

.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00

\

.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
-9439E-04
. 6684E-04
.8219E-04
.9885E-04
.1135E-03
.1068E-03
. 7754E-04
.2063E-03
.1945E-03
«2232E-03
.2436E-03
.2472E-03
.2319E-03
.1940E-03
+2520E-03
+2693E-03
.2965E-03
.3071E-03
.2965E-03
<.2693E-03
.2520E-03
.1940E-03
.2319E-03
.2472E-03
<2436E-03
.2232E-03
«1945E-03
.2063E-03
. 7754E-04
.1068E-03
.1135E-03
.9885E-04
.8219E-04
. 6684E-04
.9439E-04
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00

RAD/SEC

.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00

0000E+00

W

.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00

0000E+00

.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.5513E-02
.3266E-01
.8742E-01
.1061E+00
. 6590E-01
.0000E+00
.0000E+00
.4634E-01
.8866E-02
.8573E-01
.1469E+00
.1093E+00
.0000E+00
-0000E+00
.9641E-01
. 9548E-01
.8983E-08
.9548E-01
.9641E-01
.0000E+00
.0000E+00
.1093E+00
.1469E+00
.8573E-01
.8866E-02
.4634E-01
.0000E+00
.0000E+00
.6590E-01
.1061E+00
.8742E-01
.3266E-01
.5513E-02
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00

.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00

TETAX

.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
-.0000E+00
.0000E+00
.1351E+00
.8153E-01
.2804E+00
-1952E+00
.8220E-01
.3305E+00
-3054E+00
.4004E+00
.1269E-01
-4540E+00
.4901E+00
-1084E+00
-4173E+00
.6001E+00
.6165E+00
«2635E+00
.3334E+00
.5827E+00
.3334E+00
.2635E+00
.6165E+00
.6001E+00
.4173E+00
.1084E+00
.4901E+00
.4540E+00
.1269E-01
.4004E+00
.3054E+00
.3305E+00
.8220E-01
.1952E+00
.2804E+00
.8153E-01
.1351E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00

. 9923E-01
.2559E+00
.3707E+00
«3960E+00
.2982E+00
.0000E+00

TETAY

0000E+00

.6211E-01
.3342E+00
.5706E+00
.5785E+00
.2758E+00
.0000E+00
.0000E+00

.

1192E+00

.3829E-01
.2326E+00
.4177E+00
.3327E+00
.0000E+00
.0000E+00
.2675E+00
.4359E+00
.3052E+00
.7127E-01
.1097E+00
.0000E+00
.0000E+00
.1573E+00
.4381E+00
.5250E+00
.4381E+00
.1573E+00
.0000E+00
.0000E+00
.1097E+00
.7127E-01
.3052E+00
.4359E+00
.2675E+00
.0000E+00
.0000E+00
.3327E+00
.4177E+00
.2326E+00
.3829E-01
.1192E+00
.0000E+00
.0000E+00
.2758E+00
.5785E+00
.5706E+00
.3342E+00
.6211E-01
.0000E+00
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MODE=

i
CLOWDIANU B WN =

.b.n.b.b.n.b.u.ub-bwwuuuwuwwuwr\)r\)r\)r\)mmr\)mw»—aHHHHHHHH
Lom\lm(ﬂ-waHO\O(D\lmmbwl\)l——‘me\!mmwaHowm\lmwwaH

3
FREQUENCE= .4518488E+04
U v
.0000E+00 .0000E+00
.1437E-04 .0000E+00
.1236E-04 .0000E+00
.1399E-~05 .0000E+00
.4864E-05 .0000E+00
.1331E-04 .0000E+00
.0000E+00 .0000E+00
.0000E+00 .3739E-04
<2249E-04 .4029E-04
-.4687E-04 .1006E-03
-.1254E-03 .1487E~03
-.1418E-03 .1853E-03
-.8780E-04 .2022E-03
.0000E+00 .1384E-03
.0000E+00 .1814E-03
-.2364E-04 .1892E-03
-.1296E-03 .3166E-03
-.2216E-03 .3949E-03
-.2225E-03 .3902E-03
-.1186E-03 .3464E-03
.0000E+00 .2613E-03
.0000E+00 <2844E-03
-.8975E-04 .3382E-03
-.2160E-03 .4409E-03
-.2675E-03 .5019E-03
-.2160E-03 .4409E-03
-.8975E-04 .3382E-03
.0000E+00 .2844E-03
.0000E+00 .2613E-03
-.1186E-03 .3464E-03
-.2225E-03 .3902E-03
-.2216E-03 .3949E-03
-.1296E-03 .3166E-03
-.2364E-04 .1892E-03
.0000E+00 .1814E-03
.0000E+00 .1384E-03
-.8780E-04 .2022E-03
-.1418E-03 -1853E-03
-.1254E-03 .1487E~-03
-.4687E-04 .1006E-03
.2249E-04 .4029E-04
.0000E+00 .3739E-04
.0000E+00 .0000E+00
.1331E-04 .0000E+00
.4864E-05 .0000E+00
.1400E-05 .0000E+00
.1236E-04 .0000E+00
.1437E-04 .0000E+00
.0000E+00 .0000E+00

RAD/SEC

W

.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
-.1001E+00
.1217E+00

8131E-01

.2847E-01
.2680E-02
.0000E+00
.0000E+00
.1158E+00
.1489E+00
.8710E-01
.8712E-02
.1745E-01
.0000E+00
.0000E+00
.6999E-01
.7489E-01
.9568E-08
.7489E-01
.6999E-01
.0000E+00
.0000E+00
.1745E-01
.8712E-02
.8710E-01
.1489E+00
.1158E+00
.0000E+00
.0000E+00
.2680E-02
.2847E-01
.8131E-01
.1217E+00
.1001E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00

TETAX

.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.6024E+00
<2681E+00
.1349E+00
.2888E+00
.2165E+00
.5170E-01
.8886E-02
.6556E+00
.4449E+00
.1106E+00
.3689E+00
.2606E+00
.3864E-01
.1245E+00
.3826E+00
.2526E+00
.1893E+00
.3986E+00
.1893E+00
.2526E+00
.3826E+00
-1245E+00
.3864E-01
.2606E+00
.3689E+00
.1106E+00
-4449E+00
.6556E+00
.8886E-02
.5170E-01
.2165E+00
.2888E+00
.1349E+00
.2681E+00
.6024E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00

43

TETAY

.0000E+00
-.6296E+00
.6863E+00
.4272E+00
.1646E+00
-.2816E-01

.0000E+00

.0000E+00
-.2432E+00
=-.4428E+00
-.2846E+00
.8933E-01
.1139E-01
.0000E+00
.0000E+00
.1733E+00
.1796E+00
.2265E+00
.2581E+00
-1842E+00
.0000E+00
.0000E+00
.2928E+00
.4260E+00
.4668E+00
.4260E+00
.2928E+00
.0000E+00
.0000E+00
.1842E+00
.2581E+00
<2265E+00
.1796E+00
.1733E+00
.0000E+00
.0000E+00
.1139E-01
.8933E-01
.2846E+00
.4428E+00
-2432E+00
.0000E+00
.0000E+00
.2816E-01
.1646E+00
.4272E+00
. 6863E+00
.6296E+00
.0000E+00

|



CHAPITRE 4

APPLICATIONS

4.1 INTRODUCTION

Dans le cas de I’étude de comportement vibratoire des plaques stratifiées, ’analyse la plus
complexe est celle des stratifiés constitués d’un empilement quelconque présentant des
couplages membrane-flexion, membrane-torsion et flexion-torsion. Dans le but d’effectuer
une €tude qui tiens en compte les différentes configurations de couplages, nous avons établi
un programme informatique permettant, par la méthode des éléments finis, de calculer les
solutions propres (fréquences fondamentales et déformées modales) de vibration de ces
plaques. Le programme développé peut étre utilisé pour I’analyse des plaques minces ou
€paisses constituées d’un matériau isotrope ou composite anisotrope (4 base de fibres
unidirectionnelles de différentes orientations et diverses séquences d’empilement). Avant
d’utiliser ce programme, il est nécessaire d’effectuer une étude comparative afin de vérifier le
degré d’exactitude des résultats obtenus. Cette étude peut étre établie en comparant les

résultats du programme a ceux disponibles dans les littératures,

4.2 VALIDATION DES RESULTATS

Suivant les résultats disponibles dans les littératures, trois types de stratifiés peuvent étre

examingés :

- Stratifi¢ isotrope.
- Stratifié orthotrope.

- Stratifié croisé antisymétrique.
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—
La solution exacte pour ces types de stratifiés peut étre facilement tirée du systeme des
€quations fondamentales des plaques stratifides développé au chapitre 1. La solution
numérique est établie en discrétisant la plaque en un nombre fini d’éléments quadrilatéres a 9
nceuds (16 éléments dans le cas des plaques carrées et 18 ¢léments dans le cas des plaques

rectangulaires). Les résultats sont présentés en termes addimensionnels dans le but de faciliter

I’étude comparative,

'033\'?:1 ;“"l.\
4.2.1 Cas d’un stratifi¢ isotrope *®

S 1595

Dans cette section, deux types de plaques sont examinés

- Plaque carrée mince d’un rapport €paisseur sur longueur 4/a=0.01.

- Plaque carrée épaisse d’un rapport épaisseur sur longueur 2/a=0.1.

Nous étudions le cas ou les deux plaques sont en appuis simples. Les conditions aux limites

s’écrivent :

8-
N TS
Il

Up=wy =0, =0

-

Le comportement ¢lastique d’un stratifié isotrope est décrit par le module d’Young £ et le
coefficient de Poisson v, il en résulte que les termes de couplage membrane-flexion/torsion

sont nuls.

Les caractéristiques mécaniques du matériau sont données, pour les deux types de plaques,

comme suit °

- Module d’Young : £=10920 N/m?
Module du cisaillement : G=4200 N/m’
- Coefficient de Poisson v=0.3

- Masse volumique : p=0.1 Kg/m®



Chapitre 4 : Applications 46
R e 2 AR
(@) Plaque mince -

Dans le cas d’une plaque mince, les valeurs exactes des fréquences propres de vibration

peuvent facilement étre obtenues & partir de I’expression mathématique suivante [33]:

2
Opy = —(m? + 1) |2 .1
a P,

ou :
metn sont respectivement les numéros de demi-onde sujvant les directions x et y.

Eh’?
12(1-v?)’

D est la rigidité flexionnelle de la plaque, D =

P, est la densité par unité de surface.

Les valeurs des fréquences propres addimensionnelles @, * = ®,,(p/Gh)""* obtenues par le

programme développé et ceux calculées par la relation mathématique (4.1) sont reportées dans

€xactes par I’expression suivante -

valeur numérique — valeur exacte
Erreur = q 100

valeur exacte

Tableau 4.1 Fréquences propres addimensionnelles Omn* d'une plague carrée en appuis
simples constituée d'un matériay isotrope avec v=03 , h/a=0.0]

WOmn* N
x Erreur
m n Présente étude | Solution exacte .
1 1 0.9627 0.9632 -0.05
2 1 2.4129 2.4080 0.20
2 ‘ 3.8441 3.8529 -0.23
3 1 4.9049 4.8161 1.84
3 2 6.2765 6.2604 0.26

oen rdis
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(b) Plague épaisse

Dans le cas d’une plaque épaisse, il n’est pas possible de résoudre directement les €quations

fondamentales des plaques stratifi¢es (Chapitre 1). La recherche des fréquences propres

La comparaison entre Jes fréquences addimensionnelles ®,,* = @, (ph* /G)'? obtenues par

le programme développé et ceux de référence [4] est présentée sur le tableay 4.2. On constate
que I’erreur maximale est a peut prés de I’ordre 1% .

lableau 4.2 Fréquences propres addimensionnelles Wmn* d'une plaque carrée en appuis
simples constituée d'un matériau isotrope avec v = 0.3, Wa=0.1

Wy *
m n Présente étude Solution exacte
[4]

1 1 0.09302 0.09315

2 1 0.22238 0.22260

2 2 0.33946 0.34207

3 1 0.41976 041714
b 2 | 051754 0.5239]

oen rds

4.2.2 Cas d’un stratifie orthotrope

Un stratifié orthotrope est obtenu, soit a partir d’une seule couche de matériay orthotrope, soit
a partir d’un stratifie symétrique constitué de couches orthotropes dont les axes principaux

coincident avec les axes de référence du stratifié,

Nous considérons une plaque carrée de coté ¢ » constituée d’un stratifié orthotrope [0°/90°];

dont les caractéristiques mécaniques sont données comme suit :

E;/Ez=40. G;z/E2=Glj/E2=0.6 sz/E2=0.5 vi2=025
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Ces caractéristiques sont typiques a celles du composite Graphite/Epoxyde. Le choix de £, et

p est arbitraire a cause de I’addimensionnalité des résultats.

s’écrit [33] -

2
®,, = "_2 ‘/—-[D“m" +2(Dy, + 2D, )m*n? + Dzzn"] (4.2)
a yp,

Les six premiéres valeurs ®,*= cx),,.,,(a2 / h)‘/p/ £, obtenues par la relation (4.2) ainsi que les

résultats du programme sont reportés dans le tableay 4.3,

Tableau 4.3 F, réquences propres addimensionnelles Omn* d’une plaque carrée en appuis

simples constituée d'un stratifié orthotrope de séquence d empilement [ 0°/90°],
avec a= 0.01

93 By e~

Présente étude Solution exacte
[33]

1 1 18.836 18.891

1 2 33.808 33.823

1 3 67.160 66.079 1.64

2 1 68.129 68.637 -0.74

2 2 74.699 75.565 -1.15

3 3 95.217 96.363 -1.19 ]

o en rdis

4.2.3 Cas d’un stratifié croisé antisymétrique

Un stratifié antisymétrique est constitué de couches en nombre pair, dont la répartition des
€paisseurs est symétrique, et celle des orientations des fibres est antisymétrique par rapport au

plan moyen du stratifig. L’alternance [0°/90°] est souvent désignée par stratifié croisé.
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Nous considérons une plaque rectangulaire de dimensjon a=lmetb=0.5m, constituée d’un

stratifié croisé antisymétrique [0°/90°]+. Pour ce type de stratifié nous avons -

Ai~42=0  B,~B 16~B26=Bss=0 D16=D =0
A=Ay, By=-By, Dy=D,,

La plaque est constituge d’un matériau de caractéristiques mécaniques identiques a celles du
matériau présenté dans la section 4.2.2.

Dans ce cas, les fréquences propres de vibration peuvent étre obtenues a partir de la relation

mathématique suivante {33];

4 2
o2, = ;‘7{ [D, (m* + R'n)+ 2D, + 2D, )Rzmznz]— %(Ayn‘ +A,R'n’ )} (4.3)
s 1

avee
A= (4ym® + A R*n?) A, m? + AR R )= (4, + A4, )2 R2mn?
Ay = (A + A4 ' m* + 4, Rom*n? + A R'n*
Ay = Agm’ + 4, R*m*n? + (4, + A, )R*n’

ou R est le rapport longueur sur largeur de la plaque, R=a/b.

Les valeurs des fréquences propres addimensionnelles co,,,,"‘=(o,,,,(a2/ h\p/E,, pour un

rapport épaisseur sur longueur égal a 0.01, sont reportées dans le tableau 4.4. Un écart de 2%
au maximum peut étre remarqué en comparant les six premieres valeurs du programme aux

ceux obtenues par la relation 4.3,
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Tableau 4.4 Fréquences propres addimensionnelles ©,,* d’une plaque rectangulaire en

appuis simples constituée d'un stratifie croisé de séquence d ‘empilement [0°/90°];
avec Wa=0.0]

Omn™ ]
- y Erreur.

m n Présente étude | Solution exacte o

1 1 49.177 49.479 -0.61
2 1 68.748 69.366 -0.89
3 1 118.093 119.521 -1.19
1 2 187.878 189.590 -0.90
2 2 195.454 197.916 -1.24
3 3 219.200 223.796 -2.05

®en rd's

D’apres les résultats présentés sur les tableaux 4.1a4.4, il est certain que les résultats obtenus
par le programme développé sont acceptables. Ce qui permet d’utiliser ce programme pour

I’analyse vibratoire de toutes plaques composites a base de fibres unidirectionnelles.

4.3 APPLICATIONS

Dans cette section, ’ensemble des types de stratifiés étudiés constitue une bonne référence
des stratifiés usuels. Assez souvent la réalisation des stratifiés est faite 4 partir des couches qui
ont les mémes caractéristiques (mémes constituants, mémes configurations géométriques,
mémes épaisseurs, etc.), mais ont des orientations différentes de leurs axes principaux par

rapport aux axes des références du stratifié.

4.3.1 Influence du rapport épaisseur sur longueur h/a

Nous considérons une plaque carrée de coté a, constituée d’un stratifié équilibré
antisymétrique [45°-45°]s1.de caractéristiques mécaniques identiques a celles présentées dans

la section 4.2.2. Nous étudions le cas ou la plaque est en appuis simples, les conditions aux
limites s’écrivent :

U =wp=6,= a x=0,a

Vo=wp=06,=0 a y=0,a



0*

w*
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La figure 4.1 illustre la variation des quatre premiéres fréquences propres addimensionnelles

o*= a)\/phz/E2 .100 en fonction du rapport #/a (W/a varie de 0.01 4 0.2). On remarque que

la fréquence propre augmente avec I’augmentation du rapport f/a. cette augmentation passe

par deux zones différentes :

Zone 1: caractérisée par une variation parabolique des fréquences addimensionnelles pour

des valeurs de #/a appartenant 4 [0.01 0.1] (cas des plaques minces).

Zone 2 : caractérisée par une variation de o* presque linéaire pour des valeurs de A

appartenant a [0.1 0.2] (cas des plaques épaisses).

60 -
Mode 1 120 Mode 3
50
100
40 +
80 +
30+
« SOF
3
20} el
I / 20+
oF ok
O.EK) 005 0.10 0.15 020 0.00 0.05 0.10 0.15 020
Wa Wa
[
.1 Mode 2 120 Mode 4
80 -
0 wor
60 + 80+
w A
60 -
or 3
30 F 40+
2r
10} 20
0+ 0k
-10 . 1 s 1 J
0.00 0.05 0.10 0.15 020 0.00 0.05 0.10 0.15 020
ha Wa

Figure 4.1 Influence du rapport h/a sur les quatre premiéres Jréquences propres
adimensionnelles ©* d'une plaque carrée en appuis simples constituée d’un
stratifié équilibré antisymétrique [45%-45°] sy
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En outre, la variation de o* est plus lente dans la zone 2 que la zone 1, ceci peut étre expliqué
par la présence des déformations en cisaillement transverse et leur degré d’influence sur les
fréquences fondamentales. En effet, la négligence de ces déformations modifiée largement
I"allure de la fréquence dans la zone 2. La figure 4.2 illustre la variation de la premiére
fréquence addimensionnelle w* pour deux configurations : avec et sans prise en compte des

déformations en cisaillement transverse.

En examinant la zone 2, les fréquences obtenues par la théorie des plaques laminées (théorie
basée sur les hypothéses de Kirchoff) sont supérieures a celles obtenues par la présente étude
(€tude basée sur les hypothéses de Mindlin), le décalage augmente avec ’augmentation du
rapport //a. Par contre, les courbes tracées dans la zone 1, pour les deux configurations, sont
presque confondues. A cet effet, il est certain que les déformations en cisaillement transverse
réduisent la valeur de la fréquence propre pour des rapports #/a supérieures a 0.1, cet effet

devient négligeable lorsque le rapport A/a est inférieur 4 0.1

e ———  Présente étude.
......... Théorie des plaques
% |[ v laminées.

e .__8 -

=
T
\

R o AUl
\
\

w*
[
(=]

S

o

000 005 010 015 020

Figure 4.2 Influence du cisaillement transverse sur la premiére fréquence propre
addimensionnelle w*

Cette analyse nous permet d’affirmer que la théorie classique des plaques laminées devient
mal adaptée a la description du comportement vibratoire des plaques composites pour des
rapports ~/a supérieur a 0.1, et au-dela de cette valeur, il n’est plus question de négliger les

déformations en cisaillement transverse.
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Nous examinons maintenant I’influence de la symétrie miroir sur les fréquences propres de
vibration. Un stratifié est doté de la symétrie miroir lorsque ces plis de part et d’autre du plan

moyen ont :

- Les mémes orientations.
- Les mémes épaisseurs.

- Des cotes opposées z; et —Z.

IT'en résulte que les coefficients By de la matrice de rigidité du stratifi¢ sont nuls.

En outre, les stratifiés dotés de la symétrie miroir sont largement utilisés car ils ne présentent
pas une tendance au gauchissement lors des déformations induites lors de refroidissement
consécutif au processus de mise en ouvre des matériaux

Nous considérons le cas de deux types de stratifiés :

* Stratifi¢ doté de la symétrie miroir [0°/30°/-30°/45°/-45°/60°/-60°/90°]s.
* Stratifié n’est pas doté de la symétrie miroir [0°2/30°2,[45°/-45°/0°/9O°]T,30°2].

60 -
(a)
-4
- (b
40 /,/ et
/ ":/
- /
3 20} //
o
//
0k
0.00 005 010 015 0.20
Wa

Figure 4.3 Influence de la symétrie miroir sur la premiére Jréquence propre
addimensionnelle de vibration o* (a) : stratifié doté de la symétrie miroir
(b) : stratifié n'est pas doté de la symétrie miroir.
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4.3.2 Influence de l’anisotropie du matériay EJ/E,

Dans le but d’examiner influence de I"anisotropie dy matériau £/E,. Nous considérons une
plaque rectangulaire de dimension a=2 m » b=1 m et h=04 | constituée d’un stratifié

€quilibré antisymétrique [30°/-30°]41 de caractéristiques mécaniques,
G/;/E)=Gl3/Ez=0.6 G)j/E2=O.5 V12=0.25

L’effet de Ianisotropie du matériau sera examiné pour un rapport £\/E, varie de 3 4 40, Ainsi,
les conditions aux limites utilisées sont les conditions d’appuis simples, elles sont données

comme suit :

U =wp=0,= a x=0.aqa
p >

v0=w0=ex= a y:O’b

La variation des quatre premieres fréquences propres addimensionnelles g* = o+/ph? /E, en

fonction du rapport £)/E,, est reportée sur la figure 4.4. Nous observons une croissance tres
rapide de @* pour des valeurs de £,/E, appartenant a I’intervalle [3 10] (de I’ordre de 50%),
cette croissance devient par la suite lente et tende Vers une valeur négligeable pour des

rapports £/E; supérieurs a 40.

Cependant, la rigidité de la plaque est proportionnelle ay degré de Panisotropie du matériay
qui la constitue. On constate d’apres la figure 4.4 que les plaques hautement anisotropes sont

structurellement plus rigides que les plaques faiblement anisotropes.
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Figure 4.4 Influence de | anisotropie du matériau F VE; sur les quatre premiéres
Jréquences propres addimensionnelles »* d'une plaque rectangulaire constituée
d'un stratifié équilibré antisymétrique [30%/-30°]

4.3.3 Influence du nombre de couches

Pour cette application, nous considérons le cas d’une plaque carré d’un rapport 7/a=0.2 et

constituée d’un stratifié antisymétrique. Nous examinons deux

d’empilement différentes :

types de séquences

- couches équilibrées [45°/-45°],7

- couches croisées [0°/90°],7

ou n représente le nombre de pairs de couches constituant le stratifié.
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Pour chaque couche, les caractéristiques suivantes dy composite verre—epoxyde sont

utilisées :
/=46 GPa E=10 GPa G1774.6 GPa v12=0.31 p=2040 kg/m’

La plaque est Supposée en appuis simples, les conditions aux limites sont les mémes que

celles utilisées dans la section4.2.1.

En faisant varie le nombre de couches de 2 a 12 sans avoir changer I’épaisseur totale de |a
plaque (en change seulement I’épaisseur des couches), la courbe de Ia premiére fréquence
propre ® qui en résulte est reportée sur la figure 4.5 . On constate que I’augmentation du
nombre de couches, sauf pour le cas de passage de deux couches a quatre, ne crée pas un
grand changement sur la valeur de o (de I’ordre de 3%). La figure 4.4 indique également que
les stratifiés équilibrés sont plus rigides que les stratifiés croisés. Ainsi, la rigidité obtenue par
un stratifi¢ équilibré constitué de quatre couches est supérieure a celle obtenue par un stratifié

croisé d’un nombre de couches élevé.

e RS (a)

g g

=k e ]
b

——— W)

o (nds)
= EEEEE
F.

g

S S S B — T ] S
2 4 6 8 10 12

g §

Nombre de couches

Figure 4.5 Influence du nombre de couches sur la premiére Jréquence propre o
d'une plaque carrée simplement appuyée (a) : couches équilibrées antisymétriques
[43%-45°],r (B) : couches croisées antisymétriques [0%90°],+

Cependant, il est important de noter que les coefficients de rigidité en membrane Ay ainsi que

les coefficients de rigidité en flexion et en torsion Dy sont indépendants du nombre de
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couches et duy type de stratifié. Par contre, le couplage membrane-flexion/torsion qui provient

des termes By; décroit lorsque le nombre de couches augmente,

4.3.4 Influence des orientations des fibres

Nous considérons une plaque rectangulaire d’une longueur 4 et d’une largeur &, constituge
d’un stratifi¢ antisymétrique de séquence d’empilement [6/-6/6/-0], ou O est I’angle entre la

direction des fibres est Ia direction du stratifié X, varié de 0° 4 90°. Pour ce type de stratifi¢

nous avons
A16=A46=0 B1=B17=B,=Bss=0
1)/6=[)26=O F45=0

La variation de Ia premiere fréquence propre addimensionnelle * = W\ph*/E, 10 en
fonction des orientations des fibres, pour les différents rapports a/b, est illustrée sur la
figure 4.6. On remarque que la fréquence * passe par un maximum pour §=45° dans le cas
de a/b=1 et par §=90° dans le cas de @/b=2, et sa variation est symétrique de part et d’autre de
ces valeurs. Par contre, dans le cas de @/b=0.5, allure de ¢* passe par un maximum pour
6=0° et prend une forme symétrique de part et d’autre de cette valeur. La figure montre
également que les valeurs extrémales de w* sont atteintes pour des orientations confondyes

avec les directions principales (0° et 90).

En outre, la figure 4.6 indique que les fréquences les plus €levées sont obtenues pour un
rapport a’b=2, les fréquences les plus basses sont obtenues pour un rapport @/4=0.5. En effet,
la fréquence propre augmente avec I’augmentation du rapport a/b, ceci peut étre illustré sur la
figure 4.7. On remarque d’aprés cette figure que la fréquence propre croit paraboliquement

pour un rapport @/b varie de 0.5 4 4.
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Iigure 4.6 Influence de | orientation des Jibres O sur lq premiére fréquence
propre addimensionnelle w* d'un stratifié équilibré [0/-0/0/ -0].

D’aprés ce qui vient d’étre dit précédemment, on peut faire les conclusions suivantes :

* Pour un comportement plus rigide, on opte pour des plaques rectangulaires d’un
rapport a/b >1 et 6=9(°.
* Pour un comportement plus flexible, on opte pour des plaques rectangulaires

d’un rapport a/b< | et 6=90°,
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Figure 4.7 Influence du rapport ab sur la premiére Jréquence propre
addimensionnelle @* pour lrois types de stratifies. (a) : [45°%/-45°],
(b) : [30°-30°)y, (c) : [60°-60°),,

Nous examinons maintenant I"influence des orientations des fibres sur la premiere fréquence
propre addimensionnelle w* dans |e cas des deux configurations suivantes :

- Laplaque a un rapport 2'a=0.01.
- Laplaque a un rapport //a=0.2.
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Figure 4.8 Influence de | orientation des fibres 0 sur la premiere fréquence propre
addimensionnelle o* d'un stratifié équilibré antisymétrique [0/-0)sy avec h/a=0.0]
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Figure 4.9 Influence de | orientation des fibres © sur la premiére fréquence propre
addimensionnelle o* d'un stratifié équilibré antisymétrique [0/-0]s; avec h/a~-0.2

D’apres Les figures 4.8 et 4.9, on remarque que I'influence de ’angle 6 sur la fréquence
fondamentale dans le cas de ha=0.01 est plus grande que dans le cas de //a=0.2. Ceci peut

¢tre expliqué par la densité des couches dans I’épaisseur du stratifié.

Enfin, on peut dire que le controle de la géométrie des plaques stratifiées et I’orientation des
fibres permet d’augmenter la rigidité de ces plaques et par conséquent leur durée du

fonctionnement.

4.3.5 Influence des conditions aux limites

Nous considérons une plaque rectangulaire de dimension : a=Im , b=0.5m et h=0.3m
constituée d’un stratifié ¢quilibré  antisymétrique [45°/-45°)sr. Les caractéristiques

mécaniques de ce stratifié sont typiques a celles du composite carbone-epoxyde :

££,=230 GPa £;=14.4 GPa G1274.9 GPa v12=0.32 p =1650 kg/m’

L ¢tude de I’influence des conditions aux limites sur les fréquences propres de vibration peut

étre établie en combinant les conditions aux limites suivantes -
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extrémités simplement appuyées :

V():Wo:e'r: a y=0
Vo=wyp=0,= a y=p
U0=W0=ey=0 a =1
Up =wp=0,=0 8 x=qg
extrémités encastrées
Up =Vo=wy=6,=6,=0, sur les quatre cotés

SUr ses quatre extrémités, Par contre, la plaque devient plus flexible dans le cas des extrémités
simplement appuyées. Cependant, le type des conditions aux limites n’a pas un grand effet sur
la forme de la déformation de la plaque, presque la méme déformée est obtenue dans les cas
considérés dans cette étude. D'autre part, les résultats obtenus indiquent clairement que les
fréquences propres sont proportionnelles au nombre de degrés de fixation représentant les
conditions aux limites. Si le choix des conditions aux limites n’influe pas sur I’idée originale
de conception, il est alors conseillé d’opter pour des extrémités encastrées au lieu des

extrémités simplement appuyées.
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Tableau 4.5 Fréquences propres o et déformées modales d'une plaque rectangulaire
constituée d'un stratifié équilibré antisymétrique [45°/-45°)6r

Type de

conditions
g Mode 1

limites

Mode 2

Mode 4

SSSS

o
o
“\

< W
A DRI
S e
i

ESES

R RS
RS
o ‘\\3&3\“
A\

SSSE

®»=21670 rd/s

SSEE

""l

et

e Aectegylom
et
ttess

ALY
RIS
~\\\‘\\\\:\\\\\\“\ AN
R RS
oA VWA
s
R
S
Nt

0=21675 rd/s

SEEE

EEEE

0=11904 rd/s

®w=15014 rd/s

®»=19095 rd/s

e
SRR
SRR
\\;{\'a\\\\\\\\\ S
SRR
R

R

TR

0=21696 rd/s

E : Extrémité encastrée.

S : Extrémité simplement appuyée.

ESES : Plaque (i) : encastrée suivant x=0, (ii): simplement appuyée suivant y=0,
(iii) : encastrée suivant x=a, (iv) : simplement appuyée suivant y=b.
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4.3.6 Influence de ’empilement des couches

Azs. Le couplage membrane — flexion résulte des termes By, , B); et B, , alors que le couplage
membrane — torsion résulte des coefficients B4 et B, Enfin, le couplage flexion — torsion

résulte des termes Ds et D,

d’empilement suivantes :

* Stratifié croisé symétrique (SCS) [O°/90°/0°/90°/90°/0°/90°/0°] pour lequel il n’existe
aucun type de couplage (A16=A26=0 , Byj=0, D\ 6=D,=0).

* Stratifié croisé antisymétrique (SCAS) [0°/90°/0°/90°/O°/90°/O°/90°] qui est
caractérisé par |Ia présence de couplage membrane—flexion (A16=A426=0,
B12=B16=B2= Bss=0 , D16=Dy6=0).

* Stratifié  équilibré symétrique (SES) [4S°/-45°/45°/-45°/-45°/45°/-45°/45°] qui

présente un couplage flexion—torsion (416=426=0 , By=0).

* Stratifié équilibré antisymétrique (SEAS) [45°/-45°/45°/-45°/45°/-45°/45°/-45°] qui

présente un couplage membrane-torsion (416=426=0, B, 1=B20=B17=Bgs=0, D\16=D,=0)

* Stratifié équilibré quelconque (SEQ) [O°/30°/45°/60°/0°/-30°/-45°/-60°] qui est

caractérisé par un couplage membrane—flexion/torsion (A16=426=0).

* Stratifié quelconque (SQ) [0°/ 15°/30°/45°/60°/70°/80°/90°] ou nous avons la présence

simultanée de tous Jes types de couplages.
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Les couches des stratifiés étudiés ont les mémes caractéristiques mécaniques, ces

caractéristiques sont typiques a celles du composite Kevlar—epoxyde :

E=84 GPa E=5.6 GPa G1=2.1 GPa v12=0.34 p=1370 kg/m’

D’apres les résultats présentés dans le tableau 4.6, on constate que la présence simultanée des
couplages entre membrane, cisaillement, flexion et torsion réduit la fréquence propre de
vibration. Par contre, I’absence des couplages membrane—flexion, flexion—torsion et traction—
cisaillement (cas d’un stratifi¢ équilibré antisymétrique), permet d’avoir un comportement
plus rigide de la structure. Les résultats montrent également que les stratifiés symétriques sont
plus flexibles que les stratifiés antisymétriques. Cependant, il est intéressant de noter qu’une

stratification symétrique garantira une bonne planéité du stratifié aprés démoulage.
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Tableau 4.6 Fréquences propres o et déformées modales d’une plaque carrée
en appuis simples avec différentes séquences d’empilement
;{fg; : Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4
SEQ
©=3294 rd/s ©0=6041 rd/s ©0=6725 rd/s ©=8369 rd/s
SQ
®=3381 rd/s 0=5711 rd/s 0=6178 rd/s 0=7453 rd/s
SCS
w=3557 rd/s ©=6818 rd/s w=7196 rd/s ©=9195 rd/s
SCAS
=3594 rd/s ©=7054 rd/s ©=7054 rd/s 0=9244 rd/s
SES
©=4086 rd/s ©=7082 rd/s 0=7273 rd/s ©0=9737 rd/s
SEAS
©=4102 rd/s ©0=7197 rd/s

0=7197 rd/s

©0=9755 rd/s




CONCLUSION GENERALE

L’étude et I’analyse du comportement mécanique des plaques composites aboutissent & des
résultats qui permettent de donner des informations tres importantes vis-a-vis i la
compréhension de certains phénomeénes ; parmi eux on cite le phénoméne des vibrations qui
sont considérées comme I’une des sources de dégradation des structures composites

(fissuration des matrices et/ou rupture des fibres par fatigue).

Le but essentiel de ce travail est de traiter le probléme des vibrations libres non-amorties des
plaques composites stratifiées a base de fibres unidirectionnelles. Un schéma de déplacement
de premier degré basé sur la théorie de Yang, Norris et Stavsky a été utilisé dans le but de
développer les équations du mouvement. L’inexistence de la solution analytique de ces
équations nous a amené a rétablir les €quations du mouvement au moyen de la méthode des
¢léments finis vu que cette derniére a la possibilité de résoudre les problémes complexes de
I"analyse des structures. Cette analyse nous a conduit a obtenir un systéme d’équations sous
forme d’un probléme aux valeurs propres dont sa résolution a été établit par la méthode des
itérations sur sous espace. Un programme informatique a été développé dans le but de
déterminer les solutions propres de vibration (fréquences propres et déformées modales) des
plaques composites stratifiées. Ce programme peut traiter d’une maniére analogue les plaques

isotropes.

Dans chaque analyse par éléments finis, I’élément de référence, le nombre des ¢léments
utilisés, le type de I’intégration numérique sont des paramétres trés importants et doivent étre
soigneusement choisies car ils influent d’une maniére directe sur la convergence des solutions
et par conséquent sur la précision des résultats. A cet effet, la technique de I’intégration

sélective a été utilisée pour intégrer les termes de la matrice de rigidité. Les termes de la
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matrice de masse ont ét¢ intégrés par la méthode de Lobatto dans le but d’obtenir une matrice
consistante diagonale.

Une étude sur Iinfluence du rapport epaisseur/longueur de Ia plaque sur les fréquences
propres de vibration a été effectuée. Cette étude nous a montre I’importance des déformations
en cisaillement transverse dans le cas des plaques ¢paisses. L’effet du nombre de couches sur
les fréquences propres a €té également examing, il a été constaté que la rigidité de la plaque
est légerement affectée par la variation de ce nombre. L’influence de (/) Ianisotropie du
matériau (i) I’orientation des fibres, (iii) I’empilement des couches et (iv) les conditions aux

limites, sur les fréquences propres de vibration ont été completement examinées,

unc approche appropriée pour la recherche des solutions propres de vibration libre non

amortie des plaques composites stratifiées a base de fibre unidirectionnelles.

L’influence des vibrations libres non-amorties en tenant compte de I'effet de la variation de la

température et de I”humidité a travers I’épaisseur de la plaque font I’objet d’une €tude future.

Au-dela des résultats numeériques, il est certain que le comportement vibratoire des plaques
stratifiées ne doit pas dépendre uniquement d’une seule analyse. I1 est alors conseillé, pour un
travail futur, de mener plusieurs tests d’expérimentations, puis effectuer une corrélation

calculs-essais afin de valider Je modele numérique.



ANNEXE 1

CONDITIONS DE COMPATIBILITE

Etant donné le tenseur des déformations suivant :

x xy xz
[e]= 8, €, &, (AL.1)
e 8,8,

Les éléments de la matrice [€] sont donnés comme suit :

Ou
€, =—
ox
ov
€, =—
B
ow
€__=E
. o (Al.2)
€,y ==(—+—)
20y ox
& -—_l.(g.f.@)
* T8 W
1 ou ow
€. ==(—+—)
20z ox

ou u,v,w sont respectivement les composantes des déplacements suivant x, )2

Le champ des déplacements est obtenu par intégration des équations (A1.2). Soit au total six

€quations pour déterminer les trois composantes (u,v,w) du déplacement.
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Pour que la solution soit unique, les composantes du tenseur des déformations doivent vérifier

les six relations suivantes -

528_‘, azg: 5 528(‘,_.
22 o’ 0yo:

i Al3

O, of o, o 3 %, (Al.3)
- x| ax oy @ o
O, o oe. o, o ]

— = — el e +
oxoz oy oy z ox
s, of &>, &, &

i [t ~RY +—
oxdy 0z 0z ox oy

Ces expressions constituent les six relations de compatibilité,
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MATRICES DE
CHANGEMENT DE BASE

A2.1 CHANGEMENT DE BASE

Considérons deux systémes de références orthonormés (x, Y.2) et (1,2,3) dont leurs bases sont

respectivement (€,,€,,€,), (€,6,,€,) (Figure A2.1).

Figure A2.] Changement de base

Dans le cas d’une rotation 0 autour de la direction ¢_, la relation entre les bases (¢,,¢,,¢,) et
(e..€,,¢.) s’écrit :

X2V ys

¢ =e,cos0+¢, sin0

é,=-¢€, sin+¢, cos® (A2.1)

i

3=é:

ou sous la forme matricielle sulvante :

i
*m Y]

é&t=[4 (A2.2)

L)
[™
o
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avece

cos® sin® 0
[A]= -sin® cos® 0
0 0 ]

La matrice [4] s’appelle /a matrice de changement de base.

Le passage de la base (¢,,6,,€;) vers la base (€,,¢,,¢.) s effectue par la relation sulvante :

€, =¢cosb-¢,sin0
€, =¢:sinf+¢, cosd (A2.4)
€, =é,
ou sous forme matricielle -
é.r é.l
g, t=[4a"}e, (A2.5)
é: 53
avec :
cos® -sin® 0
[AT]= sin®  cos® 0 (A2.6)

0 0 1

La matrice [4"] est la matrice transposée de la matrice [4], elle est ¢€gale a son inverse.

A2.2 MATRICE DE CHANGEMENT DE BASE DES CONTRAINTES

En tout point M d’un milieu continu, I’état des contraintes est entierement déterminé par la
connaissance du tenseur des contrantes, not¢ [o(M)],.. Ce tenseur est de range deux,

symétrique, représenté par la matrice -

ox '[_‘,", t.r:
[c(M)],y: te @, 1 (A2.7)
T T o.
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Le tenseur [o(M)],,. défini dans la base (€,,€,,¢.) peut étre défini dans la base (€,6,,¢,) par

la relation matricielle suivante {93}

(6] = [A][G].M[AT]

La relation inverse s’écrit -

[0],. =[4" ][6],,[ 4]

ou :
[o] = T2 0, 1Ty

La relation (A2.8) conduit a écrire -

G, =0, cos’6+2t,, cosBsin6+oc, sin’ g
G,=0,sin’0 -2t cosOsin 0 + o, cos’ @

0; =0,

T12 = =0, cosBsin® + 1, (cos’ 6 -sin’ 0) + o, cosOsin

Ty =—T,.8in0+1_cosO

T3 =T, C0s0+1 _sin0

La relation (A2.11) peut étre écrite sous la forme matricielle suivante :

o,] [ cos?o sin0 0 2cosOsind 0
o, sin’ @ cos’0 0 -2cosOsin® 0
J - A e 0 0 1 0 0
—cosOsin® cosBsin® 0 cos’O-sin’@ 0O
Ty 0 0 0 0 cos6
.0 o 0 0 0 sin

ou sous forme contractée :

{0}123 S [7’]{0}.@:

[7] : est la matrice de changement de base des contraintes :

0 o
0 (o]
0 o,
0 7
-sinb (T,
cosf |1,

(A2.8)

(A2.9)

(A2.10)

(A2.11)

(A2.12)

(A2.13)
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A2.3 MATRICE DE CHANGEMENT DE BASE DES DEFORMATIONS

Le tenseur des déformations ayant un tableau des composantes semblable a celui des

contraintes
& &, £,
[el,. = €y 8, &, (A2.14)
£, 5, ¢

les relations de changement de base s’expriment sous la méme forme que celles du tenseur

des contraintes.

Tenons compte de la relation -

€, =2y, Lj=xY,z et i#j (A2.15)

I*expression (A2.8) rapportée au champ des déformations conduit a écrire :

er] [ cos?@ sin0 0 cos@sing 0 0 fe,
€, sin’ @ cos’® 0 -cosOsin® 0 0 €,
€,
JSJF g s 2 o'2 0 0 |Je. it
Y12 —=2¢0s0sin® 2cosOsin® 0 cos“ 0 ~-sin‘0 0 0 Y.\,f
Y2 0 0 0 0 cos® —sin6 ||y,
s |0 0 0 0 sin®  cos0 ||y,
ou sous forme contractée :
o =111}, (A2.17)

[7"] : est la matrice de changement de base des déformations.



ANNEXE 3

RELATIONS FONDAMENTALES
DES PLAQUES STRATIFIEES

A3.1 RELATIONS D’EQUILIBRE DYNAMIQUE

Soit () un domaine d’un milieu continu, de frontiére (S) (Figure A3.1). Les forces exercées

sur le domaine (D) sont de deux sortes :

1. les forces volumiques (forces de pesanteur, d’inertie, etc.), qui s’exercent dans tout le
volume, caractérisées par la densité de force f (M,t) par unité de volume. La force qui

s’exerce sur I’élément de volume dV entourant le point M est :

df (M,t)= f(M,t)dV (A3.1)

2. les forces surfaciques qui ne s’exercent que sur la frontiere (S) du domaine (). Elles sont
caractérisées par la densité de force (vecteur contrainte) 7 (M ,[) par unité¢ de surface. La

force qui s’exerce sur I’élément de surface dS entourant le point M s’écrit :

di (M ,t)=1(M,)dV (A3.2)
!
et At T
! /(D) ~ \3
‘ / <\M; /
3 ,'/ ’dV ,"/
| by )
o .,

Figure A3.1 Domaine d'un milieu continu
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L orientation du vecteur contrainte est prise positive de Iintérieur vers Iextérieur de
I’élément et correspond dans ce cas & une tension ou traction au point M. Dans le cas

contraire, s’exerce en M une compression.

Dans le cas ou le repére de référence (x.0.2) est un repére galiléen, la relation fondamentale de

la dynamique appliquée a I’élément entourant un point M s’écrit :

p(M,0)a" (M, t)dv = F(M,t)av + {(M,0)dS (A3.3)

ou :
p(M,1) est la masse volumique en M a ’instant 1.

a”'(M,r) estle vecteur accélération du point A, par rapport au repere (x,),z) a I’instant 7,

Etendue a ’ensemble du domaine (D), la relation fondamentale conduit 4 une équation de

résultante :

[ 0~ fav —L_TdS =0 (A3.4)
et une équation de moment en un point de référence, par exemple le point O :
fV(TA?A(pa—f”)dV-jSOT/fA?dS:b' (A3.5)

ou les intégrales sont étendues au volume V' du domaine et & la surface S de la frontiére.
Chaque équation conduit dans une base donnée a trois €quations scalaires. Par exemple, en
introduisant les composantes des différents vecteurs, I’équation de la résultante s’écrit pour la

direction ; :

J;_(/,f—pa,)dV+Lticz’.S‘ =0 (A3.6)

ou bien :

[.(fi=pa)av + | o,nds =0 (A3.7)
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————————— "7 dCS piaques stratifi

et conduit ici a -

P
J’s o,ndS = 2OV (A3.8)
J
La relation (A3.7) s’écrit donc :
0 2
J’,(f,—pa,+—ou.)dV=o (A3.9)
’ Ox,

Cette relation devant étre vérifiée pour toute partie du domaine (D) se réduit a :

/= paq, +io,j =0 (A3.10)
ox

/

L’exploitation de I’équation du moment conduit & la méme relation, appelée relation
fondamentale. Cette relation sous la forme (A3.10) est applicable aux cas de petites

déformations. La composante «, du vecteur accélération s’exprime en fonction de la

composante u, du vecteur déplacement suivant -

2, e T (A3.11)

acx ar*y Xz
+—2 4 +f.=pa,
ox oy oz
ot, oo, ot
<L G’+§’"_+fy=p a, (A3.12)
B -y B
ot,, e 00
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A3.2 RELATIONS FONDAMENTALES RELATIVES AUX RESULTANTES DE
MEMBRANE

L’intégration des deux premieres relations (A3, 12) suivant I’épaisseur du stratifié conduit aux

relations relatives aux résultantes de membrane :

M2 A M2 o h2 e e
B el ) | dz*_hf,{""’:_hf ba,ds (A3.13)
/2 hi/2
0o 0 ON
§ i ol iy 2 A3.14
_/;[2 ox ox _/;[2 3 Ox el ( )
S
/3/ A o ;
De méme - \ e 5
hi2 at 6N \?‘:«i :_-—f
i (A3.15)
-h/2 a.y a_y
hi/2
| 95&45=fn(ﬁ)‘rn(-ﬁ) (A3.16)
~h/2 a‘: 2 2

, h h : . e .
ou Tt (EJ et ru(— 5) sont les contraintes éventuelles de cisaillement exercées sur les faces

supérieure et inférieure du stratifié. Ces contraintes sont généralement nulles. Dans le cas ou il

sera nécessaire d’en tenir compte, nous les noterons :

h h
t"'(?): et Tu(— 5)= % (A3.17)
D’ou
hi2
L RN (A3.18)
~-h/2 <
En fin, nous posons
hi2
[fud==F, (A3.19)

~hi2
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au Chapitre 1 (relation 1.1),d’ou :

hi/2 hi2 2 2 2 h/2 2 hi2
4 A Ouy 0%, . 0N, 08,
J-f)a.\'d" " f p(x, y,-)(? t2 “]d- - fpa’z + J‘PZ

dz  (A3.20
-h ~h/2 612 atz ~h/2 i ~h/2 ( )
Soit :
hi2 2 2
0u 00
adz=p —L 4 pZ x A3.21]
,Jf g™ or’ ( )
€n posant :
hi2
p, = J’ pd-= (A3.22)
-h/2
la masse surfacique du stratifié ay point (x,y) :
et
hi2
R= j pzd= (A3.23)
~h/2
L’intégration de la premiére €quation (A3.12) conduit donc finalement 4 :
aN 7] 2
%-f- W+F;+tlx—r2x=psazo+R692X (A324)
ox dy ot ot
De méme, Iintégration de Ia deuxiéme équation (A3.12) conduit & :
ON, ON 0% FoRt)
—+—2 4 F 41 -1, = —L+ R—2Z A3.25
- TR R S A e or? ( )

ou 1, et 1, tiennent compte des contraintes éventuelles de cisaillement exercées sur les

faces :
h h
tyz(5)= T, r”(—i—)= T, (A3.26)
et
hi2
J' fd==F, (A3.27)

~h/2
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A3.3 RELATION FONDAMENTALE RELATIVE AUX RESULTANTES DE
CISAILLEMENT

L’intégration suivant I’épaisseur de la troisiéme équation (A3.12) s’écrit :

f ——d—+ j s j "'d*+hj'2fdz= jpa d-  (A3.28)

-h/2 h/2 ~hi/2 -h/2

nous avons :
hi2 a.t h/2 a )
j —= s =— j ‘,d-— 9, (A3.29)
-hi/2 -h/’
h/2
f ot W ° ) (A3.30)
-h/2 ézy é%r

jfc’—d_ -(ﬁj—o_(—ﬁ] (A3.31)
e "l T 3

. h h . . . 2
Les contraintes cz(EJ et c_.(— 3) apparaissent comme des forces de pression exercées sur

chaque face de la plaque. Nous notons leur différence :

qg(x,y)=q= c,(ﬁj - oz(— !1) (A3.32)
2 2
D’ou
h/2
[ Ll (A3.33)
-h/2 ia:
Enfin
h/2 2
[pa.dz =p, % (A3.34)

~-h/2
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— " JOndamentaies des

La combinaison des équations (A3.28) a (A3.34) conduit finalement 4 :

a 2
%*'&*"Q‘FF. =p3§4
x oy : or
€n posant :
h/2
[faz=F,
~h/2

A3.4 RELATIONS F ONDAMENTALES RELATIVES AUX MOMENTS

80

_M_“~__\_

(A3.35)

(A3.36)

Les relations fondamentales relatives aux moments sont obtenues en multipliant par = les deux

premicres équations (A3.12), puis en intégrant suivant I"épaisseur. Soit pour la premiére

équation :

aM hi2 h!2 hi2
aMx + X4 z&d; & I:f‘d- = Ip:axd:
ox @ -h/2 Oz ~hi/2 ~h/2

En intégrant par parties, nous avons :

hi2 hi2
ot h/2 h h) h ( hJ
FeBdeniz M - Tedz=—1_| = +=T.—=— (-0,
_;’[2 - [zt 100, -’_”:2 > (2 > 2 o

Soit :

Le second membre s’écrit -

hjzp:axdz = ”f pz(% + Z&sz = 62u0 J- pzdz + i j pz’dz

2
~h/2 ~h/2 a’

(A3.37)

(A3.38)

(A3.39)

(A3.40)
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soit

hi2 2 2

0“u 00
za,dz = R—2+ 1/ . A3.41

_,,f, f 3 a ¥ : )

en posant :
hi2
I,= [pz*dz (A3.42)

-h/2

/,, est le moment d’inertie par rapport au plan moyen (Oxy) de I’élément de plaque localisé

au point (x,y) et ayant des cotés unité :

La premiere relation des moments s’écrit donc :

é%&{ 2 2
%4- ”+£('cu+'c2)‘)+1’,,—Qx=R(3 l;°+1xya(z’
ax oy 2 ot o
en posant :
2
P.= (o
-h/2

De méme, la deuxiéme équation (A3.12) conduit a :

oM oM h
?’+ ax"y +-2—(t|y +1,)+ P, -0, =R—>+1

avec !

hi2

P,= [,

-h/2

o%v 0’0

y

& T e

(A3.43)

(A3.44)

(A3.45)

(A3.46)



A3.5 RESUME DES RELATIONS FONDAMENTALES

Les relations fondamentales des plaques sont donc constituées des expressions (A3.24),
(A3.25), (A3.35), (A3.43) et (A3.45). Soit en les regroupant :

avee

aN 2 2
%""’—2*'[}*'11: 12x=p:al;0 a—ezx
Ox oy ot ot
N, N 2 50
Lr— 2L F b, rzy_p,a—?m ‘.
oy Ox ot
a 2
B p, L% (A3.47)
ox oy i -
aM 2 2
e NI 41, 20
X
oM, oM_ 8% 0’0
ay’ + ax” +5(t,y +1,)+P, -0, =R 6!20 +1_w—at7’
(p,,,1_) =_[_’é(1,.~,:2)pd: (A3.48)
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