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RESUME  

     Dans cette thèse on a  caractérisé les contraintes résiduelles dues au chargement uni-

axial à basse température des tôles  en alliage d’aluminium présentant des fissures, et ceci 

représente le revêtement de l’avion en croisière, en utilisant différentes méthodes de 

contrôle non destructif comme les courants de Foucault (CF) et les ultrasons ; afin de 

déterminer son influence sur les paramètres de la mécanique de la rupture et les 

caractéristiques mécaniques du matériau. La modélisation des méthodes de contrôle, la 

contrainte résiduelle, le champ de contrainte à la pointe de la fissure, le champs  de 

températures et les paramètres de la mécanique de la rupture est faite par la méthode des 

éléments finis en utilisant plusieurs logiciels tel que Matlab, Gmesh, Labview et Comsol 

Multiphisics.   

                                                                                 ABSTRACT 

   In this thesis, we characterized the residual stress of the plates with different cracks made 

with aluminum alloy solicited at low temperature and this presents the skin of the airplane 

during the cruise by different methods of non destructive testing such as eddy current and 

ultrasonic control; in order to determine its influence on fracture parameters and the 

mechanical characteristics of the material. The modeling of the control, residual stress, 

temperature field and the stress field at the crack tip and the fracture mechanics parameters 

is made by the finite element method using several software like Gmesh, Matlab, Labview 

and Comsol Multiphysics.   

 ملخص

التي بھا شقوق والتي  تمثل في الواقع بطانة   الألمنیوم بائكلس الإجھادقمنا بتمییز  الأطروحةھذه في      

فة من الاختبارات الغیر المتلفة مثل  تیارات فوكلت الموجات لمخت بأسالیبوذلك  خلال الرحلة الطائرات

معادلات التصمیم لطرق  .المواد خصائصالكسر و  میكانیكامن اجل قیاس عوامل  وتیةص الفوق

 میكانیكا المیكانیكي في قمة الشق و ممیزات الإجھادمجال ,راري حال الإجھاد ,الاختبارات الغیر المتلفة

لاب  , جماش ,ب طلااالمنتھیة باستعمال العدید من البرامج مثل م الكسر تتم باستخدام طریقة العناصر

                                                                                                                   .و كمصول میلتي فیزیكسفیو 
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INTRODUCTION 

 

 

 

       Le CND a pour objectif de vérifier l’intégrité d’une pièce sans l’endommager en 

détectant les défauts soit de surface ou internes présents dans celui-ci. Les procédés 

non destructifs employés de nos jours en contrôles industriel (aéronautique, 

nucléaire, automobile,…) sont assez nombreux à fin de garantir la sureté de 

fonctionnent des systèmes critique. Le choix d’une méthode est conditionné par 

plusieurs paramètres : la nature du matériau (propriétés physiques), la forme de la 

pièce à contrôler, l’information cherchée (détection de défauts, mesure 

d’épaisseur…), l’environnement du contrôle et des contraintes économiques.  

      La mécanique de la rupture est l’étude du comportent mécanique d’un 

matériau en présences d’une fissure macroscopique. Cela revient à déterminer 

le champ des contraintes et déformation au voisinage de la fissure. La difficulté 

d’une telle étude réside de la prise en compte de la singularité introduite par la 

pointe de la fissure. 

      Les contraintes résiduelles peuvent être définies comme étant des tensions et 

compressions qui existent dans le matériau suite à un procédé de fabrication et /ou 

de transformation sans application de forces externes ou des gradients thermiques. 

Les contraintes résiduelles proviennent des procédés de fabrication (la trempe, 

usinage, soudage…). Elles influent sur la durée de vie des composants mécaniques 

en accélérant ou en retardant l’apparition des fissures ou des déformations, donc ils 

n’ont un effet négatif sur le comportement mécanique du matériau. Elles peuvent être 

bénéfiques pour les structures, lorsque les contraintes de compression en surface 

sont générées, pour augmenter leur durée de vie en fatigue. Il est très important de 

connaître l'ampleur et la répartition des contraintes résiduelles depuis le 

comportement mécanique du matériau est affecté quand ils sont présents. La 

contrainte résiduelle peut être considérée comme une contrainte moyenne 

superposée qui modifie localement la charge globale. En outre, son introduction peut 
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modifier la réponse des matériaux au chargement. Indépendamment de leur nature, 

de grandes contraintes résiduelles peuvent causer une instabilité dimensionnelle par 

des phénomènes comme le fluage, la fatigue et la fissuration par corrosion sous 

tension. 

     L’objectif de ce travail est de caractériser les contraintes résiduelles dues au 

chargement uni-axial à basse température des tôles en alliage d’aluminium avec des 

fissures qui représentent le revêtement de l’avion, par différentes méthodes de 

contrôle non destructif comme les courants de Foucault et les ultrasons a fin de 

déterminer son influence sur les paramètres de la mécanique de la rupture et les 

caractéristiques mécanique du matériau.  

 

Ce mémoire s’articule autour de six chapitres : 

 

  Le premier chapitre vise à décrire une synthèse théorique sur les  méthodes de 

CND couramment utilisées aujourd’hui en présentant les principales techniques de 

CND utilisées en mettant l’accent sur les types de défaut détectés,  les avantages et 

les  inconvénients de chaque méthode. 

 

  Le deuxième chapitre présente la modélisation et les méthodes numériques les 

plus utilisées pour la détermination des contraintes d’une pièce fissurée. Nous 

introduirons les notions locales et globales de la mécanique de la rupture qui 

nous amèneront à déterminer les différentes méthodes numériques utilisées 

pour le calcul du facteur d’intensité de contrainte et le taux de restitution 

d’énergie aussi bien la modélisation des contraintes résiduelles thermique en 

citant les différents types de ces contraintes résiduelles et les différentes 

techniques de CND pour les caractériser.   

 

  Le troisième chapitre illustre les lois fondamentales de l’électromagnétisme et la 

formulation en potentiel A-V .Il expose aussi le modèle mathématique du 

thermique par induction et les différents modes de couplage du modèle 

magnétothermique et la résolution numérique par la méthode des éléments finis.   

Ce chapitre apporte aussi la modélisation ultrasonore pour la détermination des 

contraintes résiduelles thermomécaniques. 
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     Le quatrième chapitre décrit les propriétés chimiques et physiques des alliages 

d’aluminium, ensuite il présente toutes les étapes nécessaires pour le contrôle par 

courant de Foucault et les ultrasons en décrivant tout les appareils utilisés pour le 

contrôle et la caractérisation du matériau ainsi que la cryogénie, en commençant par 

la préparation des échantillons avec différents types de fissures. 

 

    Le cinquième chapitre est consacré à la présentation et interprétations des 

résultats numériques et expérimentales. Pour la partie numérique, on a déterminé le 

champ de contraintes au voisinage de la fissure à température ambiante  avec et 

sans contrainte résiduelle par la méthode des éléments finis. Concernant la partie 

expérimentale on a caractérisé les contraintes par différentes méthodes de contrôle 

non destructif  tel que les courants de Foucault et les ultrasons ainsi que la 

caractérisation mécanique  tel que la dureté, la traction et la résilience. 

 

    A la fin ce modeste travail se termine par une conclusion générale et des 

perspectives. 
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CHAPITRE I 

SYNTHESE BIBLIOGRAPHIQUE SUR LES  METHODES 
DE CND  

 

 

 

     Ce chapitre vise à décrire l’état de l’are des méthodes de CND couramment 

utilisées aujourd’hui précisons que la modélisation mathématique et la résolution 

numérique du contrôle par courants de Foucault et ultrason sont traitées dans le 

chapitre 3. 

Le CND a pour objectif de vérifier l’intégrité d’une pièce sans l’endommager en 

détectant les défauts  soit de surface ou internes présents dans celui- ci. 

Les défauts de surfaces sont observables en surface du matériau. On distingue deux 

types : les défauts ponctuels et les défauts d’aspects. Les défauts ponctuels (fissure, 

criques, piqure) sont les plus nocifs, car ils peuvent provoquer la rupture de la pièce 

en favorisant l’amorçage des fissures de fatigue. Et les défauts d’aspects sont des 

variations locales des paramètres géométriques ou physiques (rugosité, les joins de 

grain, taches). Les défauts internes désignent des hétérogénéités dans le volume du 

corps à contrôler. 

Les procédés non destructifs employés de nos jours en contrôles industriel 

(aéronautique, nucléaire, automobile,…) sont assez nombreux à fin de garantir la 

sureté de fonctionnent des systèmes critique; et dans ce chapitre ,on présente les 

principales technique de CND utilisées en mettant l’accent sur les types de défaut 

détectés et les avantages et inconvénients de chaque méthode. Le choix d’une 

méthode est conditionné par plusieurs paramètres: la nature du matériau (propriétés 

physiques), la forme de la pièce à contrôler, l’information cherchée (détection de 

défauts, mesure d’épaisseur…), l’environnement du contrôle et des contraintes 

économiques.  
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I. Les méthodes optiques de CND  

I.1.  Les méthodes visuelles: les examens : visuels, endoscopique et télévisuel 

L’examen visuel est le plus ancien, le plus simple et le plus utilisé des contrôles non 

destructif. C’est aussi le point de départ et final de la majorité des autres procédés 

non destructif. Il permet la détection des défauts de surface dans tous types des 

matériaux. Toutefois, il ne permet pas de déterminer l’extension en profondeur des 

défauts. 

L’examen visuel, permet de guider l’opération dans la définition d’une autre 

technique: direction de magnétisation en magnétoscopie, chois  de l’angle de tire en 

radiologie,…ect. 

L’examen visuel direct des pièces permet de détecter les défauts débouchants en 

surfaces ainsi que les dégradations par les conditions de service ou 

d’environnement. 

Pour l’examen visuel indirect est éventuellement aidé par un dispositif de type 

endoscopique ou télévisuel [1]. 

L’endoscope est un appareil permettant d’observer les surfaces non directement 

accessibles à l’œil telles que les parois d’un tube ou d’une cavité. Et les cameras 

numériques de télévision permet une observation en distance. 

I.2. Le ressuage  

Cette méthode est très ancienne, permet de détecter les défauts débouchant  de 

surfaces très fins dans un contraste coloré ou fluorescent et qui est applicable pour 

tous les matériaux non poreux à condition qu’ils ne réagissent pas chimiquement 

avec le pénétrant. Ce contrôle  et utilisé dans toutes les industries mécaniques et 

plus particulièrement dans l’automobile et l’aéronautique. Son principe est simple qui 

se déroule en plusieurs étapes : la première consiste à nettoyer la pièce à contrôler 

.Un liquide coloré ou fluorescent dit pénétrant est ensuite appliqué sur la surface de 

la pièce. Il  va s’infiltrer à l’intérieure des anomalies. L’excès du pénétrant  est ensuite 

éliminé par un lavage adapté. La surface est alors recouverte d’une fine couche de 

révélateur qui absorbe le pénétrant contenu dans les anomalies permettant de la 

localiser.  
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Le contrôle par ressuage reste limité car les défauts non débouchant ne peuvent pas 

être vus, il n’apporte pas une information fiable sur le volume du défaut car les 

taches colorées obtenues dépendent du temps de pénétration, du pénétrant et du 

temps de la révélation ; donc il ne permet pas un dimensionnement des défauts 

débouchant. Ainsi le procédé lui même est relativement lent [2]. 

 

Figure1.1: principe du ressuage [2] 

I.3. La magnétoscopie 

C’est une technique qui révèle les défauts débouchant ou sous-cutané (jusqu’à 5mm 

de la surface).Toutefois elle ne s’applique qu’aux matériaux ferromagnétique et qui 

est utilisée en aéronautique, en mécanique et en chaudronnerie |3], [4], [5] . 

L’examen par magnétoscopie consiste à soumettre la pièce à un champ magnétique 

continu ou alternatif. La magnétoscopie exploite le faite qu’une discontinuité voisine 

de la surface provoque une distorsion des lignes de champ magnétique, on dit qu’il 

y’a création de fuites magnétiques. Si une poudre magnétique contenant des 

traceurs magnétiques (oxyde de fer) est projetée à la surface c’est reparti d’une 

façon homogène, alors la pièce est saine. Mais lorsque un défaut est présent dans la 

pièce, l’orientation du flux de l’induction magnétique est modifiée localement et son 

intensité est maximale lorsque les lignes de champ magnétique sont perpendiculaire 

au défaut. Elle apparait alors une concentration de particules magnétiques qui révèle 

la présence du défaut. 

L’observation de la poudre magnétique est effectuée en lumière blanche avec des 

traceurs colorés ou en lumière ultraviolette avec des traceurs fluorescents. 
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On utilise deux techniques  d’aimantation selon la forme de la pièce et l’orientation 

des défauts : 

 L’aimantation par passage de flux magnétique : cette technique entraine une 

aimantation longitudinale par rapport à l’axe de la pièce. Ce champ sera 

perturbé par les défauts transversaux.   

 L’aimantation par passage du courant : cette technique consiste à transmettre 

à la pièce un courant qui crée un champ magnétique transversal à l’axe de la 

pièce. Ce champ sera perturbé par les défauts longitudinaux.   

Pour  garantir la reproductibilité de l’examen, il est nécessaire de démagnétiser la 

pièce après le contrôle. 

 

                                 Figure 1.2: Principe de la magnétoscopie [4] 

I.4. La radiographie et la tomographie 

La radiographie [4] est une méthode permet de détecter rapidement les défauts 

débouchant et internes dans des pièces de fortes épaisseurs, pratiquement tous les 

matériaux peuvent être contrôlé par cette méthode et dans tous les industries et 

l’essor de cette dernière du au progrès de l’informatique et à l’augmentation des 

capacités de traitement.   

  La méthode met à profit l’absorption par la matière des rayonnements 

électromagnétiques ionisants. L’examen d’un objet par radiologie consiste à le faire 

traverser par un rayonnement électromagnétique de très courte longueur d’onde 

(rayon ܺ ou ߛ ) et à visualiser le rayonnement résiduel non absorbé sur un récepteur 

approprié. On parlera de radiographie ܺsi la longueur d’onde du rayon ܺ est  

comprise entre 10ିଵଶ݉ et 10ି଼݉ ou de gammagraphie si la longueur d’onde du 

rayon ߛ est inferieure à 10ିଵଶ݉. 
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Pour avoir des informations sur la localisation en profondeur du défaut, il faut réaliser 

plusieurs clichés sous des angles de tir différents, ce qui n’est pas toujours possible, 

Un autre moyen est la tomographie industriel [4] qui est la méthode la plus récente 

appliquée dans le domaine industrielle; son principe consiste à reconstruire une 

coupe de la pièce par des algorithmes complexes à partir d’une succession 

d’acquisition suivant des angles différents. La répétition de ce processus permet 

selon différents hauteur de tir permet d’avoir une image 3ܦ virtuelle complète de 

l’objet. 

 

 

                                           Figure 1.3: Principe de la radiographie[4] 

 

 

Figure 1.4: a)Principe de  tomographie, b) image tomographique 3ܦ d’une retassure 

[6] 
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 Parmi les inconvénients de cette méthode, l’effet nocifs sur l’organisme humain, la 

sensibilité de détection quand le défaut est en parallèle à l’axe du tir ce qu’il faut 

plusieurs clichés sous des angles de tir différents, et ces méthodes induisent des 

couts de fonctionnements très élevés (prix des sources de rayonnement, entretien du 

matériel…). 

I.5. La thermographie infrarouge  

C’est une méthode permet de détecter rapidement les défauts débouchant en 

surface et sous-cutanés dans une grande variété de matériaux métalliques ou 

composites (pour le contrôle de délaminage et décollement…) de faible épaisseur et 

de géométrie relativement simple [7]. 

La thermographie est utilisée notamment dans le secteur de l’automobile et de 

l’aéronautique. 

Cette méthode se repose sur  l’étude de la diffusion de la chaleur sur la pièce à 

contrôler, et cela se fait par l’application d’une source de chaleur (faisceau laser, air 

chaud, ultrasons ou de courant de Foucault) sur la cible. Et d’après la distribution de 

la température, rendue visible par une camera infrarouge couplée à un ordinateur en 

enregistrant les rayonnements infrarouges (onde de chaleur) émis par la pièce 

contrôlée, les défauts pouvant être détectés [8]. 

Une distinction est faite entre la thermographie passive qui résulte de la simple 

observation des gradients thermiques sur une pièce, et la thermographie active 

lorsqu’une perturbation thermique a été volontairement générée pour le contrôle (par 

une source de chaleur) .la présence d’une discontinuité dans la pièce perturbe le flux 

thermique et qui se traduise par un écart de température sur l’image thermique 

appelé  contraste thermique. La  mesure de ce contraste lorsqu’il est maximum 

renseigne sur la nature et la profondeur du défaut.   
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Figure 1.5: Schémas de deus dispositifs de thermographie active :a)avec excitation 

par ultrason, b) avec excitation par courant de Foucault [9]. 

I.6. L’interférométrie holographique 

C’est une méthode de contrôle qui permet de détecter les défauts de surface et 

internes des pièces métalliques et surtout utiliser pour le contrôle des matériaux 

composites dans l’industrie aéronautique notamment [10]. 

Cette méthode est un procédé de photographie en trois dimensions qui utilise les 

propriétés de la lumière cohérente issue des lasers. C’est une technique consiste à 

enregistrer sur un support photographique le champ d’interférence entre la lumière 

diffusée par l’objet éclairé  par la lumière cohérente d’un laser et d’une onde de 

référence provenant directement du même laser, on obtient ainsi un hologramme. 

Lors de la restitution de l’image holographique, l’hologramme est éclairé par l’onde 

de référence et il agie comme un réseau de diffraction pour former l’image de l’objet 

initiale et qui permet de mettre en évidence des irrégularités particulières dans les 

réseaux de franges indiquant les défauts.  

Cette technique présente l’avantage d’avoir des très bonnes résolutions spatiales 

même très inferieurs au micron. Mais  elle possède un  inconvénient majeur qui 

réside dans l’utilisation des milieux photosensibles nécessitent des lasers pulsés de 

forte énergie  demandant un temps de traitement prohibitif pour de nombreuse 

applications. Ceci explique le développement de l’holographie numérique permettent 

l’utilisation des milieux d’enregistrement effaçable électroniquement de type CCD.   
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Figure 1.6: principe de l’holographie :a)enregistrement d’un hologramme, b) 

restitution d’une virtuelle de l’objet [10]. 

I.7. l’interférométrie de speckle 

Contrairement à l’holographie classique, l’interférométrie de speckle permet 

l’utilisation des cameras CCD (Charge Coupled Device) permet d’exploiter 

directement les franges d’interférence en calculant et visualisant le champ des 

déplacements d’un objet diffusant. 

Le principe de l’interférométrie de speckle consiste à détecter les variations 

d’intensité et de la phase du speckle (granularité laser) [11] avant et après 

déformation de l’objet. Pour cela on éclaire au laser la pièce à contrôler et on 

réceptionne la lumière à l’aide d’un interféromètre, cette première image va être 

gardée en mémoire. On applique en suite une contrainte sur le matériau et on réalise 

la seconde image; la comparaison des deux images permet d’identifier la présence 

d’un défaut en temps réel. 

On distingue deux types d’interférométrie : la TV holographie  est utilisée pour 

l’analyse vibratoire et la shearographie est utilisée en contrôle des pièces en 

matériaux composites en domaine d’aéronautique.     
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Figure 1.7: Principe de la shearographie: a)visualisation des défauts d’un matériau, 

b) composite (structure sandwich nid d’abeille) [12] 

II. Les méthodes acoustiques de CND 

II.1. L’émission acoustique 

Le principe de l’émission acoustique consiste à utiliser la propagation des ondes 

élastiques dans les matériaux. Lorsque le matériau se déforme sous l’action d’une 

contrainte extérieure, il se crée des ondes élastiques qui se propagent dans le 

matériau en fonction de ses propriétés acoustiques et  géométriques ainsi les 

capteurs. En examinant les signaux, on pourra localiser les défauts [13]. 

Le contrôle par émission acoustique permet un suivi en temps réel 

l’endommagement surfacique et interne, toutefois l’interprétation des signaux parfois 

reste délicate. 

 

Figure  1.8: Principe de l’émission acoustique[13] 
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II.2. L’analyse vibratoire 

 C’est une méthode simple qui s’applique à tous les matériaux, qui consiste à 

analyser les oscillations mécaniques autour d’une position de référence à l’aide d’un 

ou plusieurs capteurs. Cette méthode comporte trois étapes : 

II.2.1. Enregistrement du signal  

Les vibrations sont caractérisées par trois grandeurs physiques qui sont liées : le 

déplacement, la vitesse et l’accélération, ces grandeurs  se dépond du chois du  

capteur utilisé. 

II.2.2. Traitement du système  

Le signale enregistré permet de donner l’information contenue dans la vibration en 

analysant les descripteurs caractérisant sa représentation temporelle, fréquentielle 

ou bien la représentation temps-fréquence.  

Bien que cette méthode est simple et s’applique pour large gamme des matériaux, 

elle reste purement qualitative qui ne donne pas des informations sur la localisation 

et la taille des défauts et l’interprétation des signaux parfois reste délicate. 

 

Figure 1.9: Analyse du son émis par une poutre en bois[14] 

II.3. Contrôle par courants de Foucault  

Le contrôle non destructif par courant de Foucault [4]  est employer pour inspecter 

des objets conducteurs d’électricité et qui s’applique dans différents domaines 
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industriels : aéronautique, l’industrie pétrolière et nucléaire. Le phénomène 

d’induction électromagnétique découvert par Faraday 1831 consiste que tout 

matériau conducteur placé dans un champ magnétique variable est le siège d’une 

force électromagnétique d’induction, cette force donne naissance à des courants 

électriques appelés courant de Foucault par hommage au savant Jean Bernard Léon 

Foucault, désignés dans le monde anglo–saxon par eddy current (courants 

tourbillonnaires). 

II.3.1. Principe du contrôle par CF 

Le principe consiste à créer dans la pièce à contrôler des courants induits par un 

champs magnétique variable dans le temps au moyen d’un capteur (bobine). Ces 

courants circulent localement dans le matériau dont leur répartitions dépendent de la 

géométrie, la conductivité électrique et la perméabilité magnétique de la structure 

examinée et qui vont créer à leur tour un champ magnétique qui va s’opposer au 

champ initiale d’excitation (loi de Lenz) en modifiant l’impédance de la bobine [15]. 

La présence d’une discontinuité dans la pièce contrôlée perturbe la circulation des 

courants de Foucault . Ceci entraine une variation d’impédance de l’ensemble 

capteur-pièce. Donc le contrôle par courant de Foucault consiste à interpréter les 

variations en amplitude et en phase de l’impédance. 

 

Figure 1.10: Principe de génération des courants de Foucault [4] 
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II.3.2. Principe physique du contrôle par CF 

L’alimentation de la bobine du capteur par un courant variable dans le temps crée un 

champ d’excitation variable sous la loi  de Maxwell-Ampère. Toute pièce conductrice 

baignant dans ce champ sera le siège des courants induits: les courants de Foucault 

selon la loi de Maxwell-Faraday et loi d’ohm. Ces courants produisent à leur tour un 

champ opposant au champ qui leur à donné naissance (loi de Lenz), le champ 

résultant modifiera l’impédance du capteur [16],[17],[18]. 

II.3.3. Le phénomène de peau 

L’intensité des courants de Foucault dans un matériau conducteur  caractérisé par 

une conductivité électrique ߪ et une perméabilité magnétique ߤ diminue avec la 

profondeur du matériau. En effet le champ électromagnétique décroit d’une manière 

exponentielle suivant la profondeur de la pièce. Cette décroissance est caractérisée 

par la profondeur de peau conventionnelle ߜ donnée par : 

ߜ                                                        = ଵ

ටగ௙ఓഥబఓೝఙ
       

Si on considère une pièce plane d’épaisseur infinie, excitée par un courant extérieur 

de fréquence ݂  parallèle au plan, le module de la densité de courant dans la pièce 

est : 

(ܼ)ܬ =   ௦݁ି௓/ఋܬ

 

Figure 1.11: Répartition des courants de Foucault dans une pièce en fonction de 
la profondeur [19] 

 

(1.1) 

(1.2) 
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L’affaiblissement très rapide du champ électromagnétique dans des matériaux 

conducteurs explique pourquoi le contrôle par courant de Foucauld convient à la 

caractérisation des pièces minces et la détection des défauts situé prés de la surface 

de la pièce. Ceci explique que les fréquences utilisées sont variables en fonction des 

applications. Alors pour la détection des défauts internes, on utilise des fréquences 

élevées au contraire pour le contrôle de qualité des produits ferromagnétiques, on 

utilise des fréquences très basses.  

La plage générale d’utilisation des CF se situe entre 10ݖܪ et 10ݖܪܯ .En effet, pour 

une fréquence trop basse, l’amplitude des CF sera faible, et une fréquence trop 

élevée fait apparaitre des phénomènes des résonnances et tendent à court-circuiter 

le circuit inductif. 

 

Figure 12 : La variation de la profondeur de peau conventionnelle ߜ en fonction de 
la   fréquence pour différents matériaux [20] 

 

II.3.4. Les avantages de la technique 

 Rapidité du balayage et de détection. 

 Aucune préparation de la surface de contrôle 

 Permet la détection des défauts débouchant ou faiblement enfouis dans tous 

matériaux conducteurs. 

 Contrôle non polluant. 

 La transportabilité. 

 Peut fonctionner sur une large plage de température. 
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II.3.5. Limite du contrôle par CF 

 Il ne s’applique qu’à des matériaux électriquement conducteurs 

 Il n’est pas adapté pour détecter des défauts à fortes profondeurs 

 L’interprétation des signaux est souvent complexe 

II.3.6. Objective du contrôle par CF 

La technique du contrôle par CF est  utilisée pour accomplir plusieurs taches. Du fait 

que l’impédance du système Capteur/pièce est fonction des différentes 

caractéristiques électromagnétiques et géométriques et de l’état de santé de la 

pièce. 

 Caractérisation géométrique 

 Mesure de l’entrefer 

 Mesure de l’épaisseur 

 Caractérisation électromagnétique 

 Mesure de la conductivité  

 Mesure de la perméabilité 

 Caractérisation des défauts 

 Détection des défauts 

 Position des défauts 

 Taille des défauts 

 Forme des défauts 

II.3.7. Diagramme de fonctionnement  

Les sondes à courants de Foucault sont des bobines caractérisées électriquement 

par une résistance ܴqui englobe les pertes internes du bobine d’excitation et les 

pertes des courants de Foucault dues à la pénétration du champ dans la cible et par 

une réactance ܺ du bobinage liée à la topologie des lignes de champ magnétique 

émise par le capteur. 

                                                      ܼ̅ = ܴ + ݆ܺ      

Donc il est possible de représenter la fonction d’une sonde à courant de Foucault par 

un point du plan complexe (ܴ, ܺ) appelé le plan d’impédance. 

(1.3) 
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Pour ne conserver dans l’expression de l’impédance que des variations dues à la 

présence de la cible, on introduit la notion d’impédance normalisée [66]. 

ܼ௡ = ܴ௡ + ݆ܺ௡ = (ܼ̅ − ܴ଴)/ܺ଴ 

Avec : 

   ܼ଴തതത = ܴ଴ + ݆ܺ଴  est l’impédance à vide du capteur (sans cible). 

Donc, en procédant cette normalisation, la mesure dépend uniquement des 

paramètres de structure, la fréquence d’excitation ݂, la géométrie du capteur, les 

paramètres de la cible (ߪത,  et la distance capteur/cible. Elle devient indépendante (ߤ

des caractéristiques propres de la bobine. 

 

Figure 1.13: a)plan d’impédance non-normalisée, b) plan d’impédance normalisée                        

[21] 

Pour un capteur donnée, toute variation de conductivité électrique, de perméabilité 

magnétique ou de distance de mesure, induit un déplacement du point représentatif 

de ܼ௡dans le plan d’impédance normalisée. 

(1.4) 



38 
 

 
 

 

Figure 1.14: L’influence de ߤ̅,ߪ et ℎ sur le diagramme d’impédance normalisé [21]. 

II.3.8. Principaux paramètres influant sur le contrôle 

Les principaux paramètres influant sur le contrôle se résument en : 

II.3.8.1. Paramètres liés au matériau à sonder 

Ces paramètres sont la conductivité électrique ߪ, la perméabilité magnétique ߤ et 

aussi sa forme géométrique. Les variations de ces paramètres ont des causes 

diverses parmi eux, la présence des contraintes résiduelles. 

II.3.8.2 Paramètres liés au montage 

C’est le couplage entre les bobines et le matériau, donc il s’agit du coefficient du 

remplissage ou bien du lift-off qui est la distance entre la sonde et la surface à 

contrôler. 

Les variations de position du capteur-cible sont dues aux variations de la géométrie 

de la surface provoquant des fluctuations d’impédance.  

II.3.8.3. Paramètres électriques 

C’est la fréquence d’excitation de la bobine. L’intensité de magnétisation alternative, 

liée à l’intensité électrique envoyée dans la bobine n’est pas un facteur déterminant 

du contrôle.  
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II.3.9. Différentes technologies des capteurs inductifs  

La technologie des capteurs  est dictée par la pièce à contrôler. Alors pour des cibles 

purement conductrice qui génère des courants de Foucault, on parle des capteurs a 

courant de Foucauld CCF mais pour des cibles magnétiques non conductrices qui 

modifie les lignes du champ du capteur qui sont attirées par la pièce, on parle du 

capteur magnétique CM.  

 

Figure 1.15: Différentes technologie des capteurs inductifs [4] 

II.3.10. Différents modes d’excitation 

Le mode d’excitation est un paramètres très important pour avoir des bons 

informations sur la cible à inspecter. On distingue : 

II.3 .10.1. Excitations mono fréquence 

Les courants induits sont obtenues par une excitation sinusoïdale de fréquence fixe, 

elle est limitée car elle caractérise difficilement les défauts. Elle devra située dans 

une gamme raisonnable : 

 Pour une fréquence très basse, l’amplitude sera très faible et la précision de 

mesure est insuffisante à cause du bruit. 

 Une fréquence très élevée fait apparaitre des phénomènes capacitifs 

parasites 

II.3.10.2. Excitations multifréquence 

C’est l’excitation la plus utilisée dans le contrôle par CF et peut être réalisée soit : 
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 En séquence : fréquence par fréquence en utilisant un dispositif de mesure 

mono fréquence. 

 Simultanément : les fréquences sont générées simultanément et ca nécessite 

un dispositif de mesure compliqué. 

II.3.10.3.Excitations pulsée 

Cette méthode présente une alternative à l’excitation multifréquence qui consiste à 

émettre un champ magnétique large bande, en excitant le capteur avec un signal 

impulsionnel. 

La forme des signaux d’alimentation peut être rectangulaire, triangulaire ou semi-

sinusoïdale, et cette dernière étant la plus utilisée en raison de sa simplicité. 

II.3.11. Différents types des capteurs 

La classification des capteurs se diffère selon la géométrie, la fonction et le mode de 

contrôle : 

II.3.11.1. Classification des capteurs selon la géométrie  

II.3.11.1.1.Capteur a bobine encerclante 

C’est un capteur dont la bobine entoure la pièce à contrôler, il est utilisé surtout pour 

le control des tubes et les barres de faible section [22]. 

 

Figure 1.16: Bobine encerclante [23] 

II.3.11.1.2.Capteur a sonde interne 

C’est un capteur destiné pour le mesure d’une pièce creuse dont la bobine entoure 

l’axe de translation. 
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                             Figure 1.17: Bobine interne glissante avec noyau [23] 

II.3.11.1.3.Capteur à sonde ponctuelle 

C’est un capteur utilisé pour le contrôle local  des pièces à des endroits bien précis 

dont l’axe du capteur est perpendiculaire à la surface de la pièce à contrôler.  

 

Figure 1.18: Bobine simple avec noyau [23] 

II.3.11.1.4.Capteur à bobine plate 

C’est un capteur destiné pour contrôler localement les surfaces des pièces. 

 

Figure  1.19: Bobine plate [23] 
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II.3.11.1.5.Capteur à sonde interne tournante 

C’est un capteur tourne autour de l’axe de translation qui permet la détection des 

défauts sur les surfaces internes des pièces creuses cylindriques .Ce capteur résulte 

un champ magnétique perpendiculaire à l’axe de la pièce à contrôler. 

 

Figure 1. 20: Capteur interne tournant [23] 

II.3.11.2. Classification des capteurs selon la fonction 

Le capteur assure deux fonctions : la fonction d’alimentation et la fonction de 

mesure. Si les deux fonctions sont assurées par un seul enroulement, on parle du 

capteur à double fonction sinon il s’agit d’un capteur à fonction séparées 

II.3.11.2.1.Capteur à double fonctions  

C’est un capteur qui assure les deux fonctions l’émission et la réception, le contrôle 

se fait par la mesure de l’impédance ou de la variation de l’impédance. 

 

Figure 1.21: Capteur à double fonctions [23] 
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II.3.11.2.2.Capteur à fonctions séparées  

C’est un capteur muni de deux enroulements, le primaire est conçut spécialement 

pour créer les courants induits et le secondaire servira uniquement pour la mesure. 

Parmi les avantages de ce capteur est que la conception de la bobine est optimisée 

de telle manière à adapter sa taille à la taille des défauts [22]. 

 

Figure 1.22: Capteur à fonctions séparées [23] 

II.3.11.3. Classification des capteurs selon le mode de contrôle  

On distingue deux modes de contrôle: mode absolu et mode différentiel : 

II.3.11.3.1. Mode absolu 

Ce mode utilise un capteur a double fonction et en présence d’un défaut, l’amplitude 

du signal se modifie .Parmi les inconvénients de ce mode est la sensibilité à la 

variation de la température.  

 

Figure 1. 23: Mode absolu [23] 

Et pour réduire l’effet de la variation de température, le mode absolu compensé est le 

mieux adapté. 
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Figure 1. 24: sonde absolue en mode compensé [23] 

II.3.11.3.2. Mode différentiel  

C’est une comparaison entre la mesure d’impédance de deux capteurs absolus dont 

les flux sont opposés. En effet, dans le cas d’une pièce saine, l’impédance 

différentielle est nulle, par contre cette dernière se modifie si elle présente un défaut.  

 

Figure 1.25: Mode différentiel [23] 

II.3.12. Caractéristiques géométriques du matériau à contrôler 

Tout déplacement de la sonde provoque une variation du coefficient de remplissage 

et du lift-off. Ces variations masquent les indications sur les caractéristiques des 

défauts. Donc il est important de connaitre les paramètres géométriques 

[24] ,[25] ,[26] ,[27].  
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Figure 1.26: Définition des paramètres géométriques [26] 

II.3.13. Caractéristiques électromagnétiques du matériau à contrôler  

La variation de conductivité électrique et la perméabilité magnétique modifie 

l’amplitude du signal fondamental. L’induction magnétique et proportionnelle la 

perméabilité magnétique d’un matériau, donc l’inductance résultante augmente ce 

qui rend l’épaisseur de peau très faible [24], [25], [26]. 

II.3.14.Eléments perturbateurs  

Dans le domaine de Contrôle non destructif par courant de Foucault, le seul élément 

perturbateur est la température, car la perméabilité magnétique et la conductivité 

électrique varient avec la température. 

II.4.Le contrôle par ultrasons 

II.4.1 Principe su contrôle 

Les ultrasons sont des vibrations mécaniques qui se propagent dans tout support 

matériel (solide, liquide ou gaz) ayant une fréquence oscillatoire supérieure à 

 .qui sont produites par effet piézoélectrique à l’aide des transducteurs ݖܪܭ20

Le principe du contrôle par ultrasons consiste à émettre une onde ultrasonore qui se 

propage dans la pièce à contrôler et se réfléchie sur les obstacles qu’elle rencontre. 

A l’émission, le transducteur génère une onde ultrasonore à l’aide des 

piézoélectriques, et à la réception de l’onde, le transducteur convertit l’énergie 

mécanique perturbée en signal électrique. 
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Lorsque l’émission et la réception sont réalisées par le même transducteur, le 

contrôle appelé « émission-réception »et lorsque la réception est effectuée par un 

autre capteur, on lui donne le nom de « contrôle avec émission-réception 

séparée ».Les échos sont analysée sur un écran ou traités dans une chaine de 

mesure. Le signal est maximal lorsque le défaut est perpendiculaire aux ondes 

émises.  

 

 Figure 1. 27: Principe du contrôle par ultrasons [28] 

II.4.2. Les différentes techniques mises en œuvre 

Les ultrasons aux fréquences utilisées (de 1 à 10ݖܪܯ), à l’interface aire/solide il 

y’aura une très mauvaise transmission et les ondes seront fortement très atténués. 

Pour assurer le passage des ultrasons entre le transducteur et la pièce à contrôler, il 

faut placer entre les deux un milieu dit le couplant qui diminue le phénomène de 

rupture d’impédance et pour garder la propagation d’énergie transmise  constante 

lorsque le transducteur se déplace. Pour assurer ce couplage, il existe deux 

techniques : contrôle par contact et contrôle par immersion.  

II.4.2.1. Contrôle par contact  

C’est un contrôle ou le transducteur est placé directement sur la pièce à contrôler 

dont le couplant est l’huile ou des gels spéciaux. Cette technique est surtout utilisée 

lors du contrôle manuel qui nécessite un seul transducteur. 

II.4.2.2. Contrôle par immersion 

C’est le contrôle ou la pièce à inspecter est immergée complètement dans l’eau pour 

analyser une grande partie de celle-ci. Les transducteurs ne sont pas située au 

contact de la pièce mais sont fixés à l’extrémité d’un bras manipulateur permettant la 



47 
 

 
 

translation verticale et des rotations suivant plusieurs axes, et ainsi on peut le 

positionner comme on le désire [29].  

 

                                Figure 1. 28: Principe du control par immersion [30] 

II.4.3. Les méthodes d’examen  

Pour le contrôle non destructif des matériaux par ultrason, on distingue deux 

méthodes d’examens: la méthode par transmission et la méthode par écho. 

II.4.3.1. La méthode par transmission 

Cette méthode consiste à placer deux transducteurs de part et d’autre de la pièce à 

contrôler, le transducteur émetteur émet une onde ultrasonore dans la pièce, si un 

défaut existe au sein de cette pièce, l’onde ultrasonore sera réfléchi sélectivement, et 

le second transducteur sur l’autre face de la pièce sert uniquement à recueillir une 

énergie faible en présence de ce défaut. Parmi les avantages de cette méthode : 

 La localisation précise des défauts. 

 La possibilité d’utiliser un seul transducteur émission-réception. 

 L’accès à une seule surface de la cible. 

Cette méthode présente plusieurs inconvénients : 

 La pièce doit être exploitée sur les deux faces parallèles opposées. 

 Elle ne permet pas une automatisation simple du contrôle. 
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 L’utilisation d’une émission continue crée dans la pièce des ondes 

stationnaires qui perturbent le contrôle.   

 

Figure 1. 29: Contrôle par transmission [28] 

II.4.3.2. Contrôle par écho 

C’est la méthode la plus utilisée en contrôle par ultrason qui utilise un seul 

transducteur émetteur-récepteur. Le contrôle consiste à exciter le transducteur par 

une brève impulsion électrique qui correspond au premier écho d’émission, ce train 

d’onde progresse dans la pièce et en cas d’absence de défaut ce train frape la face 

arrière de la pièce sur laquelle il est réfléchi. En cas de présence de défaut dans la 

pièce quand le train d’onde  est frappé par celui-ci une partie sera réfléchi et revient 

vert  le transducteur ou elle génère un écho de défaut et le train principale poursuit 

sa propagation vers le fond.  

 

Figure 1.30: Contrôle par écho [28] 
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II.4.4. Caractéristiques d’une onde ultrasonore 

L’onde ultrasonore est une onde acoustique qui se propage dans un milieu élastique 

avec une fréquence supérieure à 20ݖܪܭ.Il s’agit d’une propagation de l’énergie 

mécanique dans un milieu matériel sans  transport de la matière. Ces ondes sont 

caractérisées par une vitesse de propagation ܸ qui dépond du matériau dans lequel 

l’onde se déplace, la longueur d’onde ߣ et de la fréquence ݂. En contrôle non 

destructif par ultrason, la plage de fréquence utilisée est de 1ݖܪܯà15 ݖܪܯ. 

 

Figure 1.31: Caractéristiques d’une onde ultrasonore [4] 

II.4.5. Différents types d’onde 

Dans un milieu solide isotrope, il existe trois types fondamentales d’onde : les ondes 

longitudinales ܮ(appelées aussi ondes de compression), les ondes transversales 

 ܶ(appelées aussi ondes de cisaillement) et les ondes de surfaces  (appelées aussi 

ondes de Rayleigh et les ondes de Love) qui sont obtenues en inclinant le 

transducteur par rapport à la surface à la cible et selon l’application on utilisera l’un 

ou l’autre de ces types d’ondes. 

 

 

Figure 1.32: Différents types des ondes ultrasonores et modes de 
Propagation [4] 
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II.4.5.1. Les ondes longitudinales  

Ce sont des ondes de compression caractérisées par un déplacement des particules 

parallèle à la direction de propagation de la vitesse ௅ܸ ce qui provoque des 

contraintes de compression et de traction. Elles sont bien adaptées pour le contrôle 

des défauts parallèles à la surface de contrôle.  

II.4.5.2. Les ondes transversales  

Ce sont des ondes de compression caractérisées par un déplacement des particules 

perpendiculaires à la direction de propagation de la vitesse ்ܸ  ce qui provoque des 

contraintes de cisaillement. Elles sont utilisées notamment pour détecter les défauts 

(inclusion, soufflure, fissure, les cordons de soudure non arasés…) et lors du 

passage de ces ondes le glissement des plans parallèles ne donne lieu à aucune 

variation de volume. Donc ces ondes ne peuvent exister que dans les solides 

présentant une rigidité permettant leur transmission. 

II.4.5.3. Les ondes de surfaces  

Elles résultent l’interaction des deux ondes longitudinales et transversales sur une 

profondeur d’environ une longueur d’onde. Elles sont utilisées pour détecter les 

défauts de surfaces. Les deux principaux types d’ondes de surfaces sont les ondes 

de Rayleigh et les ondes de Love, l’amplitude de ces ondes décroit rapidement avec 

la profondeur. 

 

Figure  1.33: Onde de Rayleigh et onde de love [4] 
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Le déplacement des ondes de love est le même que celui des ondes de cisaillement. 

Les ondes de Rayleigh sont polarisées dans le plan perpendiculaire à la surface et 

dans le sens de la propagation. Leurs mouvements peuvent se décomposer en deux 

polarisations :une composante de compression et une composante de cisaillement. 

 

Figure 1.34: Amplitude relative des deux composantes des ondes de Rayleigh en 

fonction de la  profondeur relative [31] 

 

Les vitesses de propagation des ondes ultrasonores longitudinales( ௅ܸ) , 

transversales (்ܸ ) et les ondes de Rayleigh sont liées aux caractéristiques du 

matériau par les relations suivantes : 

        ௅ܸ = ට ா(ଵିఔ)
ఘ(ଵାఔ)(ଵିଶఔ)

                          

 ்ܸ = ට ா
ଶఘ(ଵାఔ)

         

ோܸ = 0.9 ∗ ்ܸ     

Le contrôle par ultrason permet la détermination de la taille du plus petit défaut mais 

parmi les inconvénients de ce contrôle l’existence d’une zone de silence dont il y’a le 

phénomène d’éblouissement qui donne des erreurs sur le dimensionnement des 

défauts. Les techniques ultrasonores ont connu des avancées majeures avec 

l’apparition des capteurs multi-éléments [32], l’introduction de la technique TOFD 

(time of flight diffraction, diffraction du temps de vol) [33], [34] et le développent des 

(1.5) 

(1.6) 

(1.7) 
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ultrasons à couplage air [35] .Ces méthodes sont capable de détecter et de 

dimensionner les défauts situés hors la zone morte dans des nombreux matériaux et 

permettent de satisfaire aux exigence de rapidité, de fiabilité et d’automatisation. 

Elles sont utilisées pour le contrôle des composites utilisés en aéronautique et pour 

le contrôle des soudures dans les centrales nucléaires. 

II.5.La méthode par diffraction des rayon X  

  Le principe est basé sur la mesure des variations de distance interatomique liées 

directement à la présence des contraintes résiduelles. Le champ des contraintes 

résiduelles se manifeste par un champ de déformations, qui correspond à un 

changement de distance entre plans atomiques dans un cristal par rapport à sa 

position d’équilibre.  

   La détermination des contraintes résiduelles par les méthodes de diffraction est 

basée sur la mesure des angles pour lesquels l’intensité diffractée est maximale 

lorsqu’une structure cristalline est irradiée par des rayons-X.  

A partir de ces angles, la loi de Bragg donne la distance ݀ℎ݈݇ entre les plans du 

réseau cristallin dont la valeur dépend du champ de contrainte au sein du matériau 

étudié.  

Connaissant cette distance, on peut déterminer les contraintes résiduelles par la 

formule de la mécanique des milieux continus élastique: 

 

                                  2݀ℎ݈݇ ݊݅ݏ൫ߠ௙൯ =  (1.8)                                         ݃݃ܽݎܤ ݁݀ ݅݋݈    ௙ߣ

 

  La mesure de ݀ℎ݈݇ permet la connaissance de la déformation du réseau cristallin, le 

champ de déplacement s’exprime alors en fonction de ݀ℎ݈݇ et les angles entre la 

surface du grain étudié est la normale aux plan (hkl) dont l’écart est mesuré par RX 

[100].La détermination du champ s’effectue grâce à la loi de Hooke. 
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Figure 1.35: Schéma de principe de la diffraction des rayons X appliqué à la mesure  

de la contrainte résiduelle [36] . 

 

II.6.Méthode par effet de bruit de Barkhausen  

L’application d’un champ extérieur  entraîne  un  réarrangement  des domaines 

structuraux. Cette  modification d’organisation est essentiellement due aux 

déplacements des parois qui limitent les  domaines, de  telle  sorte  que  les  

domaines  bien  orientés  augmentent  de volume au détriment des domaines mal 

orientés. Les parois ne se déplacent pas librement, elles sont accrochées sur toutes 

les micro- hétérogénéités présentes dans la matière (dislocations, précipités, joints 

de grain, …). Ceci correspond à un phénomène  d’ancrage  des  parois. Le  

déplacement  des  parois  est  donc discontinu; il se fait par sauts, les  parois 

s’arrachent aux ancrages pour se bloquer sur de nouveaux obstacles et ainsi de 

suite… 

Barkhansen est le premier qui a  en évidence ces discontinuités par une expérience 

simple. En testant un nouvel amplificateur reliant un bobinage placé autour d’un 

morceau de fer à un haut-parleur, il s’aperçoit que son montage émettait des 

crachotements lorsqu’un aimant permanent était approché lentement du barreau de 

fer. 
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                Figure 1.36: Montage du principe du bruit de Barkhausen [37] 

 

Dans cette expérience, chaque mouvement brutal de paroi provoque une petite  

variation  locale  de  champ  que  la  bobine  transforme  en  une  tension électrique.  

Il  se  trouve  qu’une  partie  importante  du  spectre  se  situe  dans  le domaine 

audible. Ce bruit est généralement appelé bruit Barkhausen  ou bruit 

ferromagnétique. 

   Les   appareils   actuels   sont   directement   issus   de   cette   expérience, 

l’excitation est évidemment électrique, provoquée par un inducteur qui magnétise le 

matériau plus ou moins localement suivant la forme de la pièce. La bobine 

“capteur” est encerclant comme dans l’expérience de Barkhausen, soit de coté. Dans 

ce cas, un petit noyau de ferrite lui est souvent adjoint pour augmenter sa sensibilité. 

Le signal sortant de la bobine capteur est filtré pour isoler la partie intéressante du 

spectre puis amplifié. Il n’est généralement pas exploité tel quel est , on en prend soit 

l’enveloppe soit la valeur efficace. 
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                            Figure 1 .37: Schéma de l’appareil de Barkhausen [37] 

 

 L’exploitation quantitative du signal ainsi recueilli se fait généralement grâce à quatre 

paramètres : ܪ௠, ܣ௠, ܵ et ܮ௠ 

 
 

 

 

 

 

 

            Figure 1.38: Exemple de pic Barkhausen et les paramètres mesurés [37] 
 
II.7. Le contrôle par magnétomètre à échantillon vibrant VSM 

MICROSENSE offre plusieurs modèles  VSM à aimant  donnant un maximum de 

champ, ce dernier est  commandé directement  en temps réel. Ces VSM sont alors 

très rapides, très précis, et de  très haute sensibilité, et sont équipés d’un 

système de contrôle de température. 
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Figure 1.39: Le magnétomètre à échantillon vibrant  VSM [38] 

II.7.1.  Principe de fonctionnement 

La vibration d'un échantillon magnétique à proximité d'un ensemble de bobines  

crée un flux  variable. Ce flux est proportionnel au moment magnétique qui est 

mesuré et tracé en fonction du champ magnétiqueܪ, de l'angle du champ, et de la 

température de l'échantillon. L’échantillon est relié par une tige (porte échantillon) à 

une source de vibration. L'échantillon est placé au milieu d'un ensemble de bobinage 

de détection  dans lequel une tension est induite. Un électro-aimant entourant 

l'échantillon est utilisé pour faire varier le champ dans lequel l'échantillon est exposé 

de sorte que l'aimantation peut être mesurée en fonction du champ appliqué. 

La manipulation du VSM est facilement accomplie avec le logiciel d'EasyVSM, qui 

est basé sur le langage de programmation Labview. (Des versions plus anciennes 

ont été écrites avec le langage de programmation  Visual Basic.),qui est installé pour 

extraire les différents paramètres magnétiques afin de caractériser une large variété 

d'échantillons pour différente gammes de coercivité. 

II.7.2. Options de VSM 

Un certain nombre d'options et de perfectionnements sont disponibles pour le VSM :  
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II.7.2.1. Option de système de contrôle de température 

Pour cette raison, il faut mesurer l'effet de la température sur la magnétisation d'un 

échantillon, la température de l'échantillon peut être variée en plaçant l'échantillon 

dans un cryostat ou dans un four. Ceci exige un matériel facultatif sous forme de 

chambre de température qui utilise l’azote liquide, le gaz l'argon, ou le gaz 

d’azote. Le gaz d'argon est employé pour les températures chaudes. Le gaz 

d'azote et/ou l'azote liquide sont employés pour les températures froides.  

Une unité de contrôle de température et un amplificateur de contrôleur de 

température sont utilisés pour visualiser et surveiller les températures. 

 L'azote liquide et le gaz d’Argon, peuvent soutenir une température ambiante 

de 90 K à 1000K 

 L'hélium Liquide, le gaz d'azote, et le gaz d'argon, peuvent soutenir une 

température ambiante de 10 K à 1000K. 

II.7.2.2. Option de magnétorésistance 

L'option de magnétorésistance est une sonde de résistance à haute température 

à 4 points qui peut mesurer des résistances entre 1 et 10,000 Ohms, en 

fonction du champ magnétique, avec une résolution mieux que 0.01%. La mesure 

dure juste deux minutes et la taille de l’échantillon arrive jusqu’à un pouce.  

II.7.2.3. Option de bobinage 

La magnétisation d'un échantillon est une force, qui est une grandeur scalaire, 

signifiant qu'elle a une taille et une direction qui dépend du champ, de l'angle de 

champ et des propriétés de l’échantillon. 

Le système standard de VSM est un système scalaire qui mesure la projection 

du vecteur de magnétisation sur la direction de champ (direction de ܺ 

seulement). 

Se référer à la figure au-dessous qui montre les vecteurs du bobinage qui  se 

composent d’enroulements des ܺ et des ܻsure la figure, on voie les 

enroulements des ܻ, alors que les bobinages des ܺsont montés sur les pôles. 
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Figure 1.40: le bobinage sur le VSM [38] 

II.7.2.4. Option de rotation automatique 

Une option commode de rotation automatique permet à l'unité de vibration d'être 

tournée par l'intermédiaire de la commande du logiciel. Cette méthode 

motorisée est plus précise et moins encombrante que la rotation manuelle. 

II.7.2.5. Option de magnétomètre du couple 

L'option de magnétomètre de couple  mesure le couple des matériaux en 

fonction de l'angle de rotation et du champ appliqué. L'option de magnétomètre 

de couple est exigée pour la mesure des propriétés angulaires et de 

l'anisotropie magnétique. 

III. Conclusion  

  Dans ce chapitre nous avons fait une synthèse bibliographique sur les méthodes 

de CND de la plus ancienne jusqu’à la plus moderne  en déterminant ces avantage 

ainsi que les inconvénients de chaque méthode. 

 En aéronautique, la caractérisation  des contraintes résiduelles thermomécanique 

dans le revêtement de l’avion contenant des fissures  que l’on vient d’étudier  est 

faite par le contrôle ultrasonore qui est la méthode la plus utilisée ces dernière 

années et le contrôle par courant de Foucault  que son étude est très récente.   
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CHAPITRE II 
MODELISATION DES CONTRAINTES POUR LES PLAQUES FISSUREES  

 
 

 

 

  Dans ce chapitre, on présente les méthodes numériques les plus util isées pour 

la modélisation des contraintes d’une pièce fissurée. Alors Nous introduirons les 

notions locales et globales de la mécanique de la rupture qui nous amèneront à 

déterminer les différentes méthodes numériques utilisées pour le calcul du 

facteur d’intensité de contrainte et le taux de restitution d’énergie en présentant 

la construction et la résolution du problème approché d'équilibre en  élasticité au 

moyen de la méthode des éléments finis en déplacement qui s’appuis sur la 

formulation faible de l’équilibre résultant du principe des puissances virtuelles. 

       

I. Mécanique de la rupture  

   C’est l’étude du comportent mécanique d’un matériau en présence d’une 

fissure macroscopique. Cela revient à déterminer le champ des contraintes et 

déformation au voisinage de la fissure. La difficulté d’une telle étude réside de la 

prise en compte de la singularité introduite par la pointe de la fissure. 

I.1. Mode de rupture 

La fissuration se manifeste par la séparation d’un milieu continu en deux parties, 

ce qui introduit une discontinuité au sens des déplacements. Les mouvements 

possibles des lèvres de fissure sont des combinaisons de trois modes 

indépendants. 

 
Figure 2.1: Mode de rupture [39] 
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 Mode I : ouverture : les lèvres de la fissure se déplacent dans des 

directions opposées et perpendiculaire au plan de la fissure.  

 Mode II : cisaillement plan : les lèvres de la fissure se déplace dans le 

même plan et dans une direction perpendiculaire au front de la fissure. 

 Mode III : cisaillent anti-plan : les lèvres de la fissure se déplacent dans le 

même plan et dans une direction parallèle au front de la fissure.  

I.2. Le milieu élastique fissuré  

La région proche à la pointe peut être décomposée en trois zones : 

 La zone d’élaboration : se situe au voisinage direct de la pointe de la 

fissure. 

 La zone singulière : dans cette zone le champ de contraintes présente 

une singularité en ଵ
√௥

 . 

 La zone des champs lointains : extérieure aux deux précédentes. 

 
                             Figure 2.2: milieu élastique fissuré [40] 

I.3. Approche locale  

  Cette approche consiste à déterminer les paramètres de la mécanique de la 

rupture à l’aide de champ des contraintes et de déformation locaux en pointe de 

fissure. Ces champs étant fortement perturbés par la singularité crée par la 

pointe. Et pour définir ces champs en pointe de fissure, nous introduirons la 

notion de facteur d’intensité de contrainte SIF. 
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I.3.1. Le Facteur d’intensité des contraintes  

  Dans le cadre de la mécanique linéaire de la rupture, les contraintes et les 

déformations au voisinage de la fissure données par Irwin [39] en 1957 s’écrit : 

                                        
 

௜௝ߪ = ఈܭ
ଵ

√ଶగ௥ ௜݂௝
ఈ(ݎ,  (ߠ

௜௝ߝ = ఈܭ
1

ݎߨ2√
݃௜௝

ఈ ,ݎ)  (ߠ

  

 Le facteur d’intensité des contraintes caractérise la force de la singularité du 

champ des contraintes à l’extrémité de la fissure et qui ne dépend que de la 

géométrie et des efforts extérieurs.  

 

   Pour un matériau à comportement élastique linéaire, on démontre que les champs 

de contrainte en un point de coordonnées polaires (r, θ) dont l'origine est placée en 

pointe de fissure (la direction θ = 0 correspondant à la tangente à la fissure en sa 

pointe) ont, au voisinage de la pointe (c'est-à-dire pour r petit devant la longueur ℓ de 

la fissure), la forme asymptotique suivante :  

En mode I : 

௫௫ߪ = ௄಺

√ଶగ௥
ݏ݋ܿ ఏ

ଶ
ቀ1 − ݊݅ݏ ఏ

ଶ
݊݅ݏ ଷఏ

ଶ
ቁ   

௬௬ߪ = ௄಺

√ଶగ௥
ݏ݋ܿ ఏ

ଶ
ቀ1 + ݊݅ݏ ఏ

ଶ
݊݅ݏ ଷఏ

ଶ
ቁ   

߬௫௬ =
ூܭ

ݎߨ2√
ݏ݋ܿ

ߠ
2 ݊݅ݏ

ߠ
2 ݏ݋ܿ

ߠ3
2  

En mode II : 

௫௫ߪ                    = − ௄಺಺

√ଶగ௥
݊݅ݏ ఏ

ଶ
ቀ2 + ݏ݋ܿ ఏ

ଶ
ݏ݋ܿ ଷఏ

ଶ
ቁ 

௬௬ߪ = ௄಺಺

√ଶగ௥
݊݅ݏ ఏ

ଶ
ݏ݋ܿ ఏ

ଶ
ݏ݋ܿ ଷఏ

ଶ
                 

                ߬௫௬ =
ூூܭ

ݎߨ2√
ݏ݋ܿ

ߠ
2 (1 − ݊݅ݏ

ߠ
2 ݊݅ݏ

ߠ3
2 ) 

 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 
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En mode III : 

߬௫௭ = − ௄಺಺಺

√ଶగ௥
݊݅ݏ ఏ

ଶ
                                          

߬௫௭ =
ூூூܭ

ݎߨ2√
ݏ݋ܿ

ߠ
2 

De même, la discontinuité (vectorielle) de déplacement à la traversée de la fissure 

et au voisinage de la pointe est donnée par l'expression asymptotique suivante : 

[ݑ]                   = ସ
ఓ ට ௥

ଶగ
ቄ(1 − ߭) ቂܭூ݁ଵ + �ூூ݁ଶቃܭ + {ூூூ݁ଷܭ +               (ݎ)ܱ

 
 

Figure 2.3: Système de coordonnées au voisinage de l’extrémité de la fissure 

[39] 

I.4.Approche globale (énergétique) 

La propagation de la fissure est un phénomène dissipatif d’énergie qui est 

caractérisé par une grandeur physique qui s’appelle le taux de restitution 

d’énergie ܩ. 

I.4.1.Le taux de restitution d’énergie 

Il représente l’énergie nécessaire pour progresser la fissure d’une longueur 

unité. 

ܩ = డ௪೛

డ௔
         

et 
௣ݓ = ௘ݓ +  ௘௫௧ݓ

 
 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 
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Avec : 

௘ݓ = ∫ ஐߪ : ௘௫௧ݓ            et         ߝ = ∫ ݂ஐ .  ݑ
 

 On peut relier le facteur d’intensité des contraintes  avec le taux de restitution 

d’énergie en utilisant le champ des contraintes dans la zone singulière et la loi de 

comportement élastique linéaire [41] par : 

ܩ                                                       = ଵିఔమ

ா
ூܭ)

ଶ + ூூܭ
ଶ)                                            

    

I.4.2.L’intégrale de contour  

 
   La singularité au voisinage de la pointe d’une fissure peut étudier grâce à 

certain intégrales de contour qui sont équivalentes au taux de restitution de 

l’énergie et qui sont indépendantes du contour d’intégration choisi parmi ces 

intégrales, on peut citer l’intégrale de Rice [42] dont la fissure supposée 

rectiligne et  le contour est ouvert sur les faces supérieure et inférieure de la 

fissure. 
 

ܬ = ∫ ቀݓ௘(ߝ)݊ − ௜௝ߪ ௝݊
డ௨೔
డ௫

ቁ ஼ݏ݀         

Avec : 

ߪ
௜௝ୀడ௪೐

డఌ೔ೕ
൘

 

 

 

 

 

                                             Figure 2.4: Le contour d’intégration 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 
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I.5.Résolution numérique du SIF par MEF pour les deux approches locale et globale  

I.5.1.Formulation faible de l’équilibre et principe des puissances virtuelle  

 
   L’équilibre du solide ,sollicité par des densités de forces de volume݂,du 

deplacement ݑ஽imposés sur une partie ܵ௨de la frontière ∂Ω et une densité surfacique 

d’effort ܶ஽sur la partie complémentaire்ܵ de ߲Ω,est décrit par des champs de 

déplacement ݑ,de déformation ߝ et de contrainte ߪ gouvernés par les équations 

locales : 

൫x൯ ߝ = ଵ
ଶ

൫∇u + ∇୘u൯൫x൯        ൫x ∈ Ω൯ 

 div ߪ ൫x൯ + ൫x൯݂ߩ = 0          ൫x ∈ Ω൯      

൫x൯ ߪ = ऋ: (ݔ) ߝ                      ൫x ∈ Ω൯  

Et les conditions aux limites :  

u൫x൯ = uୈ൫x൯                            ൫x ∈ S୳൯      
.൫x൯ߪ  n൫x൯ = Tୈ(x)                  ൫x ∈ S୘ ൯   

 
 Tel que : 

 L’équation (2.12) est l’équation de compatibilité cinématique. 

 L’équation (2.13) est l’équation d’équilibre. 

 L’équation (2.14) est l’équation de comportement. 

 L’équation locale d’équilibre (2.13) peut être exprimée sous une forme intégrale 

équivalente par dualisation, c’est-à-dire multiplication par un champ ߱ ∈  arbitraire ܥ

des déplacements cinématique admissibles et intégration sur Ω.On obtient ainsi la 

forme faible de l’équation locale d’équilibre. Qui correspond au principe des 

puissances virtuelles (PPV) : 

∫ ߪ  ∶ ܸ݀ ω൧ൣ ߝ =Ω ∫ ρΩ f . ω ܸ݀ + ∫ [பΩ . ߪ n]. ω  ݀ܵ 

  On peut incorporer dans l’équation (2.17) du principe des puissances virtuelle la 

relation combinant l’équation (2.12) et (2.14) pour obtenir la formulation faible pour le 

problème élastique : 

 

(2.17) 

(2.16) 

(2.15) 

(2.14) 

(2.13) 

(2.12) 
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∫ :u൧ൣ ߝ :࡭ ܸ݀ ω൧ൣ ߝ = ∫ ρΩ f . ω ܸ݀ + ∫ Tୈ. ߱ ݀ܵୗ౐Ω  
 
 
I.5.2 l’élément fini isoparamétrique 
 
   Dans le domaine de la mécanique des solides, l’approche de référence est celle 

fondée sur la notion d’élément fini .Elle repose sur la représentation de la 

configuration géométrique comme assemblage d’éléments de forme simple 

construite à partir de polynôme. 

 
I.5.3 représentation de la géométrie approchée  
                                                          
   Il importe de disposer d'une méthode permettant la représentation mathématique 

d'éléments qui résident dans l'espace physique, dont l'emplacement, l'orientation et 

les dimensions peuvent être choisis arbitrairement, et qui sont susceptibles de 

présenter des arêtes ou des faces courbes. Diverses formes (triangulaire, 

quadrangulaire, cubique...) doivent être disponibles. La méthode de représentation 

autorisant ce degré de généralité et de généricité repose sur la définition d'éléments 

de référence∆⊂ ܴ஽, de formes simples et de dimensions normalisées, comme par 

exemple : 

 le carré unité (ܦ = 2 ) 

          ∆= {(ܽଵ, ܽଶ) / −1 ≤ ܽଵ,  ܽଶ ≤ 1} ; 

 le cube unité (ܦ = 3) 

          ∆  = {(ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ) / −1 ≤ aଵ, aଶ, aଷ ≤ 1 };  

 

 le triangle unité (ܦ = 2) 

         ∆  = {(ܽଵ, ܽଶ) / ((ܽଵ, ܽଶ) ≥ (0,0), 1 − ܽଵିܽଶ ≥ 0 } ;  

 

 le tétraèdre unité (ܦ = 3) 

         ∆   = {(ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ) / (ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ) ≥ (0,0,0), 1 − ܽଵ − ܽଶ − ܽଷ ≥ 0} ; 

  La notation ܽ désigne le vecteur des coordonnées paramétriques d'un point de 

l'élément de référence ∆. 

 

(2.18) 
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I.5.4.La fonction d’interpolation  

   Considérons alors un élément générique ܧ de l’espace physique, contenant ݊௘ 

nœudsݔ(௞),  1 ≤ ݇ ≤ ݊௘ . Les points de ܧ sont mis en relation avec ceux de l'élément 

de référence Δ௘ approprié par une représentation paramétrique de la forme : 

ݔ = ∑   ܰ௄(a)௡ୣ
௞ୀଵ  x(୩)    

 

Les fonctions de forme  ܰ௄(a) sont des polynômes à ܦ variables.La définition des 

fonctions de forme   ܰ௄(a) est soumise à la contrainte suivante: la représentation 

(2.19) doit être vraie si ݔ est un nœud ݔ(௟), ce qui impose de vérifier les identités 

(௟)ݔ = ∑  ௞ܰ(ܽ(ℓ)) ݔ(௞)௡ୣ
௞ୀଵ              ( 1   ≤   ℓ  ≤   nୣ) 

 

Où  ܽ(ℓ) désigne l'antécédent de ݔ(௟)sur l'élément de référence∆. Cette condition 

devant être vraie pour tout choix d'emplacement des ݊௘ nœuds, les fonctions de 

forme doivent donc vérifier 

௞ܰ൫ܽ(ℓ)൯ = δ୩ℓ                    ( 1   ≤   k, ℓ   ≤   nୣ)    

 

Tableau 2.1: Fonction de forme pour un élément finis de référence. 

    (référence)                   (déformé) Fonctions de forme 

     2 

 

    

     3                   1 

triangle,              3 nœuds 

 

          ଵܰ(ܽଵ, ܽଶ) = ܽଵ 

ଶܰ(ܽଵ, ܽଶ) = ܽଶ 

       ଷܰ(ܽଵ, ܽଶ) = 1 − ܽଵ − ܽଶ 

(degré partiel 1, degré total 1) 

                                                                                                                       
                                       

 

 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 
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I.5.5. Représentation locale des déplacements  
 

Une fois construite une représentation du solide selon les principes ci-dessus, on 

choisit de représenter tout champ de déplacement (ݔ)ݒ par interpolation des valeurs 

nodales υ(௞)  avec les mêmes fonctions d'interpolation  ௞ܰ൫ܽ൯  . En d'autres termes, 

on pose pour tout point de l'élément fini ܧ une interpolation ݒ௛d'un champ ݒ sous la 

forme : 

൯ݔ௛൫ݒ                                         = ∑  ௞ܰ൫ܽ൯ ݒ(௞)  ௡௘
௞ୀଵ   

 

Le terme « isoparamétrique » fait ainsi référence au fait que les mêmes fonctions de 

forme, ou d'interpolation, sont utilisées pour représenter la géométrie et les 

inconnues. Il est commode, en termes de programmation, de disposer l'ensemble 

des valeurs nodales associées à l'élément ܧ௘  dans un vecteur{ॽ௘}de longueur ܦ × ݊௘ 

selon la convention: 

{ॽ௘} = ൛ݒଵ, … , ் ௡೐ൟݒ = ൝ݒଵ
(ଵ), ଶݒ

(ଵ), … , ஽ݒ
(௡೐)ൡ

்

       

  La formule(2.22) d'interpolation isoparamétrique prend alors la forme équivalente 

  

൯ݔ௛൫ݒ = ൣܰ(ܽ)൧{ॽ௘} 

 

pour tout ݔ ∈  défini par (2.16). Les fonctions de forme étant disposées dans la ܧ

matrice [N(a)] à ܦ lignes et ܦ x ݊e colonnes : 

 

ൣN൫ܽ൯൧ = ൦
ଵܰ൫ܽ൯ 0 …
0 ଵܰ൫ܽ൯ 0
0 0 ଵܰ൫ܽ൯

 …
௡ܰ௘൫ܽ൯ 0 0

௡ܰ௘൫ܽ൯ 0
0        … ௡ܰ௘൫ܽ൯

൪              (si  D = 3) 

 

I.5.6.Représentation globale des déplacements  

   A partir des représentations (2.19) et (2.22) du vecteur position et du déplacement, 

définies localement (c'est-à-dire élément par élément), un champ de déplacement ߭h  

peut être représenté globalement (c'est-à-dire sur le domaine approché Ω୦ complet) 

sous la forme : 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 
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൯ݔ௛൫ݒ =  ∑ Ň୬൫x൯ ݒ(௡) ୒ొ
୬ୀଵ     ൫ x   ∈ Ω୦ ൯ 

 

Ω(௡):  la région formée par la réunion des éléments finis contenant le nœud  ݔ(௡)   

 

I.5.7. Le vecteur global des degrés de liberté inconnus 

   La représentation (2.26) opère une sommation sur tous les nœuds du maillage et 

ne fait pas de distinction entre déplacements nodaux inconnus ou  imposés via des 

conditions aux limites de la relation (2.16). Toute composante de déplacement nodal 

௝ݒ
(௡) peut être repérée par l'indice de composante ݆(1 ≤ ݆ ≤  et le numéro de nœud (ܦ

݊ pour pouvoir opérer et systématiser la distinction entre les déplacements de valeur 

imposée par les conditions aux limites et les autres (qui seront qualifiés de libres 

dans la suite), un numéro  d'inconnue  ݂݀݋(݊, ݆) est attribué à chaque couple (݊, ݆) 

selon la convention : 

,݊)݂݋݀ ݆) > ௝ݒ ) 0
(௡)libre),      ݂݀݋(݊, ݆) ≤ ௝ݒ) 0

(௡)imposé).    

   de plus, deux déplacements nodaux libres distincts ne doivent pas avoir le même 

numéro d’inconnue : les numéros (strictement positifs) donnés auxݒ௝
(௡)  libres doivent 

être tous différents. Une méthode non obligatoire mais naturelle consiste à attribuer 

aux déplacements nodaux libres des numéros consécutifs à partir de 1. La traduction 

informatique naturelle de la définition (2.27) est la table des inconnues ݂݀݋ de 

dimension ܰே ×  .ܦ

La représentation (2.26) est alors mise sous la forme : 

௛ݒ ൫ݔ൯ = ௛ݑ
(஽)൫ݔ൯ + ௛ݒ

(଴)൫ݔ൯    (ݔ ∈ Ω୦ )       

Avec : 

௛ݑ
(஽)൫ݔ൯ = ∑  Ň୬൫x൯ u୨

(ୈ)൫x(୬)൯e୨(௡,௜) ∣ௗ௢௙(௡,௝)ஸ଴    ∈    ,௛൫uୈ൯ܥ   

   

߭(଴) = ෍ Ň୬൫x൯ ݒ୨
(୬)e୨

(௡,௜) ∣ௗ௢௙(௡,௝)வ଴

                       ∈    ,௛൫0൯ܥ   

 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 



69 
 

 
 

Ou ܥ௛൫uୈ൯ etܥ௛൫0൯  désignent les ensembles de déplacements cinématiquement 

admissibles respectivement à la donnéeݑ஽ et à zéro) au sens de la discrétisation 

éléments finis. 

avec 

߮௄൫ݔ൯ = ෩ܰ௡(ݔ)݁௝          et    ߙ௞ = ୨ݒ
(୬)         avec   ܭ = ,݊)݂݋݀ ݆).            

 
    La notation  dé{ॽ}signera par convention la liste des valeurs nodales du champ 

de déplacement ݒ௛laissées inconnues par les conditions aux limites, c'est-à-dire 

(avec la définition ci-dessus de la table des inconnues) : 

 

{ॽ} = ୨ݒ
(୬)݂݀݋(݊, ݆) > 0, (1 ≤ ݊ ≤ ܰே, 1 ≤ ݆ ≤  (ܦ

 I.5.8.Maillage  

On se place à partir de maintenant dans le cadre général d'un solide dont la 

configuration est décrite par le domaineΩ ⊂ ℝ஽ (ܦ = 2 en déformations planes ou 

contraintes planes ܦ = 3 pour un solide tridimensionnel). 

 
 (i)  Le domaine Ω est divisé en ாܰ régions ܧ௘(1 ≤ ݁ ≤ ாܰ) de forme simple : 

triangles, quadrangles (problème plan) ; parallélépipèdes, prismes ou tétraèdres 

(solide tridimensionnel). Ces régions pourront être distordues, et en particulier avoir 

des faces ou côtés curvilignes. Chacune de ces régions définira le support 

géométrique d'un élément fini.  

 

(ii) On choisit par ailleurs un nombre fini ܰே de points ݔ(௡)(1 ≤ ݊ ≤ ܰே) de Ω  ,               

appelés nœuds. Ces nœuds comprennent en particulier tous les sommets des 

régions du découpage. 

 
  L’ensemble des éléments ܧ௘ et des nœudsݔ(௡)  ainsi définis constituent un maillage 

de Ω . pour un découpage donné de Ω en éléments, le choix des nœuds n'est pas 

arbitraire. Il doit en effet correspondre à l'une des possibilités répertoriées de familles 

de fonctions de forme associées à une forme d'élément donnée. 

    Sur le plan informatique, les données nécessaires à la définition d'un maillage sont 

habituellement structurées en deux tables : 

 

(2.31) 

(2.30) 
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 La table des coordonnées nodales, notée ܿݎ݋݋, disposée en ܰே lignes et ܦ 

colonnes, telle que la ligne ݊ donne les coordonnées du nœudݔ(௡)   : 

,݆)ݎ݋݋ܿ ݊) = ௝ݔ
(௡); 

 la table de connectivité, notée ܿܿ݁݊݊݋, disposée en ாܰ lignes, telle que la ligne 

݁ donne la liste des numéros des nœuds situés sur l'élément ܧ௘. Tous les 

éléments n'ayant pas nécessairement le même nombre de nœuds, il faut par 

ailleurs stocker la valeur de ݊௘  pour chaque élément, par exemple sous la 

forme d'une colonne supplémentaire de ܿܿ݁݊݊݋. On aura ainsi : 

 

,݁)ܿ݁݊݊݋ܿ                      0) = ݊௘  (Nombre des nœuds de l’élément ܧ௘), 

,݁)ܿ݁݊݊݋ܿ                      1: ݊௘) (liste des numéros globaux des nœuds de ܧ௘) 

(Où la notation(݊: ݊௘) de style MATLAB, désigne l'ensemble {1,2, … , ݊௘}  d'entiers). 

De même, la relation ݊ = ,݁)ܿ݁݊݊݋ܿ ݇) Indique que le nœud de numéro local ݇ 

relativement à l'élément fini ܧ௘ est le nœud ݔ(௡) de numéro global ݊. 

I.5.9.Construction du problème d'élasticité approché à l'aide d'éléments finis 

isoparamétriques : 

 
    Supposons le solide Ω et le champ de déplacement représentés à l'aide d'un 

maillage d’éléments finis isoparamétriques. La construction du problème approché 

est alors s'appuyée  sur une formulation faible découlant du principe des puissances 

virtuelles (2.18). 

 

  I.5.10.Construction à partir d'une formulation faible  

 
    Les formulations faibles issues du principe des puissances virtuelles constituent le 

support de construction de problèmes approchés par éléments finis en mécanique 

des solides permettant le plus grand degré de généralité. Pour le cas présent de 

l'élasticité linéaire, la méthode des éléments finis prend appui sur la formulation faible 

(2.18), et la construction du  problème approché consiste dans son principe à : 
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 Construire un domaine approché Ω௛ = ⋃ ௘௘ܧ  au moyen d'un maillage 

respectant la conformité, ce qui implique le choix des types d'éléments 

utilisés: 

 
ݔ = ∑ ௞ܰ൫ܽ൯௡೐

௞ୀଵ ݔ ൫            (௞)ݔ    ∈ ௘ܧ       1 ≤ ݁ ≤ ாܰ  ൯;   

 
 Chercher le déplacement inconnu u sous la forme (2.28) - (2.29), soit : 

 

u୦ ൫x൯ =  u୦
(ୈ) ൫x൯ + u୦

(଴) ൫x൯           ∈  C୦൫ uୈ൯       ൫ x  ∈   Ω୦ ൯; 

Avec :   
 

௛ݑ
(஽)൫ݔ൯ = ෍  Ň୬൫x൯ u୨

(ୈ)൫x(୬)൯e୨
(௡,௜) ∣ௗ௢௙(௡,௝)ஸ଴

,        ∈  ;௛൫uୈ൯ܥ   

 
(଴)ݑ = ∑ Ň୬൫x൯ u୨

(୬)e୨(௡,௜) ∣ௗ௢௙(௡,௝)வ଴                              ∈        ;௛൫0൯ܥ   

 

 Utiliser des champs virtuels ߱ cinématiquement admissibles à zéro de la 

forme (2.28) et (2.29), soit 

 

(ݔ) ߱ = ∑ Ň୬൫x൯ ߱ ୨
(୬)e୨(௡,௜) ∣ௗ௢௙(௡,௝)வ଴        ∈ ௛൫0൯      ൫ xܥ     ∈   Ω୦ ൯ 

La forme discrète de la formulation faible (2 .18) s'écrit alors 

Trouver ݑ௛
(଴) ∈ ߱∀  ௛൫0൯ tel queܥ ∈     ,௛൫0൯ܥ

                                       ∫ ௛ݑ]ߝ
(଴)

Ωࢎ
]: :ܣ ൧dV ߱ ൣߝ = 

− ∫ ௛ݑ]ߝ
(଴)

Ωࢎ
]: :ܣ ൧dV ߱ ൣߝ +  ∫ ݂.Ωࢎ

ωdV + ∫ ܶ஽. ωࢎ,ࢀ࢙
݀ܵ.       

                                                                                                                        

 Regroupant les valeurs nodales  et u୨
(୬)et ߱ ୨

(୬) (݂݀݋(݊, ݆) > 0) dans les vecteurs {ॼ} 

et{ॾ} on propose que la taille des vecteurs{ॼ},{ॾ} est donc égale au nombre ܰ de 

degrés de liberté restant inconnus après prise en compte des déplacements imposés), 

la formulation faible discrète (2.37) prend la forme : 

 

   Trouver {ॼ} ∈ ℝே  tel  que : ∀{গ} ∈ ℝே,{ॾ}்[ॶ]{ॼ} = {ॾ}்{ॲ}            

 

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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Où [ॶ] est la matrice de rigidité de la structure et {ॲ} le vecteur des efforts 

généralisés (forces nodales), qui est équivalente au système d'équations 

d'inconnue{ॼ} ∈ ℝே   :                                                 

[ॶ]{ॼ} = {ॲ} 

 

I.5.11.L’assemblage  

 
En pratique, le calcul de la matrice de rigidité  [ॶ] et du vecteur des forces 

nodales{ॲ} n'est pas réalisé par substitution explicite des définitions (2.33) et 

(2.36) dans la relation (2.37), qui demanderait de former explicitement les 

fonctions de forme globale ෩ܰ௡(ݔ) , mais par un procédé d'assemblage reposant 

sur un traitement élément par élément des calculs nécessaires. 

   Cette approche est fondée sur le fait que les intégrales intervenant dans les 

relations (2.37) et (2.38) définissant [ॶ]et{ॲ}portent sur Ω୦ et sa frontière, et 

sont donc additives par rapport aux éléments finis. Après introduction de la 

partition Ω௛ = ⋃ ௘ܧ
ேಶ
௘ୀଵ  , les relations (2.37) et (2.38) conduisent à défini [ॶ] et{ॲ} 

à travers 

{ॾ}்   [ॶ] {ॼ}  =    ∑ ∫ ௛ݑ]ߝ
(଴)

ாࢋ
]: :ܣ ࡱ൧dV,ே ߱ ൣ ߝ

௘ୀଵ  

 

{ॾ}்{ॲ} = 

∑ ቄ− ∫ ௛ݑ]ߝ
(஽)

ாࢋ
]: :ܣ ൧dV ߱ ൣ ߝ + ∫ ݂.ாࢋ

ωdV +  ∫ ܶ஽. ω
೅்
೐  ݀ܵ, ቅேࡱ

௘ୀଵ    

 

Ou߱ ∈ ௛൫0൯,  est un champ virtuel associé au maillage et Γ்ܥ
௘ = ௘ܧ߲ ∩ ்ܵ désigne 

la portion de  la frontière de l'élément ܧ௘ située sur ்ܵ (qui est de fait vide pour 

un grand nombre d’éléments). 

     Les expressions (2.40) et (2.41) suggèrent que le calcul effectif de la 

matrice de rigidité[ॶ]  et du second membre {ॲ}pourra être effectué à l'aide 

d'une procédure consistant à : 

(i) évaluer des intégrales sur des éléments et des portions de frontières 

d'éléments, puis 

(ii)  reporter ces contributions dans des matrices et vecteurs associés aux 

valeurs nodales de l'ensemble du maillage. 

(2.40)

(2.39)

(2.41)
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En pratique, la procédure de construction de la matrice [ॶ] et du vecteur{ॲ}  , en 

termes d'équilibre des efforts généralisés intérieurs et extérieurs s’écrivent : 

 

൛ॲ௜௡௧ൟ + {ॲ௘௫௧} = {0} 

Avec 

{ॾ}்൛ॲ୧୬୲ൟ  =  − ∑ ∫ ࢋ௛ாݑ]ߝ
]: :ܣ ࡱ൧dV,ே ߱ ൣ ߝ

௘ୀଵ  

{ॾ}்൛{ॲୣ୶୲}ൟ = ∑ ቄ∫ ݂.ாࢋ
ωdV +  ∫ ܶ஽. ω

೅்
೐  ݀ܵ, ቅேࡱ

௘ୀଵ  

 

   La raison en est que les contributions des éléments à la matrice de rigidité dans 

(2.40) et aux efforts généralisés associés aux déplacements imposés dans (2.41) 

proviennent toutes deux de l'intégrale (2.43) donnant la puissance virtuelle des 

efforts intérieurs sur l'élément. Il est donc préférable de calculer cette dernière 

comme un tout sur chaque élément puis d'en extraire les contributions à[ॶ]  et{ॲ} . 

I.5.11.1. Calcul des intégrales élémentaires  

    La construction du système (2.39) passe par l'évaluation des contributions de 

chaque élément fini aux expressions (2.43) et (2.44). Cette section a pour objet de 

détailler les méthodes permettant l'évaluation de ces contributions, habituellement 

qualifiées d'élémentaires. 

I.5.11.2.Matrices de rigidité élémentaires  

 
La contribution d'un élément génériqueܧ௘ à la puissance dans un champ virtuel ߱  

des efforts intérieurs associés au champ u୦  est, d'après (2.43), donnée par 

 

∫ ࢋ௛ாݑ ]ߝ
]: :ܣ  .൧dV ߱ ൣ ߝ

 

    L'approche générale et systématique pour l'évaluation de contributions ayant la 

forme d'une intégrale sur un élément (habituellement appelées intégrales 

élémentaires) consiste à utiliser la correspondance entreܧ௘ et l'élément de référence 

∆௘, via le changement de variable ݔ ∈ ௘ܧ → ܽ ∈ ∆  défini par (II.8). 

La densité de travail des efforts intérieurs est données par : 

 

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)
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௛ݑ ൣߝ ൧: :ܣ ൧ ߱ ൣ ߝ = ൛ݑൣߝ௛ ൧ൟ
൧ൟ߱ൣߝ൛[ܣ]் = {ॾୣ}୘[ܤ௘൫ܽ൯]்[ܣ][ܤ௘൫ܽ൯]{ॼୣ}  

 
 
  Tandis que l'élément différentiel de volume se transforme selon  

ܸ݀൫ݔ൯ =    (ܽ)൫ܽ൯ܸ݀ܬ

 Cela conduit à écrire l'intégrale élémentaire (II.30) en termes d'une matrice de 

rigidité élémentaire[ॶୣ] : 

∫ ࢋ௛ாݑ ]ߝ
]: :ܣ ൧ܸ݀ ߱ ൣ ߝ = {ॾୣ}୘  [ॶୣ] {ॼୣ}    

 Avec      

[ॶୣ] = ∫ [௘൫ܽ൯ܤ][ܣ]்[௘൫ܽ൯ܤ] ௘݆൫ܽ൯ܸ݀൫ܽ൯∆ࢋ
    

 

 I.5.11.3. Forces nodales élémentaires associées aux efforts extérieurs  

  Les forces nodales généralisées associées aux efforts extérieurs exercés sur 

l’élément ܧ௘ résultent de l’évaluation des contributions élémentaires 

∫ ݂୉౛
. ܸ߱݀ + ∫ ܶ஽. ߱݀ܵΓ௘೅

= {ॾ௘}்൛ॲ௘
௩௢௟ + ॲ௘

௦௨௥௙ൟ = {ॾ௘}் + {ॲ௘
௘௫௧} 

La restriction du champ ߱ à l’élément ܧ௘, l’intégrale sur l’élémentܧ௘ s’écrit ,par le 

passage sur l’élément de référence Δ௘ : 

∫ ݂. ߱ா೐
ܸ݀ = {ॾ௘}் ቄൣܰ൫ܽ൯൧் ቄ݂ݔ൫ܽ൯ቅ ௘൫ܽ൯ܸ݀(ܽ)ቅܬ = {ॾ௘}்ॲ௘

௩௢௟   

Et 

∫ ܶ஽. ߱ா೐
݀ܵ = {ॾ௘}் ቄൣܰ൫ܽ൯൧்൛ ܶ஽ ݔ൫ܽ൯ൟܬ௘൫ܽ൯݀ܵ(ܽ)ቅ = {ॾ௘}்ॲ௘

௦௨௥௙ 

 L’équation (II.34) représente les forces de volume. 

 l’équation (II.35) représente les forces de surface.  

1.5.11.4.Assemblage de la matrice de rigidité  
 
    Séparation des contributions des déplacements inconnus et imposés sur un 

élément. La définition (2.48) de la matrice de rigidité élémentaire ne prend pas en 

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.52)

(2.51)
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compte l’éventualité que l’élément ܧ௘   supporte des déplacements imposés. Il en effet 

plus simple sur le plan pratique (programmation) de calculer la matrice élémentaire 

[ॶୣ]complète, que l’élément supporte des déplacements imposés ou non. 

   On considère un élément fini générique comprenant ݊௘, nœuds en dimension 

ܦ = 2 ou 3. si ܧ௘supporte des déplacements imposés sur une partie de sa frontière, 

on opère une partition desܦ௡೐  degrés de liberté de l'élément de façon à 

différencier les déplacements nodaux libres, dont le nombre est noté ௘ܰ    

(avec ௘ܰ <  ௡೐, par hypothèse), et imposés. La liste des numéros locaux deܦ

l'ensemble des degrés de liberté de l'élément est ℒ = ൛1,2, … ,  ௡೐ൟ  .Pour simplifier laܦ

présentation, on suppose temporairement que les degrés de liberté libres et imposés 

correspondent respectivement aux sous-listes ℒ (଴) = {1,2, … , ௘ܰ} et ℒ (஽) =

൛ ௘ܰ + 1, … ,  : ௡೐ൟ de numéros. On pose alorsܦ

{ ௘ܷ} = ቐ
ॼ௘

(଴)

ॼ௘
(஽)

       ,    {ॾ௘} = ቐ
ॾ௘

(଴)

0

�� 

 
 Où les vecteurs ቄॼ௘

(଴)ቅ des inconnues effectives sur l'élément et ቄॾ௘
(଴)ቅ  des valeurs 

nodales du champ virtuel sont de longueur ௘ܰ, et le vecteurቄॼ௘
(஽)ቅ  des 

déplacements nodaux imposés est de longueur ഥܰ௘ = ൫ܦ௡೐൯ − ௘ܰ. Les définitions 

(3.26) permettent notamment d'assurer que les restrictions de ݑ௛
(଴) et ߱ à l'élément 

sont bien cinématiquement admissibles à zéro. 

Si [ॶୣ] désigne la matrice de rigidité élémentaire donnée par (2.49), c'est-à-dire 

définie pour tous les degrés de liberté de l'élément (et donc de dimension ܦ௡೐ ×  ,(௡೐ܦ

la partition opérée dans (2.53) induit une décomposition de[ॶୣ] en sous-matrices, de 

la forme : 

[ॶୣ] = ቈ
ॶ܍

(૙૙) ॶ܍
(૙۲)

ॶ܍
(۲૙) ॶ܍

(۲۲)቉ 

                

Avec ቂॶ܍
(۲૙)ቃ = ቂॶ܍

(૙۲)ቃ
்
les sous-matricesቂॶ܍

(૙૙)ቃ, ቂॶ܍
(૙۲)ቃetቂॶ܍

(۲૙)ቃ ont pour 

dimensions respectives ௘ܰ × ௘ܰ, ௘ܰ × ௘ܰ e t  ௘ܰ × ௘ܰ., la puissance virtuelle 

élémentaire des efforts intérieurs prend la forme : 

(2.53)

(2.54)
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{ॾ௘}்൛ॲ௘
௜௡௧ൟ = −ቄॾ௘

(଴)ቅ
்

ቀቂॶ܍
(૙૙)ቃቄॼ௘

(଴)ቅ + ቂॶ܍
(૙۲)ቃቄॼ௘

(஽)ቅቁ     

 

  En d'autres termes, la contribution de l'élément à la matrice de rigidité globale est 

réduite à la sous-matrice ቂॶ܍
(૙૙)ቃ de dimension ௘ܰ × ௘ܰ , tandis que la contribution aux 

forces nodales généralisées associées aux déplacements imposés est 

 

{ॲ௘
௨} = −ቂॶ܍

(૙۲)ቃቄॼ௘
(஽)ቅ       

 

    Le vecteur{ॲ௘
௨}  est associé par dualité aux ௘ܰ degrés de liberté effectifs des 

champs cinématiquement admissibles à zéro sur l'élément, et est donc de 

longueur ௘ܰ . 

En pratique, les listes ℒ (଴)et ℒ (஽) ne sont en général pas formées de numéros 

consécutifs. L'expression (2.55) reste alors valable, mais avec les sous-matrices de 

[ॶe] définies (avec une notation compacte de style MATLAB) par : 

 

ቂॶ܍
(૙૙)ቃ = ॶ௘(ℒ (଴), ℒ (଴)),   ቂॶ܍

(૙۲)ቃ = ॶ௘(ℒ (଴), ℒ (଴))  

 

Effectuer la partition (2.54) de la rigidité élémentaire et le calcul de {ॲ௘
௨} par (2.56) 

n'est nécessaire que siܧ௘ a au moins un nœud situé sur ܵ௨. Cette opération ne 

concerne donc qu'une fraction du nombre total d'éléments d'autant plus faible que le 

maillage est fin. Avec les notations introduites ci-dessus, le cas d'un élément ne 

présentant pas de déplacements imposés correspond bien sûr aux valeurs 

particulières: 

௘ܰ = ௡೐,  ഥܰ௘ܦ = 0, ቂॶ܍
(૙૙)ቃ = [ॶ௘] , {ॲ௘

௨} = {0}   

 

     L'opération d'assemblage de la matrice de rigidité et du vecteur des forces 

nodales associées aux déplacements imposés revient alors formellement, avec les 

notations précédemment introduites, à exploiter les relations 

{ॾ}்[ॶ]{ॼ} = ∑ ቄॾ௘
(଴)ቅ

்
ቂॶ௘

(଴଴)ቃቄॼ௘
(଴)ቅே೐

௘ୀଵ ,     

    {ॾ}்{ॲ௨ } = − ∑ ቄॾ௘
(଴)ቅ

்
ቂॶ௘

(଴஽)ቃቄॼ௘
(஽)ቅே೐

௘ୀଵ                        

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)
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 Résultant de la combinaison de (2.43), (2.48), (2.53) et (2.54), entre la matrice de 

rigidité globale et les blocsቂॶ௘
(଴଴)ቃ  et ቂॶ௘

(଴஽)ቃ des matrices de rigidité élémentaires. 

Ces relations ne peuvent toutefois pas être appliquées directement. En effet, chaque 

matrice élémentaire[ॶୣ], une fois calculée selon le procédé décrit dans la section 

précédente, est définie par référence à la numérotation locale de l'élément ܧ௘, tandis 

que la matrice globale [ॶ] et le vecteur{ॲ௨ }  sont bien sur définis en termes de la 

numérotation globale. Pour prendre en compte correctement la contribution de [ॶୣ] 

à [ॶ] et {ॲ௨ }, il faut donc savoir à quels numéros globaux d'inconnues 

correspondent les numéros locaux associés à l'élément ܧ௘. Ainsi, le calcul et 

l'assemblage de [ॶ] et {ॲ௨ }, qui sont effectués simultanément, fonctionnent 

schématiquement selon le principe suivant : 

 

      1. Initialisation : [ॶ] = [0]  (matrice N × N), {ॲ௨ } = {0}  (N-vecteur). 

      2. Boucle sur les éléments : pour 1 ≤ ݁ ≤ ௘ܰ, faire 

         (i) Déterminer le nombre de nœuds ݊௘ = ,݁)ܿ݁݊݊݋ܿ 0) de ܧ௘ ; 

           (ii) Déterminer la liste ݊ݏ݁݀݋ des numéros globaux des nœuds de  ܧ௘  ; 

(݇)ݏ݁݀݋݊                        = ,݁)ܿ݁݊݊݋ܿ ݇) 1 ≤ ݇ ≤ ݊௘,  

           (iii) Déterminer les coordonnées des nœuds 

(௞)ݔ                           = ,(݇)ݏ݁݀݋݊)ݎ݋݋ܿ : ) 1 ≤ ݇ ≤ ݊௘; 

           (iv) Déterminer la restriction ݂݀݁݋ à l'élément ܧ௘ de la table des                       

                inconnues : 

݂݁݋݀                      = ,݊)݂݋݀} ݆)},     ݆ = 1, … , ݊ et  ܦ ∈  ݏ݁݀݋݊

           (v) Calculer[ॶୣ]  ; 

           (vi) Contribution de [ॶୣ]à[ॶ]  et {ॲ௨ }, 

      pour1 ≤ ݍ ,݌ ≤ ௡೐ܦ  : 

     ॶூ௃ = ॶூ௃ + ॶ௘,௣௤             ܫ = (݌)݂݁݋݀ > 0, ܬ = (ݍ)݂݁݋݀ > 0 

     ॲூ
௨ = ॲூ

௨ − ॶ௘,௣௤ॼ௘,௤
(஽)                     ܫ = (݌)݂݁݋݀ > 0, (ݍ)݂݁݋݀ < 0 

 1.5.11.5.Assemblage du vecteur de forces nodales  

Cette opération d'assemblage est réalisée de façon analogue à l'assemblage de 

[ॶ], par exploitation de la relation : 
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          {ॾ}்{ॲ௘௫௧} = {ॾ}்({ॲ௩௢௟} + {ॲ௦௨௥௙}) = ∑ {ॾ௘}்൫{ॲ௘
௩௢௟} + ൛ॲ௘

௦௨௥௙ൟ൯ே೐
௘ୀଵ                    

   Le calcul et l'assemblage de {ॲ௩௢௟}et{ॲ௦௨௥௙} procèdent alors comme indiqué dans 

l'encadré ci-après. En pratique, cette procédure est susceptible de ne faire intervenir 

qu'une faible proportion des éléments finis du maillage. Par exemple : 

(a)  Si les sollicitations consistent uniquement en des déplacements imposés, 

seuls les éléments dont au moins un nœud est situé surܵ௨  sont concernés, et 

les coefficients non nuls de {ॲ} correspondent aux degrés de liberté portés par 

ces éléments. 

(b)   Si les sollicitations consistent uniquement en des efforts imposés sur la 

surface, seuls les éléments dont un bord est situé sur ST sont concernés, et 

les coefficients non nuls de {ॲ} correspondent aux degrés de liberté associés 

aux nœuds situés sur ்ܵ. 

 

           1. Initialisation : {ॲ} = [0] (vecteur nul à ܰ composantes). 

 2. Boucle sur les éléments : pour  1 ≤ ݁ ≤ ௘ܰ, faire 

            (i) Déterminer le nombre des nœuds ݊௘ = ,݁)ܿ݁݊݊݋ܿ 0) de ܧ௘ ; 

            (ii) Déterminer la liste ݊ݏ݁݀݋ des numéros globaux des noeuds de ܧ௘  :              

(݇)ݏ݁݀݋݊                         = ,݁)ܿ݁݊݊݋ܿ ݇) 1 ≤ ݇ ≤ ݊௘, 

              (iii) Déterminer les coordonnées des nœuds : 

(௞)ݔ                             = ,(݇)ݏ݁݀݋݊)ݎ݋݋ܿ : ) 1 ≤ ݇ ≤ ݊௘ ; 

               (iv) Déterminer la restriction ݂݀݁݋ à l'élément  ܧ௘ de la table des  

inconnues : 

݂݁݋݀                               = ,݊)݂݋݀} ݆)},     ݆ = 1, … , ݊ et  ܦ ∈  ݏ݁݀݋݊

                (v) Calculer {ॲ௘}  

       (vi ) Contribution de {ॲ௘}  à{ॲ} : 

      ॲூ = ॲூ + ॲ௘,௣    1 ≤ ݌ ≤ ܫ  ,௡೐ܦ = ,(݌)݂݁݋݀ ܫ > 0 

 

(2.60)
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I.5.12.Calcul numérique du facteur d'intensité de contrainte par la méthode locale  

I.5.12.1. Maillage et notion de l’élément finis singulier  

     En mécanique linéaire de la rupture, une fissure est modélisée, pour les 

problèmes plans, par une ligne à travers laquelle le champ de déplacement est 

discontinu. Un modèle construit par la méthode des éléments finis [43] ,[44] devra 

donc reproduire cette condition. 

      Les fonctions de base de la méthode des éléments finis sont par construction 

continues sur l’ensemble du domaine approché Ω௛. Par conséquent, une fissure ne 

pourra pas traverser des éléments. 

   Le caractère singulier en pointe de fissure de la solution élastique en déformation 

et en contrainte modifie les propriétés de convergence de la solution approchée vers 

la solution exacte quand le pas de maillage  tend vers zéro.  

La modélisation d’un solide fissuré nécessite ainsi, pour obtenir une précision 

raisonnable, des aménagements spécifiques, tels que : 

(a) Maillage très raffiné au voisinage de la pointe de fissure, afin d'améliorer la 

représentation de champs singuliers par les fonctions de base usuelles de la 

méthode des éléments finis; 

  (b) Création de nouveaux éléments finis, spécialement adaptés à la prise en                    

compte de champs de déformations singuliers en 1/√ݎ  au voisinage de   la pointe de 

fissure [45], [46], la justification d’utilisation de cet élément se trouve en Annexe C. 

 

 
 

Figure 2.5: élément finis singulier [47] 
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I.5.12.2.Evaluation des facteurs d'intensité de contraintes par extrapolation  
 

    Cette méthode, peu précise mais de mise en œuvre simple, consiste à exploiter 

directement les déplacements aux nœuds les plus proches d'une pointe de fissure, 

en les comparants à l'expression asymptotique (2.5) du saut de déplacement à 

travers la fissure [47]. 

   

ூܭ     ≈ ି ா
଼(ଵିνమ)

ටଶగ
ௗ

.൧(ܤ)ݑൣ  ூூܭ             ,   ݊ ≈ ா
଼(ଵିνమ)

 ටଶగ
ௗ

.൧(ܤ)ݑൣ                 , ݐ

I.5.13.Détermination de SIF par la méthode globale 

I.5.13.1.La méthode ܩ −  ߠ

   Cette méthode introduite par Destuynder et Djaoua au début des années 1980 [42] 

consiste à calculer le taux de restitution d’énergie ܩ par la dérivation de l’énergie 

potentielle d’une structure fissuré qui effectue une intégration sur une couronne 

entourant la pointe de fissure et non  pas sur un contour.  

 Pour déterminer la variation d’énergie potentielle totale, on définit une application ܨఌ: 

ఌ: ܴଷܨ                                          → ܴଷ 

ܯ∀ ∈ Ω , (ܯ)ఌܨ = ఌܯ = ܯ +  (ܯ)ߠߝ

Si la perturbation est infinitésimale [7] le champ de contrainte et ߪ et de déplacement 

 : se décompose de la manière suivante ݑ

ఌߪ                                               = ߪ +                                    ଵߪߝ

ఌݑ                                               = ݑ +  ଵݑߝ

Et la variation de l’énergie potentielle s’écrit : 

                                                

ௗ௪೛

ௗ௔
= limఌ→଴

௪೛
ഄି௪೛

ఌ
                

L’énergie potentielle totale du système en prenant le champ de déplacement 

virtuel ݑ:                  

                                              
   

௘ݓ = ଵ
ଶ

      (ܷ∇ߪ)ݎܶ
               

 

En utilisant les expressions de ߪఌet  ݑఌ:   

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)
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ܩ = ∫ ௥ܶ(ߪ∇U∇θ)݀Ω − ∫ Ωஐஐ݀(ߠ)ݒ௘݀݅ݓ  

      
 

La solution numérique  consiste à calculer l’intégrale (2.65) en utilisant un maillage 

triangulaire concentrique [48]. 
 

 Soit ߠ l’angle de propagation de la fissure par rapport à la direction initiale qui est 

caractérisé par son vecteur de direction ߠ = ,ଵߠ) . (ଶߠ
 

 Ce vecteur doit être unitaire dans ܥ௜௡௧ et qui varie de 0 à 1 dans ܥ௖௢௨௥ et qui doit être 

nul dans ܥ௘௫௧ . 

 Si on note ܱ la pointe de la fissure, ܯ est le point d’intégration et ܫ,  sont les point ܬ

d’intersection de la droite ܱܯ respectivement avec le contour interne et externe de la 

couronne ܥ௖௢௨௥,donc nous pouvons définir le vecteur ߠ)ߠଵ,  : ଶ) tel queߠ

ଵߠ   = ቀ1 − ூெ
ூ௃

ቁ (ߠ)ݏ݋ܿ

ଶߠ  = ቀ1 − ூெ
ூ௃

ቁ  (ߠ)݊݅ݏ

 

 

 

 

 

                                          
 Figure 2.6: Contour d’intégration pour la méthode G-θ

 

    La détermination de ܩ consiste à utiliser tous les éléments de la couronne et en 

intégrant  numériquement par la méthode des points de Gauss (Annexe A) ce qui 

donne plus de précision [40].
  

ܩ = න ൤ܶ(ߠ∇ܷ∇ߪ)ݎ −
1
2 ൨(ߠ)ݒ݅݀(ܷ∇ߪ)ݎܶ ܥ݀

௖௢௨௥௢௡௡௘  

ܩ                          = ∑ ∑ ቄ൫ߪଵଵݑଵ,ଵ + ଵ,ଵߠଵ,ଶ൯ݑଵଶߪ + ൫ߪଵଵ + ଵ,ଶߠଶ,ଶ൯ݑଵଶߪ    +௣௜௡௧௘௟௘௠௘௡௧

൫ߪଵଶݑଵ,ଵ + ଶ,ଵݑଵଶߪଶ,ଵ  ൫ߠଵ,ଶ൯ݑଶଶߪ + ଶ,ଶߠଶ,ଶ൯ݑଶଶߪ − ଵ
ଶ

ቂቀ൫ߪଵଵݑଵ,ଵ + ଵ,ଶݑଵଶߪ + ଶ,ଵݑଵଶߪ +

ଵ,ଵߠଶ,ଶ൯൫ݑଶଶߪ     + ଶ,ଶ൯ቁቃቅߠ ௜௡௧݀ݓ ௜ܵ௡௧  

 

(2.66)

(2.65)

(2.67)

J 

I 

M

O   
 

extC  

courC  

intC  
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    Les champs des contraintes et des déplacements se fait par élément finis avec un 

seul maillage avec des éléments  finis classiques. On peut schématiser ce calcul 

comme suit : 

                                   Pour chaque élement de la couronne 

                                       Pour chaque point d’intégration de l’élément 

                                                      On connait ߪ௜௝ 

                                                      On calcul les coordonnées de ܯ,   ܬݐ݁ ܫ

                                                      On calcul ݑ௜௝et ߠ௜௝  

                                                      On calcul ܩ௜௡௧pour ce point d’intégration 

                                                      On calcul ܩ௧௢௧ 

 II.Les contraintes résiduelles thermomécaniques 

II.1.Définition 

Les contraintes résiduelles peuvent être définies comme étant des tensions et 

compressions qui existent dans le matériau suite à un procédé de fabrication et /ou 

de transformation sans application de forces externes ou des gradients thermique. 

Les contraintes résiduelles proviennent des procédés de fabrication (la trempe 

,usinage, soudage…).  Elles influent sur la durée de vie des composants mécaniques 

en accélérant ou en retardant l’apparition des fissures ou des déformations, donc ils 

n’ont pas toujours un effet négatif sur le comportement mécanique du matériau. Elles 

peuvent être bénéfiques sur les structures, lorsque les contraintes de compression 

en surface sont générées, pour augmenter leurs durée de vie en fatigue.  

  Il est très important de connaître l'ampleur et la répartition des contraintes 

résiduelles depuis le comportement mécanique du matériau est affectée quand elles 

sont présents. La contrainte résiduelle peut être considérée comme une contrainte 

moyenne superposée qui modifie localement la charge globale. 

En outre, son introduction peut modifier la réponse des matériaux au chargement. 

Indépendamment de leur nature, de grandes contraintes résiduelles peuvent causer 
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une instabilité dimensionnelle par des phénomènes comme le fluage, la fatigue et la 

fissuration par corrosion sous tension. 

II.2.classification des contraintes résiduelles 

Les contraintes résiduelles peuvent être classées par rapport à l'échelle 

d’observation sur laquelle elles sont significatives en trois types :  

II.2.1.Contraintes résiduelles macroscopiques  

Ce type des contraintes résiduelles se développent sur certaines zones  sur une 

échelle plus grande que la taille de grain du matériau et sont aussi appelés 

contraintes résiduelles de premier ordre  ߪூ. Ces zones peuvent atteindre localement 

un état de contraintes de grande intensité. 

II.2.2.Contraintes résiduelles à l’échelle mésoscopique  

Ces contraintes varient à l'échelle d'un grain individuel (ߙ ou ߚ), appelées contraintes 

résiduelles du second ordre ߪூூ dues à la structure granulaire polycristaline. A cause 

des désorientations cristallines entre les grains et du glissement plastique, la 

déformation plastique est incompatible de grain à grain et responsable de contraintes 

internes.  

Les contraintes résiduelles du second ordre seront alors considérées comme 

homogènes seulement sur des petits domaines du matériau, sur  un grain ou une 

phase. 

II.2.3.Contraintes résiduelles à l’échelle Microscopique (micro contraintes) 

 Ce sont des contraintes qui existent dans un grain, appelées contraintes résiduelles 

du troisième  ordre ߪூூூou  la déformation plastique n’est plus uniforme. 

Il existe en effet des discontinuités microscopiques comme les bandes de 

glissement, les dislocations et d'autres défauts cristallins tels que les atomes de 

substitution, lacunes ou même des précipités. Celles-ci vont engendrer des champs 

de contraintes très variables localement (à l’échelle atomique). 
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.  

 

Figure 2.7: Différents types des contraintes résiduelles [49] 

 

II.3.Origine des contraintes résiduelles 

Les contraintes résiduelles se développent durant la plupart des procédés de 

fabrication, elles peuvent également être aussi produites durant le service par  

chargement mécanique. Les origines de contraintes résiduelles peuvent être 

répertoriées sur trois types [50]:  

II.3.1.Déformation plastique hétérogène due aux  contraintes mécaniques 

Sous un chargement mécanique, chaque partie d'un objet se déforme de manière 

non uniforme. Certaines zones subissent de grandes déformations plastiques par 

rapport à d’autres, tandis que certaines parties subissent seulement des 

déformations élastiques.  

En conséquence, lorsqu’on enlève un chargement mécanique appliqué à l'extérieur, 

les contraintes résiduelles sont générées à l'intérieur de l'objet.  

La cause externe est les contraintes appliquées de manière non uniforme, tandis que 

la cause interne peut être attribuée aux  différentes concentrations de compositions 

chimiques et des orientations des grains, de telles sortes que chaque partie présente 

un comportement d'élasticité différent. 
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 Figure 2.8: Effet de la contrainte mécanique sur la contrainte résiduelle [51] 
 

II.3.2.Déformation plastique hétérogène due aux  contraintes thermiques 

Lorsque de la chaleur est ajoutée à la plupart des matériaux, l'amplitude moyenne de 

vibration des atomes augmente ce qui augmente la distance entre les atomes en 

étirant les liaisons moléculaires provoquant l'expansion du matériau. 

Si les déformations résultantes de contraintes thermiques lors des procédés de 

chauffage ou de refroidissement restent dans le domaine élastique et le matériau ne 

subit un changement de phase provoquant un changement de volume, alors les 

contraintes thermiques sont réversibles.   

Mais, quand le matériau sera exposé  à de hautes températures lors des procèdes  

de chauffage ou de refroidissement, la  limite d'élasticité du matériau est  souvent 

dépassées ce qui provoquera par la suite des déformations plastiques ; les 

contraintes thermiques induites ne sont plus réversibles. Bien que la température 

finale dans tout l’objet soit identique, les contraintes thermiques  provoqueront  des 

contraintes résiduelles à l'intérieur du corps. 



86 
 

 
 

 

Figure 2.9: Effet le la transformation de phase thermique due la contrainte 

Résiduelle [51] 

II.3.3.Transformation de phase non homogènes 

Au cours du chauffage ou de refroidissement, un matériau peut subir des 

transformations de phase, tels que la transformation martensitique lors de la 

trempe et la précipitation lors du vieillissement introduisant des champs de 

contraintes dues au changement de volume.  
Un chauffage ou un refroidissement non uniforme est un résultat externe de 

contraintes résiduelles causées par des transformations de phase non homogènes, 

hors que la cause interne est la différence de concentration des composants 

chimiques. 

II.4.Détermination des contraintes résiduelles par les méthodes de CND 

  En raison de l’importance de l’influence des contraintes résiduelles sur les qualités 

et la durée de vie des matériaux dans l’ensemble des domaines d’activité de notre 

société, il n’est pas surprenant d’observer un intérêt continu pour le  développement 

de nouvelles de mesure des contraintes résiduelles. 

 Diverse méthode de mesure des contraintes résiduelles sont développées. Chacune 

des méthodes utilisées dépend de la forme de la pièce, de ses dimensions et du 

matériau. Aucune de ces méthodes ne permet de déterminer directement les 

contraintes. Deux classes de procédés de mesure peuvent être distinguées: les 

techniques destructives et non destructives. 
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II.4.1.Méthodes destructives    

  Les mesures destructives sont basées sur les mesures de déformation résultant 

d’enlèvement successive de la matière. 

La variation de la déformation est  utilisée, avec des hypothèses et des 

simplifications par rapport à la nature du champ de contraintes, afin de pouvoir 

reconstruire le champ de contrainte d'origine. Les hypothèses par rapport à la nature 

du champ de contraintes comprennent l’amplitude et les gradients dans un champ de 

contraintes. 

Les différentes méthodes sont souvent désignées par le mode d’enlèvement de la 

matière : 

 La méthode de découpage [52] 

 La méthode de dissolution [53] 

 La méthode de la flèche [54] 

 La méthode de perçage [55] 

 La méthode de Sachs [56] 

II.4.2. Méthode non destructives  

Les méthodes non destructives sont fondées sur les relations entre les 

caractéristiques physiques du matériau et le champ des contraintes résiduelles 

existant dans la pièce. Parmi ces méthodes, nous pouvons citer : 

 La méthode par diffraction des rayon X [57] 

 La méthode des ultrasons [58] 

 La méthode par effet de bruit de Barkhausen [59] 

II.5. Modélisation des contraintes résiduelles thermomécanique   

 La contrainte de traitement thermique en tension de l’ordre de quelques dizaine de 

MPa, peut être mis en œuvre assez simplement par la  loi thermo-élastique pour le 

tenseur des contraintes qui s’écrit : 

ߪ   = ா
ଵାఔ

ߝ + ா
ଵିଶఔ

ቂ ఔ
ଵାఔ

ߝݎܶ − ଵ
ଷ

Δܶቃߙ  (2.69)                                                                      ܫ
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III. Conclusion  
 
  Dans ce chapitre nous avons présenté l’outil numérique nécessaire à une 

modélisation précise d’une fissure dans un maillage. Nous avons montré les 

singularités que pouvait engendré une telle fissure. La bonne métrise de la structure 

de maillage est indispensable si l’on veux obtenir un calcul précis des champs 

mécaniques. Pour cela nous avons montré l’intérêt des éléments concentriques et 

des éléments singuliers avec nœud au quart  à la pointe de la fissure.   

Pour le calcul numérique  du facteur d’intensité du contraintes qui introduit la force de 

la singularité , on a utilisé deux méthodes : la méthode d’extrapolation et la méthode 

énergétique ܩ −  qui s’effectue à l’aide du taux de restitution d’énergie en utilisant ߠ

une couronne entourant la pointe de la fissure.    

   On a vu aussi que la contrainte résiduelle thermomécanique peux se calculer à 

l’aide d’un modèle thermomécanique couplé. 
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CHAPITRE III 
MODELISATION DES METHODES DE CONTROLE NON DESTRUCTIF  

 
 

 

 

    Dans ce chapitre, nous présentons les lois fondamentales de 

l’électromagnétisme et la formulation en potentiel A-V. Nous exposant des 

équations électromagnétiques et la résolution numérique par la méthode des 

éléments finis. On a exposé ainsi dans ce chapitre la modélisation ultrasonore 

pour la détermination des contraintes résiduelles. 

I. Modélisation des courants de Foucault  

Le contrôle non destructif par courant de Foucault est employé pour inspecter les 

objets conducteurs, ces courants dissipent de la chaleur par effet Joule dans le 

matériau ou  ils ont prit naissance. La simulation est  pour but à étudier les 

interactions entre la sonde et la pièce à contrôler. Elle s’appui sur une modélisation 

et fait appel à la méthode numérique des éléments finis  pour la résolution.    

I.1. Modélisation des phénomènes électromagnétiques 

La répartition des champs magnétiques et des courants induits dans un matériau 

conducteur, et éventuellement magnétique est régie par les lois fondamentales de 

l’électromagnétisme dont la formulation la plus  générale est donnée par les 

équations de Maxwell. Ces dernières rendent  notamment compte des liens   entre  

des phénomènes  magnétiques   et électriques  en définissant quartes champs 

vectoriels : un champ électrique ܧሬ⃗ ሬሬሬ⃗ܦ une densité de flux électrique , (݉/ܣ)   ,(ଶ݉/ܥ) 

un champ magnétique ܪሬሬ⃗ ሬ⃗ܤ et une densité de flux magnétique (݉/ܣ) (ܶ) [60], [61], 

[62], [63], [64], [65], [66]. 
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I.1.1. Equation de Maxwell en régime dynamique 

           ∇ ሬሬ⃗ܪ × = ܬ⃗ + డ஽ሬሬ⃗

డ௧
݀ ݁݉݁ݎ݋ℎéݐ)        ݁ݎè݌݉ܣ′ −                                                                                                                 (݈݈݁ݓݔܽܯ

           ∇. ሬ⃗ܤ =          (݁ݑݍ݅ݐé݊݃ܽ݉ ݔݑ݈݂ ݑ݀ ݊݋݅ݐܽݒݎ݁ݏ݊݋ܿ ݁݀ ݅݋݈)         0

         ∇ × ሬ⃗ܧ = − డ஻ሬ⃗

డ௧
                                                                                                                          (ݕܽ݀ܽݎܽܨ ݁݀ ݅݋݈)           

         ∇. ሬሬ⃗ܦ =                                                                                                                                    (ݏݏݑܽܩ ݁݀ ݁݉݁ݎ݋ℎéݐ)       ߩ

La première et la troisième équation expriment le couplage et l’évolution des 

grandeurs électriques et magnétiques alors que la deuxième assure la conservation 

du flux magnétique. 

En utilisant la première et la quatrième équation, nous obtenant la loi de conservation 

de la charge électrique : 

                                                ∇. ଔ⃗ + డఘ
డ௧

= 0 

I.1.2. Lois de comportement      

Les quartes équations précédentes sont associées à des relations constitutives pour 

un matériau homogène isotrope :   

ሬ⃗ܤ           = ሬሬ⃗ܪߤ + ௥ሬሬሬሬ⃗ܤ    et ߤ =        ௥ߤ଴ߤ

ሬሬሬ⃗ܦ  = ሬ⃗ܧ̅ߝ      et  ̅ߝ =      ௥ߝ଴ߝ

 ଔሬሬ⃗ = ሬ⃗ܧߪ     (ℎܱ݉′݀ ݅݋݈) 

I.1.3. Hypothèses de simplifications           

  La plupart des travaux accomplis j’jusqu’a présent dans le domaine de calcul des 

champs et des courants de Foucault pour les systèmes électromagnétiques, sont 

fondés sur les hypothèses suivantes :                                                                                                   

 Dans un milieu conducteur à basse fréquence  le courant de déplacement డ஽ሬሬ⃗

డ௧
  

est petit devant  ଔ⃗.  

 L’induction magnétique rémanente peut être considérée comme nulle ܤ௥ሬሬሬሬ⃗  dans 

le cas ou le système ne contient pas d’aimant permanant. 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.1) 
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 Le courant d’alimentation est souvent supposée produit par un générateur de 

courant parfait. Ainsi la quantité ߪതܧሬ⃗  peut etre décomposée en densité de 

courant source ܬ௦ሬሬ⃗ et une partie due au champ électrique induit : 

ܬ⃗ = ௦ሬሬ⃗ܬ + ሬ⃗ܧߪ  

 

 La densité volumique de charge est considérée comme nulle ce qui est le cas 

dans presque  tous les dispositifs à induction : 

ߩ = 0     

Avec ces hypothèses, les équations à résoudre deviennent : 

∇. ሬ⃗ܤ = 0     

        ∇ × ሬ⃗ܧ = − డ஻ሬ⃗

డ௧
 

∇ × ሬሬ⃗ܪ = ௦ሬሬ⃗ܬ + ሬ⃗ܧߪ    

                                                           ∇. ሬሬ⃗ܦ = 0     

Et les équations constitutives deviennent : 

 ଔሬሬ⃗ = ௦ሬሬ⃗ܬ + ሬ⃗ܧߪ       

ሬ⃗ܤ       = ሬሬ⃗ܪߤ  

I.1.4. Equations en régime harmonique   

Dans le cas ou les sources sont parfaitement sinusoïdales, on peut utiliser la notion 

complexe pour les représenter : 

௦ሬሬ⃗ܬ (ݐ) = ଴ሬሬሬ⃗ܬ exp (݆߱ݐ) 

De même pour ߩ, ሬ⃗ܧ , ሬ⃗ܤ . 

Donc les équations de Maxwell réécrivent sous la forme : 

 

 

 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

(3.17) 

(3.16) 

(3.15) 
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∇. ሬ⃗ܤ = 0 

∇ × ሬ⃗ܧ = ሬ⃗ܤ݆߱−  

ଵ
ఓ

∇ × ሬ⃗ܤ − ̅ߝ݆߱) + ሬ⃗ܧ(ߪ = ௦ሬሬ⃗ܬ  

.̅∇ߝ ሬ⃗ܧ = 0 

I.1.5. Formulation Electromagnétique en potentiels A-V 

Pour résoudre les équations de Maxwell, des changements de variable sont 

nécessaires, la méthode la plus reconnu est la méthode A-V, le potentiel vecteur 

magnétique ⃗ܣ et le potentiel scalaire ܸ  qui sont définis  par : 

ሬ⃗ܤ         = ∇ ×  ܣ⃗

ሬ⃗ܧ + డ஺⃗
డ௧

= −∇ܸ 

 Combinant les équations (3.20),(3.22)et (3.23), on obtient : 

∇ × ቀଵ
ఓ

∇ × ቁܣ⃗ + ߪ ቀడ஺⃗
డ௧

+ ∇ܸቁ = ௦ሬሬ⃗ܬ              

Pour résoudre l’équation précédente, il est nécessaire la connaissance des 

conditions aux limites relative au domaine d’étude soit sur la surface extérieure soit 

sur le plan de symétrie. 

 Condition type Dirichlet  

              Le champ électromagnétique imposé nul sur les frontières : 

ܣ⃗ = 0ሬ⃗  Γ ݎݑݏ     

 Condition type Neumann  

             La dérivée du champ imposée nulle sur les frontières : 

                                                 డ஺⃗
డ௡

= 0ሬ⃗ Γ ݎݑݏ       

 

 

(3.23) 

(3.22) 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

(3.18) 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 
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I.1.6.Cas d’une source de courant de forme sinusoïdale  

Pour le cas d’une source de courant parfaitement sinusoïdale le système s’écrive : 

∇ × ቀଵ
ఓ

∇ × ቁܣ⃗ + ܣ൫⃗ߪ݆߱ + ∇ܸ൯ = ௦ሬሬ⃗ܬ      

∇. ቀ−݆߱ߪ൫⃗ܣ + ∇ܸ൯ቁ = 0     

I.1.6.1. Les condition de Jauge 

Pour assurer l’unicité de la solution du système, il est nécessaire d’ajouter une 

condition de Jauge qui s’écrit d’une façon générale : 

     ∇. ܷ =  (ܾ݉݋݈ݑ݋ܥ ݁݀ ݁݃ݑܽܬ)    0

∇. ܷ + ݇ డ௎
డ௧

=  (ݖݐ݊݁ݎ݋ܮ ݁݀ ݁݃ݑܽܬ) 0

Dans le cas bidimensionnel, on utilise la jauge de Coulomb qui est la plus efficace, 

cette jauge est introduite par le terme de pénalité : 

                                       −∇ ቀଵ
ఓ

∇. Aሬሬ⃗ ቁ     

Donc, on obtient la formulation A-V jaugée 

 

                                  −∇ ቀଵ
ఓ

ቁܣ⃗∇ + ܣ⃗ߪ݆߱ = ௦ሬሬ⃗ܬ     

 
I.1.7. Techniques de calcul d’impédance  

  On considère une bobine de section Ω formée de ܰ spire. La densité  de courant 

est de répartition uniforme qui soumis à une tension du par un courant d’intensité ܫ௖. 

௖ܫ = ∬ ΩΩ݀ܬ⃗  

௖ܫ =
Ωܬ
ܰ  

Il y’a différent type de formulation de l’impédance qui sont possible selon la variable 

d’état utilisée. 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 
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I.1.7.1. Impédance à travers les énergies électromagnétique  

L’énergie électromagnétique du système (capteur-pièce) est égale à l’énergie 

dissipée par effet Joule : 

                                                      ௃ܲ = ∭ ௃
ఙ௏ ܸ݀ 

Et                                                         

                                                       ௃ܲ = ௖ܫܴ
ଶ   

D’où : 

                                                       ܴ = ேమ

ௌమூ೎
మ ௃ܲ          

 

De même l’énergie emmagasinée, nous permet de déduire l’inductance (la 

réactance) du système : 

 

ܺ = ଵ
ଶ ∭ ஻మ

ఓ
ܸ݀௏     

Et 

ܺ = ଵ
ଶ

௖ܫܮ
ଶ    

D’où                              

ܮ   = ଶேమ

ௌమ௃మ ܺ   

 

Cette méthode permet de calculer la résistance et la réactance d’une bobine de 

manière simple et rapide mais elle est applicable uniquement au capteur double 

fonctions [ 67]. 

I.1.7.2. Impédance à travers la théorie des circuits  

La théorie des circuits est généralisée par les équations (3.19) et (3.20)  des 

équations de Maxwell qui traduisent la loi des nœuds et la loi des Maille (Kirchoff). 

Cette dernière équation est écrite en fonction du potentiel vecteur magnétique et du 

potentiel scalaire électrique donnée par l’équation (3.23) et réécrite en notation 

complexe par : 

ሬ⃗ܧ = ܣ݆⃗߱− −  ܸߘ

(3.35) 

(3.36) 

(3.37) 

(3.41) 

(3.40) 

(3.39) 

(3.38) 
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Après intégration sur le contour d’une spire l’équation (3.41) devient : 

 

− ∬ ሬሬሬ݈ܸ⃗݀ߘ
௖ = ∫ ሬ⃗ܧ ݈݀ሬሬሬ⃗ + ݆߱ ∫ ሬሬሬ݈⃗݀ܣ⃗ = 0௖௖      

 

Si ܷ݀ est la tension le long du contour ܿ : 

ܷ = − ∬ ∇ܸ݈݀ሬሬሬ⃗
௖  

Et l’équation (3.43) devient : 

ܷ = ∫ ሬ⃗ܧ ݈݀ሬሬሬ⃗
௖ + ݆߱ ∫ ሬሬሬ݈⃗݀ܣ⃗

௖  

 

L’expression de la tension totale en fonction des champs s’écrit : 

 

ܷ = ଵ
Ω ∬ ቀ∫ ሬ⃗ܧ ݈݀ሬሬሬ⃗

௖ ቁ ݀Ω + ௝ఠ
ΩΩ ∬ ቀ∫ ሬሬሬ݈⃗݀ܣ⃗

௖ ቁ ݀ΩΩ  

 

Et le courant total traversant le contour est : 

 

ܼ̅ = ௎
ூ೎

= ே௎
Ω୎

= ܴ + ݆ܺ  

ܼ̅= ଵ
Ωூ೎

∬ ቀ∫ ሬ⃗ܧ ݈݀ሬሬሬ⃗
௖ ቁ ݀Ω + ௝ఠ

Ωூ೎Ω ∬ ቀ∫ ሬሬሬ݈⃗݀ܣ⃗
௖ ቁ ݀ΩΩ    

 

Le potentiel vecteur magnétique est écrit sous la forme complexe comme suit : 

 

ܣ = ௝ఠ௧݁ܣ = ܴ݁൫ܣ൯ +      (ܣ)݉ܫ

 

En injectant cette expression dans l’équation (3.45) ,on trouve : 

 

ܷ = ∬ ቀ∫ ሬ⃗ܧ ݈݀ሬሬሬ⃗
௖ ቁ ݀Ω − ߱Ω ∬ ݉ܫ ቀ∫ ሬሬሬ݈⃗݀ܣ⃗

௖ ቁ ݀ΩΩ + ߱ ∬ ܴ݁ ቀ∫ ሬሬሬ݈⃗݀ܣ⃗
௖ ቁ ݀ΩΩ   

 

En appliquant la relation (3.47), nous arrivons à la forme générale de l’impédance :        

 

ܴ = ଵ
ூ೎

∬ ቀ∫ ሬ⃗ܧ ݈݀ሬሬሬ⃗
௖ ቁ ݀Ω − ఠ

ூ೎Ω ∬ ݉ܫ ቀ∫ ሬሬሬ݈⃗݀ܣ⃗
௖ ቁ ݀ΩΩ  

ܺ = ݆ ఠ
ூ೎

∬ ܴ݁ ቀ∫ ሬሬሬ݈⃗݀ܣ⃗
௖ ቁ ݀ΩΩ   

(3.44) 

(3.45) 

(3.43) 

(3.42) 

(3.46) 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

(3.50) 

(3.51) 
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I.1.7.3. Impédance à travers l’induction magnétique 

Partant de l’équation (3.19) de Maxwell, après intégration sur la surface ܵenveloppé 

par le contour ܿ de la bobine et application du théorème de Stokes, nous arrivons à : 

∫ ሬ⃗ܧ ݈݀ሬሬሬ⃗ = −݆߱ ∬ ሬ⃗ܤ ݀ܵሬሬሬሬ⃗
ௌ௖  

   

La tension totale de la bobine est la somme des tensions élémentaires des spires, 

donc : 

∬ ൫ܧሬ⃗ ݈݀ሬሬሬ⃗ ൯Ω ݀Ω = −݆߱ ∬ ቀ∬ ሬ⃗ܤ ݀ܵሬሬሬሬ⃗
ௌ ቁ ݀Ω = −jω ∬ ߶݀ΩΩΩ    

 

Sachant que l’impédance s’écrit comme : 

ܼ̅ = ܴ + ݆ܺ = ଵ
ூ೎

∬ ቀ∫ ሬ⃗ܧ ݈݀ሬሬሬ⃗
௖ ቁ ݀ΩΩ   

En introduisant la forme complexe du flux magnétique : 

 

ܼ̅ = ఠ
ூ೎

ቀ∬ Ω݀(߶)݉ܫ − j ∬ ܴ݁(߶)݀ΩΩΩ ቁ  

Donc les paramètres de l’impédance sont : 

 

ܴ = ఠ
ூ೎

∬ ΩΩ݀(߶)݉ܫ  

ܺ = −݆ ∬ ܴ݁(߶)݀ΩΩ  

Ou bien : 

ܴ = ఠ
ூ೎

∬ ቀ∬ ሬ⃗ܤ)݉ܫ ݀ܵሬሬሬሬ⃗ )݀Sୗ ቁ ݀ΩΩ  

 

      ܺ = −݆ ఠ
ூ೎

∬ ቀ∬ ሬ⃗ܤ)݉ܫ ݀ܵሬሬሬሬ⃗ )݀Sୗ ቁ ݀ΩΩ  

 

Ces expressions sont utilisées pour les capteurs à double fonction ou à  fonctions 

séparées. 

En introduisant le potentiel vecteur magnétique, les  deux expressions de 

l’impédance deviennent :  

ܴ݁(ܼ) = ேమ

௃ௌమ ߱ ∬ ௌܵ݀(ܣ)݉ܫݎߨ2  

(3.52) 

(3.53) 

(3.60) 

(3.59) 

(3.58) 

(3.57) 

(3.56) 

(3.55) 

(3.54) 
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(ܼ)݉ܫ = ேమ

௃ௌమ ߱ ∬ ௌܵ݀(ܣ)ܴ݁ݎߨ2  

I.2.Résolution  numérique par la méthode des  éléments finis des équations 

électromagnétiques   

La méthode des éléments fins consiste à transformer des équations aux dérivées 

partielles à un système d’équation algébrique. Alors on décompose l’ensemble du 

domaine Ω en ݊ sous ensemble Ω௘des éléments, ensuite en défini ܰnoeud du 

domaine ou l’on doit chercher une bonne approximation de la grandeur ⃗ܣ .On 

approche la fonction inconnue au moyen d’une interpolation polynomiale en fonction 

de l’inconnu ܣ௝  sur les nœuds. C’est une approximation nodale par sous 

domaine Ω௘du domaine Ω qui permet de choisir les fonctions d’interpolations 

 .௜différentes sur chaque sous domaine [68]ߙ

ܣ = ෍ ௝ܣ௝ߙ

ே

௝ୀଵ

 

Suite à la transformation intégrale et la discrétisation, on obtient un système matriciel 

dont la résolution de ce système est la dernière étape de cette méthode numérique. 

 

 
Figure 3.1: Maillage de type éléments finis [23] 

  

I.2.1.Cas magnétostatique  

Pour le cas cartésien, l’équation de l’électromagnétisme est donnée par : 

− ቆ డ
డ௫

ቀߥ డ஺
డ௫

ቁ + డ
డ௬

ቀߥ డ஺
డ௬

ቁቇ =  ௦ܬ

 

La formulation intégrale de l’équation  (3.63) en appliquant la méthode projective de 

Galerkin [4], [79] : 

(3.61) 

(3.63) 

(3.62) 
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∬ ௝ߙ ቀ డ
డ௫

ቀߥ డ஺
డ௫

ቁ + డ
డ௬

ቀߥ డ஺
డ௬

ቁ + ௦ቁܬ . ݕ݀ݔ݀ = 0Ω  

L’équation (3.64) peut s’écrire sous la forme suivante : 

 

∬ ௝(−Ωߙ
డ

డ௫
ቀߥ డ஺

డ௫
ቁ − డ

డ௬
ቀߥ డ஺

డ௬
ቁ). ݕ݀ݔ݀ = ∬ .௝ߙ .௦ܬ Ωݕ݀ݔ݀   

 

En appliquant le théorème de Green au premier terme de l’équation (3.65) nous 

donne :       

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

=

∬ ௝ߙ . (Ω
డ

డ௫
ቀߥ డ஺

డ௫
ቁ + డ

డ௬
ቀߥ డ஺

డ௬
ቁ). ݕ݀ݔ݀

− ∬ ߥ ቀడఈ೔
డ௫

. డ஺
డ௫

+ డఈ೔
డ௬

. డ஺
డ௬

ቁ ݕ݀ݔ݀ + ∫ ߥ ቀడ஺
డ௫

. α୨. cos(݊, (ݔ + డ஺
డ௬

. .௝ߙ cos(݊, ቁ(ݕ ௝݀ΓΓΩߙ

� 

      Ou : 

cos(݊, (ݔ ,݊) ݏ݋ܿ ݐ݁      sont les cos directeurs au point considéré de la frontière Γ : (ݕ

L’équation peut être écrite comme suit : 

      

∬ ߥ ቀడఈ೔
డ௫

. డ஺
డ௫

+ డఈ೔
డ௬

. డ஺
డ௬

ቁ ݕ݀ݔ݀ − ∫ ߥ ቀడ஺
డ௡

ቁ ௝݀Γߙ =ΓΩ ∬ .௝ߙ .௦ܬ Ωݕ݀ݔ݀  

 

Pour le cas des condition aux limite de type Newman ou Diriklet, le terme de la 

frontière s’annule tel que : 

∫ ߥ ቀడ஺
డ௡

ቁ ௝݀Γߙ =Γ 0  

Et l’équation (3.67) devient : 

 

∬ ߥ ቀడఈ೔
డ௫

. డ஺
డ௫

+ డఈ೔
డ௬

. డ஺
డ௬

ቁ ݕ݀ݔ݀ =Ω ∬ .௝ߙ .௦ܬ Ωݕ݀ݔ݀        

 

Cette équation, on peut la réécrire de la manière suivante : 

 

∬ .௜ߙ∇)ߥ ܣ∇ ݕ݀ݔ݀( =Ω ∬ .௝ߙ .௦ܬ Ωݕ݀ݔ݀         

Sachant que : 

ܣ = ∑ ௝ܣ௝ߙ
ே
௝ୀଵ   

 

(3.67) 

(3.66) 

(3.65) 

(3.64)
 

(3.68) 

(3.69) 

(3.71) 

(3.70) 
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En remplaçant cette expression dans l’équation (3.70) :  

 

∑ ቂ∬ .௜ߙ∇)ߥ Ωݕ݀ݔ݀(௝ߙ∇ ቃ ௝ܣ =ே
௝ୀଵ ∬ .௝ߙ .௦ܬ Ωݕ݀ݔ݀  

 

L’équation (3.72),on la réécrire sous forme matricielle comme suit : 

 

[ܣ][ܯ] =  [ܨ]

Avec : 

௜௝ܯ = ∬ .௜ߙ∇)ߥ Ωݕ݀ݔ݀(௝ߙ∇     

 

௝ܨ = ∬ .௝ߙ .௦ܬ Ωݕ݀ݔ݀    

 

 c’est le vecteur des inconnus du domaine d’étude : [ܣ]

I.2.2. Equation magnétodynamique  

Pour le cas cartésien l’équation de la magnétodynamiques s’écrit de manière 

suivante : 

∇ × ߥ × ܣ + ߪ డ஺
డ௧

=  ௦ܬ

 

En régime harmonique l’équation (3.76) s’écrit : 

 

                                                     ∇ × ߥ × ܣ + ܣ߱ߪ݆ =   ௦ܬ

 

Après transformation l’équation (3.77) s’écrit : 

 

− ቆ డ
డ௫

ቀߥ డ஺
డ௫

ቁ + డ
డ௬

ቀߥ డ஺
డ௬

ቁቇ + ܣ߱ߪ݆ =  ௦ܬ

 

La formulation intégrale de l’équation (3.78) est donnée par : 

 

∬ ௝ߙ ቆ− ቆ డ
డ௫

ቀߥ డ஺
డ௫

ቁ + డ
డ௬

ቀߥ డ஺
డ௬

ቁቇ + ܣത߱ߪ݆ − ௦ቇܬ ݕ݀ݔ݀ = 0Ω   

(3.77) 

(3.76) 

(3.73) 

(3.75) 

(3.74) 

(3.72) 

(3.78) 

(3.79) 
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L’équation (3.79) peut réécrire comme suit :  

 

∬ ௝ߙ ൮
− ቆ డ

డ௫
ቀߥ డ஺

డ௫
ቁ + డ

డ௬
ቀߥ డ஺

డ௬
ቁቇ

+݆߱ ∬ Ωߪ௝ߙ ܣ
൲ ݕ݀ݔ݀ = ∬ .௦ܬ௝ߙ ΩΩݕ݀ݔ݀   

 

On applique le Théorème de Green :  

 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

=

∬ ௝(Ωߙ
డ

డ௫
ቀߥ డ஺

డ௫
ቁ + డ

డ௬
ቀߥ డ஺

డ௬
ቁ). ݕ݀ݔ݀

− ∬
ߥ ቀడఈ೔

డ௫
. డ஺

డ௫
+ డఈ೔

డ௬
. డ஺

డ௬
ቁ ݕ݀ݔ݀

+ ∫ ߥ ቀడ஺
డ௫

. α୨. cos(݊, (ݔ + డ஺
డ௬

. α୨. cos(݊, ቁ(ݕ ௝݀ΓΓߙ
Ω

= − ∬ .௜ߙ∇)ߥ ܣ∇ ݕ݀ݔ݀( +Ω ∫ ߥ ቀడ஺
డ௡

ቁ ௜݀ΓΓߙ

�        

 

En remplaçant l’équation (3.81) dans l’équation (3.80) et en trouve : 

 

∬ .௜ߙ∇)ߥ ܣ∇ ݕ݀ݔ݀( −Ω ∫ ߥ ቀడ஺
డ௡

ቁ ௜݀Γߙ + jω ∬ α୨σΩ A dxdy = ∬ ௭ܬ௝ߙ . ΩΓݕ݀ݔ݀   

 

Dans le cas des équations aux limite de Type Newman ou Diriklet  l’équation (3.82) 

devient : 

∬ .௜ߙ∇)ߥ ܣ∇ ݕ݀ݔ݀( + jω ∬ α୨σΩ A dxdy = ∬ ௦ܬ௝ߙ . ΩΩݕ݀ݔ݀   

 

Sachant que : 

ܣ = ∑ ௝ܣ௝ߙ
ே
௝ୀଵ     

 

En remplaçant dans l’équation (3.83) : 

 

∑ ቂ∬ .௜ߙ∇൫ߥ Ωݕ݀ݔ௝൯݀ߙ∇ ቃ ௝ܣ + ݆߱ ∑ ቂ∬ α୧. α୨σΩ dxdyቃ ௝ܣ
ே
௝ୀଵ =ே

௝ୀଵ   

(3.80) 

(3.81) 

(3.82) 

(3.83) 

(3.85) 

(3.84) 
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ඵ ௝ߙ . .௦ܬ ݕ݀ݔ݀
Ω

 

L’équation s’écrit sous forme matricielle comme suit : 

 

[ܣ][ܯ] + [ܣ][ܮ]݆߱ =  [ܨ]

Avec : 

௜௝ܯ = ∬ .௜ߙ∇)ߥ Ωݕ݀ݔ݀(௝ߙ∇ . 

௜௝ܮ = ∬ .ߪ ௜ߙ . ௝ߙ . Ωݕ݀ݔ݀  . 

݆ܨ = ∬ .௝ߙ ௭ܬ . Ωݕ݀ݔ݀ . 

ܣ c’est le vecteur des inconnu du domaine d’étude tel que : [ܣ] = ௥ܣ +  ௝ܣ݆

  C’est un système d’équation linéaire à résoudre par la méthode directe 

(Gauss,Chaulesky) ou itérative (Jacobi) ou non linéaire (Newten-Raphson). 

Pour le cas axisymétrique, la résolution détaillé de l’équation magnétostatique et 

magnétodynamique  se trouve en Annexe D. 

 

II. Modélisation des ultrasons pour la détermination des contraintes résiduelles  

   Le contrôle par ultrasons est basé sur le principe de la vitesse de propagation des 

ondes ultrasonores  en fonction de l’état de contrainte du matériau. 

Les variations de vitesse des  ondes ultrasons peuvent être observées lorsqu'un 

matériau est soumis des contraintes, ces variations fournissent une mesure de la 

contrainte moyenne le long du trajet de l'onde. 

   Les coefficients acousto-élastiques nécessaires pour l'analyse sont généralement 

calculés en utilisant des tests d'étalonnage. Différents types d'ondes peuvent être 

utilisés mais la technique couramment utilisée est la méthode d'onde longitudinale. 

Une meilleure sensibilité est obtenue lorsque l'onde se propage dans la même 

direction que la contrainte.  

Dans un matériau isotrope, l’onde élastique se propage par une vitesse 

caractéristique. 

Les vitesses de l’onde longitudinale ( ௅ܸ) et transversale (்ܸ ) sont données par : 

௠ߩ ௅ܸ
ଶ = ߣ + ߤ2 = ܭ + ଷ

ସ
 ߤ

(3.86) 

(3.87) 
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௠்ܸଶߩ =  ߤ

En élasticité les propriétés mécaniques sont données par le module de Young (ܧ) et 

le module de cisaillement ൫ܩ൯ telle que : 

ܩ                                           =     ߤ

ܧ                                           = ߣ3)ߤ + ߣ)/(ߤ2 +   (ߤ

ܭ                                           = ߣ3) +   3/(ߤ2

 En modifiant l’angle d’incidence, ou bien le principe de la génération d’onde, le 

faisceau sonore peut être transformé en surface et on l’appelle l’onde 

rampante .L’onde de Rayleigh ou de surface, c’est l’onde guidée qui suit la forme du 

composant dont sa vitesse ( ோܸ)est donnée par l’approximation de Bergman [69] : 

ோܸ = ்ܸ (0.87 + 1)/(ߥ1.12 +   (ߥ

Le modèle le plus utilisé pour la description de l’effet acoustoélastique est l’effet de 

l’influence de l’état de contrainte sur la vitesse de propagation des ondes 

ultrasonores donné par Hyghes et Kelly [70] en utilisant la théorie de déformation de 

Murnaghan [71] et le troisième terme dans l’énergie élastique du solide. 

L’énergie de contrainte de déformation par unité de volume peut être écrite comme 

une série de puissance de déformation élastique ߝ. 

(ߝ)߶ = ߶଴ + ݃. ௜௝ܥ . ௜௝ߝ + ଵ
ଶ

௜௝௞௟ܥ . ௜௝ߝ . ௞௟ߝ + ଵ
଺

௜௝௞௟௠௡ܥ . ௜௝ߝ . ௞௟ߝ . ௠௡ߝ + ⋯ 

   Pour une déformation de zéro l’énergie de déformation est nulle et le second terme 

qui est l’énergie potentielle  peut être égal à zéro si le référentiel n’est pas important.  

Avec : 

௜௝௞௟ܥ  : Le tenseur des constantes du second ordre du solide élastique 

௜௝௞௟௠௡ܥ  : Le tenseur des constantes du troisième ordre du solide élastique 

Le nombre des constantes élastique se réduit à deux constantes indépendantes de 

second ordre (ߣ, ,݈)et trois constantes indépendantes de troisième ordre(ߤ ݉, ݊). 

(3.93) 

(3.92) 

(3.91) 

(3.90) 

(3.89) 

(3.88) 
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Pour le cas d’un matériau isotrope, la densité d’énergie de déformation dépond 

seulement des invariants  ܫଵ,  ଷ du tenseur de déformation de Lagrange sous uneܫ ݐଶ݁ܫ

rotation arbitraire : 

(ߝ)߶ = (ఒାଶఓ)ூభ
మ

ଶ
− ଶܫߤ2 + (ଵାଶ௠)ூభ

య

ଷ
− ଶܫଵܫ2݉ +  ଷܫ݊

Et la densité d’un corps déformé peut être exprimé en terme des invariants : 

(ߝ)௠ߩ = 1)/ߩ + ଵܫ2 + ଶܫ4 +  (ଷܫ8

   Pour le cas de la propagation d’une onde plane le long de l’axe principale de 

déformation, le nombre des déformations se réduit à trois : 

௜௜ߝ , ௜௝ߝ = ௝௜ߝ , ௜௞ߝ =  ௞௜ߝ

Par conséquent les invariants des contraintes se réduit à : 

ଵܫ =  ௜௝ߝ

ଶܫ = −൫ߝ௜௝ߝ௝௜ +  ௞௜൯ߝ௜௞ߝ

ଷܫ = 0  

En remplaçant dans l’équation (3.93) [70], [72], la solution de l’équation d’onde 

polarisée en une seule direction principale pour un solide avec une structure cubique 

s’écrit comme : 

଴ߩ ௜ܸ௜
ଶ = ߣ + ߤ2 + (2݈ + ௜ߝ൫(ߣ + ௝ߝ + ௞൯ߝ + (4݉ + ߣ4 +   ௜ߝ(ߤ10

଴ߩ ௜ܸ௝
ଶ = ߤ + ߣ) + ݉)൫ߝ௜ + ௝ߝ + ௞൯ߝ + 4μߝ௜ + ௝ߝߤ2 − ௡

ଶ
  ௞ߝ

଴ߩ ௜ܸ௞
ଶ = ߤ + ߣ) + ݉)൫ߝ௜ + ௝ߝ + ௞൯ߝ + 4μߝ௜ + ௞ߝߤ2 − ௡

ଶ
 ௝ߝ

Avec : 

Le premier index de ܸ représente la direction de propagation du son et le deuxième 

index représente la direction de vibration. 

L’équation (3.100) représente l’équation fondamentale de l’évaluation ultrasonore 

des contraintes résiduelles utilisée uniquement pour le cas ou l’onde ultrasonore se 

propage et vibre le long de l’axe principale [74]. 

 

(3.94) 

(3.95) 

(3.96) 

(3.97) 

(3.98) 

(3.99) 

(3.100) 

(3.102) 

(3.101) 
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Dans le cas d’un chargement uniaxial ou le champs de déformation est parallèle au 

sens de propagation de l’onde, les équations précédente s’écrivent sous la forme :  

଴ߩ ௜ܸ௜
ଶ = ߣ + ߤ2 + ߣ)4] + (ߤ2 + ߤ)2 + 2݉) + ߤߥ ቀ1 + ଶ௟

ఒ
ቁ]ߝ                        

଴ߩ ௜ܸ௝
ଶ = ߤ + ߤ4] + ߥ ቀ௡

ଶ
ቁ + ݉(1 +  ߝ[(ߥ

଴ߩ ௜ܸ௝
ଶ = ߤ + ߤ4] + ߥ ቀ

݊
2ቁ + ݉(1 +  ߝ[(ߥ

 

Egle et Bray [74] ont défini le coefficient acoustoélastique en effectuant une 

dérivation des équations précédentes par rapport à la déformation principale. Ce 

coefficient s’écrit : 

ଵܭ                                     =
ௗೇభభ

ೇబ
ாௗఌ

= 2 +
ఓାଶ௠ାఔఓቀଵାమ೗

ഊ ቁ

ఒାଶఓ
                                    (3.106) 

 

L'équation de base pour le calcul de contrainte pour un solide élastique isotrope 

semi-infini, défini par un plan normal ( ଵܺ, ܺଶ), les vitesses de propagation des ondes 

longitudinales suivant les directions principales ( ଵܺ, ܺଶ) d'un champ de contraintes 

sont exprimées par : 
௏೔೔ି௏೔೔

°

௏೔೔
° = ௜௜ߪଵܭ +  ௝௝ߪଶܭ

 

III. Conclusion  

  Dans ce chapitre ,on a vu que  la modélisation des CF est faite par la résolution 

numérique par la méthode des éléments finis des équations de Maxwell, pour le cas 

ou les sources sont parfaitement sinusoïdales avec quelques hypothèses 

simplificatrices. On a vu aussi que l’énergie dissipée par effet Joule et l’énergie 

emmagasinée nous  permet de déduire la résistance et la réactance. 

   Pour la modélisation des contraintes résiduelles par la méthode des ultrason, on a 

utilisé la théorie de l’acoustoélasticité par la technique des ondes longitudinale qui 

traduit la vitesse de propagation en fonction de l’état de déformation. 
 

 

 

 

(3.107) 

(3.103) 

(3.104) 

(3.105) 
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CHAPITRE 4 

PARTIE EXPERIMENTALE 

 

 

 

     Dans ce chapitre on a commencé par donner les propriétés chimiques et 

physiques des alliages d’aluminium, ensuite on a présenté tous les équipements 

utilisés dans cette thèse et les étapes nécessaires pour le contrôle par courant de 

Foucault et les ultrasons ainsi que la caractérisation du matériau par les essais 

mécaniques et la cryogénie, en débutant par la préparation des échantillons avec 

différents types de fissures.  

I. Propriétés chimiques et physiques des alliages d’aluminium utilisés  

  Même si à l’heure actuelle, l’industrie aéronautique lance de nombreux travaux de 

recherche autour des matériaux composites, les alliages métallique  et notamment 

les alliages d’aluminium, restent incontournables. Les alliages  d’aluminium de la 

série 7000 sont largement utilisés pour des applications mécaniques, l’alliage 7075-

T6 étant des précurseurs pour des applications aéronautiques. 

 L’aluminium pur ne présente que peu d’intérêt, car ses propriétés physico-chimique 

sont médiocres .Ses alliages sont des matériaux de choix dans des secteurs comme 

l’aéronautiques et l’automobiles. On distingue essentiellement trois groupes 

d’aluminium : 

1. L’aluminium pur : très ductile, mou, excellent conducteur d’électricité. 

2. Les alliages pour corroyage pour fabriquer les bruts laminés ou étirés(les 

barres, tôles …) 

3. Les alliages d’aluminium de fonderie. 

L’alliage d’aluminium utilisé dans cette thèse est  le  7075-T6 ses compositions 

chimiques et propriétés physico-mécaniques sont données par les tableaux 

suivants : 
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Tableau 4.1 : compositions chimiques d’alliage d’Aluminium 7075 

Alliage Si Fe Cu Mn Mg Cr Zn Ti Autre 

7075 0.40 0.50 1.20/2 0.30 2.10/2.90 0.18/0.28 5.10/6.10 0.20 Al :solde 

 

Tableau 4.2: Propriétés physiques d’alliage d’Aluminium 7075       

Alliage 

Masse 

Volumique 

(݇݃/݀݉ଷ) 

Intervalle de 

fusion 

Approximatif 

 (°ܥ)

Coefficient 

de 

dilatation 

linéique 

Capacité 

thermique 

massive 

(J/kg °) 

Etat 

Conductivité 

thermique 

(W/mC°) 

Résistivité  

à20c° 

 (Ωܿ݉ߤ)

7075 2.80 475-630 23.5 915 T6 130 5.2 

 

Tableau 4.3: Propriété mécanique des tôles en alliage d’Aluminium 7075 d’épaisseur 

entre 3mm et 6 mm   

                

Alliage 

Module 

De Young 

 (ܽ݌ܩ)

Coefficient de 

poisson 

Limite de 

rupture 

(ܰ/݉݉ଶ) 

Limite 

d’élasticité 

(ܰ/݉݉ଶ) 

Allongement 

(%) 

7075 72 0.3 535 470 7 

 

II. Préparation des échantillons 

 On a préparé 20 plaque d’Al de type 7075 − ܶ6, avec une longueur de 180݉݉ , 

d’une largeur de 60݉݉ et d’une épaisseur de 3݉݉. Neuf plaques représentent un 

défaut de type rainure (Fig 4.1), neuf présentent un défaut de type entaille (Fig 4.2),  

neuf d’autres présentent des fissures elliptiques centrées (Fig 4.3) ; et deux plaques 

restent sans défaut. 
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Figure 4.1: Plaque d’Al 7075 avec une rainure  

 

Figure 4.2: Plaque d’Al 7075 avec un défaut elliptique centré 

 

 Figure 4.3: Plaque d’Al 7075 avec une entaille  
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III. Contrôle par courant de Foucault  

  Pour le contrôle par courant de Foucault, on a utilisé un impédance mètre de type 

Agilent 4284A-LCR Meter,  sous une gamme de fréquence de 20ݖܪ à 1ݖܪܯ. La 

sonde est en ferrite pointue à l’extrémité, son diamètre ݀ = 6.5݉݉ et un nombre de 

spire ݊ = 450 avec un diamètre de fil égal à 0.013 ݉݉ . La manipulation du contrôle 

par CF est facilement accomplie avec un logiciel  qui est basé sur le langage de 

programmation Labview.     

 

 

F 

F 

F 

hj h 

 

 

 

 

                           Figure 4.4: Impédance mètre de type Agilent 4284A 

IV. Contrôle par ultrasons  

  Pour cette technique  de contrôle par contact, on a utilisé une sonde de type 

paramétrique avec un diamètre ݀ = 6.5݉݉ et de fréquence ݂ =  et un ,ݖܪܯ10

générateur d’impulsion de type Olympus, modèle 5800 d’une gamme de fréquence 

de ݂ = ݂ à ݖܪܭ1 =  .ݖܪܯ35

 

Figure 4.5: Générateur d’impulsion Olympus 5800 
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V. Essais Mécanique  

V.1. Essai de traction  

 La procédure de l’essai consiste à soumettre des éprouvette à un effort de traction 

unidirectionnel croissant en vue de déterminer la courbe caractéristique du matériau 

en mesurant l’effort et l’allongement. L’essai de traction sur nos éprouvettes est 

réalisé par la machine de traction de type Instron pour la charge 650ܰܭ . 

 

Figure 4.6: La machine de traction type Instron pour la charge 650ܰܭ  

A fin de faire le balayage de la sonde sur la plaque en tension  pour le contrôle de 
Foucault, on a créer un dispositif a fin de  bien fixer la sonde sur le point désiré. 

 

Figure 4.7: Dispositif de fixation sur la plaque en tension 
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V.2. Essai de dureté 

 La mesure de la dureté est employé généralement pour caractériser le matériau. Il 

s’agit de s’assurer de sa résistance. Les essais de dureté Vikers (indenteur en forme 

de pyramide normalisé en diamant) et Brinell (indenteur en bille en acier) sous une 

charge de 10g sont fait par le duromètre (Innovatest Nemesis 900TM).    

 

Figure 4.8: Duromètre  Innovatest Nemesis 900TM 

V.3. Essai de résilience 

  La résilience est la capacité d’un matériau à absorber de l’énergie quand il se 

déforme sous l’effet d’un choc. Cet effet consiste à mètre une éprouvette normalisé 

entaillé en U ou en V placée sur deux appuis ,et de mesurer l’énergie nécessaire 

pour rompre l’éprouvette par un pendule qui la frappe par une vitesse de 4m/s. Notre 

essai est fait par le modèle Charpy 750 J/D2M.  

 

Figure 4.9: Modèle Charpy 750 J/D2M 
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IV. La cryogénie  

 Pour caractériser les contraintes au voisinage de la fissure suite à un chargement 

uni-axial à basse température, on a utilisé l’Azote liquide en faisant une immersion 

des tôles dans cet liquide, ensuite on applique une charge uni-axiale en machine de 

traction lorsque la température atteint le plage de température [-30,-10]. Ce gaz  se 

refroidi en dessous de son point d'ébullition à −195,79 °C. C’est un liquide 

cryogénique très courant, tant dans le domaine de la recherche scientifique. On 

stocke l’Azote liquide dans des bonbonnes isothermes réservées à cet usage. 

                                       

       a: L’Azote liquide                                          b: Immersion des tôles d’Aluminium 
                                                                     dans  l’Azote liquide 

Figure 4.10 :La cryogénie 

IIV. Conclusion  

  Dans ce chapitre nous avons présenté les propriétés mécaniques de l’alliage 

d’Aluminium 7075-T6 utilisé pour le revêtement des avions  ainsi que   les 

équipements utilisés pour le contrôle non destructif et la caractérisation du matériau 

par les essais mécaniques et la cryogénie 
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CHAPITRE V 

RESULTATS ET INTERPRETATIONS 

 

 

 

 

   Ce chapitre présente les résultats numériques et expérimentaux ainsi que les 

interprétations. Pour la partie numérique, on a déterminé le champ de contraintes au 

voisinage de la fissure avec et sans contraintes résiduelles ainsi que le facteur 

d’intensité de contrainte par la méthode des éléments finis. Aussi bien la validation 

d’essai de contrôle par courant de Foucault. Concernant la partie expérimentale on a 

caractérisé les défauts et les contraintes résiduelles au voisinage de la fissure par 

différentes méthodes de contrôle non destructif  tel que les courants de Foucault et 

les ultrasons ainsi une caractérisation mécanique de traction, de dureté et de 

résilience  pour le matériau.  

I. Résultats expérimentaux  

I.1.Caractérisation des défauts et des contraintes par le contrôle par courant de 
Foucault 

 On a fait un balayage de la sonde sur des plaques qui présentent trois types 

différents des fissures présentés par la figure 5.24, avec une gamme de fréquence 

de 20hz -1MHz et une tension de 220V. Le balayage de la sonde sur la surface des 

plaques autour des fissures est présenté par la figure 5.25 par des points distant de 

5݉݉ numérotés dans le sens trigonométrique à fin de caractérise les contraintes 

autour de la pointe de chaque type de fissure sachant que le point 4 se situe dans la 

zone d’élaboration, le point 5 se situe dans la zone singulière et le point 6 se situe 

dans la zone des champs lointains.   
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Figure 5.1: Les plaques fissurées préparée pour le contrôle 

                      

                    Figure 5.2: Balayage de la sonde sur les plaques fissurées 
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Le diagramme d’impédance pour une plaque sans fissure est : 

 

Figure 5.3: Diagramme d’impédance pour une plaque sans défaut 

Les valeurs expérimentales de ܴ et ܮ de la  plaques sans défaut sont données par le 
tableau suivant : 

Tableau 5.1: valeurs expérimentales de ܴ, ܮet ܼ de la  plaques sans défaut  

 (Ω)ܼ (Ω)ܴ (ܪ)ܮ (ݖܪ)݂ 
 

Tôle sans défaut 
500 0.011808 19.0058 41.6645 
1000 0.011703 19.6532 76.0771 

10000 0.011512 27.3179 723.4695 
 

  Pour la plaque avec le défaut rainure sans contrainte résiduelle en cas statique, les 
résultats sont présentés par les diagrammes d’impédance et tableau  suivants : 
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Figure 5.4 : Diagramme d’impédance pour le cas statique sans contrainte résiduelle 
de la plaque avec défaut rainure pour les neuf points 

 Tableau 5.2 : valeurs expérimentales de ܴ, ܮ et  ܼ de la  plaques avec défaut rainure 
pour les points 4, 5 et 6 pour le cas statique sans contrainte résiduelle  

Point ݂(ݖܪ) ܮ(H) ܴ(Ω) ܼ(Ω) 

 
4 

500 0.012073 19.4777 43.1132 
1000 0.011995 21.2804 78.2767 
10000 0.011843 27.6372 744.2537 

 
5 

500 0.012191 19.2738 42.8581 
1000 0.011864 21.2493 77.4768 
10000 0.011785 25.6325 740.5417 

 
6 

500 0.012337 18.9236 42.6202 
1000 0.011737 21.1603 76.6855 
10000 0.011646 23.4795 731.7455 
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Pour la plaque avec le défaut entaille sans contrainte résiduelle en cas statique, les 

résultats sont présentés par les diagrammes d’impédance et tableau et suivants : 
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Figure 5.5 : Diagramme d’impédance pour le cas statique sans contrainte résiduelle 
de la plaque avec défaut entaille pour les neuf points 

 Tableau 5.3 : valeurs expérimentales de ܴ, ܮ et  ܼ de la  plaques avec défaut 
entaille pour les points 4, 5 et 6 pour le cas statique sans contrainte résiduelle 

Point ݂(ݖܪ) 
 (Ω)ܼ (Ω)ܴ (H)ܮ 

 
4 

500 0.012148 19.3435 44.9541 
1000 0.012077 19.7102 78.3628 

10000 0.01195 31.7356 751.1307 

 
5 

500 0.012192 19.2117 42.8330 
1000 0.011968 20.2287 77.8336 

10000 0.011703 26.3299 735.4198 

 
6 

500 0.012954 19.1409 42.7690 
1000 0.011835 20.255a7 77.0345 

10000 0.011098 27.0243 697.4781 
 

   Pour la plaque avec le défaut surfacique elliptique centré sans contrainte résiduelle 

en cas statique, les résultats sont présentés par les diagrammes d’impédance et le 

tableau suivants : 
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Figure 5.6 : Diagramme d’impédance pour le cas statique sans contrainte résiduelle 
de la plaque avec défaut elliptique centré pour les huit points 

Tableau 5.4: valeurs expérimentales de ܴ,ܮ et  ܼ de la  plaques avec défaut elliptique 
centré  pour les points 1, 2,5 et  6 pour le cas statique sans contrainte résiduelle 

Point ݂(ݖܪ) 
 (Ω)ܼ (Ω)ܴ (H)ܮ 

 
1 

500 0.01214 19.616 42.8706 
1000 0.011749 20.5419 77.7313 
10000 0.011674 22.4058 733.4695 

 
2 

500 0.012155 19.269 42.7550 
1000 0.011954 20.1616 76.5898 
10000 0.011584 30.336 728.1074 

 
5 

500 0.012062 19.3336 42.8631 
1000 0.011799 20.3672 77.7191 
10000 0.011569 22.054 727.999 

 
6 

500 0.01215 19.5384 42.5238 
1000 0.011958 20.0204 768459 
10000 0.011587 22.1268 726.8678 
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  Pour la plaque avec contrainte résiduelle pour le défaut rainure en cas statique, les 
résultats sont présentés par les diagrammes d’impédance et tableaux  suivants : 
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Figure 5.7 : Diagramme d’impédance pour le cas statique avec contrainte résiduelle 
de la plaque avec défaut  rainure  pour les neuf points 

Tableau 5.5 : valeurs expérimentales de ܴ ,ܮ et  ܼ de la  plaques avec défaut rainure 
pour les points 4, 5 et 6 pour le cas statique avec contrainte résiduelle. 

Point ݂(ݖܪ) 
 (Ω)ܼ (Ω)ܴ (H)ܮ 

 
4 

500 0.012098 19.3295 42.6227 
1000 0.011994 19.8631 77.8973 
10000 0.011656 25.9569 732.4568 

 
5 

500 0.011824 19.2057 41.8007 
1000 0.011787 19.7792 76.6193 
10000 0.011652 24.7216 732.1636 

 
6 

500 0.011774 19.0475 41.5886 
1000 0.011744 19.5693 76.3044 
10000 0.011589 23.8746 728.1806 

 

Pour la plaque avec contrainte résiduelle pour le défaut entaille en cas statique, les 
résultats sont présentés par les diagrammes d’impédance et tableau  suivants : 
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Figure 5.8 : Diagramme d’impédance pour le cas statique avec contrainte résiduelle 
de la plaque avec défaut  entaille  pour les neuf points 
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Tableau 5.6 : valeurs expérimentales de ܴ, ܮ et  ܼ de la  plaques avec défaut entaille 
pour les points 4, 5 et 6 pour le cas statique avec contrainte résiduelle 

Point ݂(ݖܪ) 
 (Ω)ܼ (Ω)ܴ (H)ܮ 

 
4 

500 0.012036 19.2737 42.4239 
1000 0.011931 19.7345 77.4819 
10000 0.011736 24.0611 737.4134 

 
5 

500 0.011949 19.2686 42.1784 
1000 0.011822 19.6123 76.7889 
10000 0.011699 21.6642 735.0165 

 
6 

500 0.011785 19.124 41.6544 
1000 0.011692 19.4653 75.9620 
10000 0.011688 19.9231 734.2767 

 

Pour la plaque avec contrainte résiduelle pour le défaut elliptique centré en cas 
statique , les résultats sont présentés par les diagrammes d’impédance et tableau  
suivants : 
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Figure 5.9 : Diagramme d’impédance pour le cas statique avec contrainte résiduelle 
de la plaque avec défaut  elliptique centré  pour les neuf points 

Tableau 5.7: valeurs expérimentales de ܴ,ܮ et  ܼ de la  plaques avec défaut elliptique  
centré pour les points 1, 2,5 et  6 pour le cas statique avec contrainte résiduelle 

Point ݂(ݖܪ) 
 (Ω)ܼ (Ω)ܴ (H)ܮ 

 
1 

500 0.011782 19.202 41.7239 
1000 0.01167 19.0656 76.0345 
10000 0.011547 22.3561 729.8463 

 
2 

500 0.011842 18.9274 41.7239 
1000 0.011724 18.983 76.0345 
10000 0.011617 20.8812 729.8463 

 
5 

500 0.011772 19.2956 41.6993 
1000 0.011662 19.7743 76.4646 
10000 0.011581 21.3867 729.5110 

 
6 

500 0.011805 19.1003 41.6972 
1000 0.011769 19.6 75.8599 
10000 0.011612 20.1161 727.6011 

 

     Pour la plaque avec défaut rainure sans contrainte résiduelle en appliquant une 
force uni-axiale  ܨ =  les résultats sont présentés par les courbes et tableau ,ܰܭ5
suivants : 
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Figure 5.10 : Diagramme d’impédance pour les tôles avec défaut rainure sans 
contrainte résiduelle en appliquant ܨ =  pour les neuf points ܰܭ5

Tableau 5.8: valeurs expérimentales de ܴ, ܮ et  ܼ de la  plaques avec défaut rainure 
pour les points 4, 5 et 6 avec ܨ =   ܰܭ5

Point ݂(ݖܪ) 
 (Ω)ܼ (Ω)ܴ (H)ܮ 

 
4 

500 0.001064 12.4502 12.8906 
1000 0.001025 12.6461 14.3432 
10000 0.000995 14.6461 64.1795 

 
5 

500 0.001026 12.4408 12.8511 
1000 0.001086 12.618 14.1900 
10000 0.000962 13.9985 62.0142 

 
6 

500 0.001123 12.3795 12.8719 
1000 0.00099 12.593 14.0441 
10000 0.000935 13.8668 60.3331 

 

Pour la plaque avec défaut entaille sans contrainte résiduelle en appliquant ܨ =  ,ܰܭ5

les résultats sont présentés par les courbes et tableau suivants : 
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Figure 5.11 : Diagramme d’impédance pour les tôles avec défaut entaille sans 
contrainte résiduelle en appliquant ܨ =  pour les neuf points ܰܭ5
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Tableau 5.9: valeurs expérimentales de ܴ, ܮ et  ܼ de la  plaques avec défaut entaille 
pour les points 4, 5 et 6  avec ܨ =   ܰܭ5

Point ݂(ݖܪ) 
 (Ω)ܼ (Ω)ܴ (H)ܮ 

 
4 

500 0.001023 12.2365 12.6510 
1000 0.000989 12.4087 13.8762 
10000 0.000969 13.8402 62.4072 

 
5 

500 0.000985 12.2094 12.5950 
1000 0.000953 12.3328 13.7082 
10000 0.00093 13.654 59.9788 

 
6 

500 0.001049 12.0597 12.5014 
1000 0.001034 12.2149 13.8336 
10000 0.000906 13.4273 58.4597 

Pour la plaque avec défaut elliptique centré sans contrainte résiduelle en appliquant 

ܨ  =  : les résultats sont présentés par les courbes et tableau suivants ,ܰܭ5
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Figure 5.12 : Diagramme d’impédance pour les tôles avec défaut elliptique centré 
sans contrainte résiduelle en appliquant ܨ =  pour les huit points ܰܭ5

Tableau 5.10: valeurs expérimentales de ܴ, ܮ et  ܼ de la  plaques avec défaut 
elliptique  centré pour les points 1, 2,5 et  6 avec ܨ =   ܰܭ5

Point ݂(ݖܪ) 
 (Ω)ܼ (Ω)ܴ (H)ܮ 

 
1 

500 0.000996 12.1985 12.5930 
1000 0.00095 12.3225 13.6990 
10000 0.000902 13.4418 58.2186 

 
2 

500 0.000978 12.1925 12.5732 
1000 0.000962 12.3209 13.7223 
10000 0.000915 13.3775 58.1986 

 
5 

500 0.001021 12.2559 12.6682 
1000 0.000951 12.3873 13.7518 
10000 0.000927 13.6154 59.7865 

 
6 

500 0.001009 12.2384 12.6418 
1000 0.000981 12.3814 13.8294 
10000 0.000938 13.602 60.4564 

 

   Analysant les diagrammes d’impédance des différents points des plaques avec 

fissure rainure ,entaille et elliptique présentés par Fig.5.3, Fig.5.4, Fig.5.5, Fig.5.6, 

Fig.5.7, Fig.5.8, Fig.5.9, Fig.5.10, Fig.5.11, Fig.5.12, on constate d’abord que toutes 

les courbes possèdent la forme de la courbe caractéristique d’impédance avec des 

valeurs différentes, et que l’impédance augmente en s’éloignant de la fissure. On 

remarque aussi que les points très proches de la pointe de la fissure possèdent 

presque le même diagramme d’impédance.  

    D’après les résultats présentés par le tableau 5.2, tableau 5.3, tableau 5.4, tableau 

5.5, tableau 5.6, tableau 5.7, tableau 5.8, tableau 5.9, tableau 5.10, on peut constater 

que la réactance augmente en s’éloignant de la pointe de la fissure pour la même 

fréquence et diminue avec l’augmentation de la fréquence pour le même point, 

contrairement à résistance . Cela se traduit par une augmentation de l’impédance en 
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se rapprochant de la pointe qui s’explique par l’augmentation de l’énergie dissipée 

par effet Joule et la diminution de l’énergie emmagasinée au voisinage de la pointe 

des trois types de fissure  pour les cas statique sans et avec contrainte. 

   Prenant maintenant  le point da la pointe de fissure  pour  les trois types de défaut 

pour le cas statique avec et sans contrainte résiduelle et pour le cas de la contrainte 

uni-axiale avec une fréquence ݂ =  Les résultats de la comparaison sont .ݖܪ500

présentés par le tableau suivant :  

Tableau 5.11:Comparaison des valeurs expérimentales de ܴ, ܮ et  ܼ entre les trois 
types de défauts à la pointe de fissure pour le cas statique avec et sans contrainte 
résiduelle et le cas de la charge uni-axiale  ܨ = ݂  pour la fréquence  ܰܭ5 =  ݖܪ500

 

Tôle ܮ(H) 
 ܴ(Ω) ܼ(Ω) 

        
        Sans défaut 

 
0.011808 19.0058 41.6645 

Statique avec rainure  
sans contrainte 

résiduelle 
0.012073 19.4777 43.1132 

Statique  avec rainure 
et contrainte résiduelle 

 
0.012098 19.3295 42.6227 

Avec rainure sans 
contrainte résiduelle 

avec  ܨ =  ܰܭ5
0.001064 12.4502 12.8906 

Statique avec entaille  
sans contrainte 

résiduelle 
0.012148 19.3435 44.9541 

Entaille statique avec 
contrainte résiduelle 

 
0.012036 19.2737 42.4239 

Avec entaille sans 
contrainte résiduelle 

avec  ܨ =  ܰܭ5
0.001023 12.2365 12.6510 

Statique elliptique  
sans contrainte 

résiduelle 
0.01214 19.616 42.8706 

Statique elliptique 
avec contrainte 

résiduelle 
0.011782 19.202 41.7239 

Elliptique sans 
contrainte résiduelle 

avec  ܨ =  ܰܭ5
0.000996 12.1985 12.5930 
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 Analysant les résultats mentionnés sur le tableau 5.11, on remarque que la 

présence du défaut augmente l’impédance, mais elle diminue légèrement avec la 

présence de la contrainte résiduelle et énormément avec la charge uni-axiale, qui 

s’explique par l’agitation thermique due à la contrainte qui est plus prononcée à la 

pointe, en effet la seule contrainte électrique qui agit est la conductivité électrique. Et 

ça nous permet de constater que les CF sont sensibles à la micro variation.      

I.2.Détermination des contraintes résiduelles  par les ultrasons 

  Pour la caractérisation statique, on a utilisé la technique de contrôle ultrasonore par 

contact. Donc on a fait un balayage  sur des plaques qui présentent trois types 

différents des fissures. Les résultats sont donnés par les signaux ultrasonores pour 

les trois types de défauts. 

D’après les signaux, on peut déterminer les vitesses longitudinales et les 

atténuations illustrées dans le tableau suivant  avec: 

                                                            ௅ܸ = ଶ௘
∆௧

  

௅ܸ  :La vitesse des ondes longitudinales 

݁ :L’épaisseur de la pièce 

 .le temps parcours l’écho de la face d’entrée et le premier écho de fond: ݐ∆

 

Et                                                     ߙ௅ = ଵ
ଶ௘

݊ܮ ቀቚ ா೙షಶ೙శభ
ா೙శభିா೙శమ

ቚቁ 

  ௅ :le coefficient d’atténuationߙ

 ௡ :l’amplitude du ݊௜è௠௘ échoܧ

 

Avec une incertitude d’atténuation de ±0.0078 et une incertitude de vitesse de ±0.05. 

Pour une plaque sans défaut le signal ultrasonore est donné par le graphe suivant : 
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Figure 5.13: Signal ultrasonore de la plaque sans défaut sans contrainte résiduelle 

La vitesse et l’atténuation de la plaque sans défaut et sans contrainte résiduelle sont 

données par le tableau suivant : 

Tableau5.12: Vitesse et atténuation de la plaque sans défaut et sans contrainte 
résiduelle 

Plaque 
t1 

(s) 

t2 

(s) 

 ݐ∆

(s) 

A1 

(V) 

A2 

(V) 

Vitesse 

(m/s) 

Epaisseur 

(mm) 

Atténuation 

(Np/mm) 

Sans 
défaut et 

sans  
contrainte 
résiduelle 

2.6225 

10ିହ 
2.6938 

10ିହ 

0.0718 

10ିହ 
0.8284 0.5503 8356.54 3 0.0681 

 

Pour la plaque avec défaut rainure les résultats sont donnés par les graphiques et 

tableau suivants : 
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Figure 5.14: Signal ultrasonore de la plaque avec défaut rainure sans contrainte 

résiduelle  pour les neuf points 
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Tableau 5.13: Vitesse et atténuation de la plaque avec défaut rainure sans contrainte 
résiduelle 

Points 

t1* 

10ିହ 

(s) 

t2* 

10ିହ 

(s) 

 *ݐ∆

10ିହ 

(s) 

A1 

(V) 

A2 

(V) 

Vitesse* 

10ଶ 
(m/s) 

Epaisseur 

(mm) 

Atténuation 

(Np/mm) 

1 2.5667 2.6378 0.0711 0.9013 0.5930 84.3881 3 0.0697 

2 2.5688 2.6396 0.0708 0.8948 0.5926 84.7457 3 0.0686 

3 2.5707 2.6418 0.0711 0.889 0.5894 84.3881 3 0.0684 

4 2.5665 2.6376 0.0711 0.7072 0.4597 84.3881 3 0.0717 

5 2.5685 2.6392 0.0708 0.8717 0.5837 84.7457 3 0.0668 

6 2 .5702 2.641 0.0707 0.8735 0.5837 84.8656 3 0.0671 

7 2.5574 2.6285 0.0711 0.8631 0.5636 84.3881 3 0.0710 

8 2.5567 2.6277 0.071 0.8445 0.5553 84.5070 3 0.0698 

9 2.555 2.626 0.071 0.8411 0.5472 84.5070 3 0.0716 

 

Pour la plaque avec défaut entaille les résultats sont donnés par les signaux et 

tableau suivants : 
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Figure 5.15: Signal ultrasonore de la plaque avec défaut entaille sans contrainte 

résiduelle  pour les neuf points 
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Tableau 5.14: Vitesse et atténuation de la plaque avec défaut entaille 

 

Points 

t1* 

10ିହ 

(s) 

t2* 

10ିହ 

(s) 

 *ݐ∆

10ିହ 

(s) 

A1 

(V) 

A2 

(V) 

Vitesse* 

10ଶ 

(m /s) 

Epaisseur 

(mm) 
Atténuation 

(Np/mm) 

1 2.1734 2.2444 0.071 0.7426 0.553 84.5070 3 0.0491 

2 2.1774 2.2488 0.0714 0.6253 0.4532 84.5336 3 0.0536 

3 2.1806 2.2524 0.0718 0.638 0.446 84.5654 3 0.0596 

4 2.1794 2.2504 0.071 0.546 0.412 84.5070 3 0.0469 

5 2.1809 2.2521 0.0712 0.487 0.3231 84.2696 3 0.0683 

6 2.1826 2.254 0.0714 0.4548 0.3038 84.5336 3 0.0672 

7 2.1636 2.2346 0.071 0.7125 0.5285 84.5070 3 0.0497 

8 2.1623 2.2332 0.0709 0.7364 0.5286 84.6262 3 0.0552 

9 2.1607 2.2315 0.0708 0.7127 0.5085 84.7457 3 0.0562 

 

Pour la plaque avec défaut elliptique centré  les résultats sont donnés par les 

graphes suivants : 
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Figure 5.16: Signal ultrasonore de la plaque avec défaut elliptique centré sans 

contrainte résiduelle  pour les huit points 

Tableau 5.15: Vitesse et atténuation de la plaque avec défaut elliptique centré sans 
contrainte résiduelle 

Points 

t1.* 
10ିହ 

(s) 

t2* 

10ିହ 

(s) 

 *ݐ∆

10ିହ 

(s) 

A1 

(V) 

A2 

(V) 

Vitesse* 

10ଶ 

(m/s) 

Epaisseur 

(mm) 

Atténuation 

(Np/mm) 

1 2.708 2.7486 0.0406 0.6744 0.4222 147.7832 3 0.0780 

2 2.7095 2.7504 0.04409 0.6999 0.4449 146.6992 3 0.0755 

3 2.7105 2.7517 0.0412 0.3319 0.1735 145.6310 3 0.1081 

4 2.6148 2.681 0.0662 0.7259 0.4736 90.6310 3 0.0711 

5 2.714 2.7548 0.0408 0.667 0.4256 147.0588 3 0.0718 

6 2.714 2.7548 0.04080 0.5686 0.3759 147.0588 3 0.0689 

7 2.6077 2.6794 0.0717 0.7255 0.5798 83.6820 3 0.0373 

8 2.7097 2.7506 0.0409 0.6927 0.441 146.6992 3 0.0752 
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 Pour la détermination de la contrainte résiduelle par la méthode ultrasonore, on 

utilise la relation (3.104) ce qui est nécessaire de connaitre le coefficient acousto-

élastique. Il est obtenu par l’intermédiaire d’un calibrage effectué à partir d’essai 

mécanique. Cet essai permet de quantifier la variation relative du temps de parcours 

en fonction de la contrainte. Le coefficient acousto-élastique représente la pente de 

la courbe du temps de vol relative en fonction de la contrainte. Selon la courbe 

(5.17), on peut déterminer le coefficient acousto-élastique ܭ pour l’alliage 

d’Aliminium 7075-T6. 

 
Figure 5.17: Courbe moyenne de l’étalonnage acousto-élastique pour  

Al 7075-T6 [75] 

 

Pour la plaque avec défaut rainure et contrainte résiduelle, les résultats sont donnés 

par les graphiques et tableau suivants : 
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Figure 5.18: Signal ultrasonore de la plaque avec défaut rainure et contrainte 

résiduelle  pour les neuf points 
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Tableau 5.16: Vitesse et atténuation de la plaque avec défaut rainure et contrainte 
résiduelle. 

Points 

t1* 

10ି଺ 

(s) 

t2* 

10ି଺ 

(s) 

 *ݐ∆

10ି଺ 

(s) 

A1 

(V) 

A2 

(V) 

Vitesse* 

10ଷ 

(m/s) 

Epaisseur 

(mm) 

Atténuation 

(Np/mm) 

1 1.01 1.922 0.912 4.004 2.896 6.5789 3 0.0539 

2 1.012 1.928 0.916 2.828 1.897 6.5502 3 0.0665 

3 1.011 1.927 0.916 3.4948 2.4642 6.5502 3 0.0582 

4 1.014 1.934 0.92 2.4264 1.8219 6.5217 3 0.0477 

5 1.012 1.929 0.917 3.6323 2.6309 6.5430 3 0.0537 

6 1.01 1.93 0.92 2.9364 1.945 6.5217 3 0.0686 

7 1.007 1.924 0.917 2.1708 1.3817 6.5430 3 0.0752 

8 1.014 1.928 0.914 3.6862 2.751 6.5645 3 0.0487 

9 1.011 1.927 0.916 3 .3548 2.437 6.5502 3 0.0532 

 

Pour la plaque avec défaut entaille et contrainte résiduelle, les résultats sont donnés 

par les graphiques et tableau suivants : 
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Figure 5.19: Signal ultrasonore de la plaque avec défaut entaille et contrainte 

résiduelle  pour les neuf points 
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Tableau 5.17: Vitesse et atténuation de la plaque avec défaut entaille et contrainte 
résiduelle 

Points 

t1* 

10ି଺ 

(s) 

t2* 

10ି଺ 

(s) 

 *ݐ∆

10ି଺ 

(s) 

A1 

(V) 

A2 

(V) 

Vitesse* 

10ଷ 
(m/s) 

Epaisseur 

(mm) 

Atténuation 

(Np/mm) 

1 1.106 2.03 0.924 1.286 0.8917 6.4935 3 0.0610 

2 1.126 2.045 0.919 0.9119 0.8194 6.5288 3 0.0178 

3 2.012 2.93 0.918 2.2383 1.2631 6.5359 3 0.0953 

4 1.027 1.948 0.921 1.42 1.0578 6.5146 3 0.0490 

5 1.954 2.876 0.922 0.9817 0.8673 6.5075 3 0.0206 

6 4.855 5.771 0.916 1.4575 1.0813 6.5502 3 0.0497 

7 1.019 1.941 0.922 1.0192 0.7234 6.5075 3 0.0571 

8 1.019 1.941 0.922 1.0192 0.7234 6.5075 3 0.0571 

9 1.002 1.924 0.922 2.526 1.7323 6.5075 3 0.0628 

 

Pour la plaque avec défaut elliptique centré et contrainte résiduelle, les résultats sont 

donnés par les graphiques et tableau suivants : 
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Figure 5.20: Signal ultrasonore de la plaque avec défaut elliptique centré  et 

contrainte résiduelle  pour les huit points 

Tableau 5.18: Vitesse et atténuation de la plaque avec défaut elliptique centré et 
contrainte résiduelle. 

Points 

t1* 

10ି଺ 

(s) 

t2* 

10ି଺ 

(s) 

 *ݐ∆

10ି଺ 

(s) 

A1 

(V) 

A2 

(V) 

Vitesse* 

10ଷ 
(m/s) 

Epaisseur 

(mm) 

Atténuation 

(Np/mm) 

1 1.12 2.042 0.922 1.6168 1.4278 6.5075 3 0.0207 

2 1.105 2.023 0.918 3.2366 2.4812 6.5359 3 0.0442 

3 1.114 2.034 0.92 2 .2314 1.9656 6.5217 3 0.0211 

4 1.098 2.016 0.018 2.8311 1.621 6.5359 3 0.0929 

5 2.006 2.924 0.918 1.8041 0.8462 9.5359 3 0.1261 

6 1.099 2.008 0.909 4.629 4.212 6.6006 3 0.0157 

7 1.121 2.044 0.923 1.3086 1.0854 6.5005 3 0.0311 

8 1.12 2.041 0.921 1.6033 1.4511 6.5359 3 0.0166 
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 Le calcule de la contrainte résiduelle pour les tôles avec défaut rainure, entaille et 

elliptique centré est donné par les tableaux suivants : 

 

Tableau 5.19: Contrainte résiduelle de la plaque avec défaut rainure : 

Point 

K 

 ଵିܽ݌ܯ

*10ିସ 

ଵܸ 

 (ݏ/݉)

*10ଷ 

଴ܸ 

 (ݏ/݉)

*10ଷ 

La contrainte 

résiduelle 

 (ܽܲܯ)

1 5.33 6.5789 8.4388 413.4970 

2 5.33 6.5502 8.4745 426.0293 

3 5.33 6.5502 8.4388 419.8843 

4 5.33 6.5217 8.4388 426.2160 

5 5.33 6.5430 8.4745 427.6107 

6 5.33 6.5217 8.4865 434.3742 

7 5.33 6.5430 8.4388 421.4724 

8 5.33 6.5645 8.4507 418.7511 

9 5.33 6.5502 8.4507 421.9332 

 

 

Tableau 5.20: Contrainte résiduelle de la plaque avec défaut entaille : 

Point 

K 

 ଵିܽ݌ܯ

*10ିସ 

ଵܸ 

 (ݏ/݉)

*10ଷ 

଴ܸ 

 (ݏ/݉)

*10ଷ 

La contrainte 

résiduelle 

 (ܽܲܯ)

1 5.33 6.4935 8.4507 434.5241 

2 5.33 6.5288 8.4533 427.1366 

3 5.33 6.5359 8.4565 426.1036 

4 5.33 6.5146 8.4507 429.8281 

5 5.33 6.5075 8.4269 427.3267 

6 5.33 6.5502 8.4533 422.3908 

7 5.33 6.5075 8.4507 431.39688 

8 5.33 6.5075 8.4626 433.43191 

9 5.33 6.5075 8.4745 435.46632 
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Tableau 5.21: Contrainte résiduelle de la plaque avec défaut elliptique centré :  

Point 

K 

 ଵିܽ݌ܯ

*10ିସ 

ଵܸ 

 (ݏ/݉)

*10ଷ 

଴ܸ 

 (ݏ/݉)

10ଷ 

La contrainte 

résiduelle 

 (ܽܲܯ)

1 5.33 6.5075 147.7832 1050.0052 

2 5.33 6.5359 146.6992 1040.2739 

3 5.33 6.5217 145.6310 1035.9731 

4 5.33 6.5359 90.6310 523.15144 

5 5.33 9.5359 147.0588 1042.3179 

6 5.33 6.6006 147.0588 1034.0620 

7 5.33 6.5005 83.6820 418.73393 

8 5.33 6.5359 146.6992 1042.9967 

 

   Analysant les résultats mentionnés sur les tableaux 5.12, 5.13, 5.14, 5.15,  on 

remarque que les vitesses longitudinales et les coefficients d’atténuation de 

propagation de l’onde longitudinale pour tous les points aux voisinage de chaque 

défauts sont presque les mêmes. Et la  vitesse longitudinale autour d’un défaut de 

surface elliptique est plus grande qu’une fissure entaille ou rainure.   

 En remarquant aussi les résultats présentés par les tableaux 5.19, 5.20, 5.21, on 

constate que la présence de la contrainte résiduelle diminue la vitesse de l’onde 

longitudinale, et que la contrainte résiduelle autour d’un défaut de surface elliptique 

centré est plus grande  qu’aux défauts rainure et entaille qui est presque identique. 

Donc ,on peux conclure que la distribution de la contrainte résiduelle autour des 

défauts est une distribution homogène et que la contrainte résiduelle autour des  

défauts de surfaces est plus grande que les défaut de type rainure et entaille.  

Tableau 5.22: Comparaison entre les résultats expérimentaux et numériques des 

contraintes résiduelles de la plaque  avec défaut entaille : 

 Contrainte Résiduelle(ܽܲܯ) 
Erreur (%) 

relative 

Tôle avec défaut 

entaille 

Résultat expérimental 

Résultat numérique 

Contrainte 

thermomécanique 0.13% 

434.5241 500 
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   Comparant les résultats expérimentaux et numériques (Annexe F) présentés par le 

tableau 5.22, on peut dire qu’il y’a une bonne concordance avec une erreur relative 

acceptable.  

 

I.3.Caractérisation du matériau  

I.3.1.Essai de traction 

 Pour la tôles avec et sans contrainte résiduelle les résultats de l’essai de traction   

sont donnés par les courbes caractéristique de traction et tableau suivants :  

 

Tableau 5.23: Résultats de l’essai de traction pour une tôle sans défaut  avec et sans 

contrainte résiduelle 

Tôle 
Limite 

d’élasticité 

[Mpa] 

Charge    

Max 

[KN] 

Résistance 

à la 

traction 

[Mpa] 

Déplacement 

Max [mm] 

Tôle sans 

contrainte 

résiduelle 

98.58 20.11 111.72 23.49 

Tôle avec 

contrainte 

résiduelle 

102.90 20.59 117.14 28.16 

 

 
                     Figure 5.21: Courbe caractéristique de traction pour une tôle sans   

                                                             contrainte résiduelle 
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Figure 5.22: Courbe caractéristique de traction pour une tôle avec 

contrainte résiduelle 

 

 On remarque que le matériau s’est écrouit qui se traduit par une augmentation des 

valeurs moyennes des propriétés mécaniques pour les tôles immergées dans l’Azote 

cela s’explique par une transformation martensitique induite par la baisse de 

température  qui durcisse le matériau sous l’effet des mouvements des dislocations 

qui sont thermiquement activées.   

 

I.3.2.Essai de dureté Vikers et Brinell 

   Les valeurs moyenne des  résultats pour l’essai de dureté Vikers et  Brinell pour 

une charge de 10g sont donnés par le tableau suivant : 

 

Tableau 5.24: Résultats de l’essai de dureté Vikers et Brinell  pour une tôle sans 
défaut  avec et sans contrainte résiduelle 

Tôle 
Dureté Vikers 

[HV10] 

Dureté Brinell 

[HV10] 

Sans contrainte résiduelle 38.466 31.1 

Avec contrainte résiduelle 38.533 31.6 

 

On remarque que la valeur moyenne de dureté Vikers et Brinell  est  augmentée  

pour les tôles avec contrainte résiduelle due à la traction à basse température. 
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I.3.3.Essai de résilience 

 Pour la tôles ISO-U à 20ܥ° avec et sans contrainte résiduelle les valeurs moyennes 

de l’essai  Charpy sont donnés par le tableau suivant :  

 

Tableau 5.25: L’énergie de la résilience  pour une tôle  avec et sans contrainte 

résiduelle 

 
Echantillon avec contrainte 

résiduelle 

Echantillon sans contrainte 

résiduelle 

La résilience (ܬ) 

 
13 18.2 

 

On remarque que la valeur de l’énergie au choc pour la tôles avec contrainte 

résiduelle  est plus petite que l’énergie au choc pour la tôle sans contrainte 

résiduelle. Donc la présence de la  contrainte résiduelle diminue la capacité 

d’absorber le choc. 

 

II.Résultats  numériques 

II.1 .Détermination du champ de contrainte et le SIF pour des tôles avec et  sans 

contraintes résiduelles à température ambiante 

  On considère une plaque mince de 3݉݉ d’épaisseur en alliage d’aluminium de type 

7075-T6 avec une  largeur  ܹ = 6ܿ݉ ,  une longueur  ܸ = 18ܿ݉ , un coefficient de 

poisson ߥ = 0.3 et un module de Young ܧ =  L’origine des coordonnées est .ܽܲܩ72

choisie au centre de la plaque. On considère que la plaque possède une fissure 

elliptique centrée à l’origine  sa longueur ܽ = 1ܿ݉. Cette plaque est chargée par une 

contrainte uni-axiale ߪ =   .(Fig.5.23) ܽܲܩ1

  Pour la génération du maillage on a utilisé le générateur du maillage Gmesh qui est 

le même pour les deux techniques « Extrapolation et ܩ −  Alors on a adopté .« ߠ

l’élément finis triangulaire  avec trois nœuds ܶ3 et l’élément finis spéciale avec six 

nœuds avec un nœud situé à un quart de l’arête dont ce dernier présente beaucoup 

d’avantage (Fig.2.5). 
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Figure 5.23: Génération de maillage de la plaque avec un zoom sur la pointe 
de la Fissure à droite par Gmesh [76]. 

   Pour la détermination du champ de  contrainte, on doit commencer par le calcul du 

facteur d’intensité de contrainte SIF dont on a utilisé deux techniques : la méthode 

d’extrapolation et la méthode énergétique ܩ −   .ߠ

Alors on a développé un logiciel sous Matlab pour ce calcul en adoptant la méthode 

des éléments finis dont le développent de la méthode est détaillé dans le chapitre 2.  

 Comparant les deux méthodes extrapolation et ܩ −  avec la solution analytique ߠ

[76], on a remarqué que la méthode d’extrapolation avec l’élément finis à trois nœuds 

T3 est moins précise qu’avec l’élément finis spécial avec six nœuds T6 qui nécessite 

un raffinage important aux voisinage de la pointe de la fissure pour assurer la 

convergence sans arriver au point singulier. Par contre pour  la méthode ܩ −  on a ,ߠ

remarqué que les résultats sont similaire avec la solution analytique  et cela pour les 

deux éléments finis T3 et T6 qui se traduit par une erreur relative par rapport à la 

technique d’extrapolation [76].  

Les résultats de la comparaison entre les deux méthodes sont illustrés par les 

figures : Fig 5.24, Fig 5.25, Fig 5.26, Fig 5.27 et les tableaux 5.26. Pour le  calcul 

d’erreur les résultats sont motionnés par la figure 5.28 et le tableau 5.27. 
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Figure 5.24: Comparaison entre extrapolation et le résultat analytique avec l’élément 
ܶ3 

 

Figure 5.25: Comparaison entre extrapolation et le résultat analytique avec l’élément 
ܶ6 
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Figure 5.26: Comparaison entre la méthode ܩ −  et le résultat analytique avec ߠ

l’élément ܶ3 

 

Figure 5.27: Comparaison entre la méthode ܩ −  et le résultat analytique avec ߠ
l’élément ܶ6 

Tableau 5.26: Les valeurs analytique et numériques du SIF pour différentes 
longueurs des fissures  pour 8908 éléments 

SIF (ܽܲܩ. √ܿ݉) 
 a=1 a=2 a=3 a=4 a=5 

Solution 
analytique 1.8034 2.6935 3.6508 5.0132 7.7904 

Extrapolation 
technique T3 1.5981 2.4094 3.2696 4.5075 7.0202 

Extrapolation 
technique T6 1.6930 2.5292 3.4283 4.7243 7.4221 

G-teta T3 
 1.7868 2.6781 3.6307 5.0009 7.8196 

G-teta T6 
 1.8034 2.6935 3.6508 5.0011 7.8199 
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Tableau 5.27: Les valeurs numériques du SIF et l’erreur relative pour différent 
nombre d’éléments avec ܽ = 1  

Nombre 
d’éléments SIF ext  T3 RE SIF ext T6 RE SIF G-ߠ T3 RE 

2750 
 1.4990 0.1687 1.6483 0.0860 1.7101 0.0517 

6128 
 1.5849 0.1211 1.6905 0.0626 1.7845 0.0104 

8908 
 1.5981 0.1138 1.6930 0.0612 1.7868 0.0092 

11638 
 1.6052 0.1099 1.6931 0.0611 1.7911 0.0068 

22834 
 1.6169 0.1034 1.6956 0.0597 1.7959 0.0041 

 

 

Figure 5.28: L’erreur relative et convergence  

A fin d’étudier l’influence du maillage par la méthode ܩ −  on a utilisé trois types de , ߠ

maillage tel qu’il est représenté par la  figure 5.29. D’après  les résultats qui sont 

présentés par le tableau 5.28, on a constaté que le SIF est presque le même quelle 

que soit le maillage avec la même erreur relative de 0.9%. 
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Figure 5.29: Différents types de maillages 

 

Tableau 5.28 :Les valeur de SIF par la méthode ܩ −  et l’erreur relative pour trois ߠ
différents type de maillage avec 8908 éléments et ܽ = 1 

 A B C 
SIF G-1.7867 1.7866 1.7868 ߠ 

RE 0.0092 0.0093 0.0092 
 

 D’après les résultats du tableaux 5.29, on a constaté que la position du contour 

d’intégration n’influe pas sur les résultats numérique du SIF avec une erreur relative 

de 0.9%. 

Tableau 5.29: Les valeurs numériques du SIF et l’erreur relative pour différent 

nombre d’éléments avec ܽ = 1  

Ri 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 
Re 0.5 0.48 0.46 0.44 0.42 0.4 
SIF 1.7868 1.7870 1.7871 1.7864 1.7861 1.7857 
RE 0.0092 0.0090 0.0090 0.0094 0.0095 0.0098 

 

   Le calcul du taux de restitution de l’énergie ܩ en fonction de la contrainte est donné 

par la Fig 5.30, sachant que la validation est satisfaite en comparant la valeur 

numérique et analytique du SIF pour différentes valeurs de contraintes Fig 5.31. 
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Figure 5.30: ܩ par la méthode ܩ −  en fonction de contrainte ߠ

 

 

 

Figure 5.31: Comparaison entre les valeurs  numériques de SIF et les résultats 
analytique  par la méthode ܩ −  en fonction de contrainte ߠ

 

  Les résultats du champ de déplacement et contrainte et du SIF pour une force uni-

axiale avec et sans contrainte résiduelle thermomécanique (Annexe F) sont donnés 

par les figures : Fig 5.32, Fig 5.33, Fig 5.34, Fig 5.35, Fig 5.36, Fig 5.37, Fig 5.38, Fig 

5.39, Fig 5.40, Fig 5.41 et Fig 5.42 : 
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Figure 5.35 :Le champ de 
contrainte ݕݕߪsans contrainte 
résiduelle 

 

 

 

Figure 5.34: Le champ de contrainte 
 ௫௫ sans contrainte résiduelleߪ 

 

 

Figure 5.32 :Le champ du 
déplacement  ݑ௫   sans contrainte 
résiduelle  
 

 

 

Figure 5.33 :Le champ du 
déplacement  ݑ௬  sans contrainte 
résiduelle 
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Figure 5.36: Le champ de contrainte ߪ௫௬  
sans contrainte résiduelle 

 

 

 

                                     

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5.37 : Le champ du déplacement  
௫ݑ  avec contrainte résiduelle 

 

 

 

Figure 5.38 :Le champ du déplacement  
௬ݑ  avec contrainte résiduelle 
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Figure 5.41: Le champ de contrainte  ߪ௫௬  
avec contrainte résiduelle 

 

 

 

Figure 5.39: Le champ de contrainte 
 ௫௫ avec contrainte résiduelleߪ  
 

 

 

 

Figure 5.40: Le champ de contrainte 
 ௬௬ avec contrainte résiduelleߪ 
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Figure 5.42: Le SIF avec et sans contrainte résiduelle 

 Remarquons les figures ci-dessus, on déduit que la présence de la contrainte 
résiduelle augmente les valeurs des contraintes et des déplacements au voisinage 
de la fissure ainsi que le facteur d’intensité de contrainte. 

 

II.2.Validation numérique  du contrôle par CF  

      Pour le calcul de la résistance ܴ et de l’inductance ܮ, on doit résoudre l’équation  

(3.20) qui est une équation aux dérivées partielles elliptique avec des conditions de 

type Dirichlet par la méthode des éléments finis en utilisant le logiciel Matlab. Pour 

cela on a commencé par générer un maillage triangulaire avec 36352 élément finis. 

Après l’obtention de ܧ et ܤ, on calcul l’énergie dissipée et emmagasinée à travers les 

énergies électromagnétiques données par les équations (3.35) ,(3.36) , (3.38) et 

(3.39) nécessaires pour tirer enfin  la résistance et l’inductance []. Pour résoudre 

notre problème, on a pris les hypothèses suivantes : 

 On considère que le champ électrique est uniforme : 

ሬ⃗ܧ                                              ௫ = ሬ⃗ܧ ௬ = ሬ⃗ܧ  

 On travail avec une sonde conique c.à.d. la surface de contacte entre la sonde 

et la pièce est considérée comme un point ponctuel. 

 La densité du flux magnétique est donnée par la relation suivante : 

ሬ⃗ܤ                                                    = ௃
ఠ

ሬ⃗ܧ  
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Les caractéristiques électromagnétiques de la pièce en AL 7075-T6 sont les 

suivants : 

La perméabilité magnétique ߤ =  ݉/ܨ10ି଻ߨ4
La conductivité électrique ߪ = 19. 10଺(Ωm)ିଵ 
La perméabilité magnétique relative ߤ௥ =  ݉/ܨ1
Le coefficient diélectrique  ߝ = 8.854 . 10ିଵଶܸ/݉ 
 
Les résultats sont présentés par les figures et les tableaux suivants : 
 

 

Figure 5.43: Maillage de la plaque sans défaut 

 

Figure 5.44: présentation du champ électrique de la plaque sans défaut 
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Figure 5.45: présentation de la densité du courant de la plaque sans défaut 

 

Figure 5.46: présentation de la densité du courant de la plaque avec défaut rainure 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5.47: présentation de la densité du courant de la plaque avec défaut rainure 
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Tableau 5.30 : Comparaison entre les valeurs expérimentales et numériques de R et 
L des plaques avec et sans défauts rainure. 

Plaques 

Le 
courant 

de 
Foucault 

(mA) 

 
 

݂ 
KHz 

 
.ܮ 10ିଷ 

 
 (ܪ)

 
 

Erreur 
% 

 
ܴ 
 

( )  

 
 

Erreur 
% 

expL  nL  expR  nR  

 
Plaque 
sans 

défaut 

7.3850 20 633.4410 696.6800 9.9830 11.0094 10.6300 1.27 
4.4430 50 631.6200 653 3.3800 11.6514 11.8000 1.28 
2.4430 100 634.0970 594.1800 6.3000 12.7636 13.4000 4.99 
1.2270 200 650.1600 588 .8700 9.4300 15.6421 16.6000 6.12 
0.7865 300 680.5600 627.8800 7.7400 19.8908 21.0100 5.63 

Plaque 
avec 

défaut 
rainure 

7.3860 20 633.1330 598 5.5400 10.9760 11.4700 4.56 
4.4440 50 631.4400 573.4800 9.1800 11.6020 12.3000 6 .02 
2.4440 100 633.9540 582 8.1000 12.6939 10.8400 14 .57 
1.2270 200 650.4100 577 11.1600 15.5383 14.3100 7.85 
0.7866 300 680.4600 624 8.2900 19.7447 17.4100 11.8 

 

   D’après les résultats illustrés par le tableau 5.30, pour une gamme de fréquence de 

ݖܪܭ20 −  on distingue que la réactance augmente avec la fréquence et , ݖܪܭ500

décroit avec la présence du défaut rainure, mais la résistance augmente avec la 

présence du défaut et avec l’augmentation de la fréquence  ce qui explique une forte 

concentration de la densité de courant au niveau du défaut présenté par la figure 

5.47. Et comparant les résultats expérimentaux et numérique, on a déduit que les 

résultats sont bon avec une erreur relative acceptable. 
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                                                   CONCLUSION 

 

 

 

   Dans ce travail nous avons caractérisé les contraintes résiduelles des plaques en 

alliage d’aluminium avec des fissures qui représente le revêtement de l’avion, par 

différentes méthodes de contrôle non destructif comme les courants de Foucault, les 

ultrasons afin de déterminer son influence sur les paramètres de la mécanique de la  

rupture et  les caractéristiques mécaniques du matériau. 

   Ce travail ce fonde sur deux approches numérique et expérimentale a fin de 

caractériser le champ de contrainte. Alors nous avons traité la modélisation par la 

méthode des éléments finis pour la détermination des contraintes d’une pièce 

fissurée. Nous introduirons les notions locales et globales de la mécanique de la 

rupture qui nous amèneront à déterminer les différentes méthodes numériques 

utilisées pour le calcul du facteur d’intensité de contrainte et le taux de 

restitution d’énergie nécessaire pour la détermination du champ de contrainte au 

voisinage de la fissure. Nous avons aussi illustré les lois fondamentales de 

l’électromagnétisme et la modélisation ultrasonore pour la détermination des 

contraintes résiduelles thermomécanique. Et a la fin on a englobé notre travail 

par  une caractérisation mécanique du matériau.     

      D’après la synthèse de tous les  résultats obtenus, on peut tirer les conclusions 

suivantes :     

   Après une analyse des résultats obtenus par le contrôle par CF pour les deux cas 

statique avec et sans contrainte résiduelle et à l’application d’une charge uni-axiale, 

on a constaté :  

 Les résultats numériques et expérimentaux sont bons  avec une erreur relative 

acceptable. 

 une augmentation de l’impédance par rapport à une tôle sans défaut en se 

rapprochant de la pointe qui s’explique par l’augmentation de l’énergie 
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dissipée par effet Joule et la diminution de l’énergie emmagasinée au 

voisinage de la pointe.  

 L’impédance  diminue légèrement avec la présence de la contrainte résiduelle 

et énormément avec la charge uni-axiale, qui s’explique par l’agitation 

thermique due à la contrainte qui est plus prononcée à la pointe. 

 

     La méthode d’extrapolation avec l’élément finis à trois nœuds T3 est moins 

précise qu’avec l’élément finis spécial avec six nœuds T6 qui nécessite un 

raffinage important au voisinage de la pointe de la fissure pour assurer la 

convergence sans arriver au point singulier. Par contre pour  la méthode ܩ −

 on a remarqué que les résultats sont similaire avec la solution analytique et ,ߠ

cela pour les deux éléments finis T3 et T6 qui se traduit par une erreur relative 

par rapport à la technique d’extrapolation. Cette méthode nous conduit à 

déterminer le champ de contrainte et déplacement avec et sans présence de 

la contrainte résiduelle.  

  D’après les résultats obtenus pour le contrôle par ultrason  on a constaté que : 

 Les résultats numériques et expérimentaux sont très bons avec une 

acceptable erreur relative . 

 les signaux obtenus pour le contrôle ultrasonore sont très bons. 

 la présence de la contrainte résiduelle diminue la vitesse de l’onde 

longitudinale. 

 la distribution de la contrainte résiduelle autour des défauts est une distribution 

homogène.  

 La contrainte résiduelle autour du défaut de surface elliptique centré est plus 

grande  que la contrainte résiduelle autour des défauts rainure et entaille.  

    

     La caractérisation mécanique du matériau nous a mené à conclure que la dureté 

et la résistance à la traction sont  augmentées par l’écrouissage du matériau  mais la 

résistance au choc a diminué par l’influence de la contrainte résiduelle. 

 

Comme perspectives à cette étude, les travaux suivant peuvent êtres proposés :  
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 Prédiction de l’évolution des défauts par CF. 

 Une caractérisation des contraintes résiduelles par la méthode de contrôle  

DRX.  

 Une estimation des contraintes résiduelles par les méthode de processus 

           stochastique tel que la méthode de Monté Carlo. 

 Etude expérimentale et numérique de fatigue pour les tôles subissant la 

contrainte résiduelle.     

 Une caractérisation des contrainte  à basse température par les méthodes de 

CND  en utilisant le SQUID.  

 Une simulation numérique pour le  calcul des paramètre de la mécanique de 

la rupture à basse température. 

 Une simulation numérique pour la propagation de la fissure à basse et à 

température ambiante. 

 Une étude des contraintes résiduelle sur un autre matériau aéronautique qui 

subit des contraintes résiduelle thermique à haute température tel que l’acier 

inoxydable austénitique, les alliages de Titane et les matériaux composites.  

 Une caractérisation mécanique par la nano indentation au voisinage de la 

fissure. 

 Une caractérisation métallographique au voisinage de la fissure. 

 Etude de l’influence de pression. 
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APPENDICE A 

LISTE DES SYMBOLES ET DES ABREVIATIONS 

 

  

Symbole  Significations                                                                                   Unité                        

 le potentiel vecteur magnétique              ܣ⃗

 ܸ                                                                  ௠            l’amplitude du pic Barkhausenܣ

 ܸ                                                                   ଵ             l’amplitude du premier échoܣ

 ܸ                                                               ଶ              l’amplitude du deuxième échoܣ

ሬ⃗ܤ                la densité de flux magnétique                                                                ܶ 

௥ሬሬሬሬ⃗ܤ               l’induction magnétique rémanente                                                         ܶ 

 est constant au norme unitaire (1,0)ߠ ௜௡௧            le champܥ

 est nulle  (0,0)  ߠ ௘௫௧            la champܥ

     varie de  (1,0) à (0,0) ߠ ௖௢௨௥          la champܥ

௜௝௞௟ܥ            le tenseur des constantes du second ordre du solide élastique 

௜௝௞௟௠௡ܥ        le tenseur des constantes du troisième ordre du solide élastique 

௣              la chaleur spécifique                                                                            ௃ܥ
௞௚

/݇° 

ሬሬ⃗ܦ                la densité de flux électrique                                                                  ܥ/݉ଶ 

݀ ௜ܵ௡௧          la surface associé au point d’intégration 

ሬ⃗ܧ                  le champ électrique                                                                              ܣ/݉ 

 ܽ݌ܯ                                                                             le module de Young                ܧ

 ܸ                                                                     ௡              l’amplitude du ݊௜è௠௘ échoܧ

݁                l’épaisseur de la tôle                                                                            ݉ 

݂                la fréquence de contrôleݖܪ 

 ܬ                                                             le taux de restitution d’énergie               ܩ

 le module de cisaillement               ܩ

݂, ݃           des fonctions donnant la répartition angulaire 

ሬሬ⃗ܪ                le champ magnétique                                                                         ܣ/݉ 

 ݉/ܣ   ௠             la valeur du champ correspondant au maximum du pic Barkhausenܪ
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ℎ                le coefficient d’échange convectif                                                       ௐ
௠మ /݇° 

  avec le contour interne ܯܱ le point d’intersection de la droite                ܫ

                 de la couronne  ܥ௖௢௨௥ 

௖ܫ                l’intensité du courant                                                                           ܣ 

ଔ⃗                la densité de courant                                                                           ܣ/݉ଶ 

 ଶ݉/ܣ                         ܼ le module de la densité du courant à la profondeur           (ܼ)ܬ

 ଶ݉/ܣ                ௦               le module de la densité du courant à la surface de la pièceܬ

  avec le contour externe  ܯܱ le point d’intersection de la droite                 ܬ

                  de la couronne   ܥ௖௢௨௥ 

K               le coefficient acoustoélastique                                                             ଵ
ெ௉௔

 

௜              coefficients acoustoélastiques de l’onde longitudinale                         ଵܭ
ெ௉௔

 

.ܽܲ                          ߙఈ           le facteur d’intensité des contraintes en modeܭ √݉ 

݇                la conductivité thermique                                                                    ௐ
௠

/݇° 

  ܪ                                                                                         la réactance                ܮ

  ௠              largeur à mi-hauteur du pic Barkhausenܮ

 ܪ                                                                       ௡              la réactance numériqueܮ

 ܪ                                                                 ௘௫௣           la réactance expérimentaleܮ

 ܪ                                                                             ଴               la réactance à videܮ

  le point d’intégration               ܯ

ܰ                le nombre de spire de la bobine 

݅, ݆, ݇           les axes du système des coordonnées cartésien 

 ݈, ݊, ݉        constantes de troisième ordre de Murnaghan 

ܱ                la pointe de la fissure 

௃ܲ               l’énergie électromagnétique du système 

 le flux de chaleur                                                                                ܹ/݉ଶ                ݍ

ܴ              la résistance                                                                                        Ω 

ܴ௡              la résistance  normalisée du capteur                                                  Ω 

ܴ଴              la résistance à vide du capteur                                                           Ω 

 ݉                                                                          le rayon de la bobine                ݎ

ܵ                la surface sous la courbe du pic Barkhausen                                      ݉ଶ 
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ܶ                la température                                                                                         ܥ௢ 

௔ܶ               la température ambiante                                                                         ܥ௢ 

  ݏ                                                    ଵ               le temps de parcours du premier échoݐ

 ݏ                                                 ଶ               le temps de parcours du deuxième échoݐ

ܷ                la tension                                                                                                 ܸ            

 ݉                                                                   le vecteur déplacement               ݑ

ఌݑ                le champ du déplacement pendant la perturbation                                  ݉ 

  ଵ               représente les premières variations du déplacement lorsݑ

                  de la perturbation ߝ de Ω                                                                          ݉ 

ܸ                 le potentiel scalaire 

 ௅ܸ             la vitesse de propagation des ondes ultrasonores longitudinales        ݉/ݏ 

்ܸ                la vitesse de propagation des ondes ultrasonores transversales          ݉/ݏ 

ோܸ               la vitesse ses ondes de Rayleigh                                                          ݉/ݏ 

௜ܸ௜                la vitesse de l’onde longitudinale suivant la direction ݅                         ݉/ݏ 

௜ܸ௝ , ௜ܸ௞         les vitesses de l’onde tangentielle polarisée perpendiculairement 

                   l’une par  rapport à l’autre                                                                     ݉/ݏ 

௜ܸ௜
°                vitesse de propagation de l’onde longitudinale à l'état de référence  

                   dans la  direction ଵܺ                                                                              ݉/ݏ 

଴ܸ               la vitesse longitudinale du milieu non contraint                                     ݉/ݏ 

ଵܸ               la vitesse longitudinale du milieu contraint                                            ݉/ݏ 

߱                la pulsation 

 ܬ                                                                       ௣                l’énergie potentielle totaleݓ

 ܬ                              ௘              l’énergie potentielle locale de déformation élastiqueݓ 

 ܬ                                           ௘௫௧            l’énergie potentielle  des forces extérieuresݓ 

 ௜௡௧           les poids de Gaussݓ

ܺ               l’inductance                                                                                            ܪ 

ܺ଴               l’inductance à vide du capteur                                                               ܪ 

ܺ௡               l’inductance  normalisée du capteur                                                      ܪ 

ܼ                 la profondeur                                                                                         ݉ 

ܼ̅                 l’impédance                                                                                           Ω 

ܼ଴തതത               l’impédance à vide du capteur                                                               Ω 
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ܼ௡              l’impédance normalisée                                                                         Ω 

 le coefficient de dilatation thermique                ߙ

              ௅               l’atténuation de l’onde longitudinale                                                     Np/mߙ

 la déformation ou perturbation                 ߝ

 ݉/ܨ                                                   la permittivité  électrique du matériau                 ߝ

 ݉/ܨ                                                           ଴               la permittivité électrique du  videߝ

  représente la position de chaque point du corps perturbé en fonction                ߠ

                  de sa position initiale avant la perturbation ߝ 

௙ߠ                l’angle d’incidence du faisceau                                                              ° 

 constantes de second ordre de Lamé          ߤ et ߣ

 ݉                                                               ఏ               la longueur d’onde du faisceauߣ

 ݉/ܪ                                   ௥              la perméabilité magnétique relative du matériauߤ

 ݉/ܪ                                     ଴              la perméabilité magnétique à vide du matériauߤ

 ݉/ܪ                                               la perméabilité magnétique du matériau                ߤ

 ݉/ܪ                                                      ଴              la perméabilité magnétique du  videߤ

 le coefficient de poisson                ߥ

 ଵ݉ିܪ                                                                         reluctivité magnétique                ߥ

ߩ              la masse volumique du matériau                                                        ݇݃/݉ଷ 

 ଷ݉/ܥ                                         la densité volumique de charge électrique                ߩ

 ଴              la masse volumique à l'état non contraint du matériau                      ݇݃/݉ଷߩ

                      ܽܲܯ                                                              le champ de contraintes              ߪ

 la conductivité électrique du matériau                                                 Ω݉ିଵ               ߪ

               ଵ              représente les premières variations du champ de contrainteߪ

                  lors de la perturbation ߝ de Ω                                                               ܽܲܯ 

 ூ              la contrainte résiduelle du premier ordreߪ

 ܽܲܯ                                              ூூ             la contrainte résiduelle du second ordreߪ

 ܽܲܯ                                           ூூூ            la contrainte résiduelle du troisième ordreߪ

                         ܽܲܯ                                  ఌ              le champ de contrainte pondant la  perturbationߪ
 ܽܲܯ                                         ݅ ௜௜              la contraintes  principale selon la directionߪ

 ܽܲܯ                                        ݆ ௝௝              la contraintes  principale selon la directionߪ

߲ܽ              l’incrément de surface correspond à l’extension de la fissure              ݉         
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Γ                la frontière 

Ω               la section de la bobine                                                                                                  ݉ଶ                                

Δݐ              le temps de vol                                                                                     ݏ 

Abréviations d’origine Anglophone/Francophone : 

 le contrôle non destructif                    ܦܰܥ

  le contrôle par courant de Foucault                       ܨܥ

,ܥܫܨ  le facteur d’intensité de contrainte               ܨܫܵ

,ܨܧܯ  la méthode des élément finis           ܯܧܨ

 l’erreur relative                       ܧܴ

ܴ௜                         le rayon intérieur de la couronne de l’intégrale 

ܴ௘                       le rayon extérieur de la couronne de l’intégrale 

ܷܵ                       le contrôle par ultrason   
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APENDICE B 

INTERGATION NUMERIQUE PAR POINTS ET POIDS DE GAUSS 

 

 

 

 

  Toute formule d’intégration numérique par points de gausse est définie au moyen 

de ܩ  points, ܽ௚ et poids ݓ௚ de sorte que la valeur approchée d’une intégrale est 

calculée par : 

∫ ݂(ܽ)ܸ݀(ܽ) ≈ ∑ ீ௚݂ ( ܽ௚)ݓ
௚ୀଵ∆  

∆:est un domaine de forme simple( triangle ,cube ,tétraèdre,…). 

Intégrale unidimensionnelle 

La formule d’intégration approchée est donnée par la forme suivante : 

∫ ݂(ܽ)݀ܽ ≈ ∑ ீ௚݂ ( ܽ௚)ݓ
௚ୀଵ

ଵ
ିଵ  

Tels que  −1 < ܽ௚ < 1  et ݓ௚ > 0 , et les points sont disposés symétriquement par 

rapport à ܽ = 0 et sont symétriquement ayant le même poids ݓ௚ 

 

 

 

 

 

 

 

(B.1) 

(B.2) 
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Tableau B.1 : Point des Gauss pour une intégrale unidimensionnelle  [47] 

G ±ܽ௚ ݓ௚ 

1 0. 2. 

2 0.57735026918962576450 1. 

3 0. 

0.77459666924148337703 

0.88888888888888888889 

0.55555555555555555556 

4 0.33998104358485626480 

0.86113631159405257522 

0.65214515486254614262 

0.34785484513745385737 

5 0. 

0.53846931010568309103 

0.90617984593866399279 

0.56888888888888888889 

0.47862867049936646804 

0.23692688505618908751 

6 0.23861918608319690863 

0.66120938646626451366 

0.93246951420315202781 

0.46791393457269104738 

0.36076157304813860756 

0.17132449237917034504 

 

Intégrale sur des carrés ou des cubes  

La formule d’intégration approchée sur des carrés  est donnée par la formule 

suivante : 

∫ ݂(ܽଵ, ܽଶ)݀ܽଵ݀ܽଶ ≈ ∑ ∑ ௚ଵݓ
ீ
௚ଶ ,௚ଶ݂ ( ܽ௚ଵݓ ܽ௚ଶ)ீ

௚ଵୀଵ஼మ  

Une intégrale sur le carré unité ܥଶ = {−1 ≤ ܽଵ, ܽଶ ≤ 1} 

La formule d’intégration approchée sur des cubes  est donnée par la formule 

suivante : 

∫ ݂(ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ)݀ܽଵ݀ܽଶ ݀ܽଷ ≈ ∑ ∑ ∑ ௚ଵݓ
ீ
௚ଷ ௚ଶݓ

ீ
௚ଶ ,௚ଷ݂ ( ܽ௚ଵݓ ܽ௚ଶ, ܽ௚ଷ)ீ

௚ଵୀଵ஼మ  

Une intégrale sur le cube unité ܥଶ = ൛−1 ≤ ܽଵ, ܽଶ,, ܽଷ ≤ 1ൟ 

Pour les triangles en deux dimensions, les intégrales sont évaluées par des formules 

spécifiques  tel que : 

∫ ݂(ܽ)݀ܽଵ݀ܽଶ ≈ ∑ ீ௚݂ ( ܽ௚)ݓ
௚ୀଵ்మ   

(B.3) 

(B.4) 

(B.5) 
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Ou ܶଶ = {ܽଵ ≥ 0, ܽଶ ≥ 0,1 − ܽଵ − ܽଶ ≥ 0} est le triangle de référence et pour les 

points ܽ௚ et poids ݓ௚s’expriment par des règles d’intégration. 

 Tableau B.2 :Point des Gauss pour une le triangle de référence  [47] 

G ܽଵ,௚ ܽଶ,௚ ݓ௚ M 

3 0.166666666666667 0.166666666666667 0.166666666666667 3 

6 0.445948490915965 

0.091576213509771 

0.445948490915965 

0.091576213509771 

0.111690794839005 

0.054975871827661 

3 

3 

7 0.333333333333333 

0.470142064105115 

0.101286507323456 

0.333333333333333 

0.470142064105115 

0.101286507323456 

0.112500000000000 

0.066197076394253 

0.062969590272414 

1 

3 

3 
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APENDICE C 

Justification des éléments singuliers 

 

 

 

On montre ici l’utilité du nœuds au quart pour faire apparaitre la singularité en 1/√ݎ 

 

 

 

 

 

 

 

a :Elément de référence                                          b :Elément réel 

Figure C.1 : Position du nœud au quart 

 

Pour  simplifier le calcul, on se placera dans le cas d’un élément dégénéré 1D, c'est-

à-dire sur l’axe ߟ = −1 . Les fonctions de formes ont alors les expressions 

suivantes :  

        

⎩
⎨

⎧ ܰ(૚) = − ଵ
ଶ

1)ߦ − (ߦ

ܰ(૛) = 1 − ଶߦ

 ܰ(૜) = ଵ
ଶ

1)ߦ + (ߦ

�             et        ቐ
௜ݔ = ∑ ܰ(௡)(ߦ, ௜ݔ(ߟ

(௡)଼
௡ୀଵ

௜ݑ = ∑ ܰ(௡)(ߦ, ௜ݑ(ߟ
(௡)଼

௜ୀଵ
�   

 

 

 ߦ

 ߟ

(1,-1) (0,-1) (-1,-1) 
x 

y 

fissure 1 

2 8 
3 

4 

5 6 7 
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Alors : 

ଵݔ = −
1
2 1)ߦ − ଵݔ(ߦ

(ଵ) + (1 − ଶݔ(ଶߦ
(ଶ) +

1
2 1)ߦ + ଷݔ(ߦ

(ଷ) 

ଵݑ = −
1
2 1)ߦ − ଵݑ(ߦ

(ଵ) + (1 − ଶݑ(ଶߦ
(ଶ) +

1
2 1)ߦ + ଷݑ(ߦ

(ଷ) 

Considérons maintenant que les arêtes sont de longueur ܮ et que le nœud milieu est 

placé au quart : 

ଵݔ
(ଵ) = ଵݔ ,0

(ଶ) = ௅
ସ
ଵݔ , 

(ଷ) =  ܮ

Alors ݔଵ = ௅
ସ

(1 + ߦ : ଶ  soit encore(ߦ = 2ට௫భ
௅

− 1 

On obtient la déformation par : ߝଵ = డ௨భ
డ௫భ

= డ௨భ
డక

డక
డ௫భ

 

Après calcul , on retrouve bien la singularité en 1/√ݎ : 

ଵߝ = ቆ
2
ܮ −

3
2ඥݔଵܮ

ቇ ଵݑ
(ଵ) − ቆ

4
ܮ −

2
ඥݔଵܮ

ቇ ଵݑ
(ଶ) + ቆ

2
ܮ −

1
2ඥݔଵܮ

ቇ ଵݑ
(ଷ) 

 

   Si les  éléments à la pointe de la fissure sont raisonnablement précis , ce n’est pas 

la cas pour les valeurs des contraintes et des déplacements dans les éléments 

adjacents à la fissure ;Il doivent dons être ignorés pour le calcul de facteur d’intensité 

de contraintes. 

La précisions obtenues en utilisant ces éléments est meilleure que celle obtenue 

avec des éléments normaux. 

Pour une démonstration plus complète, et pour le cas 3D, le lecteur pourra sr référer 

à l’article de Barsoom [ 46] 
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APENDICE D 

EQUATION MAGNETOSTATIQUE ET  MAGETODYNAMIQUE POUR LE CAS 
AXISYMETRIQUE  

 

 

 

 

Equation magnétostatique  

L’équation magnétostatique est donnée par : 

                                             ቆ− డ
డ௥

ቀఔ
௥

. ൫௥.஺ക൯
డ௥

ቁቇ − డ
డ௭

ቀజ
௥

. డ൫௥஺ക൯
డ௭

ቁ =                                                                                                     ఝܬ

Puisque : ܣ =  ఝܣݎ

Alors l’équation (D.1) devient : 

൬− డ
డ௥

ቀఔ
௥

. (஺)
డ௥

ቁ൰ − డ
డ௭

ቀజ
௥

. డ(஺)
డ௭

ቁ =                                                                                                        ఝܬ

La formulation intégrale de l’équation (D.1) est donnée comme suit : 

∬ ௜ߙ ቆ൬− డ
డ௥

ቀఔ
௥

. (஺)
డ௥

ቁ൰ − డ
డ௭

ቀజ
௥

. డ(஺)
డ௭

ቁ − ఝቇܬ ݖ݀ݎ݀ = 0Ω   

L’équation (D.3) peut être écrite comme suit : 

∬ ௜Ωߙ ቆ൬− డ
డ௥

ቀఔ
௥

. (஺)
డ௥

ቁ൰ − డ
డ௭

ቀజ
௥

. డ(஺)
డ௭

ቁቇ . ݖ݀ݎ݀ = ∬ ௜ߙ . Ωݖ݀ ݎఝ݀ܬ   

L’application du théorème de Green au premier terme de (D.4) nous permet d’écrire : 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ∬ ௜Ωߙ ቆ൬− డ

డ௥
ቀఔ

௥
. (஺)

డ௥
ቁ൰ − డ

డ௭
ቀజ

௥
. డ(஺)

డ௭
ቁቇ . ݖ݀ݎ݀

∬ ఔ
௥

ቀడఈ೔
డ௥

. డ஺
డ௥

+ డఈ೔
డ௭

. డ஺
డ௭

ቁ + ∫ ఔ
௥

. ቀడ஺
డ௥

௜ߙ . cos(݊, (ݎ + డ஺
డ௭

,݊) ௜cosߙ ቁ(ݖ . ݀ΓΓΩ

�          

(D.1) 

(D.2) 

(D.3) 

(D.4) 

(D.5) 
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En remplaçant (D.4) dans (D.5), on obtient : 

∬ ఔ
௥

ଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ߙ∇ 
Ω . ∇Aሬሬሬሬሬ⃗ . ݖ݀ ݎ݀ − ∫ ఔ

௥
. డ஺

డ௡
. ௝ߙ . ݀ΓΓ = ∬ ௝Ωߙ . ఝܬ .      ݖ݀ݎ݀

Pour des conditions aux limites de type Dirichlet ou Neumann sur la frontière : 

න
ߥ
ݎ .

ܣ߲
߲݊ . ௝ߙ . ݀Γ

Γ

 

L’équation (D.6) devient : 

∬ ఔ
௥

ଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ߙ∇ 
Ω . ∇Aሬሬሬሬሬ⃗ . ݖ݀ ݎ݀ = ∬ ௝Ωߙ . ఝܬ .    ݖ݀ݎ݀

Sachant que : 

ܣ = ෍ ௝ܣ௝ߙ

ே

௝ୀଵ

 

Et en remplaçant  dans (D.7) on obtient : 

∑ ቂ∬ ఔ
௥

ଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ߙ∇ 
Ω . ∇Aሬሬሬሬሬ⃗ . ቃݖ݀ ݎ݀ . ௝ܣ =ே

௝ୀଵ ∬ ௝Ωߙ . ఝܬ .     ݖ݀ݎ݀

Cette écriture permet d’obtenir un système d’équation matricielle suivant : 

[ܣ][ܯ] =      [ܭ]

Avec : 

௜௝ܯ = ඵ
ߥ
ݎ .

Ω

ଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ߙ∇  . ∇Aሬሬሬሬሬ⃗  ݖ݀ݎ݀

௝ܭ = ඵ ௜ߙ . ݖ݀ݎఝ݀ܬ
Ω

 

 Equation magnétodynamique  

On considère que le régime est harmonique, la formulation intégrale est donnée par : 

∬ ௜Ωߙ ቆ൬− డ
డ௥

ቀఔ
௥

. (஺)
డ௥

ቁ൰ − డ
డ௭

ቀజ
௥

. డ(஺)
డ௭

ቁቇ . ݖ݀ݎ݀ + ݓ݆ ∬ ܣߪ௜ߙ ௗ௥ௗ௭
௥Ω = ∬ ௜ߙ . Ωݖ݀ ݎఝ݀ܬ   

(D.6) 

(D.7) 

(D.8) 

(D.9) 

(D.10) 
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En appliquant le théorème de Green : 

∬ ఔ
௥

ଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ߙ∇ 
Ω . ∇Aሬሬሬሬሬ⃗ . ݖ݀ ݎ݀ − ∫ ఔ

௥
. డ஺

డ௡
. ௝ߙ . ݀ΓΓ + ݓ݆ ∬ ܣߪ௜ߙ ௗ௥ௗ௭

௥Ω = ∬ ௝Ωߙ . .ఝܬ   ݖ݀ݎ݀

Avec l’application des conditions aux limites de type Dirichlet ou Newman, l’équation 

(D.11) s’écrit : 

∑ ቂ∬ ఔ
௥

ଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ߙ∇ 
Ω . ∇Aሬሬሬሬሬ⃗ . ቃݖ݀ ݎ݀ . ௝ܣ + ݓ݆ ∑ ቂ∬ ܣߪ௜ߙ ௗ௥ௗ௭

௥Ω ቃ ௝ܣ
ே
௝ୀଵ =ே

௝ୀଵ ∬ ௝Ωߙ . ఝܬ .    ݖ݀ݎ݀

L’écriture matricielle de l’équation (D.12) est : 

[ܣ][ܯ] + [ܣ][ܮ]ݓ݆ =   [ܭ]

Avec : 

௜௝ܯ = ඵ
ߥ
ݎ .

Ω

ଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ߙ∇  . ∇Aሬሬሬሬሬ⃗  ݖ݀ݎ݀

௜௝ܮ  = ඵ ܣߪ௜ߙ
ݖ݀ݎ݀

ݎ
Ω

 

௝ܭ  = ඵ ௜ߙ . ݖ݀ݎఝ݀ܬ
Ω

 

ܣ  = ௥ܣ +  ௜ܣ݆

 

 

 

 

 

 

 

 

(D.11) 

(D.12) 

(D.13) 
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APENDICE E 

Champs de température et des isothermes lors de l’immersion des tôles dans 
l’Azote liquide 

 

 

  

 Le modèle mathématique est donné par l’équation classique de la diffusion de la 

chaleur donné par : 

                                                   ∇. (݇∇ܶ) = ௣ܥߩ
డ்
డ௧

 

Puisqu’il y’a un transfert de chaleur par convection avec le milieu ambiant , la 

condition au limite est donnée par : 

ݍ                                                        = −ℎ(ܶ − ௔ܶ)   

 

Et la température initiale du matériau est égale à la température ambiante            

 ଴ܶ =  ܭ298.15

Le chams de température  et les isothermes simulés par Comsol Multiphysics version 

5.2 des tôles sans défaut  sont présentés par les figures suivantes : 

 

 

 

(E.1) 

(E.2) 
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Figure E.1: présentation du champs de température pour de la plaque sans défaut 
à ݐ = ,ݏ0 ,ݏ2 ,ݏ5  lors de l’immersion dans l’azote liquide ݏ25 ݐ݁ ݏ15
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Figure E.2: présentation des isothermes pour de la plaque sans défaut 
à ݐ = ,ݏ0 ,ݏ2 ,ݏ5  lors de l’immersion dans l’azote liquide ݏ25 ݐ݁ ݏ15
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APENDICE F 

Contrainte résiduelle thermomécanique de Von Mises   

 

 

 

 La loi du comportement du matériau isotrope subit une immersion dans l’azote 
liquide est donnée par le modèle thermomécanique stationnaire suivant : 

ߪ                              = ா
ଵାఔ

ߝ + ா
ଵିଶఔ

ቂ ఔ
ଵାఔ

ߝݎܶ − ଵ
ଷ

Δܶቃߙ      (F.1)                                             ܫ

  Et :                       

ߝ                                     = ଵ
ଶ

൫∇ݑ + ∇୘u൯                                                                 (F.2) 

ߪ ݒ݅݀                                          = 0                                                                        (F.3) 

Avec  la conditions aux limites : 

ݍ = −ℎ(ܶ − ௔ܶ) 

 Et La loi du comportement du matériau isotrope subit une traction de F=5ܰܭ dans 

une plage de température [-30,-10] C° est l’équation (F.1) avec les condition aux 

limites : 

ܨ =   ܰܭ5

ݍ  = −ℎ(ܶ − ௔ܶ) 

Les résultats de simulation par Comsol Multyphisics sont : 
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Figure F.1: Contraintes résiduelles thermique de Von Mises  pour de la plaque sans 
défaut 

 

Figure F.2: Contraintes résiduelles thermique de Von Mises  pour de la plaque avec  
entaille  
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Figure F.3: Contraintes résiduelles thermomécanique de Von Mises  pour de la  
                                                    plaque sans défaut  
 

 

Figure F.4: Contraintes résiduelles thermomécanique de Von Mises  pour de la  
                                                    plaque avec entaille  
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