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RESUME

La résolution des écoulements supersoniques autour du cone est
généralement traitée sous I'hypothése que lair est calorifiquement parfait.
Autrement dit, la chaleur spécifique a pression constante Cp est une constante.
Cette hypothése est vraie tant que la température est proche de celle de
'atmosphére ambiante. Cependant, lorsque la température augmente Il'air devient
calorifiguement imparfait. Donc la chaleur spécifique a pression constante Cp
varie avec cette augmentation de la température.

Le but de notre travail consiste a développer un programme numérique baseé
sur une nouvelle approche mathématique permettant de déterminer les
parameétres de I'écoulement supersonique a travers un choc conique a haute
température inférieure au seuil de dissociation des molécules. Dans le but de
corriger le modele mathématique actuel basé sur un gaz parfait. Dans ce cas, la
température génératrice devient un parameétre important et crucial dans les
calculs. Le modéle mathématique est présenté par un systéme d’équations
différentielles non linéaires de premier ordre a trois inconnues couplées avec
conditions initiales. La résolution numeérique de ce systeme est faite par
'adaptation de la méthode de Runge Kutta d’ordre 4. Les résultats obtenus
dépendent de nombre de Mach amont, la température génératrice, la déviation de
coOne et de gaz utilisé. La comparaison des résultats est faite avec le modeéle d’un
gaz parfait pour des valeurs faibles de la température génératrice, de nombre de
Mach amont et de I'angle de déviation de cone. Un calcul de 'erreur est fait entre
notre modele a haute température et le modeéle actuel d’'un gaz parfait dans le but
de déterminer la limite d’application de ce dernier.

Mots Clés
Ecoulement Supersonique, Choc Conique, Choc oblique, Haute Température,

Modéle de Gaz Parfait, Gaz Calorifiquement Imparfait, Intégration Numérique,
Méthode de Runge Kutta, Rapports Thermodynamiques.



ABTRACT

The resolution of supersonic flow a round conical body is taken under
calorically perfect gas hypothesis. Then the heat specific value Cp at constant
pressure is constant. When the temperature increase the air became calorically
imperfect so the heat specific value Cp change with this temperature.

The aim of this work is to realize a numerical calculation program based on
the development of a new mathematical model allowing determining the
supersonic flow parameters through a conical shock under a hypothesis at high
temperature lower than the threshold of the molecules dissociation, in the context
of correcting the perfect gas model. The stagnation temperature becomes a crucial
and an important parameter in the calculation. The mathematical model is
presented by the numerical resolution of a first-order nonlinear differential
equations system with three coupled unknowns with initial conditions. The
numerical resolution is made by adapting the forth order Runge Kutta method to
determine the two components of the velocity vector and the temperature. All the
results depend on four parameters which are the upstream Mach number, the
stagnation temperature, the cone deviation and the thermodynamic of the used
gas. The convergence of the results depends on the step used in the Runge Kutta
method. The comparison of the results is done with the perfect gas model for low
stagnation temperature, upstream Mach number and cone deviation angle. A
calculation of the error is made between our high temperature model and the
perfect gas model for aim to determine the limit of application of this latter.

Key words

Supersonic Flow, Conical shock, Oblique shock, High temperature, Perfect Gas
model, Calorically imperfect gas, Numerical integration, Runge Kutta method,
Thermodynamical ratios.
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INTRODUCTION

Le probleme de I'écoulement supersonique autour d’'un céne joue une grande
importance dans les applications aérospatiales. La majorité des structures en face
de I'écoulement sont de forme conique rapprochant de la forme circulaire [2-4, 16,
43, 45, 57]. On trouve cette forme conique en particulier au nez d’un avion
supersonique, d’un missile ainsi que dans la prise d’air d’'un moteur supersonique.
Cette derniére nécessite une adaptation trés adéquate afin de ne pas avoir une
réflexion de I'onde de choc dans le moteur. L’écoulement supersonique autour
d’'un cbne est un écoulement tridimensionnel obtenu par la rotation d’'un diédre 2D
autour d’'un axe de révolution. Ce probleme peut étre traité par l'utilisation des
équations de conservations. Cependant, les coordonnées cylindriques sont les
plus adaptées pour la présentation de son modele mathématique.

Certains auteurs utilisent des formes courbées des cones [10, 24] afin d’avoir
un écoulement progressif pour d’autres une ligne droite [7, 11, 15, 20-22, 24-25,
28-30, 32-33, 36, 40, 50, 51, 53, 55-59]. Par contre la forme pointue du cone au
bord d’attaque est trés intéressante car nous permet la possibilité d’avoir des
ondes de choc attachées. Dans les références [32-33], on trouve la premiére
étude sur la détermination des chocs conigues pour un gaz parfait, calorifiquement
et thermiquement parfait. Cette étude suppose que la chaleur spécifique Cp soit
une valeur constante donc ne varie pas avec la température. Cette étude donne
des bons résultats uniqguement si les trois paramétres M;, T et 8¢ sont petits et
qui ne dépassent pas respectivement ces valeurs 2.00, 240 K et 20.0 degré.
Maintenant si M; commence a augmenter graduellement de 2.00 jusqu’a la valeur
limite M;=5.00, ce qui est notre cas, aussi lorsque To commence a dépasser les
240 K, et lorsque 6¢ dépasse graduellement les 20.0 degré, on remarque que les
résultats présentés dans ces références sont différents des résultats réels.
Puisque le comportement physique de gaz change et devient calorifiquement
imparfait et thermiquement parfait, c'est-a-dire que Cp(T) va dépendre de la
température. Ainsi, I'équation de la conservation d’énergie change complétement.
Ce modele est appelé modéle a haute température, inférieure au seuil de

dissociation des molécules. Le nouveau modele présenté dépend essentiellement
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de la température génératrice qui devient un parametre important et crucial en
plus des autres parameétres optés pour le modele d’'un gaz parfait.

En premier temps, pour le cas de I'air on a trouvé une série de valeurs tabulées
concernant la fonction Cp(T), dans les références [3-4, 35, 42, 44-45, 57, 61, 68-
69] entre les températures 55K et 3550K (température limite pour éviter la
dissociation de l'air). Alors une interpolation polynomiale de ces valeurs pour
trouver une forme analytique appropriée, c’était vraiment nécessaire dans ce cas.
Aprés plusieurs tentatives et essais, on a choisi un polyndme de 9°™® degré qui
donne une erreur maximale inférieure a 0.01 % entre la valeur donnée par notre
polyndme et la valeur tabulée pour n'importe quelle température dans l'intervalle
indiquée précédemment. Plus des détails sur cette interpolation peuvent étre
trouvées dans les références [67-69].

Le but de ce travail consiste a développer un modéle mathématique répondant
au probléme de la température élevée HT et qui permet par la suite de faire des
corrections aux résultats donnés par le modeéle classique de gaz parfait GP [1, 4,
6-7, 11, 15, 24, 28-30, 32-33, 36, 40, 50-51, 53, 56-57]. Ce modéle va étre
appliqué a I'écoulement supersonique autour d’un cbne droit a incidence nulle
avec une augmentation graduelle des trois paramétres (My, 6c, To), avec Ty est
inférieure a la température du seuil de dissociation des molécules. Le probleme
donc consiste a déterminer un nouveau modele mathématique et de développer
dans contexte un nouveau programme de calcul numériqgue. Ce programme
permet de déterminer des nouvelles valeurs avant le choc conique ainsi que les
valeurs de (M, P2/P1, To/T1, palp1, @, Po2/Po1, AS21) a travers et apres le choc. En
plus les parametres thermodynamiques sur la surface de céne (Mc, Tc/To, Pc/Po2,
Pclpo2). Ces résultats peuvent étre utilisés pour déterminer, d’autres
caractéristiques aérodynamiques, comme la distance d’adaptation de la prise d’air
et la trainée d’onde de choc délivrée par I'écoulement supersonique sur le cone.
Tous ces résultats sont fonction de (M, To et 6;) pour notre modéle HT. Par
contre, le modele GP dépend de (M, y et 6;). Cependant, notre modele HT peut
étre considéré comme une généralisation du modele GP. La premiere étape
consiste a déterminer la déviation 6s de choc correspondant a (M; 6¢ et Tp), vu
que l'application est pour I'air. On peut déterminer par suite tous les paramétres
nécessaires par la résolution des équations non linéaires ou intégration numérique

de certaines fonctions assez complexes. En plus, dans ce type d’écoulement, on
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aura deux différents chocs. L'un dit faible et l'autre dit fort, selon le nhombre de
Mach trouvé juste apres le choc. Généralement le choc faible qui se produit dans
la réalité.

Le modele mathématique obtenu pour la région située juste entre I'endroit
apres le choc et la surface de cone est donnée par un systeme de trois équations
différentielles non linéaires de premier ordre a trois inconnues couplées avec
conditions initiales. La résolution de ce systeme est faite la premiere fois par
'adaptation de la méthode Runge Kutta [8-9, 13, 17, 31, 37, 39, 47, 49, 54, 62].
Vu qu'il existe plusieurs versions de cette méthode on a utilisé la méthode d’ordre
4 pour plusieurs raisons techniques. La méthode de Runge Kutta est tres adaptée
avec les équations différentielles. C’est une méthode numériquement stable,
explicite et efficace. Elle donne des résultats avec précision élevée avec une
discrétisation et temps de calcul réduits. On a fait une adaptation de cette
méthode a notre systéme équations différentielles a trois inconnues. Un seul
inconvénient de cette méthode c’est qu’elle présente une programmation
numerique assez difficile.

La méthode utilisée pour la résolution numérique de probléme de choc conique
pour le modéle GP dans les références [32-33, 36, 50] est la méthode des
différences finies. Cette méthode est conditionnellement stable, elle demande une
discrétisation assez élevée pour avoir une précision convenable et qui rend
impossible et méme soit en contradiction avec le choix de pas pour réaliser la
stabilité du son schéma numérique. Donc un probleme de convergence est
rencontré dans le cas général. Parmi les avantages de cette méthode c’est qu’elle
présente une grande simplicité de programmation contrairement a la méthode de
Runge Kutta.

Pour la détermination des parametres a travers le choc oblique, on a utilisé et
amélioré le modele HT présenté dans les références [26-27, 58-59] aprés faire
une correction dans I'’équation qui relier la déviation de choc avec la déviation de
diedre et le nombre de Mach amont. Car ces auteurs ont utilisés dans le calcul
HT, I'équation congue pour le modéle GP pour raison de manque d’équation
analytique. Cette équation est la plus intéressante dans le calcul des parametres
de choc. Du fait que tous les autres parameétres dépendent de la déviation de choc
correspondante a la déviation de diédre et nombre de Mach amont. Alors en sens

des résultats, on a trouveé des corrections aux résultats présentées dans les dites
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références. Une autre modification est faite au niveau de l'interpolation de Cp(T)
utilisée dans ces références et notre propre interpolation. On a remarqué que la
fonction Cp(T) utilisé dans ces références présente une légere discontinuité au
passage de T=1000 K en plus elle donne une erreur maximale dans les environs
de 27% entre la fonction calculée et les valeurs tabulées présentées dans les
références [34-35, 42, 44-45, 57, 61, 67-69]. Ces deux modifications vont
forcément nous donner une précision importante aux hiveaux des résultats
obtenus et qui vont influer obligatoirement sur la résolution de I'’écoulement a
travers la région de céne. Concernant la prise d’air supersonique, pour éviter la
réflexion de I'onde de choc crée au nez de cone dans le moteur, et afin d’éviter
'augmentation de la trainée et la perturbation de I'écoulement dans le moteur
sous la présence de I'onde de choc. On va déplacer le cone pour que la ligne de
choc soit placée avec la caréne de la nacelle. Cependant, ce déplacement de
cbne dépend de la déviation de choc qui elle dépend de M; et 8¢ pour le modéle
GP. En plus de ces deux parametres cette déviation dépend aussi de Ty dans le
modeéle HT. Alors une correction au déplacement de cbne est nécessaire pour
éviter le cas défavorable donné par le modéele GP. Pour I'écoulement externe
autour de nez d'un avion ou missile ou méme projectile supersonique, les
nouveaux parametres trouvés selon notre modeéle HT corrigent tous les
parametres, et en particulier la force de trainée calculée par le modele GP qui
influe directement sur 'aérodynamique et I'autonomie de I'engin en sens de la

portée, la durée de vol et la puissance délivrée.

Disposition des chapitres (plan du travail)

Le travail présenté est composé de 5 chapitres.

Le premier chapitre est consacré a I'étude bibliographique, en présentant les
principales recherches effectuées sur les méthodes et les modéles de calcul des
ondes de choc normales, obligue et conique. Ainsi la détermination des
parametres aérodynamiques et thermodynamiques a travers et aprés le choc. En
tenant compte de I'hypothése d’'un gaz calorifiquement et thermiquement parfait et
imparfait a haute température. Dans notre cas le gaz considéré est I'air [1-13, 15-
18, 20-33, 36, 38, 40-41, 43, 45-46, 50-59, 62-66, 70, 75-76].
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Dans le deuxiéme chapitre on va définir les paramétres d’'un écoulement
supersonique isentropique a haute température, en présentant les relations
nécessaires dans ce contexte. Le contenu de ce chapitre est nécessaire, vu que
I'écoulement aprés le choc autour d’'un céne n’est pas constant. Mais il varie avec
la déviation radiale de I'écoulement [2-4, 12, 14, 16, 19, 23-34, 35, 37, 39, 42-45,
47,54, 57-58, 60-61, 65-66, 68-70].

Le troisieme chapitre consiste a développer des modeles mathématiques a
haute température pour 'onde de choc normale, oblique et conique, en présentant
les équations et les relations nécessaires pour ce contexte [2-7, 10-12, 14-16, 18-
30, 32-33, 35, 37, 39, 43, 45, 54, 57-59, 66-71, 73-74].

Dans le quatrieme chapitre on présente le modéle numériqgue développé et
proposé pour le calcul des paramétres de I'écoulement a travers le choc conique.
La résolution numérique est faite par I'adaptation de la méthode de Runge Kutta
d’ordre 4. On trouve une présentation de quelques versions de la méthode de
Runge Kutta pour différents ordres dans I'appendice B [2-4, 6, 8-9, 12-14, 16-17,
26-28, 31, 41, 43, 47, 49, 54, 58-59, 62-63, 68-69].

Le cinquiéme chapitre présente les résultats obtenus sous forme de graphes et
de tableaux des parameétres de I'’écoulement a travers le choc conique. Ainsi que
les paramétres de I'’écoulement aprés le choc et sur le cone. Une comparaison
des résultats obtenus pour un céne d’un choc oblique est faite. Cette comparaison
est traduit par un calcul d’erreurs entre les résultats de notre modéle a haute
température HT et ceux de modéle d’'un gaz parfait GP.

Finalement, une conclusion détaillée est faite sur le travail élaboré suivi des
recommandations, ainsi que des travaux futurs sont proposés selon cet axe de

recherche.
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CHAPITRE 1

ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE ET PROBLEMATIQUES

L’écoulement supersonique autour d’'un cone est passé par plusieurs étapes
depuis 1937 jusqu’a ce jours. Le cOne représente une forme trés importante dans
la construction aérospatiale précisément les structures en face de I'écoulement
supersonique. A titre d’exemple, on trouve cette forme dans la prise d’air d’'un
moteur supersonique, le nez d’un missile et le nez d’'un avion supersonique. Ainsi
le cone est une forme aérodynamique trés intéressante qui meérite a donner une
grande vision et attention. Dans le régime supersonique, I'écoulement autour d’un
cbne est caractérisé par I'apparition d’'une onde de choc révolutionnaire dite choc
conique. En général, on a trois types de choc qui peuvent se produire selon la
géométrie de I'obstacle envisagé en face de I'écoulement. Citons 'onde de choc
normale (1D), 'onde de choc oblique (2D) et 'onde de choc conique (3D). En
outre, selon 'emplacement du choc lui-méme il existe deux chocs, l'un dit choc
attaché et l'autre dit choc détaché. Cependant on s’intéresse a ce dernier qui se
produit généralement lorsque I'obstacle en face de I'écoulement supersonique a
une déviation assez importante ou méme sur les obstacles de forme arrondie au
bord d’attaque. Dans la pratique, on rencontre ce genre de choc sur les véhicules
spatiaux durant leur rentrée dans I'atmosphére avec une température statique
aprés le choc trés élevée. Donc afin d’éviter le transfert de I'énergie vers la
structure de corps, on choisit un obstacle arrondie pour avoir forcément un choc
détaché. Le choc attaché a aussi un intérét pratique pour les structures
aérodynamiques. A titre d’exemple, les écoulements supersoniques de nombre de
Mach jusqu’a 5.00 environ. On opte pour ces cas un choc attaché. D'ou la
déviation de cdne doit étre calculée soigneusement en fonction de nombre de
Mach. Il faut préciser que cette déviation ne doit pas dépasser une certaine valeur
limite, afin d’éviter que le choc soit détaché. D’autre part, selon l'intensité de ce
choc conigue ou oblique, on aura soit un choc faible ou un choc fort. Cette
intensité est caractérisée par 'augmentation de saut d’entropie et un taux de bruit.
Le choc normal apparait généralement dans les écoulements supersoniques,

exemple les tuyéres supersoniques en régime non adapté. On trouve aussi ce
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choc normal dans les écoulements autour des profils d’ailes en régime
transsonique. Ainsi on voit bien I'importance de la forme conique dans les
écoulements supersoniques, précisément dans la construction d’'une prise d’air
pour I'entrée d’air d’'un moteur avion supersonique. Ce qui nécessite un calcul trés
précis lors de la détermination de la déviation de I'onde de choc afin d’éviter la
réflexion de cette derniere dans le moteur. Car I'existence de 'onde de choc dans
le moteur va dégrader les parametres thermodynamiques et aérodynamiques.

Dans la littérature, 'onde de choc est définie comme étant une discontinuité
mathématique et physique, traduit par une zone de discontinuité d’'une épaisseur
trés mince de l'ordre d’un dixieme de millimétre. Alors une petite erreur commit
lors de la détermination de la déviation de 'onde de choc va engendrer la non
adaptation de la prise d’air. Par conséquent la réflexion de I'onde de choc a
I'intérieur de moteur entre surface du cbéne et la caréne du moteur. Cette onde de
choc réfléchie a l'intérieur de moteur, va contribuer a 'augmentation du bilan de la
force trainée totale. Alors que I'’écoulement est considéré comme un gaz parfait.
Cette partie de trainée est appelée trainée d’onde de choc, qui sera ajoutée
uniquement dans le cas de I'écoulement supersonique. Dans la pratique cette
trainée d’onde est prépondérante par rapport aux autres sources de trainées qui
sont la trainée de pression, de frottement et de forme de I'obstacle. Alors un calcul
non précis dans la détermination de la trainée d’onde va influer par la suite sur le
bilan total des forces appliquées. Par conséquent une dégradation du rendement
du moteur.

Finalement, on peut dire que le probleme traité dans ce travail réuni et méme
demande des connaissances dans plusieurs disciplines. Citons I'aérodynamique,
'écoulement supersonique, la thermodynamique, l'analyse numérique et la

simulation numérique.

1.1. Etude bibliographique

Actuellement, toutes les études sur I'’écoulement supersonique autour d’un
cbne sont traitées suivant trois approches qui sont I'expérimentale, théorique et
numérique. Cette derniére crée récemment depuis les années 1980 avec l'arrivée
des ordinateurs connue sous le nom du CFD. Auparavant, on ne fait que les

études expeérimentales et théoriques. Sachant que l'approche théorique, dans
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plusieurs cas arrive a ces limites. Alors on peut dire que les études
expérimentales étaient la seule fagon de valider I'approche théorique et par suite
combler les lacunes de cette derniere dans la construction aérospatiale.

Depuis I'aube de I'aérodynamique, les scientifiques ont développés toutes les
équations gouvernantes les divers écoulements de la nature. Ces équations
appelées équations de conservation, sont des équations différentielles aux
dérivées partielles. Généralement elles sont de premiers ordres pour les
écoulements d’'un gaz parfait et de deuxiéme ordre pour les écoulements d’un
fluide visqueux. Pour résoudre ces équations différentielles, on a besoin des
conditions aux limites qui varient d’'un probléme physique a un autre. On prend
'exemple d’écoulement supersonique, qui est dans notre cas, I'écoulement
supersonique autour d’un cbne ne dépend pas des conditions aux limites aval.
Mais par contre il dépend des conditions aux limites amont. La résolution
analytique de ces équations, est impossible dans la majorité des cas. Afin de
trouver une solution a ce probleme major, on pose toujours des hypothéses en
premier temps. Qui se rapprochent le maximum de probleme physique.
Cependant, le besoin et la réflexion actuelle concernant les applications
aérospatiales ne sont pas comme le besoin et l'orientation des applications
auparavant. Le passage entre le passé et I'actuel est fait d’'une fagon progressive.

La naissance de la discipline calcul numérique et de I'informatique a ouvert la
porte sur la possibilité de résoudre d’énormes problémes. Ces problémes qui ont
étés considérés comme trés complexes avant. Cette approche n’était pas réalisée
gu’a la fin des années 1970 et le début des années 1980. Le calcul numérique par
ordinateur a contribuer au développement des modeles numériques adéquats
pour la résolution des équations différentielles aux dérivées partielles. Parmi ces
modeéles numériques on trouve la méthode de différences finies, d’éléments finis,
de volumes finis et la méthode de Runge Kutta. Comme on a déja précise
auparavant que les hypothéses de calcul influent considérablement sur les
résultats surtout au niveau des frontieres de domaine de calcul considéré. Ce qui
nécessite toujours de reformuler les hypothéses afin d’élargir le domaine
d’application avec une précision plus élevée. Par conséquent le modele
mathématique devient de plus en plus compliqué et généralement abouti & un
modeéle d’équations non linéaires. La plupart, des modéles mathématiques

développés sont accompagnés d’une marge d’erreur. Ainsi le modeéle qui répond
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bien a notre besoin, c’est celui qui donne des résultats plus proches des résultats
trouvés par I'expérience avec une erreur plus petite que possible. Cependant,
pour faire une expérience il n’est pas possible car elle est tres couteuse.
L’existence d’une discipline intermédiaire entre I'expérience et la théorie est trés
importante aujourd’hui, pour résoudre les problemes complexes avec précision
sans passer par l'expérience. Actuellement, dans les CFD pour valider les
nouveaux modeéles numériques on compare les résultats. Autrement dit, ces
résultats trouvés par les nouveaux modéles numeérigues sont comparés avec les
résultats publiés par la littérature. Ces derniers ne sont que résultats des codes de
calcul trés performants, développés et approuvés par des laboratoires réputés. A
titre d’exemple, citons les codes de calcul ANSYS et Fluent. Il est a signaler que
ces codes sont réalisés sous la base de certaines hypothéses, qui peuvent étre
parfois assez loin de la réalité. Ainsi on voit clairement que le modéle
mathématique c’est la phase la plus difficile a réaliser aprés les hypotheses
posées.

La premiére étude concernant I'écoulement supersonique autour d’'un cbne
est faite en 1938 par Maccoll [32], puis en 1947 par [29], ou l'auteur a présenté
une table des paramétres supersoniques d’un choc conique. En 1949, Neice [41]
a publié une table sur les parametres thermodynamiques d’un choc oblique. De
méme Stone [56] a fait une étude sur I'écoulement supersonique autour d’'un céne
mince a faible inclinaison. Kopal [30] en 1949, a traité le choc conique.

En 1951, Ferri [18] a calculé pour la premiére fois I'écoulement supersonique
autour d’un céne droit, sous un angle incidence nulle. L’étude est faite par la
méthode des différences finies avec un schéma implicite. Maslen a présenté aussi
dans sa référence [33], en 1952 un écoulement supersonique autour d’un cbne a
incidence nulle. Par contre en 1955 Hord, dans la référence [22] a réalisé une
étude approximative sur I'’écoulement supersonique autour d’un cbne circulaire
avec présentation des ondes de choc conique.

Les études présentées, dans les dites références [22, 29, 30, 32, 33, 41] sont
faites analytiqguement pour une discrétisation treés faible afin d’obtenir des solutions
approximatives pour un choc conique et oblique. Sans oublier de signaler que ces
études ont été développées sous la base d'un gaz parfait. En plus sous
I'hypothése aussi qu'il est calorifiquement et thermiquement parfait c’est-a-dire a

chaleurs spécifigues Cp et rapport y constants. Ces études ont été faites aussi
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pour des faibles valeurs de nombre de Mach inférieur & 2.00 ( M<2.00) et une
température génératrice environ 300K. Cependant, on peut extraire de ces
références l'intérét de leurs modéles mathématiques qu’on va se servir dans notre
modele a haute température. En 1960, Mauger [36] a changé la forme du céne. Il
a fait son calcul pour un cdne circulaire ayant une courbure progressive. Vu
I'intérét de cette géométrie dans les applications aérospatiales.

Briggs [7], dans l'année 1960 était le premier qui a étudié et calculé
numériquement I'écoulement supersonique autour d’'un céne droit ayant une base
elliptique. L’auteur a utilisé la méthode des différences finies dans son modéle
numérique. Stocker et Mauger [55], a leurs tour durant 'année 1962, ont élargi
I'étude de Briggs [7] mais pour une section circulaire de cone droit en face d’'un
écoulement supersoniqgue. Par contre, Simon et Walker [50], en 1963, ont
déterminés une approche pour calculer 'écoulement supersonique autour d’un
cbne. Cette approche consiste a simplifier les équations non linéaires pour une
faible inclinaison de cone afin d’obtenir une solution approximative analytique.

Sims [51] en 1964, a déterminé une table pour 'onde de choc conique autour
d'un cbéne droit a incidence nulle pour un gaz parfait calorifiquement et
thermiquement parfait. South [52], a présenté une étude sur I'écoulement autour
d’'un cone et diedre en utilisant une méthode appelée méthode des relations
intégrales. En 1965, Eastman et Omar [15] ont utilisé la méthode inverse pour le
calcul de choc conique. Cette méthode consiste a considérer une déviation de
choc conique puis on détermine la déviation de cbne correspondant.
Belotserkovskiy [5], en 1967, a fait étude sur I'écoulement supersonique autour
d’'un corps arrondi. L'auteur a déterminé le choc détaché produit au nez de
I'obstacle. Il a fait son calcul par la méthode des différences finies et la technique
de ‘schock capturing’. Moretti [38], s’intéresse plutét a I'étude de I'écoulement non
visqueux autours d’'un cbne pointu a angle d’incidence nulle par la méthode des
différences finies avec un schéma implicite. Gonidou [21] en 1968, a rejoint Briggs
[7] dans son étude sauf qu’il a changé la méthode de calcul en utilisant la méthode
des volumes finis. Jones [24], a étudié le méme probléme d’écoulement autour
d’'un cbne droit a incidence nulle mais cette fois si avec la méthode des
différences finies pour un schéma explicite.

Dans la publication de Jones [25], en 1969, on trouve une table pour un

écoulement supersonique autour d’'un céne circulaire avec incidence a y=1.4. Les
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résultats présentés sont les parametres thermodynamiques apres le choc pour
différent angle incidence. Ndefo [40], a présenté une étude numérique sur
I'écoulement supersonique autour d’un cbne a base arbitraire 3D accompagné
d’'un choc. De son coté, Rakich [46], a présenté pour la premiéere fois la méthode
des caractéristiques 3D pour le calcul de I'écoulement supersonique autour d’un
corps de révolution. Woods [64] a présenté le méme travail que la référence
Briggs [7] mais avec la méthode des caractéristiques et une comparaison avec les
résultats présentés dans [7]. Chiang [11], en 1970, a étudié les paramétres de
'écoulement supersonique autour d’'un cdne avec l'analyse des paramétres
obtenus. South et Klunker [53] ont développé une nouvelle méthode analytique
approximative pour le calcul de I'écoulement supersonique autour d’un cone.
Cette méthode consiste a linéariser les équations de conservation de mouvement
suivi d’'une approximation sur les deux composantes de vecteur vitesse pour une
déviation de I'écoulement faible. Dans 'année 1971 les mémes auteurs Klunker,
South et Ruby [28], ont développé une méthode appelée la méthode des lignes de
courants. Cette méthode consiste a rechercher des lignes de courants et les
propriétés physiques sur ces lignes de courants pour déterminer I'’écoulement que
ce soit subsonique ou supersonique autour d’'un cdne droit. Amidon [1], en 1985, a
présenté les caractéristiques aérodynamiques d’'un écoulement supersonique
autour d’un corps de section elliptique. Ces caractéristiques sont la distribution de
nombre de Mach sur la surface de corps, les coefficients de trainée, de portance
et moment de tangage en régime supersonigue.

Kenneth [26, 27], et Taturn [59] en 1996 et 1997, ont fait une étude sur les
parametres et les propriétés d'un choc oblique autour d’'un diedre a haute
température. Ces références sont la base de notre travail dans le calcul de choc
obligue. Néanmoins on a quelles que remarques sur ces références. Parmi ces
remarques ils ont utilisé une relation analytique qui relie le nombre de Mach, la
déviation de diédre et la déviation de choc oblique d’un gaz parfait calorifiquement
et thermiguement parfait. En plus, les résultats obtenus dans cette référence sont
a discutés aussi. Du moment que, la détermination de choc conique doit passer
par le choc oblique. Dans notre cas, on a modifié cette relation par I'utilisation
d’'une nouvelle approche permettant de déterminer les parameétres de choc
oblique. Chen et Li [10] en 2000, ont déterminé I'’écoulement supersonique autour

d’'un cbne pointu a surface curviligne. Selon la courbature de cette surface on peut
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rencontrer non seulement des chocs progressifs mais aussi une détente
progressive. Yahya [65], en 2006 a présenté un document global avec illustration
des tables thermodynamiques d’'un écoulement isentropique compressible d’un
gaz calorifiguement et thermiquement parfait. Pour une variante de nombre de
Mach et le rapport des chaleurs spécifiques. Ce document est nécessaire pour
I'évaluation des parameétres isentropique avant et aprés le choc oblique pour le
cas de modeéle GP. Il peut nous servir pour comparer les parametres
thermodynamiques pour notre modele lorsque y=1.40 pour l'air.

Zebbiche [70], en 2009 a proposé un modele numérique pour déterminer les
parametres a travers un choc normale a haute température. Lorsque le nombre de
Mach et la température génératrice sont élevés pour une application sur lair.
Cette étude présente une base solide dans notre étude. Vu que dans la
détermination des parametres de choc oblique a haute température, on a utilisé le
modele présenté dans cette référence [70] avec une transformation appropriée.
Qu’on va présenter dans le chapitre 4.

Les références [1, 5, 7, 11, 15, 21, 24, 25, 28, 36, 40, 46, 51, 52, 55, 58, 65]
citées auparavant sont réalisées sur la base d'un gaz calorifiquement et
thermiquement parfait. Ce modele est concu pour des faibles températures
génératrices qui ne peuvent pas dépasser les 300K environ. Par conséquent, les
résultats obtenus pour un nombre de Mach élevé jusqu'a 5.00 ou méme plus
jusqu’a 10.0, sont loin de la réalité. Par contre sont bons pour un nombre de Mach
inférieur a 2.00. Car le comportement de fluide @ nombre de Mach élevé differe a
celui a bas nombre de Mach. Pour cette raison, c’est avérer trop important de
développer un nouveau modele répondant aux exigences de I'écoulement a
nombre de Mach trés élevé et a haute température. Ce qui démontre l'intérét de
notre travail.

Dans les références indiquées au paravent, on a donné un bref historique sur
les principales études réalisées dans le cas du choc normal, oblique et conique.
Pour le domaine d’application des ondes de choc conique, les références [3, 6, 20,
45, 57] ont présentées des études sur les ondes de choc obliques et coniques
dans des prises d’air supersoniques. Sans oublier a mentionner que ces études
sont faites pour le cas d’'un gaz parfait calorifiquement et thermiquement parfait.

Une autre application, pour I'aérodynamique externe afin de calculer la trainée

d’'onde et les caractéristiques aérodynamiques de I'écoulement supersonique est
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présentée dans les références [2, 4, 12, 16, 45, 57]. Toujours pour le cas de gaz
calorifiguement et thermiguement parfait. On trouve aussi une discussion du
probléeme de I'écoulement supersonique autour d’un diédre et d’'un cdne dans ces
mémes références.

Pour la résolution numérique d'un systeme d’équations différentielles non
linéaires couplées de premier ordre avec conditions initiales, il existe plusieurs
méthodes numériques aujourd’hui. L’application de telle ou d’autre méthode est
basée sur le type d’équations obtenues et la simplicité de domaine d’application.
Ce type de systeme peut étre soit hyperbolique, elliptique ou parabolique. Parmi
les méthodes de résolution on a la méthode des différences finies [23, 43, 47, 48,
54], de volume finis [23, 43, 47, 48, 54], des éléments finis [23, 48, 54], la méthode
des caractéristiques [46, 66, 72, 75, 76] et pour la premiére fois I'adaptation de la
méthode de Runge Kutta [8, 9, 13, 17, 23, 31, 47, 47, 49, 62] comme pour notre
probleme.

1.2. Position du probléme par rapport a la littérature

Aprés un balayage modeste sur les travaux réalisés dans le but de trouver des
travaux ayant un lintérét avec notre travail ainsi que la citation des dites
références. On remarque que le probleme de calcul de choc que ce soit normal,
oblique et conique est présenté uniquement pour le cas d’'un gaz calorifiquement
et thermiguement parfait durant tout la période écoulé. On précis aussi que ces
études sont réalisés a faible nombre de Mach, faible température génératrice et
faible inclinaison de cone.

Notre travail élaboré répond aux besoins actuels et futurs, qui demandent des
applications pour un régime de vol supersonique a un nombre de Mach 5.00. Avec
une température génératrice jusqu’a 3550 K. En plus le cbne peut avoir une
déviation assez élevée sans dépasser I'application d’'une onde de choc attachée.
Finalement, on précise qu'on a déterminé dans cette étude un modéle
mathématique qui peut déterminer les résultats dans la marge indiquée de M, Ty
et Oc avec une précision élevée. Avec présentation de I'écart obtenu entre nos
résultats et les résultats donnés par le modeéle GP. Ainsi ce modele actuel GP
devient un cas particulier de notre modele HT.
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1.3. Obijectifs de I'étude

L’objectif de notre travail est de développer un modéele mathématique. Ce
modele va étre traduit en code de calcul. Ce code est réalisé en langage Fortran
90 dans le but de corriger l'actuel modéle. Pour le calcul de I'écoulement
supersonique autour d’un cbéne circulaire droit a incidence nulle sous I'hypothése
d’'un gaz calorifiguement imparfait. Avec une haute température mais toujours
inférieure a celle de dissociation des molécules. Sans oublier que 'application est
pour l'air. Durant notre étude, on a utilisé les deux modeles a haute température
pour une onde de choc normale et celui d'une onde de choc oblique. Ces deux
modéles ont été développés en 2009 [70]. Plusieurs disciplines ont été exploitées
pendant la réalisation de notre travail. A titre d’exemple, citons la programmation
numeérique, les mathématiques pour le développement du nouveau modéle,
analyse numérique. Pour cette derniere, on a utilisé et adapté la méthode de
Runge Kutta d'ordre 4 pour un systéme de trois équations différentielles non
linéaires couplés du premier ordre. Cependant, on a estimé que l'ordre 4 de cette
méthode est largement suffisant pour l'obtention des résultats avec une trés
bonne précision dans un temps réduit. Dans I'appendice B on a présenté quelques
meéthodes de Runge Kutta d’ordre supérieures. La décision de prendre l'ordre 4
est fait aprés des essais de programmation des diverses méthodes parmi celles

de I'appendice B.

1.4. Motivation

Le modele HT en général est développé par le co-auteur de ce travall
auparavant en 2006. L’application est faite pour la conception des tuyéres
supersoniques de propulsion. Le directeur de thése a estimé a cette époque que
le modele HT peut étre développé comme un nouvel axe de recherche afin de
corriger le modele GP pour tout type d’écoulement supersonique interne ou
externe. Méme revoir si c’est possible les modeles utilisés dans les logiciels
ANSYS et Fluent congus pour ces types d’écoulements en adaptant nos
approches de calcul ainsi que les nouvelles équations obtenues. Reste a signaler
que le directeur de thése a été convaincu cette fois qu’il est temps d’utiliser ce
modéle HT pour les écoulements supersoniques coniques. Vu l'intérét pratique de

cette géométrie dans le domaine de construction aérospatiale.
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La décision de réaliser ce travail d’'une facon officielle est faite aprés avoir faire
une recherche bibliographique approfondi dans le but d'enlever le doute
d’existence des travaux antérieurs similaires. Le résultat de la recherche démontre
'absence des travaux scientifiques publies, qui adoptent la méme approche. Pour
cette raison on a pris décision avec le directeur de thése d’entamer cette étude
dans le cadre de I'obtention le dipléme de doctorat. D’ou les résultats obtenus.

Enfin notre étude est considérée comme une valeur ajoutée a la communauté
internationale vu que le travail réalisé est publié dans un journal scientifique
renommeé reconnu a comité de lecture.

Dans le chapitre prochain on va développer notre modele a haute température
HT pour I'écoulement supersonique. Dans un premier temps on détermine
I'expression de la chaleur spécifique a pression constante Cp(T) ensuite les autres

parametres thermodynamiques et physiques, qui dépendent de cette derniére .
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CHAPITRE 2

PARAMETRES D'UN ECOULEMENT SUPERSONIQUE
A HAUTE TEMPERATURE

Les résultats publiés dans les références [2-4, 12, 16, 43, 45, 57, 60, 65-66]
sont pour un écoulement supersonique d’'un gaz parfait calorifiquement parfait.
Autrement dit, les chaleurs spécifiques Cp et Cy sont constantes, dans ce cas-la et
ne dépendent pas de la température. Ce qui n’est pas valable réellement lorsque
la température croit [34-35, 42, 44-45, 57, 61, 68-70]. Cependant, dans ce
chapitre on va présenter un modéle mathématique, qui tient compte de la variation
de Cp en fonction de la température. Dans ce cas, le gaz sera appelé gaz
calorifiquement imparfait ou gaz a Haute Température. On trouve dans les
références [34-35, 42, 44-45, 57, 61, 68-70], les lois de variation de Cp(T) pour
une variété de substances qu’on peut trouver dans la nature. Les formules
mathématiques présentées, dans ces références sont toujours valables et
indépendantes de la fonction d’interpolation et de type du gaz aussi. Les lois
mathématiques développées sont sous forme d’équations algébriques non
linéaires et des intégrales des fonctions analytiques complexes. Alors, notre but
est de résoudre ces modéles mathématiques complexes par simulation
numérique. Pour cela, on va utiliser la méthode de dichotomie pour la résolution
des équations algébriques non linéaires trouvées. Par contre lalgorithme de
Simpson et de Gauss Legendre seront utilisés pour l'intégration numérique des
fonctions trouvées dans les références [14, 23, 37, 39, 47, 54, 68-69].

Généralement les fonctions a intégrer possedent des gradients trés élevés aux
extrémités de l'intervalle d’intégration. Dans ce cas une discrétisation tres dense
est demandé pour certaines régions de l'intervalle. La solution de ce probleme est
l'introduction d’une fonction de distribution des points [19,68-69]. Dans le but de
condenser des points a I'endroit ou le gradient est important. Généralement, les

gradients importants apparaissent aux endroits des chocs.
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2.1 Formulation Mathématique du probléme

Le développement des relations thermodynamiques est basé sur les équations
de conservations sous forme différentielle [2, 4, 12, 16, 18-19, 43, 45, 66, 68-69].
On rappelle que I'équation d’état d’'un gaz parfait reste valable et elle est donnée

par:
P=pRT (2.1)

2.1.1. Equation de la vitesse du son

La vitesse du son, par définition, est donnée par [2-4, 12, 16, 43, 65-66, 68-69]:

a2 :[d_P

2.2
dpjs—constante ( )

Aprés faire des transformations mathématiques, on aboutit au résultat suivant :

a'(M=AT)RT (2.3)

L’équation (2.3) prouve linvariance de la relation de la vitesse du son, qui reste
toujours valable pour le modéle a Haute Température. Sauf qu’il faut tenir compte

de la variation du rapport des chaleurs spécifiques y(T) avec la température.

2.1.2. Relation entre la vitesse et la température

L’équation de conservation de I'énergie sous forme différentielle s’écrit [2-4, 12,
16, 43, 65-66, 68-69]:

Cp dT +V dV =0 (2.4)

Intégrant la relation (2.4), entre I'état générateur donné, qui est la chambre de
combustion pour les problémes test ou le milieu ambiant, par (Vo= 0, To) et un état

guelconque donné par (V, T). On obtient:

jvvo Vv =- szcp(r) dT (2.5)

A la sortie de la chambre de combustion on a Vo ~ 0 et To donnée, donc on peut

trouver la vitesse a un point supersonique a partir de la relation suivante
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V2 =-2 [[Co(T)dT (2.6)
0
On pose
H(T) =[ c.()dT 2.7)
Donc
V2= 2 H(T) (2.8)

2.1.3. Relation entre le nombre de Mach et la température

Par définition, le nombre de Mach est défini par [1-7, 10-12, 15-16, 18-22, 24-
30, 32-33, 36, 38, 40-41, 43, 45-46, 50-53, 55-59, 63-76] :

M = % (2.9)

Remplagons I'expression (2.3) dans (2.9) et élevant la relation au carré, ensuite

substituons la relation (3.8), on obtient:

M(T) :_VZaHm(F) (2.10)

La relation (2.10) montre la variation du nombre de Mach en fonction de la

température pour un gaz calorifiquement imparfait.

2.1.4. Relation entre la masse volumigue et la température

L’équation de la conservation de la quantité de mouvement connue par
I'équation de Bernoulli sous forme différentielle s’écrit [2-4, 12, 16, 43, 65-66, 68-
69] :

V dv +d7p=o (2.11)

En figurant le nombre de Mach, en remplacant la relation (2.9), ensuite remplacant

les relations (2.8) et (2.10) on aura

df:Fp(r) dT (2.12)

Avec
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(T )ziig)) (2.13)

Le rapport des masses volumiques correspondant a la température T peut étre
obtenu en intégrant I'équation (2.12) entre I'état générateur (oo, To) et I'état

concerné donné par (o, T), on obtient

s Exp[— & Fp(T)dTJ (2.14)

2.1.5. Relation entre la pression et la température

Le rapport des pressions est donné, en utilisant la relation suivante une fois les

rapports des masses volumiques et des températures seront connus.
P_2y I 2.15
A=) @) (2.15)

2.2. Procédure du calcul

2.2.1. Calcul numérigue des rapports thermodynamiques

La détermination des rapports des masses volumiques est donnée par les
formules de (2.14) jusqu’a (2.19), qui demande l'intégration numérique de la
fonction Fy(T) dans l'intervalle [T, To]. Cette fonction Fp(T) dépend du parametre
To. Une distribution adéquate des nceuds est nécessaire au voisinage d’une
section supersonique de température Ts. C’est-a-dire une condensation de points
pour calculer la valeur de I'intégrale avec une précision dans un temps réduit en

minimisant le nombre de nceuds de la quadrature.

D1=0.1,02=2.0, Tsesseeseeoo oo o o o o o T,

D1=1.0,02=2.0, Tse—s—e—+—o—+ o+ o+ o+ o+ o+ o< 7

D1=1.9,02=2.0, Tse—+——¢———¢ ¢+ o+ o seeeseee ]
Figure 2.1 : Présentation de la condensation des nceuds

La quadrature d’intégration utilisée est celle de Simpson, pour le calcul
numérique de l'intégrale (2.14). La fonction de condensation utilisée est celle de

Robert ensuite modifiée par Eiseman [19]. Elle est donnée par :
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=ty 2+0-8) 1M e (2.16)
Avec
Z :I{I;—ll 1<i<N (2.17)

Aprés la détermination de la fonction de condensation s, on peut déterminer la

distribution des températures par:

Ti=Si (TD —TG)+TG (2. 18)

La température Tp €gale a T pour la fonction Fy(T), par contre la température
Tc égale a T+ pour le cas critique (sonique), et égale a Ts pour le cas d’'une section
supersonique. Si on prend une valeur de b; proche de zéro (b,=0.1) et b,=2.0, on
condense les nceuds vers I'extrémité gauche Ts de lintervalle. Si on prend des
valeurs de by proche de 2 (par exemple b;=1,9), on condense les nceuds vers
I'extrémité droite. Pour des sous intervalles de méme longueurs, on prend b;=1.0.
La figure (2.1) présente la distribution des nceuds suivant le choix de la valeur de
b;. Il faut noter que notre intérét est de condenser les nceuds vers I'extrémité

gauche Ts prés de choc vu la variation de la fonction F(T).

2.2.2. Parametres critiqgues correspondant a Ty

L’état générateur est donné par le nombre de Mach nul (M0=0.0). Alors que les
parametres critiques (T+, P+, p+ et as) sont donnés pour le nombre de Mach M=1.0
et en fonction aussi de la température Ty Ills peuvent étre déterminés en
remplacant, dans la relation (2.10), les paramétres M et T par les conditions
critiques du col (M«=1.0, T=T+), on obtient :

F(T)=2H(T,)-a(T)=0 (2.19)

La détermination de la racine T- de I'équation (2.19) se fait en utilisant
I'algorithme de dichotomie. Sachant que T:<Ty, on peut choisir facilement un
intervalle [Ty, T,] contenant la température T« et qui doit vérifier la condition F(T1)
F(T2) < 0. On peut prendre T;=0°K et T,=To. Une fois que cet intervalle est
déterminé, on peut calculer T, avec une précision ¢, et par suite le rapport T+/Ty

correspondant a la température To. La valeur T+ obtenue dépend de la précision ¢.
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Le nombre d’itération Nier minimum pour trouver la solution dépend de la précision

€ par la relation suivante :

Nier=1.4426 Log{%}l (2.20)

Pour les applications, on a pris €=10°, dans ce cas le nombre d'itération
minimum Njer=24.

Si nous remplagons T=T- dans la relation (2.14) et nous intégrons la fonction,
dans lintervalle [T+, Tg]. Puis on utilise la quadrature de Simpson avec
condensation des nceuds vers I'extrémité gauche (T=Tx), on obtient le rapport

critigue des masses volumiques suivant:

Po

L Exp[— jTTo F,(T) dTJ (2.21)

Le rapport critique des pressions P+/P, est déterminé en remplacant les valeurs
de la température critique T=T- et de la masse volumique (o=p-) dans la relation
(3.15).

2.2.3. Parametres supersonigues correspondant a Ty

On procede maintenant a la détermination des rapports thermodynamiques et
géométrique a une section quelconque qui correspond a un nombre de Mach
supersonique Ms>1.00. Cette section est caractérisée par p=ps, P=Ps, A=As et
T=Ts.

L’'obtention du rapport des températures se fait en premier lieu par le

remplacement de T=Ts et M=Ms dans la relation (2.10), on obtient:

F(T)=2H(T,)- M2 a’(T,)=0 (2.22)

La détermination de la racine Ts de l'équation (2.22), se fait de la méme
maniére que celle de T- et avec la méme démarche en utilisant I'algorithme de
dichotomie. Sauf ici, nous avons Ts<T-. Une fois l'intervalle [T, T,] est déterminé,
on peut facilement déterminer Ts avec une precision ¢ et par suite le rapport Ts/To
correspondant a la température To. On peut prendre dans ce cas T;=0°K et T,=T-.

La valeur déja obtenue de T- dépend de la précision ¢.
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Remplagons T=Ts dans la relation (2.14) et intégrons la fonction Fy(T) dans [Ts,
To], en utilisant la quadrature de Simpson avec condensation des nceuds vers
'extrémité gauche, nous obtenons le rapport des masses volumiques ps/po. Le
rapport des pressions a un état supersonique (M=Ms>1.00) peut étre déterminé en
remplacant ceux des températures T=Ts et des masses volumiques p=ps dans la
relation (2.15). La précision du résultat de lintégration de (2.21) dépend
essentiellement des valeurs de N, b; et b,.

2.3. Chaleur spécifigue a pression constante

La loi de variation de Cp(T) de l'air comme une interpolation des valeurs
tabulées présentées dans le tableau (2.2) est choisie comme un polyndéme de 9°™

degré. Il est présenté dans les références [68-69], récapitulé par :

Co(T)=a,+T(a,+T (a5 +T (2, +T(a+T (8 +T (8 +T (8 +T (35 +T(a)))))))) (2.23)

Les coefficients a; (i=1, 2, ..., 10) sont présentés dans le tableau (2.1). Dans la
formule (2.23) on a préféré d'écrire la formule qui utilise le schéma de Horner pour
but de diminuer les tailles des valeurs manipulées intermédiaires lors de calcul de

la valeur de Cp pour une température donnée.

Tableau 2.1 : Coefficients du polynéme Cp(T) pour I'air selon la relation (2.23).

[ a; i a; i a; i a; I a;
1| 1001.1058 3(-6.3376 10| |5|-4.0338 10°| | 7[-1.3509 10™*°| | 9 [-4.846 10
214.066128 102 | |4|2.7474 10°| |6]3.0697 10| | 8(3.47222 10™"°| |10 [2.8411 10

Un petit probléme s’est posé durant l'interpolation par la formule (2.23). Aprés
une présentation graphique du polynéme de Cp(T) et une comparaison avec les
valeurs tabulées [45, 68-69]. On a remarqué une variation ondulée a basses
températures jusqu’a environ T=240°K, au lieu d’avoir une fonction constante. A
cet effet, une correction est faite a cette fonction pour rapprocher les valeurs

interpolées aux valeurs tabulées.

Alors, siT =T =240 °K , la relation (2.23) donne la valeur suivante:

C, =C,(T)=100115868 J/ (Kg K) (2.24)



Donc, la correction est faite de la maniére suivante
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o Si T<T, on opte la correction suivante: Co(T)=C» (2.25)
. Si T>T, on utilise la formule (2.23).
Tableau 2.2 : Variation de Cp(T) avec la température pour l'air.
CP CP CP
T ke | | T kg T kg k)
55.538 1001.104 833.316 1107.192 2111.094 1256.813
: . 888.872 1119.078 2222.205 1263.410
222.205 1001.101 944.427 1131.314 2333.316 1270.097
277.761 1002.885 999.983 1141.365 2444.427 1273.476
305.538 1004.675 1055.538 1151.658 2555.538 1276.877
333.316 1006.473 1111.094 1162.202 2666.650 1283.751
361.094 1008.281 1166.650 1170.280 2777.761 1287.224
388.872 1011.923 1222.205 1178.509 2888.872 1290.721
416.650 1015.603 1277.761 1186.893 2999.983 1294.242
444,427 1019.320 1333.316  1192.570 3111.094 1297.789
499.983 1028.781 1444.427 1204.142 3222.205 1301.360
555.538 1054.563 1555.538 1216.014 3333.316 1304.957
611.094 1054.563 1666.650 1225.121 3444.427 1304.957
666.650 1067.077 1777.761 1234.409 3555.538 1308.580
722.205 1080.005 1888.872 1243.883
777.761 1093.370 1999.983 1250.305

Le rapport des chaleurs spécifiques est calculé par la relation suivante [45, 68] :

Co
U ):Cp R

(2.26)

Selon la relation (2.25), on peut déduire que le modéle GP a chaleur spécifique

constante (Cp=constante) et y constant représente un cas particulier du modéle

HT a basse température To. Cette température doit étre inférieure a 240°K. Si on

remplace la valeur de Cp donnée par la relation (2.24) dans la relation (2.26) on

obtient la valeur du rapport y qui est égale a 1.402.

En conclusion aprés qu’'on a développé le modele mathématique a haute

température qui est traduit par les expressions de Cp(T) et y(T). On passe dans le

prochain chapitre a l'application de ce modéle HT développé a I'’écoulement

supersonique. Ce dernier est caractérisé par I'apparition des ondes de choc. Ces

ondes de choc peuvent étre soit une onde normale, oblique ou conique.
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CHAPITRE 3

FORMULATION MATHEMATIQUE DES ONDES DE CHOC
A HAUTE TEMPERATURE

Lorsqu'on place un obstacle dans un écoulement d’'un fluide en régime
supersonique, l'arrét ou la déviation brusque non isentropique du fluide se
caractérise par I'apparition d'une onde de choc. Dans la réalité, ce choc apparait
comme une trés fine région de l'espace ou on observe de trés forte variation des
propriétés thermodynamiques et de la vitesse du fluide. Une onde de choc, c’'est
un champ ou il y a une transition spatiale discontinue en mouvement. Dans une
région de choc on a une transformation d’'une partie de I'énergie cinétique en
énergie interne [2-7, 10-12, 15-16, 18-22, 24-30, 32-33].

On va étudier, dans ce chapitre la formulation mathématique des trois types de
choc qui peuvent apparaitre dans la pratique. Citons le choc normal, oblique et
conigue avec un apercu sur une onde de détente. Une onde de choc normale,
oblique ou conique ne peut apparaitre que dans I'écoulement supersonique. Par
contre aprées le choc, I'écoulement peut étre subsonique ou supersonique.

Chaque fois qu’un écoulement supersonique 2D ou 3D est détourné d'un
angle de déviation ¥>0, une onde de choc oblique peut se produire, et lorsqu’il est
détourné d’'un angle de déviation ¥<0, une onde de détente peut se produire.
Quand l'onde oblique (ou conique) est infiniment faible, elle devient une onde de
Mach, qui fait un angle y par rapport au sens d'écoulement en amont. Mais
lorsque I'onde oblique devient forte ou I'écoulement conserve sa direction, elle
devient une onde de choc normale.

L’onde de choc normale et 'onde de Mach ne sont que les deux cas limites de
'onde de choc oblique (ou conique). Car I'angle de I'onde choc est limité entre
90.0 degré et arsin(1/M). L’'onde de choc normale est un probleme unidirectionnel
ou les parametres thermodynamiques varient seulement en fonction du nombre de
Mach. L'onde de choc oblique est un probleme bidimensionnel ou les parametres
thermodynamique varient en fonction du nombre de Mach et de l'angle de

déviation. L’'onde de choc conique est un probleme tridimensionnel. Mais comme
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les vitesses tangentielles sont les mémes avant et apres le choc, on aura que les
directions normaux de la vitesse, dans ce cas le probleme sera unidirectionnel.
Lorsque I'onde de choc oblique (ou conique) est infiniment faible, elle devient une
onde de Mach, qui fait un angle u par rapport au sens de I'’écoulement amont. Cet
angle est définie par y=arsin(1/M). Lorsque I'onde de choc oblique devient forte ou
I'écoulement conserve sa direction, elle devient une onde de choc normale. Alors,
'onde de choc normale et 'onde de Mach se sont que des cas limites de choc
oblique, ou I'angle de choc est limité entre arsin(1/M)<6s<m/2. Néanmoins le choc
fort reste insignifiant dans la pratique. Cependant il est a souligner que la
différence entre le choc faible et le choc fort se traduit par l'intensité de la pression
aval (le taux de compression). Ou le choc fort se distingue par un grand taux de
compression par rapport au choc faible.

Il est a noter que lorsque la déviation ¥ dépasse une certaine limite Wyax, le
modeéle de choc oblique (ou conique) attaché n’est plus valable, on aura le choc
qui devient détaché. Par ailleurs, dans le cas du choc détaché ( w>Wmax); un choc
courbé va avoir lieu. Ce dernier sera composé d’un choc normal a la partie
centrale, suivi d’'un choc fort ou I'écoulement en aval dans cette zone est
subsonique ainsi qu’une ligne sonique limitant les différents cas. Apres cette ligne
sonique, un choc faible va se produire et I'écoulement devient supersonique. A la
fin une onde de Mach va apparaitre une fois que le choc faible est devenu
infiniment faible. Pour un nombre de Mach M; donné, plus I'angle de déviation de
diédre ¥ ou de cone 6s augmente, plus on aura un choc fort. En plus une fois qu’il
dépasse une certaine valeur limite, on obtient un choc détaché. Pour un angle de
déviation w donné, de plus en plus le nombre de mach M; augmente, on aura un
choc fort. L'un des objectifs d'une onde de choc oblique (ou conique) est la
conception d’'une entrée d’air supersonique adéquate, qui nous aide a obtenir un

ecoulement plus adapté a I'entrée du compresseur.

3.1. Hypothéses de calcul

On tient a souligner, que le calcul des ondes de choc se fait sous certaines
hypothéses. Ces hypothéses doivent refléter la réalité et traduisent le phénomene

physique étudié. Afin d’'obtenir des résultats plus proche de la réalité.
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La premiére hypothése on suppose toujours que le gaz est parfait dans le
calcul. Cette hypothese suppose que la masse occupée par les molécules de
gaz est nulle. Ceci est traduit par I'équation universelle du gaz parfait P=pRT.
La deuxieme hypothése on considére que l'écoulement est non visqueux.
Toujours le calcul d'onde se fait sur la négligence de la viscosité du gaz. Les
équations d'Euler dans ce cas sont plus adaptées.

Le gaz est considéré comme un gaz parfait. Mais I'application est faite a haute
température et un nombre de Mach élevé. La température peut atteindre la
valeur 3500 K pour l'air. Cette valeur limite d'utilisation de la température ne doit
pas dépasser la température de dissociation des molécules de gaz. Dans ce
cas, le gaz est appelé un gaz thermiquement parfait.

La quatrieme hypothése est qu’on est en accord avec la troisieme hypothése
alors que le gaz est considéré comme calorique ment imparfait. Puisque la
température maximale utilisée est élevée. Dans ce cas, la chaleur spécifique Cp
ne reste pas constante mais varie avec la température. L'équation d'énergie
connue pour un gaz parfait (Cp=constante) ne sera plus valable et nécessite
des modifications.

L’écoulement est considéré comme 3D axisymétrique, compte tenu de la
géométrie de cone.

L’écoulement est considéré comme stationnaire. C'est-a-dire que les
parametres de I'écoulement ne dépendent pas du temps et ils sont déterminés
apres la phase transitoire.

L’écoulement est considéré comme adiabatique. Cette condition est nécessaire
et elle est trés logique et acceptable avec la qualité des résultats obtenus par
rapport a la réalité. Cette hypothése indique que le transfert de chaleur entre les
particules de gaz est absent. Cette condition n'est pas contradictoire avec la
premiere hypothése, puisque la masse des molécules est nulle, le transfert de
chaleur entre les molécules est absent, ce qui est en accord avec la premiere
hypothése.

L’écoulement est considéré comme rotationnel. Cette condition indique qu'il
s'agit d'une dissipation provoquée par l'apparition des ondes de choc qui
augmentent le taux d'entropie. La détente de I'écoulement est nécessaire pour

un cbne courbée soit irrotationnel sans dissipation.
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e |’écoulement est supposé étre purement supersonique. Cette condition est
nécessaire vu que l'apparition des ondes de choc se fait uniquement dans le
domaine supersonique et hypersonique.

e Absence de toute source de chaleur, que ce soit par conduction, convection ou
rayonnement au contact de la paroi.

e Négligence de la force de gravité et I'absence de toutes les forces externes a
distance d’'une source magnétique ou électrique en contact avec le gaz. Dans le
cas contraire il faut ajouter l'effet de ces forces dans les équations de

conservation de quantité de mouvement.

Toutes ces hypothéses citées précédemment vont influencer la forme des
éguations de conservation qui seront obtenues, modifiées et utilisées. Afin de
déterminer un nouveau modele d'équations mathématiques permettant de calculer
avec précision les propriétés de choc conique. Les résultats obtenus a partir de
ces hypothéses seront acceptables et tres proches de la réalité.

Il est a noter qu’il existe plusieurs modéles tous appelés modéles a haute
température a différentes valeurs de cette haute température. Si la température
dépasse la limite de dissociation des molécules, on aura aussi un autre modele

qui nécessite des équations particulieres.

3.2. Onde de choc normale a haute température

Le but de ce paragraphe est de développer un modele mathématique pour
'onde de choc normale sous les hypotheses citées auparavant. Ainsi 'lhypothése
principale est celle a haute température. La figure (3.1) représente une onde de

choc normale avec les paramétres de I'écoulement avant et aprés le choc.

Choc
A P
P W@ »,
M;>1 —> Mp<1
T Tol To T,

Figure 3.1 : lllustration d’'une onde de choc normale.
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L’étude est basé sur l'utilisation des équations de conservation de la masse, de
quantité de mouvement et de I'énergie y compris I'équation d'état du gaz parfait [2-
4,43, 45, 71] par:

pV =constante (3.1)
dP+pV dV =0 (3.2)
Cp dT+V dV=0 (3.3)
P=pRT (3.4)
Avec
R=287.1029 J/(kg K) (3.5)

L'épaisseur de l'onde de choc est trés petite, de sorte qu'il est comme une
discontinuité dans I'écoulement. On souligne que I'écoulement d’'une part et
d’autre le choc sont isentropiques. L'intégration des équations (3.1), (3.2) et (3.3)

entre I'état amont et aval du choc donne respectivement:

mVi=p2Va=q (3.6)
P, =P +q (V2 -Vy )=0 (3.7)
2H(T1)-2H(T2)-(v2 -v2)=0 (3.8)

Avec H(T) est donnée par la relation (2.7) dans le chapitre 2.

Nous pouvons obtenir une expression pour V;+V, et Vi-V, de (3.6) et (3.7)
respectivement. Par substitution de leur produit en (3.8) puis I'élimination de la
pression en utilisant I'équation (3.4) et apres réarrangement donnent le résultat

suivant;

Xt Xg _(2 H(Tl)R—TZ H(TZ) XT +1j X,-1=0 (39)
1

D'apres la relation (3.6), elle donne V,=p;Vi/p, et q=p;Vi. On remplace ces
quantités dans (3.7) et on écrit 'expression P3-P,. En divisant le résultat par P
puis élimination de P; et P, en utilisant la relation (3.4). Ensuite en utilisant la
relation (3.5) et en remplacant le terme RT; par a; et y(T1). Puis on introduit le

nombre de Mach M3, on obtient aprés réarrangement, I'expression suivante:
xrx3-LeMZ 5(1)] xp +M2 5(T1 )0 (3.10)

Les équations (3.9) et (3.10) constituent un systeme d'équations non linéaires
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avec deux inconnues T et Xp.

L'intégration de la relation (3.3) entre I'état de stagnation (M=0, T=To) d’un
cOté et respectivement entre la condition critique donnée par (M=1, T-) et I'état
amont avant le choc donné par (M;, T;) d'un d’autre coté. Puis on introduit le
nombre de Mach M3, on obtient I'équation suivante [3]:

2H(Ti)-M# a2(Ti )=0 i=* 1 (3.11)

La détermination de T- et T, a partir de la relation (3.11) respectivement
lorsque i=* et i=1 est faite par l'utilisation de l'algorithme dichotomie [5, 9]. Les
rapports T+/Ty et T1/To correspondant a Tp et My peut étre déterminé par la suite.

Le rapport des masses volumiques isentropique juste avant et apres le choc
peut étre calculé en utilisant la relation suivante lorsque i=1. Cette relation est
présentée dans [68-69]. Ensuite on utilise les formules de Simpson [5] avec une
condensation des nceuds [19] , on obtient :

i Exp[_fo CA(T) dT] i=1,2 (3.12)

P, T a%(T)

Le rapport des pressions isentropique en amont du choc peut étre

déterminé par la relation (3.13) lorsque i = 1.

1{% (T_i) i=1, 2 (3.13)

Po; \ po; ) \To

Etant donné que x>0 (juste au-dessus de 'unité), la relation (3.9) montre
que l'une des solutions de x, est négative et l'autre positive. Alors que dans
I'équation (3.10), les deux solutions de X, sont positives. Pour trouver

directement la solution, faisant la difference entre (3.9) et (3.10), on obtient:

RTi[1+M 2y(T1) ]

oM (T 2 (T2 R T xr + M2 ()] (3.14)

Xp

La solution donnée par (3.14) est celle acceptée physiquement a travers le
choc. Si nous remplagons I'expression de x, donnée par (3.14) dans (3.12), nous

obtenons une équation algébrique non-linéaire avec une inconnue T :



46
F(T2 )=0 (3.15)

A ce stade, on sait que T,>T;. Pour donner une majoration mathématique a la

température T,, considérons la discrimination de I'équation (3.10). Alors:
4=[1+M 2 y(T1)F —axr M2 5(T1) (3.16)

Pour obtenir une solution, il faut que A> 0. Donc :

[1-m2 y(1)
ey W7 (1) T (3.17)

Max

La relation (3.17) montre que Twax>T1. Donc, T1<T,<Tpax. L'Obtention de la
racine de F(T,)=0 est faite en utilisant I'algorithme de dichotomie [14, 23, 37, 39,
47, 54, 68-69].

La valeur de F(T1)=0 signifie que ce n'est pas un choc. On peut démontrer que
F(Tmax)>0, quelles que soient les valeurs de M; et To. On calcule la valeur de
F(Twv), avec Ty=(T1+Tmax)/2, milieu de l'intervalle JT1, Tuwax[. Si F(Tm)> 0, la solution
se trouve dans Ty, Ty [, et si F(Tw)<0, la solution se trouve dans l'intervalle JTy,
Tmax[. Cette procédure sera répétée jusqu'a satisfaire la précision souhaitée. Le
rapport x, peut étre calculé par la relation (3.16). Une fois que la valeur de T, est
trouvée avec une précision désirée, on peut facilement déduire le rapport des
températures xt a travers le choc.

Le nombre de Mach M, en aval du choc peut étre déterminé en utilisant la
relation (2.10) lorsque T=T; par:

2H(T2)
a(T2)

M- (3.18)

Le rapport de pression isentropique apres le choc peut étre déterminé par la
relation (3.13) lorsque i=2. Le rapport des pressions statique et totale a travers le
choc peuvent étre déterminés par:

XP =Xp XT (3.19)

Po, po, (p1/po,)
02 _FO ! 3.20
Po, Po, (Pz/ﬂo2 ) X ( )
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Le rapport isentropique p2/po, aprés le choc peut étre calculé par la relation
(3.12) lorsque i=2.

Pour faire une comparaison avec le modele GP, ces relations a travers une
onde de choc sont présentées dans [12, 16, 43]. Le nombre de Mach et la vitesse
du son de stagnation sont toujours égaux a zéro. Alors:

M01:M02 :MOZO (321)
Vo, Vo, V=0 (3.22)

Considérons maintenant I'évolution de la température totale correspondant aux
régions avant et aprés le choc lorsque la chaleur spécifique Cp(T) varie avec la
température. Sachons que pour le modele PG, la température totale a travers le
choc reste constante. On peut écrire la relation (3.3) sous trois formes :

La premiere forme se situe entre I'état total et I'état juste avant le choc. La
deuxieme relation est entre I'état total aprés le choc et I'état immédiatement aprés

le choc. La troisiéme relation est entre I'état juste avant et aprés le choc. On aura

respectivement:
V2 =2[1oCp(T) dT (3.23)
1
VZ=2[1%Cp(T) dT (3.24)
2
(V3-v2)=2["ce(r) oT (3.25)
2

Faisons la différence entre les relations (3.23) et (3.24) et comparons le résultat

avec la relation (3.26), nous obtenons:

2[2cp(T) dT—2["1Cp(T) dT=2 [T'co(T) aT=2[2Cp(T) dT+2[1ce(T) dT+2 [T co(T) a7 (3.26)
T2 i T2 T2 0 T0;

Aprés simplification on obtient :
T
jTgicp(T) dT=0 (3.27)

Dol :
To, =To, =To (3.28)

D'ou on confirme que la température totale a travers le choc reste constante
pour le modéle HT. Ensuite, le phénoméne de choc passe par la conservation de

la température totale.
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On peut dire que I'écoulement isentropique subsonique ou supersonique se fait
avec la conservation de l'entropie qui prévoit que cet écoulement se fait avec
conservation de la pression totale. Par conséquent, la vitesse totale du son reste
constante des deux cotés du choc. En utilisant les relations (3.5), (3.6) et (3.28),

nous obtenons:
a, = ay, =a = J(To) RTo (3.29)

La pression de stagnation totale et la densité peuvent étre déterminées par
la relation (3.20). La relation (3.22) est donnée en fonction des conditions a travers
le choc. Nous pouvons démontrer a partir de la relation (3.21) que l'intégration

entre les conditions totales avant et aprés le choc donne:

P.
AS;,=—R Lo £ - Rlog -2 (3.30)
Po, R,

Il est a noter qu’on ne peut pas aborder I'étude de phénomeéne de choc oblique

sans passer par I'étude de phénoméne de I'onde de choc normale.

3.3. Onde de choc obligue a haute température

On va présenter dans ce paragraphe les différentes équations pour résoudre
le probléme de choc oblique a haute température selon les hypothéses illustrées
dans cette étude. On va utiliser le principe d’'une onde de choc normale pour
développer les équations et [lalgoritihme de calcul des parameétres
thermodynamique d’'un choc oblique. Pour cela on ajoute a la vitesse V; amont au
choc une vitesse tangentielle w identique de part et d’autre de choc normale. On
obtient le principe d’'une onde de choc oblique comme le montre la figure (3.2) [2,
4,6,12, 16, 26-27, 43, 58-60, 66].

W=W

Vi,

Figure 3.2 : Onde de choc oblique autour d’'un diédre.
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L’hypothése précédente, nous permet d’écrire :
W, =W, =W (3.31)

On remarque que les composantes normales de la vitesse n’influent pas.
Donc les paramétres thermodynamiques de l'onde de choc oblique sont les
mémes que ceux de I'onde de choc normale. On remplace le nombre de Mach
amont M; par la composante normale M,; selon la figure (3.2). La composante

normale de nombre de Mach amont au choc oblique s’écrit :
Mnlelsin(es) (3.32)
La composante normale de nombre de Mach aval au choc oblique s’écrit :

anlesin(é?S —y) (3.33)

D’aprés la figure (3.2) et d’aprés I'équation de continuité (3.1) on peut écrire :

tan(gs_l//) U, o/
tan(HS) u; oo

(3.34)

Les relations (3.31) a (3.34) sont appliquées pour le modéle d’un gaz parfait et
sont appliquées aussi pour le modéle a haute température, puisque il s’agit de la
géomeétrie présentée dans la figure (3.1).

A partir de I'équation de la conservation d’énergie (3.10) pour un choc
normale, on peut extraire le nombre de Mach amont. Si on remplace I'expression

(3.32) dans la relation trouvée, on obtient :

M/ Sinz(QS)V(Tl)[ —pz}
o)

=]

On utilise I'équation d’état d’'un gaz parfait, on obtient :

(3.35)

:1—

o[

22 _ M2 sin2(@s) = »(T1) x (1— /’Zj
. _ A~ PL (3.36)

! (2]

On introduit la relation (3.6) dans la relation (3.7), ensuite on fait le terme

p2U? en facteur et on remplace p, par le terme P,/RT, d’aprés la relation (3.4).

Puis on remplace le terme y(T,2) R T, d’aprées la relation (3.5) par la célérité du son



50

a2, ensuite on remplace le terme (u./a,)? par (Mn2)®> normale au choc. Puisque il
s’agit de la relation de I'onde de choc normale. Par suite on remplace la relation
(3.33) dans le résultat obtenu. On obtient finalement la relation de nombre de

Mach aval M, suivante :

P
M2 = R (3.37)
$in2(6s — ) x #(T2) [1— /’Z]PZ
o | R

Le reste des paramétres a travers le choc oblique comme le rapport des
pressions totales Po,/Po; et le saut d’entropie AS;, sont calculés de la méme fagon
comme le cas d’un choc normal en utilisant respectivement les relations (3.20) et
(3.30). Les paramétres isentropiques juste apres le choc p2/pg. et P,/Pg, peuvent
étre calculés respectivement par les relations (3.12) et (3.13) une fois la
température T, est obtenue.

Alors pour déterminer tous les parametres thermodynamiques a travers le
choc oblique, il faut en premier lieu déterminer la déviation de choc 6s
correspondant a M;, Ty et W. Puisqu’ils dépendent directe de 6s dans la relation
(3.34). Donc le probléme major c’est la détermination de I'inclinaison de choc 6s.

Une fois le rapport p»/p;1 est obtenu par (3.34), on remplace le résultat obtenu
dans (3.34) et (3.35) pour déterminer respectivement les rapports P,/P; et To/T;.
On remplace ensuite les résultats obtenus dans la relation (3.37) pour obtenir M.

En ce qui Concerne la détermination d’une relation analytique reliant les
parametres (6s, M1, ¥) a haute température comme le cas de gaz parfait, on n’a
pas pu arriver a expliciter une formule analytique. Par conséquent, la
détermination de la valeur de 6s correspondant a M;, W et T, est faite
implicitement. C’est-a-dire en développant un nouvel algorithme présenté dans le
chapitre prochain. Par l'utilisation de modéle de I'onde de choc normale a haute
température présenté dans présent chapitre.

Il est a signaler que les auteurs dans les références [26-27, 58-59] utilisent la
relation suivante congue pour le modéle d'un gaz parfait calorifiquement et
thermiquement parfait pour déterminer la valeur de 6s correspondant a M; et ¥. lIs
ont remplacés uniquement la variation de y avec la température, et utiliser aussi
les relations (2.25) et (2.23).
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2 M2 sin2(6;)—1

N0 =tan @) M2 (7+cos 2 6)+2 (3.38)

On admet que I'algorithme développé pour le calcul de 6s correspondant a My,
Y et Ty détermine deux valeurs de 6s. Une solution est pour le choc faible et
I'autre solution est pour le choc fort. Donc tous les parameétres thermodynamiques

vont admettre deux solutions suivant les deux types de choc.

3.4. Onde de choc conigue a haute température

Il est a noter qu’on ne peut pas déterminer les propriétés d’'une onde de choc
conique a haute température sans passer par I'étude des ondes de choc oblique et
normale a haute température. Le calcul de I'écoulement supersonique isentropique
autour d’un cbne et la détermination des propriétés thermodynamiques a travers
un choc conique pour le modele a haute température sont basés sur l'utilisation
des équations de conservation de mouvement. Cette équation est sous forme
différentielle [2-4, 16] avec une modification appropriée au niveau de I'’équation
d’énergie.

La figure (3.3) représente une onde de choc conigue avec les parameétres
physiques avec une adaptation des coordonnées cylindriques pour un écoulement

autour d’un cone.

Figure 3.3 : Présentation d’'un choc conique en coordonnées cylindriques.

L’équation de continuité pour un écoulement en coordonnées cylindriques, sous

forme différentielle, est donnée par [2-4, 16, 45]:

oV +Vg L 4 No Volp _ (3.39)
tg@) 00 ' p o6
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La condition d’irrotationalité de I'écoulement est donné par I'équation suivante
[2-4, 16, 45]

dVvr
) = Ve (3.40)

L’équation de la conservation de quantité de mouvement est traduit par [2-4,
16, 45, 68-69] :

dP = —pVvdV (3.41)
En coordonnées cylindriques, on a :

VZ=V?+VS (3.42)

On remplace la relation (3.42) dans (3.41) et I'équation qui relie la vitesse de
son et la pression. Ensuite on divise le résultat par d@ puis on remplace le terme
dp/df de la relation (3.39) dans le résultat obtenu, on aura apres réarrangement,

le résultat suivant :

dve _ a) [2Vi tg) + Vo] -V Vi tg(©) 242
do t9(0) V7 - a)] (3.43)

L’équation de la conservation d’énergie sous forme différentielle s’écrit [2-4, 16,
45, 68-69] :

CpdT+V dV=0 (3.44)

Alors la relation (3.44) devient :

V% =2H(T) (3.45)
Avec H(T) est donnée par la relation (2.7).

On remplace la relation (3.42) dans (3.45) et on dérive le résultat par rapport
a I'angle 6. Ensuite on remplace la relation (3.40) et la dérivée de la relation (3.44)
dans le résultat. Puis on remplace la relation (3.43) dans le résultat obtenu on

aboutit a :
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dT _ Vo a(T) [Vr tg(9)+V91 3.46
do " tg(6) Co(T) [aT)-V{ | (3.46)

Pour arriver aux relations (3.43) et (3.46), on a besoin d’utiliser les relations
(2.3) et (2.25). Les formules (3.40), (3.43) et (3.46) constituent un systeme de trois
équations différentielles a trois inconnues (V;, Vg et T). Vu la complexité des
équations obtenues, les solutions analytiques exactes n’existent pas. D’ou on a
intérét d’aller vers la solution numérique. Une fois qu’'on détermine les trois
inconnus précédents. Les autres paramétres V, a, M, W, p/po2 et P/Pg, peuvent
étre déterminés respectivement par les relations (3.42), (2.3), (2.9), (3.47), (3.48)
et (3.49).

u:arcsin[%) (3-47)
P _exdl [T Ce(D ,
2ol -5 o) =

& - FE) 49

Le rapport Po2/Po1 est déterminé par le calcul de I'écoulement a travers le choc
conique. |l est constant entre le choc et la surface de cone vu que I'écoulement est
isentropique dans cette région. Les relations (3.40), (3.43) et (3.46) démontrent
que les parameétres de I'écoulement sont constants le long de chaque direction
radiale. Les relations (3.40), (3.43), (3.46), (3.42), (2.3), (2.9), (3.47), (3.48) et
(3.49) déterminent les parameétres de I'écoulement isentropique entre I'état juste
apres le choc jusqu’a la surface de cone en fonction de 'angle 6 comme présente
la figure (3.3).
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3.5. Comparaison entre un choc oblique et un choc conique

Le tableau (3.1) représente la comparaison entre un choc oblique et un choc
conigue. Cette comparaison sera justifice et présentée dans le chapitre des

résultats.

Tableau 3.1 : Comparaison entre le choc oblique et le choc conique

Choc oblique

Choc conique

Le diedre est un profil 2D,
eécoulement bidimensionnel.

Choc oblique attaché rectiligne a
partir du nez.

Ecoulement aval uniforme avec des
lignes de courants paralléles au
diedre.

La pression sur la surface de diedre
est égale a la pression statique
apres le choc P..

Pour le méme angle de déviation, et
méme nombre de Mach amont,
'angle de choc faible de diédre est
plus grand par rapport a celui du
cbne, c’est l'inverse du cas de choc
fort.

Le choc est plus fort par rapport au

cone.

Le cbne est une géométrie 3D,
écoulement 3D axisymétrique.

Choc oblique attaché rectiligne
émanant du bout.

Les lignes de courants apres le
choc sont courbées, ou elles
s’inclinent d’un angle plus petit que
celui de langle de déviation et
deviendront plus tard droite.

La pression sur la surface de cone
Pc est inférieure que la pression
statique aprés le choc P, pour le
cas de diedre.

Pour le méme nombre de Mach M;,
langle de déviation maximale du
cbne est plus grand par rapport au
diédre surtout pour un nombre de
Mach M; petit.

Le nombre de Mach aval Mc sur la
surface de cdne est supérieur que le
nombre de Mach M, pour le cas de

diedre.
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3.6. Onde de détente a haute température

Une autre forme de cbne peut étre traitte comme un autre probléme a part.
C’est le cone d'une forme progressive, qui se produit une série de chocs de
détente a sa surface voir figure (3.4). Dans ce cas la fonction de Prandtl Meyer
PM joue un rdle important dans le calcul des flux supersoniques. Lorsque la
déviation de I'écoulement augmente, on aura une détente de I'écoulement. Cette
détente est de type Prandtl Meyer, alors une nouvelle forme a haute température
de la relation PM est présentée comme une généralisation du cas de gaz parfait.

Pour un choc oblique infinitésimal, la relation entre la déviation d'écoulement
dans un point et la variation de vitesse des deux cétés de lI'onde de Mach est
connue par la fonction PM. Dans la forme différentielle est donnée par [2-4, 43,
66, 70, 72-73]

dv=VyM 2_1Ci/_V (3.50)

Pour intégrer I'équation (3.50), le terme dV/V et le nombre de Mach doivent

étre exprimés par leurs expressions (2.10) a haute température. La formule

_ Cp(M) 2H(T)
dv= 2|:(r) az() 1dT (3.51)

Avec les expressions de Cp(T), H(T), a(T) sont données respectivement par les
relations (2.23), (2.7) et (2.3).

suivante est obtenue:

La valeur de v pour M>1.0 (T<T-) est donnée par

_T Cp(M 2H)
vN=f; 1) az(l_)—ldT (3.52)

La valeur de la fonction de Prandtl Meyer représente la déviation de
'écoulement entre le vecteur de vitesse supersonique a I'état considéré et le
vecteur de vitesse a I'état sonique. Dans ce cas il faut calculer la température T«
correspondant au nombre de Mach M=1.00. La valeur de v pour M=1.00 est prise
€gale a zéro. Lorsque la surface de cOne est progressivement courbée, de telle
maniére qu’on a une augmentation de la déviation de I'’écoulement comme cC’est
présenté dans la figure (3.4) ci-dessous. Dans la pratique on rencontre ce type de

formes dans les projectiles supersoniques et les winglettes supersoniques.
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Cependant, le calcul des propriétés de I'écoulement a chaque déviation est
caractérisé par I'étude de phénomene d’'une détente de Prandtl Meyer et se fait

par l'utilisation de la fonction (3.52).

Choc Ondes de
Ml; ._ Cone
|
L

Figure 3.4 : Présentation d’'un céne de forme progressivement courbée.

Lorsque la déviation de I'écoulement diminue par rapport a la déviation amont,
on aura dans ce cas un choc progressif. Donc il faut utiliser le phénoméne de choc

conique a chaque déviation considérée par rapport a la déviation juste amont.

3.7. Applications

Le phénomene de choc conique joue un rble tres important dans le domaine de
la construction aérospatiale. Plusieurs applications peuvent étre trouvées. On va
un apercu brievement sur deux applications de choc conique. La premiére
application pour I'adaptation d’'une prise d’aire supersonique et la deuxieme pour

le calcul de la trainée d’onde en soufflerie.

3.7.1.Prise d’air supersonique

La prise d’air est formée par une nacelle et un cone central qui se déplace vers
I'extérieure et lintérieure pour permettre I'adaptation de la prise d’air. Cette
adaptation est nécessaire, pour ne pas avoir la dégradation des parametres de
I'écoulement notamment 'augmentation de la trainée, causée par la réflexion de
'onde de choc dans le moteur. L'adaptation de prise d’air c’est de déplacer le
cbne axialement a un endroit pour avoir la mite de choc avec la carene de la
nacelle. Cet endroit convenable dépend de la déviation de choc et la dimension de

la prise d’air. La figure (3.5) représente un schéma représentatif d’'une prise d’air
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adaptée. La position initiale de cone est donnée lorsque le bord d’attaque de céne

est sur méme ligne vertical que la rentrée de la nacelle.

Choc Nacell

Li
PN
Figure 3.5: Position adéquate du cdne-nacelle pour prise d’air adaptée.

D’aprés la figure (3.5), pour que la prise d’air soit adaptée, la distance de

déplacement de céne doit étre calculée par la relation suivante :

. d 1
- Rayon tg(&s) (3.53)

La valeur de 6s dépend de My, Ty et 6¢ pour I'air. Alors pour des valeurs de M;

et Tp et B¢, élevés le modéle GP va causer la non adaptation de la prise d’air.

3.7.2.Trainée d’'onde de choc a haute température

Le calcul de la force de trainée d’onde exercée sur la surface de révolution de
cbne est d’'un grand intérét dans les applications aérospatiales. Alors, en utilisant
le théoreme de Guldin [37, 39], on peut démontrer que la trainée développée sur
la surface de céne est donnée par la formule suivante :

P
p=2r29_  tg2(0,) [;—Cj [&j (3.54)

2
L2 R, 2, )\ Po,

3.7.3. Test en soufflerie

La température Ty dans ce cas représente la température de la chambre de
combustion formée par la soufflerie. Généralement cette température est élevée et
qui peut dépasser les 1000 K jusqu’a arriver a 3000 K. Cela va causer une
influence de Ty sur les paramétres trouvés sur la maquette (cbne dans ce cas).
D’aprés la référence [35, 45, 57], To=2100 K pour les applications en souffleries et

aérospatiales. L’application de modéle GP donne des valeurs éloignées par
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rapport aux valeurs réelles de préléevement du test. Alors qui sont proches au

modele HT, ce qui donne un grand intérét du présent travail.

3.8 Calcul de l'erreur de modéle GP par rapport au modéle HT

Le modele mathématique du gaz parfait GP est développé en considérant la
chaleur spécifique Cp constante, ce qui donne des résultats acceptables pour les
basses températures. Selon cette étude, nous pouvons remarquer une différence
sur les résultats donnés entre le modéle de gaz parfait GP et le modéle a haute
température HT développé. Alors, I'erreur donnée par le modele GP par rapport a
notre modele HT peut étre calculée pour chaque parametre. Par conséquent, pour

chaque valeur de M; et Ty, l'erreur € peut étre évaluée par la relation suivante:

1-% x 100 (3.55)
yur (To, My

Le paramétre y dans la formule (3.55) va représenter tous les parametres

5y(TO’ Mj)=

thermodynamiques et physiques de choc, dans ce cas.

Finalement, apres qu’on a développé notre modéle mathématique a haute
température autour du cbne, qui est traduit par les formules mathématiques
précédentes. Dans le chapitre prochain on va discrétiser nos équations
différentielles du premier ordre et développer les algorithmes de calculs
numériques pour les différentes formules et méthodes développées

précédemment.
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CHAPITRE 4

PROCEDURE NUMERIQUE DE CALCUL D'UN CHOC CONIQUE
A HAUTE TEMPERATURE

Nous exposons, dans ce chapitre, La résolution numérique du probleme de
I'écoulement supersonique autour d’'un cone a haute température. Pour cela on
va suivre deux résonnements 'un est dit inverse et l'autre est dit direct. En plus

on va faire les calculs en trois étapes.

4.1. Procédure numérigue

Dans le résonnement inverse on suppose que la déviation de choc est donnée
et on va déterminer la déviation de cone qui coincide avec ce choc. Alors que
réellement c’est le contraire qui se passe, c'est-a-dire la déviation de cbne est
donnée et on doit déterminer le choc correspondant. Dans ce cas, les parameétres
de notre probléeme sont 6s et M; pour une température To donnée de l'air. En plus
il faut connaitre la variation de Cp(T) en fonction de la température et la constante
R de l'air.

La premiére étape consiste a déterminer tous les parametres isentropiques
(T1/To, p1/po1, P1/Po1) correspondants a M et Ty juste avant le choc. Bien sir en
utilisant les relations d’'un écoulement supersonique isentropique [3, 63, 68-69].
L’intégrale (14) est faite en utilisant la quadrature de Simpson avec une
condensation adéquate des nceuds. On fait la méme chose pour la quadrature de
Gauss Legendre.

La deuxiéme étape consiste a déterminer les propriétés de I'écoulement a
travers le choc, qui se résument par (Ma, @, To/T1, p2/p1, P2/P1, Po2/Po1, AS21). On
utilise les relations d’'une onde de choc oblique a HT, qui sont présentées
respectivement par les relations (3.34), (3.35), (3.36), (3.37), (3.20) et (3.30). Ainsi
que les relations (3.12) et (3.13) lorsque =2 pour déterminer les rapports

isentropiques juste apres le choc.
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Dans le chapitre 3, on a démontré que la température totale a travers le choc
est conservée. C’est-a-dire on a To=Tp=To,. Mais la pression et la masse
volumique totales par contre changent de valeurs. D'ou Pgo,/Po1=p02/001#1.0. Pour
la pression totale on pose Po=Po;.

Deux solutions peuvent étre trouvées selon la valeur de nombre de Mach M,
juste aprés le choc. Ce qui implique que tous les paramétres thermodynamiques
vont admettre deux solutions. Si M»21.00, on obtient un choc faible. Si M,<1.00,
on obtient un choc fort. Généralement le choc le faible qui apparait en realité.

Avant déterminer des parametres présentés dans les relations (3.34), (3.35),
(3.36), (3.37), (3.20) et (3.30), il faut déterminer en premier lieu la déviation de
I'écoulement w juste apres le choc. Dans les références [27-28, 58-59], les
auteurs ont utilisés la relation pour un gaz parfait a Cp constant, vu la difficulté de
trouver une forme analytique. Ce qui donne des résultats assez loin de la réalité et
qui ne répond pas au besoin du cas HT. Cependant dans ce travail, on va
déterminer la déviation @ avec précision élevée selon le modele HT. Tous les
parameétres justes aprés le choc dépendent d’'une fagon directe et explicite de la
valeur de . Comme le développement d’'une relation analytique reliant les
parametres Os et w est assez compliqué. On va utiliser les relations d’'une onde de
choc normale & HT [70] pour déterminer la valeur de M,. Avec d’autre procédure
présentée dans [58]. Dans cette référence, La relation entre le nombre de Mach
au choc normal et un choc avec une direction y s’écrit [2-4, 6, 12, 16, 26-27, 41,
43, 58-59] :

Mz,
Ma(y) = Sin@s - 1) (4.1)

La valeur de My, peut étre trouvée en utilisant la procédure présentée dans la
référence [26]. Elle dépend de Ty et de My, amont normale au choc qu’est égale a
M; sin(Bs). Donc il ne dépend pas de ¢ comme My, donné par (4.1).

Le calcul de la valeur de y se fait de telle maniére que la valeur de M, donné
par la relation (4.1) soit égale a la valeur de M, donnée par (3.37). Le calcul se fait
par itération. Pour cette raison, considérons la différence entre la valeur de M,

donnée par (4.1) et la valeur de M, donnée par (3.37) par la relation suivante :

f = Ma(y) - M2 (4.2)
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Commencant par w=ws=0.0, dans ce cas la valeur de fz=f>0.0. En

incrémentant la valeur de w par un pas Ay choisi, on obtient :
Wp=ygt+dy (4.3)

Pour la valeur de w=yp, on calcule les valeurs de M, respectivement par les
relations (3.37) et (4.1) et évaluons la différence fp par (4.2). Si la valeur de f5>0.0,
dans ce cas on affecte les valeurs de yp et fp respectivement dans g et fg et on
calcule la nouvelle valeur de wp par la relation (4.3). Le calcul sera répété jusqu’a
trouver une valeur de yp, qui donne une valeur de fp<0.0. Dans ce cas la solution
physique de w appartient a l'intervalle ouverte Jyg, wp[. On utilise I'algorithme de
bipartition [14, 47, 54] pour déterminer la valeur de y, solution de (4.2), avec une
précision € donnée. Pour les applications on a pris £=10® et Aw=1.0 degré. Dans
ce cas le nombre de subdivision n minimal est égal a 21. A cette étape on peut
déterminer la valeur de w correspondante aux données My, Ty pour l'air. On
remplace la valeur de y dans les relations (3.34), (3.35), (3.36), (3.37), (3.20) et
(3.30), on peut déterminer tous les paramétres a travers le choc.

4.2. Adaptation de la méthode de Runge Kutta

La troisieme étape consiste a trouver les paramétres de ['écoulement
isentropique dans la région juste aprées le choc et la surface de céne. Ce calcul se
fait par la résolution les équations différentielles (3.40), (3.43) et (3.46)
simultanément par la méthode Runge Kutta. Afin de trouver a chaque direction 6,
comme présente la figure 3.3, les parametres V,, Vg et T, ensuite par l'utilisation
des relations (3.42), (2.3), (2.9), (3.48) et (3.49) on peut trouver respectivement V,
a, M, p/poz et P/Pqp.

Parmi plusieurs versions et différents ordres de la méthode Runge Kutta qu’on
peut trouver dans la littérature [8-9, 13, 17, 31, 47, 49, 54, 62]. On a utilisé et
adapté dans ce travail, la méthode de Runge Kutta d’ordre 4. C’est une méthode
numeériguement stable et trés adaptée avec le modeéele mathématique trouvé.
L’ordre 4 de la méthode est largement suffisant pour I'obtention des résultats avec
une trés bonne précision et dans un temps réduit en comparant avec la méme

méthode a différents ordres.
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Dans l'appendice B, on a présenté la méthode de Runge Kutta avec différents
ordres. A titre exemple citons la méthode de Runge Kutta d’ordre 3, 4, 6, 7, 10 et
18, avec plusieurs versions, selon les références [8-9, 13, 17, 31, 47, 49, 54, 62].

Le domaine de variation de la solution est 6<6s. Donc il faut trouver 6=6.<6s
pour avoir la solution Vg=0.0. Dans ce cas on peut remplacer a cette direction 6=6,
une surface rigide, vu que la vitesse normale imperméable est égale a 0.0. Cette
surface peut représenter la surface de cone cherché. Qui va supporter le choc
donné a l'avance.

Pour se permettre d’utiliser cette méthode, les valeurs initiales de V,, Vg et T

lorsque 6=6s sont données par les relations (4.4), (4.5) et (4.6) suivantes.

Vi =Va c0s(6s — ) (4.4)
Vo = —V,SiN@s — ) (4.5)
T
o
Avec
V, =M, a(T,) 4.7)

Le rapport T,/T; dans la relation (4.6) est déterminé durant le calcul du choc
oblique suivant la deuxieme étape. Le rapport T:/To dans la relation (4.6) est
obtenu durant la premiere étape lors de calcul des paramétres isentropiques
correspondants a M; et To. La valeur de a(T,) dans la relation (4.7) peut étre
obtenue par le remplacement de T=T, dans la relation (2.3).

Pour résoudre les équations différentielles (3.40), (3.43) et (3.46) dans un ordre

croissant, on considére le changement de variable suivant :
X =65 — O (4.8)
Dans ce cas la position juste apres le choc 6=60s correspondant a x=0.0 et la

position de cone 6=6; correspondant a x=x.=0s-6.>0.0. La dérivée dx=-d6 doit étre

remplacé dans les relations (3.40), (3.43) et (3.46). Alors ces relations

deviennent :
dv,
v f(xV;, Vo, T) (4.9
No_gx V.V, T) (4.10)

dx
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?j_l:h(x,vr,vg, D) @)

Avec
. (4.12)
_ a) [ 2V, tg(6s =) +Vi |-VZ V, tg(@s —x) (4.13)

tg(s —x) [ V7 —a() |

_ Voa)[ Ve tglls—9+Vs | 4.14
tg(6s —X) Ce(T) [ a(m)-V{ ] @19

L’algorithme de la méthode de Runge Kutta d’ordre 4 au systéme (4.9), (4.10) et
(4.11) s’écrit :

k= A Fg, V., X T) (4.15)
= AXg(x, Vi, V9i' T) (4.16)
m = AR Ve Yy D (4.17)

Et
k2 = Ax f(xi+%Ax, \ +%k1, Vs, +%I1, 'ﬁ+%m1) (4.18)
lo = Ax g(xi+%Ax, \ +%k1, Vo +%I1, Ti+%m1) (4.19)
mp = Ax h(X; +%Ax, Vi +%k1, y, +%I1, 'ﬁ+%m1) (4.20)

Et
ks = AX f(x +%AX, Vi +%k2, Vi +%|2, 'ﬁ+%m2) (4.21)
ls = AX g(Xi +%Ax, Vi +%k2, \ +%|2, 'Ii+%m2) (4.22)
Mg = AX h(x; +%AX, Vi +%k2, Vi +%|2, 'ﬁ+%m2) (4.23)

Et

ke = AX F(Xi+A% Vi, +ka, Vb +1a, Ti+mg) (4.24)

la = AX g(X%i +AX, Vg +ks, Vg +l3, T +mg) (4.25)
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Mg = AX (X +AX, Wi, +ks, \p, +13, T+ms) (4.26)
Et
Vi = Vo +% (ki+2ko+2 ks+ka) (4.27)
Voig = Vo +% (|1+2|2+2|3+|4) (428)
T.=T +% (Me+2 mp+2 mg+ms) (4.29)

Au point initial i=0 correspondant au point juste apres le choc. Dans ce cas, V,,
Vg et T prennent les valeurs données respectivement par les relations (4.4), (4.5)
et (4.6). En ce point i=0, on a Vg<0.0, puisque Vg est dirigée dans le sens inverse
gue celui présenté dans la figure (3.3). Le pas Ax peut étre constant ou variable.
Dans le calcul on a pris un pas constant trés petit. Pour chaque valeur de i>0
correspondant a une valeur de x;=i Ax et par conséquent une valeur de 6=6s-X;

calculée par la relation (4.8), on peut déterminer les parametresv,, V, et
T respectivement par les relations (4.27), (4.28) et (4.29). Ensuite on peut

déterminer V;, ai, Mi, pi/po2, P/Po, respectivement par les relations (3.42), (2.3),
(2.9), (3.48) et (3.49). A titre d’information, on a besoin de 78 opérations
mathématiques pour faire une itération par la méthode de Runge Kutta d’ordre 4
utilisé sans compter les opérations mathématiques pour évaluer les fonctions f, g
et h. On peut déterminer encore a chaque direction 6, la déviation de vecteur
vitesse V; de I'écoulement par rapport a I'horizontal par la relation suivante :

V.
;=6 —arctg(vi'j (4.30)

Lorsque i=0, la valeur de ap donnée par (4.30) est égale a .

On peut vérifier les résultats obtenus en cours de calcul. Puisque I'’écoulement
est isentropique apres le choc, les paramétres M et T obtenus par (2.9) et (4.37),
sont liés par la relation (2.10), [11-12] dans notre modéle HT, ou une autre valeur
de M peut étre calculée par (2.10) et comparée apres avec celle donnée par (2.9).

Le calcul s’arréte si pour une valeur de i on trouve V¢20.0. C’est rare ou on
trouve dans un calcul pour un pas discret Ax donné, directement Vy=0.0. Dans ce
cas un raffinement de résultat ou précisément une correction de la valeur de x; est

faite a fin de trouver la solution avec une précision élevée. On utilise par
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conséquent l'algorithme de bipartition au dernier intervalle ] xi.1, X[ . La longueur
de cet intervalle est égale a Ax, si le pas est constant ou égale au denier pas
utilisé dans la méthode Runge Kutta. Dans les calculs on a utilisé un pas
Ax=0.001 et une précision £=10®. Dans ce cas le nombre de subdivision de
l'intervalle] xi.1, X[ est égale a 17.

Une fois on détermine la valeur de x qui annule Vg, on peut déterminer I'angle
de cbne correspondant par la relation (4.8) et les valeurs de V=V, et T
correspondantes au dernier point de calcul représentent les valeurs sur la surface
de cbne. Dans ce cas les paramétres de I'écoulement comme M, p/po2, P/Pg, sur
la surface de cdne peuvent étre trouvés en utilisant respectivement les relations
(2.9), (3.48) et (3.49). Pour cette derniére valeur de i, la direction de vecteur de
vitesse donnée par (4.30) est égale a la déviation de cone correspondant.

Le phénoméne physique démontre qu'’il existe une déviation maximale de céne

¢, Permettra d’avoir une limite entre I'apparition d'une onde de choc attachée et

une onde de choc détachée. Cette déviation dépend de M; et de Ty ainsi que de

Cp(T) et R de gaz. Alors si I'angle de cone ¢:<é __on aura dans ce cas une onde

de choc attachée. Ceci implique que la méthode présentée dans cette étude est

valable. Maintenant si 6. >4 __on aura une onde de choc detachée et par suite la

présente étude n’admet pas de solution.

La détermination de cette valeur limite nous donne la possibilité d’éviter la
méthode inverse présentée dans cette étude et de considérer la résolution de
probléeme par la méthode directe. C'est-a-dire on considére maintenant la
déviation de cbne 6c parmi les données et on détermine I'angle de choc 6s
correspondant. Un calcul supplémentaire est fait, dans ce cas pour calculer la

valeur de ¢.__ avant de determiner le choc correspondant. Puisque si ¢.>¢, _ le

programme développé ne donne pas la solution physique a notre probleme et
affiche un message qui indique qu’un choc détaché est apparait dans ce cas.
Un autre probleme intéressant consiste a déterminer le nombre de Mach

minimum, appelé par M, correspondant a la déviation de cone pour avoir une
limite de choc attaché. Si M;>M, . On aura une onde de choc attaché. Dans le cas

contraire un choc détaché se produit. Cette limite dépend de 6., Ty et de Cp(T) et

R de gaz.
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Il est tres commode pour avoir plus d’informations sur le comportement de
I'écoulement afin de le maitriser par la suite, de déterminer certains résultats
particuliers sur la déviation d’'un céne. Qui donne un nombre de Mach juste aprés
le choc M»=1.00 et l'autre donne un nombre de Mach sur la surface de cone
Mc=1.00. Les deux déviations des cbnes correspondants a M,=1.00 et M.=1.00
dépendent de M3, Ty, Cp(T) et R. En variant les parametres M;, 6s et T, on peut

trouver tous les parameétres possibles et en particulier I'effet de Ty .trés élevee.

4.3. Algorithme de programme principal

On présente dans ce paragraphe I'algorithme de notre programme numeérique
principal développé. Il est a noter que chaque figure ou méme courbe présentées
dans le chapitre 5 de la présentation des résultats nécessite dans la majorité des
cas une modification au programme principal. Cette modification mérite d’ajouter
une boucle de variation d’'un paramétre en considérons les autres parameétres
comme constants.

La courbe de détermination des parameétres de I'’écoulement correspondants
au nombre de Mach sonique juste aprés le choc (M»=1.00) nécessite I'écriture
d’'un programme ou subroutine a part.

La détermination des parameétres thermodynamiques correspondants au
nombre de Mach sur la surface de cone égale a l'unité (Mc=1.00) nécessite le
développement d'un programme numeérique a part ou méme ajouter une
subroutine pour cette raison.

La détermination de I'angle de déviation maximale de céne ¢,  (limite entre
max

le choc attaché et le choc détaché) correspondant aux données (Mj, To) et les
parameétres correspondants nécessite aussi le développement d’'un programme

séparé ou ajouter une subroutine pour cette raison.

La détermination de nombre de Mach limite Mle entre le choc attaché et le

choc détaché et les paramétres correspondants meérite le développement d'un
programme numeérique ou méme subroutine pour cette raison.

La détermination des erreurs commises par le modele GP par rapport au
modele HT nécessite cette fois ci un programme a part pour ce but.

Alors que le but de programme principal c’est de déterminer la déviation de

'onde de choc conique 6s pour le cas de choc faible attaché et le choc fort
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attaché. En plus les parametres thermodynamiques correspondants pour chaque

cas. Aussi la déviation maximale de cbneg. , le nombre de Mach limite MlL- et
max m

les autres parameétres correspondants en fonction de M;, 6¢c et T pour l'air. On
rappelle que ce calcul se fait par le résonnement inverse déja discutée
précédemment.

Le programme principal est développé sur la base de 8 subroutines et 8
fonctions. Il est a noter que la déclaration des variables réels est faite en double
précision. Pour La détermination des résultats pour le modéle GP, Il suffit de
donner au programme numeérique une valeur de To=240 K, et utiliser les relations
congues pour le modele GP. Notons que le programme peut traiter les deux types
de modeles. De méme on peut utiliser la fonction Cp(T) donnée par la relation
(2.23) en annulant tous les coefficients de cette fonction sauf le premier a;. On
présente maintenant les algorithmes des différents programmes réalisés dans ce

travail. L’algorithme de programme principal est présenté dans le tableau 4.1.

Tableau 4.1 : Algorithme de programme principal

1. Début

2. Les données de probleme

Mi, B¢, To, [ Cp(T) et R de I'air ]
AB (Pas utilisé dans la méthode de Runge Kutta).
Les points de la quadrature de Gauss Legendre d’ordre 12.
Les parametres de la fonction de condensation.
Tolérance pour I'algorithme de bipartition.
3. Détermination les parameétres thermodynamiques critiques T+«/To, p+</po et
P+/Pg
4. Détermination les parameétres thermodynamiques isentropiques juste avant
le choc T1/To, p1/po1 €t P1/Po1

5. Deétermination de ¢. correspondant a My par une subroutine spéciale.
max
6. Détermination de MlL- correspondant & 8¢ par une subroutine spéciale.
m
7. Si(6.>6. ) On aura une onde de choc détachée. Le programme s’arréte
max

avec affichage le message d’'une onde de choc détachée.
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.
17.

18.

Si (M1<M1L_ ) On aura une onde de choc détachée. Le programme s’arréte
m

avec affichage le message d’'une onde de choc détachée.

Détermination de la déviation 6s pour le cas de choc faible.

Détermination les rapports thermodynamiques ¥, My, P,/P1, p2/p1, P2/P1,
Po2/Po1 et AS;, a travers le choc pour le cas de choc faible.

Détermination les parametres thermodynamiques isentropiques T2/To, p2/002
et P,/Po, pour le cas de choc faible.

Détermination de la déviation Mc, Tc/To, pc/poz €t Pc/Po2 sur la surface de
cbne pour le cas de choc faible.

Détermination de la variation de M, T/Ty, p/po2, P/Po2 en fonction de I'angle 6
entre la déviation de choc et la surface de cone.

Détermination la valeur de C par la formule (3.53) concernant la prise d’air.
Détermination la valeur de D par la formule (4.31) concernant la trainée
d’'onde.

Refaire les étapes 9 a 15 pour le cas de choc fort.

Affichage de Bs, W, My, P2/P1, p2/p1, P2/P1, Poa/Po1 et ASi12, TolTo, p2/po2 €t
P2/Po2, Mc, Tc/To, pclpoz €t Pc/Pgs correspondant a My, 6¢ et T pour le choc
fiable et le choc fort.

Fin

Tableau 4.2 : Algorithme qui calcule la valeur 0 pour Mj et To.

2 T o

Début

Les données de probleme My, Ty, [ Cp(T) et R de l'air ]

Bs1=arcsin(1/M;)+ Tolérance ; 6¢1,=0.0

Os,=11/2- Tolérance ; 6c,=0.0

Bs3=( Bs1+ Bs2)/2

Calcul les paramétres de choc oblique Y, My, P,/P1, p2/p1, P2/P1, Po2/Po1 et
AS;, correspondant a 8s= Os3.

Calcul de la déviation de céne 6¢c3, Mc, Tc/To, pc/pPoz et Pc/Pg2 correspondant
a Os= Os3.

NITER=INT(Log((6s2- 6s1)/Tolérance)/0.6931)+1

K=1
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10.
11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.
22.
23.

24.

25.

Os4=( Bs1+ Os3)/2

Calcul les parameétres de choc oblique YW, My, P,/P1, p2/p1, P2/P1, Po2/Po1 et
AS;, correspondant a 8s= Bsg.

Calcul de la déviation de céne ¢4, Mc, Tc/To, pc/po2 et Pc/Po2 correspondant
a Bs= Os,.

Bs5=( Bs2+ Os3)/2

Calcul les parametres de choc oblique W, My, Po/P1, palp1, P2/P1, Poa/Po; et
AS;, correspondant a 8s= Oss.

Calcul de la déviation de cone 6¢cs, Mc, Tc/To, pc/pPoz et Pc/Pg, correspondant
a Bs= Oss.

b, =Max(6,+0;, +6,)

Si (6 =0, ) alors 6s1=6s4 ; 8c1=6ca ; Bs2=6ss ; 6c2=6cs ; Fin Si.
Si (Qcmax =9c4) alors 8s2=0s3 ; 6c2=60c3; Os3=60ss4 ; Oc3=Bca; Fin Si
Si (Qcmax =005) alors 8s1=0s3 ; 6c1=6c3; Os3=60s5 ; Oc3=6cs; Fin Si

K=K+1
Si (K = NITER) Allez a I'étape 9 ; Fin Si.

05=6051=605,=053=054=0s5

Affichage de 6,  correspondant a My et To.

Affichage de Bs, W, My, P2/P1, polp1, P2/P1, Poa/Po1 €t AS1o, TalTo, p2/po2 et
P2/Po2, Mc, Tc/To, pclpoz et Pc/Po, correspondants a b, » MietTo

Fin

L’algorithme qui calcule de la valeur de M1Lirn est donné par :

Tableau 4.3 : Algorithme qui calcule la valeur de MlLim en fonction de 6 et T.

Début
Les données de probleme 6¢, Ty, [ Cp(T) et R de l'air ]
Mic=1.0+Tolérance ; §. =0.0 ; Valg=-1.00

G

M]_D: M16+1.0

Calcul de .  correspondant a Mip.
MaX o
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6. VaID=96max ﬂc

D
Prod=ValgxValp
8. Si(Prod <0.0) alors allez a I'étape 9 ; Fin Si.
9. 6. =06, ; M1c=Mip; Valg=Valp; Allez a I'étape 4.

maX g max p
10. NITER=INT(Log((M1p- M1g)/Tolérance)/0.6931)+1
11. K=1
12. Miy=(M1c+M1p)/2
13. Calcul de 6, et les parametres W, My, P,/P1, p2/p1, P2/P1, Poo/Po1 et AS1»,

maxM
To/To, p2lpoz €t P2/Po2, Mc, Tc/To, pcl/poz et Pc/Po, correspondant pour May
14. Valy=6, -6

X M

15. Prod=ValgxValy

16. Si (Prod <0.0) alors 6. =6, ; M1p=Min; Valp=Valy ; Fin Si.
maX py maXx

17. Si(Prod 20.0) alors 6. =6, : Mic=Myv ; Valg=Valy ; Fin si.
max g max p

18. K=K+1

19. Si (K = NITER) alors allez a I'étape 11.

20. MlLim:MlM

21. Affichage de MlLim correspondant a 6¢ et Ty.

22. Afflchage de 65, LIJ, Mo, Pz/Pl, pz/pl, Pz/Pl, Poz/P()l et Aslz, Tz/To, ,02/,002 et
P2/Po2, Mc, TclTo, pclpo2 €t Pc/Po, correspondant a MlLim , Bc et To.

23. Fin.

Dans le tableau 4.4 on présente I'algorithme qui calcule de la déviation de

cOne B¢ a une déviation de choc 8s donnée pour M; et Ty par la méthode inverse.

Tableau 4.4 : Algorithme qui calcule B¢ pour 8s, M; et Ty par la méthode inverse

1. Début
2. Les données de probleme My, 6s, Ty, 46, Bs, Tolérance, [Cp(T) et R de l'air]
3. Calcul de L»U, Mz, Pz/Pl, pz/pl, Pz/Pl, Poz/P()l et ASlz, Tz/To, ,02/,002 et Pz/Poz,
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4. Calcul de ay, V2, Vy, Vog par les relations (2.3), (4.7), (4.4) et (4.5).
5. J=0

6. X3=0.0 ; Y1=Vy ; Z1=-Va ; Si1=T>

7. J=J+1

8. Calcul de X3,Y>, Z3, S, par la méthode Runge Kutta

9. SiZ,20.0Allez a I'étape 12

10. X1=X2 ; Y1=Y2 ; Z1=Z5 ; S1=S;

11. Si (X1 = 6s) Alors allez a I'étape 7

12. NITER=INT(Log((X2-X1)/Tolérance)/0.6931)+1

13. K=1

14. X3=(X1+X2)/2

15. AB=X3-X1

16. Calcul de X3,Y3, Z3, S3 par la méthode Runge Kutta

17. Prod=Z, x Z3

18. Si (Prod < 0.0) Alors Xo=X3 ; Y2=Y3 ; Z=Z3 ; S,=Sj3 Fin Si.
19. Si (Prod > 0.0) Alors X;=X3 ; Y1=Y3 ; Z1=Z3 ; S1=S3 Fin Si.
20. K=K+1

21. Si (K < NITER) Alors allez a I'étape 14.

22. 6c=0s-X3

23. Vc=Y3; Tc=S3; Mc=Vc/ac

24. Cpc=Cp(Tc) ; vYc=Cpc/(Cpc - R) ; ac=DSQRT(yc x R x T¢)
25. Calcul de pc/po, par la quadrature de Gauss Legendre

26. Calcul de Pc/Po=(Tc/To)* (oc/po2)

27. Calcul de C et D par les relations (3.53) et (3.54).

28. Fin.

En conclusion, aprés qu'on a développé les différents algorithmes et
programmes du probléme physique traité. On a commencé a exécuter le code de
calcul en faisant varier les paramétres principaux dans les calculs afin d’obtenir le

maximum de résultats. Ces résultats qu'on va présenter dans le prochin chapitre.
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CHAPITRE 5

RESULTATS ET COMMENTAIRES

Dans ce chapitre, on va présenter nos résultats avec une interprétation. Pour
cela on a partagé les résultats en 9 parties afin de facilité la tdche aux lecteurs.
Tous les résultats obtenus sont fonction de trois données physiques principales
Mi, B¢ et To Notamment que notre application est faite pour I'air. La convergence
des résultats dépend de la discrétisation qui se traduit par le choix de pas utilisé
dans la méthode de Runge Kutta. Cependant notre programme réalisé peut traiter
n'importe quel type de gaz, malgré qu’on a utilisé la fonction Cp(T) et R de Il'air
uniguement. Dans les applications on a pris un pas Ax=0.001 aprés plusieurs test
de convergence pour avoir une précision de e=10™.

Pour la validation les résultats d’'un choc conique pour le cas de gaz parfait GP
(y=1.402) peuvent étre trouvés et comparés a ceux dans les références [1-4, 8-
10]. Dans ces références on trouve les résultats pour y=1.400.

Toujours pour la validation les résultats du choc oblique pour le cas GP
(y=1.402) peuvent étre trouves dans les références [2-4, 12, 16, 27-28, 57-60].
Pour le modele HT, Ces résultats présentés peuvent étre trouvés dans les
références [27-28, 58-60] avec une différence légérement modérée. Vu le
changement effectué au modele mathématique. Cette modification se trouve au
niveau de la relation qui lie la déviation de choc et la déviation de diédre ainsi
qu’au niveau de linterpolation de Cp(T) pour raison de modéliser le modéle HT

avec une grande précision.

5.1. Exemple typique

Les tableaux (5.1), (5.2), (5.3), (5.4), (5.5), (5.6), (5.7), (5.8) et (5.9) présentent
les résultats obtenus par le programme numérique réalisé pour un gaz parfait
y=1.402 lorsque M;=4.00 et 6c=20.0 degré en variant la température T, pour
1000K, 2000K et 3000k. Dans le but de voir I'effet de cette températureT, sur les
parametres d’un choc conique faible et fort.

Le tableau (5.1) représente I'effet de Ty sur les parametres isentropiques juste

avant le choc oblique correspondant a M;=4.00.
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Le tableau (5.2) représente I'effet de Ty sur les parametres physiques a travers
le choc oblique faible lorsque M;=4.00 et 6:=20.0.

Le tableau (5.3) représente I'effet de Ty sur les parametres isentropiques juste
apres le choc faible.

Le tableau (5.4) représente l'effet de Ty sur les parametres sur la surface de
cbne lorsque M;=4.00 et 6:=20.0.

On remarque que les résultats isentropiques trouvés justes aprés le choc
(tableau 5.3) et ainsi que M, (tableau 5.2) sont différents & ceux trouvés sur la
surface de céne. Ce qui montre que les parametres juste aprés le choc varient et
ne restent plus constants jusqu’a la surface de cbne. Sur ce tableau on a ajouté
les résultats pour la prise d’air adaptée (valeur de C) et celle pour la trainée
d’onde (valeur de D) vu leurs importances dans la pratique.

Le tableau (5.5) illustre I'erreur donnée par le modéleGP par rapport a notre
modele HT sur tous les parametres calculés. Dans le cas de choc faible lorsque
M;=4.00 et 6c=20.0. On remarque l'influence de T, I'écart de GP par rapport a HT.
Alors I'erreur maximale est remarquée plus pour le rapport pc/ po2. Pour la trainée
on a trouvé une erreur arrivant a 39%. En aérodynamique, I'erreur ne doit pas étre
supérieure a 0.1% [2-4, 19, 45, 57, 60, 74-75] entre I'expérience et le calcul.

Dans les tableaux (5.6), (5.7), (5.8) et (5.9), on a présenté les résultats pour le
cas de choc fort avec les mémes valeurs de M;=4.00 et 6c=20.0 degré.

En réalité on s’intéresse beaucoup au choc faible qu’au choc fort vu son

apparition dominante dans la pratique.

Tableau 5.1 : Effet de Ty sur les parameétres isentropiques juste avant le choc pour
M;=4.00 degré cas de l'air.

GP 1000 K 2000 K 3000 K
T1/ To 0.2371 0.2480 0.2693 0.2847
p1! po1 0.0278 0.0251 0.0197 0.0172
P1/ Po1 0.0066 0.0062 0.0053 0.0049

Tableau 5.2 : Effet de Ty sur les paramétres a travers un choc faible lorsque
M1=4.00 et 6c=20 degre cas de l'air.

GP 1000 K 2000 K 3000 K

05 (deg) 26.492 26.412 26.208 26.104

M> 2.967 2.985 3.057 3.100




w (deg) 14.426 14.484 14.620 14.690
T/ Ty 1.522 1.510 1.464 1.423
021 p1 2.331 2.351 2.400 2.427
P,/ P, 3.549 3.550 3.515 3.455

Po2/ Poy 0.819 0.832 0.840 0.834

AS, /R 0.198 0.183 0.173 0.180
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Tableau 5.3 : Effet de Ty sur les parametres isentropiques juste aprés le choc

faible lorsque M1=4.00 et 6:=20 degré pour l'air.

GP 1000 K 2000 K 3000 K
T2/ To 0.361 0.375 0.395 0.406
P2/ pPo2 0.079 0.070 0.056 0.050
P2/ Po2 0.028 0.026 0.022 0.020

Tableau 5.4 : Effet de Ty sur les paramétres sur le céne pour un choc faible

lorsque M1=4.00 et 6:=20 degré pour I'air.

GP 1000 K 2000 K 3000 K

Mc 2.886 2.906 2.985 3.032
Tc/ To 0.373 0.388 0.408 0.417
pc/ po2 0.086 0.077 0.061 0.054
Pc/ Po2 0.032 0.029 0.024 0.022
C 2.006 2.013 2.031 2.040

D 0.0110 0.0103 0.0087 0.0079

Tableau 5.5 : Effet de Ty sur I'écart entre les modéles GP et HT pour tous les

parameétres d’'un choc conique faible lorsque M1=4.00 et 6:=20 degré pour l'air.

£(%) 1000 K 2000 K 3000 K
£(6s) 0.30 1.08 1.48
&(y) 0.40 1.32 1.80
g(My) 0.60 2.94 4.29
&(To/ Ty) 0.79 3.96 6.95
(021 p1) 0.85 2.87 3.95
g(P2/ Py) 0.02 0.96 2.72
&(Po2/Po1) 1.56 2.50 1.80
£(AS21/ R) 8.19 14.45 10.00
&(To/ To) 3.73 8.60 11.08
(021 Po2) 12.85 41.07 58.00
g(P2/ Pop) 7.69 27.27 40.00
g(Mc) 0.68 3.31 4.81
&(Tc/ To) 3.86 8.57 10.55




¢(Pc/ Poy) 10.34 33.33 45.45
£(C) 0.34 1.23 1.66
£(D) 6.79 26.43 39.24
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Tableau 5.6 : Effet de Ty sur les paramétres d’'un choc fort lorsque M;=4.00 et

6c=20 degré pour l'air.

GP 1000 K 2000 K 3000 K

65 (deg) 88.443 88.541 88.679 88.737
M 0.438 0.434 0.419 0.410

w (deg) 5.501 5.509 5.530 5.547
T/ Tq 4.058 3.905 3.617 3.429
021 p1 4.556 4.799 5.211 5.418
P,/ Py 18.496 18.745 18.855 18.581
Po2/ Poz 0.139 0.132 0.112 0.101
AS, /R 1.968 2.022 2.187 2.284

Tableau 5.7 : Effet de Ty sur les parameétres isentropiques juste aprées le choc fort

lorsque M1=4.00 et 6:=20 degré pour l'air.

GP 1000 K 2000 K 3000 K
T2/ To 0.962 0.969 0.974 0.976
P2/ poz 0.909 0.911 0.916 0.919
P2/ Po2 0.875 0.882 0.893 0.898

Tableau 5.8 : Effet de T, sur les paramétres sur le céne pour un choc fort lorsque

M1=4.00 et 6c=20 degré pour l'air.

GP 1000 K 2000 K 3000 K

Mc 0.377 0.374 0.361 0.354
Tc/ To 0.972 0.976 0.980 0.982
pc! po2 0.932 0.933 0.937 0.939
Pc/ Po2 0.906 0.911 0.919 0.923
C 0.027 0.025 0.023 0.022

D 0.0526 0.0501 0.0429 0.0391

Tableau 5.9 : Effet de Ty sur I'écart entre les modéles GP et HT pour tous les

parameétres d’'un choc conique fort lorsque M;=4.00 et 6c.=20 degré pour l'air.

£(%) 1000 K 2000 K 3000 K
£(6s) 0.11 0.26 0.33
(p) 0.14 0.52 0.83
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£(My) 0.92 4.53 6.82
&(T2/ To) 3.91 12.19 18.34
g(o2/ p1) 5.06 12.56 15.90
g(P2/ Py) 1.32 1.90 0.45
£(Po2/Po1) 5.30 24.10 37.62

£(AS»/ R) 2.67 10.01 13.83
&(T2/ To) 0.72 1.23 1.43
(021 Po2) 0.22 0.76 1.08
g(P2/ Poy) 0.79 2.01 2.56

£(Mc) 0.80 4.43 6.49
&(Tc/ To) 0.40 0.81 1.01
g(oc/ Poz) 0.32 0.53 0.74
g(Pc/ Po2) 0.54 1.41 1.84

£(C) 8.00 17.39 22.72

(D) 5.00 22.61 34.52

5.2. Variation des paramétres pour des cas remargquables

Dans les tableaux (5.10), (5.11), (5.12), (5.13) et (5.14) on s’intéresse aux
résultats les plus importants en pratique pour I'exemple proposé M;=4.00 et
6c=20.0 degré. En premier temps, selon le tableau (5.10), On prend l'effet de Ty

sur la deviation maximale ¢ . C’est-a-dire que doit avoir le cone comme

déviation limite lorsque M;=4.00 pour déterminer le point limite entre le choc
attaché et le choc détaché. D’aprés le nombre de Mach M,, cette déviation
correspond a un choc fort.

Il est parfois trés intéressant de trouver la déviation de cbne donnant
respectivement M,=1.00 et Mc=1.00 pour M; donné et déduire tous les
parametres correspondant a ces deux cas. D’ou lintérét des résultats présentés
dans les tableaux (5.11) et (5.12). Les résultats présentés sur les tableaux (5.10),
(5.11) et (5.12) sont présentés sous forme de graphes dans les figures (5.9) a
(5.25) en fonction de 6¢c pour différentes valeurs de M; Lorsque T,=2000 K. Par
exemple la courbe correspondant a M,=1.00 donne la possibilité de voir la
disparition de choc fort, c'est-a-dire elle donne la limite entre le choc fort et le choc
faible. La courbe correspondant a Mc=1.00 montre qu’il n’existe pas un choc fort
sur le cone. Sur le tableau (5.13) on a présenté l'effet de Ty sur la valeur minimale

My de nombre de Mach amont M; lorsque la déviation de cbne 6¢ est donnée.

Afin d’avoir une limite entre le choc attaché et un choc détaché. Dans ce cas si
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M;>M,; . on aura une onde de choc attaché. Pour I'application faite dans le

tableau (5.13) pour 6c=20.0 degré. On a présenté a titre information les

parametres de I'écoulement correspondant a 6c=20.0 degré et M;=M, _ .

Sur le tableau (5.14), les erreurs entre le modéle GP et HT sont présentés en
fonction de To respectivement pour 4. _ et m, _ .
Tableau 5.10 : Effet de T, sur les parameétres d’un choc correspondant a la

déviation maximale ¢; _ lorsque M;1=4.00 pour I'air toujours.

GP 1000 K 2000 K 3000 K

b, (deg) 52.734 53.622 55.059 55.692
05 (deg) 72.315 72.748 73.353 73.645
M, 0.765 0.769 0.766 0.762

w (deg) 37.142 38.208 40.046 40.853
T,/ Ts 3.771 3.651 3.399 3.234
021 p1 4.450 4.678 5.090 5.289
P,/ P, 16.786 17.085 17.305 17.106
Po2/ Po1 0.163 0.155 0.132 0.120
AS, /R 1.809 1.860 2.020 2.114
To/ To 0.894 0.908 0.919 0.923
021 Poz 0.758 0.753 0.754 0.756
P,/ Py, 0.678 0.684 0.693 0.698
Mc 0.696 0.703 0.704 0.702
Tel To 0.911 0.922 0.930 0.933
oc/ Poz 0.793 0.788 0.787 0.787
Pc/ Poy 0.723 0.727 0.732 0.735
C 0.318 0.310 0.298 0.293

D 0.642 0.654 0.625 0.598

Tableau 5.11 : Effet de Ty sur les parametres d’'un choc correspondant M,=1.00

lorsque M1=4.00 pour I'air.

GP 1000 K 2000 K 3000 K

6c (deg) 50.938 51.915 53.397 54.015
6 (deg) 65.225 65.976 66.824 67.152
M 1.000 1.000 1.000 1.000

w (deg) 38.687 39.763 41.637 42.443
T2/ Ts 3.510 3.424 3.205 3.056

021 p1 4.338 4.556 4.966 5.158

P,/ Py 15.230 15.606 15.921 15.767
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Po2/ Po1 0.190 0.181 0.155 0.141
ASy; /R 1.656 1.708 1.862 1.953
T2/ To 0.832 0.853 0.868 0.874
P2/ poz 0.634 0.629 0.627 0.626
P2/ Po2 0.527 0.536 0.544 0.547
Mc 0.942 0.944 0.949 0.951
Tc/ To 0.848 0.867 0.880 0.884
poc/ po2 0.664 0.659 0.654 0.653
Pc/ Po2 0.564 0.571 0.576 0.578
C 0.461 0.445 0.428 0.421

D 0.513 0.529 0.510 0.488

Tableau 5.12 : Effet de Ty sur les paramétres d’'un choc correspondant Mc=1.00

lorsque M1=4.00 pour I'air.

GP 1000 K 2000 K 3000 K

8. (deg) 50.196 51.224 52.789 53.435
6 (deg) 63.663 64.514 65.540 65.939
M 1.056 1.053 1.049 1.047

w (deg) 38.538 39.637 41.536 42.345
T/ s 3.443 3.368 3.161 3.018
021 p1 4.307 4.524 4.936 5.127
P,/ Py 14.834 15.237 15.606 15.478
Po2/ Po1 0.198 0.188 0.161 0.146
AS» /R 1.615 1.669 1.825 1.917
T2/ To 0.816 0.839 0.857 0.863
02/ Poz 0.604 0.600 0.600 0.600
P2/ Poa 0.493 0.504 0.514 0.518
Mc 1.000 1.000 1.000 1.000
T/ To 0.832 0.853 0.868 0.874
pc/ Poz 0.634 0.629 0.627 0.626
Pc/ Poz 0.527 0.536 0.544 0.547
C 0.495 0.476 0.454 0.446

D 0.474 0.492 0.478 0.459

Tableau 5.13 : Effet de Ty sur les paramétres d’'un choc correspondant au nombre

de Mach amont minimal lorsque 6c=20 degré pour l'air.

GP 1000 K 2000 K 3000 K

My 1.211 1.204 1.200 1.199
6c (deg) 20.000 20.000 20.000 20.000
6s (deg) 71.462 71.891 71.792 72.028
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M. 0.950 0.949 0.952 0.950

w (deg) 4.233 4.192 4.173 4.168
T/ Ty 1.095 1.083 1.071 1.068
021 p1 1.251 1.254 1.251 1.254
P2/ Py 1.371 1.359 1.341 1.340
Po2/ Poz 0.996 0.996 0.997 0.997
AS; /R 0.003 0.003 0.002 0.002
T2/ To 0.846 0.866 0.879 0.885
02/ Poz 0.660 0.656 0.653 0.653
P2/ Pop 0.558 0.568 0.574 0.578
Mc 0.797 0.798 0.802 0.800
Te/ To 0.886 0.902 0.911 0.915
pc/ poz 0.741 0.738 0.735 0.735
Pc/ Poz 0.657 0.665 0.670 0.673
C 0.335 0.327 0.328 0.324

D 0.272 0.276 0.278 0.279

Tableau 5.14 : Effet de Ty sur I'écart entre les modéles GP et HT pour des

résultats particuliers lorsque M;=4.00 et 6c=20 degré pour I'air.

(%) 1000 K 2000 K 3000 K
(b, M) 1.65 4.22 5.31
&(My, @) 0.66 0.91 1.00

5.3.Variation des paramétres en fonction de 8

Dans cette troisieme partie, on a représenté respectivement dans les figures
(5.1), (5.2), (5.3), (5.4), (5.5), (5.6), (5.7) et (5.8), I'effet de Ty y compris le cas GP
sur la variation des parameétres physiques de I'écoulement isentropique (M, T/To,
plpoz2 et P/Py,) dans la région entre la déviation de choc 65 et la déviation de cone
6c en fonction de I'angle 6 pour le choc faible et le choc fort lorsque M;=4.00 et
6c=20.0 degré. Les valeurs de 6s peuvent étre trouvées dans le tableau (5.2)
pour les figures (5.1), (5.2), (5.3) et (5.4) de choc faible et dans le tableau (5.6)
pour les figures (5.5), (5.6), (5.7) et (5.8) de choc fort. Ces figures démontrent que
les paramétres de I'’écoulement ne restent plus constants dans cette région pour le
cbne, contrairement au dieédre, ou les parametres aprés le choc restent constants.
La variation des paramétres avec 6 est valable quelques soit Mj, 6c et To. La

méme facon de variation des parametres est remarqué entre le choc faible et fort.
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Concernant le programme développé, et pour faire le tracage des figures (5.1) &
(5.8), on a pas déclaré dans le programme des vecteurs pour le stockage des
valeurs de M;, Ti/To, p/po2 et Pi/Po2 @ chaque position 6; de I'écoulement. On a

utilisé des fichiers pour le stockage et le tracage.

8127 1 HT (T,=3000 K)

1 M 2 ur (122000 K) 1
3.08 3 HT (To=1000 K)

] 4 GP (y=1.402) ’
3‘04/
3.00- 3
2967 M;=4.00 4

1 6c=20.0 degré
2.924
2.88:HH\H\HU\HHH\r\\HH\HH;H\H\HH\H\\H\Hr\HHHHH;HHHHH\

20 21 22 23 24 25 26 27

Figure 5.1 : Variation a HT de M le long de 6 pour M;=4.00 et 6c=20 degré pour le

choc faible.
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T
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Figure 5.2 : Variation a HT de T/Ty le long de 6 pour M;=4.00 et 6:=20 degré pour

le choc faible.
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Figure 5.3 : Variation a HT de p/po; le long de 6 pour M;=4.00 et 6c=20 degré pour

le choc faible.
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Figure 5.4 : Variation & HT de P/Pg, le long de 6 pour M1=4.00 et 6:.=20 degré

pour le choc faible.
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Figure 5.5 : Variation a HT de M le long de 6 pour M;=4.00 et 6c=20 degré pour le

choc fort.
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Figure 5.6 : Variation a HT de T/T, le long de 6 pour M;=4.00 et 6c=20 degré cas

choc fort.
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Figure 5.7 : Variation a HT de p/po, le long de 6 pour M1=4.00 et 6c=20 degré pour

le choc fort.
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Figure 5.8 : Variation a HT de P/Pqy; le long de 6 pour M1=4.00 et 6:=20 degré

pour le choc fort.

5.4.Variation des parametres en fonction de 6¢ et de M; lorsque Ty est fixe.

Les figures (5.9), (5.10), (5.11) (5.12), (5.13), (5.14), (5.15), (5.16), (5.17),
(5.18), (5.19), (5.20), (5.21), (5.22), (5.23), (5.24) et (5.25) représentent
respectivement la variation des parameéetres physiques a travers le choc conique
Bs, My, w, To/T1, p2lp1, P2/P1, Poa/Po1, AS21/R, isentropique juste aprés le choc
To/To, P2/Po2, P2/Po2, isentropique sur la surface de céne Mc, Tc/To, pc/Poz, Pc/Poz
ainsi que C et D en fonction de la déviation de céne 6¢ pour six valeurs de nombre
de Mach amont M;=1.30, 1.50, 2.00, 3.00, 4.00 et 5.00 lorsque T(=2000 K. Dans

chaque figure, on a ajouté trois courbes correspondantes a ¢ (pour limiter le

choc attaché et détaché), M,=1.00 (pour limiter le choc faible et le choc fort) et

Mc=1.00. Pour chaque My, il existe un . -

La figure (5.9) représente la variation de la déviation de I'angle de choc avec la

déviation de cone. Dans cette figure on a représenté les résultats de choc faible et
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de choc fort sur le méme graphe vu leur intérét pratique. Tandis que pour les
autres figures de (5.10) a (5.25), on a représenté uniguement des résultats de
choc faible.

On remarqgue que entre les figures (5.10), (5.17), (5.18), (5.19), qui représentent
les paramétres physiques isentropiques justes aprés le choc et les figures (5.20),
(5.21), (5.22), (5.23) représentant les parametres isentropiques sur la surface de
cbne, qu’il y a dégradation de nombre de Mach a travers la rotation 6. C'est-a-dire
on a McsMz, TofTosTc/To, P2/Po25Pc/Po2 €t Pa/Pga<Pc/Po,. C'est possible qu’on
trouve Mc<1.00 et M2>1.00 pour le choc faible. La figure (5.15) présente que la
pression totale a travers le choc diminue avec 'augmentation de 6¢, donnant une
augmentation de I'entropie selon la figure (5.16), conformément au phénomene
physique de choc.

L’intersection de chaque courbe de M; avec un axe vertical donne deux
possibilités de chocs correspondants a 6c=0.0 degrés. Dans ce cas le cone
n’existe pas. La premiéere valeur correspond a 6s=90.0 donc un choc normal type
fort. Les résultats pour ce choc a HT peuvent étre trouvés dans les références [15,
17]. Deuxieme valeur limite inférieure correspond a I'angle de Mach p donné par la
relation (13). Les parametres correspondant sont dans figures (5.10) a (5.25) pour
les résultats isentropiques avant le choc (M;, T1, p1 et Pi1, Po1). Dans ce cas
M>=M;, w=0.0 (pas de diedre), T,/T;=1.0, p2/p1=1.0, P2/P1=1.0, Pg/Pp:=1.0,
AS7/R=0, TofTo=T/To, pP2APo2=pP1/Po1, P2Po2=P1/Po1, Mc=My, Tc/To=T1/To,
PclpPo2=p1/po1, Pc/Po2=P1/Po1, D=0.0 (pas de trainée). Pour la valeur de C, d’aprés
la relation (3.53), elle devient égale pour cette deuxiéme limite a la valeur

suivante :

C=yM7-1 (5.1)

On remarque cette derniére limite ne dépend pas de To.

Les commentaires et les variations restent les mémes pour n’importe quelle
valeur de To y compris le cas GP.

Le tableau (5.15) représente la valeur maximale de I'angle de déviation de cone

¢, Pour les cing valeurs de My sur la figure (5.9) lorsque To=2000 K. Ces

valeurs représentent la limite entre le choc attaché et le choc détaché.



84

90~
80*: AN \\\\R\ 1
70 S ~ -

60

E A T~
595 (degré) 1 M=5.00

2 M;=4.00

_ 3 M;=3.00
To=2000K ) o

=== bc(max) 5 p\,=150

--=- M,=1.00 6 M.=1.30

— - Mc=1.00 Oc(degré)
T T T

[ M— S S S Saa ‘

0 1 2 3 4 5 6

Figure 5.9 : Variation de 6s en fonction de 6¢ pour quelques valeurs de M; lorsque

To=2000 K.
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Figure 5.10: Variation de M, a travers le choc faible en fonction de 6c pour

qguelques valeurs de M; lorsque Tp=2000 K.
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Figure 5.11 : Variation de w apres le choc faible en fonction de 6¢ pour des

valeurs de M lorsque T,=2000K.
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Figure 5.12 : Variation de T,/T; a travers le choc faible en fonction de 6¢c pour

quelques valeurs de M; lorsque T,=2000 K.
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Figure 5.13 : Variation de p./p; a travers le choc faible en fonction de 6c pour

quelques valeurs de M; lorsque T,=2000 K.
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Figure 5.14 : Variation de P,/P; a travers le choc faible en fonction de 6¢ pour

quelques valeurs de M; lorsque T,=2000 K.
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Figure 5.15 : Variation de Pg,/Po; a travers le choc faible en fonction de 6¢ pour
quelques valeurs de M; lorsque T,=2000 K.
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Figure 5.16 : Variation de AS,1/R a travers le choc faible en fonction de 6c pour

quelques valeurs de M; lorsque T,=2000 K.
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Figure 5.17 : Variation de T,/Ty juste apres le choc faible en fonction de 6¢ pour

quelques valeurs de M; lorsque T,=2000 K.
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Figure 5.18 : Variation de p./po. juste apres le choc faible en fonction de 6¢ pour
quelques valeurs de M; lorsque T,=2000 K.
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Figure 5.19 : Variation de P,/Py, juste apres le choc faible en fonction de 6¢ pour

quelques valeurs de M; lorsque T,=2000 K.
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Figure 5.20 : Variation de M. sur la surface de cbne pour le choc faible en fonction

de 6¢ pour quelques valeurs de M; lorsque T,=2000 K.
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Figure 5.21 : Variation de T¢/To sur la surface de cone pour le choc faible en

fonction de 6¢ pour quelques valeurs de M; lorsque T,=2000 K.

1 Mi=5.00
2 My=4.00
3 M;=3.00
4 M;=2.00
5 M,;=150

Oc (degré) 6 M=1.30
LA L A B A I B I I T

40 50 60

Figure 5.22 : Variation de pc/po, sur la surface de céne pour le choc faible en

fonction de 6¢ pour quelques valeurs de M; lorsque To=2000 K.
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Figure 5.23 : Variation de P./Py, sur la surface de cone pour le choc faible en

fonction de 6¢c pour quelques valeurs de M; lorsque T,=2000 K.
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Figure 5.24 : Variation de C de la prise d’air pour le choc faible en fonction de 6¢
pour quelques valeurs de M; lorsque T;=2000 K.
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Figure 5.25 : Variation de la trainée D de cbne pour le choc faible en fonction de

6c pour quelques valeurs de M; lorsque T¢=2000 K.

Tableau 5.15: Valeurs de 4. a HT pour

To=2000 K.
To (K) M1
1.30 1.50 2.00 3.00 4.00 5.00
2000 24551 | 31.560 42.300 51.525 55.059 56.691

5.5.Variation a HT des parametres en fonction de 6¢_pour M fixé.

quelques valeurs de M; lorsque

Les figures (5.26) a (5.42) représentent I'effet de To y compris le cas GP
(y=1.402) respectivement sur la variation de tous les paramétres de I'’écoulement
Bs, M2, W, T2/T1, p2lp1, P2lP1, Po2/Po1, AS21/R, TalTo, p2/Po2, P2/Po2, Mc, Tc/To,

Pclpo2, Pc/Poz2, C et D en fonction de l'angle de déviation de cdne lorsque le

nombre de Mach M;=1.50, 2.00 et 4.00.
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Dans la figure (5.26) on a présenté les résultats pour les deux chocs faible et
fort. Tandis que les autres figures (5.27) a (5.42), on a limité la présentation que
pour le choc faible car on s’intéresse pratiquement qu’au choc faible.

On remarque clairement I'effet de T, sur tous les paramétres de I'écoulement et
I'écart entre les modéles GP et HT qui augmente encore si M; et 6c augmentent
graduellement. Pour 6:<20.0 degré environ (avec une précision), on ne peut pas
parler sur I'effet de M; ou de To. Autrement dit, on peut appliquer le modéle GP
pour obtenir des résultats avec une bonne précision. Tandis que si 6c>20.0 degreé,
le modele GP commence a tomber par défaut au fur et & mesure, ou des
corrections a ce modele sont nécessaires ce qui montre l'intérét de I'application de
modele HT.

La figure (5.32) présente que la pression totale a travers le choc diminue avec
'augmentation de 6¢ et M; donnant une augmentation de I'entropie selon la figure
(5.33), conformément au phénomeéne physique de choc.

La méme remarque présentée maintenant entre les figures (5.27), (5.34),
(5.35), (5.36) représentant les paramétres physique isentropique juste apres le
choc et les figures (5.37), (5.38), (5.39), (5.40) représentant les paramétres
isentropiques sur la surface de céne, on remarque qu’il y a dégradation de nombre
de Mach a travers la rotation 6, c'est-a-dire McsMy, To/To<STc/To, P2/P025pc/Po2 €t
P2/Pg2<Pc/Pg,. C’est possible qu’on trouve Mc<1.00 et M>>1.00 pour le choc faible.

Le tableau (5.16) représente I'effet de Ty et M; sur la valeur maximale de I'angle

de deviation de cone 4. pour les 12 courbes de chaque figure (5.26) a (5.42).

Ces valeurs représentent la limite entre le choc attaché et le choc détaché. Cette
limite donne la possibilité de trouver des solutions de choc attaché dans la limite
donnée par le modéle GP. Alors que cette limite donne une solution attachée
pour HT. Maintenant si To prendre une valeur assez élevée. L’écart entre le

modéle GP et HT augmente si M; augmente aussi pour méme T et Oc.



91

907

go= Os (degre)

704

B 1
607
503 (a) M=150

407
304
20
107

(b) M;=2.00
(¢) M;=4.00

1 HT (T,=3000 K)
2 HT (T4=2000 K)

3 HT (T,=1000 K) ,
4GP ()=1.402)  Oc(degre)

1

0 10 20 30 40 50 60

Figure 5.26 : Variation a HT de s en fonction de 6¢ lorsque M;=1.50, 2.00 et 4.00.
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Figure 5.27 : Variation a HT de M, en fonction de 6¢ lorsque M;=1.50, 2.00 et 4.00

pour le choc faible.
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Figure 5.28 : Variation & HT de ¢ en fonction de 6¢ lorsque M;=1.50, 2.00 et 4.00

pour le choc faible.
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Figure 5.29 : Variation a HT de T,/T; en fonction de 6¢ lorsque M;=1.50, 2.00 et

4.00 pour le choc faible
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Figure 5.30 : Variation a HT de p./p1 en fonction de 6¢ lorsque M;=1.50, 2.00 et

4.00 pour le choc faible.
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Figure 5.31 : Variation a HT de P,/P; en fonction de 6¢ lorsque M;=1.50, 2.00 et

4.00 pour le choc fiable.
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Figure 5.32 : Variation a HT de Pg,/Po; en fonction de 6¢ lorsque M;=1.50, 2.00 et
4.00 pour le choc faible.
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Figure 5.33 : Variation & HT de AS,1/R en fonction de 6¢ lorsque M;=1.50, 2.00 et
4.00 pour le choc fiable.
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Figure 5.34 : Variation a HT de T,/Ty en fonction de 6¢ lorsque M;=1.50, 2.00 et
4.00 pour le choc faible.
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Figure 5.35 : Variation a HT de p2/po2 en fonction de 6¢ lorsque M;=1.50, 2.00 et
4.00 pour le choc fiable.
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Figure 5.36 : Variation a HT de P2/Pg, en fonction de 6¢ lorsque M;=1.50, 2.00 et
4.00 pour le choc fiable.
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Figure 5.37 : Variation a HT de Mc en fonction de 6¢ lorsque M;=1.50, 2.00 et 4.00

pour le choc faible.
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Figure 5.38 : Variation & HT de Tc/To en fonction de 6¢c lorsque M;=1.50, 2.00 et
4.00 pour le choc faible.

0.8

7 pclpo:

06

0.4+

1 HT (T¢=3000 K)
2 HT (T0=2000 K)
3 HT (Tp=1000 K)
0o Oc (degre) 4 GP (y=1.402)
0 10 20 30 40 50 60

021

Figure 5.39 : Variation a HT de pc/po2 en fonction de 6¢ lorsque M;=1.50, 2.00 et
4.00 pour le choc faible.
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Figure 5.40 : Variation a HT de Pc/Pg2 en fonction de 6¢ lorsque M;=1.50, 2.00 et
4.00 pour le choc faible.
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Figure 5.41 : Variation a HT de C en fonction de 6¢ lorsque M;=1.50, 2.00 et 4.00

pour le choc faible.
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Figure 5.42 : Variation a HT de D en fonction de 6¢ lorsque M;=1.50, 2.00 et 4.00

pour le choc faible.

Tableau 5.16 : Valeurs a HT de 4. pour quelques valeurs de M;

M1 GP 1000 K 2000 K 3000 K
1.50 30.542 31.172 31.560 31.689
2.00 40.657 41.559 42.300 42.556
4.00 52.734 53.622 55.059 55.692

5.6.Variation a HT des parametres en fonction de M; lorsque B¢ est fixé.

Les figures (5.43) a (5.59) représentent l'effet de To y compris le cas GP

(y=1.402) respectivement sur la variation de tous les paramétres de I'’écoulement
Bs, Mz, @, TofT1, p2lp1, P2lP1, PoalPo1, ASx/R, TafTo, p2lpo2, P2/Po2, Mc, TclTo,

Pclpoz, Pc/Po2, C et D en fonction de nombre de Mach amont M;. Lorsque I'angle

de déviation de cone égale respectivement a 6:=20 degré et 40 degré. Dans la

figure (5.43) on a présenté les résultats pour le choc faible et fort. Tandis que les

autres figures (5.44) a (5.59) on a limité la présentation pour le choc faible. Vu la

mauvaise présentation au méme temps de choc fort. En plus on s’intéresse
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pratiguement au choc faible en réalité. On remarque clairement I'effet de T, sur
tous les paramétres et I'écart entre les modeles GP et HT qui augmente encore si
M; et 6c augmentent graduellement. Pour 6c<20.0 degré environ les 4 courbes
sont presque confondues (avec une précision), on ne peut pas parler sur I'effet de
To. Autrement dit, on peut appliquer le modele GP pour obtenir des résultats avec
une bonne précision. Tandis que si 6:>20.0 degré, le modele GP commence a
tomber par défaut au fur et & mesure, ou des corrections a ce modele sont
nécessaires ce qui montre l'intérét de I'application de modéle HT. On remarque
encore que si M1<2.00, les 4 courbes de chaque figure sont presque confondues
indépendamment de I'angle 6c de cone, ce qui démontre la possibilité d’utilisation
de modéele GP pour I'évaluation des parameétres de I'écoulement. Tandis que si M;
>2.00 graduellement les 4 courbes commence a se séparer. Qui est traduit par
'augmentation de I'écart entre les modéles GP et HT. La figure (5.49) présente
que la pression totale a travers le choc diminue avec 'augmentation de 6c et M;
donnant une augmentation de I'’entropie selon la figure (5.50), conformément au
phénomeéne physique de choc. Entre les figures (5.44), (5.51), (5.52), (5.53)
représentant les parametres physique isentropique juste aprés le choc et les
figures (5.54), (5.55), (5.56), (5.57) représentant les parameétres isentropiques sur
la surface de cbéne, on remarque qu’il y a dégradation de nombre de Mach a
travers la rotation O, c'est-a-dire Mc<M,, To/To<Tc/To, 02/p025pclpoz et
P2/Pg2SPc/Pos.

Le tableau (5.17) représente I'effet de Ty et 6¢ sur la valeur minimale de nombre

de Mach amont M,  pour les 8 courbes de chaque figure (5.43) a (5.59). Ces
valeurs représentent la limite entre le choc attaché et le choc détaché. Si MM,

on aura un choc attaché et la solution de probléme peut étre trouvée. Alors, la

variation de M; est entre M; <M;<500. Cette limite précise donne encore la

possibilité de trouver des solutions de choc attaché dans la limite donner par le
modele GP, cette limite donne une solution détachée pour GP, et on aura une
solution de choc attaché pour HT si Ty prendre une valeur assez élevée. L’écart

entre le modéle GP et HT augmente si 6c augment aussi pour méme Tp et M;.
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Figure 5.43 : Variation a HT de 6s en fonction de M; pour 6c=20 et 40 degré.
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Figure 5.44 : Variation a HT de M, en fonction de M; pour 6c=20 et 40 degré pour

le choc faible.
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Figure 5.45 : Variation a HT de w en fonction de M; pour 6c=20 et 40 degré pour

le choc faible.
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Figure 5.46 : Variation a HT de T./T; en fonction de M; pour 6:=20 et 40 degré

pour le choc faible.
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Figure 5.47 : Variation a HT de p./p; en fonction de M; pour 6:=20 et 40 degré

pour le choc faible.
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Figure 5.48 : Variation a HT de P,/P; en fonction de M; pour 6c=20 et 40 degré

pour le choc faible.



100

1.07
1 Poa/Po1
0.8+ 4321
1 (a)

0.6

1 1 HT (To=3000 K)

047 2 HT (T;=2000 K)
1 3 HT (T,=1000 K)

02l 4GP (=1402) (@) 0c=20 degré
] (b) 6.=40 degré

0.0+
1 2 3 4 5

(b)

Figure 5.49 : Variation a HT de Pg,/Po1 en fonction de My pour 6c=20 et 40 degré

pour le choc faible.
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Figure 5.50 : Variation a HT de AS,:/R en fonction de M; pour 6:=20 et 40 degré

pour le choc faible.
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Figure 5.51 : Variation a HT de T./Ty en fonction de M; pour 6:=20 et 40 degré
pour le choc faible.
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Figure 5.52 : Variation & HT de p./po, en fonction de M; pour 6:=20 et 40 degré

pour le choc faible.
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Figure 5.53 : Variation a HT de P,/Py, en fonction de My pour 6c=20 et 40 degré

pour le choc faible.
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Figure 5.54 : Variation a HT de M. en fonction de M; pour 6c=20 et 40 degré pour

le choc faible.
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Figure 5.55 : Variation & HT de T./To en fonction de M; pour 6.=20 et 40 degré
pour le choc faible.
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Figure 5.56 : Variation a HT de p./po2 en fonction de M; pour 6:=20 et 40 degré
pour le choc faible.
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Figure 5.57 : Variation a HT de P./Pg,; en fonction de M; pour 6c=20 et 40 degré
pour le choc faible.
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Figure 5.58 : Variation a HT de C en fonction de M; pour 6c=20 et 40 degré pour

le choc faible.
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Figure 5.59 : Variation a HT de D en fonction de M; pour 6c=20 et 40 degré pour

le choc faible.

Tableau 5.17 : Valeurs de M, . a HT pour quelques valeurs de 6c

Oc (degré) GP 1000 K 2000 K 3000 K
20 1.211 1.203 1.200 1.199
40 1.955 1.899 1.861 1.849

5.7.Variation des parametres en fonction de T, pour 8¢ et My fixes.

Les figures (5.60) a (5.76) représentent la variation de tous les parameétres de
I’écoulement 93, Mz, Wy, Tz/Tl, pz/pl, Pz/Pl, Poz/P()l, ASleR, T2/T0, ,02/,002, P2/P02,
Mc, Tc/To, pclpoz, Pc/Po2, C et D directement en fonction de TO lorsque 6c=20

degré et M1=4.00 pour le cas de choc faible et la comparaison avec le modéle GP

(y=1.402). On note que le modele GP ne dépend pas de To. Les valeurs des

parameétres de I'écoulement pour le modele GP peuvent étre trouvées dans les

tableaux (5.2), (5.3) et (5.4).

On remarque clairement I'effet de Ty sur tous les

parameétres de I'écoulement, et I'écart entre les modéles GP et HT qui augmente
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au fur et a mesure que T, augmente. Pour T¢<240.0 K environ, les 2 courbes sur
toutes les figures (5.60) a (5.76) sont presque confondues (avec une précision).
Autrement dit, on peut appliquer le modele GP pour obtenir des résultats avec une
bonne précision. Tandis que si To >240 K, le modéle GP commence a tomber par
défaut au fur et a mesure, ou des corrections a ce modele sont nécessaires ce qui
montre l'intérét de I'application de modele HT.

Les résultats montrent encore que si My ou 6c augmentent, I'écart entre les
modéles GP et HT pour méme T, augmente aussi. Avec le méme résonnement
gu’auparavant, on peut faire une extension afin de déterminer une température

To,,, limite minimale qui va donner la limite entre I'apparition de choc attache et de
choc détaché si M; et 6¢c sont donnés.

26.67

1 0Os(degré)
GP Modgle (y=1.402)
26.4
HT Modéle
M1:4.00

2621 9.=20.0 degré

) Ta (K)
6.0 1t T T EARRRRRS RERRRRaRE EEARREe s :

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Figure 5.60 : Variation de 6s en fonction de To pour M;=4.00 et 6c.=20 degré pour

le choc faible.
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3.09

3.067 M,=4.00 HT Modele

] =20. :
3.03] 6c=20.0 degré
3,00
] GP Modeéle (y=1.402)

2.971

] Ta (K)
3 T,
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Figure 5.61 : Variation de M, en fonction de Ty pour M;=4.00 et 6:=20 degré pour

le choc faible.
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14501
145] GP Modele (y=1.402)
14.40]
1 m_} To (K)
"0 's00 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Figure 5.62 : Variation de g en fonction de Ty pour M;=4.00 et 6:=20 degré pour
le choc faible.
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Figure 5.63 : Variation de T,/T; en fonction de Ty pour M;=4.00 et 6:=20 degré

pour le choc faible.
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Figure 5.64 : Variation de p,/p; en fonction de Ty pour M;=4.00 et 6:=20 degré
pour le choc faible.
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Figure 5.65 : Variation de P,/P; en fonction de Ty pour M;=4.00 et 6:=20 degré

pour le choc faible.
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Figure 5.66 : Variation de Pg,/Po; en fonction de Ty pour M;=4.00 et 6c=20 degré

pour le choc faible.
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Figure 5.67 : Variation de AS,1/R en fonction de Ty pour M1=4.00 et 6c=20 degré
pour le choc faible.
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Figure 5.68 : Variation de T,/To en fonction de To pour M1=4.00 et 6:=20 degré

pour le choc faible.
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Figure 5.69 : Variation de p./po. en fonction de To pour M;=4.00 et 6:=20 degré

pour le choc faible.
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Figure 5.70 : Variation de P,/Pg, en fonction de Ty pour M;=4.00 et 6c=20 degré

pour le choc faible.
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Figure 5.71 : Variation de M. en fonction de T, pour M;=4.00 et 6c=20 degré pour

le choc faible.
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Figure 5.72 : Variation de T¢c/To en fonction de Ty pour M;=4.00 et 6:=20 degré

pour le choc faible.
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Figure 5.73 : Variation de pc/poz en fonction de To pour M1=4.00 et 6:.=20 degré
pour le choc faible.
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Figure 5.74 : Variation de Pc/Pg, en fonction de To pour M;=4.00 et 6c=20 degré

pour le choc faible.
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Figure 5.75 : Variation de C en fonction de Ty pour M;=4.00 et 6c=20 degré pour
le choc faible.
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Figure 5.76 : Variation de D en fonction de Ty pour M1=4.00 et 6c=20 degré pour

le choc faible.
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5.8.Comparaison des modeéles GP et HT pour 6:=20.00 degré.

Dans les figures (5.77) a (5.93), on a représenté I'erreur commise par le modéle
GP par rapport au modele HT lorsque To=1000 K, 2000 K et 3000K,
respectivement pour tous les paramétres de I'écoulement en fonction de M;
lorsque 6:=20.0 degré pour le choc faible. On remarque clairement l'effet de Ty
sur I'écart relative sur tous les parametres entre le modéle GP et HT. L'erreur
maximale de probléme est constatée au niveau de rapport p./po, et elle est égale
a 90 % environ lorsque To=3000 K. Pour la trainée D, elle peut atteindre 60%.
Pour I'entropie selon la figure (5.84), I'erreur peut atteindre 22 % entre les deux
modéles. Pour la valeur de C, I'erreur peut égale 2.0%. Malgré cette erreur est
petite, elle peut provoquer une non adaptation de la prise d’air vu que I'épaisseur
de lI'onde de choc est trés petite. On remarque que l'erreur augmente avec
'augmentation de Ty et B¢, ce qui nécessite I'utilisation de modéle HT lorsque Ty
augmente pour des éventuelles corrections. Pour des faibles valeurs de Ty, le
modele GP donne des bons résultats. La limite d’utilisation de modéle GP dépend
de la précision voulue. Les erreurs sont présentées pour 6:c=20.0 degré. Alors les
calculs effectués montrent que I'erreur augmente aussi si 6c augmente. Alors pour
tous les parameétres, l'erreur augmente si Tp ou M; ou 6c augmentent

graduellement. Le nombre de Mach M; dans ces figures varie de Mi=m, _ (limite

entre le choc attaché et détaché) jusqu'a M;=5.00 (extréme supersonique). Les

valeurs de M, -, pour 6c=20.0 degré sont présentées dans le tableau (5.17).

1.67
1 &(6s) %
1.4;

1.2
1_02 6c=20.0 dégrée
083 1 ¢ of PG to HT for (T,=3000 K)
0.6 2 ¢ of PG to HT for (T,=2000 K)
0 45 3 ¢ of PG to HT for (T,=1000 K)
43 3

0.29

0.0 G+
1 2 3 4 5

Figure 5.77 : Variation de ¢(6s) de PG par rapport a HT en fonction de M; pour le
choc faible et 6c=20 degrés.
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Figure 5.78 : Variation de &(M,) de GP par rapport a HT en fonction de M; pour le
choc faible et 6c=20 degres.

2.0t
1.5 6c=20.0 degré
1.0
1 1 ¢ of GP to HT for (T,=3000 K)
1 2 ¢ of GP to HT for (T,=2000 K)
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Figure 5.79 : Variation de &(y) de GP par rapport a HT en fonction de M; pour le
choc faible et 6c=20 degré.
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Figure 5.80 : Variation de &(T,/T1) de GP par rapport & HT en fonction de M; pour

le choc faible et 6:=20 degrés.
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Figure 5.81 : Variation de £(o2/p1) de GP par rapport a HT en fonction de M; pour
le choc faible et 6c=20 degré.
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Figure 5.82 : Variation de &(P,/P;) de GP par rapport a HT en fonction de My pour
le choc faible et 6:=20 degré.
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Figure 5.83 : Variation de &(Pg2/Po1) de GP par rapport a HT en fonction de M;
pour le choc faible et 6:=20 degrés.



= = = N
N vl © [
Y N S B S S |

©
TR S I

[=2]

S(ASZJ_/R) %

1 £ of GP to HT for (T;=3000 K)
2 £ of GP to HT for (T,=2000 K)
3 £ of GP to HT for (T,=1000 K)

6:=20.0 degré

[

113

Figure 5.84 : Variation de €(AS21/R) de GP par rapport a HT en fonction de M;

pour le choc faible et 6:=20 degré.
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Figure 5.85 : Variation de &(T./To) de GP par rapport a HT en fonction de My pour

le choc faible et 6c=20 degré.
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1 2 ¢ of GP to HT for (T,=2000 K)
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Figure 5.86 : Variation de &(p./po2) de GP par rapport a HT en fonction de M; pour

le choc faible et 6:=20 degrés.
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Figure 5.87 : Variation de ¢(P»/Po2) de GP par rapport & HT en fonction de M; pour

le choc faible et 6c=20 degré.
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Figure 5.88 : Variation de &(M;) de GP par rapport a HT en fonction de M; pour le

choc faible et 6c=20 degré.

12
il S(TclTO) %
10
8]
E 1 ¢ of GP to HT for (T,=3000 K)
67 2 ¢ of GP to HT for (T,=2000 K)
1 3 ¢ of GP to HT for (T,=1000 K)
471
N
27, 6:=20.0 degré
1 M,
0+ T R S I
1 2 3 4 5

Figure 5.89 : Variation de &(T¢/To) de GP par rapport & HT en fonction de M; pour

le choc faible et 6:=20 degré.
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Figure 5.90 : Variation de &(o./po2) de GP par rapport a HT en fonction de My pour

le choc faible et 6:=20 degré.
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Figure 5.91 : Variation de &(P./Po,) de GP par rapport a HT en fonction de M; pour

le choc faible et 6:=20 degré.
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Figure 5.92 : Variation de &(C) de GP par rapport a HT en fonction de M; pour le

choc faible et 6c=20 degré.
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Figure 5.93 : Variation de &(D) de GP par rapport a HT en fonction de M pour le
choc faible et 6c=20 degres.

5.9.Comparaison entre le cone et le dieédre

Pour les figures (5.94) a (5.112), on a I'angle ¢=6¢ pour le cbne et égale a =y
pour le diedre. Sur ces figures on a fait une comparaison de tous les résultats
obtenus entre le diédre et le cbne lorsque M;=4.00 dans le cas a HT, y compris le
cas GP (y=1.402). Sur les figures (5.94) et (5.95) on a représenté les résultats
pour le choc faible et fort. Tandis que dans les figures (5.96) a (5.112), on a limité
la comparaison uniquement pour le choc faible. Les parametres dans la région
entre le choc et la surface de cone dépendent de la direction 6, et pour le diedre,
ces parametres sont constants et ne dépendent pas de 6. Alors pour le diedre, on
peut dire que Mx=Msuyrace, T2/To=Tsurtace/ To, 02/Po2=Psurtace/Po2 €t P2/Po2=Pc/Po2,
tandis que pour le cone ces rapports sont différents, ce qui veut dire que les 4
courbes en pointillées concernant le diédre dans la figure (5.95) sont les mémes
que les 4 courbes présentées dans la figure (5.105) et les 4 courbes en pointillées
dans la figure (5.102) sont les mémes que les 4 courbes présentées dans la figure
(5.106), et les 4 courbes en pointillées présentées dans la figure (5.103) sont les
mémes que les 4 courbes en pointillées de la figure (5.107), et les 4 courbes de
diédre de la figure (5.104) sont les mémes que celles de diedre de la figure
(5.108). Pour ¢=0.0 (écoulement isentropique) ou ¢=90.0 (onde de choc droite),
les parametres physiques pour le cone ou le diedre sont les mémes. On remarque
que la déviation maximale de céne correspondant a M; et Ty est supérieure a la
déviation de diédre, ce qui donne quil y a plus dintervalle de solution de
probléme de choc attaché pour le céne. On remarque encore l'influence de Ty sur

tous les parametres physique aussi pour le diédre.
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Le probléme de choc conique est un type de probléme tridimensionnel. Tandis
que le choc oblique est un type de probleme bidimensionnel. En plus le travail est
destiné pour la résolution de probleme de choc conique a HT, aussi des nouveaux
résultats sur le diedre a HT sont déterminés présentés comme une amélioration
des résultats présentés dans les références [26-27, 58-59] vu les modifications
apportées a leurs modéle mathématique dans ce travail.

7 0s (dégree)

3 1 HT (To=3000 K)
3 2 HT (Tp=2000 K)
509 3 HT (T,=1000 K)

407 4 GP (y=1.402) M,;=4.00
201 .-
E - — = Diedre
103 ¢ (degré)
[0 R R o o o o o B o B L A BEAEmEEEEEEESSE S
0 10 20 30 40 50 60

Figure 5.94 : Comparaison a HT entre le cone et le diedre sur 6s en fonction de ¢
pour M;=4.00.
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T (Te=2000 K)
T (To=1000 K)
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M,=4.00
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Figure 5.95 : Comparaison a HT entre M, de cbne et le diédre en fonction de ¢
pour M;=4.00.
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1 2 HT (T4=2000 K) 3
309 3 HT (T,=1000 K) 7 4
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25; Y ) L Cone
209 I - - - Digdre
153
10 M,=4.00
5 .7 o (dearé)
0Frrrer SN SN RSN SN SN .
0 10 20 30 40 50 60

Figure 5.96 : Comparaison a HT entre ¢ de cbne et le diédre en fonction de ¢
pour M;=4.00.
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Figure 5.97 : Comparaison a HT entre T,/T; de cdne et le diédre en fonction de ¢
pour M;=4.00.
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Figure 5.98 : Comparaison a HT entre p,/p; de céne et le diédre en fonction de ¢
pour M;=4.00.
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Figure 5.99 : Comparaison a HT entre P,/P; de cbne et le diedre en fonction de ¢
pour M;=4.00.
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Figure 5.100 : Comparaison a HT entre Py,/Po;1 de cbne et le diédre en fonction de

¢ pour M;=4.00.
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Figure 5.101 : Comparaison a HT entre AS»1/R de cbne et le diédre en fonction de

@ pour M1=4.00.
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Figure 5.102 : Comparaison a HT entre T,/Tode cbne et le diedre en fonction de ¢
pour M;=4.00.
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Figure 5.103 : Comparaison a HT entre p,/po, de

¢ pour M;=4.00.
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Figure 5.104 : Comparaison a HT entre P,/Py, de cbne et le diédre en fonction de

¢ pour M;=4.00.

Figure 5.105 : Comparaison a HT entre Msyrace de cOne et le diédre

¢ pour M1=4.00.
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Figure 5.106 : Comparaison a HT entre le cbne et le diédre sur Tsyrace/To €N

fonction de ¢ pour M;=4.00.
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Figure 5.107 : Comparaison a HT entre le cone et le diédre sur Psurace/Po2 €N

fonction de ¢ pour M;=4.00.
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Figure 5.108 : Comparaison a HT entre le céne et le diédre sur Psyrace/Po2 €N

fonction de ¢ pour M;=4.00.
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Figure 5.109 : Comparaison de C a HT entre le cbne et le diedre en fonction de ¢

pour M;=4.

La relation (3.54), pour un diedre, devient sous la forme suivante :

(5.2)

1 p 1234
Oﬁi
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0.0 e T T S
0 10 20 30 40 50 60

Figure 5.110 : Comparaison a HT entre le céne et le diédre sur D en fonction de ¢

pour M;=4.00.
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CONCLUSION

Dans cette étude, une stratégie originale pour la simulation de I'écoulement
supersonique autour d’'un cbne, a été développée. Nous avons suivi une nouvelle
approche, qui consiste a reformuler toutes les équations connues pour un gaz
parfait isentropique, dans notre cas ce gaz est I'air, & des hautes températures.
Afin de voir le comportement de ce dernier et par la suite proposer un nouveau
modéle mathématique dépendant de certaines conditions locales de I'écoulement.
Le domaine d’application est une prise d’air supersonique. La simulation
numeérigue de ce modele a haute température a demandé des efforts particuliers
de comparaison et de validation avec des résultats expérimentaux publiés dans
les références. Ces résultats sont disponible uniquement pour le cas d’'un gaz
parfait a des chaleurs spécifigues Cp constantes et rapport y constant. Nous
avons notamment mis en évidence, le modéle HT proposé en le comparant
ensuite au modele GP, qu’on se permet de I'appeler modele classique.

A cet effet, nous sommes arrivés dans cette étude a plusieurs conclusions, qu’on

va citer :

1. Le modele PG donne des bons résultats pour des faibles valeurs de M;<2.00,
To<240 K et 6:<20.00 degré environ. Par contre, lorsque M;, To ou 6¢c
augmentent, le modele GP commence a donner des résultats qui s’éloignent
au fur et a mesure du cas réel. D’ou la nécessité d'utilisation le modéle HT.

2. Le programme numérigue développé peut donner des résultats pour n’importe
quel type de gaz. Il suffit de donner, dans ce cas la chaleur spécifique Cp(T)
en fonction de la température, la constante R du gaz utilisé et calculer la
fonction H(T).

3. La fonction Cp(T), R et le rapport y(T) caractérisent le pouvoir calorifique des
gaz et influent principalement sur tous les paramétres que se soient
thermodynamiques ou physiques de I'écoulement.

4. On peut obtenir les relations d’'un gaz parfait a partir des relations du modéle
HT en annulant toutes les constantes d’interpolations de la fonction Cp(T) sauf
le premier. Dans ce cas, le modele GP devient un cas particulier de notre
modéle HT.

5. La convergence des résultats demande un temps de calcul supplémentaire

pour le modele HT par rapport au modele GP pour la méme précision.
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Une condensation des nceuds dans la quadrature de Simpson est employée
pour intégrer toute fonction avec précision élevée dans un temps réduit.

Le modele mathématique a travers le choc et entre le choc et la surface de
cobne dépend de trois parametres (M1, Cp, 6¢c) pour le modéle GP. Par contre
ce modeéle dépend de quatre paramétres (M;, Cp, ¢ et Tp) dans le cas de
modele HT. Ainsi on conclut que le modele HT devient une généralisation de
modele GP.

Pour le cbne, le modéle HT est présenté par trois équations différentielles
déterminantes (Vi, Vg et T). Les autres parametres peuvent étre déterminés
par la résolution des équations algébriques non linéaires, ou intégration
numerique de certaines fonctions complexes.

Le modele GP perturbe les performances de choc conique si My, Ty et B¢
augmente graduellement.

A haute température, le modele GP donne une mauvaise adaptation de la
prise d’air. Par conséquent une dégradation des performances de cette prise
d’air.

Les parameétres de I'écoulement entre le choc et la surface de cbOne sont
variables et dépendent de la direction transversale 6 au cone. Contrairement
au diédre ou ces parameétres sont constants.

Parmi tous les paramétres de I'écoulement calculés, on a constaté que I'écart
maximal est celui du rapport pc/po2. Qui peut atteindre 95% lorsque To=3500K
pour 6:=20.0 degré et M;=5.00. Cette erreur augmente graduellement avec 6c
jusqu’a atteindre 135 % pour 6c=40.0 degré.

Deux types de choc peuvent étres rencontrés, 'un appelé choc faible et I'autre
choc fort. Généralement le choc faible qui se produit dans la pratique.

Pour chaque M; donné, il existe une déviation maximale de cone ¢ . Si
0c <6, On aura une onde de choc attaché, dans le cas contraire on aura une

onde de choc détachée. Cette valeur limite dépend aussi de T, et de gaz
considéré.
Pour chaque déviation 6c de cbne, il existe une valeur minimale M, . de

nombre de Mach amont pour éviter le choc détachée. Si M;>M; . On aura une

onde de choc attachée. Dans le cas contraire on aura une onde de choc

détachée. Cette valeur limite dépend aussi de Ty et de gaz utilisé.
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La température génératrice To est un parametre capital de notre modele HT.
Par contre les résultats de modéle GP ne dépendent pas de To.

L’effet de la température génératrice To dégrade les parameétres 6s, To/Ty,
P2/P1, AS21/R, palpo2, P2/Po2, Pclpoz, Pc/Po2, D et augmente les parametres My,
W, P2lp1, Po2/Po1, T2/To, Mc, TclTo et C par rapport aux résultats donnés par le
modele PG. Cette différence entre les deux modeles augmente avec
'augmentation de Ty.

Pour la résolution de systeme d’équations différentielles, on a utilisé la
méthode Runge Kutta d'ordre 4. On peut utiliser la méthode Runge Kutta
d’ordre supérieure pour voir I'effet de cette méthode sur la précision des
résultats obtenus, sur la convergence et le temps d’exécution.

Pour 6c <20.0 degré, on peut utiliser le modele GP pour I'évaluation de
I'écoulement, indépendamment des valeurs de M; et de Ty. Mais si 6c>20.0
degré, les corrections données par le modéle HT deviennent nécessaires pour
I'évaluation des paramétres de I'écoulement avec précision.

Indépendamment de 6¢ et de Ty, pour M; <2.00, Le modele GP donne des
bons résultats des paramétres de [I'écoulement. Mais si M;>2.00, les
corrections données par le modele HT deviennent nécessaires pour
déterminer les paramétres de I'écoulement avec précision élevée.
Indépendamment de 6¢ et de M;, pour Ty <240 K environ, on peut utiliser le
modele GP pour 'évaluation de I'écoulement. Mais si To dépasse les 240 K,
les corrections données par le modele HT deviennent nécessaires pour
I'évaluation des parameétres de I'écoulement avec précision.

La limite d’utilisation de modéle GP en termes de valeurs maximale de Mj, 6¢
et Ty est fixée selon la précision demandée.

Le choc conique présente un probleme d’écoulement tridimensionnel. Tandis

gue le choc oblique présente un écoulement bidimensionnel.

Finalement, on propose pour travaux futures, pour résoudre les équations

différentielles de premier ordre, I'utilisation des méthodes de différences finies ou

volumes finis. On propose aussi I'adaptation de ce modéle HT pour I'écoulement

autour d’un profil d’aile pointu. Ce probléme constitue la base de I'aérodynamique

externe supersonique. Dans ce cas, il faut utiliser la relation de Prandtl Meyer pour
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la détente a haute température [67, 71, 73-74] afin d’évaluer les parametres de
I'écoulement.

On peut généraliser cette étude afin de déterminer les paramétres physiques
d’'un écoulement autour d’'un céne de forme elliptique. Autre proposition c’est
'application de modele HT pour d’autre type de gaz hors que lair. Enfin une
comparaison des résultats du notre modéle HT avec ceux calculés par les codes

de calculs en CFD.
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APPENDICE A
LISTE DES SYMBOLES

Nombre de Mach.

Vitesse de I'écoulement [m/s].

Composante normale au choc oblique de la vitesse (m/s).
Composante tangentielle au choc oblique de vitesse (m/s).
Déviation de I'écoulement juste aprés le choc [rad].

Vitesse du son [m/s].

Composante radiale de vitesse de I'’écoulement [m/s].

Pression [atm].

Température [K].

Longueur longitudinale du cone [m].

Constante thermodynamique de I'air [J/kg K].

Enthalpie [J/kg].

Saut d’entropie a travers le choc [J/kg].

Chaleur spécifique a pression constante [J/kg K].

Angle de Mach [rad].

Fonction de Prandtl Meyer (rad).

Rapport des masses volumiques a travers le choc (X,=02/p1).
Rapport des températures statiques a travers le choc (Xr=T,/Ty).
Rapport des pressions a travers le choc (Xp=P2/P).

Déviation de la composante radiale du vecteur de vitesse de
I'écoulement [rad].

Déviation du vecteur de vitesse par rapport a I'horizontal pour chaque
direction 6 [rad].

Rapport des chaleurs spécifiques.

Masse volumique [kg/m®].

Erreur relative causée par le modéle PG par rapport au modele HT.
Nombre de subdivision selon la méthode de bipartition.

Pas de variation de la méthode de Runge Kutta.

Distance pour la prise d’air adaptée [m]

Rayon de la nacelle de prise d’air [m].
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C Relié au distance de prise d’air [m].
L Longueur longitudinale de céne [m].
D Trainée de cdne normalisée par sa longueur [N].
HT Haute Température.

GP Gaz Parfait.

Indices

01 Condition d’arrét avant le choc.

0, Condition d’arrét aprés le choc.

0 Condition d’arrét.

1 Paramétre juste avant le choc.

2 Parametre juste aprés le choc.

S Choc.

C Cone.

6 Direction transversale au cone.

r Direction Radiale au cone.
Surface Surface de cone ou de diédre.

[0} Déviation de cbne ou de diédre.



APPENDICE B
METHODES DE RUNGE KUTTA

Soit a résoudre I'équation différentielle du 1°" ordre de la forme suivante :
y'=f(xy)
x=a, Yy(x=a)=b

Parmi plusieurs méthodes d’intégration numérique, on propose la méthode de
Runge Kutta d’ordre P suivante :

ki=h, f(x,. v,)
j=i-1

k.=h_ f(xn+ ¢ h, v+, aiyjkjj i=1,23..,P
-1

i=P
yn+1:yn+z bl ki

i=1

¢ b (@; =L 23...,i-) (=2 3...,P) sontdes constantes

Avec xmlzxn+hn

Parmi le nombre tres important des méthodes de Runge Kutta on présente les
méthodes suivantes
B.1. Runge Kutta d’ordre 3 (1°" version) [9, 47, 49, 54, 62]

k1=hn f(Xn,yn)

k,=h, f(xn+%hn, yn+%kl)

_ 3 3
k3—hn f(Xn+4hn, yn+4k2)
ymlzyn+€—1a (2k1+3k2+4k3)

Avec Xn1=Xn+hn

129
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B.2. Runge Kutta d’ordre 3 (2°™ version) [9, 47, 49, 54, 62]
k]_:hn f(Xn,yn)
_ 1 1
kz—hn f(Xn+§hn, yn+§k1)

ks=hn f(Xn+hn, Ya—ki+2k2)
1
yn+l=yn+é (k1+4k2+k3)

Avec xr]+1=xn+hn

B.3. Runge Kutta d’ordre 4 (1% Version) [9, 47, 49, 54, 62]
k]_:hn f(Xn,yn)
_ 1 1
kz—hn f(Xn+§hn, yn+§k1)

_ 1 1
k3—hn f(Xn+2hn, yn+2k2j
k4:hn f(xn‘i‘hn; yn+k3)
yn+l=yn+é—L5 (kl+2k2+2k3+k4)

Avec xr]+1=xn+hn

B.4. Runge Kutta d’ordre 4 (2°™ Version) [9, 47, 49, 54, 62]

ki=hn f(Xn,Yn)

ko=h, f(x,+0.4h,, yn+0.4k)

ks=hn f(Xn+0.45573725h,, yn++0.29697761k +0.15875965k )
Ks=hy f(Xa+h, ya+0.21810040k;—3.05096516k2+3.83286476k3)
y. =Y. +0.17476028k1-0.55148066k2+1.20553560k3+1.71184784

Avec xn+1:xn+hn

B.5. Runge Kutta d’ordre 4 (3°™¢ Version) [9, 47, 49, 54, 62]
k1=hn f(Xn,yn)
_ 1 1
kz—hn f(Xn+§hn, yn+§k1)

k3:hn f(Xn+%hn, yn+%kl+:4_L.k2)

k4:[]1 f (Xn+hr|, yn_k2+2|Q)

yn+1=yn+% (k1+4k3+k4)



Avec xn+1:xn+hn

B.6. Runge Kutta d’ordre 6 [8-9, 31, 47, 49, 54]
k1=hn f(Xn,yn)
_ 1 1
k2—hn f(Xn‘i‘éhn, yn+§k1)

k3:hn f(Xn‘l‘%hn, yn+%kl+%k2j

Ka=hn f(Xa+hn, Yn—Ko+2ks)

_ 2 v Ly 10) 1
k5—hn f(Xn+3hn, yn T 27k]_ T 27k2 T 27k4)

_ .28y 1, 546, 54, 378
kot e, yor BB B0k S ET0k

v oLy 5y 27, 125
yn+1—yn T 24k1 T 48k4 T 56k5 T 336k6

Avec xmlzxn+hn

B.7. Runge Kutta d’ordre 7 [8-9, 13, 47, 49, 54]

kl:hn f(Xn;yn)
k2:hn f(Xn+h1, yn+kl)

_ 1 3+l
k3—hn f(Xn"‘zhn, yn+8kl+8k2j

— 2 8.2, .8
k4—hn f(Xn+3hn, yn T 27k1 T 27k2 T 27k3)

ky=h, f
—0.1256435533,

" +0.8808545802k, +2.116515138%,
X +h., y,+4.5065024887k+0.6666666666k,+6.017339969%,

" —4.1117044797k4—7.0189140975k5—0.9401094519k6j

.9, .64, .49, 49, . 9
Yna=Yn+rggkitgokatigghs t1ggke gk

Avec Xn1=Xn+hn
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X,+0.1726731646h , yn+0.O516407685k1—0.O493351898k2+0.2960111393k3]

((%,:+0.8273268353h,, yn—1.1854881643k1—0.2363790958k2—O.7481756236k3J
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