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SOMMAIRE

Le but essentiel de cette étude est de développer une méthode
basée sur la distribution des singularités pour estimer les
performances aérodynamiques des profils, ailes et diverses
configurations aile-fuselage en écoulement. subsonique, non visqueux

a de faibles angles d’incidences.

La surface de la configuration & analyser est subdivisée en un
nombre fini de panneaux contenant chacun une distribution de

singularités.

Les composantes locales de la vitesse de perturbation induite
aux points de contréle situés sur les panneaux sont déterminées et
forment. les matrices aérodynamiques nécessaires au calcul de la

distribution de pression et des coefficients aérodynamiques.

La comparaison des résultats expérimentaux et ceux obtenus par
la méthode des singularités developpée ici, sont =satisfaisants et

encourageants.

MOTS CLES

Aérodynamique', aérodynamique subsonique, les singularités sources,
les singularités doublets, les singulérités tourbillons, la
distribution de pression, les coefficients aérodynamiques, la
méthode des singularités, la méthode des panneaux, la solution des

équations algébriques linéaires.
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ABSTRACT

The goal of the present study is to develop a method based on
surface singularity distribution in order to estimate aerodynamic
performances of airfoils, fins and various kinds of fin-body

configurations in inviscid, subsonic flow at small angles of attack.

The body surface to analyse was divided into a finite number of

panels and each one was then replaced by a singularity distribution.

Components of  perturbation velocity induced at  specified
control points of local panels are determined and make up the
aerodynamic matrices which are needed to calculate the pressure

distribution and aerodynamic coefficients.

The comparison with experimental data was generally good.

KEY WORDS

Aerodynamic, subsonic aerodynamic, sources singularities, doublets
singularities, vortex singularities, pressure distribution,
aerodynamic coefficients, singularity method, panel method, solution

of algebric linear equation.
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INTRODUCTION

(’est. probablement en observant. les oiseaux que L'homme a
commencé 4 s'intéresser au vol, comme latteste la légende d’Icare
de la mytholozie grecque. Cest ainsi que les premiers pionniers ont,
essayé de s’envoler en  se confectionnant des ailes mobiles.
Cependant, toutes ces tentatives ont été vaines et il a fallu
attendre l’avénement du moteur a vapeur puis a explosion pour

qu’enfin le réve devienne réalite.

.En effet, le pas décisif n’a ete franchi que lorsque les
fonctions motrices et de sustentation ont été s=éparées. L'intéreéet
pour l’aérodynamique est alors venu naturellement aussi bien pour
les voilures fixes que pour les voilures tournantes. Des organisrhes
specialisés ont ensuite até crées (NACA, NASA, RAF, ONERA..D pour
stimuler les travaux de recherche en aérodynamique surtout que la

plage des vitesses couvertes par les aéronefs a considérablement

augment.é pour atteindre le régime supersonique, voir hypersonique.

- Le développement de I’aérodynamique a suivi celui d’autres .

sciences telles que linformatique avec I'apparition d'ordinateurs,
de plus en plus puissants, les mathématiques avec les grands progr-és
des t,echniq:ues numériques et bien sar les techniques expérimentales:
avec la construction de souffleries géantes et  sophistiquées.
Cependant, les essais en soufflerie sont trés colteux et laborieux.
Le besoin de gagner du temps dans la phase de conception et les
simulations numériques de plus en plus maitrisés ont. ouvert des
alternatives aux constructeurs d’avions aussi  bien civils  que

militaires.

o



Malgré les récents progrés dans le calcul des ecoulements
(Euler, Navier-Stokes) a laide des superordinateurs, la methode des
singularités reste d’un usage trés courant dans les bureaux d’é¢tudes
et les centres de recherche aéronautiques et spatiale. La plupart
des nouveaux codes, comme "Ecopan " de I’ONERA, ‘"quadpan " de

Lockheed et "Pan’air " de Boeing sont basés sur cette methode.

Cest. en fonction de ces objectifs et de Dimportance de la
méthode des singularités que le programme de calcul developpé dans
ce travail a été entreprislIl s’applique au calcul d’écoulements
subsoniques de fluide non visqueux autour de diverses
conf'igur-ations. Le potentiel de 1’écoulement est discrétisé en un
ens:e.:mble de singularités surfaciques, réparties sur des panneaux,

qui sont des solutions élémentaires de ’équation de Laplace.

Le présent mémoire est composé de six chapitres dont la
séquence retrace objectif assigné. 11 est rédigé selon le plan

suivant.:

Le premier chapitre est consacré a une analyse bibliographique
des . études théoriques, numériques et expérimentales dont la
connaissance est indispensable pour une meilleure compréhension des

phénomeénes aerodynamiques.

’

Le chapitre suivant présente d'une maniere detaillée les
fondement.s de base de la méthode des singularités tout en

introduisant. la variable complexe afin d’aborder la méthode des

images qui permet de tenir compte de leffet d’interaction. Par

ailleurs, la définition des =singularités tridimensionnelles et la

notion de tourbillon en fer a cheval sont exposeées.



Dans le troisiéme chapitre, nous avons présenté, les regles de
similarité permet.tant de déterminer les caractéristiques

aérodynamiques des corps en écoulement compressible.

Le quatrieme chapitre est consacré a lapplication concrete de
la méthode des singﬁlarvités en vue de la détermination des matrices
des coefficients d’influence, I’ensemble des coefficients
aérodynamiques et la distribution de pression de la configuration

choisile.

Le cinquiéme chapitre donne une description zlobale  du

programme ¢laboré et montre les étapes principales de calcul ainsi

_que sa structure générale.

Pour éprouver la validitée du programme realisé, le chapitre six
présente les résultats numeriques et la confrontation entre la
théorie, le calcul numeérique et 1'expérience. Ces résultats ont

permis d’analyser lefficacité du modele numeérique utiliseé.

En annexe, sont rassembles: la détermination des matrices
aérodynamiques,. les méthodes de résolution du systéeme d’équations

algébriques ‘et l'organigramme du programme.



CHAPITRE 1

ANALYSE BIBLIOGRAPHIQUE

1.1 - ETUDES THEORIQUES

La détermination des performances aérodynamiques des avions a
été l'une des préoccupations majeures des laboratoires de recherche
durant. ce siécle. Ceci a permis d’établir des méthodes analytiques
fiables trés utilisées dans la conception des aéronefs. Quelques
unes de ces techniques sont décrites dans les paragraphes qui vont

sSuivre.
11.1 - La théorie des petites perturbations

Cette théorie est, basée sur Pobservation, Somme toute
evidente, que Vécoulement autour d’un  obstacle fin, tel qu’un
profil d’aile mince , perturbe peu lecoulement & Vinfini amont
appelée aussi écoulement de base. La situation est décrite dans les

figures (1-1) et 1-2>.

|
|

Uoo

YYYYYyYy
0\

Fig 1-1: Ecoulement uniforme Fig [-2 : Ecoulement perturbé



La vitesse autour de l'obstacle reste voisine, en tout point,

de la vitesse a l'infini amont.
D’'un point de vue analytique , le potentiel des vitesses est la

des abscisses et d’un potentiel de perturbation. Les vitesses de

perturbation sont considérees tres petites en module comparées a Vo

En régime permanent, lequation de la quantité de mouvement
associée a Iéquation de continuité donne le résultat exact et

classique suivant:

2 du av av
1-M D + + =
X1 Moo ax1 ax2 X3
i 2 ) 2 2
YA o - +
M| Cy vt = Q_LE__E_? L ¢ . 1) v L g:i
( - U(IJ Um ULO B
i 2 ; ) 2 2 -
Vo i =
+ M2 (2/‘-1>_“_+(_._4‘2 1?%+(.2 10 u+2w g;
B UCU le] Um | 2
[ 4 z .- 2,
+ M? (y-1>_5_+<_1_2_1__3__é+<,21> u 2v g::g
n UCD Uw UC\') J
'+M020 Yo+ Lo g% + g:;);rli 1+ -2 5¢ gsa " gzi-ﬂ
L W U > 2 Uy, U, 3

1-1)

vw Qw i d\ N
Uz Ox2 -~ Jx3
0

Cette équation différentielle est, du type elliptique,
parabolique ou hyperbolique selon que (1-Mx’)  est positif, nul ou
nézatif. Elle est applicable dans le cas d’écoulement subsonique,

transonique et supersonique.



Four un nombre de mach nul, c¢’est a dire en incompressible,

aboutit. a l'équation suivante:
L {=
div v = 0 1-2>

Cet.te derniére conduit a lequation de Laplace en ajoutant

condition d’irrotationnalite.

on

Liequation <1-1) ci-dessus, peut é&tre =implifiée en négligeant

B les termes contenant. les quantités de perturbation du membre

de

droite. Pour un eécoulement. isentropique, stationnaire, irrotationnel

- et, ftaiblement. perturbée d'un fluide non visqueux et compressible

Péquation précédente peut étre simplifice dans le cas d’un régime

subsonique et supersonique en négligeant les termes de droite.

L'equation obtenue, contrairement & la premiére, est maintenant

linéaire.

. 2 . :
Dans le cas transonique M = 1 et le premier terme de droite

doit, ét.re retenue. L’'équation obtenue est alors non linéaire.

Dans le cadre de la theorie des petites perturbations,
inonf,re que le coefficient de pression est egal a:

i -

’ u 2 u2 v2+ w2
Gp = - [ 2— + (1-mm) e + — 5 ] 1-3>
o N U(i.\ U(.\J

on.

Les termes contenant. les carrés des vitesses de perturbation peuvent

plans.

eétre négliges dans le cas bidimensionnel ou dans celui des obstacles



Les conditions aux limites sont rapportées a la surface de
’obstacle. Clest. ainsi que P'imperméabilité des parois se traduit,
danz le cas d'un fluide non visqueux, par la tangentialité de la
vitesse sur la surface de 1'obstacle. A ces contraintes a la paroi,
il faut ajouter une condition a VYinfini. Gdénéralement, on stipule
que les vitesses de perturbations tendent vers zéro a de grandes

dist.ances de 1'obstacle.

11.2 - La théorie des corps fuselés et de révolution

L'étude de I’écoulement. autour d’obstacles, tels que les
avions, est généralement. difficile car ces derniers présentent des
géométries complexes figure, (1-3). Néanmoins et dans la réalité
pratique, le probleme peut étre résclu en considérant que
I’écoulement. autour de V'obstacle de forme arbitraire est une
combinaison de l’écoulement. autour d'une surface a géométrie plane
figzure d-4) dont la pente varie faiblement et celui autour d’un
corps fuselé de révolution, figure 1-5). Cette approche permet de
éimplif'ier- le probléme et facilite le choix du type de singularités

= w utiliser dans la modélisatieon.
¥ #

En général, pour analyser le probléeme des corps fuselés ou de

revolution, on utilise les coordonnees cylindriques [6]

L'écoulement, est décrit. par l'équation de Laplace a laquelle on
doit, ajouter la condition a la paroi ainsi qu'une condition a

infini.
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Fig 1-3 : Corps de géométrie mixte

LY/

Uoo

Fig 1-4 : Corps de géométrie plane
A
Z

X

Fipg 1-5 : Corps de révointion
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La methode classique consiste a décomposer ce probleme en deux
autres plus  simples a  travers la condition a la surface de
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La methode classique consiste a décomposer ce probleme en deux

autres plus  simples a travers la condition a la  surface de

(

I'obstacle. Par conséquent., l'ecoulement initial est subdivise en un
ecoulement, axisymetrique et un ecoulement. latéral autour du corps de

revolution.

La solution au probleme de [écoulement axisymelrique peut étre
obtenue par une distribution <continue de sources, figure {1-6),
tandis  que  celle de 'ecoulement,  lateral  autour d’'un corps de
révolution  est, obtenue par une distribution de doublets dont les

axes sont opposes A la viteszse W, figure (1-7).

La solution tinale du probleme des corps de revolution aved un

acoulement. amont. faisant un angle d'attaque o, est la superposition

des solutions aux deux problemes precedents. Par consequent, on peut

deduire toutes les caracteristiques aérodynamiques des corps éffilés
par la methode que nous venons de décrire en notant gque leffet de

compressibilite, s’il y a lieu, peut étre inclus en appliquant une

regle de similariteée telle que la regle de Prandti-Glauert.

1.1.3 = La theorie de la ligne portante de PRANDTL

Avant. de presenter la theorie de la ligne portante de Prandtl,

il est necessaire de donner an aperca guabitatat sur la theorie

t.ourbillonnaire appligues YN scoulement= subsoniques

tridimensionnels.

Lorsque l'aile est. portante et denvergure infinie, le courant
est plan et normal a Penverzure ; a une incidence de sustentation

positive, les dépressions qu s’etablissent. sur lextrados et les

surpressions diintrados <o aniformes sur tontes Pepversure
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U=UwCos(ct)

Fig 1-6 : Ecoulement axisymétrique

Z
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Fig 1-7 : Ecoulement lateral |
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Fig 1-8 : Ecoulement de l'air autour d'une aile

e
(( )))

Fig 1-9 : Ecoulement de l'air sur l'extrados
d'une aile

L
1))

Fig 1-10 : Ecoulement de I'air sur I'intrados
d'une aile

P
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>
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Dans le modele de la surface portante, 'écoulement est
remplacé par deux nappes tourbillonnaires, la nappe de tourbillons

lies et la nappe de tourbillons libres.

La theorie de la ligne portante de Prandtl est plus simple et
applicable aux ailes rectangulaires de grand allongement et de
faible fléche [22]. Le modele de Prandtl considere que tous les
tourbillons liés sont paralléeles et peuvent é&tre réunis sur un =seul
segment.  dit. segment porteur et une nappe tourbillonnaire plane

située dans le plan de Daile.

Considérons dans la théorie des fluides parfaits un tourbillon
rectiligne infini de circulation I. Ce tourbillon produit en un
point M situé a une distance r de s=son axe, une vitesse induite

perpendiculaire.

Soit. maintenant une aile plane, ayant ox comme axe de symétrie
transversal figure 1-9>. Dans la théorie de Prandtl, on admet
qu’une nappe tourbillonaire plane s’étend jusqu’a Vinfini, vers
I’arriére, dans le prolongement de I'aile. Cette nappe est formee
des demi-tourbillons élémentaires juxtaposés de circulation di“ ,  dont
la vitesse induite est par conséquent . deux foiz moindre que
précédemment. Etant donné que la vitesse induite est dirigée vers le
bas dans la section de ‘aile contenant le point Mo, incidence
aérodynamique est diminuée en valeur absolue. Prandtl admet que le
théoréme de Joukowski s’applique , d’ocu une force perpendiculaire a
la vitesse résultanted et qui est décomposee en deux c::cml‘posam,es.
Pour progresser dans les calculs, il faut connaitre la loi de

répartition de la circulation le long de l'envergure.

_13_
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Fig 1-11 : Systéme tourbillonaire attaché¢
a une aile d'envergure finie

+

distribution elliptique
de circulation

/ X

w(y,)
vitesse verticale

Fig 1-12 La distribution elliptique decirculation
(modéle de la ligne portante de Prandtl)



i>- Aile a repartition elliptique de circulation:

La distribution de circulation, autour des différentes sections
de 1'aile =it une loi elliptique. Cette loli s’écarte peu de. celles
que lVon roencontre reéellement., et les resultats obtenus a partir de
cette hypolheése constituent une bonne approximation pour les ailes
pratiques de forme rectangulaire ou trapézoidale. Une
caractéristigue importante de ce type d’aile est que la vitesse
induite e=t. constante le long de ’envergure de 'aile et par suite

'angle induit est lui méme constant.

Le rapport. des coefficients de portance pour une aile
U
elliptique et celui d'un profil d’aile donc d’envergure infinie est

donné par:

Cz _ 1°
Gz a
w0

a-4>

m
"f-f

ou ao est la pente de la courbe Cz=i{a) pour le profil et A

I'allongement, de aile.

Finalement.,, il convient de signaler que Valle elliptique est
celle qui donne lieu a la trainée induite minimale, tres recherchee

par les aérodynamiciens. i
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ii’>- Aile & répartition arbitraire de circulation

La generalisation de la théorie de la ligne portante de prandtl
concernant les ailes elliptiques a été tentée par plusieurs auteurs.
C’est.  ainsi  que Glauert  (1937) considéra la distribution de
circulation d'une aile elliptique comme étant. le premier terme dJd’une
série de fourier dont il faut déterminer les coefficients pour une
distribution arbitraire de circulation. Nous ne rentrerons pas dans
le detail de cette approche‘ que l’on peut. trouver dans les traités

clagsiques d'aérodynamique.

Nous pouvons mentionner aussi la méthode de Trefftz. ce dernier
se propose de déterminer la vitesse induite au niveau de Paile par
les tourbillons lignes pour une aile arbitraire, en étudiant
Pécoulement. dans un plan normal a la direction de 1'écoulement
amont et située a une grande distance en aval de laile. Trefftz
utilise la theorie de 1’écoulement. potentiel dans ce plan ainsi gue

la technique des transformations conformes.

Finalement. 1’approche la plus populaire est celle que nous
proposons ici et dont il existe plusieurs variantes. Elle conziste a
decomposer ainsi que les autres parties de l'obstacle ='il y a lieu
en panneaux. Nous allons revenir a cette technique dans le reste de

cette these. i

114 = La theorie des profils minces

La solution du probleme de l'écoulement autour d’un profil
arbitraire est tres complexe si l'on tient compte de epaisseur, de

la cambrure et de l'angle d’incidence.



La méthode donnée par Théodorsen et entrant dans le cadre des
applications conformes est trés lente et iterative. Par consequent.,
il est nécessaire de développer une méthode plus simple basee sur

Vapproximation de la solution exacte.

Les equations qui gouvernent ce type de probleme sont:

L’équation de Laplace, la condition a la surface du profil, la
condition imposee a LVinfini et celle de Kutta exprimee sous la
forme suivante:

-La circulation du profil est choisie de -telle maniere a ce Jue
la vitesse reste finie et continue au bord de fuite. D'autre part,
il est suppose que la présence du corps perturbe peu I'écoulement et
donne naissance a un champ de vitesse pér-turbé par rapport a

I’écoulement. uniforme amont.

L'équation de DLaplace et les conditions aux limites sont
lindaires. La théorie des profils minces montre dque le probleme peut
étre décompose en trois autres plus simples a travers la condition a
la surface et le principe de superposition reste valable de maniere
a nous permettre d’additionner les trois solutions pour trouver la

solution finale du profil étudié.

L’obtention du potentiel des vitesses total a partir de ceux de
trois problémes simples representent les effets d'épaisseur, de
cambrure et d’angle d’attaque, permet. de déduire le champ dé vitesse
ainsi que L-a» distribl.ﬂ,ion de pression en appliquant le principe de
superposition. Y

T Extrados (%u]

//c

ﬁ ombrure [(%c]
Intrados (9]

® X
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Fig 1-14 : Profil symétrique

oe(X)

5 X

Fig 1-15 : Profil squelettique avec courbure
et une incidence nulle

~—

Fig 1.16 Plaque plane a une incidence

L]
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i Profil symétrique a une incidence nulle

Ce probleme représente Veffet. d’epaisseur. La solution est
obtenue en modélisant. le profil par une distribution de sources

réparties sur l'axe de symétrie du profil [fig 1=471.

ii>» - Profil squelettique avec courbure et. une incidence nulle

(e probleme représente Veffet. de la cambrure. La solution est
obtenue en choigissant. une distribution de tourbillons sur I’axe des

ah=sciss le bhut et alors de det.erminer I’'intensit.é de 1a

distribution [fig 1-18].

Le systeme de forces agissant sur le profil squelettique avec
courbure et incidence nulle peut étre représenté par une force de
portance appliquée au quart. de la corde a partir du bord d’attaque

et un moment, par rapport au meme point.

iiid - La plaque plane a une incidence donnée o

L' effet d'angle dJd’attague peut etre simulé par une plaque
plane placée a une incidence donnée par rapport  a I’écoulement.
amont.. La déter pmination de la =solution fait. appel 4 un raisonnement,
similaire a «elui du  probleme préecedent. La plaque plane a une
incidence o peut, étre representée  par une distribution de

tourbillons [figurs (1-1831

Les ractéristigues  aérodynamiques  pour Hn profil  mince
arbitraire sont obtenues en  superpos ant, les  troiz  =olutions

aux trois problémes de bhase pre edent s



A
dg
- >X, &
x- &
=
Fig 1-17 : Distribution de sources sur un profil
symétrique
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Fig 1-18 : Distribution de tourbillons sur un profil
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Fig 1-19 : Distribution de tourbillons sur une

plaque plane
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1.2 - ETUDES NUMERIQUES

Les écoulements générés par le mouvement. relatif d'un corps
immergé dans un fluide sont décrits par des équations aux dérivees
partielies qui n’admettent des solutions analytiques gue pour des
cas treés particuliers. Ces équations sont évidemment les équations

de Navier-Stokes qui sont non linéaires.

Pour résoudre ces équations ou des formes simplifide=s, de
nombreuses méthodes numériques approchées ont été élaborées.Nous

décrivons ci-dessous les trois techniques les plus répandues.

1-2-1 LA METHODE DES DIFFERENCES FINIES
La procédure de résolution numérique se déroule en deux étapes:

-Premiérement, la substitution de Lopérateur différentiel
par loperateur aux différences .

-Deuxiemement,, la résolution d’un systeme d’équations
discretes .

: L’approximation de la solution par rapport a la solution exacte

dépend du choix du maillage. i

Dans le cas d:e Pécoulement. incompressible, irrotationnel et
permanent dans un domaine plan limité par une courbe ¢, Péquation
différentielle a satisfaire est celle de Laplace. Cette derniéere
doit 'verifiep la condition a la limite ou a la frontiére de la

courbe formant. le contour de l'obstacle.



La technique des différence finies consiste alors a rechercher
une solution non pas en tout point de lespace, mais en des points
discrets définis par les intersections de deux ensembles de lignes

formant. la grille de calcul.

La solution est recherchée en résolvant. un systéme d’équations
algébriques linéaires par la technique matricielle. Il est. possible
d’utiliser un procedé de test pour évaluer lerreur commise en
comparant. la solution obtenue dans litération actuelle a celle de

l’itération précédente.

1.2.2 - La méthode des volumes finis

La méthode des volumes finis a été particuliérement developpee
pour le calcul des écoulements visqueux et consiste a intégrer les

équations sur un ensemble de volumes élementaires.

Sans entrer dans le détail, il suffit de rappeler que la
premiére étape de cette méthode est la mise =s0uUs forme d'intéegrale
les équations qui gouvernent ce probléme et la zeconde é&tape est
Pévaluation de chacune des intégrales a laide des fonctions

exprimées aux points de discretisation.

> X




123 - La meéethode des éléments finis

La méthode des &léments finis, connue au moins dans  son
principe depuis plus d’un demi-siecle, n’a vraiment pris son essor
qu’avec I’avenement, des moyens informatiques modernes. En effet , si
les formulations intégrales sont connues depuis lengtemps grace aux

travaux de Galerkin, Ritz et Hilbert [251, leur application n’a pu

ul
13
-+
14
L

se généraliser de maniere tres large due lorsque l'on
mesure de resoudre facilement les systemes algébriques linéaires. Le
t{,ravail nécessaire pour resoudre un systeme linéaire de quelque
dizaines d’équations est attribue a des spécialistes qui avaient
developpe des methodes trés astucieuses et dont certaines sont

encore en usage aujourd’hui [Annexe Bl

Ce sont les mécaniciens qui, confrontes aux problémes tres
complexes de calcul - des contraintes et les déformations des
structures ont, les premiers, tire partie du développement du
mat.eériel informatique, pour transcrire en termes d*equations
algébriques les modeles de comportement des structures mécaniques.
Par la suite, la méthode des élements finiz, étudiée par le
mathématiciens appliques, a Tregu une formulation rigoureuse et elle
est, devenue un moyen d’étude genéral des problemes aux dérivees
partielles. Elle a été ainsi introduite dans diverses disciplines
telle que le transfert thermique, la dynamique des gaz et

I’aérodynamique.

L’une des originalites de la méthode des éléments finis réside

dans le fait que la méthode est basee sur une formulation integrale

du phénomene analysé plutot  que sur la forme differentielle que

représentent I’équation aux dérivees partielles et les conditions

aux limites. Cette formulation intésrale peuts Etre de type

variationnel ou de type Galerkin [22].

-23-



1.2.3.1 - Formulation variationnelle

Cette formulation est basee sur quelque aspect mathématique du
caleul de  variation d’une integrale eéen recherchant. la fonction qui

rend l’intégrale extremale.

En genéral, les formulations variationnelles sont construites a
partir du principe de l’action hamiltonienne ' qui postule Pexistence
dune fonctionnelle de type intégral dependante de la fonction de
Lagrange. Cette fonction de Lagrange caractéristique de 1’évolution
du systeme a une signification physique dix-.ect,e. En géneral, elle
est, construite a partir de la différence de deux  termes
energetiques: le terme cinétique qui varie de ‘maniére quadratique éen
fonction des derivees partielles et d'un terme d’énergie potentielle

qui est une fonction dependante des variables d’etat.

1.2.3.2 - La formulation de GALERKIN

Le principe fondamental de cette formulation est basé sur un
t.heoréeme propre aux espaces de Hilbert qui eétablit due dans un tel
espace seul le vecteur nul est orthogonal a tous les vecteurs de
l’espace. En pratique, Porthogonalite de deux fonctions est decrite

par la nullite de leur produit scalaire.

‘ La tformulation de Galerkin est parfois appelee la méthode des

residus ponderes consiste a rechercher des fonctions ¢ qui é;at,isf'am.

les conditions aux lpnites et ayant des ~onditions de deérivabilite

déeterminees.

L’avantaze de cette méthode par rapport a la formulation
variationnelle est  qu’elle  peut s’appliguer a toute  équation
z de lexistence et de la connalszance d'une  Tormulation

independante

variationnelle du probléeme.
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124 - La méthode des panneaux

La méthode des singularités ou méthode des panneaux , que nous
allons décrire en termes de potentiel des vitesses, consiste
essentiellement. a [3,4]

-Approcher la surface par un polyédre ou une courbe par une
ligne brisée.

-Faire une distribution constante de singularités sources,
tourbillons et doublets, par morceaux et déduire analytiquement le

potentiel induit en tout point.

-Ecrire l’équation intégrale en un point denommé point de
cont.roéle ou point de collocation qui est choisi au milieu de la
facet.te ou du segment. L’équation intégrale "ze traduit par un
syst.éme linéaire carré, de matrice pleine et non symétrique que l'on

peut. éventuellement. résoudre par une méthode directe ou itérative.

Dans la pratique, la méthode des singularités comporte, apres

le choix d’une discrétisation , deux étapes successives:

(D le calcul des éléements de la  matrice appelés
coefficients d’influence.
(iid> la résolution du systéme algébrique linéaire par la

technique matricielle.

\ A% P(X,)’)

Les points de controle

Fig 1-21 Distribution des panneaux sources sur la surface
dn corps de géométrie arbitraire



.

12.41 - La méthode des panneaux sources

Cette methode consiste en  une cubdivision du contour de
'obstacle en des segments finis, dont chacun comporte une intensite
de source A(s) qui est inconnue. La déetermination de cette intensite
necessite I’application de la condition a la limite en chaque point

de controle.

Sopit. un point Pix,y> de I’écoulement, situe a une distance 1 de
ds; le potentiel des vitesses induit est:

Cds - -
dg = A —,ZE—Ln(r) 1-5>

e

Le potentiel des vitesses total induit par la distribution de
sources sur le segment, ab est:

a

pyd = [ Ay Lo (1-6>

Le potentiel des vitesses au point. P induit par le panneau ]

A
dp = —— [ Lndrpjpds (-7
¢ o J p)2ds)
J
Le potentiel des vitesses total induit. au point P par

Pensemble des panneaux est exprime par:

N .
gCP) =¥ ;_r‘-r- [ Lncrppds; (1-8)
=1

Lorsque le point P de coordonnees (xi,yv) se Lrouve auhpoinl, de

controle , le potentiel des vitesses s’écrit
L

N

A . ; T

PEXL ,¥LD) = v -2—3-— j Lndry y2ds) -9
=1 ]

=]

0.5

'
Pl
o)

.2 ; 2
\J=[(~\,-,\-_,) + (yai—v ) i
d



La vitesse totale est obtenue en additionnant la vitezsse de

PPécoulement, uniforme et celle qui est induite par la source au

point, de controle ; on obtient:

En remplacant chaque terme par son expréession obtenue

précéedemment.,, on a

N .
. Al a - :
Vi =V Sin(n) + ¥ —— | = (LnCm2ds (1-20>
’ ! Lo ) st 1=
1=1 ]
L'équation de Bernoulli est utilisée pour la determination de

pressions a partir du champ des vitesses locales.

1.2.4.2 = La méthode des panneaux tourbillons:

La methode des panneaux sources ne tient pas compte de la
circulation autour de lobstacle. Cependant, la determination des
caractéristiques  aerodynamiques  des - profils portants nécessite
I’'incorporation  de circulation, donc dex tourbillons dans la
modelisation . Clest ainsi qu'est neée la meéthode des  panneaux
tourbillons et dont le principe est similaire a la méthode décrite
pr‘e«:édemmem,, sauf qu’elle est applicable a des corps portants.

}

On suppose une distribution de circulation constante sur chaque

panneau dont. lintensité est inconnue et qui doit satisfaire la

condition de Kutta au bord de fuite.



Spit. un point P(x,y) situé 4 une distance prpj du panneau j
qui fait un angle gpj par rapport a laxe des abscisses. Le

potentiel des vitesses induit par le panneau j au point P est:

_ 1 i n i e
J
avec
.y Sy - W {_5
Hpp = Arctand ) A-22)

X - X)
Le potentiel des vitesses résultant induit au point P par

Pensemble des panneaux est donne par:

N
#CPI= T dej ‘ 1-23>
j=1

Soit., en utilisant ’équation (1-20):
N vi
R o i B o
$(P> ‘21 = f.uH.dbj (1-24>
=1 ]

Lorsque le point P de coordonnées Ga,yi) =se trouve au point. de

cont.réle . le potentiel des vitesses devient:

N
Cx,y) = - § Ei—fﬁij.dsj (1-25)
=t
avedc
| 2 - 7 . .
6ii = Arctan¢ L—1 (1-26)
’ XL T X] }

La composante ¢normale de la vitesse de I"écoulement’ uniforme

est, donnee par:

Vaoyn = Voo Cos(nd a-27



De méme.la composante normale de la vitesze sur lobstacle:
s’écrit.:
Ve = —@dxi,yid) 1-28>
an

En faisant appel a ’équation (1-30), on obtient:

Noyi oo ooe
¥l L) 4, 20
Vre -V 42— | ——ds| (1-29>
E 2 ani ;
1=1 ]
L'application de la condition a la paroi permet d'écrire:
Von + Vo = 0 ' 1-30>
Cet.te relation peut étre exprimee par:
N N '
. i o OB ) .
Voo Cos¢a) - § =— | w—ds; = 0 (1-31>
' Z 2m J O :

=1 J

La condition de Kutta appliquee au bord de fuite de l'obstacle
s’éarit:

(1-32>

-
+

=

|

-

]
-
<

Oon obtient un systeme d’equations algéebriques dont la

résolution permet.  d'obtenir les circulation »; et par voie de

conséquence les composantes de la vitesse.

' Lé coefficient. de pression est donnee par:

1
{
) Vi .2 i
Cp=1- ¢(——2 (1-33>
I Voo :

L]

L'intégration de la pression a travers le contour du profil
permet,  d’obtenir la résultante et le moment aérodynamique.  La
resultante aérodynamique est decomposeés en une portance
perpendiculaire a la vitesse de VPeécoulement  ameni, non perturbe et

une trainee parallele a cet écoulement.. Diautre part. =i la corde

est. prise comme reference, on peut decomposer la  resultante



aerodynamique en deux autre composantes; une composante normale a la

c

corde et une composante axiale qui est parallele a la corde d
profil. Par conséquent, on déduit. les coefficients aérodynamiques
suivants:

-Les coefficients normale et axiale de la résulante agrodynamique

1
Cn = —f (CplL-Cpuddx
C

(] (1—3-})
1 C
Ca = —f (Cpu=Cpl)dy
C
(=
-Les coefficients de portance et de trainee ‘sont.:
Cz = Cn Cosd{x) - Ca Sindew
' (1-35>

Cx = Cn Sin(a) + Ca Cos(oO

Le moment est calculé par rapport au bord d’attaque du protil et
nous adoptons comme ‘convention qu’un moment. cabreur est positit et
un moment piqueur est negatif, par consequent le coefficient de

moment, par rapport au bord d’attaque est donnee par:

‘m/BA = Lz[ I Cpu-CpLixdx + ] (Cpu=CpLydy ] (1-36>
G o "o



1.3 - ETUDES EXPERIMENTALES

Les aérodynamiciens ont adopté un mode d'expérimentation
intéressant. en effectuant les mesures sur un corps immobile que l'on
immerge dans un écoulement d’air. La détermination des coefficients
aerodynamiques dans les souffleries a pour but de reproduire le plus
fidelement. possible les caractéristiques de 1’écoulement. autour
d'obstacles types, soit pour valider des résultats théoriques ou
bien d’é¢tudier des cas compliqués dont P’étude théorique n’est pas
évidente . Il faut toutefois =signaler que les résultats des essais
en soufflerie doivent é&tre corrigés pour eéliminer les effets de

blocage, paroi etc...

Les premieres mesures relatives a la resistance de 'air ont
ét.é effectuées sur des corps en chute libre dans 'air. Ensuite,
durant. le dernier siécle, apparurent la méthode du manége et
Vutilisation du vent naturel atmospherique. I1 convient de citer
Lilienthal qui mesura , pour la premiére fois, la composante de
sustentation d’éléments plans disposés sur un manége. Quelques
années plus tard, il étudia dans le vent naturel des ailes dont il

détermina la sustentation, la trainée et le moment.

La premiére soufflerie a étre construite utilizsa un jet d’air
conllprimé. Quelques années plus tard, un ventilateur est utiliz‘fé pour
produire un écoulement d'air a travers les sections  d'une

soufflerie: “

-soit. en soufflant sur le corps situé a lextrémité du tunnel

-soit en aspirant sur le corps.



.

Les essais en soufflerie ont toujours eu une grande importance
en aérodynamique. Ces essais sont rendus nécessalre par la
complexité des  écoulements et des géométries des aéronefs
modernes.Beaucoup de pays ont reéalisés trés t6t Pimportance de la
prédiction des caractéristiques aérodynamiques des  avions et
missiles par des méthodes expérimentales.Ces pays se sont dotes

d’organismes speécialisés tel que la NASA, I’ONERA ou la RAF (Royal

Air Factory).

II existe actuellement une gamme extrémement étendue de
souffleries. On rencontre des souffleries avec des pulssances qui
peuvent, aller de quelques kilowatts pour mettre en mouvement une

veine fluide de quelque deécimétres carres de section, jusqu’a

celles, soit de treés grandes dimensions soit de trés - grandes
vitesses. Les premiéres souffleries subsoniques etaient a veine
libre alors que les souffleries modernes ont une veine guidée et un

circuit. a retour.

Il est quasiment impossible de passer en revue tous les travaux
effectues dans ce domaine dont une grande partie est classee.
Cependant.,, on peut consulter les ouvrages classiques tels que Abbott
et Van Doenhoff, Rebuffet pour avoir une idée de 1’étendue du

travail accompli dans ce domaine.

Pour déterminer la résultante aérodynamigue et 1d  moment
résultant sur un = corps  en essai, on utilise une’ balance
aérodynamiqué qui doit mesurer six grandeurs, dont en deduit par le
calcul, les six composantes de la résultante générale et du moment
résultant,.Dans d’autres techniques, on détermine la sustentation et
la trainée par des méthodes indirectes, & partir de mesure des

pressions locales.



Les expériences effectuees
catégories:

-Les essais de l'avion lui

point.

-Les essais de maquettes

d’un porteur.

en vol peuvent étre classées en deux

méme au stade final de s=sa mise au

volantes gqui sont larguées a partir



CHAPITRE 2

LA THEORIE DE LA METHODE DES SINGULARITES

Pour un écoulement. irrotationnel, le potentiel ¢ dont dérive la
vitesse, satisfait I’équation de Laplace.Cette équation linéaire
classique est parmi les plus étudiées en mathématiques.les =solutions
élémentaires a cette équation sont trés connues et ne sont utiles
que si la géométrie du probléme, et en particulier les limites de

I’obstacles, sont simples.

Dans le cas des écoulements complexeé, l’équation de Laplace
etant linéaire, le principe de superpo=sition des solutions
élémentaires devient un outil trés importantEn effet, l’écoulement
est. alors représenté sous forme de distribution de solutions

élémentaires qui, a I’exception de celle de I'écoulement. uniforme,

sont singuliéres.Le but est alors de faire en sorte que 1'écoulement

résultant, satisfasse la condition d’imperméabilite des parois.

2.1 - LA DISTRIBUTION DES SINGULARITES ELEMENTAIRES

211 - Ecoulement uniforme

» Il est défini par un champ d’écoulement uniforme ou les
équipotentielles et les lignes de courant sont respectivement. des
droites paralléles et; perpendiculaires a ’axe des ordonnées, =i le

courant, est dans le sens des "x" positifs.

Cet. écoulement n’est pas singulier.Cependant, nous le citons,
car il est présent lorsque un obstacle est en mouvement dans une

masse d’air qui est le cas de lavion.
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2.1.2 - Source

La singularité source ne crée aucune circulation mais émet un
débit volumique, selon que ce débit est positiff ou negatif, il

s’agit. d’une source ou d’un puit.

Les lignes de courant et les équipotentielles induites par la
singularité source sont respectivement les droites passant par

l’origine et les cercles concentriques centreés a lorigine.

2.1.3 - Tourbillon

La singularité tourbillon crée une circulation d’intensité [
mais ne génére aucun débit. Les lignes de courant zont des cerclex
'

et les equipotentielles sont des droites passant par l'origine.

2.1.4 - Doublet ou dipgle

La singularité dite '"doublet" ne fournit. aucune circulation et
aucun débit. Ce type de singularité est, en effet, la combinaison de
deux sources de débits opposés placées symétriquement par rapport a
un axe, appelé axe du doublet ou dipsle. Au fur et a mesure qu’elles
se rapprochent, le produit du débit et de la distance entre les deux
sources tend vers une limite constante appelée moment du dipéleLe
doublet. est dit tangentiel car il existe une ligne de courant

|

tangente au segment qui joint les deux sources.

On peut aussi obtenir un doublet en rapprochant  deux
tourbillons de circulations opposées tout en augmentant leurs
intensités et le doublet est dit normal au segment. joignant les deux

t.ourbillons.
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Tableau 2-1: Les fonctions de courant et potentielle pour quelques

écoulements élémentaires

LES ECOULEMENTS

LA FONCTION POTENTIELLE

LA FONCTION COURANT

E-Uniforme

=V cos(adx+V _sinlody
0" (e

w=Vmcos Cod y-Vmsin(a)x

Q

Source et puits —ﬁ—Log(r) & o= —ZH—E)
Le tourbillor = - —r—e ¥y = —r——Lo (ro
’ 2 o °%
_ M cos 6 _ 4 sin @
Le doublet = -3h - ¥ = 50

Tableau 2-2 :

élémentaires

Le champ des vitesses pour quelques écoulements

LES ECOULEMENTS| VITESSE RADIALE VITESSE TENGENTIELLE
E- Uniforme Ux = Vcocos(a) Uy = Vms.'in(ol)
Source et puits| U --Q—— ——1—— Uug = 0
P "ET20 T
. Ir 1
Le tourbillon U =0 g = = —— —
21 r
i
__ 4 cos @ _ _ ksin®
Le dogblet . Ur = ST 1-.2 ue = 5T 1‘2
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215 - Le principe de superposition des singularités

L’équation de Laplace a laquelle doivent  satisfaire les
fonctions de courant et potentielle sont lineaires, et la somme de
plusieurs fonctions satisf aisant a cette équation sera aussi une

solution :

g =T & -1

Il est possible de construire un nouvel écoulement par la
superposition d’écoulements connus.Le vecteur vitesse est obtenu en
réalisant. la méme combinaison linéaire sur les vecteurs vitesses des

écoulement.s élémentaires choisis.

2151 - La superposition de l’écoulement uniforme et d’une source

Les lignes de courant générées par une Source a 'origine des
coordonnées sont des rayons, issus de I’origine.Celles de
I’écoulement. uniforme sont paralleles avec une direction que l'on
choisit, ici comme I’axe des abscissesles lignes de courant de
Vécoulement résultant sont des courbes joignant les points pour
lesquels la somme des deux fonctions de courant des deux écoulements

élément.aires précédents a une valeur constante.

Y

Fig 2-1 Superposition d'un écoulement uniforme
et d'uiie source



La ligne de courant =0 est constituée par la partie positive
de l'axe des abscisses et par la courbe BAB’ d’allure
parabolique.L’écoulement  uniforme =se divige au sommet. A pour

s’écouler de part et d’autre a l'extérieur de la courbe.

Les fonctions potentielle et de courant de l'écoulement

résultant. sont exprimees par:

¢ =V x + lan(r))
o0 n
h C2=2)
= + —
Y V ¢y — 8 >
avec:
_ _Q
h= v
o

Les composantes de la vitesse sont deéduites du systeme

d’équation (2-2):

wm W & o Be)
w n o2 2
X +y
(2-35
thy
v = 2 2
nd x +y D
Les positions des points d’arrét sont:
=-_9 : =
X= Ty G YO @4

On peut remplacer une ligne de courant quelconque  par un
contour solide sans modifier I’écoulement. I1 est  pogsible de
substituer la courbe BAB’ par un =solide. Les lignes de courant
representent l-’écodlement. autour de ce =zolide placeé dans’
l'écoulement. uniforme, comme on peut obtenir d'autres formes
d’écoulements autour d’obstacles typiques en associant plusieurs

sources et plusieurs puits convenablement reépartis.
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215.2 La superposition de I’écoulement uniforme et du doublet

La superposition de l’écoulement uniforme de vitesse \10U dans la
direction de l’axe des abscisses et du doublet d’intensité u permet

d’obtenir les fonctions potentielles et de courant. de [’écoulement

resultant:

2
a
= + —
¢ Var a rz >
2-55
2
Y = Vay a - — D]
1\
avec
2 H
@ 2nV

En conséquence de ce resultat, on peut materializer la ligne de

4 ’
courant. par un solide en forme de cercle de rayon r=a. Dans

I’écoulement. representé par les fonctions potentielles et courants
peut étre interprété comme définissant 1'écoulement stationnaire
autour d’un cylindre de revolution de section circulaire et la

génératrice de ce cylindre est perpendiculaire a la direction de

I’écoulement. uniforme.

Y

N\
>

Fig 2-2 : La superposition d'un écoulement uniforme
et un doublet
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La repartition des vitesses est donnée par:

2
ur = -1 - = >V Cos(&

2 00

5 (2-6>
u. = -1+ — >V Sin@®
g 2 W

o

Les deux points d’arrét sont donneés par:

i 1/2
A(.a‘,b‘) = [( Em) » 01

" 12 2-7>
B(a,tﬁ) = [(-Ev—‘n y T ]

Sur la surface du cylindre de rayon a , la vitesse radiale est

nulle. Par contre, la vitesse tangentielle est exprimée par:

u, = - 2 V Sin@@ : (2-8>
&) 0 '
On définit le coefficient de pression locale par:
p~- P
(¢4
Cp = ——— 2-9.
P i. vz 2-9
2 P’
En supposant l’air incompressible et parfait, la loi de
Bernoulli, apliqueé a la relation suivante donne:
cp = 1 —c%—f 2-10)
v

La distribution théorique de pression sur le cylindre s’obtient

en remplagant le champ des vitesses donné par l’équation }(2-8) dans

I’expression (2-10), d’ou :
L]

Cp = 1 - 4.Sin’&> 2-11>
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2153 - La superposition d’un écoulement uniforme, d'un tourbillon

et, d’'un doublet.

La superposition d’un écoulement uniforme et d'un doublet peut
étre interprété comme un écoulement autour d’un cylindre circulaire
mais dont la portance et la trainée sont nulles. En conséquence ,=i
on s’interesse a la création de la portance sur le c¢ylindre, on
peut associer un tourbillon d’intensité [ placé a l'origine avec le

doublet, de 1’écoulement autour d’un cylindre non portant.

Les fonctions de courant et potentiel dolvent =satisfaire
I’équation de continuité, d’irrotationalité ainsi que les conditions

aux limites.

Les fonctions potentielle et de courant de 1l’'écoulement

résultant s’écrivent:

2

¢ = V_r cos® +—""—2 ) - —I?:-—a
r 2-12>
a2 r
Y = Voo r Sin{E>1 - - >+ ST Log(r/ad
r
Les composantes de la vitesse sont:
22
ur = @ - — > V Cos(&
o2 w0
a2 - €2-13)
= - + — i - ==
Uy ¢! X d VmS1n(8) T

En coordonnées cartésiennes, les positions des points d’arrét

sont. donneés par: "
x = <al - yIr?
s s
. r 2-14>
Vs 4V
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N,

Fig 2-3 Ecoulement autour du cylindre portant

R

Fig 2-3a Ecoulement autour du cylindre

avec circulation

(l" < Axv, a)

7

\

Fig 2-3¢ Ecoulement autour du cylindre
avec circulation

(r»

4xv, a)

e

Fig 2-3b Ecoulement autour du cylindre

avec circulation

([‘ =4xv, a)
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En faisant croitre la circulation, les points d*arrét qui se
trouvent, dans le 3éme et le 4éme quadrant du cercle se déplacent de
l’axe des abscisses vers le bas du cylindre jusqu’a coincider au
point, Y =2 lorsque la circulation atteint la valeur 1"=4I'13Vm.

Si la circulation est supérieure a la valeur 4]'1an, le point
d’arrét.  quitte le cylindre et le coefficient de distribution de

pression obtenu est:

2 2. Sindad r 2
e = 1- Si e+ —_— 2-15:
Ce 1- [4.Sin (& AfeayV ¢ SHav 271 (2-15>
W W
En effet, Lorsque la circulation croit , la symétrie par

rapport a l'axe des abscisses est perdue tandis que l'écoulement
reste symétrique suivant l'axe vertical et la distribution de

pression reste symétrique par rapport a cet axe.

'

Les forces de portance et de trainée sont. exprimeés par:

F

z pa)VCOr

2-16>

F 0

X

Pour un cylindre quelconque avec circulation, l'écoulement peut
étre représenté par la superposition de sources, de puits et de
tourbillons a lintérieur du solide. En conséquence, la portance est
donnée par le théoreme de Kutta Joukowski et la trainée est nulle

verifiant,, bien sur, le paradoxe d’Alembert.

2.1.6 - La théorie des images

}

Les sections précédentes ont traite les écoulements autour d’un
obstacle alors que dans la realité pratique, l’écoulement se fait
autour de plusieurs obstacles. Il s’enzsuit. alors des interférences
mutuelles qui dependent de la géométrie de ces Ccorps et des

distances qui les séparent.



Parmi les "cas les plus intéressants, on peut citer Peffet du
sol sur les performances aérodynamiques de l'avion, linfluence du
champ d’eécoulement perturbé par la présence des avions qui volent
'un a proximité de lautre et Peffet des parois de soufflerie sur

les caractéristiques aérodynamiques mesurées sur les modéles testés.

La methode des images est utilisée pour déterminer ces
interferences et plus particuliérement celles des ailes sur le

fuselage de l’avion.

Considérons un systéme (S) de singularités sources, puits,
doublets et tourbillons & proximité de parois solides. 11 est
possible de trouver un autre systéme (S’ de singularités, dit image
du premier systéme, situé hors du domaine du syteme (53 et tel que
les frontiéeres soient les lignes de courant pour l’'écoulement.
résultant. de l’effet conjugué de l’ensemble des zingularités.

2.1.6.1 - L’image de la singularité source

On considére un écoulement généré par une source placée. en un
point de coordonnés AC0,ad> a proximité d’une paroi plane située a
y=0. La condition a la surface implique une vitesse nulle a4 la

paroi.

L’influence de cette paroi sur 1’écoulement est identique a

Peffet. de I’image de la singularité source placéee cette fbis-c

[

en

un point. de coordonnée A’C0,-a).
L

Le principe de superposition appliquéa la source et son image,

X

conduit a

- 7 + - -
y o= 0 Arctan( y a )+ 9 Arctan( —E---———'i') 2-175
2n X 2n X
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Fig 2-4 : L'image de la singularité source placée
a proximité d'une paroi plane

AN

y

A\ 4

7 7 7 7 7 7 7 7 7/

\

-~
4 ~ \
' s \
L}
vl
VN 7
\ 4
s~ b7

Fig 2-5 : L'image de la singularité tourbillon placée
a proximité d'une paroi plane
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Le champ de’ vitesse est donné par:

U=Qr[ 1 + 1 ]

i X2+ (y-::n)2 X2+ (y+.a|')2
(2-18>
v = g [ (y-ad + (y+ad ]
" X+ (y-a)2 X+ (y+a)2

Le premier terme des composantes de la vitesse représente
Veffet de la source alors que le second terme est la vitesse

gpénérée par la source image qui simule leffet de la paroi.

21.62 - L'image de la singularité tourbillon
On considére un tourbillon dJd’intensité [ placé en un point
AC0,a> de la paroi. L'image de la singularité est un tourbillon de

circulation opposée et °qui est placé en un point A’C0,-a).

Le principe de superposition permet d’obtenir la fonction de

courant en ajoutant celle du tourbillon et de son image:

1/2 1/2
r

¢ = Log X+ (y—a)zl - == Log[x2+ (.y+a)2] (2-19>

[\

1
ZM

Le champ de vitesse est alors:

r (y-ad Cy+ad ?
45 2n 2 2
S xt (y-ad x + (y+ad
- 2alxy 2-200

[x2+ Cy-ad?10x°+ Cy+ad’)
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Il est poéssible d’associer au champ de vitesse de cet
écoulement. un champ d’écoulement. uniforme pour é&tudier Peffet de

la présence d’une paroi sur la portance.

2.1.6.3 - L’image de la singularité doublet

Dans le chapitre précédent, on a représente l'écoulement autour
d’un cylindre circulaire par la superposition d’un  écoulement.
uniforme et d’un doublet. L’influence d’une paroli plane sur le
cylindre est obtenue en plagant une image de la singularité doublet

en un point AC0,-ad.

La fonction de courant s’écrit:

vV, Y -G [ e o I @
® 27 x2+ (_v-a)2 x2+ (y+a)2 J

Les composantes du champ de vitesse sont:

+
[x2+ (y-a>21 [x°+ Cy+ad’1?

c
[}

<
1

[ x°- (y-a)2 x> - (y+a')2 ]

<
[}
|
i oo
x®
|

(y-ad + Cy+ad ]

[x%+ (y-ad?1? [+ C(y+ad?1?

777777777

g—ig 2-6 Doublet aproximité d‘une paroi plane
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2-1-7 - Utilisation des variables complexes

L'utilizsation des variables complexes est wune technique tres
pratique dans 1’étude des écoulements potentiels
bidimenzionnels Dans ce cas, la fonction de courant ainsi que le
potentiel des vitesses sont associés pour former une seule fonction

complexe appelée le potentiel complexe et defini par:
F(z> = ¢(z> + iw(z) (2-23>

ou z est un point courant du plan de l’écoulement .

La dérivation de F(z) par rapport a z conduit a une vitesse

complexe qui est liée aux composants u et v de la vitesse par:

wW(z) = u - iv 2-24>

2-1-7-1 Ecoulements élémentaires bidimensionnels

Les écoulements potentiels élémentaires bidimensionnels peuvent
étre exprimés d'une maniére commode et plus concise que dans les
sections precédentes.
Dans le plan complexe, le tableau (2-3> donne F(z> et W(z) des
écoulements  élémentaires usuels avec la  singularité  placee  a

I'origine.



Tableau 2-3 Les écoulements élémentaires usuels

LES ECOULEMENTS Fdz> wW(z)
Pas A
d’écoulement constante complexe 0
Ecoulement Uniforme
. . A.Z A constante
dans une direction
complexe
arbitraire
n n-:
Ecoulement autour A2 AnZ
d’un angle n>1
o= - n A réel
n

Source a l’origine '

2 1 — 1 A e
d’intensiteé: Alwe tud i

Q = Zuk A réel >0
Tourbillon a
l1’origine ibLog(z> ib
de circulation b préel >0 z

r =- 2nb
Doublet a l’origine
dans la direction _ A A
des abcisses de z Zz
moment, u=27A A péel >0

Si la singularité n’est plus a lorigine des coordonnées, mais
?

4 z m 2o, 1l suffit de remplacer z par (z-zo) dans les expressions

de F¢z> et W(z) cérrespondantes. D’autres parts, le principe de

superposition reste applicable soit a F(z) ou a W(z).

Finalement, il convient de rappeler que dans le cas des
écoulements plans, Dutilisation des variables complexes implique
I’application de la relation de Blasius, qui donne la force et le

moment. par rapport a lorigine.
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21.7-2 Application conforme

Une fagon de faciliter la résolution du  probléme de
Pécoulement. autour d’un protfil d’aile est de le transformer en un
eécoulement. autour d’un corps beaucoup plus =simple. Si les  angles
sont, conservés en valeur et sens durant la transformation, celle-ci
est. alors dite conforme. De méme, on s’arrange en général pour que

le point a l’infini soit conservé dans la transformation.

La transformation conforme la plus connue est incontestablement
la  transformation de Joukowski ou I’écoulement autour d'un profil

est, reduit a celui, plus simple, autour d’un cercle.

Il existe aussi d’autres transformations telles que celle de
Von Mises ou Karman-Trefftz. Cependant, la forme des profils pouvarnt.
étre ramenés a des cercles est limitée et les profils obtenus ne

sont, pas nécessairement intéressants.

Le probleme direct qui consiste a partir d'un profil donné et
d’arriver a un cercle est compliqué. La technique dans ce cas est
dide a Théodorsen. Elle consiste a subdiviser la transformation en
deux autres dont la premiére est celle de Joukowski qui permet
d’obtenir un cercle approché appelé ‘"pseudo-cercle". La méthode de
Théodorsen est trés puissante et permet de résoudre en principe

I’écoulement. autour de n’importe quel profil d’aile.

}

Nous n’entrerong pas dans le détail de ces techniques car elles

ne seront pas appliquées dans le présent travail.

1_



2-1-7-3 Le théoreme inverse du cercle

Nous avons déja parlé des images de certaines singularités par
rapport. & une paroi plane . Bien qu’utile dans l'étude de l'effet du
sol par exemple sur un écoulement autour d'un obstacle, l'influence

du fuselage sur ’écoulement autour de laile est plus compliqué.

Dans le cas d’un fuselage a section circulaire le probléme peut

stre résolu en utilisant le théoreme inverse du cercle. Ce théoreme
énonce que pour un écoulement ayant un potentiel des vitesse Fi(z),
Pintroduction d’un cercle conduit a une nouvelle forme de potentiel

des vitesses:

2
F(z) = F1(z) + Fi( —Za——> ; 2-25)

ol a est le rayon du cercle

L*application der ce théoreme donne la position des images
utilisées sur les ailes pour modeéliser I'écoulement. Pour plus de

détails, consulter ref [3l

2-2 LA DISTRIBUTION DE SINGULARITES TRIDIMENSIONNELLES

Les écoulements plans ou bidimensionnels  permettent de
comprendre certains écoulements pratiques mals ils présentent des
i
i . l
limitations quand on veut  modéliser un  écoulement complexe

t.ridimensionnel. W

L’aérodynamique appliquée est tridimensionnelle mais 1’étude
est. complexe. La détermination du champ d’écoulement. est toujours

d’actualité dans le domaine de recherche aussi bien théorique qu’

expérimentale.

3

/5



-Ba-
Le champ ~d’écoulement tridimensionnel est gouverné par les
équations suivantes:
L’écoulement. est irrotationnel
» < -+
VvV = Vg (2-26>
L’écoulement. est incompressible
»>
vv =0 (2~27)
Le potentiel des vitesse satisfait l’équation de Laplace:
2 e
V¢ =0 (2-28)
La condition a la paroi exprimant la tengentialite de
I’écoulement. sur la surface de l'obstacle s’écrit:
> '
Vn = 0 2-29>
221 - Source .
) 2.211 - Source ponctuelle
Une source ponctuelle d’intensité unité qui est située a une
distance ¥ suivant l’axe ox’, induit en wun point P&ALYLZD 0 une
vitesse. Cette vitesse induite est exprimée panr:
V. ’'= 1
£ 2
4nd, ,
4 |
) 1.2
df =[ ()ﬁ’-f) + gy %z 1 (2-30>
, 172
]



2212 - Source linéique

Cette fois-ci, nous considérons des sources ponctuelles qui
s’etendent. sur une longueur Ls suivant axe ox’ et formant une
ligne de source d’intensiteé unité. Les composantes de la vitesse
induite en un point P{x’,y’,z’> sont.:

Ls
u’= f Vf ‘cos(gddé

Ls
v’= f vg ’sin(gdcos(8dds (2-31>
O

Ls
w= f V. ’sin@dsing)d¢

ou: ‘
X"= r’ 5 , 172
cos(g) = o 5 sSin(g) = 3 ; o= [yt 229
g
oy wm 1Y : z’ €2-32>
cos(@) = :, » Sin(@) = N
L'intégration des composantes de la vitesse induite permet,
d’obtenir les relations suivantes:
1 ’ 1 1
u's — | — - —
4n dz di
pm =L Xls & | 2-33>
drp 2 dz d1
) z! ’ x’-Ls x’ ‘
vET z | Taz di
4nr’
W
avec
1,2

di = x’%+ %
% 172
dz = [(x"—Ls)2+ r’]

5 1/2
2
r’ = [y’+ z’7]



Le systéme d’axes <(ox’,0y’,0z’> defini précédemment., représente
le repére lie a la ligne de source. Dans la majorite des
applications, ce systeme de coordonnées est orienté d'un certain
angle par rapport a laxe des y et deplacé par rapport a lorigine
du repeéere de reference.

La transformation des coordonées ’,y,z'> du point P dans le
repére de réference est:

x’= X.sindQ) + y.cos{
y'= -x.cos{ + y.sindD (2-345

>

z'= Z

valeur, on

En remplagant dans I’équation (2-34) 2 par =a
obtient.: ;
s Ax t+y
1+ }\2>1/2
 J— )\‘/ o_ x
y = p g
A1 + }\2)1’2 (2-352
z'= z
ou:
A = tanlD
et
di = &F + y2 42D
dz = [¢x - ABY? + (y - B2 + 22172
o fex - apd® + d +aBH2t 1Y ?
o+ \Zy172

Si en plus, la ligne de source est deplacée d'une distance § de

lorigine, les expressions ci-dessus deviennent.:
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¢ P,y,z)

X’ Fig 2-7 : La vitesse induite
par une source ponctuelle

—> Y’

¢ . PX.y.z)

x'  Fig2-8:Lavitesse induite
par une source linéique
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Fig 2-9: Les composantes de la vitesse
induite par une source linelque
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= Alx - €0ty
1+ K2)1/2
= )\y-(x—AE> .
1+ }\2)1./2 (2-362
z'= Z

4y =[x - £+ Yy + o

gz = [(x = & - A2 + (y- B2 + 22 17

e Lx - E- ayd? + 4+ Dz ik
1+ >\2>1/2

r = _E_.—-—
1+ )\2)1/2 )

Les composantes de la vitesse dans le nouveaud repere

s’écrivent: .

au’- v’

u = 2.1/2
A1+ A

v = av’- u’

B 2 12 2-37>

A+ a7 :

w = w

Si nous considerons cette fois-ci une ligne de s=ources de
longueur Ls et d’intensité unite, paralléle a Vaxe oy et située a

une distance ¢ de l’origine, les coordonnees dans le nouveau repere

sont:

W

x'=y - muf
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Fig 2-10 : Systéme d'axes orientés d'un angle Q

" PX.Y.Z)

Fig 2-11 : La distribution de source sur un systeme
d‘axes orientés a un angle Q
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+ mz2f - miaé

di = [Cy - mf Y2+ (x - & Y+ 271Y7°

12

m2f - bY2 + (x - £3° 427 )

Q.
N
n

[y

2 1.2

r’ = [(x - £ X2+ 2Z°]

tan(od )

mi

m2 tandoz2)

2.2.1.3 - Source surfacique
Les composantes de la vitesse induite, en un point Pdx,y,z> par
une ligne de sources placées a une distance & de Paxe ox, du

panneau de géométrie trapezoidale, sont données par:

,_1cx-fly—m1f_ y - b - m2f|
YT 4 f .2 di1 dz dz

o

I 4 .
lom - - o2 o o
v = { " == | (2-39>

o
i o 1 | y - mi?¥ y = b - mzf .

tas - b 4 ;
Y= I f o2 di dz o

o

L’influence du sommet 1 de la figure (2-19) sur les composantes

de la vitesse induite est:

1 mi . -1 X + miy
utL= 4n 2 1';28111 b = 2 2. 2.,1-2
(1+mid [(x-mix) + (14m1 2z"1]
o +z e
']
- + "_v[
—_— 1 2 1/ZSin h 1 X : miy T (2-40>
4nd1+m1D [(x-mix> + (1+m1i 2z 1]

2 2 2.1-2
4 oz Ay ez
w1 = - —tan S SRR AR
47

LY o 2
x{y-mi1x> + miz
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sommets 2, 3 et 4

-
m
[41]

Les compoSantes de la vitesse des autr
peuvent étre deduites des équations précédentes. L’influence totale

du panneau, en vertu du principe de superposition, est donnée par:

u = ui - uz - us + u4
v = VI - vz - vs t+ V4 2-41>
w = Wi - w2 - w3 + w4

Si on considére un panneau source en fléche et effilé dans la
direction de l’envergure et sachant que:

1.2

di [{x - f)2+ yz- z° ]

2 1.2 (2-42>

dz = [Cx = £ -AbY? + (y- b + 2" ]

A = tan(a1)

les composantes de la vitesse induite par cette ligne de source

d’intensité constante en un point P sont:

* c

u= — 2 1/2 I ((1T1- -a_:-}’.
4 C1+N D o
X=E-Ay A(x=ED+y A(x-E-AbD+y-b|
C - d¢
2 d1 dz
r
v = : 2.1/2 f (:Tz_ -E}>- L2430
4 1+0 D o
Ax=F=-ryd) AN(x=ED+y A(x-E=-Abd)+y=-b| ..
C B d#
2 di1 dz
r
) 2. 1/2 ¢ ) . o !
w z(1+17)D Ax-Ed+y )x.(x—ff_—)\.b)ﬂz-b‘df
:ln f di1 dz2 i
o

L’influence totale du panneau sur la vitesse induite est

obtenue en faisant usage du principe de superposition.
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(€ ,-ml§) dl i X

Fig 2-12 : Distribution linéique de sources situeés
a une distance & de 'origine
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Fig 2-13 : Distribution surfacique de sources

1 9) >X
E 3
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dl M

P

vY
Fig 2-14 : Distribution de sources sur un panneau
avec fleche et effilement
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2.2.2 - Tourbillon
2221 - Filament tourbillonnaire

Considérons une distribution de tourbillons, =suivant ’axe ox’.
La vitesse induite au point P%,y’,2’) est donnée par la loi de
Biot-Savart:

redé A @

4rtd3

dv = (2-44)

ou:
" représente l’intensité du filament tourbillonnaire
d est la distance de l’élément infinitééimal en un point du

champ.
2.2.2.2 - Tourbillon rectiligne

La vitesse inguite au point P par la distribution de

t.ourbillons sur une droite est:

1 x’=Lv i
| S - d - 45
\Y e a4 1 (2-45)

ou:
> o 1.2
d= (=8> + "]

) , 12
r =Ly +z1]

di et dz représentent les distances du point P aux deux extrémites
{

du filament tourbillonnaire.

W
La direction de la vitesse induite par I'élement df est.
perpendiculaire au plan contenant le point P et lélément d&. 11

s’ensuit que la composante u’ est nulle.



Les composantes de la vitesse induite sont:
u’= o
vi= -V'sind&) (2-46>

w'= Vicos(8)

En remplagant la vitesse par lexpression de I'équation
(2-46), les composantes de la vitesse deviennent:

u’= o
z? G B x’ .

o = | ¥ _ X 2-47)
P d2 da

> X)_L X.’

we - Y ‘ vo_ X ‘

4?‘[1"2 dz d1

'

Si le filament tourbillonnaire de longueur Lv est orienté d’un

angle Q par rapport a laxe y, les composantes de la vitesse induite

s’écrivent.: .
z? AXty A{x-Abl+y-b
u=- 2 di1 - dz
4nr
> -+ " N - +vy-
v = - AZ | Axty _ A(x-Abd+y-b ' 2-48)
2 di1 d2
4nr
X -Ay I Ax+y A(x-Abd+y-b
v = - =
2 di1 dz
4nr

Si le filament tourbillonnaire est placé a une distance §{ de
’axe des abscisses et orienté d’un angle  par rapport 4 Daxe v,

les composantes de 1.'3\ vitesse, cette fois-ci, sont exprimees par:
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X’ Fig 2-15 : La vitesse induite par un tourbillon

/\Z

S 4

P(x.y',z)

. 4 Fig2-16: Filament tourbillonnaire deélongueur
infinie situé a une distance

Ee) =k
o) g }

(€ +Ab,b)

Fig 2-17 : Distribution de tourbillon en fer a cheval



z’ A(x=-£D+y Ax-E-2bd+y-h
u=- 2 d1 ) dz _
4nr
v = - au (2-49>

_ X Ay - Ay A(x=Ed+y  A(x-F-Ab)+y-b |

|
4nr2 di1 d2

Si le filament tourbillonnaire, de longueur infinie, est place
a une distance ¢ de lorigine et parallele a l'axe des abscisses, il
induit au point P une vitesse qui est donnée par la lol de
Biot-Savart. En faisant tendre la longueur Lv vers infini, on

obtient:

u =290
z X P
v = - i+ — (2-50>
4mr? 2 2.17%
(x+1r>
‘ X
w=- Y 1+ —
4nr2 2 2 g
(x+1r)>

Si ce méme filament tourbillonnaire de longueur infinie est
situé suivant l’axe des abscisses a une distance ¢ de lorigine, les

composantes de la vitesse induite en un point P par ce filament

sont.:
u =0
v om o —— (4 T 2-50
4npdy ™+ 2z [Cx-E2"+ y+z'1"
- ¥
wE=- yz 2 1+ xz L’z 212
4nrdy + zD [Cx-E2"+ y +2°17
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2.2.2.3 - Le tourbillon en fer a cheval

Ce modéle de distribution est constitué d'une famille de

tourbillons et. appelé tourbillon en fer a cheval .

La détermination des composantes de la vitesse induite en un
point. P(x,y,z) par ce type de distribution de tourbillons, situee
dans le plan du panneau en fléche et effilé, doit tenir compte de
I'influence des tourbillons libres situés sur les deux cotés
latéraux du panneau et qui s’étendent du bord d'attaque jusqu’a

I’'infini aval.

L’influence des tourbillons limites est obtenue en intégrant
les composantes de la vitesse induite données par les équations

précédentes pour inclure leffet de sillage. Apreés intégration, on

t.rouve:
‘ .2 2 2.1/2 5
1 [ -1 z(x+y+z)1 -1 X
u = E- tan 5 o - tan '—v—
C L Xy+Aly + z7) 7
o .2 2 2._1-2 =
=3 -1 zZ{x + + z D -1 X )
v =_—| tan ! y - tan '—— (2-52)
- xXy+tAly + z D y
1 2.1-2 ., -1 Ax +
ut= [<1+x >*”%5in h . y —
[(x-2x>+ (1+2 Dz1]
.. -1 N 2 2.1/2
-A Sin h - Logly + z )| ]
2 2. 1-2
(y +z

L’influence du tourbillon limite latéral est obtenue en
intégrant les composantes de la vitesse induite calculées
précédemment,, en considérant un filament tourbillonnaire de longueur

infinie et situé a une distance £ de Dovigine.



=0

Les composantes de la vitesse induite obtenues apres

int.égration sont. exprimées par:

us=2a0
2 2 21/2

v = [x+<":Y:Z) ] (2-53)
(y +zD :
2 2 21/-2

e [ e
(y +z

En vertu du principe de superposition, linfluence complete du
panneau au point P(x,y,z> est obtenue en sommant, les influences de

chacun des tourbillons composant le tourbillon en fer a cheval

2293 - Le doublet tridimensionnel

On considére une source d’intensité Q et un puits de méme
intensité séparés par une distance 1. Soit  un point  quelcongque
distant de r1 de la source et de r- de la =singularité puits. Le

potentiel des vitesses de la source et du puits sont respectivement:

= -9 B
¢\.—. - 4?'[1" (4.': J‘l')
et
_ Q 2-55)
op = 4ar

L’application du principe de superposition permet d'obtenir le
potentiel des vitesses suivant:
Q P~ T Q LCos(d) =

’ ) ) - (2-56>
471 . rri » ¢ = 4 1-2 .
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On définit I’intensité du doublet par:

{grd

p o= Ql (2-57>

Le potentiel des vitesses pour la singulariteé doublet. est:

p Cos(6) 258"
= - ik 2-58)
4 4n 2 >
r
En coordonnées cartesiennes, le potentiel des vitesses

s'exprime par:

. v, X . _

x,y,z) = - (2-59>

PLXY, 4n 2 2.3/2 -

(x2+y+z)

Le champ des vitesses est donné par:

.
ve 22 3 4 —%-ggL-ée oL 2 (2-60)
o r.Sing) 9%
et
e Cos(8) ¢ Sin@) -+ (2-61
V=,—£J— 0S g;_’_i in 25 A, )
2 ra r‘a

2.3 - ECOULEMENT AUTOUR D’UNE SPHERE

L’écoulement autour d’une sphére est obtenu en superposant
un écoulement. uniforme dans la direction de 1’axe z et un doublet

tridimensionnel.

Les composantes du champ de vitesse sont:
L]

ur = (Voo - H a) Cos(a>

4nr
ug = (Vo - & > Since) =62
4nr

e
©
n
(=



CHAPITRE 3

ECOULEMENT COMPRESSIBLE SUBSONIQUE

Les coefficients aérodynamigques déterminés précédemment par la
distribution de singularités sur des panneaux modelisant  une
configuration donnée en écoulement.  incompressible, peuvent,v étre
etendus a LDécoulement compressible en appliquant.  les régles de

similarit.é décrites ci-dessous.

Ces regles s'appliquent a un écoulement,  subsonique continu,
~est, A dire sans onde de choc. Elles raménent le probléme de
I’écoulement, d’un  fluide compressible a un ecoulement.  d'un  fluide
incompressible, permettant ainsi de tenir cémpte des effets de

compressibilite.

31 - LA REGLE DE PRANDTL-GLAUERT

1]
4]
-~

L’écoulement.  compressible irrotationnel en  subsonique

décrit par l'équation différentielle suivante:

2 2 2
FIe . 2 f + 2 ‘f =0 3-1
ox” dy oz
avec @
A= (1Mo

Les composantes de la vitesse de l’écoulement compressible sont

exprimees par: u
i APp(x,y,Z)
ulx,y,z?> = Eg—i—
. APpx,y,2> e A
vix,y,z) = -a%’—ﬁi’— (3-2)

Ap(x.y -zﬁ)
9z

wix,y.,z?
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L’équat.ion différentielle précédente peut étre transformée ,par
un changement, de variables, en équation de Laplace qui caractérise

Pécoulement. potentiel incompressible.

Le changement de variables effectué par PRANDTL du repere X,v.2

au repere Xxi, yi, Zi est:

N = X
vi = [3¥ {3-3>
Z. = [3Z
Désignons par PLxi,yi,zi) le nouveau potentiel de
perturbation. Il est, lié a ¢x,y,z) par:
: MXL,Yi,Z1) . ;
qf,(_}{d,'_,z) = L_L_’&_—L— (3-4>
2
f3
En substituant dans l’équation (3-1)>, il vient:
22, a2 J2 ..
T, S8, S8 =0 &-5)
oxi ayi 9z

La fonction potentielle ¢ verifie l’équation de Laplace, qui
est, une équation différentielle qui caracterise I’écoulement

potentiel incompressible.

Les composantes de la vitesse dans ce cas sont:

(7

APi(xi,yL,Z1)
axi

ui(xi,yi,zi

V"LCX'L.,YL,ZL)“= b_f:‘;_‘_’y_"_t_

wilxi,yi,zZi2) =
Py » aZL



En tenant compte des équations précedentes,les composantes  de

la vitesse en ecoulement compressible s’écrivent:

IPLIKL, VL, ZL p
axi

ulx,y,z) =

1 F X, yL,21)
{3 ayi

3-7>

vix,V,Z)

1 FPLxi,Yi,Z1L )
3 azi

wxN,y,22
On calcule les variations locales de pression  en faisant

apparaitre les vitesses de perturbation. Lez coefficients de
pression des deux écoulements sont liés par la relation zuivante:

Cp. (3-8)
i3

Cp =

Cette relation donne linfluence du nombre de Mach sur le
coefficient. de pression. Pour un profil d’aile place a une incidence
donnee, elle est obtenue dans LI’hypothese ou les vitesses de
perturbation sont. taibles, c’est a dire pour un profil ne modifiant
que faiblement le champ de vitesse a Vinfini. Sa validite est donc
limitée aux profils minces, a faible courbure et dont. la corde fait
un angle faible avec la vitesse a I’'infini, donc aux taibles

incidences.

1

C

s

nduit au coefficient de

C
0]
u"l
[
[14]
"}

L'integration des pressions 1
portance suivant:

Czt 3-9)

Cz =
3

De méme, le coefficient de moment est donné par:

Gy & (3-10>

s
|

Cette regle, qui est la plus connue, permet de tenir compte de

!

I’effet, de compressibilite. Le calcul des composantes de la vitesse

un corps est obtenu en résolvant

— i

en écoulement incompressible sur

I’équat.ion de Laplace et en multipliant les  coordonnéesn 3 S8 PR SR

le facteur de Prandtl-Glauert.



Les composantes de la vitesse en acoulement compressible sur le
corps considere sont obtenues éen divisant la vitesse axiale par lf’:‘-z_
Par contre, les composantes transversale et verticale sont divisees
par 3.

L’ensemble des coefficients aerodynamiques en ecoulement
compressible sont, obtenus en divizant les coefficients

aérodynamiques de I’écoulement.  incompressible par le facteur de

compressibilité.

3-2 - LA REGLE DE GOTHERT

La regle de Prandtl-Glauert est. en bon accord avec l'experience

en ce qui concerne les coefficients aérodynamiques pour des nombres
de Mach faibles. Par contre et tou jours dans ;le domaine subsonigue
et, pour les nombres de Mach notables, les coefficients:
aérodynamiques et les pressions locales ne suivent pas aussi  bien
Pevolution theorique. C’est dans ce contexte que la regle etablie
par Gothert. introduit des corrections a apporter sur les

coefficients aerodynamiques obtenus en écoulement incompressible.

{4, de moment en

e
m
T
C
w
c*
b
r
i
m

Les coefficients de pression,
acoulement, compressible sont obtenus en divizant Ceux de

. . : .2
'écoulement. incompressible par le facteur (v .

343 - LA REGLE DE KARMAN-TSIEN
La regle de }{ARMAHN—TSIEN slécrit:

“SL ¢3-11)
moo

7 —— Opi
B* s+ o P

Cp =



Pour de taibles valeurs de Cp, c’est a dire de faibles
perturbations a partir de la vitesse infinie amont, la relation
ci-dessus se reéduit a celle de Prandtl-Glauert. Par contre, pour des
valeurs negatives de Cpi, la vitesse locale est plus grande que la
vitesse infinie et la relation de Karman-Tzien  apporte une

correction de l'effet de compressibilité plus importante.

Les valeurs expérimentales sont comparees aux courbes tracees
d'apres les équations (3-8) et ¢3-11>. On remarque Jue lexpression
donnee par Karman-Tsien, rend mieux compte de D'évolution du

~oefficient de pression aux nombres de Mach modérés [221

3.4 - LA REGLE DE LAITON

Une autre relation qui permet dtinclure Veffet de
compressibilite a ete établie par Laiton qui applique la relation de

Prandtl-Glauert en se reférant au nombre de Mach local par:

.

Cpt

Cp = Y
A-M5"
La pression au point considére du profil est liee a la pression
Aa I'infini par la relation de l'écoulement, izentropique. On
I’'obtient. en introduisant l’expression du nombre de Mach obtenue

dans I’equation (3-12>. La relation de Laiton s’écrit:

_ Cpi _
Cp = bt - (3-13)

MoZ¢l + 05C-DMe> !
27 G

B+

-

/1]

Cet.te relation peut étre comparee favorablement aux regles
de Prandtl-Glauert et Karman-Tsien et montre un effet de

compressibilité en bon accord avec les valeurs expérimentales

(221



CHAPITRE 4

L°APPLICATION DE LA METHODE DES SINGULARITES

Pour appliquer cette méthode a la combinaizon aille-fuselage,

nous allons imposer les hypotheéses suivantes:

-L’écoulement. est stationnaire, subsonique et non visqueux

-L’angle d’attaque est faible

-L’aile est mince

-L’aile est attachée au fuselage et la géometrie de ce dernier est
un cylindre circulaire.

La technique consiste a modeliser I’aile par une distribution

de tourbillons, le fuselage par une distribution de sources et de

simuler leffet d’incidence en répartissant des doublets sur [axe

de symeétrie de l'obstacle.

L’aile est divisée en plusieurs panneaux dont chacun comporte
un tourbillon en fer A& cheval (figure A-1> qui est, constitué de deux
tourbillons aux extrémités et un tourbillon en amont. De la méme

maniére, le fuselage est aussi divisé en un srand nombre de

panneaux.
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41 - LA DETERMINATION DE L’INTENSITE DE CIRCULATION SUR L’AILE

Les vitesses de perturbation dues 4 la distribution de
tourbillons sur l’aile sont:
Ui
- =ZP..‘)j’
w =t

N 4-1>

w =1 1=1,n

ou:
Ui, Viet. Wi sont les composantes des vitesses de perturbation

P . Q et R sont les matrices aérodynamiques
L L) 1)

yi 1 intensite de circulation
La condition a lk paroi appliquée au point de controle de
chaque panneau s’exprime par la relation suivante:

~fey = L Rq ] (4-2)

La résolution de ce systeme d’équations algébriques permet

d’obtenir l’intensite de circulation.

42 - LA DETERMINATION DE L’INTENSITE DE SOURCE SUR LE FUSELAGE

. L
Les composantes de la vitesse de perturbation dies a la

distribution de tourbillons sur I’aile (Cainsi que leurs images) aux

point.s de controle sont données par :



n

Uk
= PR )

1 LP,

JC(:' 1=1 d 3
VV}' no-

oR ¥
g = QY ¥ C4-3)
oo 1=1
Why N

g - LRY 1§
0 =1

En coordonnées cylindriques, les composantes de la vitesse
s’écrivent:

Vnt = Vb Cos 6 + Wb Sin &

& (4-4>
Vi1 ==Vb Sin 8 + Wb Cos @
La condition a la surface s’éxprime par: _
Vra + Vnz = 0 4-5

Vra t. la vitesse normale die aux tourbillons de l’aile

Vrz est la vitesse mormale die aux sources du tuselage

(‘[n
n

La composante normale de la vitesse induite a la surface du

fusel: par la distribution de source est exprimée par:

o
0%
1]

. +m0 ; , . .,
Yz = qx,82 f qéx’ , 67> [1-cos(6-67]

00 l !'Ioﬁ“

pi = (x-x’)2+ (y-y’)2+ (z-z’)2 i

I
T
cr
c*
T

L’utilisation d’un¥® schema itératit permet de résoudre

équation intégrale en déterminant l'intensité de source.

¢



43 - LA DETERMINATION DE LA VITESSE VERTICALE SUR L’AILE

La vitesse induite au panneau de laile due a la distribution

de sources sur le fuselage est donnée par la relation suivante:

M qu.3(Z-Z0JASV
Wou=T — @D
VL Cxpmxd o H 3 [(Y,u—ymz+ CZO“ZL')Z—!
B

La vitesse induite par léquation (4-7> fait correspondre un
angle induit du aux tourbillons de laile lequel est ajoute a
I’angle d’incidence initial, ce qui conduit a:

\f\" 1 R \f‘\] b - = 3
= - ¢ifi + -
0] cifi 0] 4-8>

[0.0] 00

La procédure est répetee jusqu’a ce que la circulation devienne

constante.

.

4.4 LA DETERMINATION DE L’ANGLE INDUIT

La vit.esse ascensionnelle sur 'aile induite par la

distribution des doublets sur l'axe du fuselage est donnée par:

. 2_ _2
Wi _ b a2 Y 220 4-9)

Ua:: (y2+ z62)?

L’angle induit total s’écrit alors:

T . o 1o ;
_——:;L = - oti + ‘[’I’b‘ + ‘L’JJ“ 4-10)
o4 . 0 s8]

_"'['9_
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45 LE CALCUL DES -COEFFICIENTS AERODYNAMIQUES

45.1 Le coefficient de pression

le coefficient. de pression de I’aile est donne par:

Cp = zb A (4-11>
. (3 (xdj = xvj?

D’autre part, le coefficient de pression concernant le fuselage
2 Ubj 5
J 4-12>

2

B

Cp; = ~

45.2 Le coefficient de portance

La distribution de la portance le long de lenvergure est

exprimeée par la relation suivante:

.

. : n
Cpj = - 20 g (4-13>

{?21 (y) 1=1

45.3 Le coefficient de portance moyen

Il est donne par:
n
¥ Cpu AS]
oL = = C4-14
I 4S] |

=1

'''' décrite par la

14
/1]
c
n
=4
T
T
c
1
[t 3
1

La section du panneau de laile

relation suivante:

ASj = 4 f3hj (xXdj=xvjd (4-15>



De méme, la section d’un panneau situé

donnee par:

3 a A8 AX) Sindj

45.4 Le coefficient de moment

Le coefficient. de moment le long de l'envergure est

rapport. au point situé a 25 % de la corde.

CmdCyD

& n
jb Ty Gdj - XV 2
BF1eyd =1 !

sur

le fuselage

4-16>

calculé

4-17)



LA DESCRIPTION DU PROGRAMME

Dans le chapitre précédent, nous avons présentée les etapes
nécessaires a l'obtention des coefficients aérodynamiques autour
d'une variéte de sonfigurations comprenant. les ailes isolées et les

corps de reévolution. Dans le présent chapitre, notre objectif est la

mise en application de la méthode des singulariteés sur ordinateur.

Le proceéde de calcul est donne par l’organigramme (V1>  qui
résume les parties de base du programme sSur ordinateur pour la

résolution du probleme proposé.

Il est constitué d’un programme principal  qui consiste a gerer
trente et un (31) sous-programmes, chacun ayant une tache
specifique. Suivant. le type de configuration, il détermine la

distribution de pression et I’ensemble des coefficients

.

agrodynamiques.

[

Le programme principal fait appel au fichier de données Ju

1

caractérisent la géometrie de la configuration ainsi que le
propriétes de Pécoulement. Le roéle de chaque sous-programme est
présente en annexe ¢. De méme, une description detaillee de la

structure du programme est présenteée.

Finalement, les résultats obtenus lors de l'executjon du

programme sont. stockés d’une maniére organisée dans le fichier des
W

résultats.Ces derniers sont ensuite representées  sous forme de

courbes pour mettre en evidence linfluence de chaque parametre sur

les caractéristiques aérodynamiques de la configuration choisie.

- 32_



_RESULTATS ET CONFRONTATION

La méthode utilisée actuellement pour confirmer la validite des

des de calcul

C

résultats obtenus par des programmes realisés ou des ¢
exploités, consiste a déterminer les caractéristiques autour de
différents types de configurations a partir des solutions numerigques
et de les comparer par la suite, aux résultats expérimentaux ou avec

d’autres théories connues.

Dans cet. objectif, plusieurs exemples sont.  présentés pour
illustrer l’application de la méthode des sif‘:gular'ités a l'analyse
des écoulements subsonique autour d’une variété de configurations.
Une premiere application est utilisée pour déterminer les
coefficients aérodynamiques autour d'un profil NACA 4412 alors que
la seconde présente les reésultats obtenus sur des ailes de

différentes formes et .finalement une série de reéesultats concernant

la combinaison aile-fuselage.

6.1 PROFIL NACA 4412
6.1.1 La distribution de pression

La figure (6-1-1 Dreprésente la distribution des pressions
locales et illustre clairement le mécanisme de =ustentation. Elle
permet de montrer I’évolution des zénes de dépression et de

surpression le long du profil

On voit. clairement  l'importance de la dépression  sur

I’'extrados qui est beaucoup plus élevée, en moyenne, que la

surpression sur lintrados.

-84-
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6.1.2 Le coefficient. de portance

On adopte une représentation du coefficient de portance en
fonction de l'incidence. La courbe Cl = fda de la figure 6-1-20
présente un maximum aux incidences positives et un minimum aux
incidences negatives. Entre ces deux valeurs limites du coefficient
de portance, la courbe est pratiquement linéaire. La région utile
s’étend sur une gamme d’incidences comprises entre -6° et +14°. La
pente de cette droite est définie a l'aide du rapport dCl-/da qui
exprime la variation de portance résultant d’'une variation

d’incidence.

La courbe coupe Vaxe des incidences en o=-4° qui est
I'incidence de portance nulle. La portance croit ou décroit avec
I’incidence entre les valeurs extrémes qui précédent Pétablissement
du décollement. Cette perturbation se traduit sur la courbe par une
variation non linéaire au dela du coefficient de portance maximal

6.1.3 Le coefficient de moment

On utilise dans la figure (6-1-3> une representation du
coefficient. de moment en fonction de lincidence, similaire a celle

utilisée pour représenter la variation du cecefficient de portance.

Le moment est calculé par rapport au quart de la corde du
profil a partir du bord d’attaque et nous adoptons comme convention

qu’un moment cabreur est positif et un moment piqueur negatif’.

i
Aux incidences usuelles, le coefficient de moment est négatif
L]
car il a pour effet de faire tourner le profil autour du bord

d’attaque de fagon a diminuer l'angle d’incidence.

La courbe du coefficient de moment par rapport au quart de la
corde a partir du bord d’attaque est senziblement constante pounr de=

incidences comprises entre -8° et 167,
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6.2 LES AILES DE DIFFRENTES FORMES

L’écoulement, tridimensionnel sur une aile et les
caracteristiques aérodynamiques qui en résultent sont fonctions des
différents paramétres qui définissent plus particulierement la forme

en plan de celle-ci.

L’allongement,, la fléche et effilement correspondent  aux
trois types d’avions utilisés actuellement et qui se différencient

par le nombre de Mach.

6.21 L’effet, de variation de fléche

Dans «cette application, la méthode des singularitéa a éteé
testee sur trois ailes de fléche respectivement de 0%, 30° et 45¢
qui sont caractérisées par un nombre de Mach nul, d’un angle
d’'incidence de 1°, d’un allongement. de 6 et chacune des demi-ailes

est. divisée en 16 panneaux.

Les figures 6-3-1> L6~3-2), et (6-3-3Fdreprésentent. la
dist.ribut.ion du coefficient de portance par unit.é d’angle

d’incidence le long de l’envergure. La figure (6-3-15> montre que le

coefficient. de portance pour une aile de fléche 0° croit  jusgu’a

£y

atteindre une valeur maximale et ensuite décroit Jusqu’a lextrémité

de laile. En augmentant la fléche, le coefficient de portance

decrit. le méme processus de variation préecéedent mais en diminuant en
i

valeur absolue.

1]

La presente méthode montre un accord acceptable avec le
resultats expérimentaux de la distribution du coefficient de
portance le long de Penvergure sauf a Vextrémité ou écart est

appréciable.
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Le deuxieme ' exemple traite une aile rectangulaire de fléche
nulle. La figure (6-3-4)> représente la différence de pression
obtenue entre lintrados et l'extrados de l'aile le long de la corde
en quatre stations de Denvergure. La courbe montre que  la

es au bord

1

différence de pression passe par des valeurs trés eélev
d’attaque jusqu’a atteindre wune valeur nulle au bord de fuite

sat.stfaisant, ainsi la condition de Kutta.

6.2.2 L’effet. d’incidence

La forme en plan de l’aile droite au rézime d’écoulement
incompressible est représentée sur la figure 6-2-1). La courbe qui
décrit. les variations du coefficient de portance en fonction de
Vincidence est une droite dont la pente varie avec [l'allongement.
La figure (6-3-8) montre qu’une augmentétimn dét.erminée de:
Vincidence entraine une augmentation du coefficient de portance

d’autant plus grande que l’allongement est plus grand.

.

6.23 L’effet. d’allongement

L’augmentation du coefficient de portance avec I'allongement.
apparait. clairement sur les courbes de la figure (6-3-9>De plus, la
diminution de la trainée induite est d’autant plus forte que
I’allongement  est. plus grand. La trainée induite qui est la
conséquence des tourbillons marginaux est en effet proportionnelie
au carré du coefficient de portance mais inversement proportionnelle
a l’allongement. En conséquence, les qualités aérodynamiques d’une
aile s’améliorent quané son allongement croit. Nous avons interét.,

pour les avions subsoniques, a avoir des ailes de grand allongement.
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6.2.4 L’effet, d’effilement

Etant donné une aile plane, leffilement entraine des
variations du coefficient local de portance comme on peut le voir
sur  la  figure (6-3-10). Ce coefficient ¢roit, pour une incidence
donnée, du plan de symétrie vers lextrémité latérale, passe par un

maximum et. tend ensuite rapidement vers zero.

6.2.5 L’effet. de compressibilité

Les figures (6-3-6> et (6-3-7) représentent. la variation du
coefficient, de portance en fonction du nombre de Mach pour deux
valeurs de I’allongement. La comparaison de la regle de Gothert
utilisée dans ce programme de calcul avec celle de Prandtl-Glauert,
montre une légere différence aux faibles nombres de Mach. Par contre,
un ecart appréciable est observé aux nombres de Mach éleves en
regime subsonique. Cet écart devient moins important au fur et a

mesure de l'accroissement de l’allogement.

La variation du coefficient de pression avec le nombre de Mach
pour un point. donné d’une aile rectangulaire est préesenté dans la
figure (6-3-5)>. La comparaison du coefficient de pression obtenu par
le  programme avec la réegle de Prandtl-Glauert et celle de

Karman-Tsien permet. de montrer l’effet de compressibilite
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6.3 LA COMBINAISON AILE-FUSELAGE

Les phénomenes d’intéraction entre obstacles et eén particulier

1]

le fuselage et les surfaces portantes, constituent I'une des plu
grosses difficultes de l’aérodynamique. Cet intéraction comporte
deux termes. Le premier est did a la modification du champ de=
vitesses locales qui dépend de I'incidence, de la forme du fuselaze,
de la position longitudinale de l'aile et de la position de
I'amplanture sur le fuselage. Cette contribution =era traitee dans

ets de viscosité

=,

cette étude. Le second terme est da aux ef
engendrés par la couche limite qui n’est pas prise directement en

considération dans cette these.

6.3.1 AILE RECTANGULAIRE-FUSELAGE

'

La forme de laile en plan et rectangulaire, présente un
allongement. de six et un angle d’incidence de un degre et elle est

fixée centralement par rapport au fuselage de géométrie circulaire.

-104-

La distribution de portance locale le long de lenvergure

croit,, pour une incidence quelconque, du plan de symeétrie vers
Vextremité, puis elle tend rapidement vers Zzero. II est. a noter Jque
cette distribution est en bon accord avec celle obtenue dans les
souffleries sauf au niveau de la région de raccordement.
aile-fuselage (les figures (6-4-2> et (6-4-33>. La preésence du
fuselage modifie donc les caractéristiques aérodynamigues et plus

particuliérement. dans la région d’emplanture.

La distribution :«de la pression sur I’'aile et suivant les
meridiens du fuselage est donnée par la figure (6-4-4>. Elle est,
beaucoup plus importante sur I’aile alors gu’elle augmente en
passant, du meridien supérieur vers le meridien inferieur concernant

le fuselage.
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6.3.2 L’EFFET DE FLECHE

Les vitesses élevées subsoniques atteintes par les avions
modernes ont mis au premier plan les problemes soulevés par les

ailes en fleches.

La figure 6-4-1> est relative a la configuration
aile-fuselage. L’aile présente un allongement de 6, un effilement de
1 et un angle d’incidence de 1 °  pour des fleches respectivement de

0°, 30° et 45°.

La distribution de portance le long de lenvergure est moins
élevée pour une aile en fleche que pour une aile droite a un nombre
de Mach donné comme on peut le voir sur la figure (6-4-7>. Ceci peut
s’expliquer par la décomposition de I’écoulement. uniforme amont eén
deux écoulements: le premier de vitesse normale a laile qui
engendre les survitesses et les pressions locales, le second de
vitesse parallele aux génératrices de laile qui, en fluide parfait,

donne un champ uniforme de vitesse.

6.3.3 L’EFFET D’EFFILEMENT

La forme en plan de la combinaison  aile-fuselage  est
représentée sur la figure (6-4-10>. L’aile a un allongement de 6, un
angle de fléche de 30° par rapport au quart de la corde, pour deux
effilements. Il convient de noter que la loi des cordes entraine des
variations de la sustentation locale, qui croit pour un nombre de
Mach quelconque , du pnlan de symétrie vers ’extrémité passé par un

maximum et ensuite décroit treés rapidement.
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6.3.4 L’EFFET DE COMPRESSIBLITE

L’evolution du coefficient de portance eén fonction du nombre de
Mach est illustré sur la figure (6-4-11>. La comparaison de la regle
utilisée dans ce programme, qui est celle de Gothert, avec la regle
de Prandtl-Glauert montre une certaine différence du coefficient de
portance pour de faibles nombres de Mach mals cette différence
devient. plus importante lorsqu’on ze rapproche du domaine

transonique.
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CONCLUSION

La methode basée sur la distribution des singularités (sources,
tourbillons et doublets)> trouve une large application dans la
résolution des problemes poseés aux bureaux d*études des

constructeurs d’avions, particuliérement dans la phase d’analyse.

Le champ de pression autour de diverses configurations en
mouvement. dans un fluide parfait compressible a éte déterminé dans

la présente these et validé par des résultats expérimentaux.

Pour un écoulement bidimensionnel autour d'un profil *aile
d’avion du type NACA 4412, le modéle proposé est basé sur la
représentation du profil d’aile par une ligne polygornale fermée. Sur
chaque co6te est disposee une singularité linéique  de type
tourbillon.

.

De méme, pour un écoulement tridimensionnel, le modéle propose
est, basé sur la représentation de I’obstacle réel par un solide
composé de plusieurs facettes planes et sur chacune est dizpozée une

singularite.

La diversite d’exemples traités dans cette étude a démontrée un
accord satisfaisant entre les résultats obtenus théorigquement et
ceux de l’expérience sauf un certain écart qui est relativement
faible dans la région d’emplanture de laile =suite a l"int.gf_-r-action
de Vaile-fuselage modélisée par une distribution des tourbillons

"
images a l’intérieur du fuselage.

Le programme de calcul fournit notamment. le champ de vitesse et
de pression ainsi que les forces locales et globales de la
configuration étudiee. 1l est particuliéerement. bien adapté & des

études diverses d’aérodynamique pour les qualités suivantes:



-Géneralit.é:

La methode des singularités est trés répandue. Elle est
utilisée por resoudre les problémes d’aérodynamique  pour des
configurations tres variées en  écoulement tridimensionnel et
geométriquement complexes. Cependant, notre modele considére les

ailes planes et le fuselage comme un cylindre circulaire.

-Efficacité:

Depuis quelques annees, la méthode des singularités a attiré un
grand nombre de chercheurs qui ont developpé des schémas numérigques
tres complexes capables d’estimer les caractéristiques
aérodynamiques d’une configuration compléte. Actuellement,elle est
considerée comme un outil trés puissant aussi bien dans la phase de

conception que celle d’analyse.

-St.abilité et convergenge:

Pour les probléemes aux limites specifiés  auparavant, la
résente methode est numériquement stable et. la convergence est
o

assurée aprés un nombre d’itérations limité.

Sur le plan des perspectives, il convient d'introduire des
modifications dans le programme de calcul pour étendre  son
application au cas de la combinaison  aile-fuselage ou laile
présente une variation de cambrure le long de l'envergure ai.nsi que
la variation du diedre. Il est possible aussi d'aborder I’'étude des

effets visqueux dias a la couche limite.

Finalement, la méthode developpée dans cette these pourrait.

étre appliquee a la résolution de problémes aéroelastiques tels que

le phénoméne de la divergence en torsion des ailes & des vitezsses

subsoniques.
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ANNEXE A

DETERMINATION DES MATRICES AERODYNAMIQUES

Le tourbillen en fer a cheval est constitue de trois
— tourbillons. Le premier est situé en amont du panneau et les deux
situés aux éxtrémités latérales du panneau.

autres sont

A1 - Les coordonnées du tourbillon en fer a cheval

al +ck(3dk,m + dk,
= ak + ck(3dk,m k,m+1) + (yv - bOtand

4
(ek,l + ek, L+12 )
o e 5 s b CA-1D

A2 - Les coordonnées du point de controéle

- seid alk + clkldk,m + 3dk,m+1) +[Ck+1(dk+1,m + 3Bdlk+4 ,m+1d
4 4

yv—hbv

— _ Cl+4Cdk+a, m + 3dlk+1,m+12
bk+1-bk

4

+ ak+1- a)::l

(ek,l + ek,Ll+1d .
yd = > CA-2D

+ Bdlksd rive |
tand) =[Ck*1(3dk+1': 3dk+1,m+1) ,

1

s ck(3dk, m + 3dk,m+i )+
bik+1-bk

4

alf.+1—ak:|

= v Cek,l+i — ek,LlD
1 =
2




3 \T\T

d km+1.Ck

VP S—
Ck

point de controle

les tourbillons libres

| [of

le tourbillon lié

d k+1,2.Ck+1
d k+1,n.Ck+1
d k+1,n+1.Ck+1

Ck+1

Fig A.1 : Les panneaux d'aile

<_—-h-——>§<——i—'—>l _tourbillon libre
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o]~ ' —
»
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= ' A\
\ [T o
~~9-.
SRR LA
5 \
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—

Fig A-2 : La position du point de controle et
du tourbillon en fer a cheval
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A3 - Les coordonnees du point d’interception

X + xd.t,an%;.l) + 3(yd-yvotan(

WIS,

t,an%;_z)A + 1
3yd + 2 + -xvota : .
- fn = 3yd xd.tdn%y) (xd-xvOotandlu) CA-3D
t,an%p) + 1
- [3zv = 0
avec
- an(
panCuy m Pk
. ' 3
- A4 - Les composantes de la vitesse induite par le tourbillon
amont,

.

En utilisant la loi de BIOT-SAVART, la vitesse induite par le

= tourbillon amont au point P est:

(“ — Cd + = g U - V
s MCcos(yd+cos(gd)) CA=4)

anca’+ 25HYE

5

avec
- B2+ ¢5HY?
cos(y) = 2 2 2 2142
cAZ+ B+ ¢+ 257
— 2 2172 (A_S)
Y 5L
cos(g) = :D zE ')2 2
CAZ+ D2+ EX+ Z5HY
et )
) L2 2
A = (xd-8)%+ BEarydd
N
B = 3(n-yv+h)
= ¥ = wyv + 3 And iy
'S XV 3. h.tan(u CAED

3y v+h=-1
xv - f3.h.tan(u) - ¢

N m © G
i

RCZv-2Z.d)
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Les composantes de la vitesse induite s’écrivent:

up = -We.sin(ed.cosQu

vB = -Wesin().sin(w CA-7D
wB = -Wn.cos(ed
avec
sinde) = ZZ T2
A+ 257
(A-8D
cos(ed) = zA E
CAS+ 257

AS - Les composantes de la vitesse induite par le tourbillon

d’extrémiteé gauche.

La vitesse induite par ce tourbillon au point P est:

o ,
ve = <1 c:s(K;)m _—
4nCe+ 277
avedc ’
3 = 3{yd - +
G 3Cyd = yv h> CA-10

xd + ph.tan(w

Les composantes de la vitesse induite sont:

up = 0
vp = -We.sin(w) (A-11D
wp = -Wp.cos(@) .
i
avec ¥
sin(w) = ZZ T
W@+ 257
G C(A-12D
cos(v) =

(GZ+ ZZ>1/Z
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s VA
A6 - Les composantes de la vitesse induite par le tourbillon
d’extremité droite
La vitesse induite par ce tourbillon au point P est:

F'1+cos (eI

Ws = = ~T (A-13>
4nCI ™+ 277
avec
I = (yv + h - > , :
3Cyv yd CA-14)
J = xda - xv - 3.h.tan(w
et
el m J o
cos(c) = : 5 T CA-15)
A+ J°+ zZ5H7
Les composantes de la vitesse induite sont: '
us = 0
vs = Wssindt (A-16)
ws = Ws.cos(T)
avec
sin(rt) = ZZ VT
a‘+ zon” :
CA-17>
: I
cos(t) = > T
a+ zmn

A7 - Les composantes de la vitesse induite totale

par chaque tourbillon constituant le tourbillon en fer a cheval

®

permet, d’écrire:

u = usB + up + us
v = vB + vpP t+ Vs )
(A-18>

wi o+ owp tows

L]

W
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En substituant les composantes de la vites=ze induite établies

précédemment. pour chaque type de tourbillon, on obtient:

u = Pl
s = ( .
v = QF CA-19)
w = RIC
avedc
‘cos(y d+cos(@d) .
P o= = (LOb(}z/D C:Sﬁz - 2.costu) CA.20)
4ncA“+ 297 '
Q=_1_—cosi‘,"")+:offf)Sin(p) _ 1:(:0521(2 _ 142-(:03:0:3272
anl A+ Z2°>7 WG+ 257 I+ 23" 7%
Re= _1_'_ 4:0j(}.~):ci:s:§¢>).A _ 1‘;_4.)5;}\) _G + 1;\:05:.;,:)_21
4nl A%+ Z°O7 A i -

Pour la configuration aile-fuselage, les composantes de la
vitesse totale sont induites par deux tourbillons situés chacun sur

une dem-aile ainsi que leurs images a lintérieur du fuselage.

Les relations récédentes s’écrivent sous la forme lus
P

simple suivante:

uL —_—
TaR? Pijyi
¢ =1
Vi n
._[_J_L__= (;)i_ i CA-21)
W g=1 .
Wi n
U‘ = ¥ Ri iy
o j=1
avedc
r
y = _b_[j— (A-22>
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Les matrices aérodynamiques obtenues sont:

. (s8) (ps) C{ss) - {pser.
bePi; %+ PiiPo+ P+ PLTD

U
[}

. (28) ) e=1=) L Aps). :
beQii®%- QiiF¥- QT+ utTH  a-z

,_
-
]

B {ss)

b(Rij

{(ps) (88 ‘ {p3i
+ RijP¥+ RTY- RYTH

,‘
s
]

L’'indice (ss) désigne le tourbillon de l'extréemiteé droite alors

que (ps) désigne Pextrémité gauche du tourbillon en fer a cheval.
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ANNEXE B

LES METHODES DE RESOLUTION D’UN SYSTEME D’EQUATION

La solution d’équations différentielles aux dérivees partielles
par des techniques numériques conduit a la résolution d'un systeme
algébrique d’équations linéaires. On distingue deux grandes

cat.égories de méthodes:

B4 - LES METHODES DIRECTES

La plus éléementaire des méthodes directes est l'élimination de
Gauss. Une stratégie de permutation des équations et des inconnues
permet, d’éviter des divisions par zeéro. '

La méthode la plus utilisee pour les matrices symétriques
definies positives est Lla factorisation de Cholesky quil consiste a

éecrire la matrice A sous la forme:

A= LU (B-1>

L et U sont respectivement les matrices triangulaires

inférieure et supérieure.

L’équation de base s’écrit:
AX = B (B-2>
Dans ces conditions, la transformation a éffectuer sur
I’équation de base est: '
LY =B , BX =Y (B-3>
On resout tout d’abord le premier systéme en Y et par la suite

le systeéeme en X



La méthode de Jordan consiste 4 transformer le systeme
“epamérien” AX = B en un autre systeme A'X'=s B, ou A’ est la

matrice identité.

Les méthodes directes sont surtout employées pour la résolution
des équations lineaires (20]. Dans les méthodes directes, lerreur
cumulee d’arrondi sur les résultats croit avec le nombre
d’opérations. Le temps de calcul, lui, croit avec le nombre
d’opérations. Par conséquent, la meilleure methode eat celle qui

demande le moins d’opérations.

B.2 - LES METHODES ITERATIVES

sme  linéaire de CRAMER

"
s
T

On se propose la résolution du =y

suivant.: 4

AX = B X e R ,¢ (B-4>

4

ou A est une matrice (nxn) et de rang n

Ces méthodes consistent a utiliser un vecteur estimeé initial et

de générer une sequence de vecteurs:

(et ). (k (k= .
o pRe x® Y D (B-5)

Nagh . ; .
Le calcul du vecteur X nécessite - la connaissance des 1

vecteurs estimés qui le précedent. On obtient une formule itérative

multipas. i

»
Ecrivons A sous la forme suivante:
A = M-N (B-6>

et

D-1L-U (R-773

3
1}



D est la matrice diagonale
L est la matrice triangulaire inférieure stricte
U

est la matrice triangulaire supérieure stricte

La methode itérative associée au systeme précéedent est:

et »
o 1 xPay CB-8)
ou
-1
T'M_1N | (B-10>
v=M B

Par la suite, la question primordiale que l'on se pose a propos
de cette meéthode iteéerative de résolution est la convergence vers la

solution exacte.

B.2.1 Méthode de Jacobi
Le vecteur solution du systeme linéaire est dans ce cas:

dett)_

X D teL+x+p B ¢B-11>

L+U

2
[}



B.2.2 La methode de Gauss-Seidel

Le vecteur solution du systeme linéaire est donnée par:

X»:‘k+1>= (D—L)UX(k)*'(D—L)_iB (B-12>

ou:
M = D-L (B-13>
N=1U

B23 La méthode de relaxation

Le vecteur solution estime a l’itération (k+1) du systeme

linéaire par cette méthode est:

+ : et ;
X(k 1>= X4k>+ w(X(k 1)_X<k)) (B-14)
o
1
M= < =k (B-15>
N = 1-w D+U
'

v est une constante scalaire réelle non nulle.
Si 0<w<1, la méthode est dite en sous-relaxation
Si w>1l, la méthode est dite en sur-relaxation

Si  w=1, on retrouve la méthode de Gauss-Seidel

1
La méthode de relaxation est genéralement préferée a celle de
Gauss-Seidel et de Jacobi car elle ne demande que la mémorisation
d’un vecteur. On peut trouver une étude des taux de convergence des

différentes méthodes dans de nombreuses références [201



ANNEXE C

LISTE DES SOUS PROGRAMMES ET ORGANIGRAMME DE FROGRAMMATION

1-SFP
Subdivision du fuselage en panneaux et définition des points de

contréle sur le fuselage.

2-SAP
Subdivision de laile et volet en panneaux en déefinizzant les
points de controle ainsi que les coordonnées du tourbillon lie ou

libre.

3-SAFP :
Subdivision de la combinaison aile-fuselage en panneaux et
définition des points de controéle totales.

.

4-DPPTI
Détermination de la position et la pente de limage de ia

singularité tourbillon a I’lintérieur du fuselage.

5-DSRCA
Détermination de la surface de reférence du panneau local ainsi

que la corde de réference de laile.

6-DCLA

Détermination de la corde locale sur laile.

7-DCLIF

Détermination de la corde locale a 'interieur du fuselage.

8-DAIF

Détermination de l'angle induit par la présence du Tuselage.
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9-CMAA
Calcul des matrices aérodynamiques aux points de contrdle

panneaux.

10-CCVITL

-13%-

des

Calcul des composantes de la vitesse induite par le tourbillon

lie.

11-CCVITG
Calcul des composantes de la vitesse induite par le tourbillon

libre d’extrémité gauche.

12-CCVITD
Calcul des composantes de la vitesse induite par le tourbillon

libre d’extréemité droite.

13-CPI
Calcul des coordonnés du point d’interception neécessaires

calcul de la vitesse induite par le tourbillon lie.

14-CCVIFT
Calcul des composantes de la vitesse induite aux points
contréle des panneaux du fuselage dies a la distribution

tourbillons sur ailes.

15-CSTPF
Calcul du second terme de la distribution de pression sur

panneaux du fuselage.

16-CSTSF

Calcul du second terme d’intensite de source sur le fuselage.

de

des



17-CSTVS

Calcul du second terme de l<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>