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Résumeé :

Les méthodes empiriques de vraisemblance sont largement utilisées dans différents contextes
pour construire les régions de confiance des paramétrées qui satisfont aux contraintes de
moment. Cependant, les régions de confiance du rapport de vraisemblance empirique peuvent
étre peu précises, en particulier pour les échantillons de petite taille et les situations
multidimensionnelles. Dans ce travail nous proposons une nouvelle méthode de probabilité
empirique moyenne (MEL). Cette nouvelle méthode construit un nouvel ensemble de pseudo-
données en utilisant les valeurs des moyennes d’observation pour

deéfinir le rapport de vraisemblance empirique et nous prouvons que ce rapport MEL satisfait
au théeoreme de WILKS. Des simulations avec différents exemples sont données pour évaluer
sa performance en matiére des échantillons finis, ce qui montre que les régions de confiance
construites par la probabilité empiriqgue moyenne sont beaucoup plus précises que celles des
autres méthodes de probabilité empirique.

ABSTRACT :

Empirical likelihood methods are widely used in diferen contexts to construct condolence
regions of parameters that satisfy timing constraints. However, the condolence regions of the
empirical likelihood ratio can be imprecise, especially for small sample sizes and
multidimensional situations. In this work we propose a new method of mean empirical
probability (MEL). This new method constructs a new set of pseudo-data using the values of
the observation means to define the empirical likelihood ratio and we prove that this MEL

ratio satifietes WILKS'theorem. Simulations with diferents examples are given to assess its

finite sample performance, showing that the confidence regions constructed by the mean
empirical probability are much more accurate than those of other empirical probability
method
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Chapitre 1

Introduction générale

Le travail présenté dans ce mémoire entre dans le cadre de I’estimation
des parameétres inconnus dans des modéles statistiques, ce qui constitue un
théme important pour l'inférence statistique. Nous présentons particuliére-
ment une étude basée sur la vraisemblance empirique et aussi sur la méthode
du maximum de vraisemblance paramétrique.

Depuis les travaux fondateurs ' OWEN ([Owen,(1988)], [Owen, (1990)]),
ils ont été de nombreuses avancées dans la méthode de probabilité empi-
rique qui ont permis d’appliquer cette méthode pratiquement tous les do-
maines de la recherche statistique. Cette méthode de type non-paramétrique
consiste & maximiser la vraisemblance d’une loi ne chargeant que les don-
nées, sous des contraintes satisfaites par le modele (des contraintes de marges
en sondage). [Owen,(1988)] [Owen, (1990)] et de nombreux auteurs (voir
[Owen, (2001)] pour de nombreuses références) ont montré que I’on pouvait
en effet obtenir dans ce cadre une version non-paramétrique du théoréme
de WILKS, a savoir la convergence du rapport de vraisemblance correcte-
ment normalisée vers une loi du X;, permettant ainsi de réaliser des tests
ou de construire des régions de confiance non-paramétriques pour certains
parameétres du modele. [voir [Hall et Scala, (1990)], [Qin et Lawless, (1994)],
[Corcoran.SA and Spady(1995)],[Owen, (2001)], ils ont observés que les ré-
gions de confiance du rapport de vraisemblance empirique peuvent avoir une
précision médiocre, en particulier dans les situations & petit échantillon et
multidimensionnelles. En particulier, il existe un probléme persistant de sous-
couverture dans la mesure ou les probabilités de couverture des régions de
confiance du rapport de vraisemblance empirique ont tendance a étre infé-
rieures aux niveaux nominaux. Dans ce travail, nous abordons un probléme
fondamental qui sous-tend la faible précision et la sous-couverture, & savoir
que la probabilité empirique n’est définie que sur une partie de I’espace des
parameétres. C’est ce que nous appelons le probléme de décalage entre le do-



maine de la probabilité empirique et I’espace des parametres. Nous résolvons
ce probléme par une approche géométrique qui étend le domaine a tout I'es-
pace des paramétres. Notre solution apporte des améliorations substantielles
dans la précision de I'inférence de la probabilité empirique et est particuliére-
ment utile pour les petits échantillons et les situations multidimensionnelles.

Le chapitre introductif présenterons quelques rappel et définitions de
base de la statistique inférentielle comme les méthodes d’estimation, nous
concentrons particuliérement sur la méthode du maximum de vraisemblance,
c’est une méthode qui donne assez souvent de bonnes estimations. Elle a été
introduite dans le cadre des variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées (i.i.d), on rappelle comment on obtient les estimateurs du
maximum de vraisemblance (dit ML) et comment on les calcule en pratique,
et en déduit les statistiques classiques des tests asymptotiques. Dans le
chapitre 2, on utilise les études et les résultats précédents pour présenter la
vraisemblance empirique (EL) parce qu’il est considéré une méthode d’infé-
rence non paramétrique basée sur une fonction de rapport de vraisemblance,
nous proposerons un échantillonnage biaisé et des données censurées pour
traiter les hypothéses et les intervalles d’estimation, Notre travail s’applique
aux distributions discrétes, distributions continues. Nous démontrons conver-
gence de la distribution de ’estimateur dans certains cas, et nous illustrons
nos résultats par des expériences numériques, et nous parlons des méthodes
empiriques de vraisemblance (MEL).

Un autre but de ce mémoire qui se trouve dans le chapitre 3, nous pré-
sentons la méthode de vraisemblance empirique pour le type de régression
problémes d’inférence. Les modéles de régression examinés dans cette étude
comprennent les modeéles paramétriques et non paramétriques aussi on par-
lons sur des packages en R comme le package emplik , pour mettre en ccuvre
la vraisemblance empirique pour l'inférence sur une moyenne multi variée.
Ce package contient des fonctions qui utilisent différents algorithmes d’opti-
misation. Ces fonctions sont basées sur la théorie de la convexité. Enfin, nous
présentons quelque exemple d’application avec des données réelles.



Chapitre 2

Généralités sur la statistiques
inférentielle

2.1 Généralités

Soit X = (Xj,...,X,) un vecteur de n variables aléatoires X;

Xi : (Q,B)—>(R78R)
X : (Q,B,P) — (R",Bg,Qx)

Qx est la loi de probabilité image du vecteur aléatoire X.

Généralement, on ne connait pas la loi Qx. On souhaite ici étudier le plus
précisément possible cette loi de probabilité.

Hypothése fondamentale.
On va supposer que la loi de probabilité Qx appartient & une famille de lois
de probabilité Q.

2.2 Modéle d’échantillonage

Définition 2.1 On appelle modéle statistique (ou structure statistique), le
triplet (R™, Brn, Q), c’est a dire, la donnée d’une famille de lois de probabilité
Q a laquelle on astreint Qx a appartenir.

Remarque 2.1 La connaissance du phénoméne étudié permet d’avoir une
idée pour le choix de la famille de lois de probabilité Q : Cette connaissance
peut provenir de l’étude de la série statistique (x4, ...,x,), de lexpérience du
statisticien,. . .



Une série statistique (1, . . ., x,) est vue comme une réalisation du vecteur
aléatoire
X (21, ,2,) = (Xq1(w), ..., Xp(w)),we Q.

Il consiste a supposer que les variables aléatoires X7, ..., X, sont indé-
pendantes et identiquement distribuées (i.i.d)

on a donc les propriétés suivantes :

— Les variables aléatoires X; étant identiquement distribuées, elles ont
méme loi Qx,, ne dépond pasdei. On pose ainsiVi = 1,...,n, Qx, = P.

— Les variables aléatoires X; étant indépendantes, la loi Qyx du vecteur
aléatoire X est la loi produit Q = P®". De maniére un peu abusive,
on notera le modeéle d’échantillonnage indépendant réel de la maniére
suivante :
(R; Bg; P)™ si la loi P appartient a la famille de mesures de probabilité
P.

Le choix de la famille de lois de probabilité se fait ainsi au niveau de P.

Le modéle d’échantillonnage paramétrique

Il consiste, dans le cadre de I’échantillonnage, a supposer que la famille
P de lois de probabilité est indicée par un parameétre 6.

On note alors

P = (P;0 € © CRP)
Avec :

> P, est la loi de probabilité correspondant & la valeur # du paramétre.
> © est I'espace paramétrique (dans lequel 6 peut prendre sa valeur).

> p est la dimension du parameétre (pour p = 1, on parle de parameétre
unidimensionnel, pour p > 1, on parle de paramétre multidimensionnel
ou vectoriel).

Un modele d’échantillonnage paramétrique sera donc noté :
(R, Bg, (Pp,0 € £ C R?)"

En dehors de ce cadre, on parle de modéle non paramétrique ou semi-
paramétrique si © C R¥ x U ou U est non paramétrique.

Exemple 2.1 S on considére un modéle ou P peut étre n’importe quelle lot
de probabilité absolument continue par rapport & la mesure de Lobesque, P il
est dans un cadre non paramétrique. On a

P={f)f zo,/RfdAzl}

8



Si P peut étre une loi normale de paramétres (p;0?) C R x RS, on est dans
un cadre paramétrique bi-dimensionnel,

©={(10*),peR,0>0}.

2.3 Vraisemblance

Définition 2.2 Dans un modéle statistique paramétrique (R,, Bg,,Q), on
appelle vraisemblance de [’observation x la fonction

L(x;:) : O —RT
0 — L(x;0)= fy(z).
Bien sur, dans le cas d’un modéle d’échantillonnage, la vraisemblance de
léchantillon observer x = (x1,...,x,) S’écrit sous la forme

n

L(zy,... 20,0) =] fo(2). (2.1)

=1

C’est la loi conjointe du n-échantillon évalué aux valeurs observées et consi-
dérée comme fonction du paramétre 6.

2.4 Famille exponentielle

Définition 2.3 Soit X une variable aléatoire réelle, dont la loi de probabilité
dépend d’un pramétre € Re. On dit que la loi de X appartient a la
famille exponentielle, si seulement si P (X = x;0) (cas discret) ou fx
(z;0) (cas continu) est de la forme :

d
> a0 0)+b(x)5(6)
exp /=" . (2.2)

Remarque 2.2 la plupart des lois usuelle appartiennent o la famille expo-
nentielle : loi exponentielle exp () :

fx (2;0) = Aexp ™ = exp MHnA,

Qui est de la forme souhaitée avec

d=1,a(x) =xz,a(A) =—=\b(x) =0etf (N\) =InA.



2.5 Estimation ponctuelle

2.5.1 Définition d’une statistique

C’est une notion fondamentale pour la suite. reprenons le modele statis-
tique réel (R™, Brn, Q) .

Définition 2.4 On appelle statistique, toute variable aléatoire définie sur
(R™, Bgn) @ valeurs dans (Rk, B]Rk). Lidée est que les statistiques intervenant
dans le modéle paramétrique permettant de “préciser” le paramétre 0 € RP.
Le plus souvent, on aura k = p.

Définition 2.5 On utilisera la notation T,, pour une statistique. Elle ne dé-
pend pas de la famille de lois de probabilité Q. En particulier, dans un modéle
paramétrique, une statistique T, ne dépend pas de 0. C’est la loi de probabilité
de T,, qui dépend pas de 0.

Exemple 2.2 Prenons Py = N (p1,1). On aici 8 = pu (avec p =1). Une sta-
tistique permettant de “préciser” le paramétre 0 (moyenne d’une loi normale
réduite) peut étre naturellement la statistique “la moyenne empirique” :

T, : (R,Bg, (P, 0€xCR))" — (RF Bg)
1

(T1,..., 1) +— EZ;; T; = Tp.

2.5.2 Estimation

Ce sont des méthodes permettant de fixer une valeur ( on parle d’estimation
ponctuelle) ou un ensemble de valeur (on parle d’estimation par intervalle de
confiance ) pour le paramétre 6.

Définition d’un estimateur

Soit g une fonction définit sur ©, & valeur dans R?.
Définition 2.6 — On appelle estimateur d’un paramétre g (6) toute sta-
tistique & valeur dans (Rk, BRk), il sera généralement noté T, .

— On appelle estimation, la valeur observée de T, sur l’échantillon, elle
sera notée T,, (x1,...,x,).

10



2.5.3 Qualités d’un estimateur
Notion de biais

Définition 2.7 On appelle biais de ’estimateur T,, pour le paramétre g ()
la quantité
By (Ty,) =By [Ty] — g (0) .

C’est une fonction de 0.
¢ On appelle estimateur sans biais de g (0) un estimateur T, tel que
B (T,) = 0. Sinon on parle d’estimateur biaisé.
¢ Si Uestimateur T, est biaisé, mais que B (T,) — 0 quand n — +o0,
on dit que T,, est asymptotiquement sans biais pour g (0).

Convergence d’un estimateur

Définition 2.8 On dit que T,, est convergent pour g (0) s’il converge en pro-
babilité vers g (6)

Ve>0,P(|T, —g(n)] <e) — 1 quand n — +o0.

Critéres de convergence d’un estimateur

(1) Si T, est un estimateur sans biais de g (0) et si V (7,,) — 0 quand
n — +oo alors T), est un estimateur convergent pour g (6).

(ii) Si 7, est un estimateur asymptotiquement sans biais de g (6) et si
V (T,) — 0 quand n — 0, alors T,, est un estimateur convergent

pour g ().

Perte quadratique

C’est I’écrat au carré entre le parameétre et son estimateur :

1(6,T)=(0—T)>.

Risque d’un estimateur

C’est la moyenne des pertes :
R(T,0)=FE[L(0,T)].

R(T,0)=E [(9 — T)2} est le risque quadratique moyen. Un estima-
teur T' est dit convergent si

lim R(T,6) = 0.

n—-:aoo

11



2.5.4 Information de Fisher

Définition 2.9 On appelle quantité d’information de Fisher I, (8) apportée
par un échantillon sur le parameétre 0, la quantité suivante positive ou nulle

(si elle existe ) :
dlnL(X,0)\”
(o)) o

E(X,H)::lﬂ[lf(Xi,e).

T, (0)=E

Avec

Théoréme 2.1 Si le domaine de définition de X ne dépend pas de 0 alors :

9 In £(X,€)>}

1 - a[(20 £

Preuve: On a L (z,0) est une densité de probabilité :
L(x,0)dx =1,
Rn
On

0 InL(x,0) 0L(x,0)
d46 - 00L(x,0)

Donc
0 L (x,0) 0 InL(z,0)

00 00

Ol L(x,0), 0 InL(x,0)
[ e =0 — e T B

0 In L(z,0)
o0

o L0

(alng(ex,e)ﬂ Ve (a In ;Q(X,Q))

En dérivant la deuxiéme fois :

2
/ L(I’H)_a lnaﬁ(x,e)dx_l_/ 81n£(x,0)8£(3:,9)d$20‘

=L (z,0)
est centrée i.e :

Ce qui prouve que la variable aléatoire

Donc

T,(0) =E

0? 00 00

12



/nﬁ(a:, 0) - —821n£($’9)d1’+/n (—alnﬁ(m’e))zﬁ(xﬁ) dxr = 0.

062 a6
2
I, (8) = _/n%ﬁc (2, 0) df.
?InL(z,0

[ ]
Conséquence : Si le domaine de définition ne dépend pas de 6 alors :

T, (0) = nZ, (6). (2.4)

2.5.5 Borne de Fréchet-Damois-Cramer-Rao (FDCR)

Théoréme 2.2 (Inégalité de FDCR) Si le domaine de définition de X
ne dépend pas de 0, alors pour tout estimateur sans biais :

1
L, (9)

Var (T (X)) >
Si T est un estimateur sans biais de g (6) :

Var (T (x)) = YO

La borne (g (0)* /I (0)) est appellée borne de Cramer-Rao (ou Fréchet-
Darmois-Cramer-Rao)

0 0 0 on
C’ov(T,%lnﬁ) = E(T-%lnﬁ)—/T-%ln£~£du

— 0 n __ 9 n
= /89T£ Ldp —ae/Tﬁdu

_ a N __ a !

Par l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a :
oo (1. 202\ <viryv (Lr
\ e = a0 ")
Ce qui termine la preuve.

13



2.6 Estimateur efficace

Définition 2.10 Un estimateur T est dit efficace si variance est égale a la
borne de FDCR.

Propriété : Un estimateur sans biais efficace est convergent. En effet :

T efficace = Var (T) = [%15(96)7%2’ or I, (0) = nly (0) et T est sana biais

’ 2 / 2
lim R(T,6) = lim Var (T) = ,}Ln;% - JL%% -

Donc T' convergent.

Exemple 2.3 Soit (X1, X5, X)) un n-échantillon issu de X ~ N (pu,0?),

_ 1 &
X:E;Xi.

Estimateur de p. Calculer l'information de Ficher et la borne de FCDR. On
a

2
Ty (4) = —E [3 In §M§X’M)},
Et
F (o) = —— exp @,
o\ 2T
Alors

Inf (z,p) = —In (0\/%) 2_712(33—/07

8111[/_—1:> n
o o2

E (X) = pet Var (X) :%, etona:Z,(u =
La borne de FDCR est

1 o? —

=—Var (X).

In(p) n )

Dans la prochaine section, nous ne nous intéressons qu’aux deux méthodes
d’estimateur les plus usuelles, la méthode des moments de et la méthode du
maximum de vraisemblance.
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2.7 Meéthodes d’estimation

2.7.1 La méthode des moments

C’est la méthode la plus naturelle, que nous avons déja utilisé sans la
formaliser.

L’idée de base est d’estimer une espérance mathématique par une moyenne
empirique, une variance par une variance empirique, etc...

Si le parameétre a estimer est I'espérance de la loi des X;, alors on peut
I’estimer par la moyenne empirique de I’échantillon. Autrement dit, si 0 =
FE (X), alors l'estimateur de § par la méthode des moments (EMM) est

. _ 1 n

Plus généralement, pour 6 € R, si E(X) = ¢ (), ott ¢ est une fonction
inversible, alors 'estimateur de 6 par la méthode des moments est 0, =
-1 7
o7 (Xn)-
De la méme maniére, on estime la variance de la lois des X; par la variance
empirique de I’échantillon

2

2y x-x) -ty -x
i=1 n =1

SRS

Ce principe peut naturellement se généraliser aux moments de tous ordres,
centrés ou non centrés :

E [(X .y (X))K] et B (X*) k> 1.

Exemple 2.4 Loi exponentielle : Si X, ..., X, sont indépendantes et de

méme loi exponentielle exp (\), E(X) = 1. Donc lestimateur de X par la
1

méthode des moments est : A\, =

&l

2.7.2 Méthode du maximum de vraisemblance
La fonction de vraisemblance

Définition 2.11 Quand les observations sont toutes discrétes ou toutes conti-
nues, on appelle fonction de vraisemblance (ou plus simplement vraisem-

blance) pour l’échantillon x, . .., z,, la fonction du paramétre 0.
P(X1=x,..., X, = x,;0) siles X; sont discrétes
LO; x1,...,2,) = , o
fxox, (@1, ..., xn;0)  siles X; sont continués
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Dans tous les exemples que nous traiterons ici, les X; sont indépendantes
et de méme loi. Dans ce cas, la fonction de vraisemblance s’écrit :

[[P(Xi=2i;60)=]] P(X =x;60) siles X; sont discretes
L(O;x,...,2,) = izln nizl
I1 fx, (xi;0) =11 f (x:;0) si les X; sont continues
i=1 i=1

Remarque 2.3 La probabilité et la densité utilisée dans cette définition sont
des fonctions des observations 1, ..., x,, dépendant du paramétre 0. A l'in-
verse, la fonction de vraisemblance est considérée comme une fonction de 6
dépendant des observations xi,...,x,, ce qui permet par exemple de dériver
cette fonction par rapport a 6.

L’estimateur de maximum de vraisemblance (EMYV)

En suivant le raisonnement précédent, pour n quelconque, il est logique
de dire que la valeur la plus vraisemblance de 6 est la valeur pour laquelle
la probabilité d’observer x4, ..., z, est la plus forte possible. Cela revient a
faire comme si c¢’était I’éventualité la plus probable qui s’était produite au
cours de I'expérience.

Définition 2.12 On appelle estimation de mazimum de vraisemblance
(EMYV) de paramétre 0 la statistique 0,, rendant mazximale, selon 0, la
fonction de vraisemblance du modeéle L (X, . ..., X,;0), soit :

6, = arg max InL(X;0)

Cette méthode consiste & résoudre :

OL(x;0 ~
% =0, pour trouver 6
%@:é < 0, pour assurer I'éxistence du maxgpee L (z;6)

Quand 0 = (01,...,0,) € R? et que toutes les dérivées partielles ci-dessous
existes, 6, est solution du systéme d’équations appelées équation de vrai-
semblance :

Vj € {1,...,d},%mz(@;xl,...,xn)=0-
J

Remarque 2.4 Mazimum L (z,0) revient & mazimiser In L (x,0). Il est plus
commode de maximum In L (x,0).
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Exemple 2.5 Loi de Bernoulli : Si les X; sont de loi B (p), on a :

D six; =1 =

1—p stx;=0

Donc la fonction de vraisemblance est :

n

0 D YR (e
P(Xi=z;p)=[[p" (1-p) " =p= (1-p)=
=1

—s

L(p;xy,...,¢,) =
D’ou

L (pian,. .. ) = (fx> Inp+ (n—ix) In(1—p).

i=1
Alors
n n
Swi o n—>m Y. wi—np
i=1 i=1

) &
—InL(P;x;,...,x,) = — - = ;
op ( ) p 1—p p(1—p)

3=

Qui s’annule pour p = = > x; = T,. Par conséquent, 'EMYV de p est p, =
i=1

X

Remarque 2.5 L’EMYV ne peut s’obtenir que si la vraisemblance L est ex-
plicite, donc si le modéle est bien explicité (loi normale, loi Poisson,... ). La
méthode des moindres carrées et celle des moments ne nécessitent pas cette
spécification.

Propriétés de I’estimation de maximum de vraisemblance

Un estimateur de maximum de vraisemblance n’est pas forcément unique
(la vraisemblance peut avoir plusieurs maxima), ni sans biais, ni de variance
minimale, ni efficace. Mais il posséde d’excellentes propriétés asymptotiques,
pour que la loi des observations vérifie les conditions de régularité déja évo-
quées pour la quantité d’information.

Propriété Si les X; sont indépendantes et de méme loi dépendant d’un
parameétre réel 0, cette loi vérifiant les conditions de régularité, on a :

- én converge presque sirement vers 6.

I; (0) (én — 0) £, N (0,1), ce qui signifie que, quand n est grand,

0, est approzimativement de loi N ((9, ﬁ) On en déduit que 0, est
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asymptotiquement gaussien, sans biais et efficace. Cette propriété peut
aussi s’écrire :

\/ﬁ(én—0> LN(O,%@)

— Si 6, est UEMV de 0 alors ¢ <én) est 'EMV de ¢ (0). De plus, si ¢
est dérivable, on a

il (1) - 0] £ (0245

Ce résultat est connu sous le nom de méthode delta. Quand, ¢ (9n> est

donc approzimativement de loi N (go ), ‘fn(—?gj)

~

— En général, 'EMYV est meilleur que I’EMM au sens ot Var (9n> <

Var <§n> C’est au moins vrai asymptotiquement.

2.7.3 Estimation par intervalle de confiance

Soit X une variable aléatoire dont la loi dépend d’un parameétre 6 inconnu.
Soit (X7, Xs,...,X,) un n-échantillon issu de X et a € |0, 1.

Définition 2.13 Un intervalle de confiance pour le paramétre 6, de niveau
de confiance 1 —a € 10, 1], est l'intervalle qui a la probabilité 1—« de contenir
la vraie valeur du parameétre 6.

Remarque 2.6 Un intervalle de confiance indique la précision d’une esti-
mation car pour un risque o donné, lintervalle est d’autant plus grand que
la précision est faible.

Principe de construction

Le principe de la méthode d’estimation par intervalle de confiance est le
suivant :

Soit T" un estimateur de 6 (meilleur estimateur possible) dont on connait
la loi en fonction de 6.

On détermine par la suite un intervalle de probabilité de niveau 1 — «

pour T i.e :
P(ti(0) <T <ty(0)) =1— .
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Il faut ensuit inverser cet intervalle pour 7', dont les bornes dépendent de
0 pour obtenir un intervalle pour 0, i.e

Py(a(T)<O0<b(T)=1-aq,
Ou bien
Py (t;' (1) <O<t7'(t) =1—a.
Intervalle de confiance classiques

Intervalle de ’espérance ;. d’une loi N'(u,0?) :

a) Cas ol est 0% connue : On sait que X est le mielleur estimateur de y

0.2

E (7) = U, Var (7) =

X —p

X oo N (nZ) = vt no),
X —
]P)(_ILLO[/QS\/E O_’LLS/“La/Q) = l-a
— o
P M_\/—MQ/Z—XSM+\/—MQ/2 = 1 Q.
D’ou
— o
IC1 ) (p) = {X— M,X+—u1
(1-a) (1) NG 7

1 o
P < =1-—.

D’ou : o
— ! (1 _ —) .
/’LQ/Q 2
Pour 1 — o = 0.95,

]P’(ﬂy_

Sur la table de N (0,1) on aura ji, o = 1.96

o gﬂm) :1—%:0.975

IC () = lY— %1.96,7+ %1.96} .
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n

: 2 :

b) Cas ou o2 est inconnue : On a $? = —= > (X; — X)” est un esti-
i=1

mateur sans biais de o2 et :

Xi_XwN(o 1):>Z—(X )

o 02

~ Xi—l
D’aprés la décomposition de S? :

i:l(Xi—u) (X X) —i—n(Y—p)Q.

M:

en dérivant par o? :

_2 R
n /X, —X\? st (X —u
Z( )202+< Z )
= v

n
On a ) (X"U_”
i=1

) ~» X2, comme somme de n carrés de variables

- \2
aléatoire centrées réduites. (%) ~ X2, on en déduit que = 252 s
\/ﬁ
X
nS*  (n—1)57
o2 o2 - X
Alors la variable aléatoire :
Xy =
n X —
T = (n_lc;S,2 =3 'u\/ﬁ ~ Tn—1)Student.
02(n—1)

L’intervalle de probabilité est :

X_
]P)<—ta/2 < S <ta/2> =1—-«

P (T, 1| <t =1-a.

ou bien P (|T,,_1| > t,) = « (t, est tiré de la table Student ). On
trouve l'intervalle de confiance pour p :

!’ !/

<,U<X+to¢2
NG 1

si « = 0.05, n = 10 on trouve t = 2.262

X—ta/g

/ /

_ S _
IC (p) = | X —2.262 Ogu§X+2.262m
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Intervalle de confiance pour o2 d’une loi N (p,0?).

(X; —Y)Qet ona(n_a;z)sl2 ~ X2

n

=

a) p connu : On I'estime par S = ﬁ
i=1

-1 12
P(klgugl@)—l—a

o2

10(o?) - [(n —]{i) 52 (0 _ki) 5'2} |

Exemple 2.6 Si1—«a = 0.95, on cherche :

(n—1) 57

2

kq tel que P ( < k1> = /2 = 0.025.

g

(n—1)57

2

ko tel que P ( < k‘g) =1-—a=0.975.

g

Estimation et intervalle de confiance d’une proportion

Soit une population comportant deux modalité A et B. Soit p la propor-
tion d’individus possédant la modalité A. 1 — p est donc la proportion des
individus possédant la modalité B.

On extrait de la proportion un échantillon de taille n. Soit la variable
aléatoire K, nombre d’individus dans I’échantillon ayant la modalité A.

Définition 2.14 La variable aléatoire F = 12 s’appelle fréquence empirique

sa réalisation f est la proportion d’individus dans [’échantillon ayant la mo-
dalité A.

Propriété :

K, ~ B(n,p),E(K,) =np,Var (K,) = npq.



Loi de probabilité de F' : Dés que np > 5 et n (1 —p) > 5.

FWN(p,M)i.e: Fr ).

n p(1—p)

n

Approximativement.

Théoréme 2.3 La fréquence empirique F = % est [’estimateur efficace de
p. F' est Uestimateur sans biais et convergent de p, on a :

FW./\/’(p,Up—(lnp)>,

F _
L -r N(0,1),
p(1-p)
F_
Pl—-p< Sl ) Q,
p(1-p)

n

F—p

p(1-p)

n

P <p|=1-a/2 N:¢Xfl(o,1)(1_a/2>’

Probléme : p (1 — p) inconnu.
On remplace\/@ par 4/ @, f étant I'estimation de p. D’ou

f = Hitap2\f W o+ thaa)/ @] -

2.8 Tests statistiques

IC

2.8.1 Introduction

Un test statistique est une procédure de décision qui permet de choisir
entre deux hypothéses antagonistes (contraires) faites sur une population
ou sur un plusieurs parameétres au vu d’un échantillon aléatoire. Un test
statistique est basé sur les données d’une expérience aléatoire et ’essence
d’un test est une regle qui dit au statisticien si les données qu’il a recueillies
le conduisent & accepter ou rejeter ’hypothese.

On distingue deux catégories de tests :
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a) Test paramétriques : tester certaine hypothése relative & un plusieurs
parameétres d’une variable aléatoire de densité de probabilité connue.

b) Test non paramétriques : utilisée lorsqu’on a un échantillon aléatoire
dont la loi est complétement inconnue.

2.9 Notions générales
On considére un modéle d’échantillonnage paramétrique dominé :
(E,B,Py; 0 € ©)",
(X1,...,X,) est un vecteur aléatoire issu de ce modéle.

Définition 2.15 Un test est donné par une fonction ® : E™ — {0, 1}, on
retiendra Hq st

¢ (Xy,...,X,)=0,
On rejette Hy si
¢ (Xy,...,X,) =1

On appelle zone de rejet U'ensemble R ={® (X1,..., X,,) = 1}. Evidemment,
étant donnée une zone de rejet R C E™, on définit un test en posant ® = 1x.

Il existe deux sorte d’hypothéses : hypothése simple et composite. Si I'hy-
potheése est réduite & un seul paramétre de ’espace des parameétres, on parlera
d’hypothése simple sinon on parlera d’hypothése composite (multiple).

» Hy: 60 =0y hypothése simple.
> Hy:0>00, H :0 <0y, Hy:0+# 0y sont composites (multiples ).

Remarque 2.7 La nature de Hy détermine la fagon de formuler Hy par
conséquent la nature unilatérale ou bilatérale du test.

& Test bilatérale : Hj: 0 = 0y contre Hy : 0 # 0y (0 > 6y ou 0 < 6y).

& Test unilatérale : H, : 0§ = 6, contre H; : 0 > 6; ou bien Hy : 0 = 6,
contre Hy : 0 < 0.

Exemple 2.7 Test sur le paramétre p de la loi Bernoulli. Soit X ~» (Bp)
Hy:p=1/2 contre Hy : p > 1/2.

On peut aussi tester Hy : p > 1/2 contre Hy : p < 1/2.
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Remarque 2.8 Le niveau du test, ou sa sensibilité, est la probabilité de
rejeter Hy a tort :

a=supPy ((Xy,...,X,) €R).
0€Bq

La puissance du test est la fonction 5 : ©g — [0,1] définie par [ (0) =
P((Xy,...,Xn) €R). Le test est dit sans biais si
B(0) >,V € 0.

Dans la pratique, on va fixer un seuil o et on cherche une région critique
R telle que pour 6 € O,

P((X,...,X,) ER) = a.

La fonction de puissance est souvent difficile a déterminer explicitement.

2.9.1 Types d’erreurs

Lorsqu’on effectue un test statistique quatre situations peuvent se pré-
senter :

1. Rejeter H alors qu’elle est vraie : on dit qu’on comment une erreur de
premier espéce (erreur de type 1 ).

2. Accepter Hypalors qu’elle est fausse (erreur de deuxiéme espéce ou bien
de type 2.

3. Accepter Hy alors qu’elle est vraie.

4. Rejeter Hy alors qu’elle fausse.

Vérite
Décision Ho Hy
H H, H 1—« H [ erreur de deuxiéme espéce \
H H, H « erreur de premiére espéce H 1-p

2.9.2 Etapes de construction d’un test statistique

Choix de Hy et H;.

Détermination de la variable de décision.

Calcul de la région critique W en fonction de «.
Calcul de la puissance 1 — .

Calcul de la valeur expérimentale de la décision.

SR e

Conclution : rejet ou non rejet de Hy.
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2.9.3 Tests uniformément plus puissants

Définition 2.16 Etant donné deux tests ®, et Oy de niveau < o pour tester
Uhypothése Hy : 0 € Og contre Hy : 0 € ©1. Le test &1 est uniformément
plus puissant (u.p.p) que ®y ssi Y0 € Oy, 5, (0) > 55(0). Dans le cas ou
O, = {01} et © = {02}, on parle de test plus puissant (p.p). Dans un
premier temps, on supposera que Hy et Hy sont des hypothéses simples :

Hy: 0 =10y, Hy : 0 = 6,.S0it L(z1,...,x,;0) la fonction de vraisemblance
de (Xl, N 7Xn)

Définition 2.17 On considére des hypothéses simples ©y = {O}et ©; =
{91} Soit
L (I’, 91)

L (IL‘, 92) ’
le rapport de vraisemblance. On considére la famille de tests @y, dont la région
critique Ry, est de la forme :

‘/907 01 (:E) =

ng 92(1’) > k.

On appellera test de Neyman et Pearson tout test de cette forme. Dans
un test de Neyman et Pearson, on rejette Hy si L (x,01) > kL (x,00),
autrement dit, ”6; est plus vraisemblable que 6,".

Remarque 2.9 Pour toute fonction positive mesurable de R™, on a

Eg, (f(X)) = Eoy (f (X) Vo, 0, (X)) et By (£(X)) = Bg, (f 7 ‘91 <X>> |

Théoréme 2.4 (Lemvme de NEYMAN-PEARSON)

1. Soit a > 0, si D est un test de niveau o alors il est p.p. que tout autre
test de niveau < «, de plus il est sans biais.

2. Sia€]0,1], siles lois Py sont absolument continues, il existe ko, € R
tel que @y, est de niveau . Si les lois Py sont discrétes alors il existe
un plus petit k, tel que Dy, est de niveau < a.

3. Soit ® un test p.p. de niveau o alors V0 € {0y,0:},

Po(®(X) # Py, (X)etV(X) # k) = 0.
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2.9.4 Test paramétrique usuelles
(a) Test sur la moyenne d’une loi normale N (i, 0?)
o2 connu {g‘l’ Zzz? avec ji; > [4p. On utilise la variable de décision X.

W={zeeR"T>k},X ~N(u,0°/n).

PHO(W):CY:>PHO(7>]€):CB

g __
k= ﬁfb 1(071) (1 — )+ py-
Décision - T > k, on rejette Hy;

on ne rejette pas H.
2

— 0% inconnu : o2 est estimer par
FLL Sy ot
n—1i3
On a
MWXQ et T,-1 = X‘/L:O zy_u\/ﬁwswdent&(n—l)
02 no17h Aned (n—1)57 Sr2 '
(n—1)0?

Hy:p=pg, Hitp=py:

W ={z € R",|T\_,| > k}.

>k>:a.

Remarque sur les tests de la moyenne : Si la variable aléatoire parente X

ne suit pas une loi normale, les tests précédents s’appliquent encore dés que
n est assez grand (n > 30), en raison du théoréme centrale limite.

k est déterminé par

Py, (W) =a =P ('7;2“0\/5
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(b) Test sur les proportions :

Soit X une variable aléatoire observée sur une population et soit (X7, Xo, ..., X,,)
un n-échantillon extrait de cette population. On veut savoir si cet
échantillon de fréquence observée % f estimateur de p, appartient a
une population de fréquence py (sous Hp) ou a une autre population
inconnu de fréquence p (sous Hi).

Hy :p =po contre, Hy :p# po

>k},
K _

>kl =a=0DP n p0|> K =«
/P00 /P00

_ Poqo _1
k= (I)./\/l(O,l) (1—a) ”_n = q)N(o,l) (1—a) /pol—%.

2.9.5 Test et statistique exhaustive

On sait que £ = f ~» N (pg, \/22) sous Hy

K
W:{ZCGRn, — — Do
n

La considération d’une statistique exhaustive simplifie la recherche de la
région critique du test. S’elle existe une statistique exhaustive T" pour 6, de
densité g (¢,0) on a :

Les test de N-P se réduit alors

g (t7 61)
g (t7 90)

> k.

2.9.6 Test entre deux hypothéses multiples (test de
Lehman)

2.9.7 Famille & rapport de vraisemblance monotone

Si Hy est composite, le risque de premiére espéce est une fonction de 6,
et le niveau du test est :

a=supa(0),0) CR a(f) <a.
[ASSH
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Définition 2.18 Soit X1, Xs,..., X, un n-échantillon issu de X. La loi de
X est dite a rapport de vraisemblance monotone s’il existe une statistique T'
a valeur dans R tel que :

L (IE, 91)

L6 Joo.01 (1) -

Est une fonction monotone croissante de T si 6y < 6,
Cas des familles exponentielles

Inf(x,0)=a(z)q(0)+ A(0)+ B (z).

L({L‘,el) n

In 7y = 10000 = a O] L a (@) +nA (61) = 1A (0).

n
T = > a(X;) est une statistique exhaustive.
i=1

L(z,0 . . ) )
In Lgi’eég est une fonction monotone croissante en 7T si et seulement si

q(61) —q (o) >0
lorsque 6, > 6y i,e q doit étre fonction croissante de 6.

Remarque 2.10 Les lois de famille exponentielle vérifiant cette propriété
sont donc a rapport de vraisemblance monotone.

2.9.8 Tests bilatérales
Test de la forme Hy : 0 < 0, ou 6 > 05 contre Hy : 61 < 6 < 0.

Théoréme 2.5 (Lehmann) Soit X wune wvariable aléatoire de loi f (x,0)
et T wune statistique. Si la lot de X est a rapport de vraisemblance mo-
notone en T alors il existe un test uniformément le plus puissant de niveau
a donné dont la région de rejet est de la forme :

W={zeR" K, <t(z)<K)}.

Remarque 2.11 Les constances K et Ky sont déterminées par : Py, (W) =
a.

Test de la forme : Hy : 61 <6 < 6y contre Hy : 6 > 65 ou 6 < 6,

W={zeR,t(x)<cou t(x)>c}

Avec

«
]P)Ho (W) :Oé:>]P)91 (T<Cl) :sz (T>02) = 5
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2.9.9 Tests unilatérales

Test de la forme Hy : 0 < 0y contre Hy : 0 > 0.

Théoréme 2.6 Soit X une variable aléatoire de densité f(x,0) , sila loi
de X est a rapport de vraisemblance monotone en une statistique T, alors il
existe un test uniformément le plus puissant dont la région critique et de la
forme :

W= (xeR"t(zx)>k)

Tel que : Py, (W) = a.
Exemple 2.8 Soit X ~ B(p), X1, Xo, ..., X, un n-échantillon issu de X.

Tester :
Hy:p <pg contre, H :p > po,

on a :
f(xap) :px (1 _p)1—$7x € 071

lnf(:v,p):xlnlf +1In(1-p)
¢(p)=In——=Inp—In(l-p)
1 1
/
¢p)=—-+—>0 = ¢
P)=2+1—,

est croissant en p. D’ou la loi de B (p) est a rapport de vraisemblance mono-
tone en

T = Za(Xz) = ZXZ"
i=1 i=1
avec
W = {ZL‘ERTL,ZXZ'>I€Q}.
i=1
avec sous Hy : Y X; ~» B (n,po) tabulée, on trouve k, par : Py, (W) = a.

i=1
L’autre test unilatéral se détermine de la méme maniére : Hy : 0 > 6

Test de comparaison d’échantillons H; : 8 < 6y

W ={zeR"T(x)<ky}.
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2.9.10 Tests fondés sur le rapport du maximum de
vraisemblance

Définition 2.19 On appelle test du maximum de vraisemblance tout test
fondé sur la région critique

W = {ZE c Rn|sup9691 L(‘/E’ 0)} :

Sup@e@o L (l’, 6))

ot ko, est choisit tel que suplPy (W) = a.Dans le cas ot ©1 = O ,on consi-
[US(Sh
derera le test de région critique :

sup .
R =43 e ey Scoriewo) |
SUPgcoyL(x,0)

2.9.11 Test de comparaison d’échantillons

2.9.12 Test de Student et F.S pour des échantillons
indépendants

Etant donné deux échantillons de taille ny et ny. Peut-on admettre qu’ils
ont été prélevé dans une méme population relativement & la variable étudiée,
ces échantillons ayant-été prélevé indépendamment 1'un de 'autre ?

Exemple 2.9 Les résultats scolaires des filles et des gar¢ons sont-ils compa-
rables ? Les ampoules de l’entreprise A ont elles une durée de vie plus longue
que celle de l’entreprise B ?

Mathématiquement le probléme se formalise de la maniére suivante : on
observe sur le premier échantillon les réalisations d’une variable aléatoire X
de fonction de répartition F} (x) et sur le deuxiéme échantillon les réalisations
d’une variable aléatoire X, de fonction de répartition F ().

On test :
{ H() . F1 (.I') = F2 (I)
Hl . F1 ({L‘) 7é FQ (fL‘)

Remarque 2.12 En pratique on se contente de vérifier I’égalité des espé-
rances et des variances de X, et Xs.

(A) Cas des échantillons Gaussiennes : X; ~» N (my,0%), Xy ~ N (mg, 02).
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Les hypotheses reviennent a tester :

Hy:my=my et 02 =02 contre;

0 1 2 ;

. 2 2
Hy:mg #my et o] # 05

Le test va consister a tester d’abord les variances, si elles ne sont pas
significativement différentes a tester ensuite les espérances mathématiques

en admettant o, = o,.
(a) Test des variances de Ficher-Snédecor :

1 2 —\2 1 2 —\2
2 2
Sl == —Z (Xlz_Xl) 6tS2 == —Z (XQZ_XQ)
n1i=1 n2 =1
2 2
n1Sy 2 n2Sy 2
2 ~ n1—17 2 ~ an—l'
01 03
Sous H() .01 = 029.
msf
_ n1—1
F = ngSS Wf(nl—l,ng—l).
ng—1

Si 01 = 09, F' ne doit pas étre significativement différente de 1, F' sera
la variable

de décision.
W={xeR" f>kk>1},

f est une réalisation de F'.

Remarque 2.13 En pratique, on met au numérateur la plus grande
des deux quantités. Si
St

ny =ng =n, Fnl—l,ng—l = ?
2

Si le test aboutit 4 01 = 04, on passe au test des espérances

(b) Test sur les espérances de Student :

Supposons que 0; = g3 on a :

"235 X2

2
n1S7 2
~ X o —1)

2 ni—1° " 2
{X1W./\/—(m1,\/‘%). ¢ {sz2./\/<m2,\/%).

2 2
n151 + TLQSZ - X2
02 ni+ns—2
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mais

— 1 1
Xl—X2WN(m1+m2,J —+—)
ny N2

o étant connu, on utilise la loi de Student.
X1+ Xo — (m1 +mo)
Tn1+n2—2 =
\/(nlsf + HQSQZ) <n—11 + %

Sous Hy : my; = meo, la région critique est :

\/n1+n2—2.

W={zeR": |T| >k}

(B) Cas des échantillon non Gaussiennes :

Le test des variances F' n’est plus valable car 7;—522 - X2, mais pour n; et ny
assez grand, on applique la formule de Student que o; soit différent
ou non de os.

Remarque 2.14 On dit que le test de Student est “robuste” car il résiste
au changement de loi de Xy et Xo

Exemple 2.10 Soit X1, X,

..., X, unn-échantillon issu de X ~~ N (my,o%)
tel que :

1 n
n="77=142 8= (z; —T)* = 0.0114.
ny— 1,3

Soit Y1,Ys, ..., Y, un m-échantillon issu de Y ~ N (my,0?) tel que : m =

5,7 = %Zlyz =14.5 et

1 n
A ——— . — %)% = 0.05.
v m_lizl(y v)

Peut-on accepter que X et Y suivant la méme loi normale au niveau
a = 0.05.

Exemple 2.11 1. On test d’abord l’égalité des variance :
Hy : 02 = 02 contre Hy : 0 # 0%.Ce test est basé sur la statistique de
Ficher :on a :

52

2 2 Y
n—1)58 m—1)8 )
( 2) 1 Xg_lg ( 2) Y Xgl_l,F _ 0'22 .
01 0-2 SX

0.2

1
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Sous
2

S :
Hy: F = —=% ~ Fisher (m —1,n—1).

Sk
W ={(z,y) e R" xR™, f > k}.
S20.05
= — = 4.38.
/=g oo~

Py, (W) =a = Py, (F > k) =a = Py, (Fin-1,n-1) < k) = 1—a = 0.95.

Sur la table F' (4.6,0.95) on trouve k = 4.53 ou f = 4.38 < 4.53 = on

rejette pas Hy i.e : 0% = o3.

2. Test sur les moyennes :Hy : m; = mso contre Hy : my # my (test

bilattiral) on a : 03 = 03 = 0.

2

L’estimateur de o° est :
$o S (5 -X) (V-7
n+m-—2 |3 i=1
(m+m—-2)5? (n—1)8%+(m—1)5% 9
2 = 2 Xn+m—2'
o o
On a
. o2\ _ o2
XWN(m17—)7YWN(m2,_)
n
_ 1
X—Y’V‘-)N<m1—m2,0' —+_>
nom
X-Y
o %—i—#
> Lp4m—2
(n—1)S% + (m —1)5%
(n+m—2)o?

W ={(z,y) e R" x R™,|T| >t}
X-Y
+

T =

S|

1
m

n+m-—2 X-Y
(n—l—m—2)52_s /%+i'
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0.30
52 =0026 — S=016T=——— = 3.08,
' 0.16 - 0.47

Sur la table de Student :

P(|Thim—2| >t) =0.05 = t =222 = on rejette H,.
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Chapitre 3

Vraisemblance empirique

3.1 Introduction

La vraisemblance empirique est une méthode d’estimation inspirée de
la méthode du maximum de vraisemblance usuelle. La méthode de vraisem-
blance empirique a été principalement introduite par [Owen,(1988)], [Owen, (1990)]
et [Owen, (2001)], bien qu’on puisse la considérer comme une extension des
méthodes de calage utilisées depuis de nombreuses années en sondage (voir
[Deville et Sarndal, (1992)] et [Harteley et Rao, (1968)]). Cette méthode de
type non-paramétrique consiste a maximiser la vraisemblance d’une loi ne
chargeant que les données, sous des contraintes satisfaites par le modeéle.
[Owen, (1990)] a montré que I’on pouvait obtenir une version non-paramétrique
du théoréme de WILKS. Ce théoréme établit la convergence du rapport de
vraisemblance empirique vers une loi du &5, permettant ainsi de réaliser des
tests ou de construire des régions de confiance. Cette méthode proposée a été
généralisée a de nombreux modéles, lorsque le parameétre d’intérét est défini a
partir de contraintes de moments ([Qin et Lawless, (1994)], [Newey, (2004)]).

3.2 Vraisemblance empirique et bootstrap

Comparant la méthode de vraisemblance empirique avec celle de boots-
trap, les avantages principaux de la vraisemblance empirique découlent de
I'utilisation de la fonction de vraisemblance.

Contrairement & la méthode bootstrap, [DiCiccio et al., (1991)] a montré
que la vraisemblance empirique est corrigeable au sens de [Bartlett,(1937)],
ceci signifie que 'on peut corriger la statistique de test d’un facteur qui per-
met de faire disparaitre le biais du premier ordre. Ceci assure un meilleur
comportement & distance finie, puisque la différence avec le comportement
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asymptotique est réduit de O (n') & O(n=2). De plus, la vraisemblance per-
met de combiner des données qui proviennent de plusieurs sources avec des
différents plans d’échantillonnage. En général, la vraisemblance empirique
est facile & calculer par un probléme d’optimisation convexe pour lequel ’op-
timum global unique peut étre facilement trouvé par les moindres carrés
itérées.

Le bootstrap et la vraisemblance empirique peuvent étre combinés de
maniére efficace. Une maniére consiste a utiliser la vraisemblance empirique
pour déterminer la famille imbriquée des régions de confiance, et le bootstrap
pour choisir lequel utiliser pour un niveau de confiance donné. Les vraisem-
blances paramétriques et empiriques peuvent étre également combiné afin
d’avoir des solutions pour des certains problémes.

3.3 Pour quoi les méthodes conventionelles
ne s’appliquent-elles pas ?

Voici les méthodes existantes :

Vraisemblance paramétrique

On suppose une distribution normale N (u,0?) avec v = x = 0 et ne peut
donc pas étre utilisée pour tirer des conclusions sur 'asymétrie et 1’aplatisse-
ment. Lorsque les données ne sont pas distribuées normalement, les méthodes
basées sur la distribution normale donnent des conclusions asymptotiquement
fiables pour la moyenne p, en raison de la théoréme limite central, si la dis-
tribution des données a une variance finie. La vraie variance de la moyenne
de I'échantillon est 02 /n, I'estimation de la valeur de o se rapproche de la
vraie, puis les intervalles de confiance dont la largeur est basée sur la variance
estimée sont asymptotiquement fiable. Le comportement des méthodes théo-
riques normales pour la variance

0? = E[X — E(X)? pour X € R

est plus subtile. Contrairement a l’asymétrie et a I’aplatissement, la distri-
bution normale a un paramétre o2 pour la variance. La variance est généra-
lement estimée par une quantité non biaisée.

La distribution normale x = 0. Si la distribution de ’échantillonnage a
k = 0, alors le modele théorique normal n’utilise pas une estimation asymp-
totiquement correcte de nVar(s?), nVar(6?), et les intervalles de confiance
qui en résultent pour o2 ne s’approchent de leurs niveaux de couverture no-
minale & mesure que n augmente. Si la distribution normale est inadéquate,
peut-étre qu'une autre distribution est meilleure.
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Il serait difficile de trouver une famille paramétrique qui corresponde aux
données et aussi de 'asymeétrie et de ’aplatissement qui peuvent varier libre-
ment. Il serait encore plus difficile de famille paramétrique finda dans laquelle
les déductions pour 'asymeétrie et ’aplatissement étre fiable, méme si les don-
nées ne proviennent pas d’'un membre de cette famille paramétrique. Il serait
difficile de trouver une famille paramétrique qui corresponde aux données
et aussi de 'asymétrie et de ’aplatissement qui peuvent varier librement. Il
serait encore plus difficile de famille paramétrique finda dans laquelle les dé-
ductions pour I'asymétrie et 'aplatissement étre fiable, méme si les données
ne proviennent pas d’un membre de cette famille paramétrique.

Rappel

Rapplez-vous les mesures d’asymétrie (symétrie) et de kurtosis (lourdeur
de la queue) :

, E{(X - EX)’}
Asymeétrie : v = 577
{Var(X)}
et .
EF{( X —-—FEX
kurtosis : = {( 2) } —
{Var(X)}
Bootstrap

difficile de choisir la région de confiance & partir d’un nuage de points com-
posé d’'un grand nombre d’estimations bootstrap pour (v, k) .par exemple,
étant donné 1000 estimations bootstrap pour (7, k), idéalement une région
de confiance a 95 % devrait contenir 950 centimes points trals. en pratique,
nous limitons aux régions rectangle ou ellipse afin de faciliter I’estimation.

3.3.1 Estimation de v et «

Soit .
y = 7’L_1 Z Xi>
i=1
et
F=m-1" > (X-X)>
1<i<n
alors

N i LS T
7_n&?’ — <Xz X) 7 K—n&4Z(Xz X) ’

comment trouver des ensembles de confiance pour (v, k) 7
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Dans cette section, nous définirons [ (y, k) comme le log fonction de vrai-
semblance empirique de (7, ), la région de confiance pour (v, k) est définie
comme {(v,k):1(y,k) > C}, ou C > 0 est une constante déterminée par
le niveau de confiance, c’est a dire

Pl(v,r) >C]=1-a.

3.4 Introduction ala vraisemblance empirique

Définition 3.1 Soient X1,..., X, € R. La fonction de distribution cumula-
tive empirique (ECDF) de Xy, ..., X, est

1 .n
F(a:):EQIXin, avec — 00 < T < 00.
=

Idée de base : supposons que F' est une distribution discrete sur {xy, ..., z,, }
avec
pi=F(x), i=1,..,n

Ou .
pi>0,y pi=1
=1

Quelle est la fonction de vraisemblance de {p;} et qu’est-ce que le MLE ?
depuis
p{Xi =1, ... Xp, = T} = P1.--Pn,

La vraisemblance est :
L(p1y ey pn) = LP15 s P X) = [[12, Pi
Qui est appelé une vraisemblance empirique.

Remarque 3.1 Le nombre de paramétre est le méme que le nombre d’ob-
servations. Notez que

n 1/n 1 - 1
(Hz:lp) - n Zzlp n
Pégalité est valable si py =...=p, =1/n si p; =1/n,on a

L(pla >pn7X) S L(ﬁl? 713717X)
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pour tout p; > 0et Y " p; =1 d’ou la MLE basée sur vraisemblance
empirique, qui est appelé 'estimateur empirique du maximum de vraisem-
blance (MELE), met une masse de probabilité égale 1/n sur les n valeurs
observées x1, To, ..., Tp.

Exemple 3.1 Trouver le MELE pour jn = E [x1] correspondant au EL

M= szxz - ,U/(pla “'7pn))
=1

Donc le MELE pour . est

fi = 1(pr, o) = X.

1. MELESs sans plus de contraintes sont simplement la méthode des esti-
mateurs, qui ne sont pas nouveaux.

2. La vraisemblance empirique est un outil puissant pour traiter les hypo-
theses et les intervalles estimation de valeur dans une matiére non para-
meétrique basée sur la tradition de vraisemblance, qui implique d’évaluer
les MELE sous certaines contraintes supplémentaires.

3.5 Inférence de vraisemblance empirique pour
les moyennes

Soit X7, ..., X, un échantillon aléatoire d’une distribution inconnue.
objectif :  tester 'hypothése sur p = E(X;), ou trouver des intervalles
de confiance pour .

3.5.1 Ratios de vraisemblance empirique (ELR)
Rappel
Théoréme 3.1 (WILKS,1938)

Si @0 C @, dimO = k, dlm@o = Z, et

SUPgeg, L(0)

LRy = (eqwilks1)
SUDPgeco,L(0)
Alors, sous Hy : 0 € ©g quand n — oo
—2log LRy = (K —1). (eqWilks2)
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D’oul la région de niveau asymp.«
{—2log LRy > R} ou P [\*(k—1) > 1] = a. (eqWilks3)

Corollaire 3.1 une région de confiance pour 0 (de niv asymp. 1 — «) est

{0/ —2logLR(0) <r} ot LRy= L) (eqWilks4)

Et

P [x*(k) > r] = o

En inférence paramétrique, nous pouvons fonder les tests d’hypothése et
les régions de confiance sur le rapport de vraisemblance, si L(n) est beaucoup
plus petit que L (7)), alors nous rejetons ’hypothese est 7, = 7, et exclure de
notre région de confiance pour 7,. Théoréme de WILKS[Wilks,(1937)] prouvé
que 2log (L (ny/L (7)) tend vers une distribution lorsque n — oo, dans les
conditions de régularité modérées, nous permettons de décider a quel point
L (n) doit étre pour que soit rejeté, les degrés de liberté dans la distribution
sont généralement égales a la dimension de I’ensemble des valeurs n quand on
veut un intervalle de confiance pour 6 nous prenons I'image d’une confiance
pour 7, c’est :

{0(n) | L(n) =cL (D)},

Ou c est le seuil qu’il choisit en utilisant le théoréeme de WILKS avec degrés
de liberté égal a la dimension de l’ensemble des valeurs €, nous pouvons
également utiliser comme base les ratios de probabilité de la vraisemblance
non paramétrique comme base d’hypothése tests et intervalle de confiance,
pour une distribution F', définir

D’apres la vraisemblance non paramétrique L (F'). Supposons que nous
soyons intéressés par un parameétre § = 7' (F') pour une fonction 7" des distri-
butions, ce F' est un membre d’un ensemble F des distributions dans certains
cas, nous pouvons prendre F comme ’ensemble de toutes les distributions
sur R, plus souvent nous utilisons un plus petit ensemble de distributions,
définir la vraisemblance profile fonction de rapport

R(0)=sup{R(F)|T(F)=0,F € F}
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5.0 5.2 54 5.6

FiG. 3.1 — Profile de vraisemblance empirique

Les tests d’hypothese de vraisemblance empirique rejettent Hy : T (Fp) =
0, lorsque R(fy) < 19 pour une valeur seuil ry. Les régions de confiance de
vraisemblance empirique est de la forme :

{01 R(0) = o},

Dans de nombreux contextes, le seuil ry peut étre choisi en utilisant une
vraisemblance empirique théoréme (ELT), un analogue non paramétrique du

théoreme de WILKS[Wilks,(1937)].
On considére ’hypothése

Hy:p=puy & Hy:p# py.
Soit L(p1,...,pn) = ], pi, nous rejetons Hy pour les grandes valeurs de 'ELR

max L(p1,....pn)  L(n7' .. ,n7")

ma‘XHO £(p1a7pn) L(ﬁhaﬁn)

ou {p;} sont les MELE contraints pour {p;} sous Hj.

1. Comment trouver {p,)} 7
2. Quelle est la distribution de T sous Hy ?

41



Les MELE contraints p; = p;(py) ot {p;(1)} sont la solution de la maxi-
misation de probléme soumis aux conditions

max »  log p;,
{pi} i=1
Si

n n
Di > O,sz‘ = 1;2]71‘% =
i1 i=1

La solution au probléme ci-dessus est donnée dans le théoreme ci-dessous,
notez que

T(1) = min (@) < Zpixi < mz‘aX (x;) = Z(n)-

(2
i=1
I est donc naturel que nous ayons besoin de x(1) < p < x(,).
Théoréme 3.2 Pour i € (x(l),x(n)) ,

B 1
S = A p)

pi(p) >0, 1<i<n, (3.1)

Ou A est la solution unique de I’équation

- Li TR
2 32

J=1

Dans I'intervalle (n/ (Xay — p) ,n/ (Xwm) — n))-
Preuve: Nous utilisons la technique du multiplicateur de Lagrange pour
résoudre ce probleme d’optimisation, mettre

0= Stosn+0 (L= 1) 2 (S
en laissant les dérivées partielles de () et p;, 1) et X égales 4 0, on a
pit YA =0 (3.3)

> pi=1, (3.4)

i

Zpil'i = I, (3.5)

i
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par 'équation (3.3),
pi =—1/ (Y + Azy) (3.6)

donc, 1 + ¥p; + Ap;z; = 0, ce qui implique v = — (n+ Au), ceci avec
I'équation (3.6) implique ’équation (3.1) ,ensuite par I’équation (3.1) et I'équation (3.5)

Zn—kfﬂ;—ﬂ) e >0

Il résulte de 'équation (3.4) que

M:MZPi:Z#

i (v — )’

Ceci avec (3.7) implique (3.2).
Soit maintenant g (\) la fonction sur le LHS de I’équation (3.2), alors

i _ (zi — )
RA D D e vy

Donc g (\) est une fonction strictement croissante. On remarque que

2

lim g(A) =00 , lim g(A) = —o0,
Atn /(X (ny—n) Mn /(Xay—n)

Donc g (\) = 0 a une solution unique dans I'intervalle,
1 1
>0, >0
n—X(Xa)—n) n—=X(Xe —p)

Et 1/{n—X(x — )} est une fonction monotone de X, il considére que
pi (1) >0pourtout 1 <i<n. m

Remarque 3.2 Lorsque p =X, A\=0, et p; (n) =1/n,i=1,...,n.

a) Il peut étre affiché pour u, E (x;), et n large
1 1
pi(:u) ~— T— )
nl+ ok (z —p)

o]

b) Nous pouvons voir



Comme une vraisemblance empirique de profil pour p. hypothétiquement
1 — 1 un parameétre transformation de {p1,....,p,} en {p, 01, ....,0,_1}.
alors

L () =maxL(p, 61,....,0, 1) =L {,u, 0, (1), .oy 0, 1 (,u)} .

c) La fonction de vraisemblance L (1) peut étre calcul utiliser R-code, le
théoréme asympototique pour les testes classique du rapport de vrai-
semblance (c-a-d le théoreme de WILKS) est valable pour les tests
ELR. Soit X7, ..., X,, iid et u = E(X). tester

Hy:p=py & Hy:p#pg

La statistique ELR est

T o max L (p1,...,Pn) :(1/n)"
ma'XHOL(pla"'apn) L(MO)
= Hz’—lnpi—(uo)_ni—l{l n(z No)}‘

Ou A est la solution unique de

n

Z Lj — Ho —0.
n—

j=1 A (x] - /’LO)

Théoréme 3.3 Soit F(X?) < oo puis sous Hy,

- A
—2logT = QZlog{l — — (= _,U0>} — XL
n

i=1

Preuve: (Esquisse) Sous Hy , ' (X;) = . par conséquent, 1, est proche
de X pour les grandes n, d’ou le A\, ou plus précisement \, = A/n est petit,
qui est la solution de f (A,) =0, ou

n

_ 1 Tj — Ho
f()\n)_ﬁizll—)\n(xj — o)

Par une simple expansion de Taylor f (\,) ~ f (0) + f (0) A,. Impliquant

G- TR
AW—f,(O)——(X—uo)/{Ez(xj bo) }

J
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Maintenant,

2logT ~ 2) {—An () = po) = =7 (@ —uo)2}

Q

Par le LLN,
Y (@ — ) — var (Xy),

Par le CLT, o
Vi (X = py) — N (0,var (X1)).

Dans distribution, d’ou -2log T — 5} en distribution. m

3.6 Intervalles de confiance pour u

Définition 3.2 Pour un « € (0,1) donné, puisque nous se rejetterons pas
Uhypothése nulle Hy : j1 = pg si 2logT < &

, 11—«

ol {%% < l—a} = 1—a, pour a = 0.05, s, , = 3.84, d’ott un
100 (1 — &) %, l'intervalle de confiance pour p est

{n: =2log {L(m)n"} <54, .} = {u Py logp; (1) > =055, — nlogn}

= {u : Zlog (np; (1)) > _0-5%%,1—a} :

Exemple 3.2 On consideére les données de Darwin : gains en hauteur des
plantes grace a la fertilisation croisée. X = hauteur (Traveser-F) hauteur
(Soi-F). il y a 15 observations :

6.1,-8.4,1.0,2.0,0.7,2.9,3.5,5.1,1.8,3.6,7.0,3.0,9.3,7.5, —6.0.
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L’échantillon signifie X = 2,61 et l'erreur standard s = 4, 71.

Le gain est- il significatif ¢

Intuitivement : oui, si les observations négatives —8.4 et —6.0 n’existent
pas.

Soit 1 = E(X;) et formulons les hypothéses comme

Hy:p=0 contre Hy:p>0.

1. Approche standard : supposons que { X1, ...., Xi5} est un échantillon aléa-
toire de NV (i, 0%) , le MLE est

A

=X = 2.61, la statistique du test ¢ est
T =+/nX/s=214.

Puisque T" = t(14) sous Hy, la valeur de p est 0.06 significative mais pas
écrasante.

N (u, 0%) est- il une hypothese appropriée ? Car les données ne semblent pas
étre normales (avec une queue gauche lourde)

2. Considérons une famille normale généralisée

27 1-1/k 1| X —p
Felelno) = —— _exp {——]

T(A+1/k)o 2

qui a la moyenne pu, lorsque k = 2, c’est N'(u, 0?), pour trouver la vraisem-
blance de profil de i, le "MLE" pour o est

k n

~k ~ k k
& 6 (1 __E X, — ul”.
() Qni_1| |

3.7 Vraisemblance empirique pour des vec-
teurs aléatoires

Nous considérons les vecteurs aléatoires indépendants X; € R? pour
d > 1, en supposant qu’ils ont une distribution commune Fj. Il n’est plus
pratique pour décrire Fy par une fonction de distribution cumulative, les di-
mensions d étant le long de laquelle il faut cumuler. Nous décrivons plutot
des distributions par les probabilités qu’ils attachent aux décors. Ainsi, F'(A)
signifie P(X € A) pour X ~ F et A C R%. Nous laissons 4, indiquer la dis-
tribution sous laquelle X = x avec une probabilité de 1. Ainsi §,(A) = 1 ea.
Nous constatons toujours que la distribution plagant la probabilité 1/n sur
chaque observation est un NPMLE, sous de légers changements de notation.
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Définition 3.3 Soit X1, ..., X,, € R?. La fonction de distribution empirique
(EDF) de X, ..., X, est

1

Définition 3.4 Etant donné Xy, ..., X,, € R, supposé indépendant avec DF
cumulée Fy, la vraisemblance non paramétrique de la DF F' est

L(F) = [Liey FIXG}):

Ici, F({X;}) est la probabilité d’obtenir la valeur X; dans un échantillon de
F.

Il s’agit d’une interprétation tres littérale de la vraisemblance.

Théoréme 3.4 Soit X, ..., X, € RY des variables aléatoires indépendantes

avec un commun DF Fy. Que F,, soit leur EDF et que F' soit n’importe quel
DF. Si F = F,, alors L(F) < L(F},).

3.7.1 EL pour les moyennes multivariées

Définition 3.5 La vraisemblance empirique du profil pour p = E(X;) est

£<:U’) = {ma‘XH?—lpi s Di Z O?sz = ]-JszXZ = Iu} ,

Ou p; () est le MELE de p; avec la contrainte supplémentaire E(X;) = u.
définir 'ELR

T=T ()= 5(1/2’@3 ) 3T, e ()}

Théoréme 3.5 Soit Xi,...., X, et d x1 id avec p moyenne et matrice de
covariance finie y , avec |> | # 0. Quand n — oo,

—2log T{(p)} = =2) _ log {npi (1)} — A;.
i=1
En distribution.
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Remarque 3.3 1. Le cas ou |Y | = 0, il existe un entier ¢ < d pour le-
quel, X; = AY; ouY; est un gx 1 variable aléatoire telle que |Var(Y;)| =
0, et A est une d xq matrice constante. le théoréme ci-dessus tient tou-
jours avec la distribution limite remplacée par xﬁ-
2. L’hypothése nulle Hy : pn = g sera rejetée au niveau de signification o
881 :

> “log {npi (o)} < —0.5x5 (1 — @),
=1
Ou
p{<xi(1l-a)=1-a

3. Une région de confiance de 100 (1 — «) % pour p est :

{u 2 ) log {npi (1)} > —0.5x7 (1 — a)} :

=1

4. Calibration bootstrap : puisque (1) et (2) sont basées sur un résultat
asympototique quand n est petit et grand sz, 1_,, Peut étre remplacé
par la valeur [Baj-éme parmi 2logTy,...,2log T}, qui sont calculés
comme suit :

a. Dessinez I’échantillon iid X7, ..., X a partir de la distribution uniforme
sur { Xy, ..., X,,} . Laisser

T =1/ 11", {npt (X))}

o X = (1/n) Y7, X, et p! (1) est obtenu de la méme maniére que p; (i)
avec { Xy, ..., X,,} remplacé par {X7,..., X}
b. Répéter (a) B fois, notez les valeurs B de T* comme T7, ..., T}.

c. Calcul de p; (i) : hypotheése : |[Var(X;)| = 0 et u est un point intérieur
de la coque convexe enjambé par les observations , & savoir,

e {szfﬂz tpi > Oazpi = 1} .
i=1 i=1

cela garantit que les solutions p; (1) existent, nous résolvons le probléme en
3 étapes.

i. Transformer le probléme & n dimensions contraint en une dimension &
contraint probléme.

ii. Transformer le probléme contraint en un probléme non contraint.

48



iii. Appliquer un algorithme de [Newton MA et Raftery(1994)], laisser

L) = logL(u) = logpi ()

= max {zn:logpz‘ L pi > O;Xn:pz‘ = 1>zn:piXi = M} :
=1 =1 =1

Etapel : similaire un précédent théoréme 1, la méthode du multiplicateur
lagrangien implique

X, -
> - — (Xz-ﬂ— =0 (3.8)

Par conséquent

L) = =D log{n—Ar (Xi =)} =M ().

9 o
ﬁM (A) = 0 conduit a (3.8), et
MO = X=X
M = = (X —p)

=1

Ainsi M (+) est une fonction convexe sur tout les ensembles connectés satis-
faisant
n—A (X; —p)>0 i=1,...,n. (3.9)

de (3.9) et (3.8) on trouve Y . ,p; (1) = 1 la dimension n d’origine le
probléme d’optimisation est équivalent & un probléme d-dimensionnel
de minimise M (-) soumis aux contraintes (3.9). Soit H, l'’ensemble
composé de toutes les valeurs de A satisfaisant

n—Ar (X; —p)>1, i=1,..n.
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alors H, est un ensemble convexe dans RY, qui minimiser de la fonction
convexe M (A). malheureusement M (A\) n’est pas défini sur les en-
sembles :

{A: n—=A (X; — p)=0} i=1,2,...,n

Etape 2 : On étend M () en dehors de H,, telle sorte que c’est toujours une
fonction convexe sur la ensemble R? définir

B log z, z2>1
log, (Z)—{ 1542:-0522, z<1

11 est facile de voir que log, (z) a deux dérivées continues sur R.

M, (\) == log, {n—Ar (X; —p)}.

Alors
M, (X)) =M (\) sur Hy, et M, (\) et M (N).

Sont le méme minimiseur qui est la solution de (3.8).

Etape 3 : nous appliquons un algorithme de [Newton MA et Raftery(1994)],
pour calculer A de maniére itérative :

Mo = M~ I (W)} B ()

une valeur initial \g = 0, correspondant a p; = 1/n.

3.7.2 EL pour des fonctions réguliéres des moyennes

Les méthodes empiriques de vraisemblance pour la moyenne nécessitent
quelques modifications du travail pour d’autres paramétres comme la va-
riance. La variance de X est la moyenne de (X — ) dans laquelle y, la
moyenne de X, est généralement inconnue. Si nous connaissions y, nous pour-
rions alors former (X; — p1)” et construire une fonction de rapport de vraisem-
blance empirique pour leur moyen commun. Nous envisageons ici d’étendre
les inférences empiriques de vraisemblance aux statistiques qui peuvent étre
écrites comme des fonctions lisses d’un vecteur & dimensions finies de moyens.

L'idée de base : Soit Y7, ..., Y, iid des variables aléatoires de variance o2,
notez que

B(Y2) - () = h().

oupu = E(X;) et X; = (Y;,Y?), on peut déduire un intervalle de confiance
pour o2 de cette de p.

0_2
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Théoréme 3.6 Soit X1, ..., X,, des variables aléatoires d X 1 id de moyenne
o et (Var (X)) =0, soit 0 = h(u) une fonction lisse de R? — RY ou g < d,
et 0y = h(ug). nous supposons que :

00

T —_
lete |¢0,Gfa/ﬂ,

Pour tout r > 0, soit

Crr = {M : Z(npi (1) > —0-57“)} 7

et
Csp = {00+ G (1 —pg) : pp € Crp} s

Alors comme n — o0,
p(f € Cs,) — P(Xg <r).

Remarque 3.4 [’idée de [’étalonnage bootstrap peut également étre appro-
priée ici :

1. Dans plus de condition,
p(0€ C2,T) - P(Xi <r) ou Coy = {h(p):pe Cl,r} .

2. Cy, est un ensemble de confiance réalisable, tandis que Cs, ne l’est pas
puisque [, et Oy sont inconnus en pratique. Notez que v proche de ),

0o + Gk + o) = h(p).

3. En général
p (M € Cl,r) S p<0 S C'2,7*'

4. Par le théoréeme,
peC,)—p(xi<r).

5. La fonction de vraisemblance empirique du profil de 0 est :

L(0) =max {[[_, pi () : h(p) = 0} = max {H?:l pi:h (ZPQ@) =0, Zpi = 1} .

Qui peut étre calculé directement en utilisant la méthode du multiplica-
teur de Lagrange, [’ordinateur et plus impliquée pour h non linéaire.
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FiG. 3.2 — Le graphique de gauche montre la valeur de 'indice S&P 500
pendant 256 jours de négociation.celles-ci les valeurs ont été converties en
255 retours logarithmiques. Le graphique de droite montre un graphique QQ
de ces retours sur I'indice S&P 500

Exemple 3.3  Indice boursier SEP 500 du 17.8.1999 au 17.8.2000 (256
jours de bourse ). Soit'Y; le priz le i-éme jour

X = IOg(YE/YiA) ~ (Y; - Y;fl) /Y;—l,

qui est le rendement, c’est - a - dire le pourcentage de variation au iéme jours,
en évaluant X; iid , nous construisons des intervalles de confiance pour la
volatilité annuelle o = {255V ar(X;)}"/?. L'estimateur ponctuel simple est

255

1/2
R 254 —\2
&= {ﬁz (X; — X) } = 0.2116.

=1

Les intervalles de confiance a 95% pour o 'approche d’approximation nor-
male est [0.1950; 0.2322] et pour la méthode EL est [0.1895; 0.2422] . L’in-
tervalle de confiance EL est 41.67% plus large que lintervalle basé sur une
distribution normale, ce qui refiéte le fait que les rendements ont une queue
plus lourde.
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3.8 Estimation des équations

Les équations d’estimation constituent un moyen extrémement souple de
décrire les parametres et les statistiques correspondantes. Pour une variable
aléatoire X € R? un paramétre § € R?, et une fonction a valeur vectorielle
m(X,0) € R® suppose que

E[m(X,8)] = 0. (3.10)

Le réglage habituel a p = s et ensuite, dans les conditions on m (X, )
et éventuellement sur F, il y a une solution unique ¢. Dans ce cas juste
déterminé, la vraie valeur #, peut étre estimée en résolvant pour 6.

=S " m(X;,6) =o. (3.11)

Pour écrire une équation vectorielle (3.10), nous prenons m (X, 6) = X —
0, et 'équation (3.11) donne 6=X.

Pour p (X € A) prendre m(X,0) = 1xc 4 — 6.Pour un scalaire distribué
en continu X et 0 € R, la fonction m(X,0) = 1x<y —

deéfinit  comme le quantile o de X. L’équation (3.11) est connue sous le
nom d’équation d’estimation, et m (X, 0) est appelée fonction d’estimation.
La plupart des estimateurs du maximum de vraisemblance sont définis par
I’estimation des équations, ainsi que certaines statistiques robustes connus
sous le nom de M-estimateurs.

En économétrie, un intérét considérable est attaché au cas surdéterminé
avec s > p. Entrées avec s > p le fait que (3.10) tienne est une particularité de
F et constitue une information secondaire importante. Méme lorsque (3.10)
est valable pour la vrai Fy, il ne tiendra pas normalement pour le NPMLE
F , dans lequel le cas (3.11) n’a pas solution. La méthode généralisée des
moments cherche une valeur ¢ qui s’en rapproche a la résolution (3.11). Une
approche de probabilité empirique de ce probléme, décrite dans le cas sous-
déterminé s < p canaux ou étre utile. Les points (3.10) et (3.11) pourraient
alors ont chacune un ensemble de solutions dimensionnelles s — p de valeurs
6. Certaines fonctions de 6 peuvent étre déterminés avec précision a partir
des données, alors que d’autres ne le seront pas, la probabilité empirique et
les équations d’estimation sont bien adaptées I'une a ’autre.

La fonction de rapport de vraisemblance empirique pour 6 est définie par

R(#) = max {Hi:1 nw; / Zwim (X;,0) =0,w; > O,Zwi = 1} . (3.12)
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3.8.1 Généralisation

Soit X7, ..., X, iid & partir d’une distribution F'. Nous nous intéressons a
une caractéristique 0 = 0 (F') , qui est déterminé par 1’équation

Elm (Xy,0)] =0,

Ou 0 est un vecteur ¢ x 1, m est une fonction & valeur vectorielle X;.
Par exemple

1.0=F[X]si m(X,0)=X—0.

2. 0 =E [X}] si m(X,0) = X" —0.
3.0=p(X,€A) si m(X,0)=1(XeA)—0.
4. 0 est le quantile si m (X,0) = I (X < 0) —a.

Un estimateur naturel pour 6 est déterminé par I’équation d’estimation

%Zi;m (a; é) —0. (3.13)

De toute évidence, dans le cas ol F' est dans une famille paramétrique et
m est la fonction de score, 0 est l'ordinaire MLE.

Le cas déterminé g = s : 0 peut étre déterminé uniquement par (3.13).

Cas déterminé ¢ > s : les solutions de (3.13) peuvent former un ensemble
(¢ — s) dimensionnel.

Cas déterminé ¢ > s : (3.13) peut ne pas avoir de solution exacte, solu-
tions approximatives sont recherchés, un tel exemple est ce qu’on appelle
la méthode généralisée d’estimation des moments, qui est trés populaire en
économétrie.

Exemple 3.4 Soit {(X;,Y;),i=1,..,n} un échantillon aléatoire. trouver
un ensemble d’équations d’estimation pour estimer v = [var(Xy)/var (Y1)].
Pour estimer 7y, nous devons estimer uy = E(X1), py = E (Y1) et o?mettre

Or = (px, py, 0%, 7) et
mi (XY, 0) =X —pux , me (X,Y,0) =X — p,
my (X,Y,0) = [(Y — p,)* — o}]
ma (X,Y,0) = [(Y — px)? — o37].

et m = (my, ma, mz,my)" alors E {m (X;,Y;,0)} = 0 conduisant a I’équa-
tion d’estimation.

Remarque 3.5 L’estimation de la méthode d’équation ne facilite pas les
tests d’hypothése de lintervalle estimation pour 6.
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3.8.2 El pour estimer les équations

La fagon la plus répandue de définir les équations d’estimation est peut-
étre des vraisemblances paramétriques. Supposons que :

9(X,0)

= O yog f(X,0) = e

pour une fonction de densité de probabilité f(X,0), avec le parameétre 6, et
le gradient ¢g(X,0) par rapport a 6. Ensuite, I’équation d’estimation (3.13)
est appelée équation de score et m est la fonction de score. La résolution de
I’équation de score (3.13) est la méthode habituelle que le MLE paramétrique
0 est trouve. Il existe parfois une solution unique 0 d’autres fois, il y en a
plusieurs. Les inférences paramétriques de vraisemblance sont alors centrées
sur une racine cohérente, mais pas nécessairement unique 0 de I’équation de
score. En particulier il n’est pas nécessaire que X; ait une densité de probabi-
lité de la forme f (X; ) pour tout 6. La quantité que 0 estime peut conserver
une certaine interprétabilité, malgré les petites des écarts (et parfois malgré
des écarts importants) par rapport au modéle paramétrique le motivant.

objectif : construire des tests statistique et des intervalles de confiance
pour 6.

La fonction de vraisemblance empirique du profil de 6 :

L(f) = max {Hi:1pi : Zpim(Xi,H) =0,p; 2 O,Zpi = 1} :

i=1 =1

Théoréme 3.7 Soit Xy, ..., X, iid, m (X,0) une fonction de valeur vecto-
rielle s X 1, supposons que

E[m (X1,00)] =0, | var(m(Xy,0q) |=0

Quand n — oo,
—2log {L (6y)} — 2nlogn — x°.
En distribution.
Le théoréme ci-dessus s’applique dans tout les cas déterminés, sous-déterminés

et surdéterminés.

1. En général, L (0) peut etre calculé en utilisant la méthode pour EL
pour signifie traiter m (X;, #) comme un vecteur aléatoire.
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2. Pour 0 = 0 qui est la solution de

1« ;
=N m(X,0)=0, L (9) = (1/n)".
n
i=1
3. Pour @ déterminé par E {m (X;,0)} = 0, nous rejettons I’hypothese
nulle Hy : 0 = 6 ssi :
log {L (6o)} +nlogn < —0.5x3 | .

4. Tout (1 — «) ensemble de confiance pour  déterminé par E[m (X1, 0)] =
0 est :
0 :log{L(0)} +nlogn > —0.5x> _,.

Exemple 3.5 (Intervalles de confiance pour les quantiles) X, ..., X,, soit iid
pour un o € (0,1) donné, Laisser

m(X,0,) = (X < 0,) — a.

Alors E{m(X;,0,)} = 0 implique que 6, est le q-quantile de la distribu-
tion de X;. Nous supposons la vraie valeur de 0, est comprise entre X, et
X(n). L’équation d’estimation

i m(Xi,@a> = i](Xi <0, —na=0
i=1

=1

implique 0, =X (na), O X(;) représente la i-éme plus petite valeur parmi
X4, ..., X,. Soit

i=1 i=1

L(0,) = max {H;;lpz- > il (Xi <) =a, pi>0,) pi= 1} .
Un intervalle de confiance (1 — ) pour le quantile « est
On = {00 : log (L (0,)) > —nlogn — 0.5x7,_4} -

Remarque 3.6 L (9a> = (1/n)" > L(0,) pour tout . 1l est toujours vrai

que 0, € O,. En fait L (0,) peut étre calculé explicitement comme suit
r=r(0,) Uentier pour lequel

Xi <04, pouri=1,...,r.
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X >0o, pouri=r+1,..,n

Donc

L(0,) = max ﬁpiipiZO,zT:piza,zn:pz‘zl—a}

Par conséquent
0 = {0a:log(L(0.)) > —nlogn—05x7, 4}

1 —

n—r

qui peut également etre dérivée directement sur la base d’un test de rapport
de vraisemblance pour une distribution binomiale .
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Chapitre 4

Applications sur la régression
linéaire

4.1 Introduction

Cela fait vingt ans que [Owen, (2001)] a publié¢ son article fondateur
[Owen,(1988)] qui a introduit la notion de vraisemblance empirique (EL). De-
puis lors, il y a un riche corpus de littérature sur la nouvelle idée de la formu-
lation de versions non paramétriques vraisemblance dans diverses définitions
d’inférence statistique, Il y a eu deux grands points de vue sur la empirique.
Le premier avis a été donné par [Hall et al., (1999)] dans les premiéres an-
nées de la méthode EL, qui résumait certaines propriétés clés de la méthode.
Le second était le livre de 'inventeur de la méthodologie [Owen, (2001)], qui
fournissait un apercu complet jusqu’a cette date. Le corpus de littérature
empirique sur les résultats augmente rapidement, et ce serait une téache ar-
due de passer en revue le champ entier dans un document de revue comme
celui-ci. Nous avons donc décidé de concentrer notre examen sur la régression
en raison de son importance dans référence. Les modeéles de régression exa-
minés dans cette revue couvrent des parameétres paramétriques, modeles de
régression métrique et semi-paramétrique. En plus du cas de complétement
données observées, nous tenons également compte des données manquantes
et censurées dans cette revue. La méthode EL [Owen,(1988), Owen, (1990)]
est propriétaire de son large usage et de ses recherches rapidement a un cer-
tain nombre d’avantages importants. D’'une maniére générale, il combine la
responsabilité des méthodes non paramétriques avec 'efficacité de I’approche
de la vraisemblance. Il donne des régions de confiance qui respectent les li-
mites du soutien du pays cible rameuter. Les régions sont invariantes sous
les transformations et se présentent souvent mieux que régions de confiance
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reconnues sur la normalité asymptotique lorsque la taille de I’échantillon est
petite. De plus, ils sont de forme et d’orientation naturelle depuis les régions
sont obtenues par contourner un rapport de vraisemblance logarithmique, et
ils ne nécessitent pas souvent de I'attention de la variance, depuis I’étudianti-
sation est réalisée en interne via la procédure d’optimisation. La méthode EL
est intéressante non seulement pour obtenir des régions de confiance, mais
elle a ses attractions uniques dans les parameétres et la formulation de la
qualité de I'ajustement tests.

4.2 Reégression paramétrique

Supposons que nous observons un échantillon d’observations indépen-
dantes {(XT,Y)T}" |, ou chaque Y; est considéré comme la réponse d’'un
plan d-dimensionnel (covariable) variable X;. L’intérét préalable est ici dans
la fonction moyenne conditionnelle (régression fonction) de Y; étant donné
X;. On distingue le design X; soit fixe ou aléatoire. Malgré la régression est
généralement associée a des plans fixes, pour faciliter de présentation, nous
concentrons sur des designs aléatoires. La vraisemblance empirique ’analyse
de la hotte pour les conceptions fixes peut généralement étre étendue en
régularisant dessins.

Considérons d’abord le modeéle de régression paramétrique suivant :
Y =m(X;,0) +¢e;, pouri=1,..n, (4.1)

ou m(X;, 5) est la fonction de régression connue avec une p-dimension
inconnue (p < n) parameétre J € RP, et les erreurs ¢; sont des variables aléa-
toires indépendantes telles que E(g;|X;) = 0 et Var(g]X;) = 0%(X;) pour
une fonction o(-). Par conséquent, les erreurs peuvent étre hétéroscédastique.
Nous exigeons, comme dans toutes les formulations empiriques de vraisem-
blance, que les erreurs ¢; ont une variance conditionnelle finie, qui est une
condition minimale requise par la méthode de vraisemblance empirique pour
assurer une distribution limite du chi-carré pour la rapport de vraisemblance
empirique.
La fonction de régression paramétrique inclut comme cas particuliers :
i) la régression linéaire avec m(X;, 3) = =7 3.
ii) le modele linéaire généralisé [Mccullagh P.Nelder(1983)] avec m(X;, §) =
G(27B) et o*(x) = [03V{G (2" 3)}] pour une fonction de liaison connue
G, une fonction de variance connue V (-) et une constante inconnue
o 02 > 0.

Notez que pour ces deux cas particuliers, p = d, en ’absence d’informa-
tions de modele sur la variance conditionnelle, les moindres carrés (LS).
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4.2.1 Estimation par Moindres carrées (LS)

L’estimateur de régression de 3 est obtenu en minimisant la somme des
moindres carrés

L’estimateur LS de [ est

BLS = arg i%f Sn(B)-

Lorsque la fonction de régression m(X;, 5) est suffisamment lisse par rapport
a [, B¢ sera une solution de l’estimation suivante équation :

n

>0 2Dy — (s ) =0 (42)

Supposons que 3, est la vraie valeur du parameétre telle que c’est la valeur
unique & faire

E {w{m (X B)}/X] = 0.

op
4.2.2 Estimation par vraisemblance empirique (EL)

Soit p1, ..., p, un ensemble de poids de probabilité allouées aux données.
La vraisemblance empirique (EL) pour [, dans esprit de [Owen,(1988)]
[Owen, (1990)], est

Ln(B) = max [ [;_, pi, (4.3)

ol la maximisation est soumise aux contraintes

sz' =1, (4.4)
=1

> n Ay = m(x, ) (4.5

La vraisemblance empirique, qui est présentée par l’équation (4.3), avec
une contrainte triviale (4.4) indiquant que les p; sont des poids de proba-
bilité la contrainte (4.5) est la plus importante car elle définit la nature
des parameétres. Cette formulation est similaire & la formulation originale
donnée dans [Owen,(1988)] [Owen, (1990)] pour le paramétre moyen, disons
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i de X;. La deuxiéme contrainte reflétant la nature de p a été donné par
ST pi(Xs — ) = 0.

En obtenant la probabilité empirique a chaque valeur de parameétre can-
didat 3, ce qui précéde probléeme d’optimisation comme indiqué dans (4.3),
(4.4) et (4.5) doit étre résolu pour optimiser p;. Il peut étre surprenant en
premier lieu que le probléme d’optimisation ci-dessus puisse admettre une
solution car il y a np; a déterminer avec seulement p+ 1 contraintes. Comme
la fonction objectif L, () est concave, et les contraintes sont linéaires dans
les p;, les problémes d’optimisation admet des solutions uniques.

L’algorithme de calcul de L,(f) & un candidat § est le suivant. Si le
convex de l'ensemble des points (selon f3)

{%ﬁfaﬁ){yi _ m(Xi,ﬁ)}}

Dans R? contient 'origine (zéro) dans RP, puis le probléme d’optimisation
EL pour L, (/) admit une solution. Si le zéro de R? n’est pas contenu dans
la coque convexe des points pour le 5 donné, alors L, () n’admet pas de
solution finie car certains poids p; sont forcés de prendre des valeurs néga-
tives, voir [Owen,(1988)] [Owen, (1990)] pour une discussion sur cet aspect.
[Tsao M(2004)] ont étudié la probabilité que 'EL n’admette pas une solution
finie et la dépendance de cette probabilité a la dimensionnalité.

En introduisant les multiplicateurs de Lagrange A\ € R et A\; € R?, les
contraintes probléme de optimisation (4.3)-(4.5) peut étre traduit en un mo-
dele sans contraintes avec une fonction objective

n

i=1

T(p, Mo ) = Zlog P+ <2p1—1>+x2 2UEuB) vy n(x, 8)),

op
(4.6)
ou p = (p1,...,pn)". Différencier T'(p, Ao, A1) par rapport a chaque p; et en
mettant la dérivée a zéro, on peut montrer aprés une algebre que A\g = —n,
et en définissant A\ = —n Ay, on trouve que les p; optimaux sont donnés par
1 1
Cnq4 )\TM {v; — m(Xl,B)}7
Ou, de la contrainte structurelle (4.5), A satisfait
i G Y = mlX, )} wn
1+ AT"”" 20 [y, — m(X.5)) '
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Substitution des poids optimaux a la vraisemblance empirique dans (4.3),
nous obtenons

n

1 1
Ln 6 - - 9
( H n 14 N2 B LY, — (X, B)}

=1

et la vraisemblance empirique log est

1, (8) = log{ Lu(5)} = — > log {1 i

1=1

- m(Xz-,m}}—nlog (n).

(4.8)
Le caractere intensif en informatique de la probabilité empirique ressort clai-
rement de ce qui précéde discussions. En effet, pour évaluer 'EL a un g, il
faut résoudre 1’équation non linéaire (4.7) pour le A qui dépend de (. Une
approche informatique alternative, comme donné a [Owen, (1990)], est de
traduire le probléme d’optimisation (4.3) - (4.5) avec respect aux poids EL
{pi}~, a son double probléme par rapport & \. Le double probléme de (4.3)
- (4.5) implique de minimiser la fonction objectif

70m(X;, B)

La contrainte (4.9) vient de 0 < p; < 1 pour chaque i, alors que le gradient
de @ ()) est la fonction sur le coté gauche de (4.7). Soit

AT om(X;, )
ap

Ensuite, le double probléme devient le probléme de minimisation @ ()
sur I’ensemble D. On peut vérifier que D est convexe, fermé et compact. Par
conséquent, il existe un minimum dans D. Comme suggéré dans [Owen, (1990)],
I'ensemble D peut étre supprimé par modification de la fonction log(z) dans
@ (\) par un log” (z) de telle sorte que log” (z) = log () pour x > 1/n et
log* (x) = —n22?/2 + 2nx — 3/2 — log (n) pour z < 1/n , qui est la fonc-
tion quadratique qui correspond a log (z) et a ses deux premieres dérivées a
xr=1/n.

Nous notons que la probabilité de profile [[" p; atteint son maximum n~
quand tout les poids p; égal n=! pour i = 1,...,n. Ainsi, s’il existe un /3, par
exemple 3, qui résolve (4.7) avec A = 0, & savoir

{Y, —m(X;,8)} > 1/n pour i =1,...,n. (4.9)

D:{)\:l—l— {Yi—m(X;,5)} > 1/n pourz’—l,...,n}.

n

Z %);“B){Yi —m(X;,5)} =0, (4.10)
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-n

puis 'EL atteint son maximum L, <B> = n~" a . Dans la régression pa-

ramétrique, nous envisagent, le nombre de parameétres et le nombre d’équa-
tions dans (4.10) sont le méme. Par conséquent, (4.10) a une solution [
avec une probabilité approchant une en grande échantillons. Il existe des
situations d’inférence ou le nombre d’équations d’estimation est supérieur
au nombre de paramétres (a proprement parler, dimension du parameétre
I'espace), par exemple, la méthode généralisée des moments en économé-
trie [Hansen LP(1982)]. Ici, plus d’informations sur le modeéle sont prises en
compte en imposant plus de moment restrictions, conduisant & plus d’équa-
tions d’estimation que le nombre de parameétres le modéle. Dans les sta-
tistiques, elles apparaissent sous la forme d’informations supplémentaires
sur le modeéle. Dans ces soi-disant situations identifiées, le maximum EL,

toujours en utilisant la notation L, <Z‘3>, peut étre différent de n=". Voir

[Qin et Lawless, (1994)] pour une discussion sur cette question.
En suivant la convention de la vraisemblance paramétrique standard, nous
pouvons définir de (4.8) le rapport log EL

(Xi, 8)

o (8) = ~2log{Ly () /Ln (B)} = QZlog{l—i—)\Tam 5

{Yi—m(Xi, 5)}.

(4.11)
Théoreme de Wilks [Wilks,(1937)] est une propriété clé du rapport de
vraisemblance paramétrique. Si on remplace EL L,, () par la vraisemblance
paramétrique correspondante, disons L,, (3), et utiliser 7, (8) pour désigner
le rapport de vraisemblance paramétrique, selon la théorém de Wilks[Wilks,(1937)],
sous certaines conditions de régularité,

Tpn (Bo) A Xf, as n — oo. (4.12)

Cette propriété est entretenue par ’EL, comme le montre [Owen, (1990)]
pour le parameétre moyen, [Owen, (1990)] pour la régression linéaire et de
nombreuses autres situations [Qin et Lawless, (1994)]. Dans le cadre de la
régression paramétrique

T (By) <, Xo quand n — oo. (4.13)

Cela peut étre considéré comme une version non paramétrique du théo-
réme de WILKS[Wilks,(1937)], et il est tout a fait remarquable pour la pro-
babilité empirique de réaliser une telle propriété dans un cadre non réglage
métrique avec des hypothéses de distribution beaucoup moins paramétriques.
Nous appelons cela analogue de partager le théoreme de WILKS I’analogue
du premier ordre entre le paramétrique et la vraisemblance empirique.
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Pour comprendre pourquoi la version non paramétrique du théoréme de
WILKS est valide, nous serions a présenter quelques étapes de dérivation qui
offrent un apercu de la non paramétrique probabilité. En regle générale, la
premieére étape d’'une étude sur I’EL envisage une extension A\ défini dans
(4.7) & By, la vraie valeur de (3, et déterminer son ordre de grandeur. Il peut
étre montré que pour la régression paramétrique actuelle,

A= 0,(n"?). (4.14)

Un tel taux pour A est obtenu dans les articles originaux d’[Owen,(1988)]
[Owen, (1990)] pour la moyenne (qui peut étre traité comme un cas trivial de
régression sans covariables), dans [Owen, (1990)] pour la régression linéaire,
et dans [Qin et Lawless, (1994)] pour le cas plus général d’estimation d’équa-
tions. Avec (4.14), (4.7) peuvent étre inversés voir [DiCiccio et al., (1991)].
Pour simplifier la notation, définir

op
Alors, (4.7) peut étre inversé comme

1 - N Z,: 28\
- Dz (1= N'Zy) + Z I Ty o =

Le dernier terme sur le coté gauche (LHS) est O, (n™1), ce qui est négligeable
par rapport a le premier terme sur le LHS. Donc,

A= S Zu+ 0, (n'?).

Ou S, =n'> 7, Z!, Appliquer une expansion de Taylor de log(-) au-
tour de 1 et en remplacant cette expansion d'un terme dans le rapport EL
ration 7, (5,) dans (4.11), nous avons pour certains 7, compris entre 1 et
L+ M Zy(i=1,...,n)

=1
Tr7 \3
= 2 Z {)\T n )\TZ'LTL> (A Zzn)g }

3<1+%’>

= 2\ Z Zin = XN ZinZIA+ O, (n711?)
1

- (n_l ZZM>TS;1 (n_lz,zm-> +0,(1).  (4.15)
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ce qui conduit au théoréeme de WILKS comme

S0 53 (By) = B{ZZ1)

n~1/? Z Tin 5 N (O, Z (60)> lorsque n — o0.

Comme couramment pratiqué en vraisemblance paramétrique, la version
non paramétrique ci-dessus du théoréme de WILKS peut étre utilisée pour
construire des régions de confiance du rapport de vraisemblance pour 3,. Une
région de confiance EL avec un niveau de confiance nominal 1 — « est

Li_,= {ﬁ *Tn (ﬁ) < X; 1704} )
ou X;l_aest le (1—«)-quantile du Xf, distribution. Théoréeme de WILKS dans
(4.13) s’assure que

p{By € [1_oa} — 1 — a quand n — oc.

Cette construction reflete les régions de confiance conventionnelles du
rapport de vraisemblance, sauf que le rapport EL est utilisé ici au lieu du
rapport de vraisemblance paramétrique.

Notez que (4.15) montre également que la méthode EL est (de premier
ordre) asymptotiquement proche de la méthode d’approximation normale.
Cependant, la méthode normale nécessite 'estimation de la variance ) (5,),
alors que la méthode EL ne nécessite aucune estimation de variance explicite.
En effet, ’étudentisation se fait en interne via la procédure d’optimisation. En
plus de ’analogue de premier ordre entre le paramétrique et 1 vraisemblance
empirique, il existe entre eux un analogue de second ordre sous la Correction
de [?]. La correction de Bartlett est une élégante propriété de second ordre
du des rapports de vraisemblance métriques, qui a été conjecturé et proposé
dans [?]. Il a été officiellement établie et étudiée dans une série d’articles,
[Lawley DN(1956)], [Hayakawa T(1977)] ), [Barndorff, (1984 )].

Soit
w; = Z (50)71/2 Zni = (wily ---awf)T

pour j; € {1,..,p}, 1 = 1,... .k @/t = E<wf1,...,wfk)p0ur un k-iéme
moment de croisement multivarié de w;. Par résumant l'existence de mo-
ments d’ordre supérieur de Z,,;, il peut étre démontré par selon les expansions
d’Edgeworth, la distribution du rapport de vraisemblance empirique admet

Pextension suivante :

p{rn (Bo) < Xf,, 1oy =1—a— aXzza, 1-a 9p (XZQ), 1—a) n'+0 (”_3/2) , (4.16)
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ol g, est la densité du X;,Q) distribution, et

—1 1 - jjmm 1 - jkm . jkm
a=p <§ Z al7mm — 3 Z "o . (4.17)
jm=1 k,jm=1
Cela signifie que pour la régression paramétrique, a la fois paramétrique et
empirique les régions de confiance I;_, ont un écart de couverture d’ordre
n~1. Partie de 'erreur de couverture est due au fait que la moyenne de r,, (3)
n’est pas d’accord avec p, la moyenne de an c'est-a-dire £ {r, (8)} # p, mais

plutot

E{r,(B)} =p(l+an™')+ 0 (n7?).
Ou « a été indiqué ci-dessus.
L’idée de la correction de Bartlett[Bartlett,(1937)] est d’ajuster le rap-

port EL 7, (8,) a 75 (8y) = 7. (8) /(1 +an™') de sorte que E [ (B,)] =
p + O (n?) .Et incroyablement simple 'ajustement de la moyenne conduit a

une amélioration de (4.16) d’un ordre de grandeur [DiCiccio et al., (1991)] ;
[Chen.SX(1993)]; et de sorte que

P{ri(Bo) < xo1 ot =1—a+0(n?). (4.18)

4.3 Reégression non paramétrique

Considérons dans cette section le modéle de régression non paramétrique

Y =m (X;) + e, (4.19)

ou la fonction de régression m (z) = F |Y;/X; = ] est non paramétrique
et X; est d-dimensionnelle. Nous supposons que la régression peut étre hété-
roscédastique en ce que o2 (x) = var (Y;/X; = z), la variance conditionnelle
de Y; étant donné X; = x, peut dépendre de x. La méthode de lissage du
noyau est une méthode populaire pour estimer m (x) non paramétriquement,
voir [Hérdle W(1990)] et [Fan J et Gijibels(1996)] pour plus de discussions.
D’autres méthodes non paramétriques pour estimer m () incluent les splines,
ou séries orthogonales et méthodes d’ondelettes.

4.3.1 Estimateur de Nadaraya-Watson

L’estimateur de régression du noyau le plus simple pour m (z) est l'esti-
mateur [Nadaraya,(1965)] est donné par la formule suivante :

m(z) = v k(- X)) Y
= Z?:l li?h (;(; — Xz) )
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ot Ky (t) = K (t/h) /h¢, K est une fonction de noyau d-dimensionnelle, et
h est une bande-largeur. L’estimateur de noyau ci-dessus peut étre obtenu en
minimisant les localisations suivantes somme pondérée des moindres carrés :

ZKh (= X)) {Yi = m (2)}?,

Par rapport a m (z). C’est effectivement la solution des équations d’esti-
mation suivantes :

Z Ky (z = X)) {Y; —m(2)} = 0. (4.21)

Dans le modéle de régression non paramétrique, le «paramétre» inconnu
est la fonction de régression m () elle-méme. La probabilité empirique pour
m (z) & un z fixe peut étre formulée d’une maniére similaire au parametre
de régression paramétrique considéré dans la section précédente. Comme
la probabilité empirique est également appliquée & la moyenne pondérée
Yoo Ky (x — X;)m (z), il est également similaire a ’EL d’une moyenne.

4.3.2 Estimateur de Buckly-James

c’est un Modeles AFT (Accelerated Failure Time) : modele de régression
linéaire & l'analyse des données de survie. L’hypothése du modele est que
pour les temps de survie

Y, =log(Ti) = X[ B + (eqBJ1)

ou la distribution Fe (-) du terme d’erreur €; n’est pas spécifice (sauf
pour un emplacement exigence d’identification telle que zéro moyen ou zéro
médian). Les X; sont les covariables observées, fixes ou aléatoires.

Les réponses T;, ou log(T;) = Y; sont soumises a droit censure. Qi =
min(T;, C;); §; = I[T;C;] o C; sont les temps de censure.

L’estimateur[Buckley and James (1979)] c’est un estimateur des moindres
carrés et inférence de (3.

Estimateur Buckley-James[Buckley and James (1979)] pour le modeéle de
régression AFT :

Hypothéses supplémentaires :

1. Erreur ¢; sont iid.

2. Les covariables X;; ¢ = 1,...,n observable k—dimensionnel vecteurs
constants.
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3. B-J doit estimer de maniére non paramétrique la distribution des er-
reurs F.

4. Reésidus(censuré) :
eib) = Qi — X7, (caBI2)

L’estimateur B-J de (3 est la solution de I’estimation équation :

1.

0= ZXzT die; (b) + (1 —6;) Z % ,  (eqBJ3)

Jiej>e;

ol F(-) est 'estimateur de Kaplan-Meier calculé & partir de (e;(b), 57).
(VNG
Jiej>e; 1—F'(e;)
rance, E(YZ — X;0|Q; ,8="5,0; =0).

on Compare cela a I’équation d’estimation des moindres carrés, (cas non
censuré) :

L’expression ) est une estimation du conditionnel espé-

0=> X/ (Vi-XB). (eqBJ5)

L’équation d’estimation B-J [Buckley and James (1979)] conduit naturel-
lement & une itérative solution de f3.

Echo LJ Wei ont dit que il est plus facile d’obtenir la moyenne erreurs
de prédiction dans le modele AFT. (Comparer & Cox modeéle des risques
proportionnels) Il y a deux signes de sommation dans I’équation B-J. (Une
pour l'index i un pour l'index j). Echangez la commande des sommations que
nous avons Cette deuxiéme forme d’équation d’estimation B-J sera utilisée a
plusieurs endroits plus tard.

0= 5 X+ Y % . (cqBJ5)

J:e;<e;

Inférence de I'estimateur BJ :

1. Wald [Buckley and James (1979)].

2. Score([Liu RYet Singh K(1981)], + nouveau).

3. Rapport de vraisemblance ([Mai Zhou,(2004)] et [Mai Zhou(2016)]).
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4.3.3 Estimation par vraisemblance empirique (EL)

Soit py, ..., p, des poids de probabilité s’ajoutant a un. La vraisemblance
empirique évaluée a 0 (), une valeur candidate de m (z), est

Ln{0 ()} = max[[:; pi, (4.22)

Ou la maximisation est soumise sous la condition triviale

sz = 17
i=1
et la contrainte .
> pikn (z — X)) {Yi = 0 (x)} = 0. (4.23)
i=1

En comparant cette formulation de ’EL a celle de la régression paramé-
trique, on voit que les deux formulations sont largement similaires sauf que
(4.23) est utilisé comme contrainte structurelle au lieu de (4.5). Cette compa-
raison met en évidence le role joué par la contrainte structurelle dans la for-
mulation EL. En effet, différentes contraintes structurelles donnent lieu a EL
pour différents «parameétres» (quantité d’intérét), tout comme donnent lieu
a différentes probabilités paramétriques. En général, la probabilité empirique
est formulée & partir des parametres d’intérét via les contraintes structurelles,
et la vraisemblance paramétrique est entiérement basée sur un modeéle pa-
ramétrique. L’algorithme de résolution du probleme d’optimisation ci-dessus
(4.22) - (4.23) est similaire a I’algorithme EL pour la régression paramétrique
donnée sous (4.4) et (4.5), sauf qu'il peut étre considéré plus facilement car
le "parameétre" est unidimensionnel si nous ignorons la probléme de sélection
de la bande passante pour la régression non paramétrique. En présentant
les multiplicateurs de Lagrange comme nous l’avons fait dans (4.6) dans la
section précédente, nous avons que ’EL optimal les poids pour le probléme
d’optimisation ci-dessus & 6 () sont donnés par :

1 1
Sl A (@) kb (r— X)) {0 ()}
Ou A (x) est un multiplicateur de Lagrange univarié qui satisfait

n kn (x — X;){Yi—0(v)}
Z1+A(x)kh(x—Xi){n—9(w)}'

Di

(4.24)

i=1
En substituant les poids optimaux a la vraisemblance empirique dans (4.22),
la probabilité évaluée a 0 (x) est

L.{0(x)} = Hi:l nl + X (@) by, (z— X)) {Y:— 0 (x)}a

69



et la vraisemblance empirique log est

140 (2)} = log Lu{6(x)}
= S logll + A(2) i (z — Xi) {Y; — 0(2)}] — nlog (1{.25)

L’EL global est maximisé & p; = n™!, ce qui correspond a 6 (z) étant

lestimateur [Nadaraya,(1965)] 7 (z) a 4.20. Par conséquent, nous pouvons
définir le rapport log EL a 6 (z) :

raf{0 (2)} = —2log[Ln{0 (x)}/n""]

= 2 Z log[1+ X () ky (z — X;) {Y; — 0 (x)}].  (4.26)

L’EL ci-dessus n’est pas réellement pour m(x), la vraie valeur de la fonc-
tion sous-jacente a x, mais plutot pour E{m(z)}. Cela peut étre effective-
ment détecté par la forme de la structure contrainte4.23. Il est bien connu
dans estimation du noyau que m (x) est pas impartiale estimateur de m (z),

comme c’est le cas pour presque tous les estimateurs non paramétriques. Pour
I'Estimateur NADARAYA — WATSON,

Ef{rn(x)} = m(z) + b(x) + o(h?)

ot b(z) = 1h*{m” (x) +2m/(z) f'(x)/ f(x)} est le principal biais du noyau
estimateur, et f est la densité de X;. Ensuite, 'EL est en fait évalué a un
0 (), c’est une valeur candidate de m (x)+b (z) au lieu de m(z). Il existe deux
stratégies pour réduire l'effet du biais [Hall et Scala, (1990)]. L’une consiste a
sous-lisser avec une bande passante h = o(n~/ (4+d)), I’ordre optimal de bande
passante qui minimise le carré moyen erreur d’estimation avec un noyau de
second ordre ( d est la dimension de X ). Un autre est d’estimer explicitement
le biais, puis de le soustraire de ’estimation du noyau. nous considérons ici
la premiére approche du sous-lissage pour des raisons de simplicité.

En cas de sous-lissage de telle sorte que n?*t9h2 — 0, le théoréme de
WILKS est valable pour 'EL sous la régression non paramétrique actuelle
en ce que

ro{m(z)} — X3, comme n — oo.

Cela signifie qu'un intervalle de confiance de vraisemblance empirique
avec une couverture nominale égal & 1— «, noté I;_, ¢ est donné par

Lo ={0(2) : {0 (2)} < Xil—a}- (4.27)

Une particularité de I'intervalle de confiance de vraisemblance empirique
est qu’aucun estimateur de variance est nécessaire dans sa construction au
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fur et & mesure que ’étudiantisation est effectuée en interne via la procédure
d’optimisation.
Définissons w; = ky, (z — X;) {Y; — m(x)} et, pour les entiers positifs j,

wj=n" wa , pp = E(w;) et Rj(k) = /kj (u) du.
i=1
On note ici que le biais dans le lissage du noyau fait u; = O (h?),

alors que dans le cas de régression paramétrique p; = 0. Il est montré dans
[Chen SX et Qin Y-S(2003)] que la probabilité de couverture I;_, . admet
I’extension Edgeworth suivante :

_ _ I _ 1 _ _
pim € hga}=1-a-— {nh “ingt + Gz e — gia"E) (h) 1} z-5¢ (21-g)
+O{nh® 4 h* + (nh) "' B% + (nh?) 7). (4.28)

Ou ¢ et Z;-2 sont la densité et le (1 — %) quantile d’'une normale stan-
dard Variable aléatoire.

L’expansion ci-dessus n’est pas standard en ce que l'erreur de couver-
ture principale consiste de deux termes. Le premier terme, nh%u, p, ', d’ordre
nh@*4est dt au biais de la lissage du noyau. Le second mandat (nhd)_lest
largement similaire & la principale erreur de couverture pour la régression
paramétrique en (4.16). Nous notons qu’au deuxiéme mandat, la taille réelle
de l’échantillon dans I’estimation non paramétrique prés de z est nh? au lieu
de n, taille effective de ’échantillon dans la régression paramétrique.

La question suivante est de savoir si la correction de [Bartlett,(1937)] est
toujours valable dans le cadre du régression. La réponse est oui. On peut
montrer que :

E{rn(m(z)} = 1+ (nh®) 'y + o{nh™™ + (nh?) 1},
Ol X '
_ 2 _ _
Y=g (0 )+ S = S (4.29)

Notez que v apparait dans le principal terme d’erreur de couverture dans
(4.28). Basé sur (4.28) et choisir

h=0 (n*Tb) on a, avec ¢, = X1
p [ra{m(z)} < caf{l +5(nh?)}]
= 2 < ca{l + 7 (nhh) Y] — (b e+ (nhd) Y2 Gle A1+ (nhd) YY) 4
= p(3 <o)+ (b)) T yzm_sd(niis) — (A sz d(zog) + O{(nh?) 7}
= l—a+ O(n_ﬁ).
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Par conséquent, la probabilité empirique peut étre corrigée par [Bartlett,(1937)]
dans le contexte actuel de régression non paramétrique. En pratique, le
facteur de BARTLETT ~ doit étre estimé, disons par une cohérente .
[Chen SX et Qin Y-S(2003)] a donné plus de détails sur la mise en ceuvre
pratique, voir aussi [Chen.SX(1993)] pour une implémentation dans le cas de
I’estimation de densité.

4.4 Simulations et applications

4.4.1 Introduction

Les calculs de cette section sont effectués a 1’aide du logiciel R avec I'ajout
package emplik, disponible sur n’importe quel site du CRAN.

4.4.2 Présentation du package emplik

Le package emplik est développé par plusieurs chercheurs comme [Mai Zhou(2016)]
et [Owen, (2001)] ... ect, ce package est comprend plus de 30 fonctions, & uti-
liser avec le logiciel R.
il peut gérer des données censurées ou non censurées, il a des fonctions
pour effectuer une analyse de vraisemblance empirique pour un échantillon ou
des modeles de régression. Aussi en utilise ce package pour Tester le rapport
(ratio) de vraisemblance empirique pour les moyennes / quantiles / dangers
a partir de données éventuellement censurées et / ou tronquées. Et parmi ces
fonctions, nous mentionnons :

1. Bjnoint : cette fonction calcule la régression censurée de l'estimateur
de Buckley-James.Cette fonction est incluse ici principalement pour
produire la valeur de l'estimateur qui peut fournir des informations
utiles avec la fonction bjtest( ). Par exemple, vous pouvez vouloir tester
une valeur béta proche de I'estimateur Buckley-James.

2. Bjtest : cette fonction utilisé pour tester l'estimateur de [Buckley and James (1979)]
par vraisemblance empirique.

3. WRegtest : cette fonction testé l'estimateur de régression pondéré
par cas par vraisemblance empirique.
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Fic. 4.1 — QQplot de-2ELR pour n=100

4.4.3 Simulation des modéles linéaires
Simulation pour une dimension /3

Nous prenons le modéle de régression
Yi=Xite

Ou X; ~ N(1,0.5), ¢; ~ N(0,0.25).

Nous considérons en outre que C; ~ N(1, 16).

Les tests que nous effectuons sont sur la base des observations de réponses
censurées : min(yi, ci), la taille de ’échantillon est toujours de 50.

—2log rapports de vraisemblance empiriques (ELR) sont calculés pour
chaque simulation pour I’hypothése Hy : 8 = 1 ce qui est vrai. La courbe
Q-Q résultante montre un bon ajustement & la distribution chi-carré avec 1
degré de liberté.

La simulation suivante montre les résultats de test de l’estimateur de
Buckley-James par la vraisemblance empirique.

-2LLR : -2 ratio de log-vraisemblance est une distribution chisq approximative sous Hj.
logel2 : le log de vraisemblance empirique, sous 1’équation d’estimation.
logel : la vraisemblance empirique logarithmique de [Kaplan E.L and Meier(1958)].

prob :  probabilités qui maximisent la vraisemblance empirique sous I’équation d’estimati

Dans méme modeéle de régression on observe que c’est un modeéle de
AFT(Accelerated Failure Time).
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TAB. 4.1 — Résultats du testes sur un modeéle de régression par la méthode
de Backley James
-2LLR | 2.783049¢ — 05.
logl2 —54.23121.
logel —54.23119.
prob 0.020845000.

nous montrons comment :

1. Simuler les données de ce modele (outl).
2. Calculer l'estimateur (pondéré en fonction du cas) (out2).

3. Et en utilise le EL au cas par cas pour trouver l'intervalle de confiance a
95% pour le parameétre de régression (valeur réelle du parametre 5 = 1)
(out3).

TAB. 4.2 — Les résultats du test d’'un modeéle de régression par 1'estimateur
de régression pondéré par rapport la vraisemblance empirique.
$Est* X 0.9677451
2LLR [1]0.1444211
conlnt (intervalle de confiance) | [1]0.79527321.1357333

R code

library(emplik)

N=50

mu=1

x <- rnorm(N, mean=1, sd=0.5)

eps <- rnorm(N, sd=0.5)

y <- X + eps

cen <- rnorm(N, mean=mu, sd=4)

ycen <- pmin(cen, y)

d <- as.numeric( y <= cen )

qgqnorm(y)

qqline(y)

BJnoint(x, y, d, beta0 = NA)

bjtest(y=y, d=d, x=x ,beta=1.18)
HESHHHHHBFHHAHH R HHAFH B HHBGHRAFH B HHAHS
outl <- WRegEst(x=x, y=ycen, delta=d)
out2 <- WRegTest(x=x, y=ycen, delta=d, betal=1)
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myfunUL <- function(theta, x, y, d){

WRegTest (x=x, y=y, delta=d, betaO=theta)

}

out3 <- findUL(fun=myfunUL, MLE=outl, x=x, y=ycen, d=d)
list (Est=outl, "-2LLR"=out2$"-2LLR",

ConInt=c(out3$Low, out3$Up) )

Simulation pour deux dimensions

Nous illustrons ’analyse EL de l’estimateur de Buckley-James avec Don-
nées sur la transplantation cardiaque de Stanford. A la suite de [Miller.RG and Halpern(2007)
nous n’utilisons que 152 cas.

Le modele de régression AFTspécifique que nous allons ajuster est :

Y =logo(Ti) = B, + Baage + ;.

1. On test 'estimateur de Buckley-James par la vraisemblance empirique
et on obtient les résultats suivant :

TAB. 4.3 — Estimation du parameétres du modele de régression par la méthode
de Backley James.
beta (8, 35) | 3.52749311 : —0.01990791
iteration 31
-2LLR 0.2555586

2. Nous montrons ici comment trouver l'intervalle de confiance d’un pa-
rametre unidimensionnel défini par h(5, 3,).

Cette fonction ne doit pas étre une fonction linéaire mais le calcul dans
cet exemple utilise une fonction linéaire de 3, et §,. Par exemple, la valeur
moyenne pour un patient est de 50 ans, d’aprés le modele de régression AFT
B, + 505,. Donc nous prenons h(3, 85) = 5; + 503, on obtient :

TAB. 4.4 — l'intervalle de confiance du modeéle de régression AFT
| intervalle de confiance ($Lowler,$Upper) | (2.395945, 2.669052) |

Nos intervalles de confiance sont 1égérement plus larges que ceux obtenus
par I'intervalle de confiance de Wald utilisant ’estimateur d’erreur standard
donné par la fonction bj (). Nous rappelons aux lecteurs que l'estimateur
d’erreur standard produit par bj () n’a pas de justification théorique.

R code
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library(survival)

data(stanford2)

stanford3 <- stanford2[!is.na(stanford2[,5]),]

stanford5 <- stanford3[(stanford3[,2]>=10),]

BJnoint (x=cbind(1,stanford5$age), y=loglO(stanford5$time),
delta=stanford5$status)

bjtest(y=loglO(stanford5$time), d=stanfordb$status,
x=cbind(1,stanford5$age), beta=c(3.5, -0.02))

i A A AR A i AR i A i A

library (ELYP)

Bfun <- function(bl, b2){b1+50%b2}

BJLLR <- function(para, dataMat) {
bjtest(y=loglO(dataMat[,2]), d=dataMat[,3],
x=cbind(1,dataMat[,4]), beta=para)

}

BJfindL2 (NPmle=c(3.5275, -0.0199), ConfInt=c(1, 0.04),
LLRfn=BJLLR, Betafun=Bfun, dataMat=stanford5)
BJfindU2(NPmle=c(3.5275, -0.0199), ConfInt=c(1, 0.04),
LLRfn=BJLLR, Betafun=Bfun, dataMat=stanford5)

Simulation pour trois dimensions

Dans un modéle de régression quantile censuré. Nous considérons un en-
semble de données sur le cancer du poumon a été analysé par [Ying.Z.Jung et Wei(1995)]
utilisant la régression médiane et par [Huang.JM and Xie .H(2007)]. en uti-
lisant une méthode de déviation la moins absolue dans le modéle AFT. Dans
cette étude, 121 patients atteints d’un cancer du poumon a petites cellules
de stade limité ont été affecté & I'une des deux séquences de traitement diffé-
rentes A et B, avec 62 patients attribué a A et 59 patients & B. Chaque heure
de déces a été observée ou administrée censuré, et la variable de censure ne
dépendait pas des covariables traitement et age.

Désignons la variable d’indicateur de traitement par Xj;.

I’age d’entrée pour le iéme patient par Xo;.

Ou Xy; = 1 si le patient est dans le groupe B. on a le modéle de régression
suivant. Nous supposons ce modéle est AFT modéle (temps de panne accéléré
).

Yi = By + By Xui + B3X0 + &

Les valeurs estimées des parameétres obtenues a ’aide de ’approche décrite
dans la présente doivent étre égales a celles de [Huang.JM and Xie .H(2007)],
a condition la pondération a été faite de la méme maniére.
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La principale différence réside dans l'inférence sur les parameétres, ot la
vraisemblance empirique & I’avantage de ne pas étre nécessaire pour estimer la
variance asymptotique de I’estimateur afin de réaliser des tests d’hypothéses
et de construire des régions de confiance.

Les estimations de régression médiane ont été obtenues par [Ying.Z.Jung et Wei(1995)]
sont 3, = 2.693, 3, = —0.146, 35 = 0.001

[Huang.JM and Xie .H(2007)] n’ont pas toujours traité la plus grande
observation Y comme non censuré. Il en résulte des pondérations dont la
somme est inférieure a un (la somme des sans la derniére observation est de
0.85). Nous recommandons de traiter les plus grands Y comme non censurée,
de sorte que les poids s’additionnent & un pour que l’estimation ne soit pas
biaisée puisque les informations provenant de la plus grande observation Y
sont ignorées. Traitement le plus grand Y comme non censuré, les estimations
médianes de régression sont :

TAB. 4.5 — les estimations médianes de régression
coef | B, =2.603 ,3, =—-0.263 , 35 = 0.0038
-2LLR 0.1473368

Code R :

library(emplik)

data(smallcell)

Z <- logl0(smallcell$survival)

dd <- smallcell$indicator

temp <- WKM(x=Z, d=dd, zc=1:121)

KMweight2 <- temp$jump

sum (KMweight?2)

norder <- order(smallcell$survival)

temp2 <- rq.wfit(x=cbind(1, smallcell$arm[norder],
smallcell$entry[norder]),

y=Z[norder], weights=KMweight?2)

myfunqg <- function(y, xmat) {

mytempl <- as.vector(y -( 2.6+xmat %x*% c(-0.263,0.004)))
mytemp2 <- as.numeric(mytempl > 0) +
as.numeric(mytempl >= 0) - 1

return(cbind (mytemp2, mytemp2*xmat))

}

XX <- cbind(smallcell$arm, smallcell$entry)

temp3 <- el.cen.EM2(x=Z, d=dd, fun=myfunqg,
mu=c(0,0,0), xmat=XX)
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4.4.4 conclusion

Les simulations précédentes montrent les différents résultats du testes
des modeles de régression par I'estimateur de Buckley-James. Alors nous
concluons que l'application du 'estimateur [Buckley and James (1979)] était
limitée principalement en raison de son estimation de variance illusoire, et
'utilisation de la méthode de vraisemblance empirique [Owen, (2001)] pour
dériver un test (et donc l'intervalle de confiance) basé sur lestimateur de
[Buckley and James (1979)] du coefficient de régression. Et la distribution de
chi-carrée est utilisée pour calculer la construction de 'intervalle de confiance.

Enfin, les approximations du chi-carré du rapport de vraisemblance em-
pirique fonctionne bien.
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Chapitre 5

Conclusion générale

Dans ce travail tout d’abords, nous introduison une généralisation sur la
statistique inférentielle et quelque méthodes d’estimations et en déduit des
tests statistiques. Ensuite, on parlons de notion de vraisemblance empirique
d’Owen qui est une méthode d’inférence non paramétrique basée sur une
fonction de rapport de vraisemblance chargeant que des données. Comme le
bootstrap, 'inférence de vraisemblance empirique ne nécessite pas de spéci-
fier une famille de distributions pour les données. Comme les méthodes de
vraisemblance paramétriques, la vraisemblance empirique détermine auto-
matiquement la forme des régions de confiance, elle intégre directement des
informations secondaires exprimées par des contraintes ou des distributions
préalables, elle s’étend & ’échantillonnage biaisé et aux données censurées,
et elle posséde des propriétés de puissance asymptotique trés favorables. La
vraisemblance empirique peut étre considérée comme un bootstrap qui ne
rééchantillonne pas et comme une vraisemblance sans hypothéses paramé-
triques. on voir des résultats de théoréme de Wilks [Wilks,(1937)] qui
parmet d’établire la convergence du rapport de vraisemblance empirique vers
une loi du X;, permettant anssi de réaliserdes tests ou de cnstruiredes régions
de confiance, d’autre part, on fait une application sur la régression linéaire et
I’estimation par la vrisemblance empirique pour ces modéles paramétriques
et non paramétriques.

Nous conclusons notre travail par une simulation et application de vrai-
semblance empirique nous utilison le logicil R.
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Résumé

Les méthodes empiriques de vraisemblance sont largement utilisées dans dif-
férents contextes pour construire les régions de confiance des parameétres qui
satisfont aux contraintes de moment. Cependant, les régions de confiance du
rapport de vraisemblance empirique peuvent étre peu précises, en particulier
pour les échantillons de petite taille et les situations multidimensionnelles.
Dans ce travail nous proposons une nouvelle méthode de probabilité empi-
rique moyenne (MEL). Cette nouvelle méthode construit un nouvel ensemble
de pseudo-données en utilisant les valeurs des moyennes d’observation pour
définir le rapport de vraisemblance empirique et nous prouvons que ce rap-
port MEL satisfait au théoréme de WILKS. Des simulations avec différents
exemples sont données pour évaluer sa performance en matiére d’échantillon
fini, ce qui montre que les régions de confiance construites par la probabi-
lité empirique moyenne sont beaucoup plus précises que celles des autres
méthodes de probabilité empirique.
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