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RESUME

Soit G = (V, E) un graphe. Si f est une fonction définie de V' dans {0, 1,2}, alors
un sommet v avec f(v) = 0 est dit non défendu (non protégé) par rapport a f s’il n’est
pas adjacent a un sommet w avec f(w) > 0. Une fonction de domination romaine faible
(FDRF) est une fonction f : V' — {0,1,2} vérifiant pour tout sommet v avec f(v) = 0
il existe un voisin w avec f(w) > 0 et la fonction f' = (Vj,V/,V5) définie par f'(v) = 1,
f(w) = f(w)—1, et f'(u) = f(u) pour tout sommet u € V—{v,w}, n’a pas de sommet non
défendu. Le poids d'une FDRF est la valeur f(V) = Z f(u) et le nombre de domination

veV
Romaine faible, 7, (G) est le poids minimum d’une FDRF de G.

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressées a ’étude de l'effet de la suppression
d’une aréte d’un graphe sur le parametre v, (G), ou il a été montré que la suppression d’une
aréte e de G ne fait pas diminuer le parameétre v,(G), mais peut 'augmenter d’au plus
une unité. Ainsi, le résultat principal de ce mémoire a été de donner une caractérisation
constructive de tous les arbres dont la suppression d’une aréte quelconque fait augmenter

le nombre de domination Romaine faible.



ABSTRACT

Let G = (V, E) be a graph and f be a function f : V' — {0,1,2}. A vertex v with
f(v) = 0 is said to be undefended with respect to f, if it is not adjacent to a vertex
w with f(w) > 0. The function f is a weak roman dominating function (WRDF) if
each vertex v with f(v) = 0 is adjacent to a vertex w with f(w) > 0 such that the
function f' : V' — {0,1,2} defined by f'(v) = 1, f'(w) = f(w) — 1 and f'(u) = f(u) if
u € V —{u, v}, has no undefended vertex. The weight of f is f(V) = Z f(u). The weak

veV
Roman domination number, 7,(G) is the minimum weight of a WRDF in G.

In this thesis, we are interested in the study of the effect of removing an edge from a
graph on the weak roman domination number, where it was shown that the removal of
an edge in a graphe G cannot decrease 7,(G), but can increase it by at most one. Thus,
the main result of this thesis was to give a constructive characterization of all trees whose

removal of any edge increases the weak roman domination number.
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INTRODUCTION

La Recherche Opérationnelle (RO) est une branche des mathématiques, appelée aussi,
optimisation sous contraintes. Celle-ci a été développée dans les années quarante pour op-
timiser les problémes complexes de gestion logistique. Il s’agit d’un ensemble de méthodes
d’analyse scientifique (mathématiques et informatiques) des phénomeénes d’organisation
qui traite de la maximisation d’un profit, d’'une performance, d’'un rendement ou bien
de la minimisation d’'un cott, d’'une dépense. La RO est avant tout un outil d’aide a la
décision.

A nos jours elle comprend un grand nombre de disciplines comme 'optimisation liné-
aire, 'optimisation non linéaire, la programmation dynamique, la simulation de phénom-
énes, la théorie de files d’attente et la théorie des graphes.

La théorie des graphes représente une classe trés importante de la recherche opéra-
tionnelle, elle constitue un outil trés puissant pour schématiser les modéles des liens et
relations entre les objets. L’étude des graphes a commencé en 1736 quand Euler posa
le fameux probléme : "comment parcourir une fois et une seule fois les sept ponts de la
ville de Konigsberg". La théorie des graphes est devenue trés utile comme modéle math-
ématique. Elle regroupe généralement des problémes assez variés qui ont tous comme
caractéristique commune de pouvoir étre représentés par un schéma. Ce schéma appelé
graphe est constitué par un ensemble de points (sommets) représentant des individus, des
objets, des situations, etc ... et qui sont reliés par des fleches ou des lignes (arcs ou arétes)
symbolisant les relations entre eux.

Parmi les problémes importants et trés étudiés en théorie des graphes citons les prob-
lémes de domination, les problémes de coloration et les problémes de noyaux dans les
graphes.

La domination dans les graphes est considérée actuellement comme 1'un des domaines
les plus florissants de la théorie des graphes. Elle devient un domaine théorique & partir
de 1958 grace a Claude Berge [7] et ne connaitra sa véritable expansion qu’a partir de

1977 grace aux travaux de Cockayne et Hedetniemi [19]. Un ensemble dominant D dans
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un graphe est un sous-ensemble de sommets tel que chaque sommet du graphe appartient
a D ou est adjacent & au moins un sommet de D.

Le principe de la domination trouve son origine dans les jeux d’échecs au 16" siécle,
qui consiste a placer un nombre minimum de reines sur I’échiquier, de telle maniére que
chaque case de ’échiquier soit ou bien occupée par une reine ou bien atteinte par un seul
déplacement d’une reine [21].

Depuis l'introduction du concept de la domination, plusieurs types sont définis sur
la base de la définition précédente en imposant des propriétés supplémentaires sur les
ensembles dominants, comme la domination double, la domination totale, la domination
couplée et la domination connexe etc... .

En 2004 Cockayne et al. [17] ont introduit une nouvelle variante de la domination a
savoir la domination Romaine, qui ne rassemblait & rien a ce qui avait déja été étudié
sur la fonction de domination. Depuis d’autres variantes ont vu le jour, nous citons la
fonction de domination romaine faible, introduite par Henning et Hedetniemi [42]. Elle
est définie comme suit: soit G = (V, E') un graphe, si f est une fonction défini de V' dans
{0,1,2}, alors un sommet v avec f(v) = 0 est dit non défendu (non protégé) par rapport
a f, 8’il n’est pas adjacent & un sommet w avec f(w) > 0. Une fonction de domination
romaine faible (FDRF) est une fonction f : V — {0, 1,2} vérifiant, pour tout sommet v
avec f(v) = 0 il existe un voisin w avec f(w) > 0 et la fonction f' = (V{,V/, V) définie
par f'(v) =1, f'(w) = f(w) — 1, et f'(u) = f(u) pour tout sommet u € V — {v,w}, n’a
pas de sommet non défendu. Le poids d’une FDRF est la valeur f(V) = Z f(u) et le

veV
nombre de domination Romaine faible, 7, (G) est le poids minimum d’une FDRF de G.

Parmi les problémes les plus traités en domination est ’étude de 'effet sur les param-
étres d’'un graphe lorsque le graphe est modifié par des opérations simples a savoir la
suppression, ’ajout, la contraction et 'identification.

L’objectif principal de ce mémoire est 1’étude de l'effet de la suppression d’une aréte
d’un graphe sur le nombre de domination romaine faible.

Dans le premier chapitre, nous présentons les définitions et les terminologies de la
théorie des graphes utilisées dans ce mémoire. Ainsi, nous évoquons la notion de fonctions

de dominations Romaine, en donnant d’abord un petit historique. Ensuite, nous présen-
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tons 1'une de ses variantes a savoir la fonction de domination romaine faible (FDRF).

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons les principaux résultats qui existent dans
la littérature concernant la domination romaine dans les graphes modifiés (par une sup-
pression de sommet ou d’arétes, ajout de sommet ou d’aréte, contraction d’aréte ou bien
identification de sommets).

Le troisiéeme chapitre est consacré a 1’étude de l'effet de la suppression d’une aréte
d’un graphe sur le nombre de domination romaine faible. On établit quelques propositions
dans ce sens, puis nous donnons une caractérisation constructive de tous les arbres dont
la suppression d’une aréte quelconque fait augmenter le nombre de domination Romaine
faible.

Nous terminons notre travail par une conclusion générale, dans laquelle nous résumons

tout ce que nous avons fait dans ce mémoire.
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CHAPITRE 1

Concepts fondamentaux

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base sur la théorie des graphes et
des terminologies utilisées dans notre mémoire. Ensuite, nous donnons un apercu sur les
fonctions de dominations romaine dans les graphes, Il contiendra en particulier une partie
sur la fonction de domination romaine faible, cette derniére sera ’objet de notre travail.
Pour plus de détails le lecteur peut se référer au livre de Berge [8], ou bien au livre de

Chartrand et Lesniak [12], et aux articles [17], [38], [42].

1.1 Notions de base sur la théorie des graphes
1.1.1 Définition et notations

Un graphe G = (V, E) est déterminé par deux ensembles, un ensemble fini de sommets V'
et un ensemble fini d’arétes F. Le cardinal de V est appelé I'ordre de GG, noté souvent par
n et le cardinal de F est appelé la taille de G, noté par m. Une aréte e € E est une paire
de sommets (u,v) notée par abus e = wv ou bien e = vu, ol u et v sont les extrémités
de laréte e. On dira dans ce cas que les sommets u et v sont adjacents et que 'aréte
e est incidente aux sommets u et v. Une boucle est une aréte dont les deux extrémités
sont confondues. Un graphe est dit simple s’il est sans boucles et sans arétes multiples
(plusieurs arétes relient deux sommets). Tous les graphes considérés dans ce mémoire,

sont simples et finis.
1) Voisinage et degrés

Pour un sommet v d’un graphe G, le voisinage ouvert de V est défini par I’ensemble
Neg(v) = {u € V(G) : wv € E(G)} et le voisinage fermé de V est défini par Ng[v] =
Ng(v)U{v}. Pour un ensemble S C V(G), le voisinage ouvert de S est défini par N(S) =



13

UwesN (v) et le voisinage fermé de S est N[S| = U,esN|[v]. Le voisinage privé dans S, noté
pn(v, S) est 'ensemble des voisins de v qui ne sont voisins d’aucun autre sommet de S :
pn(v, ) = N(w)\N(S — {v}).

Le degré d’un sommet v de GG, noté par dg(v) est le nombre de sommets adjacents a v,
i.e |[Ng(v)|. Un sommet de degré nul est dit isolé et un sommet de degré égal a un est dit
pendant (feuille). On note par L(G) 'ensemble des sommets pendants de G. Un sommet
adjacent a un sommet pendant est appelé support. L’ensemble des sommets supports de
G est noté par S(G). Un support est dit faible, s’il est adjacent a exactement une feuille,
sinon il est dit fort. On désigne par 6(G) et A(G) le degré minimum et le degré maximum

dans (G, respectivement.
2) Chaines, cycles et connexité :

Une chaine C dans un graphe G = (V, F) est une séquence finie de sommets vy, va, ..., vy
telle que pour tout 1 < i < k—1, ¢;, = v;u;.1 € E. L’entier k£ — 1 représente la longueur
de C (au sens des arétes) et les sommets vy et vy sont appelés respectivement extrémité
initiale et extrémité finale de la chaine C. Une chaine est dite élémentaire (resp. simple)
si tous ses sommets sont distincts (resp. toutes ses arétes sont distinctes). Une corde est
une aréte reliant deux sommets non consécutifs dans une chaine. Une chaine minimale
induite par n sommets, notée par P, est une chaine élémentaire sans cordes. Un cycle est
une chaine dont les deux extrémités sont confondues. Un cycle élémentaire C,, induit par
n sommets est un cycle dont les sommets sont distincts (Voir Figure 1.1 ). Un graphe est
dit conneze, si et seulement si pour toute paire de sommets u, v du graphe, il existe une

chaine les reliant.

FiGURE 1.1. Une chaine et un cycle d’ordre 6.



14

Une chaine pendante P dans un graphe G, est une chaine induite tel que I'une de ses
extrémités est une feuille dans G et 'autre n’est que le sommet de P adjacent & un sommet

de G — P. (Voir Figure 1.2).

]

FIGURE 1.2. Une chaine pendante de longueur 4.

3) Distance, diamétre, excentricité et centre:

La distance entre deux sommets = et y dans un graphe connexe G notée d(z,y) est la
longueur du plus courte chaine joignant x et y. L’excentricité d’un sommet v dans un
graphe G = (V| E) est exc(v) = max{d(v,w), w € V'} et le diamétre de G, noté diam(G),
est égal a max{exc(v), v € V}. Un sommet de G ayant une excentricité minimum est
appelé centre. Un graphe peut évidemment avoir plusieurs centres. Par exemple, les
chaines d’ordre pair possédent deux sommets centres.

Une chaine diamétrale d’un graphe GG, est une chaine dont la longueur est égale au

diameétre de G.
4) Stables et cliques:

Un stable (indépendant) dans G, est un sous ensemble de sommets de V' deux a deux
non adjacents.

Une clique K de G est un sous ensemble de sommets de V' deux a deux adjacents.
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1.1.2 Quelques graphes particuliers

Soit G = (V, E) un graphe simple. Pour un sous-ensemble S C V| le sous-graphe induit
par S, noté par G[5] est le graphe ayant S comme ensemble de sommets et ses arétes sont
celles de E ayant leurs deux extrémités dans S. Le graphe partiel de G défini par U C F
noté Gy est le graphe dont les ensembles de sommets et d’arétes sont respectivement V'

et U (Voir Figure 1.3 ).

a : Yol a a e ¥l

be ¢ e b c b ¢ .e

FIGURE 1.3. Le sous graphe de G induit par {a,b, c} et un sous graphe partiel de G.

Un graphe est dit trivial s’il a un seul (graphe singleton) ou aucun sommet (graphe

nul).

Le graphe complémentaire de G, noté G, est un graphe ayant le méme ensemble de

sommets que G et une aréte est dans G si elle n’est pas dans G (Voir Figure 1.4).

FIGURE 1.4. Deux graphes complémentaires d’ordre 5.

Un graphe complet d’ordre n noté par K, est un graphe dont tous les sommets distincts

sont adjacents (Voir Figure 1.5).

Un unicycle est un graphe ayant un seul cycle (Voir Figure 1.6).
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FicUure 1.5. Graphes complets d’ordres 3,4 et 5.

FicURE 1.6. Un unicycle.

Un arbre T = (V,E) d’ordre n est un graphe connexe et sans cycle, il comporte
exactement n — 1 arétes. Un arbre enraciné est un arbre dans lequel un sommet a été
désigné comme racine noté r et chaque aréte est dirigée loin de la racine. Un sommet v
est un fils d’un sommet w, si les deux sommets v et w sont consécutifs sur la chaine de la
racine & v. Le sommet v est un fils de w, si et seulement si w est le pére de v. Pour un
sommet = de I’arbre enraciné, ’arbre 7). est le sous graphe induit par = et ses descendants.

La profondeur d’'un sommet x est la distance entre x est la feuille la plus loin dans T.

FI1GURE 1.7. Une arbre T d’ordre 7.

Une composante connexe d’un graphe G est un sous graphe G’ qui est maximal connexe
(c’est a dire qu’aucun autre sous graphe connexe de G contient G’). Une forét d’ordre

n est un graphe ot chaque composante connexe est un arbre. Le nombre d’arétes d’une



17

forét & k£ composantes connexes est n — k.

LA

FiGURE 1.8. Une forét a 3 composantes connexes.

Un graphe dont tous les sommets ont le méme degré k est appelé un graphe k-régulier

(Voir Figure 1.9).

F1GURE 1.9. Un graphe 3-régulier.

Un graphe G est dit multiparti, si ’ensemble des sommets peut étre partitionné en p
sous ensembles avec p > 2, sachant qu’aucune aréte du graphe G ne joint deux sommets
appartenant au méme sous ensemble. Pour p = 2, le graphe G est appelé biparti. Un
graphe est biparti si et seulement s’il ne contient pas de cycles impaires.

Si un sommet appartenant a un ensemble V; de la partition d’un graphe multiparti
est adjacent a tout sommet des autres ensembles {V; : j # i} pour tout i = 1, p, alors le

graphe G est appelé multiparti complet et noté par Ky, ,, . x,, avec k; = Vil

FIGURE 1.10. Un graphe biparti complet K5 3.
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Un cas particulier d'un graphe biparti complet dans lequel |V;| = 1 et |V5| = p est
appelé une étoile et notée K ,. Le sommet de V; est appelé centre de [’étoile (Voir Figure
1.11).

On dit qu’un graphe H est une subdivision du graphe G, s’il est obtenu a partir de G
en remplacant des arétes de G (Pas nécessairement toutes) par des chaines élémentaires.
Une étoile subdivisée SS, est un arbre obtenu & partir d'une étoile K, en subdivisant

chaque aréte par exactement un sommet (Voir Figure 1.11).

AN

K;s SS's

FIGURE 1.11. Une étoile K; 5 et une étoile subdivisée SS5.

Une étoile double, notée S, ,, ou bien DS, ,, est un arbre obtenu & partir de deux
étoiles K ,,, K 4 tel que p,q > 1, en attachant les deux sommets centraux par une aréte

(Voir Figure 1.12).

FIGURE 1.12. Une étoile double DSj 3.

La k-couronne de G = (V, E) est le graphe d’ordre (k + 1)|V| obtenu d’une copie de
G en attachant a chaque sommet de G une chaine de longueur k£ — 1 de maniére que les
chaines soient disjointes. Pour £ = 1, la 1-couronne de G est appelée la couronne de G

(voir Figure 1.13 ).
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F1cUrE 1.13. Un cycle C4 et sa couronne.

Une aréte e d'un graphe G est appelée isthme (aréte d’articulation du graphe G) si
sa suppression augmente le nombre de composantes connexes, i.e. si G' est connexe alors
GG — e n’est pas connexe.

Un sommet v d’un graphe G est un sommet d’articulation si sa suppression augmente le
nombre de composantes connexes, i.e. si G est connexe alors G — v n’est pas connexe.
Un bloc dans un graphe G est un sous graphe connexe maximal qui ne contient pas de
sommet d’articulation.

Un graphe bloc G est un graphe dont tous les blocs sont complets. Si G ne posséde pas
de sommets d’articulations, alors G est lui méme un bloc. L’intersection de deux blocs
contient au plus un sommet (Voir Figure 1.14 ).

AN

FicUurEe 1.14. Un graphe a 5 blocs.

1.2 Fonction de domination Romaine

Commengons par donner la définition des ensembles dominants. Un sous ensemble S d'un
graphe G = (V| F) est un dominant si tout sommet de V' — S est adjacent & au moins un
sommet de S. Le nombre de domination est le cardinal minimum d’un ensemble dominant

dans G. Pour plus de détails, nous invitons le lecteur a se référer aux deux livres [24, 25]
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Le concept de la domination Romaine dans les graphes a été introduit par Cockayne
et al. en 2004 [17]. Ils ont défini une Fonction de Domination Romaine (FDR) dans
un graphe G = (V, E) comme étant une application f : V' — {0,1,2} satisfaisant a la
condition que pour chaque sommet v de V(G) ayant f(v) = 0, il existe au moins un
sommet u adjacent a v, avec f(u) = 2. Le poids d'une FDR est la quantité w(f) = f(V) =
Y wev f(v). Le nombre de domination Romaine vy (G) est le poids minimum parmi toutes
les FDR de G. Si f(V(G)) = v (G), alors on dira que f est une y5(G)-fonction.

Soit (Vp, V1, V) la partition ordonnée de V(G) induite par f, ou V; = {v € V(G),
f(v) =i} pour i = {0,1,2}. Il existe une correspondance entre les fonctions f : V(G) —
{0,1,2} et la partition (Vj, V1, V). Nous allons donc écrire f = (Vg, Vi, Va) pour designer
une FDR (Voir 'exemple de la Figure 1.15).

2
(]

FIGURE 1.15. Une chaine P; ou v = 4.

Cockayne et al. se sont inspirés des stratégies de défense de ’empire Romain présentées
dans les travaux de ReVelle et Rosing (2000) et Stewart (1999) [38].

Au troisieme siécle de 1’ére commune (EC), lorsque Rome dominait non seulement
I’Europe, mais aussi I’Afrique du Nord et le Proche-Orient, ot elle a pu déployer cinquante
légions dans tout 'empire. Dans cette stratégie de défense avancée, méme les zones les
plus éloignées de 'empire étaient sécurisées par la présence sur place d’un nombre suffisant
de légions de 'armée romaine. Cependant, I’empire avait perdu une grande partie de ses
forces au quatriéme siécle de notre ére et les forces de Rome n’étaient plus que de vingt-
cing légions. Il était donc devenu impossible de stationner des légions en force suffisante
a toutes les positions avancées de ’empire sans abandonner le noyau.

Constantin 1¢" (dit le grand) (272 — 337) a mis au point une stratégie de défense
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en profondeur en utilisant des troupes locales pour perturber les invasions et en déploy-
ant des armées mobiles (AM) pour stopper et repousser les ennemis, ou pour réprimer
I'insurrection. La stratégie de défense avancée antérieure avait fourni un mur autour de
I’empire empéchant aucune des incursions les plus modestes, elle a méme permis aux forces
romaines de pénétrer dans les terres barbares pour perturber les invasions pendant leur
montée.

Au lieu des forces de Rome, la stratégie de défense en profondeur a substitué les
milices locales a temps partiel (qui se battaient pour leur propre terre et leurs familles)
pour ralentir et fragmenter toute armée barbare envahissante jusqu’au poids plus lourd
d’une AM, envoyée par une région éloignée, pourrait étre mis a contribution. Chaque
ensemble d’environ six légions avec de la cavalerie auxiliaire, de I'artillerie, etc. forme une
AM, une unité de forces dont le nombre est suffisant pour sécuriser I'une des régions de
I’empire. Au troisiéme siécle de notre ére, les cinquante légions de Rome, ou environ AM,
pouvaient étre allouées afin que chacune des huit provinces soit sécurisée par sa propre AM.
Cependant, au quatriéme siécle de notre ére, seules quatre AM étaient disponibles pour
le déploiement. Les régions de 1’empire sont considérées comme connectées (Voir Figure
1.2 ), ou chaque région est représentée comme un cercle (sommet). Le mouvement le long
d’une ligne (aréte) entre des régions représente une «étape» et pour qu'une région soit
sécurisée, une AM doit pouvoir 'atteindre en une seule étape. Une région est considérée
comme sécurisée si elle contient déja une ou plusieurs AM. D’un autre coté, la région peut
étre sécurisée, c’est-a-dire qu'une AM peut étre capable de se déployer pour protéger cette
région en une seule étape, mais uniquement dans des conditions spéciales. Une AM ne
peut étre déployée d’une région a une région adjacente que s’il se déplace d’une région ou
il y a au moins une autre AM pour aider a le lancer. Ceci est analogue a la stratégie d’ile
en ile poursuivie par le général MacArthur pendant la seconde guerre mondiale dans le
mouvement du théatre du Pacifique suivi la chaine d’iles déja sécurisées par les troupes

laissées derriére.

Le défi pour Constantin était d’allouer seulement quatre AM a des postes dans les huit

régions de I'empire. Constantin a choisi d’en placer deux & Rome, un choix symbolique
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et stratégique, et deux dans sa nouvelle capitale, Constantinople. Avec ce déploiement,
chaque région de 'empire était déja sécurisée ou pouvait étre atteinte par une AM en une
seule étape, a I’exception de la Bretagne. Pour I'atteindre avec une AM, une AM devait se
déplacer de Rome en Gaule, sécurisant la Gaule. Ensuite, une deuxiéme AM devait étre
lancée de Constantinople & Rome. Ce n’est qu’alors qu'une AM pourrait passer de Rome
a la Gaule, et finalement une AM pourrait passer de la Gaule a la Bretagne, un total de
quatre étapes pour les armées du monde. Chacune des quatre étapes a commencé & partir
d’une base qui avait deux AM présentes.

Grace a la fonction de domination Romaine, d’autres alternatives peuvent étre envis-
agées plus efficaces que celle de Constantin et toutes les régions seront sécurisées par une
seule étape. Soit qu’on place 2 & Rome, 1 & Bretagne et I’Asie Mineure, ou bien 2 a

Constantinople et Iberia.

1.2.1 Fonction de domination romaine faible

Il existe plusieurs variantes de la domination romaine, parmi ses variantes, on s’intéresse

dans notre travail a 1’étude de la fonction de domination romaine faible, introduite par
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Henning et Hedetniemi [42] et approfondi par exemple dans [13, 18, 37].

Ils ont exploré le potentiel économique pour maintenir les légions a des cotits sub-
stantiels pour que 'empire reste protégé en cas d’une seule attaque (mouvement) entre
les régions. Soient G = (V, E) un graphe, f : V(G) — {0,1,2} une fonction et pour
toute paire de sommets adjacents v € Vy et v € Vi U Va, la fonction f,—, : V(G) —
{0,1,2} définie par f,,(u) = 1, fou(v) = f(v) = 1 et fy_u(w) = f(w) pour tout
w € V(G) — {u,v}. Dans ce cas, v est dit voisin mobile pour u par rapport a la fonction
f.

La fonction f est dite une fonction de domination romaine faible (FDRF'), si pour tout
sommet u € Vp, il existe un sommet v € (V3 U V) N N(u), tel que G n’a pas de sommets
non protégés par f,_,. Le poids de la fonction f est la quantité f(V) = ZUGV(G) fv).
Le nombre de domination romaine faible noté v, (G) est le poids minimum parmi toutes
les (FDRF) de G (Voir Figure 1.16). Une fonction de domination romaine faible de
poids v, (G) est appelée v, (G)-fonction. Dans la suite, on écrira f = (Vy, V3, V2) (ou bien,
f = v/ V) pour designer une FDRF.

FIGURE 1.16. Une chaine P;5 ou vy, = 3.
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CHAPITRE 2

ETAT DE L’ART

De nombreuses études ont été réalisées sur les paramétres du graphe lorsque la structure du
graphe est légérement modifiée par 'ajout d’aréte/sommet, la suppression d’aréte /sommet
et la contraction d’aréte ou l'identification de sommets. Ainsi, les notions de criticité et
de stabilité ont été introduites selon si le paramétre augmente, diminue ou reste inchangé.

Pour le nombre de domination, les premiers travaux fait dans ce sens, sont présentés

dans 'organigramme ci-dessous:

suppression
d'un sommet

==

Les graphes modifiés

suppression
d'une arcte

==

l'identification
de sommets

Le nombre de

Le nombre de

Le nombre de

Le nombre de

[Le nombre de

domination domination domination domination domination
change ne change pas diminue augmente diminue
étudié par étudié par etudié par étudié par étudié par
Walikar Dutton Brigham Bauer Burton
et Acharya et Brigham et al. et al. et Sumner
[1]. [20] [20]. [6] [10].

Dans ce chapitre, nous présentons les principaux résultats des différents travaux de

recherche sur les fonctions de dominations Romaine dans les graphes modifiés.

Nous
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rappelons que tous les graphes considérés dans ce mémoire sont finis, simples et non

orientés.

2.1 Terminologie

Avant de commencer, nous devons d’abord introduire une terminologie qui peut se trouver
dans les articles Jafari Rad et al. [30, 32], Chellali et al. [15], ou Samodivkin [40]. Selon
les effets de la suppression d'un sommet sur le nombre de domination Romaine d’un
graphe (G, nous pouvons partitionner l’ensemble V(G) en trois classes disjointes, Soit

V(G)=V7UVi UVy, tels que:

Vi ={v e V(G) : v5(G —v) = 7x(G)},
Vi ={v e V(G) : (G —v) > vx(G)},
r =1 e V(G) : vp(G —v) < vx(G)},

0
b d e
0 o
) 2 0
0
0 1

FiGure 2.1. Vi = {f},V; = {ab,ceg}, Vi = {d}, E} = {ad, bd, cd, dg, de}, E7{ef,
sf}.

Par conséquent, nous avons les définitions suivantes:

- Un graphe G d’ordre n > 2, est dit v,-sommet-critique, si la suppression d’un sommet

quelconque de GG diminue le nombre de domination Romaine.

- Un graphe G d’ordre n > 2, est dit vp-sommet-supercritique, si la suppression d'un

sommet quelconque de G augmente le nombre de domination Romaine.
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- Un graphe GG d’ordre n > 2 est dit yz-sommet-stable, si la suppression d’'un sommet

quelconque de G laisse le nombre de domination Romaine inchangé.

Etant donné que la suppression d’une aréte d’un graphe G ne fait pas diminuer le
nombre de domination Romaine, nous avons alors v,(G — €) > vz(G), pour toute aréte
e € E(G). Par conséquent, 'ensemble des arétes de G peut étre partitionné en E;; = {e €
E(G):vg(G—e) =vr(G)} et B ={e € E(Q) : yp(G —e) > vx(G)}. (Voir Figure 2.1).

Donc, on obtient les définitions suivantes:

- Un graphe G de taille m > 1 est dit yp-aréte-critique, si pour toute aréte e de E(G),
Tr(G —€) > 1r(G).

- Un graphe G de taille m > 1 est dit ypz-aréte-stable, si pour toute aréte e de E(G),
Tr(G —€) = 7R(G).

De méme, I'ajout d’une aréte e ne fait pas augmenter le nombre de domination Ro-

maine, nous avons alors v5(G + ¢) < v5(G) pour toute aréte e de E(G). Donc, on obtient

les définitions suivantes:

- Un graphe G est dit v p-aréte-critique, si pour toute aréte e de E(G), vp(G+e) < v(G).

- Un graphe G est dit yp-aréte-stable, si pour tout aréte e de E(G), vp(G +¢) = vx(G).

Maintenant, d’apres le comportement du parameétre 75 (changé ou inchangé) lorsqu’un
graphe est légérement modifié par la suppression d’un sommet ou d’une aréte ou ’ajout
d’une aréte quelconque, nous avons les six classes de graphes suivantes. Pour cela, nous
utilisons les notations ci-dessous qui indiquent les explications suivantes:

CV R : Changing Vertex Removal (la suppression d’un sommet change le paramétre
Vr)-

CFER : Changing Edge Removal (la suppression d’une aréte change le parameétre ).

UV R : Unchaging Vertex Removel (la suppression d’'un sommet ne change pas le

parameétre 7y p).
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UFER : Unchanging Edge Removal (la suppression d’une aréte ne change pas le parame-

tre vp).

e Reovr est la classe des graphes G tels que v5(G —v) # v (G) pour tout v € V(G).
e Ryvr est la classe des graphes G tels que v
e Ropr est la classe de graphes G telle que vj

(G =)

(G —e) (
e Rygr est la classe de graphes G telle que v, (G —¢) =5 (G
e Ropa est la classe de graphes G telle que vy ( ) (

(G +e) (

® Rypa est la classe de graphes G telle que v

2.2 Les classes des graphes Royr, Rogr €t Roga :

Dans cette section, on s’intéressera aux opérations suivantes:
- Suppression d’un sommet.
- Suppression d’une aréte.

- Ajout d’une aréte.

2.2.1 Swuppression d’un sommet

Il est & noter que la suppression d’'un sommet peut faire augmenter v,(G) par au moins
un. Par exemple, la suppression d’'un sommet centre de ’étoile K ; avec t > 3, augmente
le nombre de domination par n — 3. Mais elle peut faire diminuer v,(G) par au plus un.
Par exemple la suppression d’un sommet pendant de la chaine P, ou n = 1,2(mod 3).
Donc, dans un graphe G le nombre de domination Romaine satisfait la propriété suivante:

Yr(G) — 1 < vx(G —v). Le résultat suivant donne des propriétés pour quelques classes

de V(G).

Proposition 2.1 (Jafari Rad et Volkmann [33]). Si = et y sont deux sommets de G tel

que x € Vi ety € Vi, alors x et y ne sont pas adjacents.

Proposition 2.2 (Jafari Rad et Volkmann [33]). Soit G un graphe, tel que v € V , alors
pour toute v 5(G)-fonction f = (Vo, Vi, Va), on a:
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1) vels.
2) v a au moins trois voisins privés dans V.

En conséquence, il n’existe pas un graphe G tel que Vi = V(G), et donc aucun graphe
est vz (G)-sommet-supercritique.

Dans [30, 33|, Jafari Rad et al. ont travaillé sur les graphes v(G)-sommet-critiques.
Ils ont donné quelques résultats pour tout graphe G. Ils ont aussi caractérisé quelques
classes particuliéres comme les cycles, les arbres, les graphes blocs et les graphes multipartis

complets.

Théoréme 2.3 (Jafari Rad et al. [30]). Un graphe G est dite un 7y p-sommet-critique, si
et seulement si pour tout v € V(G) il existe une y5(G)-fonction f = (Vo, Vi, Va) telle que

v e V.

Proposition 2.4 (Jafari Rad et al. [30]). Soit G un graphe ~yp-sommet-critique et v €
V(G). S’il existe une yp-fonction f = (Vo,V1,Va) de G — v, alors N (v) NVa = 0.

Proposition 2.5 (Jafari Rad et al. [30] [33]). 1) Un graphe multiparti complet
Ky porprs T = 2, est yp-sommet-critique, st et seulement si py = py = ... = p, €

{23 our=2etpr=p2=1, t.e K p, p = Ks.
2) Un cycle C,, d’ordre n est yp-sommet-critique, si et seulement si n = 1,2(mod 3).
3) Un arbre T est yp-sommet-critique, si et seulement si T = K.

4) Un graphe bloc G est yz-sommet-critique, si et seulement si G = Ko

Pour tout graphe de degré minimum 1, il est montré dans [33], que tout sommet support
d’un graphe 7, (G)-sommet-critique est adjacent & exactement une feuille.
Un graphe G est dit k-yp-sommet-critique, pour tout k£ > 2, si G est ~yp-sommet-critiques
et 7p(G) = k. Les résultats suivants donnent une caractérisation pour les graphes 3-7p-

sommet-critiques, et 4-vyp-sommet-critiques [33].

Théoréme 2.6 (Jafari Rad et Volkmann [33]). Un graphe G d’ordre n > 4 est 3-yp-

sommet-critique, si et seulement si n est pair et G est un graphe (n — 2)-réqulier.
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Théoréme 2.7 (Jafari Rad et Volkmann [33]). Un graphe G d’ordre n > 5 est 4-yp-
sommet-critique, si et seulement si pour tout v € V(G), il existe un sommet u de degré

n — 3 qui n’est pas adjacent a v.

Maintenant, on donne une borne supérieure pour le diamétre d’un graphe 7 z-sommet-

critique.

Théoréme 2.8 (Jafari Rad et Volkmann [33]). Pour tout graphe G 7 p-sommet-critique,
on a:

diam(G) < {%G)_ﬂ :

2.2.2 Suppression d’une aréte

Dans [33], Jafari Rad et Volkmann ont montré que la suppression d’une aréte quelconque
de G ne fait pas diminuer le nombre de domination v;(G). Mais elle 'augmente par au

plus un, ce qui implique le résultat suivant.

Proposition 2.9 (Jafari Rad et Volkmann [33]). Pour toute aréte e de E(G), yr(G—e) <
vr(G) + 1.

Par la Proposition 2.9, si G est un graphe v z-aréte-critique, alors y5(G—e) = v5(G)+1.
Notons que si G est un graphe avec A(G) < 1, alors il n’existe pas une aréte e, telle que
Yr(G —€) > vg(G). Par conséquent, si G est un graphe 75(G)-aréte-critique, alors
A(G) > 2. En [33], Jafari Rad et Volkmann ont aussi donné une caractérisation pour les

graphes 7y p-aréte-critiques.

Théoréme 2.10 (Jafari Rad et Volkmann [33]). Soit G un graphe avec A(G) > 2. Alors,
G est yg- aréte-critique st et seulement st G est une forét dans laquelle chaque composante

est un sommet isolé ou bien une étoile d’ordre au moins 3.

Puisqu'une étoile d’ordre au moins 3 n’est une 7y z-sommet-critique, le Théoreme 2.10

implique le résultat suivant.

Corollaire 2.11. Rcyvr N Rerr = 0.



30

2.2.3 Ajout d’une aréte

Jafari Rad et al. ont montré dans [32], que 'ajout d’une aréte quelconque d’un graphe
G peut diminuer v (G) par au plus un. Donc si G un graphe ~yp-aréte-critique, alors
Yr (G +e) =75 (G)—1, pour tout e de E(G). Puis, Ils ont donné des caractérisations des

graphes et des arbres 7 p-aréte-critiques.

Proposition 2.12 (Jafari Rad et al. [32]). Un graphe G est vyg-aréte-critique, si et

seulement si pour tous deur sommets x,y non adjacents, il existe une yz(G)-fonction

f= W, Vi, Va) telle que {f(x), f(y)} = {1,2}.

Soit 77 un arbre obtenu & partir de deux copies de Ps5 en ajoutant une aréte entre les

sommets centraux, et soit Ty ’arbre obtenu a partir de 7 en supprimant une feuille.
Théoréme 2.13 (Jafari Rad et al. [32]). T3 et Ty sont les seuls arbres 7y p-aréte-critiques.

Proposition 2.14 (Jafari Rad et al. [32]). Si T est un arbre ~g-aréte-critique, alors
diam (T") = 5.

Dans [16], Chellali et al. ont donné des conditions nécessaires pour les graphes -

aréte-critiques.

Théoréme 2.15 (Chellali et al. [16]). Si G est un graphe 7 z-aréte- critique d’ordre n > 2,
alors V(G) = Vi UV,

Théoréme 2.16 (Chellali et al. [16]). Si G est un graphe 7y -aréte-critique, alors V7 est

vide ou bien G[V}] est un graphe complet.

Pour un entier £ > 2, un graphe G est dit k- p-aréte-critique, si G est yz-aréte-critique
et Yr(G) = k. Dans [16], les auteurs ont caractérisé les graphes k-vz-aréte-critiques, selon

les différentes valeurs de k.

Théoréme 2.17 (Chellali et al. [16]). Un graphe G d’ordre n > 2 est 2-7y p-aréte-critique

si et seulement si G est un graphe complet.
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Soit H la classe de tous les graphes G d’ordre n > 3 tels que A(G) = |V(G)| — 2, et
pour tous deux sommets non adjacents x,y de G, A(G) € {dg(x),dc(y)} (Voir la Figure
2.9).

FiGURE 2.2. Exemple des graphes appartenant a la classe H.

Théoréme 2.18 (Chellali et al. [16]). Un graphe G est 3-yp-aréte-critique, si et seulement
st G €H.

Théoréme 2.19 (Chellali et al. [16]). Un graphe G d’ordre n est n-yp-aréte-critique, si

et seulement si G = 5K, sin pair, ou bien G = ”T’lKl U Ky sin impair.

Théoréme 2.20 (Chellali et al. [16]). Un graphe G d’ordre n > 3 est (n — 1)-yp-
aréte-critique, si et seulement si G = C; Umi Ky UmseKsy, ot i € {3,4,5}, my < 1 et

mi1 +2me =n —i.

De plus dans [16], Chellali et al. ont présenté une borne reliant le diameétre d’un graphe
v p-aréte-critique avec le nombre de domination Romaine. Aussi, ils ont montré que pour

chaque entier pair n > 6, il existe un graphe G, vg-aréte-critique avec diam(G) = 5.

Théoréme 2.21 (Chellali et al. [16]). Si G un graphe yp-aréte-critique avec y5(G) > 3,
alors diam(G) < 3 {%—‘ + 2.

Dans [23], Hansberg et al. ont caractérisé les graphes unicycles ~y - aréte-critiques.
Soit W le graphe obtenu & partir d’une 2-couronne de C3 en suppriment une feuille. Pour
tout sommet = de W, avec dy (x) = 3, nous joignons z a une feuille d’une chaine P, pour
obtenir un graphe W;. A noter que W; a six feuilles et six sommets supports. Soit Wy

obtenu a partir de W; en supprimant une feuille (Voir la Figure 2.3).
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FiGURE 2.3. Les graphes W, W, et W5.

Théoréme 2.22 (Hansberg et al. [23]). Un graphe unicycle connexe G est yg-aréte-
critique, si et seulement si G € {Cy, Cs, W, W1, W }.

2.3 Les classes des graphes Ryvr, Ruer €t Ryga :
2.3.1 Suppression d’un sommet

Puisque, pour une chaine P, et un cycle C,, d’ordre n, on a v, (P,) = 75 (Cy,) = [%],
Jafari Rad et Volkmann [33] ont montré que P, € Ryyg si et seulement si n = 0(mod 3)
et C,, € Ryvr si et seulement si n = 0(mod 3).

Maintenant, nous présentons une caractérisation des graphes G appartenant a Ryv g

a été donnée dans [33].

Théoréme 2.23 (Jafari Rad et Volkmann [33]). Pour un graphe G, G € Ryyg si et

seulement si G est sans sommets isolés, et pour tout sommet v on a :

1) Pour toute vr(G)-fonction f = (Vo, Vi, Va), v € Va et il existe une fonction g qui soit
une FDR de G — v avec w(g) = vx(G), ou bien

2) Il existe une v(G)-fonction f = (Vo, V1, V2) tel que v ¢ Va, et pour toute ~-fonction
9= (‘/87‘/1/"/2/) de G, v ¢ Vvll .

Chambers et al. [11] ont prouvé que si G est un graphe sans sommets isolés, alors
v (G) < 2. Cette borne a été améliorée pour les graphes de Ryy g dans [40].
Samodivkin [40], a donné une caractérisation constructive des arbres de Ryyr qui a

montré en outre que tout arbre de Ry g a une fonction de domination Romaine unique de
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poids minimum. Il convient également de noter que les arbres admettant des fonctions de
dominations Romaine minimum unique ont été caractérisés par Chellali et Jafari Rad [14],
tandis que Hajian et Jafari Rad [22], ont caractérisé les graphes G de degré minimum au
moins deux appartenant & Ryygr. Par ailleurs, ils ont donné pour cette classe de graphes

une borne supérieure pour le nombre de domination Romaine.

Théoréme 2.24 (Hajian et Jafari Rad [22]). Si G € Ryyg est un graphe d’ordre n, ou
6(G) > 2 alors, vR(G) < & (1/ (1 + %)) :

A noter que le Théoréeme 2.24 a été amélioré pour certaines classes des graphes dans

[22].

2.3.2 Suppression d’une aréte

Jafari Rad et Volkmann ont montré dans [33], que les cycles C,, et les chaines P, ap-
partenant & Rypg, si et seulement si n = 2(mod 3). Pour les graphes G d’ordre n > 2
et de degré maximum A(G) = n — 1 sont dans Rygg, si et seulement si G contient au
moins trois sommets de degré n — 1, ou bien G = K,. En particulier, si G' est un graphe
multiparti complet K, ,, ., avecr >2et 1 <p; <py <..<p,, alors G € Rygr si et
seulement si 7 = 2 et py = ps = 1, ou bien r > 3 et p; = po = p3 = 1 ou bien p; > 2. 1l

ont aussi caractérisé les graphes GG appartenant & Rygr comme suit.

Théoréme 2.25 (Jafari Rad et Volkmann [33]). Pour un graphe G, G € Rygrg, si et
seulement si pour toute aréte e = xy dans G, il existe une v 5(G)-fonction f = (Vo, Vi, V)

qui est également une 7y p-fonction de G — e.

2.3.3 Ajout d’une aréte

Un graphe G est dit y,-F A-stable, si G € Rypa. Chellali et Jafari Rad [15], ont montré
qu’il n’existe pas une caractérisation par sous-graphes interdits des graphes 7 p- E A-stables,
car pour tout graphe H, ils ont fourni un graphe v,-F A-stable G, tel que H est un sous-
graphe induit de GG. Par ailleurs, ils ont donné une condition nécessaire et suffisante pour

qu'un graphe soit en Ryga.
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Théoréme 2.26 (Chellali et Jafari Rad [15]). Un graphe G d’ordre n > 3, est un vp-

aréte-stable, si et seulement si pour toute y(G)-fonction f = (Vy, V1, V3), Vi = 0.

D’apres le Théoréme 2.26, si un graphe G est vp-EA-stable, alors v5(G) = 2|V, et
donc il n’existe pas un graphe 7p-aréte-stable dont le nombre de domination Romaine
est impair. Chellali et Jafari Rad [15] ont donné aussi une caractérisation des graphes
v r-E A-stables ayant un nombre de domination Romaine égale & 2 ou 4. Pour un entier k,
un graphe G est dit k- p-E A-stable si G est v p-FE A-stable et v5(G) = k. Rappelons que
vr(G) > 2 pour tout graphe G non trivial.

Proposition 2.27 (Chellali et Jafari Rad [15]). Un graphe connexe G d’ordre n > 2 est

2-yp-E A-stables, si et seulement si G posséde un sommet de degré n — 1.

Proposition 2.28 (Chellali et Jafari Rad [15]). Un graphe G connexe d’ordre n est un
4-yp-EA-stable, si et seulement si A(G) < n — 4 et il existe deur sommets x,y tels que

N(x)UN(y) = V(GQ).

De plus, ils ont caractérisé dans [15] certaines classes de graphes 7,-FE A-stables. A

noter que les graphes complets K, sont v ,-F A-stables.

Proposition 2.29 (Chellali et Jafari Rad [15]). 1) Une chaine P, est vp-EA-stable, si

et seulement sin = 2 ou n = 0(mod 3).
2) Un cycle C,, est yp-E A-stable, si et seulement si n = 0(mod 3).
3) Pour un graphe biparti K, ,,m < n est yp-EA-stable, si et seulement si m # 2.

Proposition 2.30 (Chellali et Jafari Rad [15]). Soit G un graphe ~p-E A-stable d’ordre

n >3, alors on a :

1) Pour tout sommet v, Yp(G —v) > vr(G).

2) diam(@) < 22@ 1,
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2.4 Relations entre les classes

Samodivkin [41], a étudié la relation entre les six classes Rovr, Ruvr, Reer, Ruer, Roea
et Rypa qui peut étre vue dans le diagramme de Venn de la Figure 2.4 basé sur les différents

résultats établis.

R JER RL"EA

( C LQ ) @) - () = )

FIGURE 2.4. Les relations entre les classes.

Théoréme 2.31 ([41]). Soit G un graphe dans Repa. Alors, les conditions suivantes

sont vérifiées

1) Un sommet v € V5 (G) si et seulement s’il existe des vp(G)-fonctions f, et g, avec

{/:(G), 92(G)} = {0,2}.

2) Si V5 (G) # 0 et GIVZ(G)] nlest pas une composante connexe de G, alors chaque

sommet de V7 (G) a un voisin dans Vi (G).
2) G e Ruen.

Il convient de noter que pour I’établissement du diagramme de Venn, les cas qui étaient
vides en réalité n’ont pas été pris en compte. Par exemple les graphes complets sont a la
fois dans Rogpa et Ruyga, et les graphes sans arétes sont a la fois dans Reogr et Rugr.

Par conséquent, nous excluons les graphes sans arétes et les graphes complets.

Théoréme 2.32 ([41]). Les classes Rovr, Reea, Roer, Ruvr, Ruer €t Ruga sont liées

comme indiqué dans le diagramme de Venn de la Figure [20].

Samodivkin [41], a poursuivi ’étude du diagramme de Venn de la Figure 2.4, et il a

montré ce qui suit: un graphe G € Rorpr N Ryvr si et seulement si G = nKj9 n > 1,



36

un graphe G € (Regr N Ruea) — Ruvr si et seulement si chaque composante de G
est une étoile d’ordre au moins 4, et un graphe G € Repr —Ruga, si et seulement si
d(G) = 0 et chaque composante de G est un sommet isolé ou une étoile d’ordre au moins
3. Il a également montré que pour les arbres d’ordre n > 3, Regr — Ruga = Rugr N

Ruga = Reove = 0.

2.5 Autres Opérations

La contraction de deux sommets adjacents u et v (ou lidentification de deux sommets
adjacents) forme un nouveau sommet, désigné par uv, dont le voisinage ouvert est (N (u)N
N(v)) — {u,v}. Le graphe obtenu sera désigné par G,,.

Jafari Rad et Volkmann [31, 34], ont étudié les graphes pour lesquels la contraction
de toute aréte diminue le nombre de domination Romaine, tandis que Jafari Rad a étudié
dans [29], la domination Romaine critiques par subdivision d’arétes. Dans [28], les graphes
bicritiques ont été considérés par Jafari Rad, ot la suppression de toute paire de sommets
diminue le nombre de domination Romaine. Les propriétés des graphes bicritiques par rap-
port a la domination Romaine sont présentées et les arbres et unicycles sont caractérisés.
D’un autre coté, Amraee et al. [3] ont introduit le paramétre de domination Romaine
stable, défini comme étant le nombre minimum de sommets dont la suppression change
le nombre de domination Romaine. Ils ont présenté différentes bornes sur le nombre de
domination Romaine stable, et ils ont montré que le probléeme de décision correspondant
au nombre de domination Romaine stable est NP-difficile. Bouchou et Blidia [9] ont asso-
cié un indice & savoir 'indice de criticité de la suppression et 'indice de criticité d’ajout,
en calculant pour les chaines et les cycles. Le nombre de subdivision de la domination
Romaine sd,r(G) d'un graphe G a été introduit par, Atapour et al. [4], défini comme
le nombre minimum d’arétes qui doivent étre subdivisées (chaque aréte de G peut étre
subdivisée au plus une fois) afin d’augmenter le nombre de domination Romaine. Atapour
et al. ont présenté des bornes supérieures sur sd,p(G) pour les graphes arbitraires G
en termes de degré de sommets. Ils ont également montré que le nombre de subdivision

de la domination Romaine d’un graphe peut étre arbitrairement grand. Par ailleurs ils
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ont présenté plusieurs conditions différentes sur GG qui sont suffisantes pour impliquer que
1 < sdyr(G) < 3. De nouvelles bornes pour le nombre de subdivision de la domination
Romaine est présenté par Khodkar et al. [35, 36]. Une caractérisation constructive des
arbres tels que sd,g(T") = 2 a été donné par Atapour et Al. [5]. Enfin, Amjadi et al. [2],
ont introduit le nombre de subdivision de la domination Romaine du jeu d’un graphe G
et ont présenté des bornes sur le nombre de subdivision de la domination Romaine du jeu

dans les arbres.

2.6 Fonction de domination romaine faible

Pour la fonction de domination romaine faible, la documentation est inexistante, a 1’éxcep-
tion du travail de Roushini et Kamalamb [39]. Ce dernier examine seulement Ueffet de la

suppression d’un sommet sur le nombre de domination romaine faible v, (G).
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CHAPITRE 3

EFFET DE LA SUPPRESSION D'UNE ARETE SUR LE NOMBRE

DE DOMINATION ROMAINE FAIBLE

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a ’étude de la fonction de domination romaine
faible dans les graphes modifiés, a savoir, étude de I'effet de la suppression d’une aréte sur
le nombre de domination romaine faible ~,(G). Avant de présenter notre contribution,
nous donnons un résultat important établi par Henning et Hedetniemi [26] et qui sera utile
pour la suite.

Concernant les cycles et les chaines. Il est clair que v, (P) = v,(C3) =1 et 7v,.(Ps3) = 2.

Proposition 3.1 (Henning et Hedetniemi [26]). Pourn >4, v, (Cy,) =, (P,) = [22].

3.1 Quelques résultats préliminaires:

Il est évident que I’ajout d’une aréte de G ne fait pas augmenter le paramétre v, (G). Mais

elle le fait diminuer au plus d’une unité, d’ou la proposition suivante.

Proposition 3.2. Soit G un graphe d’ordre n > 2. Alors, pour toute aréte e = uv de

E(G) on a: 7, (G) =1 <7, (G+e) <7, (G).

Preuve. Puisque toute FDRF de G est aussi une FDRF de G + uwv, alors on obtient la
borne supérieure.
Soit u,v € V(G) et soit f = (Vp, Vi, Vo) une v, (G + uv)-fonction. Examinons les cas
suivants:

- Si {u,v} NV # (), on peut supposer sans perte de généralité que u dans Vg. Alors,
la fonction g définie par g(x) = f(x), pour tout z € V — {u} et g (u) = 1, est une FDRF
de G de poids v, (G + uv) + 1, par conséquent v, (G) < 7, (G + uv) + 1.
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- Si{u,v}NVy =0, alors f reste une FDRF de G et donc v, (G) < 7, (G + uv) . Ainsi,

on obtient la borne inférieure O

Il est & noter que la borne inférieure de la Proposition 3.2 est atteinte. Pour voir,
considérons une étoile double DS 5, ot 7,(DSs2) = 4 et v,(DSs2 + €) = 3, pour toute
aréte e de G et pour la borne supérieure, on prend une étoile K1, (t > 3), ot v, (K ;) =

v, (K1 + €) = 2 pour toute aréte e de G.

Par la Proposition 3.2, et le fait que G — e est un graphe partiel de G, le Corollaire

suivant est immeédiat.

Corollaire 3.3. Soit G un graphe d’ordre n > 2. Alors, pour toute aréte e de E(G) on a
$ 9, (G) €7, (G —e) <7, (G) +1

En conséquence du Corollaire 3.3, un graphe G est dit v,.-E R-critique, si pour toute
aréte e de E(G), v, (G —e) = v, (G) + 1. A noter que, I'abréviation FR désigne Edge

Removal (aréte supprimée).

3.2 Propriétés des graphes ~,-E R-critiques:

Dans cette partie, on donnera quelques propriétés des graphes GG, dont la suppression de
toute aréte fait augmenter le nombre de domination romaine faible v, (G) .
Il est & noter en premier lieu qu’il existe une =, (G)-fonction, qui affecte des valeurs

positives non nulles aux sommets supports de tout graphe G. D’o11, ’observation suivante,

Observation 3.4. Si S(G) est l'ensemble des sommets supports de G, alors il existe une

v,.(G)-fonction f = (Vo, V1, Va) telle que S(G) C Vi U Vs.

Définition 3.5. Si f = (Vp, V4, Va) est une v,.(G)-fonction, alors pour tout sommet v de
Vi U Vs, on définit Pr(v) comme étant l'ensemble des sommets de Vy, pour lesquels v est

un voisin mobile. A noter qu’un sommet de Vy posséde au moins un voisin mobile.
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Le résultat suivant donne une condition nécessaire pour les graphes v, -E R-critiques.

Proposition 3.6. Si G est un graphe ~,.-ER-critique, alors pour toute ~,(G)-fonction
f= o, V1,V2) on a:

1) Vi U Vs est un stable.
2) Siv € Vs, alors pour tout x € Py(v), N(xz) N Vy = 0. En particulier P;(v) est stable.

3) Pour tous u,v € Vi U Vs, aucune aréte ne lie un sommet de Ps(v) & un sommet de

Py(u).

4) Pour tout sommet v € Vg, [IN(v)N (V1 UV3)| < 2. En particulier, |[N(v)NVi| < 2,
IN(v) N V| <1 et si N(v)N Va0, alors N(v) NVy = 0.

5) Si de plus G est conneze, alors |Va| < 1.

Preuve. Soient G est un graphe ~,-F R-critique, et f = (Vy, V1, Vs) est une ~,(G)-
fonction.

1) Supposons que V; U V, n’est pas un stable, et soient x,y deux sommets adjacents
de V4 U V5. Alors, f reste une FDRF de G — zy, et donc, v,.(G — zy) < 7,.(G). D'ou la
contradiction. Ainsi, V7 U V5 est un stable.

2) Supposons le contraire, et soit y € Vo N N(z). Alors, f reste une FDRF de G — xy.
D’ou, la contradiction. De plus, puisque Py(v) C Vp, alors N(z) N Pp(v) = 0. D’ou Pr(v)
est un stable.

3) Supposons le contraire, qu'il existe une aréte xy de G, telle que = € Py(v) et
y € Ps(u). Par (2), u,v € V; et donc f reste une FDRF de G — zy. D’o, la contradiction.

4) Supposons qu’il existe un sommet v € V4 tel que |[N(v) N (V3 U V,)| > 3. Parmi
tous les voisins de v dans V; U V3, soit w un voisin de v qui n’est pas mobile (sinon w est
un voisin quelconque de v dans V; U V3). Alors, f reste une FDRF de G — wv. D’ou la
contradiction. La deuxiéme propriété s’obtient similairement. Supposons Maintenant que
|N(v) NV, = 2, et soient x,y les voisins de v dans V5. Il est clair que f reste une FDRF

de G — zv, d’ou la contradiction. Ainsi, |N(v) N Va| < 1.
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5) Supposons que G est connexe, et que |V5|> 2. Soient z1, x2 deux sommets quelconque
de V4. Alors, pour tout z € Ps(z;) on a N(z;) NVy =0 (d’aprés (2)), N(zf) NVi =0 et
N(z;)NVa = {x;} (d’apres (4)). Par ailleurs puisque V3 U V3 est un stable (d’apres (1)), on
a déduit que N[z;] induit un sous graphe connexe maximal, ce qui contredit la connexité

de G. D’ou |V5]|< 1. O
Par la Proposition 3.6, et I’Observation 3.4, le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 3.7. 5i G est un graphe v,.-E R-critique, alors [’ensemble des sommets supports

est un stable.

En se restreignant a la classe des arbres +,-E R-critiques, nous avons les propriétés

supplémentaires suivantes.

Proposition 3.8. Si T est un arbre ,-E R-critique, alors pour toute ~y,(T')-fonction f =
(Vo, V1, V2) on a:

1) Vi est un stable.
2) Pour tout x € Vy, dr(x) € {1,2}. Par ailleurs, si dp(x) = 2, alors N(z) NV, = 0.

Preuve. Soit T est un arbre ~,-ER-critique, et soit f = (Vp, Vi, V5) est une v,.(T)-
fonction.

1) Maintenant, pour que aucune aréte ne relie Py(v) et Pr(u) pour tous deux sommets
u,v de V3 UV, (d’apres (3) de la Proposition 3.6), alors Vj est un stable.

2) découle de (4) de la Proposition 3.6. O

Le résultat suivant donne une caractérisation des graphes v, E R-critiques-connezes,

lorsque I’ensemble V5> d’une ,-fonction a un cardinal 1.

Proposition 3.9. Si G est un graphe ~,-ER-critique-conneze. Alors, G admet une -, -
fonction f = (Vo, V1, Va) telle que |Va|= 1, si et seulement si G est une étoile d’ordre au

moins 4.
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Preuve. Soit Vo = {x}, montrons que V; = (). Supposons le contraire que V; # (). Par
(2) de la Proposition 3.6 pour tout y € P(x), N(y)NVy = 0. Mais puisque G est connexe,
alors N(y) N Vi # (0, ce qui contredit (4) de la Proposition 3.6, d’ou V; = (). Maintenant
P¢(z) est un stable, alors G est une étoile K, centrée en x. Par ailleurs, puisque G est
~,-E R-critique on a t # 2. Aussi puisque pour ¢t = 1, on a V5 = (), alors on a déduit que

t > 3. La réciproque est simple & voir O

Notre objectif est la caractérisation des arbres y,- ER-critiques. Pour cela, nous définis-
sons la famille H de tous les arbres T', qui peuvent étre obtenus a partir d’une séquence
d’arbres T4, 15, ..., T, ,(p > 1) ou T} est une chaine P et T' = T,. Si p > 2, pour tout i
avec 1 <1i < p—1, alors 'arbre T;; peut étre obtenu récursivement & partir de 7; par les
opérations ci dessous. On supposera que I'un des sommets de 77 est un sommet support

et 'autre une feuille.

e Opération O;: Attacher une chaine P; = zixox32x475 en ajoutant une aréte entre

z5 et un sommet support = de 7; (Voir Figure 3.1).

Ficure 3.1. Opération O,

e Opération Oy: Ajouter une chaine P; = xyz en 'attachant par une aréte ru a un

sommet u de T; appartenant & une chaine pendante de longueur 3 (Voir Figure 3.2).
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FIGURE 3.2. Opération O,

Avant de présenter le résultat principal, commencgons par donner des lemmes, sur le
nombre de domination romaine faible d'un graphe lorsqu’une chaine pendante est attachée

au graphe.

Si f est une FDRF dans un graphe GG et H est un sous-graphe de GG, alors nous notons

la restriction de f sur H par f|v(m).

Lemme 3.10. Si G est un graphe obtenu & partir d’un graphe G', en ajoutant une chaine
Ps = xywox37475 attachée par une aréte xsx & un sommet support x de G'. Alors, v,(G) =

7,(G) +2.

Preuve. Soit f une v, (G)-fonction telle que f(z) > 0, par ’Observation 3.4. Il est
clair que 2 < f(z1) 4+ f(x2) + f(x3) + f(z4) + f(x5) < 3. Maintenant, si f(x1) + f(xq) +
f(z3) + f(xq4) + f(xs) = 2, alors on a sans perte de généralité, f(xs) = f(xg) = 1 et
f(x1) = f(z3) = f(xs) = 0. Ainsi, f|y(ey est une FDRF de G’ de poids v,(G) — 2. Si
f(@1)+ f(xe)+ f(xs)+ f(xa)+ f(x5) = 3, alors il est toujours possible de réaffecter les poids
aux sommets x, I, g, T3, T4, T5 de fagon a avoir f(z) = 2, f(xs) = f(zg) = 1 et f(x1) =
f(zs) = f(zs) = 0. Ainsi, on se retourne au cas précédent. D’ou, v,.(G') < 7,.(G) — 2.
L’égalité est atteinte par le fait que toute 7, (G')-fonction g telle que g(z) > 0, peut étre
étendu a une FDRF de G en affectant la valeur 1 & xo, x4, et la valeur 0 & x1, x3, x5. D’on,

7,(G) = 7,.(G") + 2. =
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Définition 3.11. Un sommet x d’un graphe G est dit bon, s’il ezxiste une v, (G)-fonction
f telle que f(xz) > 0. Sinon, il est dit mauvais. Par ailleurs, un bon sommet x de G est

dit 1-bon, si f(x) =1 pour toute vy, (G)-fonction f.

Lemme 3.12. Si G est un graphe obtenu a partir d’un graphe G', en ajoutant une chaine
Py, = x125 attachée par une aréte xox a un sommet x, ot x est un support ou bien

appartient & une chaine pendante de longueur 3 dans G'. Alors, v,.(G) = v,(G") + 1.

Preuve. L’inégalité v,(G) < v,(G’) + 1, est simple a voir. Maintenant, soit f une
v,(G)-fonction telle que f(z) > 0. Il est clair qu’une telle fonction existe. Par ailleurs,
on a f(x1) + f(x2) = 1. Ainsi, f|y(ey est une FDRF de G’ de poids v,(G) — 1. Do,
1(G) = 7,(G) + 1. a

Lemme 3.13. Si G est un graphe obtenu & partir d’un graphe G', en ajoutant une chaine

P, = x1x9x34 attachée par une aréte x4z & un sommet support x de G'. Alors, v,.(G) =

7,(G') +2.

Preuve. Soit f une 7, (G)-fonction affectant des poids positifs aux sommets supports

de G. Par I’Observation 3.4, f(z2) > 0 et f(x) > 0. Examinons les situations suivantes.

- Si f(zg) = 2, alors sans perte de généralité f(z1) = f(x3) = 0. Maintenant si f(x4) > 0,
alors on peut réaffecter aux sommets x4 et = les valeurs 0 et max{f(z), 2}, respec-
tivement. Donc, on peut supposer que f(z4) = 0. D’ou, f|y () est une FDRF de
G'. Ainsi, v,(G') < ~,(G) — 2.

- Si f(xg) =1, alorson a f(z1)+ f(z2)+ f(x3)+ f(z4) > 2. Et puisque la valeur minimum
2 est possible, alors f|y gy est une FDRF de G'. D’ou, v,(G") < 7,(G) — 2.
L’égalité est atteinte par le fait que v,.(G) < v,(G') + 2.

]

Lemme 3.14. Si G est un graphe obtenu & partir d’un graphe G', en ajoutant une chaine
P3y = xy2913 attachée par une aréte x3x o un sommet x de G'. Alors, v,(G) < v,(G") + 2,
avec éqalité atteinte, si x est un mauvais sommet ou bien x est un sommet support 1-bon

de G'.
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Preuve. L’inégalité v, (G) < 7,(G’) 4+ 2 est simple & voir. Supposons maintenant que x
est un mauvais sommet, ou bien un sommet support 1-bon de G’ et que v,.(G) < v,(G")+2.
Soit f = (Vy, Vi, V2) une v, (G)-fonction, telle que f(xy)+ f(x2) + f(x3) soit la plus petite
possible. D’aprés le choix de f,onal < f(z1)+ f(z2)+ f(z3) < 2. Supposons d’abord que
fz1)+ f(x2)+ f(z3) = 1. Alorson a f(z1) = f(z3) = 0et f(z2) = 1. Il est clair que x est
'unique voisin mobile de x5 . Donc, f|v(ey est une FDRF de G’ de poids v, (G) — 1. Do,
7.(G") <74,.(G) =1 <~,.(G")+2—1=r,(G") + 1. Par conséquent v,(G’) = ~,(G) — 1, et
donc, f|v(ar est une ,(G')-fonction, tel que x est affecté une valeur positive par f|y ). 1l
s’ensuit que x est un bon sommet de G’. Ainsi x est un support de GG’. Par ailleurs, puisque
x protege w3 par f, x est affecté la valeur 2, et donc x n’est pas un 1-bon sommet de G’,
contradiction. Supposons maintenant que f (1) + f(x2) + f(x3) = 2, indépendamment
des valeurs affectées & 1, x9, 23 par f, on peut se ramener au cas précédent par f(x;) =
f(zs) =0, fz2) = 1, et f(z) = min{f(z) +1,2}.

Par conséquent, v, (G) = ,(G") + 2. O

Lemme 3.15. Si G est un graphe obtenu & partir d’un graphe G', en ajoutant une chaine
Py = x11913 attachée par une aréte xsx a un sommet x de G' appartient & une chaine

pendante xysysy;. Alors, v,.(G) = v,(G') + 1.

Preuve. Soit f’ une ~,(G’)-fonction, telle que f'(y3) + f'(y2) + f'(y1) soit minimum.
Par ce choix on a forcément ys, i, y; affecter les valeurs 0,1 et 0, ou bien 0,0 et 1 respec-
tivement. Dans tous les cas, f’(x) > 0. Donc, f’ peut étre étendu a une FDRF de G, en
affectant la valeur 1 & xo, et la valeur 0 & 1, 3. Par conséquent, v,(G) < v,(G")+ 1. Pour
lautre inégalité, soit f une 7, (G)-fonction telle que f(x3) + f(z2) + f(x1) soit minimum.
Il est clair que f affecte les valeurs 0,1 et 0 ou bien 1,0 et 0 & 1, x5, T3 respectivement.
D’out f(x) > 0, et donc f|y(q) reste une FDRF de G'. Par conséquent, v, (G") < 7,(G) -1

et I’égalité est obtenue. O
Lemme 3.16. S¢ T € 'H alors, T' est un arbre vy,-E R-critique.

Preuve. Soit T un arbre de H. Alors, T" est obtenu a partir d’'une séquence d’arbres

T, Ty, ...,T, (p > 1), tel que T} est une chaine P, T = T,,, et si p > 2, pour tout i avec
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1 <1 <p-—1, alors I'arbre T;,; peut étre obtenu récursivement a partir de 7; par I'une
des deux opérations O; et O,. Nous utilisons une induction sur le nombre d’opérations
effectuées pour construire 7. Si p = 1, alors T' = P, ce qui établit le cas de base.

Soit p > 2, et supposons que le résultat est valide pour tout arbre T' € H pouvant étre
construits par une séquence de longueur au plus p — 1. Soit 7" un arbre de H obtenu a
partir de 77 = T,,_; en utilisant 'opération O; ou O,. Par induction sur 7" € H, on sait
que T" est v,-FE R-critique. Montrons alors que T est ~,-F R-critique.

Cas 1. T est obtenu a partir de 7" en utilisant 'opération O;.

Par le Lemme 3.10, on a v,(T) = 7,.(T") + 2. Soit e € E(T) et examinons les sous cas
suivants selon la suppression de e.

Cas 1.1. e = zx5.

Alors, T'— e donne deux sous arbres une chaine Ps et un arbre 7", et donc
’yr(T - $$5) = ’yr(T/) + 77‘(P5) = 7r<T/) +3= 7r<T) + 1

Do, ~,(T" — zxs) > ~,(T).
Cas 1.2. e = z475.
Alors, T'— e donne une chaine Py, et un arbre 77 obtenu & partir de 7" en ajoutant un

sommet 5 attaché & un sommet support x de 7". D’on,

V(T = 245) = 7, (T1) + 7, (Ps) = 7, (T1) + 2. (3.1)

Montrons que v, (71) = 7,(T")+ 1. L’inégalité ,(71) < ~,(T")+1 est évidente. Supposons
maintenant que ~,(71) < 7,(T") + 1. Alors, 7,(T1) = ~,.(T"). Soit h = (V,, V1, V2) une
~,(T1)-fonction telle que h(z) = 2, (car x est un support fort). Ainsi, h(z5) = 0 et donc
hlvrest une v, (T")-fonction ot x est affecté la valeur 2. Puisque 7" est un arbre v,-ER-
critique, alors par la Proposition 3.9, T” est une étoile d’ordre au moins 4, ce qui contredit

le fait que 77 € H. D’ou, ~,(11) = v,(T") + 1. Alors, (3.1) devient
’yr(T - 3341’5) = /YT'(T,) +3= /Yr(T) + 1L

Diott, 5,(T — a4a5) > ,(T).

Cas 1.3. ¢ = z314.
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Alors, T — e donne une chaine P3 et un arbre 75 obtenu & partir de 7" en ajoutant une
chaine P, = x4x5 attachée par une aréte rxs a un sommet support = de 7”. Par le Lemme

3.12, on a
IYT(T - IL‘3?L’4) = /yr(TQ) + 77"(P3) = WT(TQ) +2= IYT(T,) +3= IYT(T) + 1.

Dow, v, (1" — z324) > 7,(T).

Cas 1.4. ¢ = z371,.

Alors, T'— e donne une chaine P, et un arbre T3 obtenu & partir de 7" en ajoutant une
chaine P; = x31475 attachée par une aréte xxs a un sommet support & de 7’. Donc
V(T — x329) = v,(13) + 7, (P2) = 7,(13) + 1. Par ailleurs, puisque 7" est v,-E R-critique
différent d’une étoile d’ordre au moins 4, alors pour tout 7, (7”)-fonction f = (Vp, V1, V3)
on a Vy =0, et donc f(z) # 2. Ainsi x est un support 1-bon. D’apres le Lemme 3.14, on
a

P)/T(T - 1'31'2) = Fyr(T?)) +1= PYT(TI) +3 = PYT(T) + 1.

Do, v, (T — wax3) > 7,(T).

Cas 1.5. e = ry717.

Alors, T'— e donne deux sous arbres dont I'un est trivial contenant z; et I'autre noté T,
obtenu & partir de 7" en ajoutant une chaine P, = xox31425 attachée par une aréte rrs a

un sommet support x de 7”. D’apres le Lemme 3.13, on a
V(T =€) =7,(Ty) + 1 =7,(T") +3=,(T) + L.

Dow, v, (T — x211) > 7,(T).

Cas 1.6. e € E(T").

Notons par 2’ la feuille de x et considérons les deux situations suivantes :

Cas 1.6.1. e € E(T") — {xa'}.

Alors, T' — e donne deux sous arbres Ty et T4 et donc ~,.(T — e) = v,(T3) + v,.(T3). Sans
perte de généralité, supposons que x € V(T3). A noter que = reste un support dans 75.
Dans ce cas, T} est obtenu a partir d’un arbre 77 (o0 z est support de 77) en ajoutant
une chaine P5; = x1xox31475 attachée par une aréte xxs & x. Donc par le Lemme 3.10,

v.(T5) = 7v,.(T]) + 2. Il est & noter que les deux composantes connexes de 7" — e sont
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précisément 17 et Ty D’ow, v,.(T" —€) = ~,(17) + v, (T3) = ~,(T") + 1, car T" est v,-ER-

critique. Ainsi, on obtient

Do, 7,(T — ) > ,(T).

Cas 1.6.2. e = z2'.

Alors, T'—e donne deux sous arbres dont I'un est trivial et 'autre noté T*obtenu a partir de
T’ — 2" en ajoutant une chaine Ps = x1x9231425 attachée par x5 au sommet x de 7' — 2. 11
est clair que vy, (T—xz'") = 7,(T*)+1. Aussi, il est simple de voir que 7, (T*) > ~,(T'—x')+2.
Maintenant vu que 7" est v,-E R-critique, on aura v, (T" — za') = ~v,.(T" — 2') + 1. Ainsi,

VT(T - IZL',) = ’Y’I‘(T*> +1> IYT’(T, - I/) +3= VT(T/ - ZEJI/) +2= VT(T/) +3= VT(T) + 1

D’ow, v,(T — z2') = ~,(T) + 1.

Cas 2. T est obtenu a partir de 7" en utilisant 'opération Os.

Soit uu;usus une chaine pendante de longueur 3 contenant u dans 7”. Par le Lemme 3.15,
v.(T) = 7,.(T") + 1. Soit e une aréte quelconque de E (7). Examinons les sous cas suivants:
Cas 2.1. e € E(T") — {uuy, uyug, ugus} .

Alors, T' — e donne deux sous arbres Ty et T4 et donc v,(T —e) = ~,(T3) + 7,.(T3).
Sans perte de généralité, u € V(T}). A noter que uujusus, reste une chaine pendante de
longueur 3 dans 73. Donc, T3 peut étre considéré comme étant un arbre obtenu & partir
d’un arbre 77 en ajoutant une chaine P; = xyz attachée par une aréte xu au sommet u
€ V(T}). Par le Lemme 3.15, 7,(7%) = 7,(77) + 1. On remarque que 7" — e est I'union
de T] et Ty. D'ou, ~,(T" —e) = ~,(17) + v,(T3) Puisque, T" est ~,-ER-critique on a
Ve (T" =€) = 7,.(T7) + 7, (13) = 7,.(T") + 1. Ainsi,

V(T =€) = 7,(T3) +7,(T3) = 7,.(T7) + 1 +7,(T3) = 7,.(T") + 2 = ,(T) + 1.

Dlow, 7,(T =€) > 7,(T).

Cas 2.2. e = uuq, par symétrie e = zu.

Alors, T' — e donne deux sous arbres une chaine P3 = ujusus et un arbre isomorphe a 7".
Donc,

V(T —e) =5, (T") + 7, (Ps) = 7,.(T") +2 = v,(T) + 1.
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Dow, 7,(T" =€) > 7,(T).

Cas 2.3. e = ujuq, par symétrie e = zy.

Alors, T'—e donne deux sous arbres, une chaine P, = usug et un arbre Ty. D’ou v, (T —e) =
¥, (T1) + v,.(P2) = v,(T1) + 1. Puisque u est un support dans 77, Alors T} est obtenu a
partir d’'un arbre 7] en ajoutant une chaine P; = zyz attachée par une aréte xu & un
sommet support de T7]. Il est facile de voir que ~,(77) < 7,(71) — 1. A noter aussi que

T" — e est I'union de 77 et la chaine P, = usus. Ainsi,
’YT(T - 6) = ’yT(Tl) +’7r(P2) > W/T(Tll) +1 +7r(P2) = 7r<T, - 6) +1> ’yr(T/) +1= ,}/T(T)

Dow, 7,(T =€) > 7,(T).

Cas 2.4. e = uyug, par symétrie e = zy.

Alors, T—e donne un arbre trivial contenant u3 et un arbre Ty. D’ow, v,.(T'—e) = v, (T)+1.
Il est & remarquer que T5 est un arbre obtenu & partir d’un arbre isomorphe & 7" en ajoutant
une chaine P, = ujuy attachée par une aréte uu; a un sommet u appartient a un chaine

pendant de longueur 3, uxryz. Par le Lemme 3.12, v,(T3) = 7,(7") 4+ 1. Ainsi,
’YT’(T - 6) = 77"<T2> +1= /Yr(T/) +2= /Yr(T) +1

D7Of1, /77“(T - 6) > VT(T)
Par conséquent pour toute aréte e € F(T) on a v,.(T —e) > 7,(T), c’est a dire, T est une

v~ R-critique. [l

Théoréme 3.17. Un arbre, non trivial T' est y,-E'R-critique st et seulement si T = K,

(t>3)ouT e H.

Preuve. Pour la condition suffisante si T € ‘H, alors par le Lemme 3.16, T" est v,-FR-
critique et si T = Ky, (t > 3), il est clair alors que T est aussi un arbre ~,-E R-critique.
Pour montrer la nécessite, soit 7' un arbre ~,-F R-critique et soit f = (Vp, V1, V5) une
v, (T)-fonction. Par la Proposition 3.6, |V,|< 1. Si |V3|= 1, alors d’apres la Proposition
3.9, T est une étoile d’ordre au moins 4. Pour la suite, on peut supposer que V5 = () pour
toute 7, (T')-fonction f. En conséquence, T ne posséde pas de supports forts. On utilise

une induction sur n. Si n = 2, alors T" = P, appartenant a H, ce qui établit le cas de
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base. Soit n > 3, et supposons que tout arbre v,-E R-critique 7", d’ordre n’ < n est dans
‘H. Soit T' un arbre ~,-ER-critique d’ordre n. Puisque P; n’est pas v,.-F R-critique et
Va = ) pour toute ~, (T)-fonction, on peut supposer que diam(7") # 2. Par ailleurs, par le
Corollaire 3.7, diam(7") # 3. Ainsi, soit diam(7") > 4. Supposons que diam(7) = 4, et soit
x le sommet centre de T'. Puisque 7' ne possede pas de supports adjacents, ni de supports
forts, alors T" est une étoile subdivisée SS; (t > 2), ou v,(T") =t + 1. En considérant une
aréte e incidente a x, on peut voir que 7, (T'—e) = v,.(T). Maintenant si diam(7") = 5, alors
soit x,y les centres de 1. Par le Corollaire 3.7, tout voisin de x sauf y est un support et
vice versa, tout voisin de y sauf x est aussi un support. D’ot, T" est un arbre de la figure ci-
dessous, ou v, (T") = |S(T)|+1. On peut voir que v, (T —xz) = ~,(T). D’ou, diam(T") > 6.

Il est & noter que le plus petit arbre «,-E R-critique de diametre 6, est la chaine Pr qui

FIGURE 3.3. Un arbre T de diam(T") = 5.

appartient a la famille H, car il est obtenu a partir de T} = P, en utilisant 'opération O;.
Donc, on peut supposer que n > 8. Posons diam(7') = k et soit P = zz;...z;, une chaine
diamétrale dans 7. Enracinons T vers . Notons que dr(x1) = 2 (puisque 7' ne posséde
pas de supports forts). Aussi, x5 n’est pas un support par le Corollaire 3.7. Montrons
maintenant que dr(xs) = 2. Supposons que dr(xs) > 3 et soit y; un fils de x5 tel que
y1 # 1. On a f(x1) = f(y1) = 1 et par la Proposition 3.6, f(zg) = f(z2) = 0. Il est
clair qu’aucun fils de x5 n’est un voisin mobile pour lui, ce qui donne f(z3) = 1. Ainsi,
¥, (T — z122) = 7,(T), d’ou la contradiction. Donc dr(z3) = 2. Pour la suite, on distingue
les cas suivants:

Cas 1. dr(xz3) > 3.

Notons que f(z3) = f(x1) =1, et f(xa) = f(xg) = 0. Il est clair que si z3 posséde un fils

support, alors un tel fils sera affecté la valeur 1, ce qui contredit la Proposition 3.6. D’ou
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x3 est un support, ou bien x3 appartient a des chaines pendantes de longueur 3. Si 3 est
un support, alors ni x; ni 3 ne sont des voisins mobiles pour s, ce qu’est impossible.
On peut supposer maintenant que x3 appartient & au moins une chaine pendante de
longueur 3, disons w3 y2y1y0. Soit 17" = T — T,,. Alors, par le Lemme 3.15, ~,(T") =
~,.(T) — 1. Montrons maintenant que 7" est v,-F R-critique. Supposons le contraire, qu’il
existe une aréte e de E(1") telle que v, (1" — e) = 7,(1"). Si dr(z3) > 3 ou (dp/(x3) = 2
et e € E(T") — {z3y2,y1y0}), alors il existe une 7, (7" — e)-fonction [’ telle que f'(z3) >
0, et une telle fonction peut étre étendue & une FDRF de T — e en affectant & xg, x5 la
valeur 0 et & z7 la valeur 1. D’ou v, (T —¢e) < ~,.(T" —e)+1 =~,(T") + 1 = ~,(T), ce
qui contredit le fait que T" est ,-ER-critique. Il reste & examiner les cas ou dy(x3) =
2 et e € {x3y2,y1y0}. Supposons d’abord que e = z3y,. Donc, z3 est une feuille de
T' — e. A noter que T" — e est une forét a deux composantes connexes, dont I'une est une
chaine P3 = ysy1y9. Puisque 3 est une feuille de 77 — e, alors il existe une ~, (7" — e)-
fonction telle que f'(x3) = 0 et donc f'(x4) > 0. On supposera aussi sans perte de
généralité, f'(y2) = f'(y1) = 1 et f'(yo) = 0. Définissons la fonction g sur V(T') par
g(x1) = g(zs) = 1, g(y2) = g(z2) = g(x0) = 0 et g(x) = f'(z) ailleurs. Alors, g est
une FDRF de T de poids v,(T") + 1. Donc, g est v,(T)-fonction avec g (x4) > 0 et g
(z3) > 0, ce qui contredit la Proposition 3.6. Supposons maintenant que e = ;7. Donc,
T’ — e est constitué d’'un sommet isolé et un arbre T ayant y, est un sommet support.
Soit f une 7,(T" — 1y1y0)-fonction telle que f'(y2) > 0 et qui affecte a yy la valeur 1.
Maintenant si f'(y2) = 2, alors évidemment f’'(z3) = f'(y1) = 0. Dans ce cas, la fonction
g définie sur V(T) par g(z3) = g(y1) = g(x1) = 1, g(x2) = g(xo) = g(y2) = g(yo) = 0
et g(x) = f'(x) ailleurs est une FDRF de T de poids 7, (T) — 1, ce qu’est impossible.
Supposons maintenant que f’'(y2) = 1, si f/(x3) = 1, alors la fonction g définie sur V(7T)
par g(z3) = 2, g(y1) = g(z1) = 1, g(z2) = g(xo) = 9(y2) = g(yo) = 0 et g(x) = f'(z)
ailleurs est une ~,.(T')-fonction telle que Vi # (), ce qui donne une contradiction, car T' n’est
pas une étoile. Maintenant si f’(x3) = 0, alors dans ce cas 4 est un voisin mobile de x3 par
f’, donc f’(x4) > 0. Ainsi la fonction g définie sur V(7T') par g(x3) = g(x1) = g(1) = 1,
g(xo) = g(xe) = g(y2) = g(yo) = 0 et g(x) = f'(x) ailleurs une ~,(7T)-fonction avec g
(x4) > 0 et g (x3) > 0, ce qui contredit la Proposition 3.6. Par conséquent, 7" est ~,-E R-
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critique. Puisque, 7" n’est pas une étoile donc, T' € H car il est obtenu par 7" en utilisant
Iopération O,.

Cas 2. dr(x3) = 2. La preuve de ce cas repose sur les deux faits suivants

Fait 1: dp(z4) = 2.

Preuve de Fait 1: Supposons le contraire que dr(z4) > 3. Par le choix de f, la Proposition
3.6, et le Corollaire 3.7, f(x5) = f(x3) = f(z1) =1, et f(x2) = f(xo) = f(z4) = 0. Il est
clair que z4 n’est pas un support. De plus si x4 posséde un fils support x, alors x ne peut
étre un voisin mobile de x4 et donc 7, (T — z4x) = ~,(T), ce qui contredit le fait que T’
est v,-ER-critique. D’ou tout fils de x4 a une profondeur 2 ou bien 3. A noter que tout
voisin de x4 est affecté la valeur 1. Donc si x est un fils de x4 de profondeur 2 alors,
tous ses fils sont des supports et seront affectés la valeur 1, ce qui contredit la Proposition
3.6. Ainsi, tout fils de x est de profondeur 3. Vu les cas précédents, r, appartient a
des chaines pendantes de longueur 4.(Voir Figure 3.4). Dong, il est facile de voir que

¥, (T — wox1) = 7,.(T), d’o la contradiction.

FIGURE 3.4. Représente 'arbre T,,.

Par conséquent, dr(x,) = 2.
Fait 2: 25 est un sommet support de 7.
Preuve de Fait 2: Supposons le contraire que x5 n’est pas un sommet support. Par le
choix de f, la Proposition 3.6, et le Corollaire 3.7, on a f(xg) = f(x2) = f(z4) = 0 et
f(z1) = f(z3) = f(xs) = 1. Par ailleurs, f affecte la valeur 0 a tout voisin de x5. Si x5
est un voisin mobile de x4, alors 7, (T — z122) = v, (T), contradiction. Donc, x4 posséde

un voisin mobile autre que z5. D’ou, dp(z5) > 3 (Sinon x5 peut étre un voisin mobile de
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x4). De plus puisque f affecte un 1 aux supports, x5 ne peut avoir de fils supports (vu
que f(xz5) = 1). D’ou, tout fils de z5 a une profondeur au moins 2 et au plus 4. Rappelons
que T ne posseéde pas de supports forts. Examinons les sous cas suivants.

Cas (I). x5 possede un fils x de profondeur 2, (Voir Figure 3.5).Ainsi, T, = SS; (t > 1)

FIGURE 3.5. Représente 'arbre T, du Cas(I).

et dans ce cas x ne peut étre protégé que par x5. Mais x4 peut étre aussi protégé par s,
contradiction.

Cas (II). x5 posséde un fils = de profondeur 3, (Voir Figure 3.6). Soit y un fils de = de

FIGURE 3.6. Représente I'arbre T, du Cas(II).

profondeur 2, alors T, = SS; (t > 1) et dans ce cas x est le seul voisin mobile de y par f.
Ainsi, f(z) =1 ce qui contredit la Proposition 3.6, car f(x5) = 1.
Cas (III). Tout fils de x5 est de profondeur 4.
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Vu les cas précédents considérés x5 appartient a des chaines pendantes de longueur 5 (Voir

la Figure 3.7). Rappelons que x5 n’est pas un voisin mobile de x4 et par analogie a aucun

C----0---0---0-—-0

FIGURE 3.7. Représente 'arbre T, du Cas(III).

de ses fils. Donc, x5 protége uniquement zg. Mais puisque x5 n’est pas un support, tous
les voisins de x4 sont affectés 1 par f. On conclut de ce fait que x5 peut étre mobile pour
x4, d’oul la contradiction.

Par conséquent, x5 est un support. Soit w la feuille de x5.

Posons 7" = T —T,,. Alors par le Lemme 3.10, v, (T') = v,(7") + 2. Montrons maintenant
que T" est v,-ER-critique. Supposons le contraire et soit e une aréte de 7" telle que
v (T" =€) = 7,.(T"). Supposons d’abord que e # wxs. Dans ce cas, 7" — e donne deux
sous arbres, dont I'un contient z5 comme sommet support. Donc, il existe une ~, (7" — e)-
fonction f’ tel que f’(z5) = 1. Définissons la fonction f sur V(T') par f(x3) = f(z1) = 1,
f(zo) = f(z2) = f(xg) =0 et f(z) = f'(z) ailleurs. Alors, f est une FDRF de T — e, de
poids 7, (T") +2. Do, v,(T' —e) < v,.(T") + 2 = 7,(T), ce qui contredit le fait que T
est 7,-F R-critique. Supposons maintenant que e = wzs. Dans ce cas, 7" — e donne deux
sous arbres dont 'un est trivial contenant w, et 'autre non trivial. Soit f’ une ~, (7" — e)-
fonction. 11 est clair que f'(w) = 1. Si f'(xz5) = 0, alors x4 est un voisin mobile de x5 et
donc f'(xg) > 0. Ainsi, la fonction g définie sur V(T') par g(z5) = g(z3) = g(z1) = 1,
g(w) = g(zg) = g(z2) = g(xy) = 0 et g(z) = f'(z) ailleurs, est une FDRF de T de
poids 7, (T") + 2. Do, v,.(T) < v,(T") + 2 = ~,(T). Par conséquent, g est une v, (7)-

fonction ayant deux sommets x5 et xg affectés des valeurs non nulles, ce qui contredit la
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Proposition 3.6. Maintenant si f’(z5) > 0, alors définissons la fonction f sur V(7T') par
flzs) = f(x1) =1, f(xo) = f(xa) = f(xg) =0 et f(z) = f'(z) ailleurs. Il est simple de
voir que f est une FDRF de T de poids v, (I”) + 2. D'ou v, (T) < 7,(T") +2 = ~,.(T),
ce qui implique que la fonction f est une ~,(7')- fonction ayant deux sommets z5 et w
affectés des valeurs non nulles, contradiction avec la Proposition 3.6. Par conséquent, 7"
est 7v,-F R-critique. Par induction sur 77, 7" = Kj; (t > 3) ou 17" € 'H. Puisque, 7" n’a
pas de sommets support fort, alors 7" # K, et donc 7" € H. Ainsi, T € H car il est

obtenu par 7" en utilisant ’opération O, n

Ci-dessous un exemple d’arbre v,- ER-critique obtenu a partir de 77 = P» en appliquant

six fois les opérations O; et O,.

FIGURE 3.8. Un arbre v,- ER-critique obtenu par les opérations O; et Os.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Nous nous sommes intéressés dans ce mémoire a ’étude de la fonction de domination
romaine faible dans les graphes modifiés.

En premier lieu, nous avons tenté de faire le point sur ce qui a été fait dans ce domaine.
Puis, nous nous sommes orientés vers I’étude des graphes ol le nombre de domination
romaine faible change lorsqu’on supprime une aréte quelconque.

Nous avons donné une borne supérieure et une borne inférieure pour les graphes mod-
ifies par I’ajout/la suppression d’aréte. En suite, nous avons donné des conditions néces-
saires pour les graphes v, -ER-critiques. Puis, nous avons caractérisé les graphes -, -ER-
critiques-connexes, lorsque ’ensemble V5 d’une +,- fonction a un cardinal 1. Enfin, nous
avons fourni une caractérisation constructive des arbres v, -ER-critiques.

Comme perspectives, on peut citer les problémes suivants:

- L’étude des graphes dont ’ajout d’une aréte quelconque ne change pas le nombre de
domination romaine faible.

- L’étude de l'effet de la contraction d’une aréte ou l’identification d’un couple de

sommets non adjacents sur le nombre de domination romaine faible.
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