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RESUME

La problématique du renforcement ou de la réparation des structures en béton armé
endommagées par des sollicitations plus ou moins sévéres, qui se présente comme une alternative
a leur démolition pure et simpic. se pose avec acuilé aux maitres d’ouvrages impliqués compte
tenu des implications financi¢res et fonctionnelles qui découlent de !’'une ou lautre de ces
décisions qui dépendent autant de la précision des diagnostics établis que du coit des techniques

de réparations disponibles sur le marché.

Parmi ces techniques, celle gui s’impose économiquement et techniquement de plus en plus et
de fagon indiscutable grice au développement des adhésifs synthétisés bas€s sur les résines

époxydes est celle qui utilise le collage extérieur des plaques d’acier ou de FRP.

Cependant et malgré ses succés pratiques certains aspects hés au comportement des structures
réparées par ces techniques ne sont pas encore maitrisés de fagon satisfaisante ce qui a incité

~

plusieurs chercheurs 4 se pencher sur la question en proposant des modeles analytiques et

numeriques traitant divers aspects du probieme.

C’est justement a ce niveau que nous proposons notre contribution qui consiste 3 ¢élaborer un
modéle numérique non linéaire basé sur la MEF et utilisant le logiciel bien connu ANSYS capable
de rendre compte du comportement non linéaire des poutres en béton armé renforcées par collage

extérieur sur la face tendue de plaques en FRP et en acier.

Aprés une premiére partie consacrée i la revue bibliographique sur le théme nous avons exposé en
second lieu les modeles des matériaux non linéaires des poutres en béton armé. Enfin et aprés avoir
présenté les principaux types d’éiéments et les modéles des matériaux utilisables par le logiciel
ANSYS en la matiére, nous avons procédé a J’élaboration et i la validation de notre modéle
numérique non linéaire. La derniére €tape présente I'ensemble des résultats obtenus ainsi que leur
interprétation qui nous permet de confirmer les performances observées sur le terrain et prévues

par ics expérimentateurs de cette nouvelle technique.
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Abstract :

Strengthening  and  repairing  severely damaged reinforced concrete  structures
constitutes a viable alternative to their demolition and replacement. However, deciding on
the way to proceed with such structures; repair or demolish? depends on a prior
establishing of an accurate diagnostic of the structure and the cost of repairing it. The
technique of repairing structures by external bonding of steel or FRP plates is considered as
one of the most economically and technically apt method that are available nowadays. This
is due to the development of synthesized adhesives that are based on €pOXYy resins.

Even though, considerable progress has been achieved in enhancing the performance of
this technique, many aspects related to the behaviour of structures repaired using this
technique remained unclear. These have incited researchers into carrying experimental,
analytical and numerical studies that culminated in proposing various models that are
capable of predicting different aspects of this behaviour. The study presented herein is
aimed at developing a numerical model using FEM and the ANSYS software that is
capable in simulating the non linear behaviour of reinforced concrete beams strengthened
by bonded plates. The model developed was validated with experimental results found in
the literature. 1t was found that the model reproduced most experimentally observed

features or'ine behavior of these beams.
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Les progrés accomplis par la science out pernus 4 ’homme de réaliser des performances dans tous les
domaines, celui de la construction étant celui qu’en donne toutes les dimensions. Cependant, malgré celte
extraordinaire performance, ces constructions ont été menacées par plusieurs facteurs nuisibles comme :
la corrosion des aciers d’armatures, fissuration du béton, des changement d’affectation qui imposent de
nouvelles charges, un mauvais dimensionnement, I’évolution des normes, des accidmts"(choc contre un
élément de structure), I’endommagement par un tremblement de terre, la prolongation de la durée de vie

L]
d’un ouvrage, etc.

Ces facteurs font qu’il est peut &tre nécessaire de renforcer ou de réparer un ouvrage. A litre
d’exemple, et pour les seuls USA les dépenses de la réparation ont largement dépassés les dépenses des
constructions nouvelles. En Aot 2000, parmi les 587.755 ponts officiellement inventoriés, 167.993 ont

été jugés soit structurellement déficients ou-fonctionnellement surannés, soit les deux 4 la fois [1].

Sur cette tendance, et depuis plusieurs années, la réparation et le renforcement d’ouvrage en béton
armé prennent de plus en plus d’importance dans la construction. Et le probléme de la durabilité se pose
en terme de maintenance et de réhabilitation. Les méthodes de renforcement classiques, tels que
I’augmentation de la section par 1’ajout de nouvelles barres d’armature et d’un nouveau béton lié a
I’ancienne structure, sont souvent trés complexes a réaliser, trés onéreuses, et nécessite une intervention
lourde sur la structure [2, 3]. Grice aux progrés effectués dans le domaine des adhésifs au milieu du siécle
passé, une nouvelle option se présentait aux ingénieurs : le renforcement de structure par collage externe.
Dés le milieu des années soixanle, on a commencé i appliquer des lames d’acier sur des slruciures é.n
béton. Ces lames étaient collées a la surface du béion & Vaide d’une résine époxy. Ceite méthode
constituait une avancée majeure dans le domaine de la réfection car elle simplifie gfandement le travail
par rapport aux méthodes traditionnelles. Cependant, le collage des plaques d’acier au béton présente des
inconvénients tels que le risque de corrosion du joint (Acier / Adhésive) et le poids excessif de la matiére.

Ces problémes augmentent les coiits d'installation et d'entretien.

Dés lors, les chercheurs ont tentés de trouver des matériaux de substitution qui régleraient ce
probléme, et se sont tournés vers les matériaux non métalliques, en particulier les FRP (Fiber Reinforced
Polymer). La technique de collage des plaques d'acier ou des FRP, par des adhésifs de base époxyde sur
les faces tendues des poutres en béton armé (BA) se développe rapidement. Ce procédé a été utilisé en

Europe pendant plusieurs années, et devient largement accepté aux Etats-Unis.
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Les plaques de FRP, les tissus (fabrics}), ou les tiges (rods) offrent plusieurs avantages comme:

a) avantages structuraux: Les matériaux de FPR ayant une trés haute résistance. ¢t un rapport de
(résistance / poids) plus élevée que l'acier ou le béton. Par conséquent, la résistance ct la rigidité pcuvent

8ire augmentées sans augmentation significative du poids propre;

b) avantages de durabilité: Les matériaux de FRP offrent une résistance élevée contre la corrosion et

d'autres éléments agressifs;

c) avantages économiques: Le temps et le coit d'installation sont moindres que les techniques de

réparation traditionnelles.

Dans la réaction a cette tendance, plusicu?s recherches récentes concernar;t les structures en béton onl
été concentrées au domaine de la réhabilitation et la réparation. Un nombre significatif de recherches a été
fait ces dernizres années pour caractériser les propriétés et le comportement des matériaux de FRP en tant
qu’un renforcement externe pour la flexion et le cisaillement. Cela afin d’examiner les diverses issues
liées au comportement des éléments et des structures renforcées en FRP, et pour développer l'analyse et

les méthz ;5 de calcul de ces éléments.

Plusieurs investigations expérimentales ont ¢té rapportées sur le comportement a la flexion des poutres
en béton renforcées par le collage extérieur des plaques composites. La premiére utilisation des FRP dans
le domaine de la construction a éié effectuée en Japon suivie des USA puis I'Europe. Les fibres
généralement utilisées sont en verre, en carbone ou en aramide, sous forme de tissus unidirectionnels ou
bidimensionnels, de lamelles ou de barres. De nombreuses études ont déja été menées sur "utilisation des
FRP pour le confinement de colonnes, le renforcement en flexion de poutres ou de dalles, ou Ie
renforcement a I’effort tranchant de poutres. Pour le renforcement 2 la flexion, ce sont en général de:
lamelles qui sont utilisées. Les fibres de carbone, grice a leur module d’élasticité relativement élevé, son
en général utilisées pour ce cas. La majorité des investigations ont montré une amélioration dans I

comportement des poutres aux états limites ultimes et de service.

De poiw: Je vue analytique, une évaluation quantitative rigoureuse du comportement d'une structure.e!
béton remise cn état réparé présente un défi formidable. Une reformulation étendue des algorithmes no

linéaires est exigée pour permettre ce qui suit : la considération de changement de la configuratio
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structurale; La superposition des parties précédemment chargées ou endommaggées dune structure avec
des nouveaux ¢léments supplémentaires non sollicités; modélisation constitutive appropri¢e des
matériaux de réparation;- et Iinclusion des contraintes résiduelles et des déformations différentielles a

travers ’interface de réparation.

Vu que les recherches dans le coté gxpérimental sont trés avancées dans ce domaine, nous avons
consacré notre contribution dans le coté numérique. Bien que le théme ait fait 1’objet de nombreuses
études, certains aspects du comportement d’ensemble des structures en béton armé renforcées par collage
de plaques extérieur restent encore & €clairer tel que : le comportement du béton en traction, les différents
paramétreé de liaisons, d’adhérence et d’interfaces entre les matériaux sont en effet complexes a
modéliser ou sont encore mal connus. L3 encore, la plus part des études déja réalisées font des
simplifications. Notre contribution consiste 2 trouver un outil de calcul qui nous permet d’évaluer les
contraintes et les déformations afin de dimensionner ce type de structures, et d’analyser en détail les
comportements physiques des matériaux. Le recours a ’analyse non linéaire par la méthode des éléments
finis est la procédure la plus appropriée pour répondre 3 ces attentes. Vu le progrés important dans le
domaine d’informatique, nous avons utilisés le logiciel ANSYS. C’est un programme de calcul
extrémement puissant qui nous permet de modéliser le comportement des structures en béton armé. En
utilisant une discrétisation tridimensionnelle, nous avons choisis les types des ¢léments, ainsi les modéles
des matériaux les plus convenables dans la modélisation des différents matériaux de la poutre renforcée.
Cela est accompli aprés un tour d’horizon que nous avons effectué sur les travaux expérimentaux,
analytiques et numériques élaborés dans la revue bibliographique, ainsi que sur les différents modeles des

matériaux utilisés pour la modélisation de comportement du composite béton armé renforcé.
Dans cette optique, ce mémoire est organisée comme suit :

o Lec premier chapitre est cette introduction ol nous avons rapidement présenté le probléme ;
étudier, définie la technique de réparation et présenté I’organisation du mémoire.

e Le deuxiéme chapitre comportera une tour d’horizon sur les travaux de recherche traitant 1
technique de réparation des poutres par collage des plaques.

» Dans le troisitme chapitre nous avons passé bri¢vement en revue les modéles non linéaires de
matériaux utilisés dans I’analyse des poutres en béton armé. Un tour d’horizon sur les sources d

non linéaires ainsi que les stratégies de solutions du systéme non linéaires sont aussi présentés.
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e Dans le quatrieme chapitre, on présentera les types des éléments utilisés ainsi que les modcles des
matériaux incorporés dans le logiciel ANSYS pour modéliser le comportement non linéaires des
poutres en béton armé renforcées par collage de plaques.

e Le cinquiéme et dernier chapitre est consacré a I’étude de simulation. Au cours de ce travail,
toutes les simulations ont été faites sous le logiciel ANSYS. Les résultats obtenus pour les deux
types de renforcement et pour les lois de comportements définies au quatriéme chapitre seront
présentés, interprétés et comparés aux résultats expérimentaux.

¢ Pour finir, nous donnerons les conclusions et les remarques sur le travail réalisé et les perspectives

de développement futures dans le dernier chapitre.
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2.1 Introduction :

Le développement des adhésifs svnthétisés basés sur les résines époxydes offre de nouvelles
possibilités pour le collage dev maté:iaux structuraux. La téchnique de réparation par collage extérieur des
plaques d’acier ou de FRP, -chnique la plus répandue actuellement, présente un choix économiquement
viable. Dans ce chapitre, urr expos¢ des travaux expérimentaux, analytiques et numériques les plus
remarquables dans le domain. sera ulilisé afin de tenter de faire le point sur cette technique.

2.2 Réparation des poutres cn béton par collage des plaques :

L’un des défis les plus :mpori.nts que rencontre le domaine de la construction est le nombre
impressionnant d’ouvrages .n ét.t de détérioration plus ou moins avancée, et qui nécessitent
Iétablissement d’un diagnost:c asse/ précis. Ce diagnostic peut éventuellement aider les gestionnaires a
décider sur le sort des struciures cndommagées. Vu les contraintes budgétaires ainsi que le nombre
croissant des structures endo: inagé.:s, le recours aux techniques de réparation est devenu de plus en plus
une alternative viable a celle .1 co «iste dans la démolition et le remplacement de la structure. Parmi ces
techniques nous citons :

Réparation par coutu:: ¢ direvie de barres d’acier
Réparation par colm:: age

Technique de Dry Pa.k

Utlisation du béton e fibr s

Colmatage par joint ¢ aston: :re souple “ flexible scaling
Injection “ Grouting

Technique de chemi age — Auto-réparation “judicious neglect” ~ Peinture de résine {contre
corrosion). ...etc. [2. |

Malgré leur diversité et ¢ ¢ vas: - utilisation, ces techniques de réparation souffrent de leur limitation
due aux raisons suivantes :

Le coiit de la matiére .emié ¢ de réparation,

L’état avanceé d’endo: mage .ient,

Probleme de durabilit de ré aration,

Probléme de compati. -lité e: ire ’ancien matériau et le nouveau matériau,
Les conditions d’envi »nnen ent.

Depuis les années 1990s 1: techi:ique de réparation par collage des plaques composites est reconnue
comme une méthode de reniorcement assez avantageuse. Ce procédé permet d’augmenter la capacité
portante de toute la structurc. Il permet, selon les dispositions retenues, d’accroitre la résistance aux
efforts de traction et aux monents fiéchissants. Ce procédé peut concerner [4 - 6]

Les structures pour le: quellcs on envisage des modifications de chargement.
* Les structures compo: iant des erreurs (insuffisance de ferraillage, ferraillage mal placé, ... etc.)
© Les structures endominagées par accident ou soumises aux atlaques par des éléments agressifs.

La réparation des ouvriges est un domaine de recherche d’actualité ou beaucoup de travaux
expérimentaux, analytiques e: numcriques ont été entrepris pour comprendre les mécanismes mis en jeu
dans les différentes techniques de réparation. Dans ce que suit, un tour d’horizon sur les travaux de
recherche traitant la techniqu- de réparation des poutres par collage de plaques sera donné.
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2.3 Travaux cxpérimentaux :

De nombreux résultats expérimentaux ont démontré la faisabilité et la possibilité d’utilisation du
collage extéricur-des plaques synthétiques au moyen des résines époxyde pour augmenter la résistance au
cisaillement et a la flexion des poutres en BA.

Le collage est effectué sur la face tendue de la poutre ou sur les cotés latéraux (Figure 2.1), cette
géométrie d’assemblage permettant au joint adhésif de travailler au cisaillement dans son plan. La
résistance de I’adhésif est caractérisée par sa contrainte de cisaillement 4 [a rupture.

dv |

Poutre
en béton
Aciers
longitudinaux
Colle Pla'que Longueur
"non collZe
L— Longueur collée _L noz cotiee
Longueur de la poutre

Figure 2.1 : Poutre en béton armé renforcée par collage de plaques.

2.3.1 Résultats :

Les conclusions les plus notables rapportés par la bibliographie des études expérimentales effectuées
pour cerner le comportement des poutres en BA renforcées par collage de plagues sont comme suit :

1 - Résistance, Rigidité et Force portante:

La majorité des poutres renforcées ont montré une augmentation significative de la capacité portante
ultime et de la rigidité flexionnelle, surtout lorsque les aciers internes entrent en phase de plastification [7
- 17]. Ainsi la résistance au cisaillement est influencée trés favorablement par ’utilisation des plaques de
CFRP [18], I’effet de renforcement pouvant atteindre 300% [19]. Cette augmentation de la résistance au
cisaillement peut se justifier par I’augmentation de la résistance au cisaillement 3 travers I’interaction des
agrégats due a la présence du FRP [20 - 23]. L’effet de la plaque n’est pas seulement d’augmenter la
rigidité de la poutre mais aussi de donner une meilleure contribution du béton tendu [9].

Le moment ultime de la premiére fissure des poutres renforcées est supérieur a celui des poutres non
renforcées, I’augmentation maximum du moment ultime de la premiére fissure et du moment ultime de la
poutre sont respectivement de 150 % et de 230 %, I’augmentation maximale de la rigidité de la poutre
renforcée est de 110% [24].

La résistance au cisaillement de I’élément renforcé augmente de 11 % a 34 % par rapport a celle de
’élément non renforcé. Cette variation dépend du systéme ou des techniques utilisées pour la réparation
[20]. La résistance au cisaillement dépend essentiellement du joint entre le béton et le FRP [8, 21 - 23].
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JilTérence significative entre la contrainte axiale dans fa plaque et la contrainte axiale dans le
nl, ceci est di a la présence de déformation de cisaillement importante dans I’adhésif au
. [1ssures 4 mi-travée [25]. La contrainte dc cisaillement inter-faciale dans la couche adhésive
leur maximale dans Pextrémité de la plaque, puisi.diminue progressivement lorsqu’on

extrémités [13}. La supposition de compatibilité de déformation doit étre appliquée dans la
1 des contrainte de cisaillement inter-faciaic|25].

16 de la plaque diminue avec l'augmentation de sa ngidité, les plagues de CFRP
clles sont les plus rigides [26].

« de fissuration et de ruine :

tre (04) mécanismes de rupture possibles qui peuvent apparaitre lors de la déformation des
sreées par collage de plaques et chargées sur quatre points, ces mécanismes sont résumes

ar traction des FRP (Figure 2.2.a) lorsque la déformation de la plaque dépasse sa valeur
s la zone de moment maximum [27]. Cette rupture apparait aprés plastification des aciers
JUX.

it du béton (Figure 2.2.b) lorsque la déformation de compression du béton dépasse sa valeur
dans la zone de moment maximum. L.s poutres renforcées atteignent leurs résistances
-xionnelles et se rompent par écrasemen! du béton suivi par la plastification des aciers de
comme dans le cas dans les poutres en héton armé [27). La plaque n’atteint sa résistance
-lorsque le béton et Iacier de ferraillage 2.teignent leurs résistances ultimes [9]. L’ apparition
iére fissure est retardée [14], le schéma ..e fissuration est similaire & celui de la poutre non
sour les charges de service, alors que »our les grandes charges il est significativement
,12].

. rupture le plus dominant est le décolicment de la plaque ou des feuilles du FRP (Figure
:c ou sans un endommagement léger de la surface du béton. Ce décollement est dii a la
I'interface béton / adhésif qui se produ'{ lors de I’apparition des fissures de cisaillement
es [16, 17, 24, 25, 28, 29], ou 2 la conce:iration des contraintes au voisinage de I’extrémité
1e {30]. Ce mécanisme de rupture peut s’ amorcer a n’importe quelle fissure de cisaillement
-¢, puis il se propage vers I'extrémité d: la plaque {27]. Si la surface du béton est bien
t le joint est bien garnis, dans ce cas le mcde de rupture sera par la flexion classique ou par la
. CFRP [17, 31, 32]. Par conséquent le renforcement par la CFRP transforme la rupture des
une rupture classique par flexion ductiic 4 une rupture prématurée. Ce qui conduit a la
n de la ductilité. II est nécessaire d’optimiser cette technique de renforcement par I’ utilisation
'me d’ancrage [7 - 9]. Il parait que Ia résistance du béton est un facteur majeur qui influence
.ollement, tandis que la déformation de la plaque et la section des aciers longitudinaux et
ux sont moins influents [16].

sar cisaillement flexionnel (Figure 2.2.d) la rupture des poutres renforcées extérieurement
par I’apparition des fissures de cisaiflement aux endroits adjacents aux extrémités de la
ur une charge comprise entre 70% et 8% de la charge ultime, ces fissures se propagent
rs la mi-travée. Finalement, une propagation brusque des fissures horizontales apparait dans
enrobage le long de I’interface Béton / Acier, qui est la surface 1a plus faible. Ce qui conduit
¢ de la poutre lorsque ces fissures deviennent larges [10, 13, 27].
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Les deux premiers mécanismes sont plus économiques, car ils permettent I’exploitation totale de la
résistance de FRP. Mais les deux demiers sont des mécanismes brusques et apparaissent & une valeur de
charge inférieure a celle exigée par les équations conventionnelles de calcul [27].

a) Rupture par traction des FRP (R) ¢) Décoliement de 1a plaque 4 l'interface
5 la béton-adhésif (D) Ala

" "

Lo [T AR
I"\
I

A?’—

a

TT

1 -]
L 1

E Al d) Rupture par cisaillement flexionnel
b eat du béton (C) i l'extrémité de la plaque (S) $¢

Fr2 lFfZ

I S N N N ~— t 4t | |

Figure 2.2 : Mécanismes de rupture typiques des poutres renforcées par collage de plaques en FRP.

Les paramétres contrdlant les différents modes de rupture sont la capacité flexionnelle Py et la capacité
de cisaillement Ps. Si Pt < Pg, la rupture se produira probablement par flexion de poutre de béton ou par
décollement de la plaque d’acier (suivant la charge de rupture la plus faible de chacun des deux modes).
Si P¢> Ps la rupture se produira par cisaillement diagonal. Le décollement et le cisaillement diagonal sont
des modes de rupture brusques, et devraient étre évités. Les paramétres qui favorisent ces modes de
rupture sont I’épaisseur de la plaque et la distance entre le point d”appuis et I’extrémité de la plaque [33].

La déformation de traction, la fléche, la courbure, la rotation, les ouvertures des fissures diminuent avec
Iutilisation du renforcement, ce qui conduit & I'amélioration de la performance en service [7, 9, 13 - 15,
24]. Le nombre des fissures i la charge ultime de la poutre renforcée est supérieur a celui de la poutre non
renforcée, la fissuration est donc plus répartie [10, 24].

Il est évident que le mode de rupture, la charge ultime et la capacité au cisaillement sont affectés par la
distance a, entre Pappui et le point d’application de la charge. Le moment ultime et la capacité au
cisaillement augmentent avec 1’augmentation du rapport (ay /d). Pour un rapport inférieur  six le mode
de rupture est le décollement de la plaque, la séparation de la plaque est causée par e transfert de la
contrainte normale et la contrainte de cisaillement de 1’adhésif vers le béton dans la zone d’extrémité de la
plaque. {15, 21, 24]

Le renforcement des éléments existant en béton armé par collage des plaques sur les faces tendues est
nécessaire pour les différentes raisons :

) Réduction de la fléche en service (critére de rigidité)
. Ameélioration de la charge portante maximale (critére de résistance)
] Limitation de la largeur et de la distribution des fissures dans le béton (critére de durabilité)
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Cependant, ces performances sont sensibles a la variation des plusieurs paramétres. Cest pour celle
raison qu’une étude paramétrique s’impose, alin de déterminer 'influence de ces paramétres sur le
comporiement de la poutre. :

2.3.2 Etude paramétrique :
1- Effet du type de plaques :

La dégradation des joints des éprouvettes réparées par des tissus en polymére renforcés par des fibres
en carbone (CFRP) est plus importante que celles réparées par des tissus en polymére renforcés par des
fibres d’aramide (AFRP) ou de verre (GFRP) [29]. Les poutres renforcées par GFRP ont un
comportement de type plastique, tandis que les poutres renforcées par CFRP ont un comportement
linéaire jusqu’ la rupture [7].

2- Effet de l'ancrage :

L’utilisation des systémes d’ancrage pour fixer le renforcement 4 la poutre améliore la capacité de
cisaillement et la ductilité {15, 16, 18]. L ancrage peut empécher le déplacement vertical de I’extrémité de
la plaque, mais n’empéche par le glissement horizontal le long de la travée [16].

3- Effet de I'épaisseur et la largeur de la plaque :

L’épaisseur de la plaque a un effet considérable sur la transmission de la charge entre les différents
composants de la poutre, sur la capacité portante de la poutre, et sur le mode de rupture [13, 34].
L’augmentation de 1’épaisseur de la plaque au-dela d’un certain seuil, cause le décollement prématuré de
I’extrémité de la plaque et la diminution de la ductilité [8, 11, 12]. La largeur de la plagque n’a aucune
influence sur la résistance du joint [28}], mais a un effet considérable sur la diminution des déformations
maximales de la poutre, ce qui indique que I’exploitation de la plaque n’est pas totale. Pour une utilisation
optimale, la plaque doit &tre ancrée aux extrémités afin d’éviter le décollement [24].

La contrainte de cisaillement inter-faciale dans I’extrémité de la plaque augmente avec I’épaisseur de la
plaque [13]. Le rapport entre la largeur de la plaque et son épaisseur est trés important dans la définition
de la contrainte agissante dans le joint aux extrémités de la plaque [34].

4- Effet de la longueur de la plaque :

Les résultats trouvés dans la littérature et se rapportant 4 ce sujet sa contredisent. Certains chercheurs
(28, 31, 35] ont trouvé que la longueur de la plaque n’influe pas sur la capacité portante de la plaque a
condition que la plaque soit convenablement ancrée. D’un autre coté, d’autres chercheurs ont montré que
plus les extrémités de la plaque sont proches des appuis, plus la résistance de 1a poutre augmente [11]. 1l
semble aussi que 1’état de surface du joint affecte la charge ultime et la rigidité de la poutre [26].

5- Effet de I’emplacement des plaques :

Le renforcement des poutres au cisaillement par coilage des plaques latérales améliore non seulement
la capacité de la poutre au cisaillement, mais également sa capacité de compression. Ainsi, I’appantion
des fissures diagonales est retardée et leur développement est limité. Le renforcement latéral a un effet
bénéfique sur la ductilité des poutres, et améliore la résistance ultime des poutres endommagées ou des
poutres insuffisamment ferraillées transversalement. Les essais conduits ont montsé que la contribution
des plaques dans Ia résistance au cisaillement augmente avec la section des plaques latérales {36 - 38].
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La section des armatures transversales des poutres n’a aucun effet sur le décollement de la plaque
CFRP. L’utilisation du renforcement latéral par collage extérieur des plaques dans la zone comprimée
avec le renforcement de la face tendue, augmente 1a capacité de cisaillement et la capacité flexionnelle de
la poutre [16, 39]. . :

6- Effet de lépaisseur de la colle :

1.'utilisation d’une couche d’adhésif épaisse permet un déplacement relatif considérable entre la
plaque et le béton tendu dans les endroits des fissures. D'autre part, pour les poutres pré-fissurées, les
couches épaisses causent un transfert de charge graduel entre le béton et la plaque, et minimisent
I’apparition des nouvelles fissures. Donc I’épaisseur de I’adhésif affecte la déformation locale [40].

Partant de 1’observation que la colle ne se fissure pas préalablement 3 la poutre, il est légitime de
prendre en considération sa collaboration dans la résistance a la traction du composite, et de faire les
calculs en conséquence [9}.

Les matériaux composites 3 matrice polymére et & renforts textiles carbone ou verre (CFRP ou GFRP)
présentent des avantages considérables dans le domaine du bétiment et des travaux publics lorsqu’il s’agit
d’assurer la protection, la réparation et le renforcement d’cuvrages ou d’éléments d’ouvrages tels que
poutre, poteau, dalle en BA, ou béton précontraint ... etc. Les principaux avantages de cc matériau et de
ce mode de fixation sont:

Contraintes et déformation de rupture trés élevées (3500 MPa).

Grande résistance 2 la vibration.

Grande résistance 3 la fatigue sous les cycles traction — traction

La répartition des contraintes de liaison sur une surface importante.

La possibilité d’optimiser la géométrie et les dimensions de collage.

La légéreté de I’assemblage : Les matériaux de FRP ayant une trés haute résistance, et un rapport
de (résistance / poids) plus élevé que pour T'acier ou le béton; par conséquent, la résistance et la
rigidité peuvent étre augmentées sans augmentation significative du poids propre (sa densité varie
entre 1200 + 2600 kg /mm?).

¢ Les plaques FRP procurent & la poutre des propriétés d’isolation et d’étanchéité contre les
éléments agressifs qui peuvent attaguer le composite poutre — plague.

e Le temps d'installation et le coiit sont moindres que pour les techniques de réparation
traditionnelles.

a & @& o & &

2.4 Travaux analytiques :

Un effort considérable a été consacré au développement de modeles analytiques capables de prédire
correctement la réponse des structures en béton soumises & des chargements variables. Les anciens
modeles sont basés sur la théorie de I'élasticité. Les modéles récemment proposés utilisent, entre autres,
les théories générales de la mécanique des solides en plasticité, la théorie de I'endommagement et la
mécanique de la rupture [41]). Dans ce qui suit, nous présenterons individuellement les modeles
analytiques remarquables qui ont été développés pour 1’étude des poutres renforcées.

2.4.1 Calcul des contraintes a Iinterface Béton/ Plaque :

1°/  Arduini et Nanni {27, 42] ont développé un modéle analytique pour analyser la distribution des
contraintes normales et tangentielles dans Iinterface Colle /Béton. Ce modele permet 1'étude de V'effet de
la rigidité et I’épaisseur de I’adhésif. Le modele analytique congu pour prédire le comportement d’un
élément en béton armé renforcé par le collage d’une plaque en FRP sur sa face tendue et soumis 2 la
flexion quatre points. Ce modéle évalue aussi ’influence des différents paramétres sur le comportement
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d’ensemble de I'élément. 1.a démarche suivie consiste a considérer Iéquilibre d’un trongon infinitésimale
de I’élément, et postulé sur les hypothéses suivantes :

Une section plane reste plane pendant le chargement.

La surface de charge de Mohr - Coulomb a I’interface Colle /Béton ne change:pas suite & la présence
des fissures flckionnelles, c.a.d. qu'il n'existc pas unc interaction cntre la contraintc normale
horizontale, la contrainte de cisaillement, et la contrainte normale verticale.

L interface Colle /FRP est plus forte que ’interface Colle /Béton.

Les couches de I’adhésif et de la plague sont minces, donc les contraintes dfies au moment de flexion
agissant sur elles sont négligeables.

Les lois constitutives sont les suivantes :

Béton : Le modéle constitutif du béton est présenté dans la figure 2.3. La courbe est constituée par deux
branches, I’équation de Ia partie parabolique est donnée par :

2
f 2
o= f. -i—[-i] 2.1

€, © : déformation et contrainte de compression.
La loi de comportement du béton comprimé est non linéaire, et tient compte de ’effet de confinement

dii aux cadres transversaux (Figure 2.3). Puisque P’écrasement du béton est influencé par I’effet de
confinement, les paramétres critiques de la nouvelle relation sont donnés par :

1 =f(1+250z,)

g =2f"IE g, =g % 2.2
0& : ww = M
bs.f.

o : Facteur de réduction qui dépend du type, et du nombre des cadres.(dans cette étude o est pris égale
4027

E : Module de Young du béton.

A, : Section des armatures transversales.

fy : Résistance limite de Pacier.

b : Largeur de la poutre.

s : Espacement des cadres.

f: : Contrainte de compression du béton non confiné.

f: : Contrainte de compression du béton confiné

J o : Contrainte ultime de compression du béton confiné (£, = 0.2 f;)

€.: Déformation de compression du béton non confiné qui correspond a fc (g.=2f JE).
£" ¢ : Déformation de compression du béton confiné qui correspond a f; .

&, Déformation ultime de compression du béton non confiné ( &€,, = 0.0035).

&, : Déformation ultime de compression du béton confiné.
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Figure 2.3 : Modéle constitutif du béton.[42]

.ement du béton 2 la traction est considéré de type linéaire fragile avec adoucissement. La

i égale 4 90 % de la résistance a la traction par fendage, &y est égale A f; / E, tandis que &w
‘tairement égale a 0.008.( Figure 2.3)

iwres de ferraillage sont modélisées en supposant un comportement €lastique écrouissable

fi

£y gu

Figure 2.4 : Modele constitutif de ’acier. [42]

mportement isotrope élastique avec une adhésion parfaite dans les deux interfaces est admis

L.e comportement est supposé linéaire élastique jusqu’a la rupture.

.ue segment dx les équations d’équilibre des forces normales, et des moments fléchissants
5.

ution de contrainte de cisaillement 3 Vinterface Colle /Béton pour chaque segment dx est
:t sa valeur maximale est calculée par (Figure 2.5):
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Figure 2.5: Mc2le analytique discret. [42]
On:
b : Largeur de la poutre ;
dx : Longueur de I’éiément fini.
N;: La force normale (horizontale) dans a plagque FRP dans le segment j .
N 4 ;: La force normale (horizontale) dans la colle dans le segment j.

La distribution de la contrainte normale dans la méme interface est aussi triangulaire, et sa valeur
maximale dans les extrémités de I’élément est calculée par :

(O'at,j)max - [(Nj+l - Nj)(dvj ti, +1, /2)7‘ (N"’f’" (dv *la /2)]b cﬁix 24

Les indices a et p indiquent respectivement adhésit et la plaque de FRP.
dv; : L'incrément du déplacement relatif vertical de segment j.
t : Epaisseur.
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Les résultats analytiques de calcul de déformation montrent une meilleure corrélation avec les résultats
expérimentaux. Ce qui justifie la supposition du joint parfait Adhésif/Béton el AdhésifiPlaque de FRP.
La ngidité élevée aprés plastification “ post-yielding ” de modéle analytique est probablement justifiée
par I’existence des glissements dans les deux interfaces dans les directions horizontale et verticale.en
méme temps.

2°/  Le modéle proposé par Ye [43] utilise un procédé itératif pour étudier le transfert des contraintes de

cisaillement dans les interfaces d’une poutre en béton armé renforcée sur la face tendue par une plague en
FRP (Figure 2.6)

A —
: do
G‘ql V' ot Ax
dx

Figure 2.6: Equilibre d’un élément de la plaque. [43]

Pour modéliser le joint entre le béton et la plaque composite un calcul approximatif d”équilibre d’un
¢lément d’interface a été utilisé. Pour une couche d’adhésif mince, la déformation tangentielle a
Iinterface Béfon / Plaque est approximativement égale A :

u (x)-u,(x)
7=I—“

a

25

- uc : Déplacement horizontal du béton 4 I'interface

- up : Déplacement moyen de la plaque

-t : Epaisseur de la couche d’adhésif,

- x: Coordonnée longitudinale & partir de ’extrémité de la plaque.
Donc la contrainte de cisaillement a I'interface est :

|"P (x)—u, (x)l

aQ

Ga : Module de cisaillement de la couche adhésif,
La dérivée de la contrainte de cisaillement par rapport 4 x nous donne :

ﬂﬂgi(gp_g)zﬁg{i_gj 27

(x)=G, 2.6

dx 4

a a

Ou &'¢ - Déformation maximale de traction du béton.
gp : Déformation de la plaque FRP 4 'interface.
o : Contrainte normale tongitudinale
Ep : Module d’élasticité de la plague.
D’apres la figure 2.6 1’équilibre horizontal de I’élément de la plaque nous donne :

do(x) _ 7(x)

o, 2.8
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Ou : tp est I’épaisseur de la plaque.

La solution générale des équations 2.7 ot 2.8 peut s¢ présenter comme suit :

e g, * ) 0
{r} =exp [Kx]{ . } + Jexp[.’\ (x - 5)]x {_ G e (&)L, }dé‘ 29

- K est une matrice d’ordre 2
- ©g et 1o sont les contrainte normale longitudinale et de cisaiflement 4 I'extrémité de la plaque
(x=0).

L’exponentielle de la matrice Kx peul itre exprimée explicitement comme :

cosh(¢ v) sinh{ax)/at,
exp[Kx] = [Ga sinh(ax)/aE,t,  cosh(ax) ] 210
Ou:
— Gﬂ
AN Et,

Aprés substitution et application des ¢ nditions aux limites (pour : x=0,0p=0 et pour:x=1Ip, -:0 =
0) on obtient :

x

7 = 1, cosh(ax) — j (:— cosha(x—&)er (£)dE

o =—_sinh(ax)— j—( —sinha(x— &)’ (E)dE 2.11
at, Jai g,
Ol : 7, = cosh(al 7} I—cos a(l, —&)e (£)dE

Ip : la longueur de la moitié de la plag «.

Les résultats de cette méthode moitrent que la contrainte de cisaillement A extrémité de la plaque
augmente lorsque :

- a) on utilise une couche d’adh¢sif mince
- b) larigidité de la plaque (mod tle de Young) est élevée.
- ¢)ily a une grande distance en:re I’extrémité de la plaque et 1’appui de la poutre.

Une étude comparative indique que cette méthode analytique est en bon accord avec les résultats de
I’analyse par la MEF.

3°/  Le travail de De Lorenzis, Millcr, et Nanni [28] : présente une approche simplifiée pour le calcul
des contraintes de cisaillement dans lc joint plague / béton des poutres soumises 2 la flexion et renforcées
par collage des plaque en FRP. Le modéle développé a permis d’évaluer l'expression de la charge
d'arrachement et la longueur effective e collage.

L'analyse du joint adhésif dans lc domaine élastique linéaire peut étre gouvernée au moyen d'une
approche simple de cisaillement. L'équation différentielle qui gouverne le joint est comme suit:
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@S 1 (e)=0 2.12

dx* E

Ou- §:Leglissement : 1
- r: Lacontrainte de joint (bond stress) :
- x: Coordonnée le long de longueur collée de la plaque
- tet E: Sont I’épaisseur et le module élastique du FRP respectivement.

L'équation 2.12 est basée sur les équations d'équilibre et de compatibilité d’un élément fini de la plaque
de longueur dx, avec les suppositions que:

- 1) Le comportement de la plaque du FRP est linéaire ¢lastique
- 2) La déformation du béton est négligeable devant celle du FRP
- 3) L'adhésif est soumis seulement aux forces de cisaillement.

A des niveaux de charges modérées, un comportement linéaire de contrainte-glissement de joint peut
étre adopté:
t=K-8 2.13

On va résoudre I'équation 2.12, en substituant =, et en appliquant les conditions aux limites (£(0)=0 ;
&(!) = 0,y / E), on obtient les formules suivantes :

o
S(x) =——=__ coshax

a.E.sinhad
g(x) = -—?—_'ﬂ.sinhax

E.sinhod 2.14
T(x) = K- §(x)

Avec : o = J£
t.E

Ou : g(x) : La déformation de la plaque.
Cappl - La charge extérieure appliquée.
I : La longueur collée,

L'approche précédente a été appliquée précédemment a ['analyse des joints des plaques FRP. Dans ce
cas le module de glissement K peut étre établi au moyen d'un modéle simple de cisaillement comme le
rapport entre le module du cisailiement de I'adhésif G, et I'épaisseur de la couche adhésive.

La longueur effective de collage peut étre exprimée comme suit :

ELG,

j _NTEEY, :
eff r 2.15

m
Gy: Energie de rupture par unité de surface du joint.
Tm : Valeur maximale de 7 dans la courbe t - glissement, c.a.d. la résistance locale de joint.

z, =0.0184\L.E

Un accord raisonnable avec les résultats expérimentaux a été constaté, surtout pour les éprouvettes avec
un pli laminé. Il parait que la rigidité du laminé influence favorablement la charge de rupture de joint.



Chapitre Il : Revue Bibliographique 17

4°/ Teng ct Smith [44] ont proposé une solution analytique pour prédire les contraintes d’interface
qu’ils ont appelé “ solution analytique de Smith et Teng ”. En considérant une poutre simplement appuyée
soumise & une charge uniformément répartie, les auteurs ont développé une expression pour les
contraintes a I’interface moyennant les suppositions suivan‘es :

o Modéle linéaire élastique :
¢ Seules les déformations axiales sont considérés, celles diies au cisaillement sont négligées.
e Distribution uniforme des contraintes a travers |’épaisseur de I’adhésif.

L’équaﬁon différentielle gouvernante de la contrainte de cisaillement d’interface, T, est donnée par :

1) _Gb, [0y 04y, 4 | )= ARUEN V(%) 2.16
¢ EIL+EI ~  EA E,A,, 1, \EL+E],

Les indices c, a et p correspondent a la poutre de BA, 1’adhésif et 4 la plaque respectivement.
- b, E, A et]: Largeur, module de Young, section transversale et le moment d’inertie.
- t,: Epaisseur de I’adhésif
- G, : Module de cisaillement de I’adhésif
- y; : La distance entre le centre de gravité de la poutre et sa base
- ¥2: Ladistance entre le centre de gravité de la plaque et sa face supéricure.
- Lacoordonné (x ) est la distance le long de la plaque a partir de son extrémité,
- Vi(x) : Force de cisaillement dans chaque point le long de la plaque.

L’équation différentielle gouvernante de la contrainte normale d’interface, o(x), est donnée par :

a a

d'o(x) Eb, [ 1 () = Eb( y. ¥ de(x) E, 1 2.17
&* 1, |EL EI t, \EL, EJI, )} d 1, EL?

Ou q: est la charge uniformément répartie. La solution qui résulte pour la contrainte de cisaillement
d’interface et qui est applicable dans toute Ia longueur de Ia plaque, est donnée par :

r(x) = mV, (x) + %Mr (0).e™* — %q.e"" 218
O
Ez:GabZX (yl+y2Xyl+y2+ta)+ 1 + l
[ EJ, +E,J, EA,  EA,
G, 1 Y. +y,
RSt e e
i, % \EL+E,L
m, = G, y._
i, EI

Et M+t(o) : Le moment de flexion appliqué a I’extrémité de la plaque.

La solution qui résulte pour fa contrainte normale d’interface est donnée par :

o(x) =& *[C, cos(fi) + C, sin{fE)] - n, z(x) 2.19
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. CER( 1
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_E 1 B o [d1) | )
q_Zﬁ’t.,E{LWOHM(O)] 28 1(0)*2_1?[ 1,7
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&= 26t EI MO 28 @ |,

Les résultats de la solution analytique approximative de Smith et Teng indiquent que les valeurs
des contraintes normales et des contraintes de cisaillement dans les interfaces Béton/Adhésif et adhésif
/ Plague sont raisonnablement comparables avec les résultats numériques par la MEF, sauf au
voisinage de [’extrémité de la plaque.

5% Lau et al. [45] ont présenté un modéle théorique pour déterminer les contraintes de cisailiement et
de décollement de la couche adhésive, et la force axiale dans la plaque de FRP, pour des poutres en béton
sans ferraillage interne, renforcées par collage extérieur des plaques en FRP sur la face tendue, et
appuyées sur trois points. Pour simplifier le calcul les suppositions suivantes sont imposées :

Le comportement du béton, de ’adhésif, et de la plaque est ¢élastique, linéaire, et isotrope.
Aucun glissement n’est permis dans interface du joint adhésif (cad, un joint parfait entre la
plaque et le béton).

Les contraintes dans la couche d’adhésif et dans 1a plaque ne changent pas a travers 1’épaisseur
parce que la plaque et la colle sont supposées minces.

La rigidité flexionnelle de la poutre renforcée est supérieure  celle de la plaque.

Contrainte de cisaillement dans 'adhésif :

L’équation de compatibilité de la contrainte de cisaillement est donnée par : (Figure2.7)

£, =22 [y () -1, 2.20

Ga ; t, : Module de cisaillement et épaisseur de la couche d’adhésif.
u. ; up : Le déplacement du béton et le déplacement de la plaque de FRP a I'interface.

En dérivant l'équation 2.20 par rapport & x on obtient :

2l S e, (0)-2. )] 2.21

a

La déformation de traction dans la fibre inférieure du béton est donnée par :

1
= [6M, (x)- N, (x)4] 2.22

£.(x)=

La déformation de traction dans la plaque est donnée par :
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() = ~rdx)
bt E ;
E. ; Egr: le module d’élasticité du béton, et le module effectif de la plaque.

2.23

L’équation 2.23 n’est valide que dans le cas ol les propriétés matérielles de la plaque sont isotropes et
homogenes ; dans le cas contraire, la théorie des plaques laminées “ laminate theory ™ est utilisée pour
déterminer la déformation de la plaque, c.a.d :

e o]t

Charge apyliquie (F)

Y

/. olm !
chidne ™ ’“‘“%"zﬁ _::*:T}-tw

RLL LU VI O
. / L
 Pape [ NP NptdNp £ I

en FRP v, - I
3 Vpid¥p —.
dx
- ue{(x)
Méceanisme de centraintes pour le béton renforcé par un laminé en FRP.

Figure 2.7 : Le modéle théorique pour cette étude.f45]
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Une grande simplification dans ’analyse des plaques apparait lorsque I'on supposc que les matrices de
couplage (membrane — flexion) B et C sont nulles, et aucun moment extéricur n’est appliqué a la plaque.
Donc on peut simplifier I’équation 2.24 4 la forme suivante :

e} =4 J{m}, 225

£ Nx
Avec : {s“}: g, et: {N},=1{N,
gf)’ NX)’ P

Dans cette étude seule la force axiale dans I’axe longitudinale de la poutre a ét€ considérée. c.a.d :
Ny = Nxy = 0. Donc la déformation de la plaque peut s’écrire comme suit :

£,(x) = AN, % 2.26

Le moment de flexion de la poutre et la force axiale dans Ie béton sont déterminés par :
dM_ (x)=Rdx-1, (x)bdxg 2.27
dN_(x)=1,(x)bdx _ 2.28

Ol Ry : Réaction d’appuis =P /2.
T, : contrainte de cisaillement dans I’adhésif.

La force de traction dans la plaque est déterminée par :
AN, (x) = 7,(x)bdx 2.13

En dérivant I’équation 2.21 par rapport a x, puis en substituant ces forces et ces déformations. On
obtient 1’équation suivante:

2 x
&7, (x) =G,,b[A” 4 Jw)_% 2.30

2 oo 2
dx t, \ b bhE, E_bh't,

La solution mathématique de cette équation est donnée par :
7,{x) =C, cosh(fx)+C, sinh(Bx)+n, 2.31

Aprés application des conditions aux limites (Np (0) =N (0) =0, 7,(lp /2) =0, M. (0) = Rp 2 ), et
simplification. La contrainte de cisaillement sera égale & :

7,(x)=C,e™ +7, 2.32

¢ - 6G,,R,,2z tanh[_ﬂz_,,) n = 6R,,2Ga 2 g [Cbf 4, 4
EL bW B 2 E.bWt B 1, \ b bHE,
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Ip : Longueur de la plaque.
z : Distance entre I’extrémité de la plaque et I"appui (longueur non collée).

La force axiale dans la plaque Np sera calculée par I'intégration de I’équation 2.29, et ’application des
conditions aux limites (Np (0)=0):

Np(x)=C, [%(1 -e™”) +%x} 2.33

En général, la valeur maximale de la contrainte de cisaillement dans i’adhésif se produit & x = 0, alors
que la valeur maximale de la force axiale ajoutée A la plaque sera pour x=Ip/2, donc :

ra.mu =Cl +r]0
2.34
N i =ib(l+i)
’ B 2z

Contrainte de décollement de 'adhésif :

La contrainte de décollement dans la couche adhésif dans n’importe quel point x de la poutre est
définie par :

o'; (x) = Ea r..’.’..(;x..)_}—v"—(x) 2.35

a

v :La contrainte de décollement et la déformation des matériaux dans la direction z.
Les indices a, p, et ¢ représentent ’adhésif, la plaque de FRP et le béton.

O_Z

a ?

Appliquant les équations de compatibilité et les équations d’équilibres montrées dans la figure 2.8,
ainsi que les conditions aux limites (M(0) = Ry.z), et aprés simplification, la contrainte de décollement
dans I’adhésif est donnée par :

v _E [ 1 (@) s & B (4 o
oi{x)= y {213 2L {C, +n,)-2H, % —ECIC ayT e (4,1 £, +gv3) e™* cos(Ax)

I i 4/1"(1;}1 Cl]mclﬂ(br,,) 40 (sz_bhq

~Ax _: /'L
27| 44+ | EL\ 28 21,  |EL 25 Je sin(Ax)

bh
2/

Ce’" —-%h-nof +%Dx2 +Fx+G}} 2.36

K Ea(@) + Kb e + K e PET{%R”J:J i

Avec :

oV [Ep 4]
4| I

U (1 ., bh o, 1,
e LRy D+ Fx+G
S ECIC(6R"X 12 % 5 * )
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1 [ bh
- grlar)

C.3(bt,) 4
vz—“T
2 ‘ ¢, plbt,Y 4
g LB | A (eh C.)¥ Blot) 4 1 [sz__b@_q)
27227 4" + B EL\ 25 21, EI 2
42" 1
A STy K=omF
D=sz—£)-h—c—‘ G=Rb(31 zF4z)+ Zh3 c
28 24 28
_ U g s bh oo R s 1pe
F= 2{61{,2 2ﬂ,Cle 121]02 2Dz G}
Gi(x‘)
Vi(x) Talx).
7

¢ FRP Plate

No(x) | W

~ Ve(x) + dVi(x)

Np(x) + dNy(x)

J——

Figure 2.8 : Un petit élément de la plaque de FRP de longueur dx.[45]

Dans te cas des poutres initialement fissurées ce modéle n’est pas applicable, car, les lois de I’élasticité
ne sont pas valides.

Une modélisation par la MEF a été utilisée pour comparer les résultats obtenus. 1l en ressort que les
résultats obtenus par ce modéle théorique sont bien comparables avec les résultats numériques. On
conclut que les contraintes maximales de cisaillement et de décollement augmentent avec I’augmentation
du module du FRP, le module de cisaillement de 1’adhésif et 1’épaisseur de la plaque. Elles augmentent
aussi avec la diminution de I’épaisseur de ’adhésif.

La contrainte maximale de cisaillement est atteinte & extrémité de la plaque, puis elle diminue
progressivement jusqu’a zéro au centre de la poutre. Ainsi la contrainte de décollement atteint sa valeur
maximale 4 extrémité de la plaque, puis elle diminue brusquement par des valeurs négatives. Ensuite
elle s’annule dans la région du centre de la poutre.,
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6°/ Sierra — Ruitz ct al. [46] ont présenté des solutions analytiques pour la contrainte de cisaillement
dans l'adhésif ct la contrainte longitudinale dans la plaque composite pour trois cas de chargement
différents. L objectif de leur travail était de développer des solutions de forme fermée de fa contrainte de
cisaillement dans I’adhésif et de la contrainte de traction dans la plague pour les différents cas de
chargement. Les expressions ont été par la suite simplifices. Le modéle est basé sur les suppositions
suivantes :

Le béton n’est pas fissuré.

La rigidité du béton est largement supéricure A la rigidité de la plaque composite.
La déformation de cisaillement le long de I’épaisseur de I’adhésif est constante.
Les matériaux se comportent d’une maniére élastique linéaire.

La contrainte longitudinale se trouve uniquement dans la plaque composite.

En premier lieu 1’équation d’équilibre d’un trongon de la poutre est présentée indépendamment des
conditions extérieures de chargement introduites dans les parties suivantes. Considérant P’équilibre d’un
élément infinitésimal de la plague composite collée sur le béton, montré dans la figure 2.9 :

rdx+df, =0

' ™x)
5 T~ Compostte [
dx

Figure 2.9 : Une partie infinitésimale du béton et du composite.[46]

Ou
© - Contrainte de cisaillement dans 1’adhésif,
fp : Force de traction par unité de largeur dans la plaque.

La déformation de cisaillement dans 1’adhésif est : y=%‘»

Au représente le glissement au niveau de I’interface égal au déplacement relatif entre le béton et la
plaque, compte tenir que les deux matériaux sont de déformabilités différentes.

Donc : Au = uc(x) — up(x).
uc : Déplacement longitudinal le long du béton.
up - Déplacement longitudinal le long du composite.
T
De plus : =—
P Y G

a

up(x) peut donc s’écrire comme suit :
r

G

a

() =21, (¥)~ A = () ~ 1,1 =, ()4,
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En dérivant 'équation précédente par rapport a x on obtient :

t dif (x :
£,(x)=¢_(x) ——-é;—%‘: £.{x)+ (; —g—z(l 2.37
D’autre part :
gp(x)z"_l’(’i)_:i-e_(”i). 2.38
E, tE,

f, : Force de traction par unité de largeur du composite.

E, : Module d’¢élasticité du composite.
D’oun :
af, 1, _ £xG, 2.39

at 7F t

Avec: I, = ’ELC;"L”—

11 faut noter que la solution de I’équation 2.39 dépend de ec(x) qui est la déformation longitudinale du
béton sur lequel 1a plaque est collée, ainsi que des conditions aux limites. Donc il y a plusieurs solutions

de I’équation 2.39 :

I- Cisaillement pur (Figure 2.10) : Puisque la rigidit¢ du béton est supposée largement supérieure 2 celle de
la plaque, on peut considérer que ec(x) = 0. L’équation 2.15 devient :

af, 1
@ g

£ 0 L

Figure 2.10: Cisaillement pur.

La solution de cette équation aprés application des conditions aux limites ( f,(0)= Set f,(L)=0)est

donnée par :
) :icosh((L—x)/lo)
l, sinh(L/4,) 2.40
_sinh((L-x)/%)
0= ()

L : Longueur d’ancrage.

Une formule simplifiée proposée par les auteurs est donnée par :
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T {x)= fexp(—}f—}

o

241

£ () =fexp[_]—x} |

2- Déformation longitudinale constante dans le béton : Le cas de déformation de traction constante
dans le béton apparait lorsqu' on applique une contrainte constante sur le béton renforcé par une
plaque composite (Figure 2.11), par exemple le retrait ou la dilatation du béton sous la variation
de température.

f f
1 0 L 2L [
I Jd X

Figure 2.11 : Contraintes de traction constantes dans le béton.

La déformation constante correspondante du béton sera notée : e(x) = &, . La solution de I’équation
2.39 dans ce cas prend la forme suivante : .

£, (%) = Asinh [-I’i}+ Bcosh (Ii}r c | 2.42

0 0

La constante C est égale i (Ep tp £co) représentant la force par unité de largeur (fpo), qui doit étre
retransmise par la plaque lorsqu’ elle est soumise a la méme déformation que le béton ggo (x = 0).

Aprés simplification et application des conditions aux limites (f,(0) =0 et 7(L)=0) onaura:

£, sinh((Z-x)/1,)
I, cosh(L/L,)

T (x)=—

((2-0) -
cosh{{L—-x)/I
S (XY= fpo| 1 -
cosh (L /1, )
Une formule simplifiée proposée par les auteurs est donnée par :
T (x) = _hexp(__x]
bo bo 2.44

fp (xX)= fpo (1 —Cxp(;—x]J

On remarque que I’expression de la contrainte de cisaillement est presque similaire a celle obtenue
dans le cas de chargement précédent.

3 - Flexion : Dans le cas des poutres soumises 4 fa flexion, la déformation de béton £(x) dépend du
type de chargement (Figure 2.12). En général cette déformation s’écrit sous :
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SM(x)

e(xX)=ax’ +a,x +a, =~ o 245
Od : M(x) : Moment de flexion :
[ : Moment d’inertie de la section composite équivalente
o : Distance entre I’axe neutre de la poutre et la face supérieure.
On distingue trois cas (Figure 2.12):
- Poutres sous moment fléchissant constant Mg (cas a) :a; =a; =0 et az=- My (6/Ep ).
- Poutres sous moment de trois points (cas b} :aj=a3 =0 et ay=-F(5/2EpI).
- Poutres sous charge uniformément répartie (cas c) : a; = g(6/2Ep 1),
a=q(l +z}(6/2Ep1), a;=0.
L’équation différentielle 2.39 devient :
d2
1o —Lz =—&(alx2+(2da, +a,)x+ad*+a,d+a,) 2.56
et 177, F
Myv=—g T T My 0 L 2L
- P, x, z
i___... X,
(b) : Flexion trois points.
X
(c) : Charge uniformément répartie.
Figure 2.12: Poutre renforcée sous flexion. Trois cas principaux.
La solution générale est :
f,(x)= Asinh(;—} + Bcosh[lij +bx*+b,x + b, 2.47
0 0
Avec : b, :lg%q b, =Ij%(2ml +a,) b, =l§[cj" z+a3)+2b,)

Apres I’application des conditions aux limites ( f,(0)=0et 7(L)=0) on aura :

L) 2blLL+b)i,
fp(X)Z(ba tal'lh[;-) W]Slﬂh( o) -b COSh(Io}'f'blxz'szx +b3 2.48

0
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r(x)=—-L{ b, tanh| L |- 2PhaL o | o X o2 gion| X |- 260 -8, 2.49
! I, ] cosh(L/1) L) I,

¢

Une formule simplifiée proposée par ’auteur est donnée par :

7(x) = -[%’—'9- ~2bl, ]exp(%) ~2bx —b,

0 - 0 L -
7,(x) 7,{x) 2.50

S

Sy @=~fn+ 2b.1:)exp[}’5

)4»1’;»,x2 +hx +b,

0

O fpy est la force de traction par unité de largeur, qui doit apparaitre dans la plaque sous une
déformation longitudinale ec imposée par le béton a x = 0.

La partie 7,(x) est presque similaire 2 la contrainte de cisaillement présentée dans les deux cas de
chargement précédents. La scule différence est dans le terme additionnel (2 by /p ) dii 2 la_deuxi¢me
dérivée du moment fléchissant M. Donc, 1;(x) est similaire aux contraintes précédentes seulement dans le
cas ol le moment est linéaire (cas a et b o le terme 2 by I scra nul). ta(x) est la contrainte de
cisaillement usuelle qui apparait dans les poutres fléchies. On peut montrer, dans le cadre de la théorie des
poutres, que T2(x) est la contrainte de cisaillement entre le béton et la plaque.

On conclut que les expressions simplifiées dans les trois cas de chargement sont équivalentes. Ce qui
conduit A une analyse unifiée des contraintes de cisaillement dans le point correspondant au pic.
Pratiquement cette contrainte diminue lorsque ’extrémité de la plaque se rapproche du point d’appuis.
Les expressions finales simplifiées de 7(x) et fp(x) s’écrivent sous :

T{(x) = —hexp(_—x) -2bx -b,
o L), N
v
Tl (x) rz (x) 2.51

r(x):Ga |up(x)—uc(x)|

ta

7! Yang ct Ye [47] ont présenté une formule fermée pour calculer les contraintes normales et
tangentielles dans I’interface béton / plaque des poutres en BA pré-fissurées, sollicitées par une force
axiale et des moments appliqués aux extrémités de la poutre. La poutre renforcée est représentce par
quatre couches : la plaque, 1’adhésif, le béton fissuré et le béton non fissuré. L’équilibre de chaque couche
est considéré séparément, ainsi que les conditions aux limites. La contrainte normale et la contrainte de
cisaillement ont été développées en séries de Fourier. Les coefficients de la série de Fourier ont été
déterminés en appliquant le principe du minimum d’énergie. Les hypothéses admises sont :

Le comportement du béton et de 1a plaque est €lastique et homogéne.
Le joint d’interaction entre le béton et la plaque est parfait, c.d.d. pas de glissement ou
décollement jusqu’a la rupture de joint.
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2.4.2 Dimcnsionnement de la plaque :

1°/  Ashour [48] a présenté une méthode analytique simple pour estimer la résistance flexionnelle des
poutres en BA renforcées par collage extéricur de plaques en FRP. La méthode est basée sur la
compatibilité des déformations et ’équilibre des forces. Une limite supéricure et une limite inférieure de
la taille de la plaque ont été imposées afin de maintenir un comportement ductile de la section du BA
renforcée.

Les lois constitutives des matériaux sont :
Béton :

La courbe contrainte — déformation est montrée dans la figure 2.13a, la relation est donnée par :

E

a—c = Ecgc - < Ec 8{: < 80
2¢,

o, =0.67f, £, <€ <g,

e E.(=5500,{f.,N/mm?* :module tangent initial du béton,

o g(= 0.000241/ Joy) ¢ déformation & Pextrémité de la partie parabolique du diagramme contrainte

- déformation,
e tcy=10.0035 : déformation ultime de béton.

Pour ie calcul du moment ultime, le béton se fissure a la traction, donc la résistance a la traction du
béton est ignorée.

Acier de ferraillage :

Le comportement de I’acier en compression et en traction est supposé élastique parfaitement plastique
comme le montre la figure 2.13b. La relation contrainte — déformation est donnée par :

o,=E¢, £ <g,

o,=f, £ 2¢,

Plaque FRP :

La relation contrainte — déformation d’une plaque de fibre unidirectionnelle, comme la figure 2.13c le
montre, est linéaire jusqu’a la rupture, et est donnée par :

fp:EpEp gp(gpﬂ
f,=0 £,2E,

Il est supposé que la rupture prématurée, tel que le décollement ou la séparation de la plaque laminée
FRP, est empéchée et les seuls modes de rupture étudiés sont ceux de la rupture par flexion.
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courbe parabolique

O67F b —— A — = — ~
c- s,
| t '
; I {
! : : Lb———
/ i | !
ff t 1 t
t 1 !
4 |
{ i ]
| | !
1 I |
EO
1 I 1
1 L _a° alk -
% Zey &
@ )
G
fuf————— Figure 2.13 : Relation Contrainte - Déformation
| des matériaux [48] :
! a) Béton en compression,
! b) Acier en compression et en traction,
: ¢) Composite FRP.
i
1
]
1
]
]
2 !
. ——
Em

(c)

KZ)’I

L AU
| PR

Idéalisation
dc contrainte

fom &~
ta) (o) {©
Figure 2.14 : Section en BA renforcée par FRP. (48]
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En appliquant les conditions de compatibilité de déformation représentées sur les diagrammes
montrés dans la Figure 2.14b on obtient :

g, =", - 2.52
y
£=2"9, 2.53
y
d -
g, =Yg 2.54
y

A la rupture gc =gcy = 0.0035 , et £p = gpy.

Aprés détermination des déformations dans le béton, acier d’armature et la plaque de FRP, les
contraintes oc du béton, os de I’acier tendu, o’s de I’acier comprimé, fp de Ia plaque FRP, sont calculées
en utilisant les lois constitutives précédentes. La distribution des contraintes de compression peut étre
idéalisée par la distribution rectangulaire montrée en pointillé dans la figure 2.14c, ol le paramétre ky
représente le rapport entre la contrainte de compression moyenne et la résistance du béton foy, le
paramétre k; représente le rapport entre la hauteur du bloc rectangulaire de contrainte idéalisé et la
hauteur de I’axe neutre. Les valeurs de k; et ks dépendent de ec et fcy. Les forces internes sont (Figure
2.14¢):

Force de compression dans le béton : C=ky kafcy by

Force de compression dans les barres d’aciers : Cs = A’s o’
Force de traction dans les barres d’aciers : Ts = Ag og

Force de traction dans la plaque FRP : Tp = Ap fp

Considérant P’équilibre des forces on obtient :

C+C =T,+7,
kk,f.by+ Ao, =Ac, +4.f, 2.55

La solution de cette équation est obtenue par titonnement, en supposant une valeur initiale pour y, puis
on calcule les déformations, ensuite les contraintes. La valeur de y sera ajustée jusqu'a ce que les
€quations d’équilibre soient satisfaites. Le moment ultime calculé par rapport au centre de gravité de la
plaque est donné par :

M, = kk, fmby[d’p —%1) +4,0,(d,—d)-4,0,(d,~d) 2.56

Si la section de la plaque est inférieure 4 une certaine limite, la rupture de la poutre survient par
épuisement de la résistance 4 la traction de la plaque qui correspond 4 ep = £py. Dans ce cas, la section
minimale de la plaque de FRP Ap est calculée a partir de I’équation 2.55, en remplagant o par fy , et fp
par fpy.

Kk, £ by, + Ao, - 4.7,
ol fpu

Ou : y; est calculée 2 partir de I’équation 2.54 en remplagant ep par epy et € par 0.0035 simultanément.
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La section Ap préscate la limite inférieure de la taille de la plaque de FRP afin d’éviter la rupture par
traction de la plaque. Le moment ultime correspond 2 cette section minimale st calculé par :

M, =kk, fuby(dp —%’L]Jr Ao, (d,-d)-4 1, (d,-d) : 2.57

La section maximale de la plaque de FRP Ap; (correspond a £¢ =e¢y et €5 = €v), qui représente la limite
supérieure, est calculée comme suit :

A = klk2fcubyu +A;O-; mAsj;r
" /,
P

2.58

Avec cette section la rupture sera par plastification des aciers ou par écrasement du béton. Le moment
ultime correspondant i cette section est donné par :

M, =kk,f.by, (d‘, —-kZ—:-,”-"—JJr Ao (d,~d)-4.f,(d,~d) 2.59

Pour assurer la ductilité du comportement flexionnel d’une section en BA renforcée par collage
extérieur de plaque en FRP il faut que la section de cette plaque ne dépasse pas la section maximale Apy
et le moment Myn; est le moment admissible de cette section.

11 a été rapporté que le mode de rupture de toutes les poutres testées est obtenu par écrasement du
béton ou par la rupture de la plaque de FRP. Donc il n’y a pas de rupture prématurée. Le rapport entre les
valeurs analytiques et les valeurs expérimentales de la charge de rupture est égal 0.99. Soulignant ainsi la
bonne corrélation entre les résultats expérimentaux et les résultats analytiques.

2°/ Almusallam et Al-Salloum [49] ont présenté un modéle analytique simple pour prédire la capacité
du moment nominal des poutres en béton armé renforcées extérieurement par collage des plaques en FRP.
Le moment de la résistance ultime de la poutre M, correspondant aux modes de rupture classiques, est
peut étre évalué en utilisant les recommandations du code ACI 318, qui suppose, en plus des suppositions
conventionnelles, qu’il existe un joint parfait entre le béton et la plaque laminée. Les composantes des
forces internes agissantes sur une section rectangulaire d’une poutre en béton armé renforcée par une
plaque en FRP sont montrées dans la figure 2.15. Considérant I’équilibre des forces internes, on obtient
une équation quadratique en fonction de la profondeur de I’axe neutre ¢. La solution de cette équation
conduit a la détermination de M, :

_ _a _a
M,,_A,f;(d 2)+A,,f,,(h 2} 2.60

Ot:a=pFcet fr=Epe

S : Rapport entre le bloc rectangulaire de compression et ia hauteur de I’axe neutre.
Jr : Contrainte de plastification des barres d’acier.

/¢ : Contrainte de traction dans la plaque (fr <o fpy)-

a : Facteur de réduction de contrainte pour les plagues FRP = 0.67.

fru ¢ Contrainte ultime de traction dans la plaque de FRP.
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L 525 — L=4h
v e — T,-4,)
A, =bt N

Figure 2.15 : Déformation et contrainte 4 travers la hauteur d’une
poutre en BA renforcée par une plaque en FRP [49]

Calcul de épaisseur de la plague :

La section d’équilibre de la plaque de renforcement est calculée en supposant sur une variation linéaire
de déformation (Figure 2.15), On suppose que la plastification des aciers (& =&y ) apparaitra
simultanément avec ’écrasement de béton £_ =0.003 . La section d’équilibre de la plaque de FRP, Apy,

est obtenue en écrivant I’équation de I’équilibre de la section. Si on suppose que la largeur de la plaque
est égale 4 la largeur de la poutre b, la section d’équilibre de la plaque sera donc : App = tpn b (ou tpy, est
I’épaisseur de la plaque correspond a I’équilibre).

La hauteur de I’axe neutre de la section est donnée par :

_ 10,0034
¥ e, +0.003
Et la contrainte dans la plaque fp :

£, =0.003E, 722
¥

L’équilibre des forces conduit a I’évaluation de I’épaisseur d’équilibre de la plaque, te,, comme suit :
_985f By—p.df,

- 7 2.61
P

ps : Rapport des aciers de ferraillage = As/ bd.

Pour assurer la rupture par plastification des aciers, un facteur de réduction de 0.75 est imposé par le
code ACL. Donc P’épaisseur maximale admissible de la plaque tpay, €5t -

2.55f. B.y-3p.df,
4f,

1, =075, = 2.62

L utilisation des &paisseurs supérieures 3 tmax conduit a la rupture par compression indésirable de la
poutre. Le moment ultime maximum correspondant a tyax est donnée par :



Chapitre 11 : Revue Bibliographique 33

M, (max)= 4,f, (a'—%)ﬂbtm ) fp(h—gj 2.63

L’épaisseur minimale admissible est définie comme étant I’épaisseur de la plaque pour laquelle
I’effondrement de la poutre est dit essentiellement & la rupture par traction de la plaque. Supposant que la
résistance ultime de la plaque est fpy, la pseudo — résistance de plastification fpy est supposée éire égale a

0.67 fey . Par conséquent la rupture par traction de la plaque sera atteinte lorsque : ep = gpy = (fpy / Ep )
(Figure 2.16)

La hauteur de I’axe neutre d’aprés la figure 2.16 est donnée par :

0003
0.003+¢,,

L’équilibre des forces conduit & I’évaluation de [’épaisseur minimale admissible de la plaque, tmin ,
comme suit :

_255£,.By-3p,4f,

f 2.64
2fru

L’utilisation des €paisseurs inférieures a tmia conduit 2 la rupture de la plaque par traction, qui est un
type de rupture indésirable.

$—b—| & = 0.003 0.85f,
! a=pc e C
Yy
h d I NA___ | .
1 £> & - 1, ;Asfy
- —— e e — T,=A,f,
&

Ap = b Imfn

Figure 2.16 : Distribution de déformation et de contrainte a travers la hauteur d’une
poutre rectangulaire en BA renforcée par I’épaisseur minimale de la plaque FRP.

En pratique on a besoin d’augmenter 1a capacité du moment a une valeur donnée M,, le renforcement
par collage des plaques de FRP est I'une des solutions utilisées pour arriver a la capacité nécessaire. Donc
on doit déterminer P’épaisseur de la plaque correspondant & la valeur de M,,. Considérant la poutre de la
figure 2.15, la section de la plaque peut étre obtenue par I’équation 2.60, d’od

M, —A,fy(d—gﬂ)
e 2

. 0.003E, (b‘i]( - ﬁl}
y 2

2.65
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D’autre part, a partir de condition d’équilibre des forces, [a section de la plaque Ap est donnée par :

4 085/, 5.8.y-Af,

i h : 2-66
0.0035,,(‘*” J ‘

y
En égalant ces deux derniéres €quations, on obtient ia position de P’axe neutre :

h ‘/m [M,, +Asf,,(h—d)]
y=ec=—-fl = -2 L2
B B 0.85£.54

Donc la valeur de I’épaisseur de Ja plaque correspondant 4 un moment M, est donnée par :

085£ By -p df.
‘= fo-By - p,df,y 267
0.003E, ( h— y)
11 faut noter que la valeur de tp doit étre comprise entre ty,, et tmin.

La capacité nominale calcuide par ce modele ainsi que I’épaisseur de la plaque sont en bon accord
avec les résultats expérimentaux.

2.4.3 Rupture locale par décollement de la plaque :

1°/  Hassanen et Raoof [50] ont développé un modéle semi-empirique capable d’estimer la contrainte
critique de la plaque (Acier ou FRP) au-dela de laquelle un décollement de cette derniére aura lieu. Ce
modele est basé sur Ja détermination des espacements maximaux et minimaux des fissures stables. Avec
la détermination des espacements des fissures, il est possible donc, d’estimer des valeurs raisonnables
pour les contraintes critiques de traction dans [e point A (voir figure 2.17).

Aciers transversal Acierlongitudinal
| AR ENS,
Bielle -sw! e A 7 une biette s
\1\‘- — 1 f’ = T -—
(a) {b)

Figure 2.17 : Le mode de rupture admis dii au décollement prématuré de ia plaque [50] :
a) Schéma de fissures stables de béton ;

b) Le comportement d’une bielie individuelle dans le béton d’enrobage.

L’espacement maximum des fissures est supposé ¢gal & deux fois 1’espacement minimum. Par la
détermination des espacements il est possible d’estimer la valeur de Ia contrainte critique de traction de la
plaque o, dans ie point A (Figure 2.17b), on suppose qu’une bielle (région située entre deux fissures
stables adjacentes) peut se traiter comme un cantilever sollicité par les contraintes de cisaillement 1

Pinterface Béton / Plague. Le décollement prématuré de la plaque s’amorce lorsque o, atteint [a
résistance de traction du béton f.
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En considérant unc longucur effective de la plaque Lp sur laquelle la distribution des contraintes
tangentielles T est uniforme, il n’est pas difficile de calculer une limite supéricure et une limite inférieurc
de la valeur de la contrainte de traction dans la plaque Omin € OGmax (directement sous le point
d’application de la charge) correspondant aux espacements maximum et minimum des fissures stables,
avece : Oaax =2 Omin - L’expression de omiq st donnée par :

O i = 0.154 Lokt fo 2.68
n'b 1, (20, +b,)

- tp et bp : Epaisseur et largeur de la plaque.

- b : Largeur de la poutre.

- h’ : Hauteur d’enrcbage.

- f., : Résistance du béton.

- ZOgars : La somme des périmétres des barres longitudinales

- 2h; : Hauteur supposée pour la zone tendue du béton

- Lp: Longueur effective collée de la plaque & 'intérieur de la travée (poutre appuyée sur quatre
points)

Pour les poutres renforcées par une plaque d’acier, Lp est donnée par la limite inférieure Lp2, ot :

__ P P P
L,,=I(21-025%,) <72 . 269
Ou: L,, =3, 1 >72
17 présente la valeur estimée pour I’espacement minimum des fissures stables donné par :
po— A 2.70

" (20, +b,)

- u: Contrainte moyenne du joint Acier / béton= 0.28,/ Jeu -

- f;: Résistance i Ia traction déterminer par ’essai de fendage=0.36,/ 1., .
- A, : Surface effective de la zone tendue du béton.

Dans le cas ot la plaque d’acier est remplacée par une plaque en FRP, les formules précédentes restent
valables, sauf que 1’équation de Lp sera remplacée par :

L, =15, (24-0510) * <40
Ou: L,,=4l, Ir >40

2N

Aprés la détermination de Gyin €t Gmax , 1l €st donc simple de prédire, dans le point d’application de la
charge, la limite inférieure et supérieure du moment de décollement de la plague Mpeay et Mpcerw
respectivement. Cela est fait par. un procédé itératif traditionne] basé sur le calcul de la position de Paxe
neutre (AN) d’une section soumise a la flexion. I est 3 noter que la contribution du béton tendu dans la
résistance n’a pas €té€ négligée.

Pour éviter le calcul itératif, les auteurs ont proposé une méthode simplifiée pour calculer la charge de
décollement avec une précision raisonnable. Celle ci est basée sur P’estimation de la profondeur de Paxe
neutre en supposant une distribution linéaire des contraintes a travers la profondeur de la poutre. La
profondeur de I’axe neutre est donnée par (Figure 2.18) :
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: . d D
y=d %ax(ps+ps)+ppa,,)+\/(ax(ps+Ps)+ppa,,c)z+ Z[ax(p,gw,)wpapcg] 2.72

Avec: p,=A.lbd p.= A Ibd pn=4,1bd
,, : Rapport modulaire = Es/Ec
a,. : Rapport modulaire = Ep/Ec
Es, Ec, Ep : Module d’élasticité de I’acier, du béton et de la plaque FRP respectivement.

L Asrs
® -~ O - ~-

L t ADGP
P ¢ e ——
LA
by

Figure 2.18 : Diagramme de contrainte et de déformation
pour une section rectangulaire. [50]

Pour le calcul de la position de I’axe neutre, une bonne corrélation a été trouvée entre les résultats de la
méthode simplifiée et les résultats d’une méthode itérative plus exacte, surtout pour le cas des plaques
d’acier. Dans le cas des FRP, I’effet de module de Young (Es > Ep = €5 < gp pour le méme niveau de
contrainte) conduit 4 une légére déviation de la distribution linéaire des contraintes de compression, cette
déviation conduit a la déviation des résultats de 1’estimation de I’axe neutre.

Pour le calcul du moment de décollement deux méthodes simplifiées ont été proposées. La premiére
suppose une distribution parabolique de la contrainte de compression, tandis que la deuxiéme suppose une
distribution linéaire. Dans les deux méthodes la contribution du béton tendue est négligée. La déformation
du béton comprimée est donnée par :

E.=Ep Dy <0.0035
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Cas de distribution paraboligue des contraintes : deux cas sont considérés suivant la déformation
du béton ¢ (Figure 2.19). Si ec < B, ( S =244x107 /., ), la limite inféricure du moment de
décollement de la plaque est donnée par : - '

M

— v2p E g + 067/ —E.B
peel-p . 3 4 ﬂz
Avec T Osmin) = Op-

gl ) + Ao (y—dY+ Ao (d— y)+ A,05m(D-Y) 273

o« : Contrainte axiale des barres comprimées.
o, : Contrainte axiale des barres tendues.

Dans le cas ol , ec> P, la limite inférieure du moment de décollement de la plaque est donnée par :

Eeg. 067f., —E
M, ,=0335f, b (y’-—y,2)+y=b( coC 4 Jeu Cﬂ)+

3 4
+A4,05 (y-dY)+ Ao (d - Y)+ A0 gy (D - ¥) 274
1 | b o e, = 0671, (20671,

-
.._I a
®
RS
o
(]
I
i

£, - A, Al

it

Apc
— S 2 o
b 2b

® cas 1 cas

B< ec< 0.0035 gc<f

Figure 2.19 : Section, dimension, déformation et contrainte
(Distribution parabolique des contraintes)[50]

La comparaison de cette méthode avec une méthode itérative montre une meilleure corrélation dans le
calcul de 1a limite inférieure du moment de décollement de la plaque.

- Cas d’une distribution uniforme des contrainies :

La méthode précédente a ét¢ simplifiéec comme suit : la courbe de contrainte de compression
parabolique sera remplacée par un bloc de contrainte uniforme égale & la contrainte maximale
correspondant 3 la déformation ultime de compression (Figure 2.20). L’axe neutre est le méme
que celui calculé précédemment. La limite inféricure du moment de décollement de la plaque est
calculée par:
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a . . {a
My = A0 (d ‘%}"‘ ApO s miny [D - ‘2’) + A0 [’2‘ ~d ‘} 2.75

Le paramétre a est montré dans la figure 2.20. Par P’équilibre des forces, a est donné par :

A.ro-s + APo-s(min) - AsG:

a= ‘ 2.76
G, ‘
0.67f, p <& <0.0035
ou o= -
ke + 0671, Ep 53
i Jig g <p

€

ln-*

£y
® ~ ©®

&

A,

Al

R e
bp

Figure 2.20 : Section, dimension, déformation et contrainte
(Distribution uniforme des contraintes).[50]

La comparaison de cette méthode avec une méthode itérative montre une meilleure corrélation dans le
caicul de 1a limite inférieure du moment de décollement de la plaque. Cette méthode est applicable aussi
pour les poutres renforcées par les plaques de FRP. Ainsi, il y a une similarité remarquable entre cette
méthode et la méthode de distribution parabolique des contraintes.

En conclusion les deux méthodes simplifiées sont applicables pour le calcul de la limite inférieure du
moment de décollement des plaques en acier ou en FRP, mais la deuxiéme méthode est plus simple.

29/  Raoof et Zhang [51] ont présenté un modéle théorique pour prédire la rupture prématurée par
décollement de la plaque extérieure coilée sur une poutre en BA. Le modéle est basé sur la formation de
ce qu’on appelle “ des bielles ™ a Pintérieur de la zone d’enrobage de la poutre (Figure 2.21).
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Acier tendue

L 7
Y albaui

—

T 7 7
7777777727 T T T T2 2 P T |_L__J
{a) (b)

Figure 2.21 : Mode de rupture par décoliement de la plaque [51] :
a) - Schémas des fissures flexionnelles stables.
b) - Comportement d’une bielle de béton entre deux
fissures flexionnelles adjacentes.

. . . P . .
L’espacement minimum et maximum des fissures stables I et I°_ sont calculés respectivement
par:

.= _AS : 2.77
u(20,,, +5,)
Iro=2r 2.78

Oi - u: Résistance moyenne du joint Acier / Béton
- f;: Résistance a la traction du béton
- bp: Largeur de la plaque
- ZOpas : Périmétre de I’ensemble des barres de traction
- A, : Section du béton comprimé.

Comme dans le cas de ’étude présentée dans [50], le calcul 2 la rupture par décollement sarticule sur
I’évaluation de la contrainte  dans le point A montré dans la figure 2.2. Pour un comportement €lastique
jusqu’a la rupture d’une bielle isolée de hauteur L, de largeur b et de longueur h’, on peut écrire :

0.5(M L
,, 03041
IA
Ou: I,=bL?/12
et: M, = rprh' 2.80
b
Dioi : o, =M% 281
L b
A P’instant de la rupture par décollement, ox =f; donc on obtient :
L
_SLD 2.82

T .
6h" b,
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Remplagant L par /), et I/, ,la limitation supéricure et inféricure de la contrainte de cisaillement a

min

I’interface sont respectivement :

-= f; lmin __b_ . = f; Imin 2_83

: 5
max 3h ' bp mm 6h . bp

Dans la région entre le point d’application de la charge et extrémité de la plaque (Lp ), la contrainte
de cisaillement T est équilibrée par la contrainte axiale dans la plaque d’acier os . Donc, sous le point
d’application de la charge cette contrainte devient :

o =t 2.84

¥ t‘,,

D’aprés les équations 2.77, 2.83 €t 2.84 la limite inféricure de la contrainte axiale de traction dans la
plaque d’acier est donnée par :

2
O iy = =5 4U)EL b 2.85
6h1,u(20,,, +b,) b,
La limite supéricure de o5 est donnée par (sachant que : 7, =27, )
O ) = 20 soniny 2.86
Supposant que u = 0287, - Et Ji =036{f . L’équation 2.85 devient :
L .bz,/
o =0.154—= 'hl ) 2.87

s(min) .
hb,1,(20,,+b,)
Nous voyons que le décollement de Ia plaque est caractérisé par I’espacement des fissures stables.

Une comparaison entre ce modéle théorique et les résultats expérimentaux montre qu’il y 2 une bonne
corrélation entre ces résultats.

3°/  Malek, Saadatmanech, et Ehsani [52] ont développé un modele analytique pour prédire les
contraintes normales et les contraintes de cisaillement a I’interface Béton / FRP, d’une poutre renforcée
sur la face tenduc par une plaque en FRP. Les équations pour calculer les valeurs maximales de ce:
contraintes 2 I"extrémité de la plaque sont comme suit :

Toa =tp(b3\/1_4.+b2)

2.88
o = Kns[ v, __I/c+ﬂM0]+qEPIP
w =28 \EJl, EJl | bEL
G
Avec : A=—-=
Lt E,



Chapitre Il : Revue Bibliographique 41

- bz et b; sont des paramétres

- Les indices ¢, p, et a indiquent respectivement le béton, 1a plaque de FRP, et ’adhésif.
- ¢ : Epaisseur

- £ :Module d’élasticité

- I: Moment d’inertie

-V :Force de cisaiilement

- G : Module de cisaillement

- Mo : Moment dans la poutre 4 extrémité de la plaque due 4 la charge appliquée.
- q:Charge appliquée.

- K, :Rigidité normale par unité de surface de I’adhésif.

B : est un coefficient.

Ces équations peuvent étre utilisées pour dimensionner les poutres renforcées contre la rupture locale,
Les paramétres dans ces équations peuvent étre simplement calculées en utilisant les caractéristiques
mécaniques des matériaux. D’aprés les auteurs, ce modeéle est en bon accord avec les résultats numériques
¢t expérimentauy,

4°/ Maalej, Goh, et Paramasivam [33] ont présenté une étude paramétrique en se basant sur le modéle
analytique proposé par Roberts [54]. Le modéle de Roberts est [e premier modéle qui a donné des
équations analytiques spécifiques permettant de décrire la rupture par décoliement de la plaque d’acier.
Cette étude conduit a la détermination de la contrainte de cisaillement et la contrainte normale dans
Pinterface FRP / Béton. Ce modéle a été proposé initialement pour ’analyse des poutres renforcées par
des plaques d’acier. L’analyse a été présentée en trois étapes. Dans la premiére étape les contraintes sont
déterminées en supposant une action composite totale entre le béton et la plaque d’acier collée. Dans la
deuxiéme et la troisiéme étapes, une analyse est entreprise pour prendre en considération les conditions
aux limites actuelles dans ’extrémité « arrét » de la plaque d’acier. La solution compléte est obtenue par
superposition.,

Les équations qui gouvernent la distribution de Ia contrainte de cisaillement ¢t de la contrainte normale
sont données par :

1| Fex) _ Ny,coshal N,
T(x)= b—[—l——b},t‘, (B —y) +a{—Nw sinh ax +—2 e I:, * coshax

a 2.89
_1 -rx 2 _ 2 s
o(x)= T 2e {( ViV +niyy )cos yX—myy*sin }fx}
2 2.90
O :
0.5 0.25
KS Kn
a= ¥ =
E.b.t, 4E.1,
M, M
Nto =-1—0bplp(hp - ¥) Nu, :_fbptp(hp_y)
KS = Ga b—a ‘ K" = Ea ‘*b‘”a—
t, L

E.d, Ay
My, = My ——L Vy=F, Ll +(Tyy +Ty0)b,1, 12
E .+ E.I. EI,+E.I.
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i} | F“’i e ) . | a Ngcoshal, —N,
=—|—=2bh.t.(h, - o = —
SN Y A Y b, sinhal,

e
Oh:

a : Longueur de la plaque d’acier.

b, t, E, | : Largeur, épaisseur, module élastique et le moment d’inertie. Les indices ¢, p, et a indiquent e
béton, la plaque et I’adhésif respectivement.

h : Hauteur de la poutre

Fo, FL : Force de cisaillementa: x =0, x=Lp.

My,My : Moment de flexion globala : x =0, x=Lp

Va0 : Force de cisaillement dans la plaque de la deuxiéme étape de solution (x = 0).

myo : Moment de flexion dans la plaque d’acier de la deuxiéme étape de solution (x = 0).

Nio, Niv: Force axiale dans la plaque d’acier de la premiére étape de solutionax=0,x=Lp

Tip » Too: Contrainte de cisaillement dans I’adhésif de la premiére et la deuxiéme étape de solution a x = (.
G, : Module de cisatllement de I’adhésif.

y : Hauteur de I’axe neutre calculée en se basant sur I’analyse d’une section fissurée.

h, : Distance entre le fibre supérieur de la poutre et le centre de gravité de la plaque d’acier.

I : Moment d’inertie par rapport 4 ’axe neutre de la section d’acier équivalenge lorsque on utilise
P’analyse d’une section fissurée.

K..K; : Rigidité normale et rigidité de cisaillement de 1’adhésif par unité de longueur.

x : Distance le long de la plaque mesurée & partir de son extrémité.

o, v : sont des coefficients.

a
x
P2 P2
be
h
L N IS, A
® =
?-L-I dp
~—(dc+dp)2
il\__ ‘q Diagramme du /
T moment e
Mo M* T fléchissant P
L -
]

Figure 2.22 : les paramétres les pius significatifs utilisés dans le modéle de Robert.[54]
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Une étude comparative entre les résultats donnés par ce modéle et les résultats expérimentaux, montre
que les contraintes données par I’équation 2.89 sous estiment les contraintes réelles de 30%. Celaest du a
I’approximation faile dans la premicre ¢tape. Une correction a été effectuce par Roberts, qui consiste a
remplacer le moment Mg a I'extrémité de la plaque (x = 0) par le moment M* dans un point de la plaque
situé a une distance x = (h =t,,) /2 (Fig 2.22 ). Cette correction donne des résultats satisfaisants.

La comparaison des résultats donnés par ce modéle avec les résultats expérimentaux indique unce tres
bonne concordance dans Destimation de la charge de rupture lorsque celle ci se produit soit par
écrasement du béton comprimé ou par rupture de Ja plaque du FRP. Dans le cas ol la rupture de la poutre
survient suite au décollement de la plaque, le modéle sous estime la charge de rupture expérimentale.

5°/  Ahmed et al. [11] ont présenté un modéle analytique pour calculer la résistance au cisaillement dans
"extrémité de la plague. L’ importance de ce modele est évidente pour le cas ou la rupture de la poutre se
produit par décollement de la plaque ou de Penrobage du béton. Une étude paramétrique portant sur la
section transversale de [a plaque ainsi que sur sa [ongueur a été ensuite entreprise.

La contrainte de cisaillement 4 I’extrémité de la plaque est donnée par : (Figure 2.23)

d 200 1/ -
TPES-Zk33"*" 1+ —d—" 3100/05]:: 291

aL .
Avec :

- k: Facteur égale a 0.18 pour la charge ultime, et 0.15 pour la charge de service.
d : Est la hauteur utile.

ps : Est le rapport des aciers longitudinaux
fc : Est la résistance de compression du béton
a;. : Longueur fictive donnée par :

av - I| e av - __:_,..l

—
T
[—
N R
e O
-
w e
[——
f~

A N\ -

Plaque d’acier

Figure 2.23: Localisation des fissures de cisaillement.[11]
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Etant donné que la formule de t donnée précédemment est valable pour les plaques dlacicers. Les
auteurs ont proposé une formule plus générale pour la contrainte de cisaitlement t qui cst valable aussi
bien pour I’acier que pour les fibres de carbone (Figure 2.24), dans lesquelles la contrainte a "extrémité
de la plaque Ty g cst donnée par :

Tips = Tps T ATy 2.92

Avee
S B Sy
I },b I ,_.b,,

ATyon = T pg bd(

M sb

- 17.2366p.F .
r:(0.15776J]7C J126pkd | o oA,
U
L’expression modifiée prend en compte la différence de la contrainte de cisaillement lorsqu'on
substitue la plaque d’acier par la plaque de CFRP. En plus, la contribution a la résistance au cisaiilement T
de la poutre non renforcée a été prise en compte (7 étant calculée suivant le Code ACI).

- m et Ter : Ont pour valeurs respectives 6188.5 et 4.121 pour la charge ultime, et 7236.5 et 2.75
pour la charge de service.

- Sget Iy : Moment statique et le moment d’inertie de la section fissuré transformée en béton dans le
cas de la plaque de CFRP.

- SpetIp : Moment statique et le moment d’mertle de la section fissuré transformée au béton dans le
cas de remplacement de la plaque de CFRP avec la plaque d’acier.

- bpetb,: Largeur de la plaque et largeur de la couche époxyde respectivement.

- A;etf : Section et résistance des aciers transversaux.

- s : Espacement des cadres transversaux.

- Fu: La valeur minimale entre la capacité au cisaillement ou la capacité flexionnelle (P = 2F).

- Mu/ Fureprésente le “ shear — span ” (av) de la poutre.

- Mu : Moment maximum de la poutre = Fu . av

P2 P2 b
’u 3 B e o
N -
225 Mortier ép oxyde Plaque CFRP: n couches
" Largewr= 75 mm
- KR R O PR LA AR R T ;‘«E;.e.’)'w%’i"f"??'f‘)———r izes
H A .
: : : . i ¢ / . W
a0 L. ay-L : I=500 : Ty 100 W,

Figure 2.24 - Détail et arrangement des plaques laminées collées des poutres testées.[ 1]
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La condraiitle de cisaillement maxumale générée dans i"interface entre le bélon el la plague n'est pas
influencée uniquement par la résistance de traction de la surface (Pull - of strength), mais aussi par la
variation de la longueur non renforcée (L). La contrainte de cisaillemeni augmente forsque celte longueur
augmente. Par contre la résistance maximale de cisaillement est moins influencée par la section de la
plaque. Une comparaison ente la capacité portante calculée par ce modéle modifié et celw trouvé
expérimentalement montre que les résultals sont plus appréciables par rapport aux autres modeles
existants.

2.4.4 SYNTHESE :
Les modeles analytiques trouvés dans la litiérature peuvent se classer en trois catégories
a- Calcul des contraintes a !'interface Béton/ Plague :

La détermination des contraintes au miveau des interfaces Béton / Colle et Colle / Acier, est trés
importante dans I’étude des poutres renforcées par des plaques collées, car le mode de rupture Je plus
dommant est le décollement ou le glissement prématuré de la plaque. C’est pour cela que la majorité des
travaux analytiques sont orientés dans ce sens. Dans quelques travaux, la formulation commence par la
considération d’un découpage de la poutre en éléments infinitésimaux, puis on applique les équations
d’équilibre pour trouver la contrainte de cisaillement 1, et les régles de la RDM pour calculer la contrainte
normale o a 'interface Béron / Colle [42,27]. .

Dans d’autres travaux on utilise 1’équilibre d’un élément fim et les équations de compatibilité, pour
arriver 4 des équations différentielles en fonction des contraintes de cisaillement et des contraintes
normales, ou bien en fonction de la contrainte de décollement et la force axiale selon les suppositions
imposées initialement. La résolution de ces équations et I’application des conditions aux limites conduit 4
I’obtention des formules fermées, ou des formules dans lesquelles le calcul est effectué par des méthodes
itératives. Dans ces travaux le comportement des matériaux est supposé élastique linéaire et isotrope. Et le
joint est considéré comme parfait. [28, 43 - 46]

b- Dimensionnement de la plaque : [48, 24]

La théorie des poutres permet en considérant un joint parfait entre le béton et la plaque de FRP, de
déterminer la déformation des armatures et de la plaque en fonction de la position de I’axe neutre. Les
contraintes sorit calculées en fonction des déformations en utilisant les lois constitutives des matériaux. La
position de I’axe neutre est calculée par titonnement en utilisant 1’équation de 1’équilibre des forces. La
section minimale de la plaque correspondante A epy est calculée en remplagant la déformation de la
plaque €p par sa déformation ultime €ypy, et les contraintes dans les aciers et dans la plaque par leurs
contraintes ultimes.

La section maximale de la plaque est calculée en remplagant la déformation du béton comprimé ec par
la déformation ultime du béton ecy, et la contrainte dans les aciers tendus par la contramte ultime fy. Ce
qui correspond au mode de rupture par traction de la plaque. Les modes de rupture prématurés ne sont pas
pris en compte dans ces études. Pour assurer la ductilité de comportement il faut que la section de la
plaque se situe entre la limite supérieure et la limite inférieure.

¢- Rupture locale par décoliement de la plaque :

Les modéles analytiques existants sont basés sur une formulation empirique ou une formulation
mathématique. Notons 4 titre d’exemple I’étude de la référence [50, 51], ou I’auteur a proposé, en se
basant sur une étude expénmentale, une formule pour estimer I'espacement maximum et minimum
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des fissures stables. Par la suite il a déterminé anatytiquement I’expression de la contrainte de traction
dans la plaque.

D’autres modéles sont basés sur une formulation mathématique. Cetic formulation sert &
déterminer la contrainte normale et la contrainte de cisaillement au niveau du joint {52, 53}, ou a
déterminer la contrainte de cisaillement 4 extrémité de la plaque. Comme le modéle proposé par
Jansze [11].

2.5 Modélisation par éléments finis :

La méthode des éléments finis a é1é décrite assez largement dans la littérature pour l'analyse des
structures. Nous nous limiterons dans ce qui suit A présenter son utilisation dans I'analyse du
comportement des poutres en béton armé réparées par collage extérieur des plaques.

1°/  Buyle-Bodin et al. [10] ont présenté des travaux portant sur la modélisation des poutres en BA
renforcées par collage de plaques de CFRP. La modélisation effectuée était en contraintes planes, avec
I’utilisation des triangles linéaires pour représenter le béton et des €éléments bars a deux nceuds pour
représenter la plaque et I'acier de ferraillage. Les interfaces Acier-Béton et FRP-Béton ont été
représentées moyennant des éléments types Goodman a deux neeuds

Les lois constitutives utilisées pour analyser le comportement flexionnel des poutres sont données par :

- Un modéle élasto-plastique avec adoucissement est utilisé pour le béton. Le comportement en
compression est basé sur le critére de rupture d’Ottosen avec un écrouissage isotrope (Figure 2.25) ce
critére peut s’écrire comme suit :

— J
F(I,,Jz,cos36,sp)=aJ—§+/1—2—+b—I-1——l =0 2.93
T T T

T (gp) : Contrainte uni-axiale équivalente qui dépend de la déformation plastique
équivalente.

I, :Premier invariant de contrainte.

J; : Deuxiéme invariant de contrainte déviatorique.

Cos30 : Dépend de J et J5.

A : Dépend de cos38 , K; et K (caractéristiques du béton).

a et b ; Paramétres empiriques.

Dans 1"état élastique la matrice de comportement [C] est égale 4 la matrice d’élasticité [D]. Dans
I’état plastique si on suppose une plasticité associée, la matrice [C] est exprimée par :

[Cl=[D*]=[D]- [D}{Aé%},{%}?. i 2.94
“{afa) ®ata)

00 A est un paramétre d’écrouissage qui gouverne I’évolution de la surface d’écoulement dans
I’espace des contraintes durant le chargement.
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Figure 2.25: Critére d’Ottosen.[10]
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Dans la traction, le béton est supposé un matériau fragile, et on considére I’approche de fissuration
répartic « smeared ». Avec cette représentation l¢ béton est traité comme un matériau orthotrope ou
les axes principaux sont paralléles et normaux 2 la direction de la fissure..La relation contrainte —
déformation est :

Ao, E 0 0 Ag,
Ao, t=|0 E, 0 || as, 2.95
A‘r.rl_yl nEl Ayxlylj

0 0 —i
L 2(1+v) |

E:;s : Module tangentiel, aprés 1a fissuration.

n : Coefficient qui estime la transmission des forces de cisaillement 2 travers la fissure
(0<n <1).

v : Coefficient de poisson.

Pour les barres d’acters on choisit une loi élasto-plastique parfaite. N

Des tests de traction sur le CFRP ont montré que leur comportement est ¢lastique linéaire jusqu’a la
rupture. Donc une isotropie élastique est suffisante pour modéliser le CFRP, en supposant une analyse en
contrainte plane.

Le comportement normal et le comportement tangentiel utilisés pour modéliser I’interface Béton-Acier
sont montrés dans les figures (2.26) et (2.27) respectivement. Généralement, on observe une phasce
élastique dans le modéle mécanique. Durant cette phase, I’élément est caractérisé par deux rigidités
indépendantes, rigidité normale Ky et rigidité tangenticlle K;. Le comportement plastique est présenté par
une fonction de charge (Critére de Mohr-Coulomb). L’épaisseur des éléments d’interface est égale & zéro,
les paramétres du modéle sont identifiés comme suit : Ky = 480 kN/mm3, K, =200 kN/mm® |, B¢ = 1000
kKN/mm”, & = 0.01. Les valeurs des paramétres de Coulomb sont : C =2 MPa, ¢ = 10°.
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Pour modéliser les éléments d’interface CFRP-Béton (c.a.d la couche d’adhésif) on suppose un
comportement parfaitement élastique. Dans ce cas, ’épaisseur de I'¢lément ¢st L;:dk, a | mm, et k,s
paramétres Ky et K sont nécessatres pour identifier le modéle (Ky = 12800 kN/mm’, K, =2900 kN/mm”).

Une comparaison avec les résultats expérimentaux indique que le modéle numérique est capable de

prédire le comportement flexionnel des poutres renforcées en CFRP.
&
Cnh 4 Tinax

T=cC-0nlgd
En

A
,
¥

Ymax

Figure 2.27 : Comportement tangentiel

Figure 2.26 : Comportement normal de - .
de la liaison béton — acier.{10]

la liaison béton — acier.[10]

2°/  Arduini et Nanni [42] ont utilisé ’analyse par éléments finis avec une approche de fissuration
répartie (smeared) en vue de simuler numériquement les poutres en BA renforcées par des plaques en
CFRP. Le béton a été modélisé par des éléments bidimensionnels carrés 4 8 nceuds (50 x 50 mm). Par
contre, pour les poutres renforcées par des tissus flexibles en FRP, les éléments du béton choisis sont des
briques 3D 4 20 neeuds (100 x 100 x 150 mm). Un joint parfait 4 été supposé entre le béton et le FRP.

Les lois constitutives des matériaux ont déja été données dans la section (2.4) de ce chapitre.

Les courbes charge — fléche ; charge — déformation de la plaque de FRP et 1’évolution des fissures
montrent que les résultats numérique sont en bonne concordance avec les résultats expérimentaux. La
solution numérique montre une rigidité 1égérement inférieure a la rigidité expérimentale. Cela est di au
nombre limité des nceuds utilisés dans la simulation. Ainsi, quand des nombreuses fissures dans le béton
sont ouvertes, la solution ne devient plus abordable, et la convergence ne peut pas étre atteinte. Cela
explique pourquoi la capacité portante indiquée par le modéle numérique est inférieure 4 celle du modéle
expérimental.

3°/  Ziraba et Baluch [55] ont présenté un modéle d’éléments finis non-linéaire pour analyser le
comportement au cisaillement et 3 la flexion des poutres en BA renforcées par collage extérieur des
plaques en acier. Le modéle inclut un élément d’interface spécial afin de simuler la couche adhésive.

La réponse de I’élément d’interface sous les contraintes de traction et de cisaillement a été supposée
linéaire jusqu’a la rupture de Pinterface. Cette réponse est caractérisée par deux ¢tapes : avant et aprés
fissuration. Dans la premiére étape, 1a matrice des propriétés du matériau est prise égale :

E WvE 0
D], = E E 0
0 0 GI1-v?)

2.96
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Aprés la fissuration Ja contrainte et le module de cisaillement seront nuls. Lorsque I'épaisseur de
I"interface cst faible, I’élément d’interface ne peut se fissurer que Ie long de la ligne de la colle ou
perpendiculairement & celie~ci. Si la fissuration est perpendiculaire a la ligne de la colle, la matrice [D]
actualisée pour I'interface devicnt :

00 0
D, =l0 E o0 2.97
0 0 025G

Sous la combinaison de la contrainte de cisaillement et la contrainte normale, 'interface peut se
fissurer parallélement a la ligne de la colle suivant le critére de rupture de Mohr-Coulomb donné par :

1=C - o tagd 2.98
Si, 4 la rupture, la contrainte normale perpendiculaire I’axe longitudinal de la colle est une contrainte

de traction, dans ce cas tous les éléments de la matrice [D] seront nuls, par contre si elle est de
compression, seule la contrainte et le module de cisaillement seront nuls. Dans ce cas la matrice [D] sera :

. E v 0 .
D). = A B0 2.99
0 0 O

Le coefficient de Poisson est supposé le méme que celui du béton. Le module d’élasticité de I’interface
est calculé par la relation :

E=2G(1+v)

Pour les autres matériaux, le comportement du béton a la compression a été supposé élasto-plastique.
Le critére de rupture utilisé est celui de Mohr-Coulomb. C’est la régle d’écrouissage qui détermine la
relation entre la contrainte et la déformation plastique effective. La relation utilisée a €té extrapolée a
partir d’une relation parabolique de contrainte — déformation uni-axiale donnée par :

o=Ege-0.5(Eo/&) € 2.100

e 'Ey : Module d’élasticité initiale
¢ & : Déformation totale
e £ : Déformation correspondant au pic de déformation ..

Pour le béton tendu I’approche de fissure répartie a ét€ adoptée. La réponse du béton tendu a été
supposée linéaire jusqu’a la rupture. Les fissures ont été suppos€es se former dans un plan
perpendiculaire 4 la direction de la contrainte de traction principale maximale aussitdt que cette contrainte
atteint la résistance a la traction du béton f,.

f =0324(1)*
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I ’effet de la rigidification de la zone tenduc a été pris en considération. Le comportement apres le pic
est tindaire avec un module d’élasticité * fictif 7 donné par

g |1
= I <g < 2.101
E af’[i . JE <8¢,

g; - Déformation de traction maximale obtenue dans le point considéré.
a , &y : sont les paramétres de la rigidification de 1a zone tendue (0.01 <o < 0.6 et &m = 0.002)

Pour prendre en compte Iinteraction des agrégats et I’effet de goujon entre la barre d’acier et le béton
au niveau d’une fissure il faut attribuer une valeur appropriée au module de cisaillement du béton fissuré
G*. Pour un béton fissuré dans la direction 1 :

. {0.25G(1 - £/0.005) £ <0.005 2101
G.= 0 £, > 0.005

G : Module de cisaitllement du béton non fissuré.
g, : Déformation de traction dans la direction 1.

Pour un béton fissuré dans les deux directions une réduction de 50 % sera faite.

Pour la plaque d’acier et I’acier de ferraillage interne le comportement adopté suit une loi €lasto-
plastique avec écrouissage isotrope. Le critére de rupture est similaire au critére de Von Mises.

Le béton est représenté par un élément fini iso-paramétrique a neuf nceuds. A chaque itération pour
chaque incrément de charge la matrice des propriétés matérielles est actualisée. Tous les aciers
longitudinaux et transversaux sont modélisés par des éléments quadratiques discrets 4 trois nceuds. Ces
éléments résistent uniquement aux forces axiales, et se déforment d’une maniére élasto — plastique avec
un &crouissage isotrope. Afin de modéliser I’interface Béton / Colle / Acier et I'interface Béton / Acier
interne, des éléments d’interface & six nceuds ont été utilisés. La plaque est modélisée comme un
matériau €lasto — plastique a écrouissage isotrope, son comportement en compression est similaire a celui
de traction. Le critére de rupture adopté est celui de Von-Mises. La discrétisation de fa plaque est faite par
des éléments Lagrangien iso-paramétrique A neuf nceuds. Il faut noter que cette discrétisation représente
bien les contraintes d’arrachement dans Iinterface plague / béton.

Les résultats montrent une corrélation acceptable entre les charges ultimes basées sur le modéle de la
MEF et celles obtennes expérimentalement. Il en est de méme pour les courbes charge — fléche.

4°/  Adhikary, et al [56] ont développé une modélisation par la MEF pour analyser des poutres en BA
renforcées par collage extérieur de plaques en acier sur la face tendue. Le modele prend en considération
le glissement entre le béton et la plaque d’acier, ’effet d’ancrage des extrémités (par boulonnage), le
comportement non-linéaire des matériaux mis en jeu. Le modéle comporte trois éléments : un €lément
d’interface, un élément pour modéliser le boulon, et un élément pour modéliser I'interface du boulon.

Pour I’élément de I’interface Béton - Adhésif — Acier, la formulation par la MEF utilise un élément de
I’interface adhésif a six noeuds. Seules deux composantes de contraintes sont considérées dans la
formulation, la contrainte normale et la contrainte tangentielle, selon deux directions mutueliement
perpendiculaires de l'interface. Le déplacement relatif entre les nocuds du béton et la plaque d’acier est
pris en compte. L’épaisseur de 1’¢lément de ’interface est supposée nulle. La relation constitutive de cet
élément est donnée par :
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{;} —[D){uv,} 2.103

u, et v, : sont les déplacements relatifs de la plaque par rapport au béton.

La matrice constitutive [D], en négligeant le couplage entre les déformation, est donnée par :

[D][? Ig } 2.104

"

00 Ks et K, sont respectivement la rigidité tangentielle et la rigidité normale de Iinterface. Les
valeurs de K et K, déterminées pratiquement par les essais sont : Kg = 60 MPa/mm; K, = 144 MPa/mm.

La matrice de rigidité de I’interface, calculée a partir du principe des travaux virtuels, est donnée par:
[K1= [[8] [R] [P)[B]{R]6Det ds

[R] : Matrice de rotation. .
[B] : Matrice de fonction de forme qui relie les déplacements de 1’élément d’interface aux déplacements
des nceuds, avec :
B -~ 0 -~ 0 -N, 0 N 0 N, 0 N O 2.105
0 -~ 0 -N, 0 -N 0 N 0 N, 0 N

N, : sont les fonctions de forme parabolique.

Pour le béton armé, les éléments finis considérés sont des éléments a huit nceuds avec des fonctions de
formes quadratiques. Tous les aciers interes sont englobés dans les éléments de BA. La plaque d’acier
est aussi modélisée par des éléments 4 huit nceuds.

Les modéles constitutifs des différents matériaux sont :

I- Béton armé : Le modele utilisé est montré dans la figure 2.28. Le concept de superposition a
été¢ adapté pour calculer la matrice de rigidité des éléments. L’élément est formulé par la
combinaison de la loi constitutive du béton fissuré, représenté par le modeéle de rigidification a la
traction « Tension Stiffness Model », le modéle de compression et le modéle de transfert de
cisaillement, avec celui de I’acier. Le modéle considére Papproche de fissuration répartie. Le
comportement du joint entre I’acier et le béton a été modélisé en prenant en compte les effets de Ia
rigidification de la zone tendue et la rigidification au cisaillement (Figure 2.29, Figure 2.30).

2- Plaque d’acier : La plaque d’acier collée sur la poutre de BA est modélisée par un matériau
isotrope élastique — parfaitement plastique, gouverné par le critére de rupture de Von Mises.

3- I'interface adhésif: Le comportement de I’interface est supposé linéaire élastique jusqu’a la rupture.
La fissuration et le décollement de I’interface sont modélisés sous forme linéaire par le critére de Mohr —
Coulomb donné par :

t=C-ctan 0
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La valeur de C pour Vinterface Béton — Adhésit — Acier est égale a 5 MPa, alors que I'angle de
frottement interne 0 cst ¢gal a 30°.

Augmentation de la
largeur fissurée

Bi - §

> -

Y.

Figure 2.28 : Modéles constitutifs du béton.[56]

Une étude comparative montre que les courbes de charge — fléche et les courbes de
déformation de la plaque obtenues par ce modéle sont en bon accord avec les résuitats
expérimentaux. Alors que les courbes obtenues par une analyse qui suppose un joint parfait entre
le béton et la plaque d’acier donnent une mauvaise corrélation.

F | Tf]:

Yo

Figure 2.29 : Modéle de rigidification Figure 2.30 : Modéle de rigidification au
de la zone tendue d’un élément en BA. [56] cisaillement d’un élément en BA. [56]

5°/ Wu et Yin [32] ont présenté une étude du comportement a la fissuration du béton et de la rupture
par décollement de 1’interface des poutres en béton renforcées par collage des plaques en FRP. D’aprés
les observations expérimentales, ce type de structures subit les modes de rupture suivants :

1) Fissuration dans la masse de béton
2) Décollement 3 ’interface d’adhésif

3) La rupture de la plaque.

Par conséquent, des modéles de rupture adéquats doivent étre adoptés et qui se résument comme suit :
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1) Fissuration du béton :

Le mode | de fissure ¢’est le type de rupture de béton fe plus commun. Pour simuler la fissuration
du béton ils ont utilisé Papproche de fissuration répartie tournante. La modélisation constitutive est
décrite par la matrice D" qui relie I’incrément de contrainte et I'incrément de déformation dans les
coordonnées locales du plan de fissure.

D
o 2.106
0 pBG

Od Dy, représente le module d’adoucissement a la traction (tensile softening modulus) (voir figure
2.31). G est le module de cisaillement élastique et B est le facteur de conservation de cisaillement.

La courbe de contrainte — déformation choisie est une courbe d’adoucissement linéaire simplifiée.
Donc, D, peut simplement étre déterminé par la résistance de traction de béton f;, I’énergie de rupture
du mode I, G'; et la largeur de la bande fissurée h.

ChargementDéchargement

Adoucissement linéaive

Figure 2.31 : Relation Contrainte-déformation d’adoucissement.[32]

2) fissures d’interface fictives dans la couche d’adhésif :( Fictitious interfacial crack within
adhesive layer)

Le décollement le long de l'interface FRP-Béton est 'un des comportements de rupture les plus
fréquents dans les structures de béton renforcées par les FRP. Cependant, deux types différents du
décollement ont été pratiquement trouvés. Le premier type de décollement se produit dans la couche
d'adhésif, qui peut étre supposée comme le mode I de rupture puisque la contrainte de cisaillement
dans une couche d'adhésif mince est plus dominante que la contrainte normale. L'autre type est
représenté comme des fissures micro diagonales de béton au voisinage d'interface de joint.

3) Rupture de la plaque de FRP :

Les caractéristiques mécaniques des FRP ne permettent pas de transmettre la compression, et
assurent un comportement élastique linéaire jusqu'au dépassement de la résistance a la traction. D'oq,
la relation contrainte—déformation des plaques FRP :
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E,.-,u E e (0< Epgp < ff—'m’ / El-'RI')
O ppp = { (I R 2.107

0 (&0 <0)

Jrre - Résistance a la traction
Errp . Module élastique

o grp - Contrainte de traction
grgp - Déformation de traction.

Afin d’analyser le mécanisme de décollement et le comportement de fissuration par la méthode des
éléments finis, la poutre est discrétisée par trois types d’éléments finis : Eléments de contrainte plane a
quatre (04) nceuds pour le béton, des éléments d’interface linéaires pour la couche d’adhésif, et des
éléments barre “ truss elements ” pour la plaque de FRP.

Si une bonne adhésion d'interface est garantie, les situations de décollement d'interface, soit a travers la
surface du béton ou dans la couche d'adhésif, peuvent étre déterminés par les relations entre ’énergie de
rupture du béton G'ret I’énergie de rupture de I’interface G"'j; et entre la résistance d’adhésion f;, et la
résistance a la traction du béton f;.

L’équilibre de f, et f; est aussi un facteur important qui peut affecter le type de décollement et le
comportement de fissuration. Avec I'augmentation de la résistance 2 la traction du béton f;, le décollement
de T'interface se déplace de l'interface de béton vers la couche adhésive. Un béton de résistance élevée
permet la transmission d’une grande partie de contrainte de cisaillement de la plaque de FRP vers le béton
avant ’apparition de décollement dans la couche d’adhésif.

Dans le cas ot la résistance d'adhésion f;, est relativement grande, et si le béton est relativement fragile
avec une énergie de rupture G'; faible, le décollement de linterface se produit principalement 2 travers
l'interface de béton adjacent & l'interface de joint. En augmentant I'énergie de rupture de béton,
I'emplacement du décollement se déplace vers la couche adhésive. De plus, une bonne adhésion
d'interface avec des grandes valeurs de G“'f et df peut conduire a la rupture des plaques FRP, d'ou,
l'obtention d'une meilleure performance de renforcement du FRP. Par contre, une faible valeur de f, et
G", conduit 2 un décollement prématuré dans la couche d’adhésif.

6°/ Ye [43] a effectué une étude numérique par la méthode des éléments finis pour étudier le transfert
des contraintes de cisaillement dans les interfaces d’une poutre en béton renforcée par une plaque
composite en FRP. Des ¢léments bidimensionnels en contraintes planes a quatre neeuds ont été utilisés.
Les lois constitutives pour chaque type de matériau sont comme suit :

La relation contrainte — déformation pour le béton en compression a ét€ supposée non-linéaire suivant
I’idéalisation de Hognestad montré dans la figure 2.32. Cette relation est donnée par :

2

.2

o.=f. s —(i] 0=<¢g =g,
80 6‘0
L 2.108

. 0.15

g = l-—— (. —¢ & <& <0003
I3 f;: i 0.004—50( c O)jl 0 '
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Ou : f& : Contrainte maximale de compression du béton.

f¢ : Résistance de compression du béton.

g0 est la déformation de béton correspondant 2 fa contrainte maximale &, =2f, / E_ol £, est le module
d’élasticité du béton.

AO¢

'ec
& 0.003

Figure 2.32 : Relation contrainte — déformation du béton.[43]

e La relation contrainte — déformation pour les barres d’acier a été supposée élastique
parfaitement plastique, représenté par :

o,=Eg, 0<g <g,

o,=Eg, £, <&,

o, : Contrainte des barres d’acier.
g, : Déformation des barres d’acier.
E; : Module d’élasticité d’acier.

gy : Déformation de plastification d’acier.

e La relation contrainte — déformation pour la plaque de FRP supposée linéaire élastique est
donnée par :

0'p=Ep.8p

On:
cp : Contrainte moyenne dans la plaque.
ep : Déformation moyenne dans la plaque.
Er : Module d’élasticité du FRP.

Pour modéliser le joint entre le béton et la plaque composite un calcul approximatif d’équilibre d*un
élément d’interface a été utilisé (voir section 2.4 pour la méme référence).
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7°/  Ascione et Feo {57] ont présenté un modéle d’élément fini pour étudier la ¢
contraintes normales et tangentielles dans les extrémités de la plaque, et leur distribution le
de la poutre.

Les contraintes de cisaillement de Iinterface Plaque /Adhésif peuvent étre calculées en considérant
I’¢quilibre d’un élément dx de la plaque (Figure 2.33).

(N, +dN,)~N, ~7,dv=0 2.109

. e
At a
" Poutre enBA <

@ )
Opp : Contrainte normale.

Tpp : Contrainte tangentielle.

. Cuuche adhbsivo

N o NFa

nﬂr; ; J".',ur

i

/.! ..’/Jff;‘}
dx

Plague composita

e
B

Figure 2.33 : Equilibre de la plaque composite de renforcement.(57]
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Figure 2.34 : Equilibre de la couche adhésive. [57]

D’autre part I’équilibre d’un élément d’adhésif (Figure 2.34) est exprimé par :

(N, +dN,) =N, = 7,dx + 7, dc =0 2.110
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L équilibre d’un ¢lément composite Plaque — Adhésif est exprimé par (Figure 2.35):

(M +dM™ ) =M —(V" +aV" )dx+ (7, dx){t, +1,/2)~(0,,dx)(dx/2) =0
Et - (V*+dV*)—V‘+O'badx=0 2.111

ta : Epaisseur de la colle.
tp : Epaisseur de la plaque.
Gba : Contrainte normale d’interface Béron / Adhésif.

Aprés simplification, la contrainte normale inter-faciale est donnée par :

’ dzr
nﬂzﬁ(: +1,/2)—= 2.112
dx T

O—ba

Les propriétés des matériaux du béton et de la colle sont supposées linéaires €lastiques orthotropes,
avec la possibilité de différents comportements dans la traction et dans la compression “bimodular
behavior ”. Le joint est modélisé par une distribution continue de ressorts élastiques bilinéaires. Les
réactions des ressorts donnent des valeurs approximatives des contraintes interfaciales.

Couche adhésive

. t Rt . Tin ey ek LS g G'*/ ™ »
1,12 M*( . / ‘) M + dM
t,/2 7
3 L] »
v V+dv
Plague composite . dx .

Couche adhésive

(b)

Plaque composite

Figure 2.35 : Equilibre de I"interface couche d’adhésif / plaque composite de renforcement.{57]
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Le modéle d’élément fini a été développé cn utilisant des éléments Lagrangiens iso-paramétriques. Le
probléme discret a été résolu par la méthode de Newton-Raphson.

Afin de simuler la diffusion de contrainte d’interface dans la zone d’ancrage, il est supposé que
I’épaisseur de la plaque varie de 0 4 t, sur une longueur convenable Iy (Figure 2.36)

On:

a

l, = E”A”: -EJ’—H 2.113
bk NG, °°

Ep : Module de Young

Ap : Section de la plaque composite

bp : Largeur de la plaque

Ga : Module de cisaillement de I’adhésif.

C'est intéressant de reconnaitre que la quantité /; représente la longueur caractéristique montrée par
une poutre élastique chargée axialement et attachée le long de son axe par une distribution continue de
ressorts élastiques qui ont la raideur &z (par unité de longueur).

Poutre en BA

Plaque composite

Figure 2.36 : Longueur de diffusion 14.[57]

Une étude comparative montre que les résultats numeériques sont en bon accord avec les résultats
expérimentaux.

8°/ Kaliakin et al. [58] ont présenté une étude numérique basée sur la MEF pour analyser des poutres
en BA de section en Té renforcées extéricurement par des plaques composites. La premidre étape de
I’étude consiste 4 développer un modéle numérique de poutre non renforcée qui servira de référence pour

le suite de 1’étude. Celle-ci comporte dans une deuxiéme étape de renforcées extérieurement par des
plagues. Le logiciel ABAQUS a été utilis¢€ dans les calculs.
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Le modele numérique a ¢i¢é ¢laboré en utilisant des éléments iso-paramétriques © brick™ a huit nocuds
pour le béton et des éléments barres pour "acier de ferraillage. L utilisation des éléments A vingt nccuds
pour le béton, dans unc étude préliminaire, ne donne pas une différence appréciable dans les résultats.
Compte.tenu des constats expérimentaux, il n’a pas été nécessaire d utiliser des éléments d’interface
Acier — Béton. Les plaques ont été représentées par des éléments membranaires a quatre noeuds « Shell
elements ».

Pour modéliser le comportement du béton ordinaire une relation constitutive inélastique a été utilisée.
La fonction de charge a été exprimé en fonction de deux premiers invariants de contrainte. lis ont postulé
que la régle d’écoulement est associative et I’écrouissage est isotrope. Ces simplifications conduisent,
parfois, 4 des incertitudes dans la simulation. Par exemple la supposition que [’écoulement est associatif
sur estime la déformation volumétrique inélastique. Ainsi, le troisiéme invariant de contrainte est
nécessaire pour assurer I’exactitude, car Iétat de contrainte pratique est multiaxial. Finalement, lorsque le
béton est sollicit¢ au-dela de la contrainte ultime, Putilisation d’une rigidité élastique constante dans une
formulation élasto-plastique n’est pas justifiée pratiquement.

Dans le logiciel ABAQUS, la fissuration est considérée comme étant I’aspect le plus important dans la
réponse du matériau. Les fissures apparaissent lorsque les contraintes atteignent la surface de charge.
Cette surface est définie par la ligne de Coulomb. L’anisotropie introduite par la fissuration a été prise en
compte dans ce modéle. Le modéle utilise I’approche de fissuration continue (ou répartie). L’inconvénient
de cette approche est I’introduction de la sensibilité de la maille dans I’analyse, c.a.d les résultats ne
convergent pas toujours vers un résultat unique. Le paramétre de la rigidification de 1a zone tendue utilisé
est égal & 0.00l. Le module élastique utilisé est celui défini par le code ACI Building donné

par k. =57000,/ /. . La valeur moyenne de coefficient de Poisson est supposée égale a 0.20. Les barres
d’acier sont modélisées comme un matériau isotrope élastique — parfaitement plastique.

Les matériaux composites sont des matériaux qui présentent une isotropie transversale. Cependant, du
fait que I’épaisseur de la plaque est faible, la réponse dans le plan dec la section de la plaque est
négligeable. Par conséquent on peut accepter que les plaques sont des matériaux isotropes élastiques
linéaires. Le coefficient de Poisson a été supposé égale a 0.35.

Une comparaison avec les résultats expérimentaux permet d’affirmer que les résultats donnés par le
modéle numérique, surtout en terme de réponse Charge — Déplacement sont globalement satisfaisants.
L’approche de fissuration continue utilisée dans le modele constitutif du béton n’est pas capable de
déterminer les déformations localisées dans les régions trop fissurées. Malgré qu’il est trés important de
connaitre la valeur des déformations dans ces régions, du point de vue de calcul ceci n’est pas important,
surtout lorsque les poutres sont contrdlées par le cisaillement, ot Ia rupture de la poutre est atteinte par
décollement de la plaque avant que les déformations localisées aux fissures atteignent une valeur assez
large. :
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2.5.1 Synthese :

D’aprés I’exposition de ces modéles numériques on peut conclure que le modéle de matériau du béton
comprimé le plus utilisé est le modéle élasto-plastique avec adoucissement. Le critére de rupture
fréquemment utifisé est celui de Mohr-Coulomb. If y a d’autres critéres qui donnent des résultats
similaires tel que le critére de Druker-Prager, d’Ottosen et de Kupfer. Pour la traction le béton a un
comportement fragile. Donc il a été modélisé par une loi lindaire élastique jusqu’a la rupture. Toutefois,
pour une modélisation réelle on doit prendre en considération la rigidification de fa zone tendue due a la
présence des aciers « tension stiffening ». La fissuration est représentée par I’approche de fissuration
continue. L’inconvénient de cette approche ¢’est qu’elie peut rendre e probléme traité dependant de la
maille utilisée.

Les aciers de ferraillage et la plaque d’acier ont été modélisés pratiquement par une loi €lasto-
plastique avec écrouissage ou, pour de raison de simplification, par une loi élastique parfaitement
plastique. Le critére de rupture le plus convenable pour ’acier est celui de Von Mises. Le comportement
des plaques composites a été considéré élastique linéaire jusqu’a la rupture. Malgré que ces composites ne
sont pas des matériaux isotropes, on peut les considérer comme des matériaux isotropes, en vue de leur
faible épaisseur.

Dans la majorité des études numériques, I’interface acier — béton a été représentée par un joint parfait,
a cause de I’adhésion importante entre les aciers de ferraillage et le béton.

Vu le probléme de décollement et de glissement de la plaque de FRP, plusieurs recherches ont ét¢
effectuées sur la modélisation de I’interface FRP — béton. L’un des moyennes de modélisation de
I’interface est le développement des contraintes normales et tangentielles analytiquement et les incorporer
par la suite dans un programme d’élément finis. Le comportement des éléments d’interface est identique
a celui de la colle, cad un comportement élastique linéaire. Le critére de rupture généralement utilisé est
celui de Mohr-Coulomb.
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3.1 katroduction

Plusicurs problémes de I’analyse des contraintes peuvent étre résolus d’une maniére satisfaisante en
utilisant un modéle linéaire de comportement. Dans ce modele, la réponse est dircctement proportionnelle
& la charge et les équations d’équilibre sont établies pour les conditions initiales des appuis. La solution
des équations d’équilibre est unique et donne les déplacements de la structure étudiée. Cependant, les
hypothéses nécessaires pour 1’application du modgéle linéaire ne sont pas toujours satisfaites en réalité. A
titre d’exemple, le matériau supposé élastique linéaire peut exhiber un comportement plastique ob la
refation contrainte — déplacement n’est pas linéaire 3 tout les niveaux de chargement. De plus, les
déplacements et les rotations peuvent devenir importantes que I’écriture des équations d’¢quilibre a partir
de la configuration initiale de la structure seulement devienne impossible.

Pour avoir une idée précise sur le comportement d’unc structure a tous les niveaux de chargement,
une analyse non linéaire s’impose. Malheurcusement, ce type d’analyse se heurte au probléme de colit qui
est 10 & 100 fois le cofit d’une analyse linéaire pour le méme nombre de degré de liberté. Cependant, au
cours des derniéres années "utilisation du modéle non linéaire est devenue une pratique courante grace au
développement formidable de I’outil de calcul tant en termes de matériel informatique qu’en termes de
logiciels disponibles.

Le présent chapitre se propose de passer briévement en revue les modéles non linéaires des matériaux
utilisées dans I’analyse des poutres en béton armé. Un tour d’horizon sur les sources de non linéarité ainsi
que les stratégies de solution du systéme non linéaire est aussi présenté.

3.2 Sources de non linéarité

Sort un corps solide de volume Q délimité par la surface S = S; + Sy, soumis & un déplacement initial

u=u et subissant une force surfacique X. (Figure 3.1). Sous I’effet des forces interncs et externes, le
cheminement de calcul des efforts dans le corps solide suit le diagramme de la figure 3.2.

Une discrétisation par la méthode des éléments finis conduit généralement & la résolution d’un
systéme algébrique d’équations de type :

K]{u}={F} 3.1

{u} et {F } sont respectivement le vecteur des déplacements et les forces nodaux

[K ] est la matrice de rigidité globale du systéme obtenue par sommation des matrices de rigidité
élémentaires [K l .

Figure 3.1 : Corps solide.
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La matrtce [K ] st donnée par :

[x1={8YI0]{B]av 3.2

Avec

[B] matrice de déformation liant les déplacements nodaux aux déformations nodales.

e} =[]} [8]<2]

[L} : Matrice d’opérateur de dérivation,
[D]: Matrice des propriétés des matériaux.

Condition aux Déplacement Force
limites sur la @_ interne u volumique
surface S; X
un=u
|©
Relation —=
- o +X =0
déformation— | €=L-u
déplacement r'y
Equations
i d’équilibre
- - Conditions
Déformation

Equations constitutives | o ia:ioee o aux limites sur

la surface S
c =pe (3 : @ c=f.,1

h

€

Figure 3.2 : Cheminement de calcul.

Trois sources de non linéarité sont identifiées dans la mécanique des structures :

1. Nonlinéarité des matériaux :

Dans ce cas la relation contrainte — déformation dans les équations constitutives (chemin 3 de la
figure 3.2} n’est pas linéaire, car la matrice [D] n’est plus une matrice constante, mais dépend des états de

déformations [6‘] actuel et antérieur.

Ce type de probléme est le plus fréquent dans le domaine du génie civil compte tenu des qualités des
matériaux utilisés tels que le béton et le sol. La résolution de ce type est complexe suite aux phénomeénes
de rupture progressive, localisation, hystérésis .. .etc.

2. Non linéarité géoméirigue :

Dans ce cas I"opérateur de dérivation [L] liant les déformations aux déplacements (chemin 2 de la
figure 3.2) n’est pas linéaire par suite du changement de la géométric de la structure déformée.
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Ce type de probléme est rencontré dans I’élude des structures minces ou trés élancées. Par conséquent,
la matrice [B]dans I’équation 3.2 contient des opérateurs non linéaires de dérivation et dépend des
déplacements appliqués.

3. Non linéarité des conditions aux limites :

Dans ce cas les conditions aux limites cinématiques et mécaniques (chemin | el 4 de la figure 3.2)
dépendent des déplacements appliqués. Ces cas sont rencontrés dans les structures submergées ou
réservoirs lorsque la pression hydrostatique appliquée dépend des déformations des parois (conditions aux
limites mécaniques variables), ou dans les problémes de contact (conditions aux limites cinématiques
variables).

3.3 Lois constitutives des matériaux

L'un des axes de recherche le plus important dans le domaine du béton armé est celui de
développement ou de ia formulation des lois constitutives capables de suivre la totalité du processus de
déformation d’une structure en béton. En effet, dans une analyse non linéaire, les déplacements et par
conséquent les déformations changent induisant ainsi un changement dans les propriétés des matériaux.
Dans une modélisation par éléments finis, ceci se traduit par un ajustement de la matrice des propriétés
[D] au fur et 2 mesure que les déformations changent,

La premiére application de la méthode des éléments finis au comportement non linéaire des poutres en
béton armé revient a Ngo et scordelis [59] en suivant une approche de linéarisation. Nilson [60], par
contre, a ét¢ le premier & utiliser une approche complétement non linéaire dans I’analyse par éléments
finis des structures en béton armé. Depuis cette date, plusieurs travaux de recherche ont été entrepris pour
modéliser le comportement non linéaire des structures en béton armé {61 - 63]. Une attention particuliére
a été orientée vers le comportement du béton sous ’effet des contraintes multiaxiales. Ceci est peut étre le
résultat de I'influence des recherches entreprises parallélement sur le comportement du sol. Or, dans la
majorité des applications du béton armé, un état de contrainte plane régne [61]. Ceci est particuliérement
vrai pour les structures soumises 4 une flexion unidirectionnelle, cas des poutres ou pour les régions du
béton situées entre les fissures ou un état de contrainte biaxial voir méme uniaxial prévaut. De plus, des
résultats expérimentaux fiables sur le comportement du béton armé sous contraintes multiaxiales sont
difficiles a trouver dans la littérature tandis que ceux relatifs au béton simple présentent beaucoup de
variations [64, 65].

Au cours des trois derniéres décennies, un nombre important de modéles constitutifs pour le béton,
ont été proposés pour une éventuelle utilisation dans la modélisation non linéaire par éléments finis des
structures en béton. Malheureusement, seul un nombre limité de ces modéles a été systématiquement testé
pour vérifier s’ils peuvent prédire d’une maniére fiable le comportement des structure en béton [66] ; et la
plupart des codes de calcul disponibles utilisent des modeéles simplifiés. Ce nombre important de modéles
développés témoigne des difficultés plus au moins importantes qui entravent la formulation d’un modéle
fiable pour I’analyse des structures. La majorité de la non linéarité du comportement du béton est lide a sa
capacité limitée de supporter les contraintes et les déformations de traction. La fissuration du béton
induira des phénoménes complexes a modéliser tels que ’engrenage des aggregats et I’effet de goujon des
armatures. En plus la discontinuité physique crée par la fissuration ne peut pas étre considérée d’une
maniére directe et adéquate dans le formalisme de la mécanique des milieux continus. Essentiellement,
trois approches ont été suivies dans le développement des modéles constitutifs pour le béton armé :

1) Le béton et I"acier sont traités séparément et représentés par des éléments distincts dans la
maiile des éléments finis.
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2) Le béton armé est considéré comme un matériau composite ¢t par conséquent un scut
¢lément représente le matériau avee des lois constitutives difiérentes pour le béton ct les
armatures.

3) Le béton armé est considéré comme un matériau homogéne avec une seule loi constitutive
pour le béton et Facier.

Ngo et Scordelis [59] ont adopté la premiére approche dans leur modélisation des poutres landis que
Cervenka [67] semble étre ¢ premier 4 adopter la deuxiéme approche dans I'analyse des panncaux en
béton. La troisiéme approche a vu sa premiére application dans I’analyse non linéaire des dalles en béton
armé [68] ot une loi constitutive basée sur la courbe moment — courbure a été utilisée. Afin d’éviter les
problémes rencontrés lors de la modélisation numérique des structures en béton, particulierement celles
contenant un pourcentage irés élevé d’armatures, en utilisant les deux premiéres approches, un regain
d’intérét semble étre donné 4 [a troisiéme approche [69].

Dans ce qui suit, nous allons essayer de passer en revue les deux premiéres approches uniquement, car
la plupart des modeles développés pour I’analyse non linéaire des poutres, objet de la présente étude,
tombent dans les deux catégories.

3.3.1 Lois constitutives du béton :

L’objectif de cette section est de développer des lois constitutives (o - £€) qui soient capables de
prendre en considération d’une maniére adéquate la fissuration, la plastification et I’écrasement du béton.

3.3.1.1 Comportement uniaxial :

La considération des courbes expérimentales contrainte — déformation uniaxiale des éprouvettes en
béton soumises a un chargement en compression de courte durée peut constituer une introduction utile au
probléme complexe du comportement du béton sous I’effet des contraintes multiaxiales. Un tour
d’horizon des travaux trouvés dans la littérature {64, 70 - 73] révéle les principaux points suivants :

1) La déformation moyenne du béton est le résultat de plusieurs petites déformations qui se
produisent dans les différents constituant du béton.

2) Pour une charge donnée, la déformation plastique du premier chargement est plus grande que celle
produite lorsque ce méme chargement est appliqué une deuxiéme fois aprés déchargement.

3) Les courbes (¢ - €) obtenues dépendent du contrble de ’essai : avec incrément de contrainte ou
incrément de déformation.

4) La partie de la courbe (o - £) enregistrée aprés le pic de la contrainte (courbe d’adoucissement)
semble dépendre de la machine utilisée dans I’essai.

5) Pour des contraintes inféricures ou égales a 30% de la contrainte de rupture, le comportement du
béton est pratiquement élastique linéaire.

La figure 3.3 montre une courbe (o - €) typique d’une éprouvette du béton soumise a la compression.
Popovics [71] a proposé I’expression suivante pour la courbe (6 -€) :

o—o0 (ﬁ) __n 33
[n—l+(7£0 )
Pour un béton courant :

n=10.58 oo +1.0 ; o¢ en{MPa)
£0=9.368 .10 *+Joo 34
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Figure 3.3 : Courbe {c - £ ) du béton sous contrainte de compression.

Le module d’élasticité du béton tangent peut étre donc obtenu par simple dérivation de 1’équation 3.3:

_do _ 00(1_(%}) n (n-1)
dz g{n_H( %T)z

Pour £ =0 ; cette équation nous donne :
Eo _ _n

Eo n-1

3.5

Saenz [72] propose I’équation suivante pour (c-£):

o). (E%m)%) 3.6
N PRRTANA,

Avec : Eg = module d’¢lasticité initial du béton (voir figure 3.3)

Ecs = gg—;’— = module d’élasticité sécant avec o = og et £ = g (voir figure 3.3)

On oy est la contrainte maximale de 1a compression du béton.

Wang et al {73}, par contre, proposent 1’équation suivante :

)]
o 14cC (‘%0)+D (%_0)

Les constants A, B, C et D sont donnés pour les deux parties de la courbe montrée dans la figurc 3.3
comme suit :

Partiel: A=1301; B=-0836; C=-0699; D=0.164
Particll : A=0.350; B=-0.105; C=-1.650; D=0.895
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Pour 1a partic H, adoucissement, Shayanfar et al. {74] ont utilis¢ I"¢quation suivante :

g =0, (i—J L[I_:'] | 3.8

80
Le logiciel ADINA utilise ['un des modéles du béton les plus sophistiqués pour analyser les strucilures

fabriquées a partir de ce matériau. L’équation (o - €) incorporée dans ce logiciel permet de représenter la
majorité des spectre des courbes (o - £) envisageables (BHP, Confinement, ...). Elle est donnéc par :

o _ (27.) () 1o
L T %)Jrs (Vﬂf+c %T '

Avec :

(E%m) +(P3m2P2)(E%G) —(2r* 3P +1)

A=
P(pP?-2pP +1)

p=2E 3 54
C =2- Eq + A )
p=£u

£0

La valeur de &, dépend entre autre de la composition du béton (béton courant, BHP ou autre), du
confinement du béton et du gradient de déformation. Une valeur proche de 0.004 ou de 4g, {76] est
généralement admise pour des bétons courants non confinés [71].

Le comportement uniaxial du béton en traction est approximativement linéaire jusqu’au pic de la
contrainte. Si la résistance A la traction est dépassée, des fissures perpendiculaires aux contraintes
appliquées se forment et le béton dans ce plan de rupture ne supporte plus des contraintes ou supporte des
contrainte réduites avec I’augmentation des déformations comme montré dans la figure 3.4.

G A CA

Partie |

ft Partie |

o e e e o L, !.,..‘_.m./...__._.__.___mCr\.__. — ’

a) Courbe contrainte - déformation b) Courbe contrainte - ouverture de fissure

Figure 3.4 : Comportement uniaxiale du béton en traction.
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[.’adoucissement du béton en traction est rencontré lorsque 'essai est effectué avee un contrle de
déformation. De plus, les valeurs expérimentales de f; présentent beaucoup plus de variation que celles
correspondantes a la résistance en compression oy suite aux différents modes de rupture. Dans une
analyse par éléments finis, les valeurs obtenues de I’essai de fendage semblent étre les plus convenables.
Cependant le comportement en traction des structurcs en béton peut étre différent de celui rencontré lors
des essais normalisés suite au confinement des éléments, A la présence des armatures ....etc. Ceci est
particuli¢rement lc cas lorsque les armatures longitudinales ou transversales sont positionnées trop prés de
la surface du béton dans la direction de fissuration o0 une valeur plus petite que la résistance a la traction
de I’éprouvette du béton doit étre utilisée dans une analyse des éléments finis. On peut conclure dong, que
la résistance effective a la traction [77] dans une structure peut étre difficile 4 déterminer.

Les paramétres des matériaux sont clairement identifiés dans la figure 3.4, et consistent du module
d’élasticité Eq, de la résistance a la traction f,, des déformations g et &y et ’énergie de rupture Gr. Ce
dernier paramétre est aire du diagramme (o -0) et peut étre donc directement obtenu a partir des essais
de traction. Le module d’élasticité Eq peut étre estimé en utilisant les formules proposées par les codes ou
réglement du béton. Alors que la partie ascendante de la courbe (partie I de la figure 3.4) est généralement
supposée linéaire, la partic descendante (partie 1l de la figure 3.4), par contre, est considérée soit linéaire
soit d’allure exponentielle. Wang et Hsu [76] ont utilisé les équations suivantes pour décrire Ja courbe (o
- £) du béton en traction :

o=Fo ¢ si £ <&
3.10
o
o= filt- st & > &
£
em = 10 &
/. : Résistance 2 la traction.
g, : Déformation 2 la traction correspond A f, .
Une seule équation [78] peut étre suffisante pour décrire Ia totalité de la courbe (6 - €) :
4 \
£
o =/ B\E 3.11
£ £
al — -1} + —
L\ &)

Avec a un paramétre a identifier en fonction de la résistance du béton. Les valeurs typiques pour Gy
pour un béton courant varient de 200 f¥E, a 400 f/*/E, {(N/mm). Ceci donne pour des résistances
courantes une valeur de Gr entre 50 et 250 N/m. Pour une analyse par éléments finis une valeur de Gy
entre 100 4 150 N/m semble donner les meilleurs résultats [66, 79]. D’autre part, le réglement CEP-
FIP[80] propose la formule suivante pour G :

7
= @y
Gr=a (1 o 3.12

oo :résistance a la compression,
a =10.03 pour un béton courant
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La valeur de £= peut &tre estimé en supposant que la courbe (o - €) est bilinéaire et en écrivant
I"expression de Gy : ‘

Gy = %_ﬁ Em Sc

S. : espacement des fissures dans I’élément considére.

2Gr
Enécrivant que &m = a & = Gf:mc— 3.13

II devient donc apparent que les propriétés des matériaux dépendent de I’espacement des fissures,
paramétre difficilement identifiable dans une analyse par éléments finis. Or, les propriélés des matériaux
dans une analyse par la MEF sont imposées au niveau des points de Gauss et I'espacement entre deux
points adjacents de Gauss donne la distance sur laquelle la moyenne des déformations du matériau est
obtenue. Par conséquent, pour obtenir des résultats qui sont maille indépendants, il est nécessaire de

prendre [’espacement S des points de Gauss dans I’évaluation de &= ou a.

o e 20r
n écrivant que : c T = ﬁg;S

Bazant [81] a suggéré que si la valeur de « obtenu rend la partie II de la courbe (o - €) verticale, une
valeur réduite de f; devra étre utilisée pour garder 1a forme bilinéaire de (o - €). Dans ce cadre, 1} est 4
noter que I’adoucissement du béton en traction ainsi que la résistance a la traction f; (la partie I¥ de la
figure 3.4) sont importantes pour les poutres subissent une rupture principalement par cisaillement.
Pour les poutres dont la rupture se fait principalement par plastification des aciers ou écrasement du
béton, les deux paramétres cités ci-dessus n’influent pas d’une maniére significative sur la charge de
rupture calculée par la MEF [66].

3.3.1.2 Comportement biaxial :

En général, un état biaxial de contraintes de compression dans le béton condut 4 la fois 4 une
augmentation de la nigidité ainsi que de la résistance (jusqu’a 25%) [82 - 84]. Ceci est dii & I’effet du
coefficient de Poisson ainsi qu’au retardement de 1a micro-fissuration particuliérement a un niveau éleve
de contrainte. Cependant, un état biaxial de contraintes opposées (traction — compression) dans le béton
favorise la fissuration et par conséquent réduit la résistance a la traction et la rigidité du béton.
Finalement, lorsque le béton est soumis & un état de contrainte biaxial de traction, son comportement est
identique au comportement uniaxial en traction [83].

En considérant le béton comme un matériau orthotrope, les équations constitutives sont données par :

g R Y2 | {0,
El E2
= 3.14
“Vu A
£, E E o,

— V31 V32
a=—|=0+ == 072
(El 3 )
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Si on suppose que leffet de o) sur o2 et identique a celui sur o3, et I'effet de o7 sur o) et identique a
celuisurcz ona;

L TN TSR | R

E E E E

. . . . v Vv
En plus si I’effets de o, et 6, sur 63 sont identiques on a : % = ﬁ
i 2
Cect réduit I’équation constitutive a :
fal | -1 [4)]
=1 3.15
£ .4}
& -1 = || o2
V2
s=-Y {0+ o) avec: wm=vu=wiet w=w =
TR ’
La contrainte de cisaillement est liée a la déformation par :
2v
y=| s |, 3.16
E, E, Eyv,
Les €quations 3.15 et 3.16 peuvent étre aussi écrites sous la forme suivante :
ol | E Ew]||®
= 3.17
1-v2 B2/ Fa
o3 t BEw E &
E B2
r

T E 1B+ 2w’

Si le béton est considéré comme un matériau isotrope : Fi= Fa=Eet m=w = v, I"équation 3.17
devient donc : :
a1 1 £1

= et 3.18

E
r=—£ 4
o e . 2(1+v)

L’effet du coefficient de Poisson peut étre facilement appréhendé en considérant le cas d’isotropie. En
manipulant I’équation 3.18, on obtient les contraintes effectives initiales suivantes :

Ea Ea
=—z9 t = £8a
1 - v(o:/on) © o 1 —v{o/a2)

L’examen atientif de I’équation ci-dessus conduit aux remarques suivantes :

1) Si les contraintes orthogonales o, et o, sont du méme type (méme signe) traction ou compression,
la rigidité du béton augment sous ’effet du coefficient de Poisson.

2) Si au contraire, ces contraintes orthogonales sont de signes opposés, traction et compression, la
rigidité¢ du béton diminue sous le méme effet.
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Pour prendre en compte a la fois Peffet du coefficient du Poisson et Ueffet du confinement du béton
responsable du rctardement de la micro-fissuration, Tasuji et al. |84] ont proposé la relation (o - 8)
suivant :

o = o & 3.19

onl e[ o) £ o)) o]

Avec : k= o;/ o; = rapport des contraintes principales avec : i=1,2et j=2, |
Eo, E¢s et g ont été données dans la Figure 3.3

L’équation 3.19 se réduit a I’équation 3.6 de Saenz sio;=0
Il est 4 noter aussi que cette relation est capable de reproduire fidélement, les courbes (o - €) biaxiales
obtenues expérimentalement (Figure 3.5)

Experimentel Irel
[(Kup{er, Hilsdorf, Risch)

A\
Ly
<

. -———Q!L-oa
| Al
Y, "
\ / ///A“-Anclyricpl

5 {Kupfer, Gerstla)

AT AT

hll ..._G'L) . T2

f'c f'e f'c t'c

{

= O

Figure 3.5 : Résistance biaxiale du béton (Kupfer et al. [83]).

Cependant, puisque le rapport & n’est pas connu d’avance lors de ’évaluation de I’ équation 3.19, un
processus itératif est généralement nécessaire pour déterminer o;. De plus, il est implicite dans ce type de
formulation que le suivi d’évolution de la rupture du béton est effectué dans I’ espace des contraintes

principales, ce qui complique davantage son utilisation dans les codes de calcul basés sur la MEF type
déplacement.

Les modéles mathématiques couramment utilisés pour la modélisation du comportement du béton
sous contraintes biaxiales peuvent étre groupés en 04 catégories : modéles orthotropes, modéles élastiques
non linéaires, modéles plastiques et modéles endochroniques [85).
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Les modéles orthotropes sont les plus simples a utiliser et peuvent reproduire fidélement les données
expérimentales. Hs sont basés sur I"utilisation des équations 3.13 = 3.19 développés précédemment. Les
modéles €lastiques non linéaires sont bascs sur le principe d’une variation dans le module d’élasticité du
béton. au cours de chargement pour reproduire les résultats expérimentaux. La réponse non linéaire du
béton est donc reproduite par le biais d’un processus de tinéarisation, chaque trongon linéaire posséde un
module de rigidité différent. Des relations entre la déformation hydrostatique et la déformation volumique
et entre lcs contraintes et les déformations déviatoriques ont été établies [85]. De ces relations on peut
déduire les expressions des modules volumiques tangents K et de cisaillement G du béton. Les ¢quations
constitutives prennent la forme suivante [83] :

- _
o, I o 0 £,
3K +G
0,1=4G ———| 1 0 €, 3.20
. 3K +4G 3K +4G | |,
xp 0 (Fay
4i3K +G '

Avec : azﬁ%

Ces modéles élastiques non linéaires sont donc simples a intégrer dans un programme de calcul par
éléments finis. Cependant, leur utilisation se heurte au probléme de discontinuité dans la courbe (oc-¢)
particuli¢rement lorsque o est proche de la contrainte de rupture (E ~ 0). Par conséquent, ces modéles ne
peuvent pas reproduire le comportement du béton lorsque o est proche de oo (figure 3.3) ou lorsque le
béton subit un adoucissement (partie 11 de la figure 3.3).

Les modeles plastiques peuvent étre considérés comme une généralisation des modeles cités ci-
dessus. La constitution d’un modele plastique repose sur trois hypothéses fondamentales :

1) La forme de la surface de charge initiale ;
2) L’évolution de cette surface de charge, c.a.d écronissage ou plastification ;
3) La formulation d’une loi d’écoulement.

Plusieurs chercheurs [10, 55, 65 4 68, 75, 76, 85 — 87] ont utilisé ce modéle avec des critéres de
rupture divers (Von Mises, Mohr, Druker — Prager ...etc) pour modéliser le comportement du béton.
Cependant, malgré que ce modele soit efficace dans la représentation du comportement du béton dans la
région d’écrouissage (Partie I de la figure 3.3), la région d’adoucissement (Partie 11 de la figure 3.3) ne
peut pas Etre reproduite en utilisant uniquement la théorie classique de plasticité avec écrouissage qui est
basée sur le postulat de Drucker statuant la stabilité des matériaux.

La théorie de plasticité endochronique est basée sur le principe du temps intrinséque ou
endochronique. Ce temps est utilisé pour mesurer le dommage subi par la structure interne du béton sous
I’effet d’une déformation aléatoire [85, 90). Pour plus de détail sur cette méthode qui est relativement
compliquée, le lecteur est orienté vers la littérature spécialisée dans le domaine [61, 85, 90].

Plus récemment, le modéle microplan [91, 92] s’annonce étre plus prometteur car il est capable de
représenter d’une maniére adéquate plusieurs aspects du comportement local du béton. Toutefois, son
utilisation dans I’analyse de la structure réelle reste peu envisageable 4 cause des moyens de calcut
prohibitifs nécessaires pour accomplir cette tiche.
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3.3.2 Loi Constitative de Pacier :

Les propri¢tés des armatures du bélon ne dépendent pas  généralement des  conditions
environnementales ou de I’ige comme <’cst Ic cas du béton. Par conséquent, une seule courbe (o - £):est
suffisante pour définir les propriétés du matériau nécessaires dans une analyse de structure en béton arré.
La figure 3.6 montre unc courbe typique de (o - £) de I"acier sous un chargement monotone. On constate
que celte courbe est constituée de quatre segments : un comportement lincaire élastique, un palier de
plasticité, un écrouissage isotrope caractérisé par une augmentation de o avec g, et finalement un
adoucissement jusqu’a la rupture de I’acier. L’étenduc du palier de plasticit¢ est en fonction de la
résistance. Les aciers de grande résistance (teneur élevée en carbone) ont un palier plus court que I’acier
doux de faible résistance. Du moment que I’acier est utilisé dans le béton sous forme de barres de section
mince, il est inutile de considérer son comportement tridimensionnel. Un comportement untaxial de
I’acier est largement suffisant pour une modélisation par éléments finis o0 les courbes (o - £) de I'acier
sont généralement approchées de deux maniéres comme montré dans la figure 3.7. La premiére approche
(Figure 3.7a), adoptée par le réglement BAEL, suppose que l'acier a un comportement €lastique
parfaitement plastique, le gain de résistance par écrouissage est négligé [67, 86]. Ceci rend cette
approche plus appropriée pour les aciers avec faible teneur en carbone. Pour les autres types d’acier,
I"utilisation de cette premiére approche sous estime la contrainte dans I’acier pour des déformations plus
grandes que &, Or, dans certaines situations telles que celle rencontrée dans I’estimation de la ductilité
d’un éiément dans un calcul sismique, il est trés important de connaitre le comportement réel de
Pélément sous des déformations plusieurs fois plus grandes que &. De plus, pour éviter les problémes de
convergence de la solution numérique {75] et pour mieux représenter la plastification des aciers, il est
utile d’approcher la courbe (o - £€) de I’acier par deux segments (bilinéaire, Figure 3.7b) ou méme trois
segments (trilinéaire).

/ {E.1) (em'tw\

(Eyniyl’
Note that initial vield strength
exceeds yieki plateau strength

Stress (MPa)

{eenty)
yield yield plateau strength

typically defines ipwer
plateau yield strength

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Strain {mm/inm)

0.1 015 02 0.25
Strain (mm/mm)

Figure 3.6 : Courbe contrainte — déformation d’un chargement monotonique
de traction des barres d’acier [Naito, 1999]
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Figure 3.7 : Courbe contrainte — déformation de I’acier adoptée dans la MEF.

3.3.3 Comportement biaxial du béton armé :

L’adjonction des aciers au béton produit un matériau composite qui est le béton armé, et confere a la
section du composite une résistance et une ductilité plus grande que celles d’une section de béton seul. En
limitant I’ouverture des fissures, les aciers du béton armé permettent le transfert des forces de traction et
de cisaillement supplémentaires. Cependant, la présence physique de ces aciers dans le béton peut agir
défavorablement sur la capacité locale de la section et provoque des micro-fissures voire méme des
fissures visibles suite & I’empéchement des déformations liées au changement de volume de la section du
béton. Par conséquent, trouver des lois constitutives pouvant représenter fidélement ces phénoménes
locaux est un travail ardu, et c’est uniquement en considérant les déformations moyennes du béton et de
I’acier sur une longueur contenant ou traversée par plusieurs fissures qu’il est possible de postuler des
équations constitutives liant les contraintes planes o aux déformations du composite.

A
Charge P
f,,_,.——-'/
SRR i
1l : Phase | : Elastique linéaire
|
4 i Phase l§ ; Fissuration
| /  Phase Iii : Plastification d'acier
/ ' ou écrasement du béton
I I Fleche §
P | — >

Figure 3.8 : Courbe typique charge — fléche d’une poutre en béton armé.

La figure 3.8 présente les différents stades rencontrés dans la courbe charge - fléche d’une poutre
simplement appuyée en béton armé. Ces stades peuvent étre groupés en trois phases de comportement :
phase élastique linéaire avant fissuration, phase de propagation des fissures, et phase de plastification. Ce
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comportement  non-linéaire est dii essenticllement 2 deux phénomencs @ fissuration du béton ct
comportement plastique de I’acicr ou du béton (écrasement en compression). D’autres phénoménes iés a
I’interaction cntre I’acier et le béton, tel que I’adhérence et le glissement entre la barre d’acier ct fe béton,
I’engrenage des agrégats dans les fissures, et PPeftet de goujon crée par une barre traversant une fissure
contribuent au comporicment non linéaire de la section du composite. D’autrc part, contrairement a
PPacier, les propriétés mécaniques du béton dépendent de 1’dge et des conditions ambiantes au cours de
Pessai. Par conséquent, le modéle constitutif de 1a section composite doit étre basé sur fa superposition
des lois constitutives développées séparément pour le béton et 'acier. Ce modéle constitutif doit inclure
aussi des lois constitutives représentant I’intcraction entre les deux matériaux (adhérence acier — béton)

3.3.3.1 Fissuration du béton :

La figure 3.9 montre une partie d’une poutre en béton armé fissurée soumise a la flexion simple.
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Figure 3.9 : Effet de la fissuration dans une poutre en béton armé.
(a) partie de la poutre. (d) contrainte de traction dans le béton.
(b) Diagramme du moment. (¢) contrainte de traction dans I’acier
{c) Contrainte d’adhérence. (1) Rigidité de la poutre.
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On remarque qu’au niveau de fissures, fa totalité¢ des efforts de traction est reprise par IPacier, et dés
qu’on s’¢éloigne des fissures le béton tendu commence a reprendre une partic de ces cfforts. Ceci est dil au
transfert des efforts de traction qui s’cffectue des armatures au béton moyennant 'adhérence. Donc,
I’adhérence entre I’acier et e béton joue un grand rdlc dans Ia participation de la zone tendue du béton a
la résistance des efforts de traction. Des fissures secondaires peuvent étre crées entre les fissures
primaires dans les endroit ou la contrainte de traction du béton dépasse la résistance de ce dernier. Ce
processus de fissuration continuera jusqu’a la fissuration systématique du béton caractériséc par des
contraintes de traction dans le béton qui sont inféricures 2 la résistance en traction du béton dans toutes
les sections de la poutre. L’interaction entre 1’acier et le béton a travers Padhérence entraine donc une
mobilisation du béton tendu découpé par les fissures. Cette mobilisation entraine une augmentation de la
rigidité de la zone tendue du béton qui est communément appelée « tension — stiffening ». Deux
approches sont généralement suivies pour tenir compte de cette augmentation de rigidité dans une analyse
par la MEF. Ces deux approches sont basées sur la modification des équations constitutives (o - €) de
contraintes et déformations moyennes de I’acier ou du béton dans la section fissurée du composite. Pour
le béton le phénoméne tension — stiffening est appréhendé  travers un comportement d’adoucissement du
béton tendu (85, 55] comme montré dans la figure 3.10.

Goh

f

o ; £n = Contrainte et déformation
perpendiculaire a la fissure.
€90 = f( As; orientation de As ; Eo)

€9

Figure 3.10 : tension — stiffening : Comportement du béton tendu.

Pour I’acier tendu ce méme phénoméne est pris en considération en augmentant la contrainte dans

I’acier tendu [66, 76, 87] comme schématisé dans la figure 3.11.
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Figure 3.11 : tension - stiffening : Comportement de I’acier tendu.
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3.3.3.2 Modélisation des fissures dans le béton :

Comme indiqué au début de cette section, la premiére application de la MEF dans Panalyse du
comportement non linéaire des poutres a été entreprise par Ngo et Scordelis {59], qui ont utilisé un
modéle de comportement linéaire pour analyser les poutres en béton armé avec des configurations de
fissuration prédéfinies. Les fissures ont été¢ modélisées moyennant la séparation des nceuds de la mailic de
MEF créant ainsi le modéle discret de fissuration montré dans la figure 3.12. Le changement de ia
topologie de la maille induite par la redéfinition des nceuds de la maille conduit généralement aux
problémes suivant :

1) Temps et moyen de calcul plus performant car la nature bandée de la matrice de rigidité est
détruite.

2) L’orientation de la fissuration est difficile a anticiper, ce qui rend le choix de la maille plus
difficile & prendre.

Elément

e

Fissure - —

(a) Modéle discret (b) Modéle continu

Figure 3.12 : Modéle de fissuration.

Malgré ces inconvénients, le modéle discret de fissuration est trés efficace dans la modélisation du
comportement des structures comprenant quelques fissures dominantes uniquement. De plus les
techniques de re-maillage et de suivi de fissuration développé récemment [63] ont crée un regain d’intérét
dans ce modéle de fissuration.

Les difficultés rencontrées dans [’utilisation du modéle discret de fissuration ont conduit les
chercheurs a adopter et 4 utiliser le modéle continu de fissuration « smeared crack ». La fissuration du
béton dans ce modele est repartie sur toute la surface de I'élément fissuré ¢.a.d au lieu d’une seule fissure
du modéle discret, plusieurs fissures fines sont utilisées dans le modgle continu comme montré dans la
figure 3.12. Le modele de fissuration continue a été développé par Rachid [93] ou la section fissurée du
composite a ét¢€ considérée comme un matériau élastique orthotrope avec des rigidités réduites dans le
plan perpendiculaire au plan de fissuration. Cette approche continue  la fissuration permet de répartir les
discontinuités dans le champ de déplacement au nivaux d’une fissure sur une partie ou sur I’ intégralité de
I’élément, et exprimer le comportement du composite fissuré par des relations liant les contraintes aux
déformations moyennes. Dans la MEF, le processus de fissuration est appréhendé au niveau des points de
Gauss de ’élément o les relations (o - €) sont modifiées pour tenir compte de la détérioration de la
rigidité et de la résistance suvite 2 la fissuration. Due 4 sa simplicité, cette approche ou modéle de
fissuration a été largement utilisée dans I’analyse des structures en béton armé. Cependant, sa
généralisation souffre des points suivants :
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1) Les résultats d’une analyse par la MEF sont dépendants de la maille utilisée, particuli¢rement si
des éléments de grande taille sont utilisés [74, 87]. En effet, lorsqu’un élément de grand taille est
fissuré c’est toute la rigidité de la structure qui sera réduite. L utilisation des él¢ments a fonctions
d’interpolations quadratiques ou cubiques (élément d’ordre élevé) ne résout pas le probiéme du
moment que lorsqu’un point de Gauss est fissuré, la continuité du champ de déplacement
entrainera la fissuration des autres points de Gauss de 1’élément dans I’itération suivante. Ceci
conduit & une plus grande détérioration de la rigidité de la structure.

2) L’utilisation de cette approche conduit & une répartition assez large de la fissuration de la structure
étudiée. Par conséquent, les ruptures localisées, crées par quelques fissures uniquement, ne
peuvent pas &tre modélisées correctement en utilisant cette approche.

3.3.3.3 Lois constitutives :

Dans ce qui suit nous allons présenter quelques modeles les plus utilisés dans les travaux de

modélisation des structures en béton armé.
A

a) Modified compression field theory (MCFT) : [94]

La figure 3.13 montre un élément plan en béton armé fissuré. L’élément est soumis a des contraintes
principales de compression oz dans la direction des fissures, et des contraintes principales de traction
perpendiculaires aux fissures. Vecchio et Collins [94] ont mis en évidence la dégradation de la rigidite et
de la résistance en compression du béton sous I’effet des contraintes orthogonales de traction. Ils ont
considéré qu’il est possible d’utiliser les relations uniaxiales suivantes (voir figure 3.14) :

¢ Relation entre contrainte de compression principale et déformation :

= [42)- o]

"Avec: B = 0.8 — 034 (E—IJ > 1.0
£y

oo et gg sont données dans la figure 3.14 (2 noter ici que gp< 0 et g; > 0)

y

- fissure

Figure 3.13 : Notation pour le MCFT.[94]
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24 .
Partie |

Col|. _ _

Go/p

Figure 3.14 : Diagramme o3 - £, (MCFT). [94]

¢ Relation entre contrainte de traction principale et déformation :

- Pour la partie I de la figure 3.15 ;
c1=Eog si: e1<es
- Pour [a partie I1 ;
£ .
O=—F——  Si: &i>¢
142002 o

U1A
AL

I
i
1
1
1
¥
|
i
1
1
1
d

Eo

>

1
1
€t €y €1

Figure 3.15 : Diagramme o, - &1 (MCFT). [94]

b) Distributed stress field model (DSFM): [95]

Le DSFM est basé sur le concept du MCFT et il représente une extension de ce dernier out I’obligation
de la coaxialité du vecteur des contraintes principales o avec le vecteur des déformations principales €
n’est plus exigée. La figure 3.16 regroupe les différentes notations utilisées pour développer les équations
constitutives pour un élément en béton fissuré.

Comme dans le cas du MCFT, la présence des contraintes de traction orthogonales réduit la rigidité et
la résistance 4 la compression du béton. La relation contrainte principale de compression et déformation
est donnée par :
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()
o 0 3.22

ik

Bl-n+ (2]

g =

Avec : n= (0.80 — -2

178
k= 0.1 Si:£2<80 (voir figure 3.17)
- _ 0o ..
k=0.67 620 si:g2>¢€0

o, =0 : si 'ouverture de fissure @ = Smm

2 /1 2 /]
> %
oz / \\/ PO
N T xy ‘
Cu “ ~]—- Cx 6‘.—17 é .
N e
~ S
T, +
Elément en BA Section A-A Section B-B
Figure 3.16 : Notations du DSFM. [95]
o224
C2 ' @ =5mm
"k =1067-
k=01 | ?’%r
E'o > €2
Figure 3.17 : Diagramme o> - &2 (DSFM). [95]
Le coefficient (3 est donné par :
B=1+C;.Ca2 1.0 3.23

Avec:
.8

co=035{- 028 - a
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Ou dans une forme plus simplifiée :
Ca= 0.27( a 0.37)
&

A noter ici que &; et g5 sont tous négatifs (compression)
Le paramétre C; est utilisé pour tenir compte du glissement au niveau des fissures.
C; = 0.55 si le glissement n’est pas négligé et il n’y a pas de rotation dans Ia fissuration.

C, = 1.0 dans d’autres cas

Pour le cas de la relation entre les contraintes de traction principales et les déformations (Figure 3.15),
la partie 1 de la courbe est identique au MCFT tandis que la deuxiéme partie est donnée par :

= f 3.24
o l-l-_‘de‘,‘t )

Avec:Cr=22m

1 _vép .
;—Z?kos&"

=

n = nombre de nappes d’acier

2 = rapport de renforcement i = A;; / section du béton unitaire.

@ = diametre des barres de renforcement ;.

&, = angle effectué par le renforcement i avec la normale a la fissure (voir figure 3.16)

¢) Sofiened truss model (STM) : [76]

En utilisant les mémes notations que le MCFT et le DSFM, les lois constitutives sont les suivantes :

e Relationo;-e3:

m:é’a‘o}(%)—(%)z] 5%51

3.25
2
£
= - £2
=&l T Ia >1
Avec : & = Coefficient d’adoucissement
L <09 , (oo en MPa)

g3
Jo, JH 400¢,
’7'

7= oy J7 —oy
, pxﬁ'—ax
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v, pe, fPel f sont respectivement le rapport de renforcement et les limites d’élasticité de I’acier dans
les deux direction x et y.
o; et g, sont les contraintes appliquées.

Le STM modifie les relations o - & de Iacier pour tenir compte de I’interaction acier — béton (tension
— stiffening) comme montré dans la figure 3.18.

Partiel: o, = E ¢, si:e, < ¢,
Particll: o, = [091—23 002+o.2538’ H Si:g, > &,
£
¥
Us‘
| N
A

1(031r Ts

Avec: B=—
ol f,

£>0.5%

I
|
|
+
1
1
1
1
1
1
1
'
!
1
1
1
1
1

| —

Ey

Figure 3.18 : Diagramme o; - &, (STM). [76]

3.3.3.4 Adhérence acier —béton :
L’adhérence entre I’acier et le béton est le résultat de trois phénoménes complexes :

1) Adhésion chimique de la pate du ciment lors de son durcissement sur la surface de la barre ;
2) Frottement et engrenage des petites particules du sable entre la barre et la masse du béton ;
3) Interaction mécanique entre [’acier et le béton.

Dans la plupart des travaux trouvés dans la littérature, ’hypothése de compatibilité de déplacement
entre Iacier et le béton a été adoptée. Or, cette hypothése n’est correcte que lorsque il n’y a pratiquement
pas de transfert de force entre acier et le béton. Dans les régions proche des zones d’ancrage ou proche
des fissures (Figure 3.9), un transfert de force non négligeable s’effectue du béton a I’acier et vice - versa.
Ces contraintes d’adhérence sont fonction du glissement qui est lui méme fonction de la différence de
déformations de Pacier et du béton [96]. Deux approches sont généralement suivies pour modéliser
1’adhérence dans la MEF : soit en agissant sur les courbes ¢ - £ des matériaux (tension — stiffening) soit
en utilisant des éléments de contact lorsqu’une représentation discréte des aciers dans la maille est
possible. Ces éléments de contact ont une épaisseur nulle (voir figure 3.19) et lient le béton a I’acier.
Keuser et melhomn [96] ont rapporté que les éléments linéaire ou quadratique (Figure 3.19) donnent des
résultats nettement meilleurs que ceux obtenus en utilisant 1’élément ressort.

La figure 3.20 montre une relation typique entre I’adhérence et le glissement obtenue 4 partir de
I’essai Pull — out d’une barre.

7). =334Mpa ; E, =328Mpalmm ; E,,=T0Mpa/mm [71]
7) =2Mpa ; E,=200Mpa/mm ; E,,=0 [10]
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T 2 Béton Béton Béton
Rl BT ® - —— - - L d - - L
e=0 AN
N
<
e ] . !
e 1 Acier Acier Acier
(a): Elément ressort {b): Elément linéaire  (c): Elément quadratique

Figure 3.19 : Eléments de contact.

A T (Mpa)
L
T‘max_ ________________ A2 .
Eus S{mm}
>

Figure 3.20 : Contrainte d’adhérence — glissement §(mm).

3.3.4 Loi Constitutive des plaques de renforcement :

Les plaques de renforcement en acier ont un comportement essentiellement identique aux armatures
du béton (voir section 2.3.2). Le comportement des plaques en FRP est essenticllement élastique linéaire
avec une rupture fragile comme montré dans la figure 3.21.

fre =600 + 3000 MPa
Er=4500 + 62000 MPa
vp=0.22 +0.30

|
Figure 3.21 : Diagramme contrainte — déformation pour une plaque de FRP.
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3.3.5 Ecriture incrémentale des lois constitutives :

Dans I’espace des coordonnées cartésiennes les contraintes sont liées aux déformations par :

{oo} = [Do} {en} 3.26
Avec :
IDs] = matrice des propriétés des matériaux (matrice 3x3).

Dans une analyse non linéaire par la MEF les propriétés des matériaux sont généralement définies
dans I’espace des coordonnées des déformations principales. Ces déformations principales sont données

par :
fe.}=rles} 3.27
Avec :
¢z g2 sC
[T ] = N —-sc 3.28

-2s¢c 2s¢ c¢?—s?

c=cosa , s=sina , a=angle entre les axes (x-y) et (1-2)

De la méme maniére les contraintes cartésiennes sont données par :

{oo}=[r] {0} 3.29

Or: {o_}=[D2] {2} 3.30

Donc :
.} = IrT .1 1] ..} 3.31
Dans une forme incrémentale : {AO'H} = [Dz]{aa2} 3.32
Soit :
Aag, E, vE, 0 Ag,
Aoy = 1_1‘,2 VE, E, 0 Ag, 333
Az, 0 0 (I-viG | Ay,

On suppose dans ce cas que le coefficient du Poisson est constant dans toutes les directions. El et E2
sont les modules tangents du matériau dans les deux directions, G est le module de cisaillement. On
constate aussi que la matrice [Dj,] n’est pas symétrique, ce qui conduit 4 des matrices de rigidités qui ne
sont pas symétriques, et donc 4 un systéme difficile & résoudre. Par conséquent, la matrice [D)2] est
donnée par :

Eh v~JEI1E? 0

[D|2]= —L_|vJEE: £ 0
I-v 1" T 0 (1-G

Ei WE+E2)/2 0
Ou: [D2] = -iml‘}m UE+E2)/2 E: 0 3.34
- 0 0 (1-)G
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A) Béton :

La figure 3.22 montre un élément de béton soumis 4 un état de contrainte plane. A I’état non fissuré
du béton, les matériaux sont considérés isotropes avec: un comportement linéaire élastique. La matrice
[D)2] est donnée par :

1 v 0
[D|z]=1E02 vl 0 3.35
V0 0 (1-v)/2

Ou : Eq est le module de Young initial.

1
\2 . 4;0rrnation
pincipale
\ /

Nep o T

Figure 3.22 : Elément de béton.

Etat de compression — compression :

La matrice [D] est donnée par :

R v ELE2 0
vV ELE?2 E> 0 3.36

1
-1 Ty 0 (I-G

[D:z ] =

Avec: (1-V2) G= % (B+E-2wEE: )

Ei et E: sont les modules tangents du béton dans les directions d’orthotropie (obtenu de la relation

utilisée pour o - € en compression). Le coefficient de Poisson est généralement considéré comme constant
jusqu’au stade de la rupture.

Etat de compression — traction :

Lorsque I’une des contraintes principales dépasse la résistance a la traction du béton, le béton se
fissure dans une direction normale a la contrainte principale (Figure 3.23)
La matrice [D] dans ce cas est donnée par :
E 0 0
[D]=10 E o0 3.37
0 0 G-
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1
2 e
‘\\ ‘] // o1,
\ P
N B \‘L‘}{ T.LL\
. RN
N
/ X

Figure 3.23 : Elément du béton soumis & o) traction et o; compressions.

Le coefficient du Poisson est nul, et le module E est soit nul soit obtenu a partir des courbes
d’adoucissement du béton (tension softening ou tension stiffening) décrites dans les figures 3.4 et 3.10. £

est le module tangent du béton ‘:;‘;: en compression, il est généralement obtenu des modéles MCFT,
DSFT ou STM.

Etat de traction — traction :

Lorsque la résistance du béton a la traction est dépassée dans I'une des directions principales
uniquement, la matrice [D] est donnée par :

0 0
[Dlz] ={0 E 0 3.38
0 0 G
Lorsque le béton est fissuré€ dans les deux directions :°

00 0
[Dr]= [8 3 é)} 3.39

Le coefficient G est un module de cisaillement réduit utilisé dans la matrice [D] pour représenter les
efforts de cisaillement d’engrénement des granulats et de frottement des lévres de la fissure. Plusieurs
formules ont été proposées pour I’évaluation de G, :

Ger =ﬂ‘—E’24 avec: BA<1 (B=0.1:0.6) [6},62] 3.40
Ger = Fo/2{1+44478), a= déformation de la fissure [97] 3.41
Ger = 2‘("‘&‘_‘2) “Fixed angle softened truss model FA-STM [76]” 3.42

L’utilisation de G permet de représenter le transfert des contraintes de cisaillement le long des
fissures et éviter les difficultés numériques associées avec des matrices singulidres. Cependant, au fur et a
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mesure que la charge est augmentée, Uintroduction du coeflicient Gy, dans fa matrice [ D] conduit & une.
_rotation des axes des contraintes principales (Figure 3.24) dans un point dliniégration fissurc [98]. De
plus, Putilisation des courbes d adoucissement du béton en traction peut conduire a des contraintes
principales de traction qui dépassent largement la résistance en traction dans une autre direction que celle
normale a la fissure initiale si la direction de cette fissure est fixée a celle de son initiation. Sans e
coeflicient G, la contrainte T = 0 et le phénoméne décrit précédemment ne peut pas avoir licu.

Y
v 1‘ Nouvelle orientation
: } de la contraite pincipale
- P .
i 3
. R i 1
N\ ] :
| 5\ |:
™ | [
N | . 1
\‘ -
' . . .\“‘ L\ g o . L E
\ \ : L J’_,/" contrainte
- L s \
N . P //L principale
Ny , // A
T
e X

| .

Figure 3.24 : Rotation des axes des contraintes principales.

Deux approches sont donc suivies dans une analyse non linéaire par éléments finis des structures en
béton armé. Lorsque les axes définissant les propriétés des matériaux (axe 1-2) dans un point de gauss
sont confondus avec les directions initiales de la fissure et les équations 3.37 & 3.39 sont appliquées,
I’approche est désignée par axes de propriété des matériaux fixés « Fixed crack model (FCM) ». St par
contre les axes définissant les propriétés des matériaux suivent Forientation des axes des contraintes
principales (G, = 0 dans les équations 3.37 a 3.39) dans un point d’intégration, I’approche est dénomméce
axes de propriété des matériaux tournanis « rolating crack model (RCM) ». Du point de vue pratique le
RCM est utilisé dans le cas des structures en béton armé d’une maniére orthotrope c.a.d le ferraillage dans
la direction x est nettement différent de celui de la direction y. Pour les autres cas, tels que les structures
avec un ferraillage identique dans les deux directions et les structures non armées ou avec un ferraillage
principal dans une seule direction uniquement le FCM est plus utifisé.

B) Acier :

Généralement deux approches sont suivies dans la modélisation des armatures dans une structure en
béton armé : le modéle continu et le modéle discret. :

1) Modéle continu :

Les armatures sont supposées étre uniformément distribuées sur toute la surface de I'élément avec une
inclinaison ¢ de x, c.a.d les armatures sont remplacées par une couché ou pli équivalent, voir figure 3.25.
La loi constitutive dans ce cas est développée pour le matériau composite : béton armé.

l.a matrice des propriété€s des matériaux du composite béton armé est donnée par :

D)= (D] +Z &Y o)) | ’ 3.43
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y ' Y :
f B - Couche équivalente !
Armature S S \‘ —
5 ) ,-"' ‘ ' % t
PP . ; ¥ i r
R A S X N ) ¢. el . x E
o N

Figure 3.25: Model continu de I"acier.

Es 0 0]
[D-*"'] = pi g g g ., /= pourcentage de ’acier = A, / Aire de I’élément.

[Dh] = matrice du matériaux béton.
[H.-] = matrice de transformation (angle ¢; )
[Ds,.] = matrice du matériaux acier.

2) Modéle discret .

Les armatures dans ce modéle sont représentées dans la maille par des éléments unidimensionnels (barre
ou poutre). Cette représentation permet de prendre en considération I’interaction acier — béton (Figure
3.26).

-

béton —_

S Elément

. eee ——9

;
Acier — = = /; NI SETET. Yt s ] "
» ———e<—" dinterface
béton __-. ! l' 5
*~— & . ; ;

———-e P

Figure 3.26 : Modéle d’acier discret,

A titre d’exemple la matrice de rigidité d’un élément treillis a deux neeuds est donnée par:

:];i':

il F P
f i =
o I iz I’_’ 2_,
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3.3.6) Interface plaque béton :

Les plaques d’acier ou de FRP sont fixées au béton par I'intermédiaire d’une couche adhésive en
résine époxyde. Puisque I’épaisseur de la couche d’adhésif est généralement petite (1 + 3mm), la plupart
des travaux trouvés dans la littérature [10, 55, 56, 88, 99, 100] représentent cette couche par un élément
d’interface (Figure 3.27). A part Zirba et al [55] qui ont utilisé des élément couches pour représenter
I’interface, tous les autres chercheurs ont opté pour un élément d’interface type Goodman c.a.d avec une
épaisseur nulle (Figure 3.28) pour représenter la méme interface.

Modélisation

< % £lément 2D
Poutre

{

)

Colle >/ <{-- Elément
)

Plaque J par la MEF A \dinterface

Elément 1D ou 2D

Figure 3.27 : Modélisation de la couche d’adhésif.

6 5 4 3
1 2 3 1 2
Elément Elément linéaire type
couche [55] Goodman [10, 99]
6 5 4 :
y
]
1 2 3 1
Elément quadratique Elément ressort
type Goodman [56] 88, 99, 100]

Figure 3.28 : Type d’élément d’interface utilisé.

A titre indicatif, nous allons donner ci-aprés le développement de la matrice de rigidité d’un élément
d’interface type Goodman 2 six noeuds (figure 3.29). Seules deux composantes de contrainte (cisaillement
le long de u et contrainte normale suivant v) agissent sur cet élément d’interface. Ces contraintes sont
dues aux déplacements relatifs entre la plaque et le béton.

Les relations constitutives de 1’é1ément sont données par :

{r} = [D]{u'} 3.44
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Avec: u=up—u, ct V., =vp—V,
Les indices b et p désignent respectivement le béton et la plaque.
Donc : )
3 3
Ur = Z ]V:( Ubi — upf) : W= Z M( Vi — Vpi) 3.45
=1 =1

N; : sont les fonctions d’interpolation de I'élément.

*

M=-5(1-¢); M=(1-£7); M=5(1+¢) : 3.46
v ,q
béton
[ 5 4
in=i
R S S
{ Plaque

aurons

v

{"’} = [B] fun} 3.47

Avec :

{~-Nt 0 —-N2 0 —-N3 0 N3 0 N2 0 N O ‘
[B]_[O -Nit 0 -N2 0 -N3 0 N; 0 N2 0 N.] < 3.48

La matrice [D] est donnée par :

K 0

[0 = 3.49
0 K,

K; et Ky sont les rigidités tangentielles et normales de Iinterface.

En appliquant le principe des travaux virtuels, nous obtiendrons la matrice de rigidité de I’élément
d’interface :

[x]= [isY [D}[B]as 3.50

ds =1 det J d§

Avec :
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L¢ tableau 3. b regroupe fes principaux résultats trouves dans [a litiérature.

Ref Plaque {

“Tableau 3.1 : Modéle de rupture pour Iintertace.

Modéle
i '] 2T _ :
; . Ky = 12800 MPa/mm ‘
! ! Kg = 2900 MPa/mm
(10] FRP '_ ‘ & e €L T max DON spécifiée
r Y Kn .V \Kﬂ ’U' ‘
o A G it T="T,,. /u-o_ , Sk:u<u,
[10] et -a{;i—l] . i
[100] Acier / 'c“.,»,,,/ r=7,. € " Si:u>u,
| : .
L_..\E’_‘_—--bv :’_/ \ ,>U Tmax — ] -Sﬁm f; p H-O = OOlgsﬂm f;!
B, =J225-h,18,) /i.25+b,1b,) o= ! ;
; (G, 17w 50)-213
i w si ¢ de compression . 1
{ K, =l s5i ¢ de traction et pas de glissement i
: =0 : |
i 0 d'autre cas Gf 3084, JT’ L
b, : Largeur de la plaque de FRP (mm) ; u, en (mm) t
by, : Largeur du béton (mm) ; 1 en (mm)
Gy : Energie de rupture de interface (MPa/mm)
/. : Résistance en traction du béton (MPa) 'I
- Ks=Galta ‘
et E :
| G =——a _ [
9 G “ 2+v,) i
i t, : Epaisseur de ’adhésif
. E, : Module d’élasticité de I’adhésif!
Toax = 3.5 (FRP) et 2.5 (GFRP) -*
um = 0.5 (FRP) et 0.67 {(GFRP) ‘
up = 0.01 mm
5 KN. =)
:i 4G AT ATl
6 Ader e ';
Ky LS u f S , C :

+

K¢ =60 MPa /mm
Ky = 144 MPa /mm

La rupture de Iinterface suit le critere de Mohr Couloumb

[<|=¢ - o tand

C=3MPa ;

&= 30°
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3.4 Technique de réselution du systéme d’équations :

Le meilleur moyen servant comme introduction aux techniques de résolution du: systéme non linéaire
d’équations est peut étre de commencer par un exemple simple qui permet dillustrer clairement les
problémes rencontrés dans la résolution du systéme d’¢quation. Supposant que I"objectif est de résoudre
I*équation non linéaire suivante '

fifw) = fe ‘ 3.51

Avec : f; (u) = force interne qui dépend de u
1. = force externe

Puisque la solution de I'équation 3.51 ne peut pas étre obtenue directement, un proécssus itératif est
généralernent nécessaire pour approximer la solution de 1’équation. Dans ce cadre, supposons qu’on a
commencé notre approximation par # = u* (figure 3.30a), on définit le résidu par

PR = fo- fitut) 20 : 3.52

L’objectif du processus itératif est de produire des meilleures approximations a u tel que le résidu
devient trés faible (de préférence nul). Lorsque ce processus devient trés long ou ne converge pas, la force
externe est appliquée graduellement en incrément comme montré dans la figure 3.30b. Dans chaque
incrément de la charge, on ceuvrera & trouver I’état d’équilibre moyennant un processus itératif. -

fitw

: ' fonlo _ _ o _ =
o | ’ /|
fi (u.) — —1 / fe,sﬂ |

I 0
[ f /.t ’
‘ \ fes v~ - v [
-~

1 [ / t | I

v [ / ! [ !

! ; u v | ‘ U
u Uy ug Uyt Uex

a) Pocessus itératif b} Incrément de charge (de 0 an)

Figure 3.30 : Processus itératif et incrément de la charge.

Dans la méthode de Newton Raphson la solution de I"équation 3.51 est obtenue par sommation de
[*approximation u* avec une erreur du inconnue :

fiu®+ du) =/,

Le développement de-l’é‘quation précédente par la méthode de Taylor donne:
dfi . '
{u* —_ =t
fary v Sy =,
Jhu*) + Ke@¥You =1 = Ke(u*) du =fc — f(u*) = r¥ () 3.53
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df-

du

. = matrice tangente
- 1

Avee s Ko(u*) =

Une nouvelle approximation de u,, cst obtenue par simple sommation de Uapproximation initiale avee

Ou :
¥ = ¥+ Su

Dans le cas on #** diminue le résidu, la solution est entrain de converger (Figure 3.31)

i
KT(U***),
S (R . - I Hf;j_,___ﬁ,,___ - - fe
rﬁiﬁ{u)‘ ‘‘‘‘ - t A
r-'(u)I AT W
() A | /
Knfu*)/- ! |
i |
fi(u*) ﬂ/ ‘ | | .
du | |
, | =
; u* u** u*** U ex

Figure 3.31 : Méthode de Newton Raphson.

Le controle de la convergence de la solution est effectué en comparant les résidus r*(1) ou les erreurs
Su sur les déplacements a des tolérances fixées au préalable. Si les valeurs de »*(u) ou de Jw ne sont pas
faible une autre itération est effectuée pour déterminer une nouvelle approximation jusqu’a satisfaction
des critéres de convergence.

Critére de convergence :

|Hw |< C Ou | du | < Co

L’utilisation des lois constitutives d’adoucissement pour les matériaux (réduction de ¢ avec
augmentation de & en traction ou compression) dans le modéle de la MEF peut conduire 4 des systémes
instables possédant plusieurs chemins d’équilibre. En effet, les ¢léments qui se trouvent dans un €tat
d’adoucissement contribuent négativement a la matrice globale tangente [Ky]. Le cumul de ces
contributions négatives a [Ky] peut conduire 3 une matrice globale qui n’est pas positive définie. Par
conséquent, le systéme d’équations posséde plusicurs solutions et on dit quon est en présence d*un point
de bifurcation (Figure 3.32).

L. "application de la méthode de Newton Raphson peut conduire a des solutions qui divergent (Figure
3.33). Pour éviter ce probléme la matrice [Ky] n"est pas actualisée a chaque itération, on parlc alors de la
méthode de Newton Raphson Modifiée. Dans ce cadre on distingue deux méthodes :
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a) Méthode de rigidité initiale ou constante © Dans ce cas fa matrice de rigidit¢ [K}est évaluée une
seule fois au début de I"analyse, et clle est utilisée dans tous le processus itérati! (Figure 3.34)
Méthode de rigidité séeant : Dans ce cas la matrice de rigidité est ¢valuée généralement au début
de chaque incrément de charge, et efle est gardée constante pendant tout le processus itératit de
"incrément (Figure 3.34). La méthode séeanie est ll"LS bien adaptée pour les structures possédant
un comportement d’adoucissement.

b)

fe

//' \ \ L Chemin recherché

Pomt de beurcatlon

N T Chemm possible de solution

— PRt AL el

A I (Energre potentielle minimale)

N

\““f(u)

u

Figure 3.32 : Solution multiple pour un modéle avec des lois d’adoucissement.

y

Figure 3.33 ; Dlvergence de la methode de Newton Raphsori

pour les modéles avec adoucissement.



fw f.()
fe. : - . .

u / u

¥ o . . IR .

a) Méthode de rigidite initiale b} Méthode de rigidité sécante

Figure 3.34 : Méthode de Newton Raphson modifiée.

3.5 Algorithme de solution :

Chaque algorithme d’une analyse non linéaire consiste en quatre étapes de base : 1) La formation de
la matrice de rigidité actuelle; 2) La solution des équations d’équilibre pour des incréments de
déplacement ; 3) La détermination de I’état de contraintes de tous les éléments dans le modéle ; 4) La
vérification de la convergence. Ces étapes sont présentées en détail dans Porganigramme de la figure 3.35
pour le probléme de contrainte plane.

Dans la méthode des éléments finis, le systéme d’équation 4 résoudre est de la forme :

[KC)] {u} = {P} 3.54

Pour le cas des poutres en béton armé les étapes a suivre dans la résolution du systéme d’équation
sont les suivantes : (Figure 3.35)

1) Former la matrice de rigidité [K] pour les déplacements considérés

feh = [Bl{u, | | 3.55
[x], = [i8Y [D][B]ds | 3.56

k1= Y [kl 3.57

i
2) Pour Iincrément de charge considéré i {AP}, calculer [e$ déplacement nodaux {Au}
[K]{au} = {aP} 3.58
Actualiser les déplacements : |

fed = fuf ' {Au} 3.59
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3y Déterminer les déformations par "équation 3.55.
4} Calculer les déformations principales :

{?z}: [7']{3} | | 3.60

Vv
{T] = matrice de transformation ou de rotation.
tan28 ~ —L¥ - | 3.6}
Ex — &Ev

5) Utiliser les lois constitutives pour déterminer les contraintes dans le repére de coordonnées globales.

O,
U)' = 3.62
T,
6) Déterminer les contraintes principales o, et o, . .
o, -
o,
{ .} - [}, 3.63
o, .

xy

7) Utiliser les contraintes principales pour déterminer 1’état du matériau : non fissuré, fissuré, plastifié,
....etc. Corriger ces contraintes si ces derniéres ne vérifient pas le critére de résistance.

8) Déterminer les nouvelles contraintes dans les coordonnées cartésiennes :

g, cos?d sin?@

c,¢ =| sin?d cos?@ {a, } .64
T sinfcosf —sinfcosf % '

9) Déterminer les forces internes :
8k} = [ [8]fo} ds 365

10) Répéter les étapes 3 a 9 pour chaque point de Gauss.

11} Vérifier les éléments de "acier de ferraillage.
a) Déterminer les incréments de déplacement aux extrémités de I’élément
b) Calculer les forces des aciers :

R R v

¢) Transformer les forces de I"acier du repére de coordonnés locales au repére de coordonnés globales
pour obtenir la contribution du modéle d’acier dans le vecteur de force interne.
d) Reépéter les étapes (a) A (c) pour chaque élément d’acier.

12) Assemblage des forces internes.
13) Répéter les étapes 3 4 12 pour tous le éléments.
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14) Caleuler les résidus -

{11

résd

{-f-}u,'r,': - {'-/'l}%im

15) Répéter les étapes 2 4 14 jusqu’a la convergence.
16) Incrémenter la charge et recommencer toutes les Etapes citées des le début.

(o)

l Lecture des donnés |
|

Pour tous les incréments de charge

v

Actualisation et
matrices de rigidité élémentaire dans la
matrice de rigidité global de la structure.

Y

Assemblage du vecteur de charge incrémental

A J

Résoudre les équations
Ajouter les incréments de déplacement

aux déplacements actuels.

[

our tous les éléments

Lt

Déterminer les
éléments pour déplacements actuels.

Utiliser les
déterminer les contraintes internes et les
forces nodales élémentaires internes.

Déterminer les forces résiduelles.

Non

assemblage des
Etape 1
Etape 2
d’équilibre.
Etape 2
déformations  des| Etape 3
lois constitutives pour
Etape 4 -11

Etape 13 et 14

Rigidité
tangentiellg

Méthode
d’itératio

Rigidité initiale

| Imprimer les déplacements, forces et contraintes. J

Non Toutes les étape

de charee

Figure 3.35 : Organigramme dc solution.
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4.1 Introduction :

Le logiciel ANSYS est basé sur Ja méthode des ¢léments finis. il est capable d"analyser les problemes
de la statique. de a dynamique. du transfert de chaleur, d’écoulement des fuides et d™électromagnétique.
Dés sa création en 1971, le togiciel a connu plusicurs développements. qui ont étendu le champ de son
application. La version ANSYS.9 qu'on a utilisé lors de notre étude est munie d'une interface graphique
GUI qui facilite la tdche a Putilisateur. et elle est dotée d’une bibliographie d¢léments assez riche
capable & satisfaire pratiquement tous les problémes pratiques de modélisation. Le logiciel est aussi
capable de résoudre des problémes non linéaires tels que ceux trouvés dans la mécanique des solides avee
des modéles des matériaux assez variés, el des techniques de convergence les plus performantes.

Dans ce chapitre on va présenter la modélisation numérique par le biais du logiciel ANSYS des
poutres renforcées sur leurs faces tendues par des plaques d’acier ou de CFRP. Les types des éléments
utilisés dans cette étude, ainsi que les modéles des matériaux choisis vont étre présentés. 1 est a noter que
la modélisation entreprise lors de cette étude moyennant le logiciel ANSYS est de type 3D

4.2 Types des éléments :

4.2.1 Acier de ferraillage :

L’élément Link8 a été utilisé pour modéliser I’acier de ferraillage. C’est un €iément linéaire a deux
nceuds. Chaque neeud ayant trois degrés de liberté — translation dans les directions nodales x, y et z -
(Figure 4.1). Cet élément est aussi capable d’avoir des déformations plastiques. Un joint parfait entre le
béton et ’acier de ferraillage a été considéré lors de cette étude. Ceci implique que le glissement relatif
entre I’acier et le béton n’est pas permis et les nceuds de I’élément sont confondus avec ceux des €léments
du béton adjacents. Les constantes réelles associées avec cet élément sont sa section transversale et sa

déformation initiale qui a été prise nulle dans notre étude [101]. Les hypotheses associées avec cet
élément sont :

- Chargement axial a ces extrémités uniquement.

- Lalongueur et la surface de I’élément ne doivent pas étre nulle.

- La température est variée linéairement le long de I’¢lément.

- La déformation initiale est utilisée dans le calcul de la matrice de rigidité dans la premiere
Hération.

Figure 4.1 : Link8 — Elément linéaire 3-D (4NSYS 1998

4.2.2 Plaque d’acier et de CFRP :

Les plaques sont modélisées par un ¢lément solide & huit (08) nceuds (Solid43). Chague neeud de cel
¢lément avant trois deerés de liberté - translation dans les directions nodales x, y ¢t 7 - Cet élément ¢y
capable davoir des déformations plastigues [101]. La géométrie et la position des neeuds de cet élémen
sont montrées dans fa tigure 4.2,
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M*
N

Figure 4.2 : Solid45 — Elément Solide 3-D (4NSYS 1998)

4.2.3 Béton armé:

Pour le cas du béton, le logiciel ANSYS utilise ["élément Solid65. Cet élément ayant les méme
proprié¢tés que I’élément Solid45, mais il offre en plus la possibilité d’inclure i’acier de ferraillage dans
I’éiément, en définissant le rapport de volume de [’acier sur le volume du béton (appelé smeared concept).
L’élément est capable d’avoir des déformations plastiques, la fissuration dans les trois directions
orthogonales, 1’écrasement du béton et le fluage. La géométrie et la position des nceuds de cet élément
type est montré dans la figure 4.3. L’utilisation de cet élément est limitée par les conditions
suivantes [101] :

- Laissuration n’est possible quaux points d’intégration dans les trois directions orthogonales.

- Le concept d’une fissuration continue est utilisé.

- Imitialement le béton est considéré comme un matériau isotrope.

- Sion utilise I'option de renforcement de I"élément du béton, I’acier est supposé continu a travers
I’élément.

- La surface de charge utilisée est celle de Drucker-Prager. Dans ce cadre la plasticité est effectuée
avant la vérification de la fissuration et de 1’écrasement.

Le joint entre la plaque et le béton est considéré comme parfait. Ceci conduit 4 lier les neeuds de
I’élément représentant fa plaque directement aux nceuds de 1’élément correspondant du béton comme
montré dans la figure 4.4b. Cette supposition du joint parfait a été justifiée expérimentalement suite 4 la
résistance relativement élevée de la résine époxyde.
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Figure 4.3 : Solid65 - Elément Solide 3-D du béton armé (ANSYS 1998 )

Elfi_\ment Solide dg béton

I
e : —— ——-e
) _ /// “')//’_./7. /h’ /// - - ) . -
. pr - ‘ / /:-'o
Elément Léniaire Elément Solide de FRP
{a) (b)

Figure 4.4 : Connectivité des éléments : (a) élément solide du béton et
I"élément linéaire ; (b) éléments solides du béton et 1’élément de la plaque.

4.3 Modéles des matérianx
4.3.1 Aciers de ferraillage et plague d’acier:

L acier de {erraitlage a été modélisé d une maniére discréte, c.a.d 1o béton armé est compose par deun
matérianx et deux éléments ditférents.

[.a relation contrainte - déformation pour un élément hinéaire de Facier est dounée par :
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ol TEm 0 000 0 0] e

. 0 0 0 0 0 0y, enb

o’ _ 0 0 0 0 0 0flel :{D,.}E,':_,- il
o 1o 00 00 0lle et

o, 0 0 £.. e

o] 10 0 0 0iien &l

Ou E': Module de Young de Facier.

On remarque que toutes les composantes de contraintes sont nulfes sauf la contrainte axiale dans la
direction x (o, ).

Le comportement de 1'acier des barres et des plaques a été supposé suivre un modele élasto -
plastique “:'inéaire, identique en traction et en compression. La figure 4.5 montre la relation contrainte —
déformation adoptée dans cette étude.

Compression

-Ey

Traction

- Iy

Figure 4.5 : Courbe contrainte — déformation pour I’acier de ferraiilage.

Les données de Pacier nécessaires pour la modélisation sont comme suit :

s Module élastique Eg :

¢ (Coefficient du Poison ;

» La contrainte de plastification £,

e le module tangent E; d’écrouissage.

4.3.2 Plaque composite FRP :
Dans cette étude. uniquement un laminé unidirectionnel a ét¢é considéré. Un modéle de comportemen

de matériau ¢lastique linéaire jusqu’a la rupture a été considéré (Figure 4.6). les données de 1a plague d
FRP nécessaires pour le modéle des éléments finis sont comme suit :
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e Module dastique I -

¢ Coclficient du Poison ;

e Lacontramnte maximale frr ;

e Ladéformation de rupture &,

> a

Figure 4.6 : Courbe contrainte — déformation pour le FRP.

4.3.3 Béton :

Le développement des modéles de matériaux pour le béton est trés difficile. Le béton est un matériau
fragile, son comportement en compression différe de celui en traction. Sa résistance en traction est
comprise entre 8 et 15 % de sa résistance en compression. (Figure 4.7)

-
A
. Contrainte maximal de compresion
cu N o s .m T
Eo |
Adoucissement
Compresion
=
—-E
- |
€ Ecu
. o, = Contrat maximale tracticn
Traction « = Contrainte maximale de traction
\ 4
¥

Figure 4.7 : Courbe contraite - déformation uniaxiale de
compression et de traction du béton f1O2}
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En compression la courbe contrainte — déformation est linéaire élasuque jusqu™a 30% de fa contrante
maximale de compression. Au-deld de ce pomnt, la contrainte augmente graduellement jusqu'a la
contrainte maximale de compression G Aprés le pomt de pic la courbe descend jusqu’a le point
correspond a la déformation ultime €., (phénoméne d adoucissement), ot éventuellement une rupture par
écrasement du béton aura lieuw.

En traction la courbe contrainte — déformation est globalement linéatre élastique jusqu’a la contrainte
maximale de traction. Aprés ce point, la fissuration s’amorce et la contrainte diminue graduellement
jusqu’a zéro [102].

Relation contrainte — déformation uniaxiale de compression du béton :
La relation contrainte déformation uniaxiale pour la compression du béton utilisée par.le programme

ANSYS est basée sur les équations (4.2), (4.3) el (4.4) de (Desayi and Krishnan) [103] et de ( Gere and
Timoshenko) [104].

po—LeE 42
1+ (EJ
&y
£, = 2fe 43
E,
E=L 4.4
E

Ou /: contrainte dans le béton qui correspond 4 une déformation quelcongue €.
E. : module élastique.

f. : Contrainte ultime uniaxiale de compression.

go : déformation correspond 2 la contrainte ultime f, .

Comportement linéaire du béton :

Dans le domaine élastique le comportement du béton est linéaire. La relation contrainte — déformation:
est donnée par :

fo}=[Dk} 45
On:

{cr} : Vecleur de contrainie = {b’x o, ©. 0, O, O, }r

{5" } : Vecteur de déformation = {Ex £, £ &, &, Eﬂ}r

[D] : Matrice des propriétés des matériaux, qui prend la forme suivante :
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d-v) v X 0 (1 0
‘ v (1 -1) v ¥ (¥ (0
Bk v {1-1) { (0 ]
: 1-2v :
pl-— 5 1 o 0 0 {-2) 0 o I 4.6
(1)1 =2 2
' (1-2v)
0 0 0 0 = 0
. 1-2v) |
0 0 0 0 0 ( . |

Ou::
E : Module de Young du béton ;
v : Coefficient du poisson.

Comportement non linéaire du béton :

Le comportement du béton est gouverné par plusieurs phénomenes tels que la plasticité, le fluage, la
fissuration et I’écrasement. La plasticité est un comportement élasto-plastique caractérisé par I’apparition
des déformations irréversibles au-dela d’un certain niveau de contrainte. Pour appréhender ces
phénomenes la matrice des propriétés des matériaux doit étre modifiée a chaque stade ot 'un de ces
phénomenes aura lieu.

a) Fissuration :

La moutiisation des fissures est effectuée en modifiant les relations (o -g). Cette moditication est
caractérisée par la réduction des contraintes dans le plan de la fissure, I’introduction d’un coefficient de
transfert de cisaillement S. La valeur de f est située entre 0.0 et 1.0, avec g = 0 représentant une fissure

lisse (aucun transfert de contrainte de cisaillement), et 8= 1 représentant une fissure fermée (transfert
complet de contrainte de cisaillement) [101].

L.a matrice des propriétés des matériaux pour le béton fissuré dans une seule direction est donn€e par :

E I
0 : Y 0 0 0
(1-v) (1-v)
E 0 - 1 o 0 0
[pe]= 2 (1-v)  (-v) 4.7
+ ’
@+l 0 0 Ay 0
2
0 0 0 0 ! 0
2
0 0 0 0 o A
] 2

Ou :

Lexposant ¢k indique que les relations contraintes N déformations sont écrils dans un svstéme des
coordonnes paraliéle a la direction de la contrainte principale. ol 'axe »** est perpendiculaire 4 la face de
fa Nissure.
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/3, ¢ Coclficient de transfert de cisaillement pour unc fissure ouverte. La valeur de f utilisée dans
plusieurs études des structures en béton armé est varic entre 0.05 et 0.25. Dans notre étude on a effectué
plusieurs analyses pour savoir la valeur qui nous assure la convergence pour une charge modérée. La
valeur la plus convenable émanant de cette étude érait f,=0.25.

R' est un facteur qui représente la relaxation du béton tendu aprés le point de pic. (Figure 4.8)
R'= 0 : relaxation exclue;
R' = le module sécant : relaxation introduite.

1

7; ﬁ - -
E T
_— T T
1 " R I
= } ! \\'“\\

i —/-"‘/-- b e
1 e e e . 8 :
: £ ck 6 e ck 1

Figure 4.8 : La résistance dans les conditions de fissuration (ANSYS 1998).

Ou:
ft : Contrainte de traction uniaxiale.

Tc : Freteur multiplicateur de a contrainte de relaxation en traction (le ANSYS pend la valeur
de 0.6 par défaut)

Si la fissure se renferme. toutes les contraintes de compression normales a la fissure peuvent étr
transféré a travers la fissure. Dans ce cas on introduit le coefficient B, qui représente le coefficient d

transfert de cisaillement pour une fissure fermée. Donc la matrice [D"""] est donnée par :

F(1—1) v v 0 0 0
v (1-v) v 0 0
v % (1) 0 0 0
(1 —- v
*l-—E | o 0 ¢ g 4= 0 0 4
(T+){1 -2 2 -
0 0 0 0 LT;"'—’ 0
- ]
0 0 0 0 0 B 9—-{—‘---} |

l.a matrice des propriétés des matériaux pour le béton fissuré dans deux directions est donnec par
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8 '

’T_ 0 0 0 0 0

0 ‘L; 0 0 3 0
0 0 } 0 0 0|

l'v‘ —_ ;‘
D=k 0 0 0 s 0 0 4.9
2(1+v) -

' i _

0 0 0 0 P 0

2(l+u)

| o 0 0 0 0 B
3 21+v) |

Si fes fissures des deux directions se renferment, la matrice [Dc" ]devient :

[(1-v) Vv v | () 0 0
v 1-v) v 0 0 0
v v (I—v) 0 ¢ 0

1-2 .

plt oo o gt N
1+v)i-2v

0 0 0 0 Q—ELV) 0

1-2

0 0 0 0 0 st 2V)

La matrice des propriétés des matériaux pour le béton fissuré dans les trois directions est donnée par:

L 0 0 0 0 0
E
o Ky 0 0
£
: 0 0 1 0 0
i ck -
o} 0 0 b 0 0 411
2(1+v.)
0 0 0 0 £ 0
21+v)
0 0 0 0 0 i
L 2(1 + V)i

. - . - . - . & . gt e : .
Si les fissures des trois directions se renferment, la matrice lD‘ ]dev:ent comme celle définie dans

I’équation (4.10). 11 faut noté que S, ne doit pas étre inférieur & i

La transformation de la matrice [D‘*J‘,au systeme des coordonnés locale est effectuée via la
forme suivante -

D)= o r+] 4.12

[’1‘“ ] » Muatrice de transformation.
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.- . . . . . . i X iy “is Lk s|is
L¢tat de fissuration d’un point d’intégration est basé sur Ia vateur de déformation €y appelée

« délormation de fissure ». Dans le cas d’unc fissure située i la direction x, cette déformation donnée pi :

N +J——-(i;:_"' +2%) Si aucune fissure n'apparair
VI
g% = £ gt Si la direction vy est fissurée 4.13
e St les directions 'y et z sont fissurées
Ou: g, & et £ les trois composant des déformations dans I’axe de Ia fissure.

Le vecteur {8‘*} est calculé par :

e f=lre e} | 414
Ou:

{g' } : Déformation totale modifié (dans le systeme des coordonnés locales), qui est donnée par :

{5' }-—— {gf'_l }+ {Agn }_“ {Asr’f’ }— {As,f" }

n : Numéro de Iincrément de charge.
sf_!} : Déformation élastique de I’incrément de charge précédent.

{Agu : Incrément de déformation totale (basé sur {Aun }, incrément de déplacement)
{As"'} - Incrément de déformation thermique.

A"} - Incrément de déformation plastique.
a p q

Si &5 est inférieur a zéro, la fissure associé est supposée fermé.
Si &5 est supérieur & zéro, la fissure associé est supposée ouverte.

Si une fissure apparait dans un point d’intégration pour la premiére fois, on suppose que la fissure reste
ouverte dans |’itération sujvante.

b) Critére de rupture du béton -

Si un €lément atteint la contrainte uniaxiale, biaxial ou triaxiale de compression a4 un point
d’intégration. on dit qu’il y a un écrasement dans ce point. L’élément Solid65 définit I’écrasement par une
détérioration compléte de a structure du matériau. Dans les conditions d’écrasement on suppose que {a
résistance du matériau est dégradée & un niveau oii on peut négliger la rigidité d’un élément dans le point
d’intégration en question.

Le critére de rupture du béton dans I'état de contrainte multiaxiale est donné par (Willam et Warnke
[105]):
8§20 4.14
O :
F : Fonction de charge. elle dépend de contraintes principales (Gyp. Gyp, Gup)
S : Surface de rupture. ctle dépend des contraintes principales et des cing paramétres (f. f., fop. (4 et [)

-

ou:
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(; : Résistance ultime de traction uniaxiale

{. - Résislance ultime de compression umaxiale

{., . Résistance ultime de compression biaxial

{1 - Rasistance ultime de compression a | élat biaxial de compression appliqué a I"état de
contrainte hydrostatique o,

f; - Résistance ultime de compression a 1"état uniaxiale de compression appliqué 4 1"état de
contrainte hydrostatique ¢,

Cependant, la surface de charge peut étre définie au minimum a I'aide des deux paramétres, f et f..
Les autres paramétres soni définies par défaut comme suit (Willam et Warnke [ 105])

fr=121 415
fi=145F, 4.16
f,=1725f. _ 4.17

Les trois expressions citées ci-dessus sont valables uniquement lorsque la condition suivanie de 1élat
de contrainte est vérifiée :

lo-hi < ‘ﬁfc 4.1%
Ou: .
o, = ¢tat de contrainte hydrostatique = %(am +0,, +0'Zp) 419

Cependant, I’équation (4.18) est applicable pour des valeurs faibles des composantes de la contrainte
hydrostatique. Si la condition (4.18) n’est pas valide, I’utilisateur doit spécifier les valeurs de fo, fi et f5 .
Autrement, leurs valeurs seront prisent par défaut par le logiciel, et par conséquent les résultats peuvent
étre incorrectes.

La fonction de charge F et la surface de rupture S sont en fonction des contraintes principaleso,, o,

el o, ol :
o =max(c,,,0,.0,) 4.20
o, =mn(o,,,o,,.0, 421
Et: o, 20,20;.

La rupture du béton est caractérisée par quatre domaines

1- 020, 20, 20, (Compresston — Compression — Compression)
2- o, z020, 20, (Traction — Compression — Compression)
3- 0, 20,2020, (Traction — Traction — Compression)
4- o, >0, >0, 20 (Traction — Traction — Traction)
Chaque domaine est caractérisé par une fonction de charge et une surface de rupture indépendanie.
Ces fonctions sonl notées par Fy, F», Fs el Fy. Les surfaces sont notées par S, 83, S; et S4. Les lfonclions

sont discutées en détal ci-dessous :

I- Domaine (Compresston — Compression — Compression) -
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Dans ce domaine le enitére de rupture de Willam et Warnke
prend la forme suivante :

105} est applique, la fonction de charpe

1 2

Fo= :_\/—l_?[(a' -0'3)_ +(o, -o.) +(O-J _Ul)n

oy e
Lo
o
fed

La surface de rupture S est donnée par :
|

S-S = 2r, (f'f —r )cosr; +1, (QJ'I —- 1 ) [4(:‘22 - )cos2 n+5r" —4n r, F | 473

4("22 - )cos2 n +(r2 “or ¥

cosn = 20,79,-0; 4.24

“/5[(01 _0':)2 +(Gz _0'3)2 +(03 _JI)EF

n=ag+ad +a;’ 425

ry=by +b¢ +b,> 4.26
(¢)

=4 427
/e

o, est définie par I"équation (4.19). Les coefficients ag, a;, az, by, b, et b sont donnés par la suite.

%
)
T
P o
e ' n qp:a);,: c};
w
- _\:rz
o
. -
7n
& L %
I T
» Ao eacddige

_Figure 4.9 : Surface de rupture dans le plan des contraintes principales (ANSYS 1998).

La surface de rupture est montrée dans la figure 4.9. L angle de comparaison « angle of Similarity »
gexprime les magnitudes relatives des contraintes principales. Pour tous les dtats de contraintes

multiaxiales. 'angle de comparaison est compris entre 0° < 5 < 60, D aprés I"équation (4.23) lorsque

77=0° la surface S, = r;. lorsque 7= 60° la surface Sy = r2. Donc da fonction 1) représente la surface de
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charge de tous des Glals de contraintes divee = 0% 1. 12 ¢l 57 sont représentés dans L figure 4.9, Les

valeurs des coelficicnts ag. a. et a> sont déterminées par Ia solution du systeme des ¢quations suivant

F
"o, = fio, =0, =0)

If.f 1og, 8 Ja
1 (O‘l ={),O’2 =0, = f«-b) B | é"d, g::" a, 4.28
i; : 1 gi |2 a,

—L(Gl =—6,0, =0, =~0, _fl)

f

Avec :

¢ _ S g N PR R/ | 4.29

ST - T A 5

Les valeurs des coefficients by, b, et b, sont déterminées par la solution du systéme des équations
sulvant :

F _ -
—1(0'120'220;0'3:—fc) ] i i .
I 309 |5 |
3 _1(0-1 =0, =70,0,=—0, fz) - 22 b, 4.30
fc 2 b
F. o o 2
-1 0
| [
Avec
&y=-Th Lo 4.3]
fo 3L
¢, est la racine positive de 1’éguation suivante :
n(¢y)y=a,+ag, +a2§nz =0 4.32
O : ay, a; et a; sont déterminées par |’équation (4.28).
Puisque la surface de rupture doit rester toujours convexe, le rapport (r; / r) doit étre compris entre :
0.5<(r;/r7) <1.25 4.33
Et les coefficients ag, a;, a», by, b, et b> doivent satisfaire les conditions suivantes :
a0>0: LI;SOLGQSO 4.34
bo>0; by <0 b-20 4.35

e profile des fonctions r; et raen fonction de & est montré dans la figure 4.10

La courbe inféricure représente tous les états de contraintes tel que 7 = 0°. alors que ha courbe
supérieure représente tous les états de contraintes el que 7 = 60°. Si le critére de rupture est satisfuir, ke
matériau ¢st considéré écrasé.
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fl ' T,
n=060° e ry “
) / A
L ]
. L_:j ‘;’ch ) ) . ’ é. '
4’2 . é’c l Q’n .
. .
e
..
. C fes
n=40° e F -
7 7 1

Figure 4.10 : Profile de la Surface de rupture (ANSYS 1998).

2- Domaine (Traction — Compression — Compression) :

2020, 20,
Dans ce domaine la fonction F prend la forme suivante :

1
F:Fzz—J%[(az—a3)2+J§+afF 433

La surface de rupture S est donnée par :

¥

Sog _[l_ﬁszz(P§ = p2Joosn + p,(2p, - p,) [4lp? = pi Jeos n +5p% ~4p, p, 43¢
=8, = ! : _
Ji 4(p§ -p! )cos2 ;r;f+(p2 ~2p, )
Ou: cosy ‘est défini par I’équation (4.24) et
P =a,+ax+a,x’ 437
P, = by +bx+b,x* 4.3
Les coefficients ap. a;. a2, ba. by, et b>sont donnés par les équations (4.28) et (4.30). Tandis que :
| 2y
x==lo,+0o,) 4.3
3

Si le critére de rupture est satisfait. la fissuration apparaitra dans le plan perpendiculaire a la contraint
principale &, . L’écrasement peut avoir lieu encore dans ¢e domaine [ 105}

3- Domaine (Traction — Traction — Compression) :

g, z0,2020,
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Dans ce domaine la fonction F prend la forme suivante -

F=t,=0, i=1.2 440

La surface de rupture S est donnée par
[ o, .
S:S3:L l+—%}; i=1,2 . 441
LU
Si le critere de rupture est satisfait pour i = 1, 2, la fissuration apparaitra dans les plans

perpendiculaires aux contraintes principales o, et o,. Sile critére de rupture est satisfait uniquement pour
i = 1, la fissuration apparaitra uniquement dans le plan perpendiculaire a la contrainte principale,.
L.’écrasement peut avoir lieu encore dans ce domaine {105]. '

4- Domaine (Traction — Traction — Traction) :

0, 20,20,20
Dans ce domaine la fonction F prend la forme suivante :
F=F,=oc, i=1,2,3 4.42

La surface de rupture S est donnée par :

S:&:% 4.43

Si le critére de rupture est satisfait dans les directions 1, 2 et 3, la fissuration apparaiira dans les plans
perpendiculaires aux contraintes principaleso,, «, et o,. Si le critére de rupture est satisfait dans les

directions 1 et 2, la fissuration apparaitra dans les plans perpendiculaires aux contraintes principaleso, et
o,. Si le critére de rupture est safisfait uniquement dans la direction 1, la fissuration apparaitra
uniquement dans le plan perpendiculaire a la contrainte principale o, .

La figure 4.11 montre la surface de rupture tridimensionnelle du béton dans le plan des contraintes
principales. Les contraintes principales non nulles les plus importantes sont celles des directions x et y,
représentées par oy, et Oy, respectivement. Trois surfaces de charge sont tracées dans le plan Oy, - Oy,. Le
mode de rupture est en fonction du signe de la contrainte o,, (contrainte principale de 1’axe z). Par
exemple, si oy, €t Oy, sont négatives (compression) et o,, esi légerement supérieur a zéro {traction),
I’élément devra se fissurer dans la direction perpendiculaire de o, Cependant, si G, est nulle ou
iégérement inférieur a zéro I’élément devra s’ écraser (ANSYS 1998).

Dans un élément du béton, la fissuration apparaitra lorsque la contrainte principale de traction dans
n’importe quelle direction dépasse la surface de charge. Aprés la fissuration, le module élastique de
I’élément du béton devient nul dans la direction paralléle a la direction de la contrainte principale de
traction. L’écrasement apparaiira lorsque toutes les contraintes principales sont des contraintes de
compression, el dépassent la surface de charge. Le module élastique dans ce cas est nul dans toutes les
directions. (ANSYS 71998)

L’écrasement du béton se développe initialement dans les éléments situés juste sous la charge
appliquée. En suite, les éléments adjacents s’écraseront au fur el & mesure que la charge angmente.
entrainant une réduction dans la ngidité locale.
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Fissuration fr- . Fissuration
fc

fr [+ U

. Op >0 (Fissuration}

oy, = (Ccrasement)

Fissuration

o, < 0 {Ecrasement)

Figure 4.11 : Surface de charge dans le plan des contraintes principales (ANSYS 1998).

La rupture par compression pure du béton est en réalité inconcevable. Dans un essai de compression,
I"éprouvett= est soumise & une charge uniaxiale de compression. Les déformations de traction induites par
I’effet du Poisson apparaitront dans la direction perpendiculaire 4 la charge. Puisque le béton est fragile
en traction, des fissures seront crées entralnant une rupture éventuelle.

4.4 Résolution numérique du systéme non linéaire :

Dans une analyse non linéaire, la charge totale appliquée sur le modéle d’élément finis est divisée &
une série des incréments de charge. Dans chaque incrément de charge la matrice de rigidité est actualisée.
Le logiciel ANSYS utilise la méthode de Newton — Raphson pour la mise a jour de la rigidité de la
structure. Pour rendre le syst¢me lin€aire, des itérations sont effectuées afin d’obtenir la solution pour
chaque incrément et satisfaire les équations d’équilibre. A la fin de chaque itération un test de
convergence est exécuté dans Ja limite tolérée. 1. analyse est effectuée pour un probléme statique linéaire
de petit déplacement.

4.4.1 Incrémentation :

L’incrémentation est effectuée en utilisant I"option de « Automatic time stepping ». Dans cette option
on doit donner I'incrément de charge initial. I'incrément de charge minimal et I'incrément de charge
maximal. Le logiciel commence le calcul par I'incrément de charge initial, si la convergence de solution
nest pas atteinte. le logiciel commence & nouveau avec un incrément plus petit de la charge. et qui est
compris entre ’incrément minimal et maximal prescril.

4.4.2 Itération :

Le nombre maximal des itérations prescrit était 100 itérations. Ce nombre a é1¢ pris afin d'éviter unc
divergence précoce de la solution. Comme indiqué ci-dessus, ANSYS utilise la méthode de Newton-
Raphson pour actualiser la matrice de rigidité. Plusieurs variantes d’actualisation de cette matrice sont
possibles dans le logiciel :
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- Full Newton-Raphson : la matrice de rigidité est actualisé dans chaque itération.

- Modified Newton-Raphson - la matrice de rigidité tangenticlle est actualisé dans chague incrément
de charge. _

- Inttial Nstiffness - la matrice de rigidité initiale est utilisé dans chaque itération

Dans notre étude on a laissé au logiciel de faire le choix, selon la vitesse de convergence rencontrée lors
de P"analyse.

443 Sowcion:

Le logiciel ANSYS offre des nombreuses méthodes de résofution du systéme d’équations :
- Sparse direct
- Frontale direct
- Itérative

- Pre-condition CG

Dans notre étude on a laissé le choix au logiciel de sélectionner la méthode de résolution la plus
appropriée.

4.4.2 Convergence :

Le processus itérative se continu jusqu’a la convergence. On suppose que la convergence est atteinte
lorsque la condition suivante sera vérifiée :

lAu,| < Tol 4.44
On:

Au; : Incrément de vecteur de déplacement correspond & un incrément de charge.
Tol : Tolérance (dans notre cas Tol = 0.01)

La norme du vecteur de déplacement est la norme Euclidienne, qui est obtenue par :

A = (3 au? )5 - 4.45
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Chapitre V : Etudes Expérimentales et Numériques  des Poutres
5.1 Introduction :

Une simulation numérique en 3D a &té effectuée a Paide du logicicl d'¢léments finis ANSYS. Les
résultats de cette modélisation  numérique seront comparés  dans cc chapitre avee les résultats
expérimentaux, effectués sur trois types de poutres. La premigre est unc poutre en béton arme non
renforcée réalisée par Charif [9). La deuxiéme ¢’est la méme poutre que précédemment mais avec un
renforcement extéricur par unc plaque en acicr. La derniére ¢’cst une poutre cn béton armé renforcée

par des plaques en CFRP cffectuée par M.A.Shahawy ct al. [14].
5.2 Montage et résultats expérimentaux :
52.1 Poutre en BA non renforcée (F01) et poutre renforcée par une plaque d’acier (F11):

Le principe expérimental suivi par Charif [9] consiste & soumetire une série de poutres
isostatiques en béton armé, A un essai de flexion & quatre points. La poutre Fil est identique 2 la poutre
FO1 avec I’addition d’une plaque d’acier collée par le biais d’un joint en résine époxyde a sa face tendue,
comme montrée dans la figure 5.1. Les deux poutres ont ¢té testées a 42 jours. Les caractéristiques de ces

deux poutres sont les suivantes :

fargeur = 155 mm

hauteur = 255 mm

portée =2300 mm

longueur =2500 mm_

armature tendues A,=3HA20 =942 mm?
armature comprimés Ay’ =2 @ 6 =56.52 mm’
Dimension nominale des agrégats : 10 mm
Colle : targeur =125 mm épaisseur = .5 mm

Plaque d’acier :  largeur = 125 mm  épaisseur = 1.5 mm

Les propriétés des matériaux sont données dans le tableau 5.1.
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3 [55 y 1’2 l‘* 766 l P/2
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3HA20 | |
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Plaaue ‘Jﬁﬁ%% ‘ \IOQ‘QQ{ 2200 ';\ 150 5|
2300 5,
Figure 5.1 : Montage expérimental de la poutre FOI et F11.
Matériaux | E (MPa) v f’c de cube (MPa) ¢ (MPa) £y. 107
Béton (F01) 30740 0,16 52.4 393 4.0
Béton (F11) 30740 0,16 533 3.52 4.0
a) Béton
Matériaux E(MPa) | v f.(MPa) | f.(MPa) | .10 | ¢.10°
Acier HA 200000 | 0,30 430 585 2.00 4.97
Plaque (F11) 200000 | 0,30 246 339 1.23 7.10
b) Acier
Matériaux E( MPa) v Résistance 2 la traction (MPa)
Colle 1200 0,499 7.82
¢) Colle

Tableau 5.1 : Propriétés des matériaux {9]

Les principaux résultats présentés par Charif {9] sont les suivants :

Toutes les poutres ont atteint leurs résistances flexionnelles ultimes et leurs ruptures s’effectuent
principalement par écrasement du béton, suivie par une plastification des aciers longitudinaux et de la
plaque. L’apparition des premiéres fissures et leurs propagations ont été détectées visueliement ct
marquées aprés chaque incrément de charge. Les courbes 5.2 et 5.3 montrant respectivement la fléche et
la déformation du béton comprimé & mi-travée confirment clairement Peffet bénéfique du renforcement
sur le comportement des poutres qui se traduit notamment par la réduction des fleches et des

déformations, et "augmentation des charges de rupture et de fissuration (Tableau 5.2).
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Figure 5.2 : Courbe Charge — fléche i mi-travée. [9]

Figure 5.3 : Courbe Charge — déformation
du béten comprimé & mi-travée. {9]

P Charge de premiére Charge de rupture Déformation dans le béton
outre
fissuration (kN) (kN) tendu a la 1°* fissuration 10%)
Foi 30 210 162
Fiu 40 239 178

Tableau 5-2 : Charges et déformations des poutres Fo, Fi1.[9]

La figure 5.4 montrant la courbe Charge — Déformation de la plaque confirme I’efficacité de ce

systéme de renforcement qui est traduit par une plastification de la plaque avant la rupture de la poutre.

1
250 -
.__—/___4—-.
| —w—F11] -
200 - |
—_ ./
Z 150
b ]
S 1004 4
-1'
/
-
s0 4/ -
»
i
-
- ' i :
Q v T  —— 1
o 1 2 3 4 5 6
Déformation de la plaque (10}

Figure 5.4 : Courbe Charge — délormation de la plaque d acier. §9]
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e plus, il y'a licu de relever Ueftet de retardement dans Papparition. de I’a- premiére (issure
dit au renforcement. Ce tait est souligné par I"augmentation trés nette de [a charge de la pfcmiérc
fissuration de 1a poutre Fyy. Le deuxiéme poiat est que le renforcement semble augmenter la capacité de
déformation de la poutre qui est misc en relief par 'augmentation de la déformation 4 fa premiére
fissuration, ce qui autorise a supposer que le renforcement agit favorablement sur la ductilité de fa poutre.
Enfin, on constate, comme prévu, une augmenitation de la charge de rupture de la poutre F|; suite &
I"ajout de la plaque.

5.2.2 Poutre en BA renforcée par une plague de CFRP (S6-PRE3) {14] :

L’¢tude expérimentale consiste d’examiner une série de poutres renforcées sur feurs faces tendues
par coilage des plaques en plastique renforcé par des fibres en carbone (CFRP). Les poutres ont été
- dimensionnées de telle maniére que la rupture s’effectuera par flexion. Le dispositif expérimental adopté
pour ces essais est montré dans la figure 5.5, tandis que les données expérimentales sont comme suit

1- poutre :

largeur = 203 mm

hauteur = 305 mm

portée =2439 mm

longueur =2743 mm

armature tendues A,=2T13 =265 mm’

armature comprimé A.=2T3 = 7.07 mm®
2 -colle:

largeur = 203 mm

épaisseur : n’a pas été maintenue d’une rﬁanic‘:re rigourcuse.
3 - plaque de CFRP :

largeur =203 mm

épaisseur = (.34036 mm

N P/2 | 305 P2
2 | |

251 305
2HAI3 l I
54 >
Coll
Plaau:t 203 | ’(<|5%\ \l%\ 2159 l“i‘ 292 [
2439

Figure 5.5 : Montage expérimental.
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Parmi ics poutres testées on a choisi fa poutre (S6-PRE3) qui a été renforeée par deux couches de
CFRP avee des fibres unidirectionnelles. Les propriétés des matériaux reportées dans [14] sont donndes
COmme suit
[- Béton :

Résistance a la compression (cylindre) 4 28 jours f°= 41.4 MPa

Dimension maximale des agrégats : 19 mm

2-_Acier de ferraillage :
Résistance de plastification : fe = 468.843 MPa.

3- CFRP :
Résistance a la traction : = 2757.9 MPa
Module de Young : E = 141.3 GPa
Poids surfacique : 1.72 Pa
Teneur en résine : 35 %

Coefficient du Poisson ; 0.25

4- Colle :
Résistance i la traction = 60.3 MPa.

Résistance a la compression = 120.5 MPa.

Les figures 5.6 & 5.8 montrent respectivement les variations de la fléche, déformation du béton
comprimé et déformation de la plaque avec le moment appliqué 4 mi-travée., Comme dans le cas de la
plaque d’acier, I’adjonction des plaques CFRP a un effet bénéfique sur le comportement de la poutre
caractérisé notamment par une augmentation de la rigidité, un retardement dans la fissuration et une

augmentation de 1a capacité flexionnelle de la poutre. (Tableau 5.3)

Moment de Moment | Charge Mode de i'upture
Poutre premiére nominal ultime

fissuration (kN.m) (kN.m) (kN)

] Ecrasement du béton —
S5-PRE! 11.87 52 97.923
Déchirure longitudinale de CFRP

Tableau 5.3 : Charges et déformations de fa poutre S5-PREL.[14)
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Figure 5.8 : Courbe moment — déformation de la plaque de CFRP. [14]

5. 3 Modélisation numérique :

5.3.1 Poutre en BA non renforcée (F01):
5.3.1.1 Maillage de la poutre :

Les résultats expérimentaux cités ci-dessus ont servi de base de comparaison aux résultats
obtenus par le logiciel ANSYS. La poutre étant symétrique, seul une moitié a été modélisée (Figure 5.9).
Pour éviter les problémes numériques liés & 1a concentration des contraintes, la force a ét€ appliquée sous

forme d’une pression (charge répartie sur une surface).
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Figure 5.9 Modélisation numérique de la poutre FO1.

Pour en assurer une bonne convergence des résultats numériques, le maillage adopté a été

suffisamment affiné. Cependant, les dimensions minimales des éléments ont été gouvernées par la

dimension maximale des agrégats (dimension minimale de I'élément est supérieure a deux fois la

dimension maximale des agrégats). Le modéle utilise deux types d’éléments : €lément solide a huit

noeuds (Solid 65) représentant le béton, et ¢lément de barre a deux nceuds (Link 8) représentant Pacier

d’armature. Les liaisons entre les différents éléments sont considérées comme rigides. Le tableau 5.4

résume la topologie de la maille utilisée.

Poutres Solid 65 Link 8 Total
Nombre des nceuds / / 840
Nombre des éléments 560 100 660
Nombre total des nceuds bloqués 45 / 45

5.3.1.2 Rdésultats numériques et comparaison:

Tableau 5.4 : Topologie de la maitle. Poutre FO!

Les résultats du modéle numérique sont comparés aux résultats expérimentaux. La charge a &€

" incrémentée automatiquement a P’aide du logicie! ANSYS. Toutefois, afin de comparer les fléches et les

déformations dans les poutres avec les résultats expérimentaux, la charge de 100 kN a été prise comme

référence, vu que ces résultats ont été tabulds dans [9].

Numérique (mm)

Expérimentale (mm)

% Erreur

fléeche (mm)

5.452

6.10

10.6%

Détormation du béton
comprimé (10)

0.86

21.8%

Tablecau 5.5

: Valeurs a mi-travée a 100 kN.
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\ . N Déformation dans Charge Charge de
FILCh‘c dla ) Charge de le béton tendu 2 la | d’éerasement | plastification |
rupture ru{){?\l}lrc 1°" fissuration du béton des aciers
(mm) &N (10) (kN) (kN)
NUM 19.91 201.37 130 116.25 181.81
EXP 211 210 162 A /
% Erreur 563% | 4.10% 19.75 % : / ' /

Tableau 5.6 : Charges et déformations de la poutre FOI.

Les tableaux 5.5 et 5.6 présentent I’ensemble des résultats numériques et expérimentaux a mi-
travée de la poutre, ainsi que les pourcentages des erreurs. Les figures 5.10 et 5.11 montrant les variations
de la fleche et la déformation du béton comprimé en fonction de la charge confirment la validité du
modéle a retracer I’historique du comportement de la poutre. De plus, if y’a lieu de noter que la fleche
obtenue du logiciel ANSYS ne dépend pas pratiquement de la position du point ou nacud de la section
médiane comme montré dans la figure 5.12. Ceci implique que la section médiane (& mi-travée) subit un
déplacement vertical d’ensemble avec des déformations locales négligeables. Les tableaux 5.5 et 5.6 ainsi
que les figures 5.10, 5.11 et 5.13 montrent que les résultats numériques sont dans Pensemble plus proche

des résultats expérimentaux notamment au stade de la rupture.
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Figure 5.10 : Courbe Charge — Fléche de la Poutre FOL. Figure 5.11 : Courbe Charge - Délormation du
bélon comprimé de la Poutre FOL.
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5.3.2 Poutrc en BA rcnforcée par une plague d’acier (Fi1):

5.3.2.1 Maillage de la poutre:

Les résultats expérimentaux cités ci-dessus ont servi de base de comparaison aux résultats obtenus
par lc logiciel ANSYS. La poutre étant symétrique, seul une moitié a été modélisée (Figure 5.14). La

charge est appliquée sous forme de pression.

Le maillage adopté pour cetle poutre est identique & celui de la poutre FOI, avec "addition des
éléments de la plaque. Cette derniére est représentée par des éléments solides 4 huit noeuds (Solid 45). Le

tableau 5.7 résume la topologic de la maille utilisée.
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Figure 5.14 Modélisation numérique de la poutre F11.
Elément Solid 65 Solid 45 | Link 8 Total
Nombre des nozuds / / / 935
Nombre des éléments 560 72 100 732
Nombre total des neeuds bloqués 45 5 / 50

Tableau 5.7 : Topologie de la maille. Poutre F11

5.3.2.2 Résultats numérigues et comparaison:

Le tableau 5.8 regroupe les résultats trouvés a 100 kN, tandis que le tableau 5.9 présentent les
résultats au stade de la rupture.

Numérique(mm) | Expérimentale(mm) | % Erreur -
Fléche (mm) 4.45 4.85 82%
Déformation de béton comprimé(] 0 ) 0.77 0.94 18.1%
Déformation de la plaque (107) 1.08 1.1 1.8%
Tableau 5.8 Valeurs a mi-travée 4 100 kN. Poutre F11
Charge de Fleche 2 'Charge Chzfrge t!e Clllarge.de
rupture (kN) Ia rupture d’ecr"asement plastl.ﬁcation plastification de
(mm) du béton (KN} | des aciers (kN) | la plaque (kN)

NUM 241.8 20.018 145.6 221.65 107.26
EXP 239 21.8 / ! /
% Erreur 1.17% 8.17 % / / /

Tableau 5.9 : Charges et déformations de la poutre F1 1.
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Les résultats des tableaux préeédents  démontrent la bonne concordance entre les résultats

numdérigues ct expérimentaux, avee unc crreur ne dépassant pas les 20 %.

Les variations de la fleche, ta déformation du béton comprimé et la déformation de la plaque en
fonction de la charge appliquée sont présentées dans les courbes des figures 5.15, 5.17 ¢t 5.19. Le schéma

de fissuration de la poutre au demier stade de chargement est présenté dans la figure 5.21.a.

Ces résultats numérigques confirment Paptitude du modéle numérique a reproduire les résultats
expérimentaux notamment aux stades des comportements élastiques et a la rupture. Cependant, un Iéger
décalage entre les résultats numériques et expérimentaux est observé au stade de la fissuration
systématique o la dégradation de la rigidité suite 4 la propagation dc la fissuration n’est pas trés bien
appréhendée par le modéle numérique. Ceci est vraisemblablement di aux modéles de matériaux intégrés
dans ’ANSYS et qu’on a pas la possibilité de les modifier. Ces modéles ne prennent pas en charge la
dégradation graduelle du béton suite 4 la fissuration (réduction de v et de G). Pour les déformations I’écart
constaté notamment au stade de la rupture est probablement di a des erreurs.expérimentales. De plus ces
déformations sont généralement la moyenne des déformations sur la longuecur de la jauge et leur valeur est

trés sensible aux fissures qui peuvent traverser cette longueur.

11 est & noter que suite aux problémes rencontrés lors de la discrétisation, la largeur de la plaque dans
le modéle numérique a été prise égale a la largeur de la poutre tous en gardant la méme surface de la
plague que le modéle expérimental. Il s’agit tous simplement d’augmenter la largeur de la plaque et
diminuer son €paisseur pour garder la méme surface de la plaque. Afin d’explorer d’autres alternatives de
discrétisation, la plaque a été modélisée moyennant des éléments linéaires unidimensionnels. Les résultats
trouvés & I’issue de cette modélisation sont montrés dans les figures 5.16, 5.18, 5.20 et 5.21.b. Les figures
5.22 et 5.23 montrent que les deux méthodes de discrétisation conduisent pratiquement aux mémes
résultats de la fléche et la déformation du béton comprimé. Cependant, I’examen minutieux des schémas
de fissurations (Figure 5.2 1) montre que la fissuration et plus particuliérement 1’écrasement du béton est

plus répartie dans le cas d’une représentation unidimensionnel de la plaque.
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Dec plus, toutes les poutres ont aticint leurs résistances flexionnelles ultimes et leurs ruptures

s’effectuent principalement par écrasement du béton, suivi par une plastification des aciers longitudinaux,

conformément aux observations expérimentales.
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Conformément aux constatations expérimentales, les schémas de fissuration oblenus du modcle
numérique indiquent la présence des fissures verticales de traction @ mi-travée, et des fissures de
cisaillements inclinées qui émanent des appuis. La zone d*écrasement du béton comprimé est située enire

les deux points d’apptication de la charge.

5.3.3 Poutre cn BA renforcée par unc plaquc en CFRP (S6-PRE3)}:
5.3.3.1 Maillage de la poutre :

Etant donné que la poutre est symétrique uniquement unc seule moitié a ét¢ mod¢lisée (Figure 5.24).

La charge est appliquée sous forme d’une pression. Le tableau 5.10 résume la topologie de la maille

utilisée.

P2
x - 1
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«
o
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Béton |, >
4
>
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”|
CFRP /
Figure 5.24 Modélisation numérique de la poutre S6-PRE3.
Elément Solid 65 Solid 45 Link 8 Total
Nombre des nceuds / / / 720
Nombre des éléments 400 68 80 548
Nombre total des nozuds bloqués 35 5 / 40

Tableau 5.10 : Topologie de la maille. Poutre S6-PRE3.

5.3.3.2 Résultats numériques et comparaison:

Vu que les résultats expérimentaux [14] sont présentés en terme de moment fléchissant, les résultats
numériques obtenus du logiciel ANSYS ont été transformés pour correspondre au moment au lieu de la
charge appliguée. 11 s agit tout simplement de calculer le moment fléchissant par :

M=a.P/2

Avee : a = la distance entre le point d application de la charge et le point d*appui = 1067mm.
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e tablcau 5.1 présente les résultats numériques et expérimentaux @ mi travée pour un moment

applique ¢gal a 25 kN. Tandis que le tableau 5.12 présente les résultats au stade de la rupture.

Numérique(mm) | Expérimentale(mm) | % Errcur
Fléche (mm) 5.06 5.73 .7 %
Déformation de béton comprimé (107) 0.618 0.60 3.0%
Déformation de la plaque (107) 2.32 1.80 28.88 %
Tableau 5.11 : Valeurs a mi-travée 3 M = 25 kN.m
’7 Fléchea | Moment de Déformation de Moment Mm?]ent fie
N ; ére ’z plastification
la rupture rupture béton tendu a la 1 d’écrasement du des aciers
(mm) (kN.m) fissuration (10°%) béton (kN.m)
{kN.m)
NUM 26.8 519 188 42.10 36.39
EXP 24.5 52 / /. /
% Erreur 9.38% 0.03% / / /

Tableau 5.12 : Charges et déformations de la poutre S6-PRE3.

Les variations de la fieche, la déformation du béton comprim¢ et la déformation de la plague en
fonction du moment appliqué sont présentées dans les courbes des figures 5.25 4 5.27. Le schéma de

fissuration de 1a poutre au demier stade de chargement est présenté dans la figure 5.28.
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Figure 5.25 : Courbe Moment appliqué — Fléche

Poutre S6-PRE3

Figure 5.26 : Courbe Momenti appliqué - Déformation

du béton comprimé. Poutre $6-PRE3,
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Figure 5.27 : Courbe Moment appliqué ~ Déformation Figure 5.28: Schéma de fissuration du béton de la poutre S6-PRE3.
de 1a plaque CFRP. Poutre $6-PRE3

Les résultats montrés indiquent globalement que le modele numérique est apte & décrire
convenablement le comportement de la poutre en terme de la fieche et a un degré moins la déformation
du béton comprimé. Cependant, un écart plus en moins important entre les résultats du modéle
numérique et ceux du modéle expérimental est constaté pour te cas de la déformation de la plaque et le
cas du schéma de fissuration. Pour le cas de la déformation de la plaque, ceci est probablement dii,
d’une part, a la discrétisation utilis¢e ol la couche trés mince de la plaque (0.34 mm) a ét¢ modélisce
par le biais des éléments solides en 3D. De P'autre cOté, la nature méme de CFRP ne peut pas €re
convenablement appréhendée par des éléments solides isotropes, car le matériau CFRP est un matériau
orthotrope ayant des propriétés trés différentes dans les trois directions. Un élément multicouche aurait
été plus avantageux pour ce type de matériau. D"autre part, cet écart est dii aux erreurs expérimentales.
Dans ce cadre, il est a noter que I'épaisseur des jauges de contrainte généralement commercialisées
dépasse 0.3 mm ce qui les rend pratiquement inadéquates pour mesurer les déformations de la plaque
du CFRP utilisée. Pour le cas de fissuration, il est notoire que I’approche de fissuration continue
« smeared crack » a une tendance a répartir la fissuration sur une zone plus étendue de ce qui se passe
en pratique. Par conséquent, la méthode n’est pas apte a reproduire les cas ol quelques fissures

seulement se développent et entraine la rupture de I’élément.
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Dans I’étude que nous tenons de présenter, nous nous sommes fixé pour objectif fa modélisation non
lin¢aire d’une poutre en béton armé renforcée par collage de plaques (Acier ¢t CFRP) extérieur sur les
faces tendues.

Bien que le théme ait fait Pobjet de nombreuses études expérimentales et numériques, certains aspects
du comportement d’ensemble des structures en béton armé renforcées par collage de plaques extéricures
restent encore a éclairer. Notre contribution consiste A trouver un outil de calcul qui nous permet
d"évaluer les contraintes et les déformations afin de dimensionner ce type de structures, et d’analyser en
détail les comportements physiques des matériaux. Le recours a I’analyse non linéaire par la méthode des
¢léments finis est la procédure la plus appropriée pour répondre A ces attentes. Vu le progrés important
dans le domaine d’informatique, nous avons utilisé le logiciel ANSYS, qui nous permet de modéliser
précisément le comportement de structures en béton  armé. En utilisant une discrétisation
tridimensionnelle, nous avons choisis les types des €léments, ainsi que les modéles des matériaux les plus
convenable dans la modélisation des différents matériaux de la poutre renforcée. Cela est accompli aprés
un tour d’norizon que nous avons effectué sur les travaux experimentaux, analytiques et numériques
¢laborés dans la revue bibliographique, et ainsi que sur les différents modéles des matériaux utilisés pour
la modélisation de comportement du composite béton armé renforcé.

Les résultats numériques obtenus par le logicie]l ANSYS ont servi de base de comparaison aux
résultats expérimentaux. Les principales conclusions peuvent s’énoncer comme suit :

e Les résultats numériques obtenus montrent globalement une bonne concordance avec les
résultats du modele expérimental, et confirment clairement 1’effet bénéfique du renforcement
sur le comportement des poutres, qui se traduit notamment par la réduction des fléches et des
déformations, et I’augmentation des charges de rupture et de fissuration.

* Les courbes charge N fléche confirme la validité du modéle i retracer I'histoire du
comportement de ia poutre.

® L’écart plus en moins important dans les déformations, notamment au stade de la rupture est dii
vraisemblement aux erreurs dans les mesures expérimentales, ainsi aux limitations du modéle
numeérique pour discrétiser les éléments de faible épaisseur comme la plaque de renforcement.

Bien entendu, ce travail n’a d’autres prétentions que d’étre plus exploratoire et il reste bien plus de

probléme & examiner qu’il n’en été résolu, par exemple :

* Une ¢étude plus profonde et plus avancée sur les éléments d’ancrage de la plaque de
renforcement pour éviter la rupture prématurée de la plaque.

* La prise en compte des éléments d’interface afin de stmuler le comportement de ta plaque.
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