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RESUME

Les matériaux a gradient fonctionnel ou a gradient de propriétés (FGM) sont une nouvelle
gamme de matériaux composites ayant une variation graduelle et continue des fractions volumiques
de chacun des constituants (en général, métal et céramique) a travers 1’épaisseur, induisant des
changements en conséquence des propriétés thermomécaniques globales de 1’élément structural
qu’ils constituent. Ils ont été congus pour pallier aux problémes engendrés par des environnements
thermiques sévéres. Ce travail de recherche est justement consacré a I’étude des vibrations libres
des poutres et des plaques FGM soumises a des contraintes thermiques initiales. Les équations du
mouvement sont développées en vertu du principe de Hamilton. Dans un premier lieu, la poutre
métal-céramique est analysée sous deux formes: la poutre symétrique dont les équations sont
résolues par une méthode analytique développée dans le cadre de ce travail et proposée sous deux
variantes, ensuite la poutre FGM non symétrique dont les équations du mouvement sont résolues
par la DQM et la méthode de Ritz. En second lieu, la plague FGM est étudiée et analysée. Ses
équations sont développées sous une forme unifiée permettant de prendre en considération
n’importe quelle théorie de déformation par un simple changement de parameétre. La résolution du
probléme de la plaque est réalisée grace a la méthode de Ritz. L’étude paramétrique menée, permet
d’analyser I’influence de la variation de la température, de la géométrie, des conditions aux limites
et de I’index de la fraction volumique du métal et de la céramique, sur les fréquences naturelles des
poutres et des plagues FGM. Différents types de matériaux a gradient fonctionnel (P-FGM, E-FGM
et S-FGM) sont analysés. De multiples théories de déformations en cisaillement des poutres et des
plaques sont appliquées, et une nouvelle théorie d’ordre supérieur est proposée et validée par des
comparaisons. Les résultats obtenus révélent que ’effet de la variation de la température dépend
des conditions aux limites imposées a la structure, qu’une élévation uniforme de la température a
plus d’effet sur les fréquences naturelles qu’un gradient de température, qu’une structure mince est
plus vulnérable a la température qu’une structure épaisse, que le mode fondamental est plus
sensible au parameétre température que les modes d’ordre supérieur et que 1’index de la fraction
volumique (concentration de métal et de céramique) a aussi un effet important sur les fréquences

naturelles des éléments structuraux étudiés.
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SUMMARY

Functionally graded materials (FGM’s) are a new kind of composite materials
which have a gradual and continuous variation of the volume fraction of each component
(usually metal and ceramic) through the thickness direction, leading to changes of global
thermo-mechanical properties of the structural element they represent. They were designed
to overcome the problems caused by severe thermal environments. This research is
precisely devoted to the study of free vibrations of FGM beams and plates subjected to
initial thermal stresses. The equations of motion are developed using the Hamilton’s
principle. In first time, a metal-ceramic beam is analyzed in two forms: the symmetrical
beam whose equations of motion are solved by an analytical method developed in this
work and available in two variants, then the asymmetrical FGM beam whose equations of
motion are solved by the DQM (differential quadrature method) and the Ritz method. In
second time, is studied and analyzed an FGM plate whose equations are developed in a
unified form to consider any shear deformation theory with a simple parameter’s change.
The problem of free vibrations of the FGM plate is solved using Ritz method. The
parametric study conducted, can analyze the influence of temperature variation, geometry,
boundary conditions and index of the volume fraction of metal and ceramic, on natural
frequencies of FGM beams and plates. Different types of functionally graded materials (P-
FGM, E-FGM and S-FGM) are analyzed. Many shear deformation theories of beams and
plates are applied, and a new higher order theory is proposed and validated by
comparisons. The results show that the effect of temperature change depends on the
boundary conditions imposed on the structure, that a uniform temperature rise has more
effect on natural frequencies than a gradient of temperature, that a thin structure is more
vulnerable to temperature change than a thick one, that the fundamental mode is more
sensitive to the temperature than higher order modes and that the index of the volume
fraction (concentration of metal and ceramic) has also a significant effect on the natural

frequencies of the structural elements studied.
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INTRODUCTION

Le monde industriel est en perpétuelle évolution et en quéte obsessionnelle de la
perfection. Cette évolution et cette perfection ne peuvent se concrétiser sans 1’avancée de
la science qui met a la disposition de I’industrie les résultats d’une recherche scientifique
permettant de concevoir des procédés novateurs et porteurs de développements industriels.
Les matériaux sont considérés comme un axe de recherche trés porteur car toute piéce, tout
composant, toute machine est a la base un matériau, et innover dans cette discipline c’est
révolutionner le monde de I’industrie. Depuis la nuit des temps, le moteur de la découverte
de nouveaux matériaux a plus ou moins obéi a une double démarche. Cette double
démarche est associée aux problémes que 1’homme doit résoudre pour sa vie matérielle
d’une part et a son besoin intellectuel de connaitre et de comprendre le monde qui
I’entoure d’autre part. Il y a donc des matériaux qui ont été congus pour répondre a un

besoin technologique spécifique.

Lorsque les matériaux métalliques conventionnels ont commencé a montrer leurs
limites face a une conception de pieces et de machines de plus en plus sophistiquées et
soumises a des contraintes de plus en plus complexes, les matériaux composites sont venus
apporter quelques solutions a ces limites. Un matériau composite est un matériau
généralement constitué de deux ou plusieurs matériaux de natures différentes dont
I’association confere a I’ensemble des performances supérieures a celles des composants
pris séparément. Il est constitué¢ d’une matrice dans laquelle sont enrobées des particules ou
des fibres qu’on appelle « renfort ». Ainsi, des propriétés telles que la rigidité, la résistance
a la fatigue, la résistance a la corrosion, la résistance a I’usure, la réduction de poids, et
bien d’autres sont améliorées. Cependant, les matériaux composites conventionnels
généralement constitués de couches, ont un probléme majeur: la discontinuité des
propriétés et des contraintes au niveau des interfaces. Cette discontinuité provoque de

fortes concentrations de contraintes, des fissurations de matrice ainsi qu’un grave probléme
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de délamination dus a la transition brutale de composition, en particulier dans un

environnement a haute température.

Viennent alors les matériaux a gradient fonctionnel (en anglais : Functionnally
Graded Materials) qui s’inscrivent dans une tendance relativement nouvelle de la science
des matériaux. Ce sont des matériaux composites sophistiqués ayant une variation
graduelle et continue des fractions volumiques de chaque constituant, générant des
changements en conséquence des propriétés des matériaux, éliminant les discontinuités au
niveau des interfaces alors que les caractéristiques des matériaux constituants sont
préservees. lls peuvent donc allier entre les propriétés des deux constituants totalement
différents sans que I’un fasse des concessions au profit de 1’autre. C’est ainsi qu’un FGM
constitué de métal et de céramique combinera la dureté et 1’usinabilit¢é du métal a la
résistance a la chaleur, a 1'usure et a I’oxydation de la céramique. Ce sont donc des
matériaux émergents capables de répondre a des cahiers des charges multicriteres,
permettant d’allier de bonnes propriétés thermiques et mécaniques. Ces matériaux a
gestion de flux thermiques doivent étre capables d’assurer et de gérer le transfert de
chaleur de maniére a ce que les éléments fonctionnels puissent étre maintenus a leur

température nominale de fonctionnement.

Cette nouvelle classe de matériaux a suscité une attention particuliere et un intérét
grandissant ces trois derniéres décennies grace a 1’avantage de la continuité des propriétés
physiques dans une ou plusieurs directions. Leur utilisation est en progression croissante
dans les domaines de 1’aéronautique et de 1’aérospatial ou ils peuvent servir de barrieres
thermiques vue leur composition riche en céramique. Cependant les FGM touchent un
large éventail d’applications dans de multiples autres domaines comme ceux de la

médecine, de 1’électricité, du nucléaire, etc.

Ce sont les Japonais qui, en 1984, ont introduit pour la premiére fois cette nouvelle
philosophie de matériaux intelligents capables de résister a des gradients de température
trés importants. Depuis, des recherches dans le domaine des FGM sont activement menees
dans différents pays du monde. La promotion au rang de matériau de toute matiere inerte

« découverte » par ’homme implique une maitrise de 1’élaboration, mais aussi un controle
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parfait des propriétés en relation avec la structure et son comportement. Ainsi, ces
recherches sont conduites dans différents axes tels que :

e les procédés d’¢laboration et de fabrication des matériaux FGM,

e I’¢tablissement des algorithmes de simulation 3D des procédés de fabrication,

e la détermination expérimentale des propriétés thermomécaniques des FGM,

e [’établissent des bases mathématiques et modélisation des structures FGM,

e [’¢tude des comportements statique et dynamique des structures FGM,

e [’établissement des modeles de conception 3D des FGM,

e [’établissement de nouveaux modeles d’éléments finis tenant compte des

variations continues des propriétés thermomécaniques.

Dans ce travail de recherche, une contribution a 1’é¢tude du comportement
dynamique des poutres et des plaques FGM sera apportée, ces éléments structuraux étant
les constituants de base des structures primaires et secondaires. Les matériaux a gradient
fonctionnel étant des matériaux congus a la base pour pallier aux problemes induits par un
environnement a trés haute température, nous nous proposons d’étudier les vibrations
libres des poutres et des plaques FGM soumises a une élévation uniforme de température
ou a un gradient de température dans la direction de 1’épaisseur avec des conditions
générales de liaisons externes, et ceci en utilisant des théories de déformation existantes
ainsi qu’une nouvelle théorie d’ordre supérieur qui aura été développée dans le cadre de ce

travail.

La présente these sera donc présentée selon I’organisation qui suit :
Apres une introduction générale sur le theme des matériaux a gradient fonctionnel
(également appelés matériaux a gradient de propriétés), le premier chapitre sera consacré a
une recherche bibliographique détaillée consacrée aux travaux réalises dans le domaine des
structures en FGM, aux théories qui leur sont appliquées et aux méthodes de résolution
utilisées pour solutionner les problémes engendrés. Une attention particuliére sera portée
aux auteurs ayant travaillé sur les problémes de vibrations des poutres et des plaques
constituées par ces nouveaux matériaux. Le second chapitre sera dédié a la présentation de
cette nouvelle gamme de matériaux, aux lois et théories existantes qui leur sont consacrées
et qui y seront explicitement formulées. Nous proposerons, dans ce chapitre, une nouvelle

théorie de déformation en cisaillement d’ordre supérieur. Dans le troisieme chapitre sera
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exposée la résolution du probleme des vibrations libres de la poutre en matériau & gradient
fonctionnel soumise a une élévation de température et ce, sous des conditions aux limites
générales. La résolution se fera par différentes méthodes dont une méthode analytique
développée dans le cadre de cette recherche et la méthode DQM (differential quadrature
method). Différents types de FGM vy seront traités. Le quatrieme chapitre sera consacré a la
plaque FGM soumise a un gradient de température dans la direction de 1’épaisseur. Les
équations relatives seront développées sous une forme unifiée pouvant prendre en compte
n’importe quelle théorie de déformation. La résolution se fera par la méthode
variationnelle de Ritz. Dans le cinquiéme chapitre seront présentés les résultats obtenus par
I’exécution des différents codes de calculs développés dans le cadre de cette recherche. Ces
résultats seront confrontés a ceux de travaux publiés permettant ainsi la validation de nos
codes de calculs. Des interprétations seront présentées au fur et a mesure. Enfin, le travail
s’achévera par une conclusion générale relative a la recherche effectuée incluant des

perspectives pour des travaux futurs.
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CHAPITRE 1
HISTORIQUE ET RECHERCHE BIBLIOGRAPHIQUE

Les matériaux a gradient fonctionnel (functionnally graded materials : FGM) sont
une nouvelle classe de matériaux composites dont la microstructure et la composition
varient graduellement et continlment avec la position de maniére a optimiser les
performances mécaniques et thermiques de la structure qu’ils constituent. Ils sont
considérés comme des matériaux intelligents dont les fonctions désirées sont intégrées, dés
la conception, au cceur méme de la mati¢re. A chaque interface, le matériau est choisi selon
les applications spécifiques et les charges environnementales. Ces matériaux possedent de
multiples avantages qui peuvent les rendre attractifs du point de vue de leur potentiel
d’application. Il peut s’agir de I’amélioration de la rigidité, de la tenue a la fatigue, de la
résistance a la corrosion ou de la conductivité thermique en plus d’avoir une gradation des
propriétés permettant ainsi d’augmenter ou de moduler des performances telles que la
réduction des contraintes locales (Miyamoto, Kaysser et al. [1], Suresh et Mortensen [2] )
ou encore I’amélioration du transfert de chaleur (Ochsner, Murch et al. [3] ). Ce nouveau
concept marque le commencement d’une révolution dans les domaines de la science et de
la mécanique des matériaux. L’intérét particulier et grandissant envers les matériaux a
gradient fonctionnel, pensés et concus pour la premiére fois au Japon, est mis en évidence
par les innombrables conférences et publications de qualité dédiées a I’analyse, la

conception et la fabrication de ces matériaux.

Une question s’impose : Comment ce concept a-t-il germé, et comment I’étude des
FGM a-t-elle été lancee ? Aux environs de 1984-1985, dans une université Japonaise, deux
chercheurs I’un dans le domaine de 1’aéronautique et I’autre dans le domaine des sciences
des matériaux révent de concevoir un engin spatial dont le revétement pourrait résister a un
environnement thermique trés sévere. Il n’existe alors pas de matériau métallique ni de
matériau composite capable de répondre a la fois aux exigences environnementales telles

que décrites tout en gardant d’excellentes propriétés mécaniques. Ils échangent alors 1’idée
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du concept FGM, autrement dit d’un matériau avec une gradation continue dans la
direction de I’épaisseur, passant d’une face totalement métallique vers une face totalement
céramique. En 1987, le programme national de recherche et de développement sur les
FGM a vu le jour au Japon. Beaucoup de chercheurs des institutions publiques et de
I’industrie ont uni leurs efforts pour créer un nouveau type de matériau, principalement
pour étre @ méme de construire I’enveloppe extérieure d’une navette intercontinentale
commerciale. Le probleme principal a résoudre étant le flux de chaleur énorme frappant la
majorité des surfaces qui sont exposées a la friction par 1’air lors de la période de rentrée
de la navette dans 1’atmosphére terrestre et en méme temps, de protéger I’intérieur contre
un surchauffement. Certes, un revétement céramique aurait pu protéger le fuselage contre
les températures qui se développent a la surface, mais on a di craindre 1’action des trés
grandes contraintes thermoélastiques aux interfaces entre fuselage métallique et sa
protection céramique, se rendant compte des différences entre les modules de Young et les
conductivités thermiques des deux matériaux. L’idée fiit alors de produire une transition
douce, donc graduelle entre métal pur et céramique pure appelée matériau a gradient
fonctionnel (functionnally graded material : FGM). En 1990 a eu lieu la premiere
conférence internationale sur les FGM a Sendai-city au Japon. En 1992, les matériaux a
gradient fonctionnel ont été sélectionnés parmi les dix premieres technologies de pointe au

Japon et actuellement dans le monde entier.

La réussite dans le domaine des matériaux intelligents ne sera possible que par une
forte synergie entre les différents secteurs industriels et scientifiques. Certes, le concept
FGM a été proposé a I’origine pour répondre aux exigences du domaine de 1’aéronautique
et de I’aérospatial mais ces matériaux sont utilisés dans la fabrication des outils industriels
qui exigent une grande rigidité, une grande dureté et une résistance thermique importante.
IIs ont également des applications en optoélectronique, particulierement dans la fabrication
des fibres optiques capables de transmettre I’information a de trés grandes vitesses. Leur
application dans les systemes de conversion de 1’énergie solaire en énergie électrique sera
probablement effective dans un futur proche dans notre pays qui a un potentiel énorme
dans ce domaine. Les FGM sont également les biomatériaux idéaux pour réparer ou
combler les déficiences osseuses eventuelles de notre squelette. Cette technologie est aussi
applicable dans les centrales nucléaires ou la température peut atteindre des valeurs

énormes. Actuellement, des lanceurs en FGM sont testés et les résultats sont prometteurs.
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Les poutres et les plaques constituent des éléments de base dans les structures
aérospatiales, marines et terrestres, c’est pourquoi un intérét particulier leur est porté, et
bien comprendre leur comportement vibratoire est une étape cruciale dans [’analyse
structurale. Etant donné que les matériaux a gradient fonctionnel ont été pensés et congus
pour résister a des conditions thermiques séveres, le travail de recherche proposé est
justement consacré a I’étude des vibrations libres des poutres et des plaques FGM
soumises a des contraintes thermiques initiales (augmentation uniforme ou gradient de

température a travers 1’épaisseur).

L’analyse des vibrations des structures a vu le jour lorsque Galilée (1564-1642) a
résolu, par des moyens géométriques, la dépendance de la fréquence propre d’un pendule
simple a la longueur du pendule. 1l mit en place un procédé expérimental permettant
I’observation du comportement vibratoire des cordes et des plaques mais n’a jamais pu
établir le moindre traitement analytique. Il fOt suivi par d’autres chercheurs tels que
Mersenne (1588-1648), Sauveur (1635-1716), Hooke (1635-1703), Newton (1642-1727),
Taylor (1685-1731), Bernoulli (1700-1782), Euler (1707-1783), d’Alembert (1717-1783),
Fourier (1768-1830) et bien d’autres, qui ont tous apporté des contributions de plus ou
moins grande importance dans le domaine de I’analyse des vibrations. Aujourd’hui, il est

impensable de procéder a I’étude d’une structure sans étudier son comportement vibratoire.

Durant les deux dernieres décennies, beaucoup de travaux ont été consacrés aux
matériaux a gradient fonctionnel et il est prudent de réduire la recherche bibliographique
en se concentrant sur les travaux dédiés aux problémes des vibrations des poutres et des
plaques en FGM. Néanmoins, une partie minime de cette recherche nous donnera une idée
sur ce qui a été réalisé¢ dans 1’é¢tude des contraintes résiduelles, ou encore de 1’analyse
thermomécanique du flambage. Le but ici étant de montrer I’étendue du domaine de
recherche dans le contexte des FGM et qu’il y a encore beaucoup a faire dans cette
discipline. Suresh et Mortensen [2] ont publié une recherche bibliographique détaillée sur
la technologie des matériaux a gradient fonctionnel en 1998. Birman et Byrd [4] ont
également publié une recherche exhaustive sur les travaux dédiés au développement des
FGM couvrant la période 1997-2007. Ce chapitre sera consacré aux recherches réalisées

durant ces deux dernieres décennies.
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1.1. Théories de déformations des plagues :

Afin de résoudre les problemes des structures ayant comme éléments structuraux
des poutres et des plaques FGM dans le domaine élastique, il est nécessaire de choisir la
bonne théorie décrivant correctement le comportement statique et dynamique de la
structure ainsi que la méthode de résolution a appliquer. C’est en 1888 que Love utilisa les
hypotheses de Gustav Kirchhoff, elles-mémes inspirées des hypothéses d’Euler-Bernoulli
pour fonder une théorie des plaques minces (également appelée théorie classique ou théorie
de Kirchhoff-Love). La théorie des plaques semi-épaisses (théorie des déformations du
premier ordre) a été consolidée par Mindlin & partir des travaux de Rayleigh (1877),
Timoshenko (1921), Reissner (1945) et Uflyand (1948). Ensuite, des théories d’ordre
supérieur sont venues améliorer les hypotheses des théories classiques et du premier ordre
lorsque 1’épaisseur de la plaque devient importante. Il existe aussi la théorie basée sur
I’élasticité tridimensionnelle (théorie 3-D) qui ne fait aucune hypothése restrictive sur les
déplacements de la plaque. Les différentes théories existantes peuvent donc étre classées
en quatre principales catégories : théorie classique des plaques minces (appelée aussi
théorie de Kirchhoff-Love), théorie des plaques semi-épaisses du premier ordre (appelée
aussi théorie de Mindlin-Reissner), théories d’ordre supérieur applicables aux plaques
¢épaisses (comme celle de Reddy) et la théorie basée sur 1’¢élasticité tridimensionnelle

(théorie 3-D).

1.1.1. Théorie classiqgue des plagues minces (CPT) :

Les hypotheses cinématiques adoptées pour les plaques minces, par Kirchhoff,
généralisent a deux dimensions celles adoptées pour les poutres sans déformation en
cisaillement, appelées poutres d’Euler-Bernoulli. Les hypotheses de Kirchhoff reprises par

Love [5] sont les suivantes :

- La plaque est d’épaisseur petite devant les autres dimensions (rapport d’élancement
h/a ou h/b < 0.05). Elle posséde un plan moyen, également appelé plan neutre.

- Les sections droites, initialement normales au plan neutre, restent planes et
normales a celui-ci aprés déformation. La déformation en cisaillement transverse
est donc négligée.

- Les termes non linéaires du déplacement sont négligés. I’inertie de rotation est

aussi négligée.
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- La contrainte normale dans la direction transversale est petite, donc négligeable

comparativement aux contraintes appartenant au plan de la plaque.

L’effet de la déformation en cisaillement transverse augmente d’une maniére
significative lorsque le rapport d’élancement h/a ou h/b est supérieur ou égal a 0.05. Etant
donné que cette théorie néglige la flexibilité de cisaillement transverse, ceci conduit a une
surestimation de la rigidité de flexion et par voie de conséquence une surestimation des

fréquences de vibration et une sous-estimation des déplacements.

1.1.2. Théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDPT) :

Lorsque I’épaisseur de la plague ne permet plus de vérifier les hypotheses de
Kirchhoff quant a leur mouvement de flexion, une théorie plus compléte basée sur celle
des poutres de Timoshenko est nécessaire (Rayleigh [6] ). En 1877, Rayleigh a affirmé
qu’il est important d’inclure les inerties de rotation dans toute analyse vibratoire des
systémes. Quarante ans plus tard, les travaux de Timoshenko [7], [8] montrent que la prise
en compte des effets de I’inertie de rotation et du cisaillement transverse affecte les
fréquences propres de flexion des poutres. Ces deux effets tendent & diminuer les
fréguences de résonance calculées, en raison de la croissance de I’inertie et de la flexibilité
du systéme. Une extension a la théorie des plaques quant au cisaillement transverse est
proposée par Reissner [9] en 1945 dans le cas statique. Une premiere théorie pour le cas
dynamique, incluant les effets du cisaillement et de 1’inertie de rotation est proposée par
Uflyand [10] en 1948. C’est cependant I’article de Mindlin [11] , publié trois ans plus tard
qui fera date. Vers 1970, Whitney [12] , Whitney et Sun [13], Pagano [14] et Srinivas et
Rao [15] ont montré, grace a leurs travaux respectifs, que les effets du cisaillement sont

plus importants pour les plaques stratifiées que pour les plagques isotropes.

Contrairement a la théorie des plaques minces, la théorie de Mindlin suppose que
les sections droites, initialement normales au plan neutre, restent planes et non
nécessairement normales a celui-ci apres déformation. D’autres variantes de la théorie
supposent que ces sections ne restent ni droites, ni normales apres déformation. Dans la
littérature, trois approches d’approximation pour les plaques épaisses sont répertoriées
(Mindlin [11], Reissner [16], Narasimhamurthy [17], Schmidt [18], Levinson [19],

Ambartsumyan [20] ). L’approche de Reissner suppose un champ de déplacement mixte
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contenant les contraintes normales dans le plan et les contraintes de cisaillement.
L’approche de Henchy-Mindlin suppose un champ de déplacement alors que 1’approche
d’Ambartsumyan suppose un champ de contraintes normales et de cisaillement. Etant
donné que la théorie des plaques du premier ordre(FSDPT) ne satisfait pas les conditions
aux limites au niveau des surfaces supérieure et inférieure de la plaque (contraintes de
traction non nulles), un facteur de correction en cisaillement a travers 1’épaisseur est
nécessaire. La valeur de ce facteur de correction dépend de la géométrie de la plaque, de la
variation du coefficient de Poisson a travers 1’épaisseur, du chargement appliqué et des

conditions aux limites imposées.

1.1.3. Théories de déformation en cisaillement d’ordre supérieur (HSDPT) :

Pour éviter I'utilisation d’un facteur de correction en cisaillement et pour tenir
compte d’hypothéses plus réalistes que celles de Kirchhoff, plusieurs théories d’ordre
supérieur ont été proposées par Reddy [21], Reddy et Phan [22], Reddy [23], [24], lyengar,
Chadrashekhara et al. [25], lyengar et Pandya [26], Kuznetsov et Kartashov [27], Vlasov
[28], Krishna Murty [29], [30], [31], Krishna Murty et Vellaichamy [32] . Elles sont basees
sur le développement des déplacements en série de puissance a travers 1’épaisseur (selon
Reddy [33], Mallikarjuna et Kant [34] ). Les hypotheses qui sont a la base du

développement de ces théories sont :

- Les déplacements sont petits comparés a 1’épaisseur de la plaque,

- Les sections transversales, initialement planes et normales au plan moyen, ne
restent pas nécessairement planes et normales a celui-ci aprés déformation.

- Ladeformation axiale dans la direction transversale n’est pas négligeable,

- La contrainte normale dans la direction transversale n’est en général pas

négligeable.

La plupart des théories d’ordre supérieur (HSDPT) sont basées sur les approches de
Reissner, de Henchy-Mindlin et d’Ambartsumyan. Parmi ces théories, nous pouvons citer
celles de: Levinson [19], Reddy [21], lyengar, Chadrashekhara et al. [25], lyengar et
Pandya [26], Kuznetsov et Kartashov [27], Vlasov [28], Krishna Murty [29], [30], [31],
Krishna Murty et Vellaichamy [32], Bhimaraddi et Stevens [35], Kant et Pandya [36],
Librescu [37], Ren [38], Touratier [39] .
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Les théories de Whitney et Sun [13], Reddy [21], Kant [40], Karama, Afaq et al.
[41], Karama, Harb et al. [42], Lo, Christensen et al. [43], Lo, Christensen et al. [44],
Nelson et Lorch [45], Pagano et Soni [46], Prokopov [47], Sun et Whitney [48] sont
applicables aux FGM multicouches et aux plagues FGM métal-céramique monocouche.
Elles supposent que les déplacements sont continus a travers 1’épaisseur. Dans le cas de la
plague FGM multicouche ceci implique une évaluation de la masse et de la rigidité
effective de toute la plaque en termes de masse et de rigidite de chaque couche. Cette
approche conduit a une évaluation incorrecte des contraintes bien que celle des fréquences
soit bonne. Ceci est di a la supposition d’un déplacement continu alors qu’en réalité le
gradient des déplacements ou le cisaillement transverse et les contraintes normales peuvent
étre discontinus entre couches de la plague FGM. Certains chercheurs ont contourné ces
problémes en supposant une approximation du déplacement pour chaque couche
séparément tout en assurant une continuité des déplacements a I’interface des couches
(théorie zigzag, Reddy [49] ) .

De nouvelles formulations et théories d’ordre supérieur ont vu le jour ces derniéres
années. Suite a des travaux remarquables de Carrera, ce dernier a proposé une formulation
compacte et unifiée des théories (Carrera et Petrolo [50], D’Ottavio et Carrera [51] ).
Cependant, les théories du premier ordre (FSDPT) et d’ordre supéricur (HSDPT) ne sont
pas pratiques vu le nombre de termes d’ordre supérieur introduits dans la formulation. De
nouvelles théories d’ordre supérieur ont aussi été proposées récemment par Aydogdu [52]
et El Meiche, Tounsi et al. [53] . Dans le souci de réduire le nombre de variables utilisées
dans les formulations existantes, Shimpi [54] a développé un modéle raffiné pour les
plaques isotropes (RPT : Refined Plate Theory). Les caractéristiques les plus intéressantes
de cette méthode sont qu’elle ne nécessite pas de coefficient de correction en cisaillement
et qu’elle présente beaucoup de similitudes avec la théorie classique des plaques quant aux
équations du mouvement, les conditions aux limites et les expressions des moments. La
théorie RPT a été ensuite adaptée avec succes aux plaques orthotropes par Shimpi et Patel
[55], [56] et par Kim, Thai et al. [57] et a la flexion des plagues FGM par Atmane, Tounsi
et al. [58] . La fiabilité de cette méthode a été démontrée par Kim, Thai et al. [57] pour le
cas de la flexion statique et pour le cas du flambage d’une plaque composite. Récemment
Thai et Kim [59], [60] , et Hadji, Atmane et al. [61] ont adapté la RPT, avec succes, au
flambage des plaques orthotropes, et a la vibration libre des plaques stratifiées et

sandwiches respectivement.
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1.1.4. Théories basées sur 1’élasticité tridimensionnelle (3-D) :

L’avantage des solutions basées sur 1’¢élasticité tridimensionnelle est que celle-ci ne
nécessite aucune hypothese restrictive. L’un des précurseurs dans ce domaine est Pagano
[54] qui, en 1969, a analyse la flexion cylindrique des composites stratifiés et en 1970 la
flexion des plaques rectangulaires sandwiches (Pagano [14] ). En raison de la complexité
relative a la formulation 3-D, peu d’articles 1’utilisant ont été publiés dans le domaine des
vibrations libres. Les chercheurs Srinivas et Rao [15], Srinivas, Rao et al. [62], Srinivas,
Rao et al. [63] ont été les premiers a développer des solutions pour la flexion, la vibration
et le flambage des plaques stratifiées en appuis simples. Grace aux travaux des précédents
auteurs, Wittrick [64] a présenté une solution analytique 3-D d’une plaque rectangulaire en
appuis simples pour des problemes de valeurs propres, de flambage et de vibration libre
ainsi que pour des flexions statiques sous I’effet de charges latérales sinusoidales.
Récemment, Vel et Batra [65] ont présenté une solution 3-D exacte des vibrations libres et
forcées de plaques rectangulaires FGM en appuis simples. D’autres solutions
tridimensionnelles ont été proposées pour étudier les vibrations libres des plaques
isotropes, composites stratifiées et FGM pour différentes conditions aux limites : Cheung
et Chakrabarti [66], Liew, Hung et al. [67], [68], [69], [70], Liew et Yang [71], Liew et
Teo [72], Liew, Teo et al. [73], Cheung et Zhou [74], Zhou, Cheung et al. [75], Zhou,
Cheung et al. [76], Li, luetal. [77], [78], Uymaz et Aydogdu [79] .

1.2. Etude des contraintes résiduelles :

Ces contraintes peuvent étre associées aux techniques de fabrication des structures
en matériaux a gradient fonctionnel. Elles peuvent aussi étre le résultat de charges
thermiques statiques ou dynamiques (cycliques). Ces contraintes surviennent lorsque deux
matériaux avec des coefficients de dilatation thermique différents sont collés. Aussi, les
contraintes résiduelles ne seront pas étudiées dans ce travail. Elles doivent étre prises en
considération avant I’intégration du FGM dans un systéme de protection thermique
assujetti a un environnement haute-température. Des contraintes résiduelles importantes

peuvent modifier le comportement vibratoire des structures FGM.

Trés t0t, des investigations dans ce domaine ont été menées par Drake, Williamson
et al. [80], Williamson, Rabin et al. [81] en 1993. Ils ont alors considéré un spécimen en

FGM (Al,03-Ni) dans trois configurations différentes, le but de 1’étude étant de connaitre
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I’effet des contraintes résiduelles sur les FGM lorsqu’ils sont refroidis. Giannakopoulos,
Suresh et al. [82] ont examiné le comportement des poutres et des plaques FGM sous
I’effet de charges thermiques cycliques. Le FGM ¢étudié est le méme que celui considéré
par Williamson et al. Les auteurs ont analysé des membres structuraux a trois couches dont
la couche supérieure est en nickel, la couche inférieure en céramique et la zone médiane est
une zone gradée constituée d’un mélange Al,O3-Ni. Des cycles de température ont été
imposés induisant une déformation plastique dans les membres structuraux. Des équations
analytiques ont été établies afin d’obtenir la distribution des contraintes. Des mod¢les
d’éléments finis ont été développés pour prédire les déformations plastiques cumulées sous
I’effet des températures cycliques. Finot, Suresh et al. [83] compléterent ce travail en
conduisant des expérimentations sur différents spécimens FGM. En 1995, Ravichandran
[84] a étudié les contraintes résiduelles survenant lors de la fabrication d’un Systéeme FGM
sous haute température. Le but de I’étude étant de déterminer I’effet des contraintes
résiduelles et de proposer un guide pour des conditions de fabrication optimales. Il a été
constaté qu’un matériau avec une fraction volumique linéaire produit moins de contraintes
résiduelles. Ainsi, dans un FGM discret, il est préférable d’avoir beaucoup de couches avec
des fractions volumiques constantes plutét que peu de couches avec des changements
importants de la fraction volumique. D’autres travaux ont suivi comme ceux de Hill et Lin
[85] qui ont mené une étude expérimentale et numérique pour étudier les contraintes

résiduelles dans une plaque FGM borure titane-titane.

1.3. Analyse thermoélastigue statique :

Un systeme FGM cong¢u pour une application donnée doit prouver sa capacité a
supporter simultanément des charges thermiques et mécaniques. Dans le présent travail,
toutes les études menées prennent en considération la variation de la température due a des
contraintes thermiques initiales impliquant des changements des propriétés des matériaux.
Ces changements peuvent influencer le comportement vibratoire des structures. Aussi, la
réponse quasi statique de n’importe quel membre structural chargé doit étre prise en

considération avant toute étude dynamique.

Praveen et Reddy [86] ont présenté une analyse du comportement thermoélastique
des plagues FGM rectangulaires incluant les effets non linéaires, les déformations en

cisaillement transverse et I’inertie de rotation. Reddy, Wang et al. [87] ont étendu cette
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théorie des plagues FGM rectangulaires a une formulation du premier ordre de plaques
annulaires et circulaires en flexion. Des solutions pour la déflexion, les forces et moments
résultants ont été présentées. La théorie originalement formulée par Praveen et Reddy a été
par la suite étendue par Reddy [88] , a des relations plus générales des plaques FGM
permettant de prendre en considération des deformations du troisiéme ordre. Reddy a
également développé des modeles d’¢éléments finis en théorie de déformation du troisieme
ordre incluant les effets thermiques et non linéaires. En 2001 Woo et Meguid [89] ont
publié une formulation des grandes déformations des plaques et coques minces en FGM
sous des charges thermiques et mécaniques en utilisant la théorie classique des plaques.
Vel et Batra [90] étudierent les petites déformations élastiques des plaques FGM avec des
bords en appuis simples. Les champs de déplacements et de températures ont été générés
en imposant individuellement ou simultanément des charges mécaniques et thermiques sur
les faces supérieure et inférieure de la plaque. Ces champs sont pris sous forme de séries de
Taylor et satisfont les équations constitutives d’un matériau thermoélastique isotrope
linéaire ainsi que les conditions aux limites. La clé de cette hypothése est qu’une plaque
gradée suivant I’épaisseur a des propriétés de matériau qui varient trés lentement et que la
plaque est supposée constituée de couches tres minces, isotropes, homogeénes et
parfaitement collées. Les solutions obtenues par les séries en puissance ont alors été
comparées a celles générées par les théories classiques, du premier ordre et du troisieme
ordre des plagues. Récemment, Abrate [91] a démontré que les plagues FGM ont beaucoup
de similitudes avec les plaques homogenes. La méthode usuelle pour la détermination des
matrices de rigidité en flexion est d’utiliser le plan moyen de la plaque comme surface de
référence. Abrate a également montré que le choix judicieux de la surface de référence de

telle sorte que le couplage flexion-traction disparaisse simplifie énormément 1’analyse.

1.4. Analyse thermomécanigue du flambage :

Le flambage des poutres, des plaques et des cogues est un probléme tres important
étudié par beaucoup de chercheurs. Ces éléments structuraux sont en général grades de
facon non symétrique par rapport au plan moyen. Il existe alors un couplage flexion-
traction. D a ce fait, les charges critiques de flambage risquent d’étre plus importantes que
celles obtenues pour les mémes membres structuraux en matériau homogene et symétrique.
Le flambage des plagues FGM devient tres dangereux lorsque celles-ci sont utilisées dans

des systémes de protection thermique.
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L’une des premicres études sur le flambage des structures FGM a été réalisée par
Shen [92] en 2002. 11 s’est intéressé au post-flambage des coques cylindriques dans un
environnement thermique. La méme année, Javaheri et Eslami [93] fournissent des
solutions exactes au flambage thermique des plaques FGM rectangulaires gradées dans la
direction de 1’épaisseur suivant une loi de distribution en puissance d’un mélange métal-
céramique. lls se sont basés sur la théorie classique des plaques. Les charges critiques de
flambage sont influencées par les changements de température a travers I’épaisseur. Deux

observations importantes ressortent de leur étude :

e La variation de la température critique de flambage d’une plague FGM est
inférieure a celle d’une plaque homogeéne.
e En augmentant I’index n de la loi de distribution en puissance (voir chapitre 3), la

température critique de flambage est réduite.

En 2003, Na et Kim [94] analyserent le flambage des plaques FGM sous des
charges thermiques et mécaniques combinées en utilisant la méthode des éléments finis. Le
flambage thermique sous des changements de températures uniformes et non uniformes a
travers 1’épaisseur a été traité. Il ressort de cette étude que les caractéristiques du flambage
thermique des plaques FGM sont tres influencées par le champ de température, la

distribution de la fraction volumique et les paramétres géométriques du systéme structural.

En 2004, Wu [95] a analysé le flambage thermique d’une plaque FGM d’épaisseur
moyenne avec des bords en appuis simples. Il appliqua la théorie de déformation du
premier ordre. Les équations d’équilibre et de flambage ont été résolues analytiquement.

Des conclusions identiques a celles de Na et Kim ont été tirées.

L’analyse du post-flambage des plaques avec des propriétés dépendant de la
température a été abordée par Shen [96] en 2007. Les équations sont basées sur une théorie
des plaques d’ordre supérieur incluant les effets thermiques. Les imperfections
géométriques initiales sont prises en considération. Les résultats publiés concernent le

post-flambage thermique du plan moyen des plaques FGM symétriques.

En 2010, Bodaghi et Saidi [97] ont analysé le flambage d’une plaque FGM
rectangulaire épaisse en se servant de la théorie d’ordre supérieur de Reddy [21] et d’une
méthode analytique. Les auteurs ont développé une procédure pour découpler les cing

équations différentielles et obtenir deux équations a résoudre. Pour les conditions
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imposées, deux cotés de la plague sont en appuis simples et la plague est soumise a
différents types de chargements en plan. Les auteurs ont ensuite aisément résolu le

probleme en se servant de la méthode de Levy [98] .

D’autres études intensives sur le flambage des plaques FGM ont été entreprises par
Javaheri et Eslami [99], [100], Shariat, Samsam et al. [101], Shariat, Samsam et al. [102],
[103].

1.5. Etude des vibrations des poutres FGM :

La poutre constituée de matériau a gradient fonctionnel a été relativement négligée
en comparaison avec la plaque qui a bénéficié d’une attention particuliere de la part des
chercheurs. Pour cette raison, il existe relativement peu de travaux consacrés au

comportement dynamique de la poutre FGM.

En 2003, Chakraborty, Gopalakrishnan et al. [104] présentérent un nouvel élément
poutre pour étudier le comportement thermoélastique des poutres en matériau a gradient
fonctionnel. L’¢étude est basée sur une théorie de déformation du premier ordre. Les
propriétés thermomécaniques sont considérées varier dans la direction de 1’épaisseur de la
poutre. Aydogdu et Taskin [105] ont par la suite analysé les vibrations libres d’une poutre
FGM en appuis simples. Différentes théories de déformation ont été utilisées (théories
classique, du premier ordre et d’ordre supérieur). Le module de Young est considéré varier
suivant des lois de distribution en puissance et exponentielle. Les fréquences naturelles ont
été obtenues en utilisant des solutions de type Navier. Aucune prise en compte de la
température n’a été faite dans cette étude. Kapuria, Bhattacharyya et al. [106] ont étudié la
flexion et les vibrations libres d’une poutre FGM multicouche en utilisant la théorie zigzag
du troisiéme ordre. Seules les conditions aux limites encastré-libre et encastré-encastré ont
été considérées. Ying, L et al. [107] ont obtenu des solutions exactes pour la flexion et la
vibration libre d’une poutre FGM sur un support élastique Winkler-Pasternak, en utilisant
une théorie bidimensionnelle de 1’¢lasticité. Ils ont considéré la poutre orthotrope et les
propriétés mécaniques sont supposées varier exponentiellement dans la direction de

I’épaisseur. Le probléme a été résolu en utilisant la SSP (State Space Procedure).

En 2008, Xiang et Yang [108] étudiérent les vibrations libres et forcées d’une
poutre FGM multicouche d’épaisseur variable, sous des contraintes thermiques initiales. La

poutre de Timoshenko étudiée a été prise sous les conditions aux limites : encastré-libre,
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encastré-encastré et sur appuis simples. Les inerties axiales et de rotation ont été prises en
considération. Li [109] a appliqué une approche unifiée pour analyser les comportements
statique et dynamique des poutres FGM incluant I’inertie de rotation et la déformation en
cisaillement. La méme année, Sina, Navazi et al. [110] utilisérent une méthode analytique
pour résoudre le probléme des vibrations libres d’une poutre FGM. Les propriétés
mécaniques sont supposées varier dans la direction de 1’épaisseur suivant une loi de
distribution en puissance. Pradhan et Murmu [111] ont présenté une analyse des vibrations
thermomécaniques d’une poutre FGM sandwich. La DQM (Differential Quadrature
Method) a été utilisée pour la résolution des équations. Une étude paramétrée a été

effectuée sur une poutre FGM en appuis simples reposant sur un support élastique.

Dans la majorité des articles mentionnés ci-dessus, I’effet thermique n’a pas été pris
en considération, certains auteurs ont juste considéré la poutre dans un champ de
température constant. Les méthodes de résolution utilisees sont des méthodes
approximatives. Rares sont les méthodes analytiques proposées, particulierement lorsque
les contraintes thermiques sont prises en considération, ce qui compliquerait encore plus

I’écriture des équations et rendrait la résolution analytique fastidieuse et trés difficile.

1.6. Etude des vibrations des plaques FGM:

Bien que les FGM soient des matériaux relativement nouveaux, beaucoup d’études
ont été consacrées a leurs comportements statiques et thermomécaniques. En revanche, peu
d’¢études ont ét¢ dédi¢es aux vibrations libres de ces matériaux. C’est a partir de 1’an 2000
que des chercheurs ont commencé a sérieusement s’intéresser a leurs comportements
dynamiques. En 1998, Praveen et Reddy [86] ont analysé, par éléments finis, les réponses
statique et dynamique non linéaires d’une plaque céramique-métal dans un champ
thermique et soumise a des charges dynamiques transversales. En 2000, Reddy [88] a
développé des formulations théoriques et leurs modeles en éléments finis pour des plaques
FGM ¢épaisses en se basant sur une théorie de cisaillement des plaques d’ordre supérieur
(HSDPT) pour étudier la réponse dynamique non linéaire sous I’effet d’une pression

uniforme.

Yang et Shen [112] ont présenté en 2001, I’étude de la réponse dynamique d’une
plague mince en matériau a gradient fonctionnel soumise a des contraintes initiales.

L’étude paramétrique a montré I’effet de I’index de la fraction volumique, de la rigidité du
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support élastique, du rapport d’¢lancement (h/a et/ou h/b), de la durée et de la forme de la
charge d’impulsion et des contraintes initiales en membrane, sur la réponse dynamique des
plaques FGM. Les solutions ont été obtenues grace a I’utilisation conjointe de la méthode
DQ et de la méthode de Galerkin. Seule la dépendance des propriétés du matériau a la

température a été prise en compte.

En se basant sur la méthode des élements finis, He, Ng et al. [113] ont analysé, en
2001, le contrdle actif de la réponse dynamique de plagues minces en FGM, auxquelles
sont collés des actionneurs piézoélectriques et des capteurs. Le probléeme a été résolu en
utilisant la théorie classique des plaques (CPT) et un modéle d’éléments finis, pour
finalement analyser l’effet de la fraction volumique sur les réponses statiques et
dynamiques pour différentes conditions aux limites. Le modele du contrdle actif s’est avéré
efficace car la réponse dynamique a montré que les amplitudes des vibrations ont été
grandement atténuées pour des valeurs de gains appropriées. Une méthode similaire a été
proposée par Liew, He et al. [114] en 2001 en se servant de la théorie des plaques du
premier ordre (FSDPT) et en prenant en compte une variation de température. Toutes ces
études ont été faites en considérant une température constante (T = 300K) exceptée celle de
Liew, He et al.

C’est en 2002 qu’il y a eu prise en compte de I’effet de la température par Yang et
Shen [115] qui étudierent les caractéristiques vibratoires de la réponse transitoire d’une
plaque FGM pour laquelle les propriétés thermomécaniques dépendent de la température.
Le probléeme a été résolu par une méthode hybride DQM-Galerkin couplée a la procédure
de superposition. Il faut souligner que ces auteurs n’ont pas considéré le cas d’une
conduction thermique a travers I’épaisseur, par contre les propriétés thermomécaniques
dépendent a la fois de la position et de la température. La raison évoquée était que le

probleme serait devenu bien plus complexe.

Reddy et Chen [116] ont étudié, en 2003, les vibrations harmoniques d’une plaque
FGM par la théorie asymptotique tridimensionnelle reposant sur le transfert matricielle.

L’¢étude n’a pas tenu compte de 1’effet thermique.

En 2004, Huang et Shen [117] ont présenté une étude des vibrations non linéaires
d’une plaque FGM en appuis simples. La conduction thermique et la dépendance des
propriétés a la température ont été incluses. La formulation est basée sur une théorie des

plaques en cisaillement d’ordre supérieur couplée aux équations de Von-Karman. Les
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solutions ont été obtenues analytiqguement grace a une méthode améliorée de la technique

des perturbations.

Une solution exacte basée sur la théorie de 1’¢lasticité tridimensionnelle (théorie 3-
D) a été publiée en 2004 par Vel et Batra [65] pour 1’étude des vibrations libres et forcées
d’une plaque FGM en appuis simples. La méthode des séries en puissances a été employée
pour résoudre les équations du mouvement des plaques minces et épaisses. Les résultats
ont montré I’effet de la variation de la fraction volumique de la céramique et de 1’épaisseur
(h/a et/ou h/b) sur les fréquences naturelles. La vibration forcée a été étudiée en supposant
une variation spatiale sinusoidale de la pression sur la face supérieure. Qian, Batra et al.
[118] ont ensuite exploité cette eétude pour valider leurs travaux réalisés en 2003 (Qian,
Batra et al. [119] ) relatifs a la vibration libre et forcée d’une plaque épaisse incluant la
théorie de déformation d’ordre supérieur combinée a la méthode de Pétrov-Galerkin (Liew,

Zhao et al. [120] ).

En utilisant la méthode de Ritz [121] avec fonction poutre et en se servant de la
théorie des plaques d’ordre supérieur de Reddy, Kim [122] a montré, en 2005, I’influence
de la composition (concentrations des constituants), de la géométrie et de 1’¢lévation de
température sur les caractéristiques vibratoires d’une plaque FGM métal-céramique
encastrée dont les propriétés dépendent de la température. Cette derniére est supposée

varier uniquement a travers 1’épaisseur.

En 2006, les travaux de Ferreira, Batra et al. [123] ont eu pour objet la
détermination des fréquences naturelles d’une plaque FGM pour différentes conditions aux
limites. Ils ont utilis¢é la méthode globale de collocation associée a la théorie d’ordre
supérieur de Reddy [21], [124] et la technique de Mori-Tanaka (Benveniste [125], Mori et
Tanaka [126] ) pour approximer les solutions par la MRBF (multiquadratic radial basis
functions). Selon ces auteurs, la méthode numérique utilisée est avantageuse par rapport a
celle des éléements finis par le fait qu’elle ne nécessite ni la discrétisation du domaine en
éléments bidimensionnelles ou tridimensionnelles ni la connexion entre les éléments
discrétisés. Cette technique est appelée methode sans maillage (meshless-method, Liu
[127] ). La méthodologie a permis d’avoir des fréquences trés proches de celles calculées

par Vel et Batra [65] obtenues par la méthode tridimensionnelle exacte.

C’est a partir de 2007 que la modélisation par 1’¢lasticité tridimensionnelle pour

I’étude des vibrations libres des plaques en matériau a gradient fonctionnel a réellement
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commenceé a émerger. Uymaz et Aydogdu [79] ont examiné I’influence de la géométrie
(a/h et a/b) et de I’index de la fraction volumique sur les fréquences naturelles des plaques
FGM minces et épaisses sous différentes conditions aux limites. L’analyse mathématique
est basée sur la théorie linéaire des petites déformations. Les déplacements ont éte
approximés par des polyndomes orthogonaux de Chebyshev. Etant donné qu’aucune
hypothése n’a été faite sur le champ des déplacements et sur la distribution des
déformations a travers 1’épaisseur, cette méthode a permis de fournir des paramétres de
fréquence de grande précision pour les plagues moyennement épaisses. La résolution des
équations du mouvement a été obtenue gréace a la méthode de Ritz.

Les FGM sandwiches peuvent diminuer trés sensiblement les concentrations de
contraintes au niveau des interfaces grace a la variation gradée des propriétés entre 1’ame et
le revétement. C’est en 2005 que Zenkour [128] analysa le flambage et les vibrations
libres des plaques FGM sandwiches. En utilisant la théorie des déformations sinusoidales
d’ordre supérieur, il a étudié¢ I’influence du cisaillement transverse, de 1’épaisseur de 1’ame
(relativement a 1’épaisseur de la plaque) sur la charge critique de flambage et sur les
fréquences propres. Les FGM sandwiches ont aussi fait I’objet d’une étude vibratoire par
Li, lu et al. [77] en 2008. La formulation a été faite sur la base de la théorie de 1’¢élasticité
tridimensionnelle. Deux cas de plaque ont été étudiés. L’une présentant des revétements
supérieur et inférieur en FGM avec une ame homogene et I'autre avec des revétements
homogénes et une ame en FGM. Les déplacements ont été approximés par les polyndmes
orthogonaux de Chebyshev. L’étude de la convergence a montré que le nombre de termes
de la sommation de Ritz dans I’épaisseur dépend principalement de 1’épaisseur de la
plaque, tandis que le nombre de termes de la sommation de Ritz dans les autres directions
dépend des conditions aux limites. L’¢tude paramétrique basée sur les €paisseurs relatives
des couches, sur I’index des fractions volumiques et sur la géométrie (h/a et a/b) a montré
que la plague mince est plus sensible aux propriétés des matériaux utilisés que la plaque
épaisse. Poursuivant leurs efforts, Li, lu et al. [78] ont analysé, en 2009, les vibrations
libres d’une plaque FGM céramique-métal en appuis simples puis encastrée en incluant
trois cas d’environnements thermiques : €lévations uniforme, linéaire et non linéaire de la

température. La théorie est basée sur 1’¢lasticité tridimensionnelle.

Matsunaga [129] a analysé, en 2008, les vibrations libres et le flambage d’une
plaque FGM en se servant d’une théorie des déformations bidimensionnelles. Les

déplacements ont été développés sous forme de séries de puissances. Plusieurs théories
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d’approximation par troncature ont été appliquées pour résoudre le probleme de la plaque
FGM en appuis simples. L’auteur a montré que la théorie de déformation 2-D permet de
prédire avec une bonne précision, non seulement les fréquences propres et les charges
critiques de flambage, mais également la distribution des déplacements et des contraintes
dans la plaque FGM. En 2009, Zhao, Lee et al. [130] ont analysé les vibrations libres
d’une plaque FGM en utilisant la méthode kp-Ritz (element-free kernel particle-Ritz
method). Pour tenir compte du cisaillement transverse et de I’inertie de rotation, les auteurs
ont utilisé la théorie de déformation des plaques du premier ordre. Les résultats trouves ont
montré que I'index de la fraction volumique compris entre 0 et 5 a une influence
significative sur les fréquences et que les effets de la géométrie sur les fréquences sont
indépendants de la fraction volumique. Les auteurs ont aussi conclu que les différentes
valeurs du coefficient de correction du cisaillement n’ont pas de véritables effets sur les

fréquences naturelles lorsque le rapport d’élancement est trés largement supérieur a 10.

En utilisant les polynémes orthogonaux de Chebyshev et la méthode de Ritz,
Amini, Soleimani et al. [131] ont effectué, en 2009, I’analyse des vibrations libres de
plagues FGM reposant sur un support élastique et dont la formulation est basée sur la
théorie de I’¢lasticité 3-D. Grace & une methode semi-analytique hybride basée sur la DQM
(Differential Quadrature Method) et en utilisant la théorie de 1’¢lasticité tridimensionnelle,
Malekzadeh [132] a analysé durant la méme année les vibrations d’une plaque FGM
reposant sur un support ¢lastique. Les solutions obtenues ont permis de montrer I’influence
de la géométrie, des parametres du support €élastique et des conditions aux limites sur les
parametres de fréquence. Le principal résultat concerne la méthode numérique utilisée. En
effet, ’application de la DQM dans la direction de 1’épaisseur permet de prendre en
compte une distribution arbitraire des propriétés a travers I’épaisseur et d’implémenter les
effets du support élastique en tant que conditions aux limites sur la surface inférieure,
efficacement et d’une maniére exacte. Par la suite, L0, Lim et al. [133] ont présenté des
solutions exactes d’une plaque FGM ¢épaisse reposant sur un support élastique, obtenues
par la methode SSA (State Space Approach). En 2010, Atmane, Tounsi et al. [58] ont
étudié, par le biais d’une nouvelle théorie d’ordre supérieur, la vibration libre d’une plaque
FGM reposant sur un support éelastique. Les solutions ont été obtenues en utilisant la

méthode de Navier.

En 2011, Huang, McGee IIl et al. [134] se sont penchés sur le comportement

vibratoire libre d’une plaque FGM ¢épaisse fissurée au bord. L’étude emploie la théorie de
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Reddy [21], [23] et une nouvelle procédure de Ritz a base de fonctions admissibles
spéciales, appelées « fonctions criques ». Celles-ci permettent de correctement tenir
compte du comportement de la singularité¢ des contraintes a 1’extrémité de la crique en
prenant en considération la discontinuité des déplacements et de leurs pentes a travers la
crique. Les résultats ont permis de montrer qu’en augmentant 1’index de la fraction
volumique, les parameétres de fréquence de la plaqgue FGM métal-céramique (Al/Al,O3)
diminuent mais que ceux de la plaque (Al/ZrO,) augmentent. L’utilisation de la loi de
mélange de Mori et Tanaka [126] conduit & des paramétres de fréquence plus petits que
ceux obtenus par la loi de mélange en puissance (P-FGM). Lorsque la longueur de la
criqgue augmente, les paramétres de fréquence diminuent. Cette diminution n’est pas
significative lorsque la crique est petite (d/a < 0.1). Selon ces auteurs, I’ensemble proposé
des fonctions criques de Ritz peut étre adapté aux cas de formulations basées sur la théorie
de I’¢lasticité 3-D de corps FGM épais et fissurés. Ces fonctions peuvent également étre
directement utilisées pour d’autres formes de plaques (circulaire, elliptique, polygonale,
trapézoidale) et dans d’autres méthodes numériques (Galerkin et méthode spectrale).
Durant la méme année, Hasani Baferani, Saidi et al. [135] ont présenté les solutions des
vibrations libres d’une plaque FGM épaisse reposant sur un support élastique. Deux cotés
de la plaque sont en appuis simples, les autres sont pris en tant que parametres (libre,
encastré ou appui simple). Les équations obtenues par le principe de Hamilton ont été
découplées et résolues analytiquement par la méthode de Levy [98] . Dans leur étude, les
déplacements en membrane ont été pris en compte. Les résultats ont montré que le support
¢lastique type Pasternak a un role significatif dans I’augmentation de la fréquence
naturelle. Il a aussi été observé qu’en augmentant I’index de la fraction volumique, 1’effet
du support élastique sur les fréquences augmente. Ce phénomeéne a été expliqué par le fait
qu’une augmentation du parametre de cisaillement du support élastique conduit a une
augmentation des déplacements en membrane et qui a pour conséquence d’accroitre 1’effet

de la rigidité en membrane sur les fréquences propres de vibration.

1.7. Synthese de la recherche bibliographigue :

Suite a cette recherche bibliographique, nous remarquons que les matériaux a
gradient fonctionnel représentent un axe de recherche relativement nouveau, que depuis
I’apparition du concept FGM, beaucoup de chercheurs s’y sont intéressés et

d’innombrables travaux ont été publiés mais qu’il reste encore beaucoup a faire. Il est
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important de souligner que dans ce chapitre, la branche expérimentale et celle des

méthodes et processus de fabrication n’ont pas été abordées et que la aussi ’intérét est

grandissant. De cette synthese bibliographique, il ressort que :

1.
2.

La poutre FGM a été un élément structural négligé et donc peu étudié.

La plaque a bénéfici¢ d’un grand intérét. Elle a été largement étudiée.

Plusieurs théories des plaques ont été développées pour modéliser leur
comportement mécanique et ramener le probléme structural, initialement a trois
dimensions, & un probleme a deux dimensions de moindre difficulté. Ces théories
considerent le plan neutre (plan ne subissant aucune déformation) comme étant le
plan moyen de 1’élément structural considéré, ce qui n’est vrai que si ce plan
moyen est un plan de symétrie élastique. Il est également important de préciser
qu’il n’existe pas de formulation unifiée (valable pour différentes théories de
déformation) prenant en charge 1’effet des contraintes thermiques

Les matériaux a gradient fonctionnel ont été concus a la base pour servir de barriere
thermique d’ou I'importance d’étudier les éléments structuraux en FGM dans des
environnements thermiques sévéres et de prendre en considération les changements
consequents sur leurs propriétés thermoélastiques, ce que beaucoup de travaux
publiés ont omis de faire.

Plusieurs méthodes d’approximation ont été utilisées dans la résolution des
problémes statiques et dynamiques des poutres et des plaques FGM dont la
méthode de Ritz et la DQM (Differential Quadrature Method). Concernant la
méthode de Ritz certaines classes de fonctions admissibles n’ont jamais été
appliquées telles que les fonctions trigonométriques hiérarchiques, les polynémes
orthogonaux de Legendre et les polyndmes orthogonaux généraux générés par le
procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. Quant a la DQM, elle n’a pas été
utilisée dans la résolution des équations des structures FGM non symétriques
soumises a un gradient de température lorsque des théories d’ordre supérieur sont
utilisées dans la formulation.

Le développement de méthodes analytiques étant tres important pour la validation
des méthodes d’approximation, quelques méthodes analytiques de résolution du
probleme des vibrations libres de structures FGM ont été publiées. Ces méthodes
s’appliquent a des cas de structures simples et n’ont jusqu’ici jamais pris en charge.

I’environnement thermique.
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1.8. Précision sur le sujet de thése :

Ce travail de recherche sera consacré a 1’étude des vibrations libres des poutres et

des plagues en matériau a gradient fonctionnel placées dans un environnement thermique.

La synthése bibliographique de la section précédente nous a permis de mettre en place les

grandes lignes du travail envisagé :

1.

Développer un nouveau champ de déplacements qui permettra d’établir une
nouvelle théorie de déformation en cisaillement des poutres et des plaques FGM.
Apporter une contribution a I’étude des vibrations libres des poutres FGM placées
dans un environnement thermique en développant une méthode analytique pour les
poutres symetriques sous des conditions générales de liaisons extérieures.

Résoudre le probleme des vibrations libres des poutres en FGM non symétriques
placées dans un environnement thermique en utilisant la DQM adaptée a une
formulation d’ordre supérieur, puis la méthode de Ritz, en appliquant des classes de
fonctions qui n’ont pas été utilisées jusque-la sur des structures en FGM.
Développer des équations paramétrées de la plaque FGM, soumise a des contraintes
thermiques sous une forme unifiée pouvant prendre en considération n’importe
quelle théorie de déformation par un simple changement de paramétre.

Résoudre le probleme des vibrations libres des plaques en FGM placées dans un
environnement thermique en tenant compte de différentes théories de déformation
basées sur 1’élasticité bidimensionnelle y compris la nouvelle théorie développée,

en appliquant la méthode de Ritz et ceci pour des conditions aux limites générales.
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CHAPITRE 2
LES MATERIAUX A GRADIENT FONCTIONNEL ET LEUR MODELISATION

2.1. Introduction:

Les matériaux a gradient fonctionnel sont une nouvelle classe de matériaux
composites dont les propriétés thermomécaniques varient selon une loi de fonction
continue (figure 2.1) ou discrete (figure 2.2) a travers 1’épaisseur (Hirai [136] ). Grace a la
structure spéciale de ces matériaux, il est possible d’éviter les concentrations de contraintes
au niveau des interfaces (provoquant délamination et décollement) et d’améliorer les
propriétés mécaniques et thermiques des pieces par association de matériaux. Ces
matériaux sont de plus en plus utilisés dans les industries aéronautique, aérospatiale,

biomécanique, automobile et dans bien d’autres applications technologiques.

Figure 2.1: Variation continue des Figure 2.2: Variation discréte des
propriétes propriétes

La variation continue des propriétés (figures 2.3 et 2.4) trouve son application
lorsque, par exemple, la face supérieure est exposée a une haute température alors que la

face inférieure est exposée a une basse tempeérature. Dans ce cas, la face supérieure est a
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100% céramique et la face inférieure est & 100% meétal, avec une transition graduelle entre
les deux. L’utilisation de la céramique n’est pas fortuite. Ce matériau est choisi grace a ses

caractéristiques exceptionnelles :

- faible réactivité chimique, bonne tenue a la corrosion ;

- haute température de fusion ou de décomposition ;

- haut module d’élasticité et haute dureté ;

- charge a la rupture élevee ;

- bas coefficient de frottement, bonne résistance a 1’usure ;

- conservation des propriétés a haute température ;

- faible coefficient de dilatation thermique (donc bonne résistance aux chocs
thermiques) ;

- faible conductivité thermique (donc bonne résistance a la température).

Cependant, les céramiques sont réputées étre fragiles et trés vulnérables aux défauts

de petites tailles.

Phase ceramique

Matrice en céramique
avec inclusions
métalliques

Zone de transition

Matrice métallique
avec inclusions en
céramique

Phase metallique

Figure 2.3: Variation continue de la microstructure (schématisée)
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Figure 2.4: Variation continue de la microstructure (photo)

En ajustant la microstructure de transition d’une fagon appropriée, il est possible
d’obtenir une distribution optimale de la température, de la déformation et des contraintes.
Cette possibilité d’ajustement est demandée lors de la conception des structures thermiques
aéronautiques et spatiales (moteurs, tuyeres, revétements thermiques, etc.). Ce concept a
aussi été utilisé pour améliorer la résistance a la fatigue thermique et la durée de vie des
revétements pare-feu (Jian, Hashida et al. [137], Kawasaki et Watanabe [138] ).

Faire varier la microstructure en assurant un espacement non uniforme (figure 2.5)
ou en incluant plusieurs renforcements (figure 2.6) trouve son application dans la réduction
des différences entre les propriétés thermomécaniques des différentes couches adjacentes

des plaques multicouches.

“.. Inclusion en
ceramique

* Matrice
métallique

Figure 2.5: Variation discréte de la microstructure avec espacement non-uniforme
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A.— Matrice
metallique

*— |nclusion de la
phase 1

“_Inclusion de la
phase 2

Figure 2.6: Variation multi-phases de la microstructure

La réduction des contraintes thermiques induites entre couches au niveau des bords
libres peut étre obtenue en appliquant la technique de la variation fonctionnelle des
propriétés afin d’obtenir une transition douce entre couches dont les propriétés peuvent étre
totalement différentes. De méme qu’il est possible d’étendre ces possibilités a la réalisation
de jonctions efficaces des matériaux dissemblables en formant des joints & gradient
fonctionnel (Drake, Williamson et al. [80], Williamson, Rabin et al. [81], Williamson,
Rabin et al. [139] ). Dans le domaine de la résistance a la rupture, 1’introduction d’une
deuxiéme phase permet de créer des champs de contraintes locales de compression dans les
zones critiques sujettes a des amorces de criques (Erdogan [140] ). De nombreuses autres
possibilités d’application des FGM existent. Certaines sont au stade théorique car la
réalisation technologique reste encore trés coliteuse, d’autres font partie du domaine
pratique, tels que les systemes de conversion thermique (Koizumi [141] ) et les implants
dentaires (Watari, Yokoyama et al. [142] ).

La nature est la premiére a nous offrir des exemples stupéfiants d’optimisation de la
matiere (terre, atmosphere, océans) pour une fonction donnée. C’est ainsi que les milieux
biologiques (figures 2.7 et 2.8), aprés des millions d’années d’évolution, présentent des
microstructures a gradient de propriétés. Les milieux vivants (Nogata et Takahashi [143],
Amada, Ichikawa et al. [144] ) sont des milieux adaptatifs a I’environnement (bambou, os,
coquillage, les dents, les ailes de certains insectes, etc.) et présentent aussi des
microstructures a gradient matériel (composition du matériau) et a gradient structurel

(porosité).
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Os spongieux
(poreux et ductile)

Os cortical
(dense et dur)

Figure 2.8: Variation de la (micro)structure (porosité) du bambou

2.2. Lois de distribution des propriétés :

Un des parametres clé a déterminer lors de la fabrication des matériaux a gradient
fonctionnel est la composition multiphase a travers 1’épaisseur. Afin de modéliser
correctement ces matériaux, les propriétés doivent dépendre a la fois de la position et de la

température du point considéré.

Tmo

Figure 2.9: Elément structural en FGM
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La figure 2.9 représente un élément structural en FGM dont la face supérieure de
propriétés P; est soumise a la température T, la face inférieure de propriétés Py, est soumise

a la température Ty, et la face médiane de propriétés Pp, est soumise a la tempeérature Tpp.

La dépendance des propriétés de la position implique la prise en compte de la loi

des mélanges correspondant au modéle de Voigt (Shen [145] ):

P= ievi (2.1)

P; et Vi représentent respectivement la propriété mécanique et la fraction volumique du

constituant i, avec :

V=1 2

Dans la pratique, la plupart des structures FGM sont a deux constituants : de la

céramique et du métal inoxydable en général. Dans ce cas, la loi de Voigt se réduit a :

P=RV+RV, (2.3)

Avec :

V,+V, =1 (2.4)

Etant donné que les FGM sont utilisés dans des environnements ou le gradient de
température de fonctionnement est important, les propriétés thermomécaniques doivent
dépendre de la température. C’est ainsi que le module de Young, le coefficient de Poisson,
le coefficient de dilation thermique et la conductivité thermique obéissent a la loi Pt non

linéaire, fonction de la température T, suivante (Touloukian [146] ):

P =P(P,T*+1+PT+PT2+PT?) (2.5)

Ou: Pg, P, Py, P, et P3sont les coefficients de température qui sont propres a chaque
constituant (voir tableau 2.1).

La température en un point de cote z est donnée par :

T(z)=T,+AT(z) (2.6)
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Ou: AT (z) est I’elévation de la température dépendant de la position dans la direction de

I’épaisseur du FGM et T, est la température de référence.

Tableau 2.1: Coefficients de température du module de Young E (Pa), de la masse
volumique p (kg/m®), du coefficient de Poisson v, du coefficient de dilation

thermique a (1/K) et de la conductivité thermique x (W/mK)

P P_]_ Po Pl Pz P3 P (T = 300K)
Céramiques
SisN, E 0 3,484E+11 -3,07E-04  2,16E-07 -8,95E-11 3,22276E+11
V 0 0,24 0 0 0 0,24
o 0 587E-06 9,10E-04 0 0 7,47476E-06
p 0 2370 0 0 0 2370
K 0 13,723 -1,03E-03  547E-07 -7,88E-11 10,12
Al,Os E 0 3,50E+11 -3,85E-04  4,03E-07 -1,67E-10 3,20235E+11
V 0 0,26 0 0 0 0,260
o 0 6,83E-06 1,84E-04 0 0 7,20334E-06
p 0 3750 0 0 0 3750
K -1123,6 -14,087  -6,23E-03 0 0 64,99
ZrO, E 0 1,32E+11 -3,81E-04 -6,13E-08 0 1,1638E+11
v 0 0,2882  1,13E-04 0 0 0,298
o 0 1,33E-05 -1,42E-03  9,55E-07 0 8,7732E-06
p 0 3657 0 0 0 3657
K 0 1,7 1,28E-04 6,65E-08 0 1,78
Métaux
SUS304 E 0 201E+11  3,08E-04 -6,53E-07 0 2,07788E+11
v 0 0,3262 -2,00E-04  3,80E-07 0 0,318
o 0 1,23E-05 8,09E-04 0 0 1,5321E-05
p 0 8166 0 0 0 8166
K 0 15,379 -1,26E-03  2,09E-06 -7,22E-10 12,14
Ti-6Al-4V E 0 1,23E+11 -4,59E-04 0 0 1,05698E+11
v 0 0,2884  1,12E-04 0 0 0,298
a 0 758E-06 6,64E-04 -3,15E-06 0 6,9415E-06
p 0 4429 0 0 0 4429
K 0 1  1,70E-02 0 0 6,11
Nickel E 0 2,24E+11 -2,79E-04 -4,00E-09 0 2,05098E+11
v 0 0,31 0 0 0 0,310
o 0 9,92E-06 8,71E-04 0 0 1,2512E-05
p 0 8900 0 0 0 8900
K 0 187,66 -2,87E-03  4,01E-06 -1,98E-09 83,74

Données extraites de: Shen [145], Reddy et Chin [147]

Sachant que h est I’épaisseur de 1’élément structural considéré et afin de prédire les
propriétés physiques globales P(z,T), des lois de distribution simples peuvent étre utilisées
(Chi et Chung [148] ):



2.2.1. Loi de mélange en puissance (P—-FGM) :

La fraction volumique d’un P-FGM est définie par :

V(z)=(z/h+05)", —h/2<z<h/2

n étant I’index de la fraction volumique du P-FGM.

Et la propriété du P-FGM s’écrit en fonction de la fraction volumique comme suit :

P(zT)=[R(T)-R(T)]V(2)+R(T), -h/2<z<h/2

2.2.2. Loi de mélange exponentielle (E-FGM) :

La propriété d’un E-FGM s’écrit comme suit :
P(z,T)=R (T)Exp[(z/h+05)In(R(T)/R,(T)], —-h/2<z<h/2

2.2.3. Loi de mélange sinusoidale (S—-FGM) :
La fraction volumique d’un S-FGM est définie par :

V(z)=05(1+2z/h)", -h/2<2<0
V'(z)=1-05(1-2z/h)", 0<z<h/2

p étant I’index de la fraction volumique du S-FGM.

Et la propriété du S-FGM s’écrit en fonction de la fraction volumique comme suit :

P(zT)=[R(T)-R(T)[V(2)+R(T), -h/2<z<0
P(zT)=[R(T)-R,(T)V'(2)+R(T), 0<z<h/2
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2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

Les fractions volumiques du P-FGM, du S-FGM ainsi que le module de Young

obéissant a la loi E-FGM sont représentés graphiquement sur les figures 2.10, 2.11 et 2.12

respectivement.
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Figure 2.12: Variation du module de Young E ([Pa] x 10™) du E-FGM (SUS304-Al,053)
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Pour le cas d’une poutre ou d’une plaque FGM symétrique, nous avons modifié les

équations (2.8), (2.9) et (2.10) pour obtenir (Mahi, Adda Bedia et al. [149] ):

2.2.4. Loi de mélange en puissance (P—FGM) symétrigue:

La propriété du P-FGM symétrique s’écrit comme suit :

P(2T)=[R(T)-Py(T)](-22/n)" +R,(T),  -h/2<z<0
i (2.12)
P(zT)=[R(T)-P,(T)](22/h)" + P, (T), 0<z<h/2
2.2.5. Loi de mélange exponentielle (E-FGM) symétrique :
La propriété du E-FGM symétrique s’écrit comme suit :
P(2T) =Ry, (T)Exp| (-22/h)In(R,(T)/Py, (T)) . _h/2<2<0
(2.13)
P(2T) =Py, (T)Exp| 22/M)In(R(T)/Py (T))]. 0<z<h/2

2.2.6. Loi de mélange sinusoidale (S—FGM) symétrique :

La propriété du S-FGM symétrique s’écrit comme suit :
P(2.T)=[R(T)=Py(T)]|1-05(2+42/h)" |+ R, (T), ~h/2<z<-h/4
P(2T)=[R(T)-Py(T)]|05(-42/h)" |+P, (T),  -h/a<z<0

(2.14)
P(2.T)=[R(T)-Py (T)][05(42/h)’ |+ R, (T). 0<z<h/4
P(2.T)=[R(T)=Py(T)][1-05(2-42/h)’ |+ R, (T), hi4<z<h/2

Ou Py, Py, Pmp sont les propriétés thermomécaniques au niveau des surfaces supérieure,
inférieure et médiane et qui sont dépendantes de la température. Il faut noter que la
distribution est symétrique lorsque P; = Py.
n et p sont les index des fractions volumiques qui pilotent le profil de variation des
propriétés a travers 1’épaisseur.

Les fractions volumiques du P-FGM symétrique, du S-FGM symétrique ainsi que
le module de Young obéissant a la loi E-FGM symétrique sont représentés graphiguement

sur les figures 2.11, 2.12 et 2.13 respectivement.
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Figure 2.15: Variation du module d’Young E ([Pa] x 10™) (E-FGM Al,05-SUS304-Al,0)
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En considérant par exemple la loi de variation P-FGM meétal-céramique (surface
supérieure 100% céramique (indice c) et surface inférieure 100% métal (indice m)), les

différentes propriétés s’écrivent comme suit :

E(zT)=[E.(T)-E,(M)I(z/h+0.5)" +E,(T)
v(z,T)=[v,(T) -0, (M]1(z/h+0.5)" +v,(T)
a(z,T)=[o (T)— e, (T)](2/h+0.5)" + e, (T)
x(2,T)=[x,(T)—x,(M)](z/h+05)" +x,(T)

(2.15)

Lorsque n = 1, la composition change linéairement a travers I’épaisseur, tandis que
lorsque n = 1/2 ou 2, la composition change d’une maniére quadratique ou parabolique.
Dans le cas par exemple d’un revétement d’isolation thermique, il est souhaitable d’avoir
le maximum de céramique sur la face exposée a de fortes températures pour améliorer
I’isolation sans sacrifier les aspects mécaniques des zones gradées. Pour répondre a ce
besoin, un profil parabolique (figure 2.16) est tout a fait adapté. D un autre c6té, un profil

linéaire peut étre un choix optimal pour d’autres types d’applications (figure 2.17).

Figure 2.17: Profil linaire (n = 1) d’'un FGM Céramique-Métal (PSZ-NiCrAlY)
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Dans les deux figures précédentes, PSZ (céramique) représente du zircone partiellement

stabilisé et NiCrAlY (métal) représente un alliage a base de nickel.

2.2.7. Schéma de Mori-Tanaka :
Les lois de mélange (P-FGM, S-FGM et E-FGM) sont pratiques et simples a

utiliser mais elles ne permettent pas de connaitre la taille, la forme et la distribution des
particules au niveau de la microstructure. Plusieurs modeles permettant d’évaluer les
propriétés globales, existent. Le plus utilisé est basé sur le schéma de Mori et Tanaka [126]
qui permet d’estimer les modules effectifs valables pour des zones de la microstructure ou
la variation de la matrice (continue) et celle des phases particulaires (discontinues) sont
bien connues (figure 2.18). Ce modéle tient compte de I’interaction des champs élastiques
des inclusions voisines. Il suppose que la phase matrice dénotée par I’indice 1 est renforcée

par des particules sphériques de la phase particulaire dénotée par 1’indice 2.

et N

Figure 2.18: Matériau FGM a deux phases avec microstructure particulaire

Si on note par K le module de compressibilité, par G le module de cisaillement et
par V la fraction volumique, les différentes propriétés locales obtenues par le modéle de
Mori et Tanaka [126] , pour une distribution aléatoire des particules isotropes dans une

matrice isotrope, sont alors données par (Vel et Batra [65], Shen [145] ):

K-K, v,
K, =K, 14V, (K, - K,)/ (K, + 45 G,)

(2.16)
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5-G _ Y2 (2.17)

G,-G, 1+V,(G,-G))/(G,+f,) '
a-a _ (1K)-@/Ky) 219

a,—a, (1/K,)-(@1/K)) '
K=K _ V, (2.19)

K,k 1+V,(k, —x,)/3K;) '

Ou:

f :M (2.20)

bOB(K, +2G)

a est le coefficient de dilatation thermique et x est la conductivité thermique

2.2.8. Schéma auto-cohérent de Hill :

La méthode du schéma auto-cohérent de Hill [150] (self-consistent method)
suppose que chaque inclusion de renforcement est contenue dans un matériau continu pour
lequel les propriétés sont celles d’un composite. Cette méthode ne différencie pas entre la
phase matrice et la phase renforcement ; impliquant que le méme module global est estimé
dans un autre composite ou les roles des deux phases sont permutés. Ceci permet
I’estimation du module effectif dans les régions dont le squelette de la microstructure a une

forme continue telle que montrée sur la figure 2.19.

Figure 2.19: Matériau FGM a deux phases avec microstructure squelettique
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Les modules élastiques effectifs sont donnés par :

9__V Vs
== +
K K-K, K-K (2:21)
n Vi Vv,
= +
G G-G, G-G (2.22)
Ou g est défini par :
g S 2.2
K+(413)G (2.23)
Et n est défini par:
1
n=5(3—g) (2.24)

A partir des équations (2.21) et (2.22) , I’expression du module de compressibilité est
obtenue :

1 4
K= -2G
V, /(K +(4/3)G)+V, / (K, +(4/3)G) 3

(2.25)

Le module G est obtenu en résolvant 1’équation suivante :

VK, VK, }+5{ VG, |, V.G

(K, +(4/3)G) " (K,+(4/3)G) G—@)(G—qﬂ+220 (2.26)

Pour les deux schémas précédents, le module de Young et le coefficient de Poisson sont

calculés par :

E =9KG /(3K +G) (2.27)
v =(3K —2G)/2(3K +G) (2.28)

La masse volumique est évaluée a partir de la loi de Voigt (2.3) selon :

p=pV+pNV, (2.29)
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Il est bien connu que le modéle de Mori-Tanaka conduit & une estimation précise
des propriétés mécaniques lorsque la continuité de la matrice et la discontinuité des
inclusions sont bien définies alors que le modéle de Hill est mieux adapté pour une
microstructure squelettique caractérisée par une zone de transition large entre régions ou il

y a prédominance de I’un ou I’autre des constituants.

2.3. Gradient de température dans 1’épaisseur du FGM :

Les matériaux a gradient fonctionnel sont les candidats idéaux pour des
applications subissant des gradients de température séveres. C’est pourquoi la prise en
compte du facteur température dans 1’étude de ces matériaux est de premiere importance.

Pour évaluer I’influence de la température sur les vibrations libres des poutres et
des plaques FGM, nous imposons des valeurs de température T et T, sur les surfaces
supérieure et inférieure de la structure respectivement. En résolvant 1’équation de
conduction thermique suivant 1’épaisseur, nous pouvons connaitre le gradient de
température applique.

Pour le cas d’une structure FGM non symétrique, 1’équation différentielle de

Fourier est donnée par :

_i{,{(z)‘”(z)}o (2.30)

Les conditions aux limites sur la température sont :

T(h/2)=T, T(-h/2)=T, (2.31)

En tenant compte de ces dernicres conditions, la solution de I’équation de Fourier

peut étre obtenue par :

+I 1 dwk(y) 2.32)
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La loi de variation (2.32) est représentée sur la figure 2.20 pour différentes

températures imposées sur la surface supérieure.

Dans le cas d’une structure FGM symétrique, sachant que les propriétés physiques
dépendent de la température, les conditions aux limites doivent étre comme suit afin

d’assurer un gradient symétrique (Mahi, Adda Bedia et al. [149] ) :

T(h/2)=T, T(0)=T,,, T(-h/2)=T, (2.33)

pl

En appliquant les conditions aux limites ci-dessus, la solution T (z) devient :

dz, -h/2<z<0

T -T z 1
T(z)=T, +—= >
( ) b J-o idz J-—h/2 x(2)

-h/2 K(Z)
(2.34)
T =T 1
T(z)=T,,+ _[ dz, 0<z<h/2
J-h/z 1 dz 0 K(Z)
° x(2)
Ou « est la conductivité thermique dépendant de la position et de la température.
L’¢lévation locale de la température est:
AT (z)=T(2)-T, (2.35)

La loi de variation de T(z) symétrique est représentée sur la figure 2.21 pour

différentes températures imposées sur la surface supérieure/inférieure d’un P-FGM.

Dans le cas ou le coefficient x obéit a la loi des mélanges P-FGM non symétrigue,

la solution de I’équation de Fourier, en termes de séries polynomiales, s’écrit (Javaheri et

Eslami [93] ):

T(2)=T,+(T -T,)n(z) (2.36)
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Avec :
1 K n+l K. 2n+1
z)=—1/|(z/h+05)-—2—(z/h+05)  +—L——(z/h+0.5
12)=¢ | )~ el )
3 4
K, 3n+l Ky 4n+l
——2 ——(z/h+05) " +—2—(z2/h+05
e V ane e ) (2:37)
5
Ky 5n+1
-——2_ —(z/h+05
(5n+1)1q‘?( )
Ou:
K, K Ko Ky K,
C. =1— . th _ th n th _ th
2 ), 20+l (Gnal)e (dneDa Gnelee (238)
et
Kip =Kt =Ky (2.39)
Pour le cas d’une poutre ou d’une plaque isotrope, la solution se réduit a :
T +T, T -T
T(Z){ - bj{ = bjz (2.40)
38 , =
- [ { [ ‘/l/
37 i
3 % f/ -
35 \ | | el o - |— -T,=300K
o I R P " B e
g | l l ] —_ e —_ T =
" 33 //‘,,-/-"%"“ - ?-;Zgi
2 s  T=30K
N
300t £ - = — Th=300K
-04 -02 0 02 04
zh

Figure 2.20: Variation de la température a travers 1’épaisseur (P-FGM, n = 0.5)



65

|— -7.7,=300
----- T,T,=320K
— — T,T,=340K
|- 71, =360k
“|— 1,7,=380K

Tmp =300K

Figure 2.21: Variation de la température a travers 1’épaisseur (P-FGM symétrique, n = 0.5)

2.4.Influence de la température sur les propriétés thermomécanigues :

Le changement de température provoque des variations plus ou moins importantes
des propriétés thermomécaniques des FGM. Les figures 2.22 a 2.25 montrent la variation
du module de Young, du coefficient de Poisson, du coefficient de dilatation thermique et
de la conductivité thermique a travers 1’épaisseur en fonction de la température d’une
plaque meétal-céramique (SUS304-Al,03). Nous remarquons au passage que 1’élévation de
la température a plus d’effet sur le module de Young et sur la conductivité thermique que
sur les autres propri€tés. L’écart de température est plus important au niveau de la face
supérieure (z = h/2), alors que la face inférieure est maintenue & 300K ; c’est ce qui
explique I’écart plus important entre les différentes courbes du module de Young E et les
différentes courbes de la conductivité thermique x lorsqu’on s’approche de la surface
supérieure. Cet exemple est pris pour un FGM métal-céramique (SUS304-Al,03) ou la
face inférieure est a 100% métal et la face supérieure est a 100% céramique. Le profil de
tempeérature obéit & la loi non linéaire représentée par 1’équation (2.32) et la dépendance a

la température est calculée par 1’équation non linéaire (2.5).
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Figure 2.22: Variation du module de Young E (Pa x 10™*%) dans I’épaisseur en fonction de
la température T (K) (P-FGM, n = 0.5)
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Figure 2.23: Variation du coefficient de Poisson v dans I’épaisseur en fonction de la

température T (K) (P-FGM, n =0.5)
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-04

Figure 2.24: Variation du coefficient de dilation thermique « (K™ x 10°) dans I’épaisseur
en fonction de la température T (K) (P-FGM, n =0.5)

60 ~ E
50
] ; —— T,=300K
[y
7 31N IS . S N (P Tx =1320K
¥ o — — T,=340K
30 - -—— 1"} = 360K
' / — -T,=380K
20
C 04 -02 0 02 04
zh

Figure 2.25: Variation de la conductivité thermique x (W/m K) dans 1’épaisseur en
fonction de la température T (K) (P-FGM, n = 0.5)

2.5. Les théories de déformation des plagues:

L’utilisation intensive des plaques isotropes et des plaques composites dans
diverses industries, particulierement dans les domaines de 1’aéronautique, de 1’automobile,
et de la construction navale, a stimulé les chercheurs a développer des théories capables de

décrire correctement leur comportement structural.
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L’analyse des plaques est un probléme tridimensionnel. Presque toutes les théories
développées ont eu pour principal objet la réduction du probléme 3-D a un probléme 2-D
en se servant des hypotheses simplificatrices concernant la cinématique des déformations
et 1’état des contraintes a travers 1’épaisseur. Dans ce qui suit, seules les théories les plus

utilisées dans 1’analyse des plaques FGM, seront exposées.

2.5.1.Théorie classique des plaques (CPT):
En 1850, Kirchhoff [151], [152] a développé la plus connue des théories des

plaques appelée « théorie classique des plaques », basée sur les hypothéses citées dans le
chapitre 1. Le champ des déplacements d’un point de coordonnées (X,y,z) a I’instant t
s’écrit :

ow
u v Yo it = ’ 1t_ T~
a(xy,z,t)=u(xy,t) z—

V(X y,z,t)=v(x, y,t)—z% (2.41)

W(x Y, z,t)=w(x,y,t)

Ou u,v,w sont les déplacements le long des axes de coordonnées X, y et z d’un point du
plan moyen (plan z = 0).

Etant donné que les hypotheses de Kirchhoff négligent le cisaillement transverse et
I’effet de la déformation axiale dans la direction transversale, la déformation de la plaque
est due essentiellement a la flexion et aux déformations en plan (figure 2.26); ce qui limite
la validité de cette théorie aux plaques minces (Ashton et Whitney [153], Timoshenko et
Woinowsky-Krieger [154] )

Figure 2.26: Schématisation des déformations dans le cas de la théorie classique

des plaques



69

2.5.2. Théorie des plaques du premier ordre (FSDPT) :

Cette theorie (également appelée théorie de Mindlin) est une extension des travaux
de Timoshenko([7], [8] ) et est considérée comme une amélioration de la théorie classique
des plaques minces (théorie de Kirchhoff). Cette amélioration consiste a rajouter la
déformation en cisaillement transverse dans les hypotheses cinématiques. La distribution
de cette déformation est supposée constante dans 1’épaisseur. Le champ des déplacements

est alors le suivant (figure 2.27):

a(xy zt)=u(xyt)+z4 (xyt)
V(X Y,z,t)=v(X,y,t)+24, (X y,t) (2.42)
W(x Y, z,t)=w(x,y,t)

Ou u,v,w sont les déplacements le long des coordonnées x, y et z d’un point du plan
moyen (plan z = 0); ¢, et 4, sont les rotations de la normale a la section transversale par

rapport aux axes y et x respectivement.

La théorie des déformations du premier ordre nécessite un facteur de correction du
cisaillement qui est difficile a déterminer a cause de sa dépendance a la fois, de la
géométrie, du coefficient de Poisson a travers 1’épaisseur, des charges appliquées et des
conditions aux limites.

Timoshenko a été le premier a avoir étudié les effets des déformations de
cisaillement et de I’inertie de rotation dans 1’analyse des poutres, c’est pourquoi le mod¢le
de la poutre avec une théorie du premier ordre est aussi appelé modéle ou poutre de

Timoshenko.

Figure 2.27: Schématisation des déformations dans le cas de la théorie des plaques du

premier ordre
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2.5.3.Théories des plaques d’ordre supérieur (HSDPT) :

Dans le cas ou un schéma du premier degré ne permettrait pas d’approcher
convenablement un probléme donné, il sera alors nécessaire de passer a un schéma d’ordre
supérieur (2°™ ordre, 3°™ ordre, voire plus), dans le développement des déplacements en
séries. Par conséquent, ces théories introduisent des fonctions supplémentaires dont les

termes sont souvent difficiles a interpréter.

2.5.3.1. Théorie des plaques du second ordre :

Le champ des déplacements de la théorie du second ordre s’exprime par :

a(xy, z,t)=u(xy,t)+z8,(x y,t)+ 2%, (X, y.t)
V(X Y, 2,t)=v(X y,t)+ 28, (X, y,t)+ 2%, (X, ¥,t) (2.43)
W(X, Y, z,t)=w(X,y,t)+24, (X y,t)+ 2%, (X, y,t)

Oou:u,v,w,é,4,,4, v, v, v, sont des fonctions inconnues dépendant des coordonnées x

ety et du temps t.
Cette théorie apporte une amélioration substantielle par rapport a la théorie du

premier ordre tout en nécessitant un facteur de correction comme pour la FSDPT.

2.5.3.2. Théorie des plaques du troisiéme ordre :

Dans la quéte de théories plus raffinées et dans le souci de supprimer les limitations
des précédentes théories, de nouvelles théories d’ordre supérieur ont vu le jour. Le champ

des déplacements s’écrit comme suit :

U(x Y, z,t)=u(X,y,t)+ 28, (X y,t)+ 2%, (X, y,t)+ 21, (X, y,1)
V(X Y, 2,t)=v(X,y,t)+ 24, (X, ¥,1) + 2%, (X, ¥,t)+ 2, (X, ¥, 1) (2.44)
WX, Y, 2,t)=W(X, y,t)+2¢, (X y,t)+ 2%, (X, ¥,t)+ 21, (X, ¥, 1)

ou: u,v,\W,4,,8,,8,, v, ¥, W, X X,» X, sont des fonctions inconnues deépendant des

coordonnées x et y et du temps t.
D’autres théories raffinées, basées sur la théorie classique des plaques (CPT) et
satisfaisant les conditions de contraintes nulles sur les faces inférieure et supérieure de la

plaque ont été développées. Leur champ de déplacements s’écrit comme sulit :
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a(xy,zt)=u(x y’t)—Z%’l’JrZ[l—%(%T}ﬁ(x, y.t)

(2.45)

V(% y,2,t)=v(x, y,t)—z%Jr{l_%(%jz}ﬁy(x,y,t)

W(x y,z,t)=w(x,y,t)

Ou: u,v etw sont les déplacements le long des coordonnées x, y et z d’un point du plan
moyen (plan z = 0); ¢4, et ¢ sont les rotations de la normale a la section transversale par

rapport aux axes y et x respectivement.

La théorie dominante, utilisée dans les études de flexion, de flambage et de
vibrations des plaques FGM est la théorie du troisieme ordre de Reddy [21], [23], [49],
[88], [124], [155] . Le champ des déplacements de Reddy est le suivant (figure 2.28):

a(xy,zt)=u(xyt)+zg,(xyt)+ z{—%)[gﬁx (x, y,t)+;—a\;v}
V(X Y, z,t)=v(Xy,t)+ 24, (X Y1)+ 23[_3;:2j{¢y (%, yiﬁ%} (2.46)
W(x,y,z,t)=w(x,y,t)

Le champ des déplacements inclut une variation parabolique des déformations en
cisaillement transversal et des contraintes qui leurs sont associées. Les contraintes de
cisaillement s’annulent au niveau des surfaces supérieure et inférieure de la plaque. Cette
théorie ne nécessite donc pas de facteur de correction des contraintes puisqu’elle fournit
une distribution plus réaliste des déformations et des contraintes a travers 1’épaisseur. Elle
fournit également de meilleures précisions par rapport aux théories précédentes quant a la
réponse globale des plaques minces et des plaques épaisses et une meilleure estimation des
déflexions moyennes, des charges critiques de flambage, des fréquences de vibration et de

leurs modes propres associes.
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Figure 2.28: Schématisation des déformations dans le cas de la théorie des plaques d’ordre

supérieur

D’autres théories raffinées ont vu le jour plus récemment. Leur champ de

déplacements sous la forme unifiée s’écrit comme suit :

_ oW i oW
u(xyzt)=u(x, y,t)—Z&—i—q}(Z)_l//X(x,y,t)+&_

(2.47)

(0 2) =¥ 302 500 1, (x3) 5|

W(x, Y, z,t)=w(X,Y,t)

ou: (p(z)est la fonction de forme pilotant la distribution des déformations de cisaillement

et des contraintes a travers I’épaisseur de la plaque. Elle est propre a chaque théorie
(tableau 2.2).
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Tableau 2.2: Différentes fonctions de forme des théories des plaques isotropes et FGM

Fonction de forme Distribution Coefficient
Théorie Intitulé de vy, et yy, de correction Validité
() suivant z (cisaillement)
CPT Théorie
Kirchhoff [151], | classique des 0 - - Plaques minces
[152] plaques
Théorie de Plaques minces
FSDPT déformation des . Constant Reau et
- onstante equis
Mindlin [11] plaques du 1% a moyennement
ordre épaisses
. 7(h? 72 Plagues minces
Ambartsumian | Thgorie d’ordre ol i ) ) et
- N 204 3 Quadratique | Non requis
[156] supérieur moyennement
épaisses
Théorie d’ord 5z 4(zY PI [
. éorie d’ordre agues minces
Reissner [157] ] —1-—=| - Parabolique | Non requis d )
supérieur 4 3\ h et épaisses
Théorie de h . (72
TSDPT déformation ;Sm T Paraboli N ) Plagues minces
) arabolique on requis
Touratier [158] | trigonométrique a q et épaisses
des plaques
ESDPT Théorie de 7 2
déformation ZExp| -2| — Plaques minces
Karama, Afaq ol P h Parabolique | Non requis ’q ]
etal. [41] exponentielle des et épaisses
plaques
PSDPT Théorie de 4( 7 2
Levinson [19], | géformation Z 1_§(H] Paraboll N ) Plagues minces
arabolique on requis
Reddy [21], parabolique des | | et épaisses
Murthy [159] plaques
Théorie de 2(2/h)?
déformation - In(a) Plaques minces
Aydogdu [52] ) o a>0 Parabolique | Non requis ,q )
exponentielle des et épaisses
plagues
El Meiche, h . (#z
et al Théorie raffinée —3In -z _ ) Plagues minces
Tounsi et al. desol T h Parabolique | Non requis o
es plaques et épaisses
[53] [cosh(z/2)-1]
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cosh(7z/2)
_ - 7
_ [cos(7z/2)-1]
Atmane, Tounsi | Théorie raffinée h paraboli N ) Plaques minces
arabolique on requis
et al. [58] des plaques “sin ( 7z ) —7z a d et épaisses
T

[cosh(z/2)-1]

3
- « | Théorie raffinée 1(z) 5(z Plaques minces
Shimpi [54] (*) hl| = —|-=| = Parabolique | Non requis ,q )
des plagues 4\ h 3 h et épaisses

(*) Pour ce modeéle, le champ des déplacements s’écrit :

a(xy,zt)=u(x, y,t)—2%+¢(2) a(;NXS

V(xy,z,t)=v(X, y,t)—z%ﬂo(z) aawys (2.48)

WXy, z,t)=w, (X, y,t)+W, (X y,t)

2.5.3.3. Nouvelle théorie raffinée de déformation des plagues :

Dans la présente thése, nous proposons une nouvelle théorie de déformation d’ordre
supérieur dont le paramétrage permet 1’adaptation au probléme structural étudié. Les
conditions aux limites sur les surfaces supérieure et inférieure de la plaque sont
rigoureusement satisfaites. Aucune restriction n'est portée sur I'épaisseur de la plaque, ce
qui permet une étude des poutres, plagues et coques minces et épaisses. La théorie de
déformation d’ordre supérieur de Reddy est un cas particulier de cette nouvelle théorie.
Cette derniére permet aussi d’approcher la théorie de déformation trigonométrique de
Touratier [158] et la théorie de déformation exponentielle de Karama [41] avec une trés
bonne précision. Elle est basée sur un développement en série d’ordre impair de la
coordonnée z, limité au degré 5. Le nombre de variables est identique a celui de la théorie

de Reddy (u,v,w,i,, ¥, ).

Le champ de déplacements que nous proposons s’écrit sous la forme (2.47) avec

une nouvelle fonction de forme :
2 4
Z Z
go(z):z{l—a(ﬁJ +B[ﬁj } (2.49)

Ou«x et P sont les parametres (réels) de forme de la nouvelle théorie, définis par :
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B:%(3¢x—4), 0<x<2 (2.50)

A partir des équations (2.47), nous dérivons le champ des déformations suivant :

Yy =

2 2 4 T 2. ]
_u_ oW 1—0((%) +g(30(—4)(%] Oy, OW

2 2 4 _8 2. 7]
g, =N 0., 1—0((%) +g(30(—4)(%j Vy oW

| OX W_

s

2 2 4 0 2 2.51
N Ny, oW +z[1—o{%) +g(30(—4)(£j Ha% Wy, p0 W} (51)

oy X oxoy

Les hypotheses sur lesquelles est basée la présente théorie sont les mémes que

celles de la formulation de Reddy [25]. De plus, la fonction de forme est telle que les

conditions suivantes sont rigoureusement satisfaites :

Les contraintes de cisaillement o, et o ,sont nulles au niveau des surfaces

do(a)|  _,

z z=1h/2

supérieure et inférieure, ce qui est Vérifié par:

Le profil des contraintes du cisaillement transverse a travers l’épaisseur est
parabolique (figure 2.30),
La deformation en cisaillement est maximale au niveau du plan moyen (z = 0), ce
qui est vérifié par: de(z) =1

z z=0
La fonction de forme ¢(z) et sa drivée premiere sont continues a travers
I’épaisseur (figures 2.29 et 2.30). Ceci permet d’avoir une continuité des

déplacements et des contraintes de cisaillement le long de I’axe z.
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Figure 2.29: Profil de variation de ¢(z) a travers 1’épaisseur (& = 3/2)

— -PSDT
— — TSDT
—-— ESDT
—— NOUVELLE THEORIE

Figure 2.30: Profil de variation de dg(z)/dz a travers 1’épaisseur (o = 3/2)

Comme nous I’avons souligné plus haut, le parametre ® permet d’adapter la

fonction de forme au probléme étudié. Les valeurs particuliéres de « sont les suivantes :

e « = 4/3 permet de retrouver exactement la fonction de forme de la théorie de Reddy
[21] .

e & =7%/6 permet d’approcher la théorie de Touratier [158] (TSDPT) avec une bonne
précision.

e =2 permet d’approcher la théorie de Karama [41] (ESDPT) avec une bonne

précision.



77

2.6. Conclusion :

Dans ce chapitre, les matériaux a gradient fonctionnel ont été clairement définis et
les différentes lois de mélange ont été présentées puis adaptées a des éléments structuraux
symétriques. Les FGM ayant €té congus principalement pour résister a des environnements
thermiques severes, le parametre température a été introduit et son influence sur les
propriétés thermomécaniques des FGM a été mise en évidence a travers des représentations
graphiques. Suite a cela, nous avons présenté différentes théories de déformation des
plaques (applicables également aux poutres) en commencant par les théories les plus
anciennes telles que la théorie classique et la théorie du premier ordre, en passant par les
plus utilisées telle que celle de Reddy et enfin les plus récentes. A la fin du chapitre, nous
avons présenté une nouvelle théorie de déformation en cisaillement des plaques qui a été
développée dans le cadre de ce travail de recherche. C’est une théorie d’ordre supérieur
dont le paramétrage est un atout permettant non seulement d’adapter la théorie au
probleme structural étudi¢ mais également d’approcher avec une bonne précision des
théories existantes telle que la théorie de Touratier ou celle de Karama alors que la théorie
de Reddy en est un cas particulier pour une valeur bien définie du paramétre . Nous
appliquerons cette théorie de déformation aux différents éléments structuraux que nous
envisageons d’analyser et, pour sa validation, nous comparerons les résultats avec ceux

obtenus avec les théories déja existantes.
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CHAPITRE 3
ETUDE DES VIBRATIONS LIBRES DES POUTRES FGM PLACEES DANS UN
ENVIRONNEMENT THERMIQUE

3.1. Introduction :

La poutre est un élément structural tres important en ingénierie. Dans le domaine de
I’aéronautique, elle peut étre le longeron d’une aile d’avion ou d’un stabilisateur, une
poutre de plancher ou poutre de support du train d’atterrissage. Elle est aussi trés présente
dans bien des structures terrestres et marines. Malgré cette large utilisation, la poutre reste,
dans le domaine de la recherche, un élément structural un peu négligé contrairement aux
plaques et aux coques qui jouissent d’un traitement particulier. Ce chapitre sera donc
consacré a 1’analyse des vibrations libres des poutres en matériau a gradient fonctionnel.
Dans une premiere partie, nous analyserons une poutre FGM symétrique dont les équations
seront développées sous une formulation unifiée en termes de la fonction de forme des
différentes théories de déformation en cisaillement. Nous prendrons en compte 1’effet de la
température a travers 1’épaisseur de la poutre. Deux procédés de résolution analytique
seront proposés. Dans un second lieu, nous présenterons 1’analyse des vibrations libres des
poutres FGM non-symétriques soumises a des contraintes thermiques initiales et ce en
utilisant la DQM (Differential Quadrature Method).

3.2. La poutre FGM symétrique :

Nous considérons une poutre géométriguement symétrique dont la distribution des
propriétés est symétrique a travers 1’épaisseur (symétrie élastique). Etant donne que les
propriétés dépendent de la température, nous assurons également une distribution
symétrique du gradient de température en imposant une variation uniforme de la
température (mémes températures sur les surfaces supérieure, inférieure et moyenne tel que

montreé sur la figure 3.1).
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Figure 3.1: Géométrie de la poutre FGM symétrique

3.2.1. Formulation unifiée pour une poutre FGM symétrique

Nous considérons une poutre FGM symétrique de longueur L, de hauteur h
constante et de largeur b comme montrée sur la figure 3.1. Les propriétés mécaniques
effectives obéissent aux lois des mélanges P(z,T) citées dans le chapitre 2 (P-FGM, E-
FGM et S-FGM).

Nous supposons que la poutre a été soumise initialement a une élévation de
température AT(z). La contrainte thermique normale engendrée dans la direction x est alors

donnée par:

O-I =-Q,2,AT(2) (3.2)

Ou : ay est le coefficient de dilatation thermique dans la direction x et Qq est le coefficient
de rigidité réduite défini dans 1’équation (3.5).

Afin d’obtenir une formulation unifiée tenant compte des différentes théories de
déformation, le champ des déplacements est écrit comme suit (Mahi, Adda Bedia et al.
[149]):
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(3.2)
W(x,z,t)=w(xt)

Ou u et w sont respectivement le déplacement axial et le déplacement transversal d’un

point de la surface médiane (z = 0), wy est la rotation autour de 1’axe y de la poutre et ¢ est

la fonction de forme de la théorie unifiée.

Le champ des déformations peut étre facilement déduit en considérant les relations

déformations-déplacements de Green-Lagrange (Reddy [23], [49] ) pour obtenir :

2
o U 0w (Z){%Jﬁ_"q

X oxe ox  ox2
(3.3)
R
7/XZ az WX ax

Ou & est la déformation axiale le long de 1’axe X et yy, est la déformation en cisaillement

transverse.

Les relations constitutives issues de la loi de Hooke généralisée s’écrivent:

o, =Q,.&,,
X 11%x (34)

O-xz :styxz
oy étant la contrainte normale dans la direction Xx; oy, , la contrainte de cisaillement dans le
plan (x-z). Q11 et Qss, les coefficients de rigidité réduite (fonctions de la cote z et de la

température T), sont définis par :

E(z,T
Qu = (Z ) Qss = E@1)

1-v*(z,T)’ L+ v(z,T)] (3.5)
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Ou : E(z,T) et v(z,T) sont respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson

du point de céte z a la température T.

Les résultantes en forces et moments peuvent s’écrire sous forme matricielle

comme suit:

1B D DF (v w, (36)
= AL (v, +w, )
Ou: Nyest la résultante des efforts normaux dans la direction x
Q% est la résultante des efforts de cisaillement transverse d’ordre supérieur
My est le moment de flexion
M} est le moment de flexion d’ordre supérieur
Avec :
h/2
(A1B.BY)=b[ Q. z¢)dz
(0,050 ) ~bf o o

-h/2

a h/2 0 2
A55=bk55I st (G_(ZD) dz

Ou kss est le facteur de correction du cisaillement transverse dans le cas de la théorie du

premier ordre.

Les coefficients Aj;;, Bi; et Di; sont les rigidités en traction, de couplage
membrane-flexion et de flexion, tandis que le coefficient A% est la rigidité de déformation
en cisaillement transverse. Les coefficients additionnels de couplage et de flexion
B, Dj et DT sont dus & la fonction de forme ¢(z) introduite précédemment dans le
champ des déplacements. Tous ces coefficients dépendent de la tempeérature. Nous
pouvons noter que le moment de flexion M} d’ordre supérieur est di a la méme fonction

de forme ¢(z).
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Comme le coefficient de Poisson v change dans la direction z, le facteur de
correction du cisaillement transverse kss, pour la théorie du premier ordre (FSDBT), est

exprimé selon I’expression appropriée suivante (Efraim et Eisenberger [160] ) :

kes =5/[6— (V. +v,V,)] (3.8)

Ou V; et V, sont les fractions volumiques de chaque constituant dans la section entiere et
v1 et vy sont les coefficients de Poisson de chaque constituant dans la section entiere.

La formulation pour le cas de la théorie du premier ordre (FSDBT) peut étre
obtenue en choisissant ¢(z) = z et en introduisant le facteur de correction du cisaillement

transverse Kss.

3.2.2. Les équations du mouvement de la poutre FGM symétrigue :

Afin d’obtenir les équations du mouvement de la poutre FGM, nous utilisons le
principe de Hamilton. Ce principe requiert la définition des énergies de déformation

mécanique, cinétique et de déformation thermique.

L’énergie de déformation due aux contraintes mécaniques est donnée par (Reddy
[23], [155] ):

1
Uy =5 [ oyzdv (3.9)

Ou V est le volume de 1’élément structural considéré.

L’énergie de déformation thermique due a la contrainte thermiques initiale o]

induite par une élévation de température A7 est donnée par (Kim [122] ) :

1 ow'Y
U.==[ o' | ] dv 3.10
T 2jvax(axj (3.10)

L’énergie de deformation totale peut alors étre obtenue par:

U=U,+U, (3.11)
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De méme que, I’énergie cinétique d’un corps déformable est exprimée par (Reddy
[23], [155] ) :

:_I (2 T)au a“ (3.12)

Ou p(z,T) est la masse volumique dépendant de la position et de la température.

Les équations du mouvement peuvent donc étre déduites en considérant le principe
de Hamilton qui s’écrit (Reddy [23], [155] ):

5[ j;ﬁdt} ~0 (3.13)

Ou £ est le Lagrangien du systéme exprimé par:

L=E,—(U,+U,) (3.14)

En différenciant les énergies, en appliquant le principe de Hamilton, en procédant

par une intégration par parties et en collectant les termes devant su, Sw et Sy, séparément,

nous obtenons :

o, u | Py . o*w
5u.—(ll¥+ e ] Au B11 (B1l B, )%=o

ox? o ox®

o*w
_( D11 - 2Df1 Dlala) ox*

w oy, ow W . o%u
owi-l, = ASS(Z —j NI o2 ~(BL-By) s

(3.15)

a aa 83 X
(D11 D11 al// =0

X3

82‘/& o%u aa 621//)( a aW a o%u a aa o*w
5‘//x:_(|3?+|2?j+D11 ?_Ass Wyt X +Bllax — (D - Dll)yzo

Etant donné que la poutre considérée est symétrique, le systéme se réduit a :
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o%u o°u
o e
62W a aa a a aa 83 al//x
1, S (D 2D + O ) S (A - ) +(Di-DY) g+ As— =0 (346
a lr//x a aa 83 a aa azwx a
7 -(Di-D ) A55 Oi e ~ A =0
Ou:
h/2
__b_[ h/2Qll(Z T)a(z,T)AT (z)dz (3.17)

N étant la résultante axiale due a 1’élévation initiale de la température.

L’inertie axiale I;, I’inertie de couplage I, et I’inertie de rotation I3 s’expriment comme

suit:

(I 1,,1,) :bﬂfzp(z,T)(l, 2,2%)dz (3.18)

Les solutions sont recherchées sous forme harmonique:

u U
wp=4W e (3.19)
St

Ou : w est la fréquence circulaire de vibration.
U, W et % sont les amplitudes des déplacements longitudinal, transversal et de

rotation respectivement.

La premiéere équation du systeme (3.16) étant déja découplée, les fréquences
naturelles longitudinales peuvent étre tres aisement déduites. Comme la poutre est
symétrique et en considérant les différentes conditions aux limites, les fréquences

correspondantes sont données par:

Cas libre-libre/encastrée-encastrée/ appuyée-appuyée/appuyée-libre:

m,zi% % (i=1..N) (3.20)
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Cas encastrée-libre/encastrée-appuyée:

» _@-N)z [A (i=1..,N)

oL (3.21)

l;

En substituant 1’équation (3.19) dans le systéme (3.16) et en paramétrant

judicieusement les deux derniéres équations de ce systeme, nous obtenons:

oW (L\ow, (a*’ ¢’D, \o'W (c’D,L 8%,
>+ = + W — + ;=0
o0& m) o0& m mD ) o& mD ) o0&
1

(3.22)
o’ , 1 oW (D, \oW
ol I Bl Sl sl Rt el Rt
o0& C Lc®)o& \LD)o&
Ou:
S=x/L,a2= |1w2L4/D1 c?= D/LZASaS’ 9’ = ISC‘)ZLZ/D1 m:(pés_NI)/A_?s
(3.23)
D:Dfla’ D1:D11_2D1611+Dfla' D2:D1a1_D1ala’
En découplant les équations (3.22), nous obtenons enfin:
2 2 2.2 _
ez &_Dl 86\/\6/ +(1+ D,+2D, D gzczjaAVYJf a’c® |1 T+92 82\/\2/
mD\ D o0& mD mD o0& m mc o0&
22
m (¢
. , (3.24)
c2 (D} o D,+2D, D, ,,)\0'¥, (a*® 1-m ,\|o*¥
—| —-D o+ 1+ - g°c ot +——+¢ >
mD\ D o0& mD mD o¢ m mc o¢
22
_ac (iz— Zjaffxzo
m \c

Nous retrouvons la formulation FSDBT en posant (p(z):z. Le systeme

d’équations différentielles est alors le suivant:
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2.2
82V\2/+(LJ8Y/X+ 3¢’ \v _o
o0& m) o0& m
2p (1 \ow 1 (4:29)
(252
o0& Lc® ) 0& c
Ou:
D,=D,=0, D*=D%=D,, D=D, (3.26)

3.2.3. Solutions analytigues des éguations de mouvement :

Pour résoudre analytiquement les équations (3.24), nous proposons deux méthodes. La
premicre consiste a réduire I’ordre des équations de mouvement et la seconde, & les

résoudre analytiquement sans réduire leur ordre.

3.2.3.1. Réduction de ’ordre des équations différentielles

Aprés analyse du coefficient (cZ/mD)(DZZ/D— Dl)de I’équation (3.24), nous avons

trouvé que, pour le cas de la poutre considérée, son ordre est de 10 lorsque L/h est égal &
5 et se réduit & 10”7 quand L/h est égal & 120. Comparé aux autres coefficients, son ordre

est aussi 10* & 107 fois plus petit ; ce qui permet de négliger ce terme pour obtenir :

2.2 _ 2n2
[1+ D,+2D, D gzcz)a“w [ac L1 m+92]az\N_ac (i—gzjwzo
m m

+
mD mD 854 mC2 agZ C2
4 2.2 4 2 22 (3.27)
(1+ D,+2D, D, gzczja A A e, Y i (%_gzj%:o
mD mD O m mc og m \c

Les solutions sont recherchées sous la forme suivante:

(3.28)

W = A chaé+ A shaé+ A cos B& + A, sin &
¥, =B;shaé +B,chaé + B;sin g&+ B, cos &

Ou Ai(i=1,....4)etBi(i=1,...,4) sont les coefficients inconnues des fonctions W et ¥,

a et ff sont des paramétres a déterminer.

En posant q=0/0& dans I’équation (3.27), nous obtenons:

q* +(d?/A)gq2-B/A=0 (3.29)
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ou:

22 2.2 _
A1t D, +2D, D, 0%, g &%c 1 _g? ), g2 2&¢ 1-m
mD mD m

Les solutions de 1’équation caractéristique (3.29) sont alors :
1/2

+i [(d 2y Jd*+4AB )/ZA} ,
1/2

i[(—d 2, Jd“ 1 4AB )/ZAJ

Gy
(3.31)

U4

Ce qui donne :

(@ B) = [(¢d2 +Jd*+4AB ) /ZAT/Z (3.32)

Les relations entre A; et B; (i = 1,...,4) sont trouvées en utilisant les équations

couplées (3.22) pour obtenir:

Bl = KlAl' BZ = K1A2' Bs = K2A3l B4 = _K2A4 (333)
Avec:
i a’c® c¢’D, _p a’c® c’D 5
m m mD m m mD
K1=—L— D K= 5 (3.34)
@t 2y P 1=t

Les expressions finales de W et de ¥ sont:

W = A chaé+A,shaé + A, cos BE+ A, sin BE

Y, =KAshaé+ KA, chaé +K,Asin & -K, A, cos S (3.35)
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Les conditions aux limites considérées dans cette étude sont:

SS  W=N =M =M2=0

§=01

CC w=v,=0

£=01

FF QL =N,=M,=M:=0

$=01

(3.36)
CF W=%=0 , Q,=N,=M,=M;=0
£=0

&

CS W=%¥ =0 W=N=M,=M}=0

e

SF W=N=M_=M*=0 , QQ=N,=M,=M?=0

&=0 &=1

En appliquant les conditions aux limites ci-dessus, nous obtenons les équations

exactes suivantes des fréquences propres:

Appuyée-appuyée (SS):

sin =0 (3.37)
Encastrée-Encastrée (CC):
K?-K?
2-2cha cos f+| —2—= |sha sin =0 (3.38)
K1K2

Libre-Libre (FF):

2—-2cha cos g+

2L (aK, + BK,) -

K K,L* (a2 - j3?) _aﬂ[ K? - K} (3.39)

of
aff+L(-aK, + K, — K,K,L)

jshoc sinf=0
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Encastrée-Libre (CF):

K2 -K?
—(a? =% +aK,L+ BK,L +[aK L+ 8K L—aﬁl—zjcha cos
( 1 L) ! ? KK, (3.40)
+ (2af+ K,L—aK,L)sha sin f=0
Encastrée-Appuyée (CS):
a’c? _p
2l _m tha+tg 8 =0 (3.41)
p| ac 2
+a
m
Appuyée-Libre (SF):
gtha+&(Mthﬁ:O (3.42)
,B Kl Kzl—_ﬂ

La résolution de ces six dernicres équations permet d’obtenir les fréquences propres
de la poutre FGM symétrique soumise a des contraintes thermiques initiales pour chaque

cas de conditions aux limites.

3.2.3.2.Résolution des équations différentielles du 6°™ ordre :

Le systeme des équations de mouvement (3.24) est réécrit comme suit:

oW oW W

aQ +a +a, +aW =0
oc” 2 o¢" o 4 (3.43)
v, o, W, '
aQ st a, -ty > +a,¥,=0
0¢ 0¢ o¢
Ou:
_c_2 D_22_D .. D+2D, D, .,
mD{ D ') ? mD mD ' (3.44)
_ac 1 Mg a B o |
% m  mc? 4 m | c?
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En posant q =8/0& dans (3.43), nous obtenons:

aq’+a,q’+a,0°+a, =0 (3.45)

Le polyndme du 6°™ degré précédent peut étre factorisé comme suit:

(q* +s,0% +s,)(8:9° +5,) =0 (3.46)
Ou:

51:(63—8261)/84, S;=a, S, :a4/52 (3-47)

s, étant la solution de 1’équation du 3°™ degré suivante :

8'S; ~ 8,85, +8,3,5, ~a, =0 (3.48)

Cette équation peut étre résolue en négligeant le terme a/s; car a’ (= 1079 est trés

petit comparé aux coefficients (a,a,, a,a,,a;) des autres termes ; la solution sera alors :

S, :li(aziva§_4aia3) (3.49)

Si a/syn’est pas négligé, la racine s, est (les deux autres racines donnent les

mémes solutions):

1 TE) a,(a,—3a,) la
s,=—(A+128a,\[4, ) +=—— TR 3.50
Avec:
A, =—36a,a’ +108a’a, +8a}, 1, =4aja, —a, —18a,a’a, +27aa’ +4aa’ (3.51)

Finalement, les six racines de 1’équation caractéristique (3.45) sont:

Q.= i72(_31 +V312 —4s, )1/2 1 O34 = i72(_81 _\/312 —4s, )1/2 1 O56 = i\/_54/33 (3.52)
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Apreés analyse des six racines, nous trouvons que les racines g » sont réelles, les
racines gs4 sont des complexes conjugués et les racines gs g sont réelles, ce qui permet

d’écrire:
;2 _ > 1/2
(05,,8)=7(+31+«/s1 —432) , y=,/—34/33 (3.53)

Le déplacement transverse et la rotation sont:

W = A chaé + A shaé+ A cos BE + A, sin BE + A chy& + A shyé

¥, =B shaé +B,chal +B,sin &+ B, cos S + B, sh y& + B, ch & (3.54)

Ou Ai(i=1,....6) et Bj(i=1,...,6) sont les coefficients inconnus des fonctions W et ¥,.

a, S ety sont des paramétres a déterminer.

Les relations entre A;j et B; (i = 1,...,6) sont trouvées en utilisant les équations

couplées (3.22):

B =KA, B,=KA, B =KA, B, =-KA, B=KA, B=KA (3-55)

ou:

LA(, ¢°D, .
/m[l D ﬂ], (3.56)

Les expressions de W et ¥, deviennent:

W = A chaé+A,shaé+ A cos B+ A, sin BE+ A chyé+ A shyé
Y =KAshaé+KA, chaé+K,Asin B - K, A, cos BE+ KA shyE+K A chyé  (3.57)
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Les conditions aux limites principales sont libre-libre, encastrée-encastrée et
appuyee-appuyeée. Les autres conditions du systéeme (3.36) sont des combinaisons de ces
trois dernieres. En appliquant ces conditions, nous obtenons les équations des frequences

propres suivantes:

Appuyée-appuyeée (SS):

sin f=0 (3.58)

Encastrée-encastrée (CC):

C,shasin Bshy +C,shy(chacos B-1)+C,sha(chycos 5-1)

3.59
+ C,sinf(chachy-1)=0 (3:59)
Libre-libre (FF):
F.shasin gshy +F,shy(chacos B-1)+F,sha(chycos -1)
3.60
+ F,sin g(chachy-1)=0 (3.60)
Encastrée-Libre (CF) :
(R,cos Bsha —R,sin Bcha)shy +(—R;cos Bcha+R, —Rysin Ssha)ch y (361)
+R,cos B+R, cha =0 '
Encastrée-Appuyée (CS):
E chacos gshy+E,chasin gchy+E;shacos fchy =0 (3.62)
Appuyée-Libre (SF):
S;shasin gchy+S,shacos fshy+S,chasin fshy =0 (3.63)
Les expressions des constantes des équations caractéristiques précédentes sont :
C,=—(BK,+7K,) —(aK, + BK,)" +(aK, =K, )’
C2=—2(ﬂK3+)/K2)(aK3—}/Kl) (364)

C,=2(aK, +pK,)(aK, —yK,)
C, =2(aK, + BK,)(BK,+7K,)
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F = 0(4K22K32|—2 (72 ‘ﬂz)‘2a2ﬂ7K2K3 [azL(VKs +ﬂK2)+ﬂz72]
B (o +72)-20p KKy | 7 (@' + fPL) + K, |
2K K KL LB K, + 0 Ky +a°y K, )+ 20y (o B+ B -y |
+72K K, [72K1K2L(052 -ﬂz)- 208 (ay*K,L+a® B -azyz)} (3.65)
B[R ) K o) K (7))
F, =—2afy* (K, + Ky )( BK; + K7 ) (a + LK, ) (=S +K,L)
F, =—20° By (K,a + BK, ) (K +aK, ) (=B + K,L) (y + K L)
F = Zaﬁzy(Kza+,3Kl)(K2}/+ﬂK3)((I+ KlL)(7+ KSL)

R =B(BK,+aK,) (7K, + BK,)(2ay + yK L+ aK,L)
R, = a(yK,—aK,)(BK, +aK, ) (=28 + yK,L— BK,L)
R, =aKl[ﬁ2 (ﬂK1+aK2)(LK3+y)+y2(yK1—aK3)(|_K2—ﬂ)]
+a’ [ BK, (BK, +aK, ) (LK, +7) - 7K, (7K, —aK;) (LK, - B) ]
+ By (7K, + BK, ) (7K, + BK, ) (LK, + @) (3.66)
R, =7 (7K, + BK;) (7K, —aKy)(a’ - B +aK,L+ BK,L)
R, =7 (7K, + BK;) (7K, —aK;)(2a8+ BK,L—aK,L)
R, = B(rK, + BK;) (BK, +aK,)(a® + 7" +aK,L+yK,L)
R, =—a(rK,—aK,)(BK, +aK,)(y* - B* + yK,L+ BK,L)

E, = (8K, +aK,)
E, = (aK,—7K,) (3.67)
E

3:_(7K2+IBK3)

S, =—af(aK,+ K )(y+K,L)
S, =ay(-aK, +7K)(-B+K,L) (3.68)
S :ﬁV(ﬂKs"'?/Kz)(OH' KlL)

Les équations (3.58), (3.59), (3.60), (3.61), (3.62) et (3.63) sont résolues pour
obtenir les fréquences naturelles de la poutre FGM symétrique soumise a des contraintes
thermiques initiales pour chaque condition aux limites et ceci en utilisant les équations

différentielles du sixieme ordre. Des comparaisons avec les résultats obtenus par la
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résolution des équations différentielles du quatrieme ordre seront présentées dans le
chapitre 5.

3.3. La poutre FGM non symétrique :

Considérons a présent la poutre FGM non symeétrique présentee sur la figure 3.2 et
dont la face supérieure est a la température T et la face inférieure est a la température Ty. Py

et Py représentent les propriétés thermomécaniques des faces supérieure et inférieure

1
|
A

7 L >

respectivement.

h/2
-h/2

Figure 3.2: Géométrie de la poutre FGM non symétrique

3.3.1. Formulation unifiée pour une poutre FGM non symétrigue:

Nous pouvons déduire les équations du mouvement de la poutre FGM en termes de
forces et moments thermoélastiques en partant du champ des déplacements (3.2) et en
réduisant les équations des énergies ((4.25),(4.39) et (4.47)) ainsi que le systéme des
équations du mouvement de la plaque ((4.78) a (4.82)) au cas d’une poutre FGM. De
méme que, pour retrouver les résultantes des forces et moments d’une poutre FGM, les

expressions (4.22) correspondant au cas d’une plaque FGM sont réduites pour obtenir :

ou o*'w oy, o°'w
<= ox  tox? B“( ox  ox? ]

(3.69)
2 2
M -8, Y _p, 2 W+Df‘1£al//x +8—W]

x  Lox? x o
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a a au a 82 aa al)llx 62
Mx :Bn&_Dll X2 D11[ ax +§j

ow
sz A55 (V/x + &)

Ou les différentes rigidités reduites sont celles définies par les équations (3.7).

En réduisant 1’équation (4.25) au cas d’une poutre FGM, I’expression finale de

I’énergie de déformation en termes d’efforts et moments est:

1cu],. ou o°w oy, O°w ow
U, ==[INZ=-M o +M2| 2 E 01402 [y, + 2= |}dx 3.70
d 2.'.0{ X aX X axz x( ax axzj sz (l//x aX j} ( )

En procédant a la variation de 1’équation (3.70), nous obtenons:

L[ oN, O*M, alvlf LoMe a Qg
:I {_ ou— axz OW— X2 5W+Qx25l//x_F5W}dX (371)

A partir de 1’équation (4.39), I’expression finale de 1’énergie due a la contrainte
thermique initiale est réduite pour le cas d’une poutre FGM a:

2
=—j (—] o(M] M) LW oy e MOV
OX OX OX OX

a aa 82 a aa 0 X62
+(P] —2Rf + P )(axz] ~2(P P )a—"’x ax"z" (3.72)

2 2
+pe (%j +NJ (éﬂj }dx
X X

En prenant la variation de I’équation (3.72), nous obtenons :

5UT=jO{ NT2u5u (M —MF)(Z:( Sw —%&)

M (—%5 aa)'igx 5u]+(PXT _2P™ 4 PXT"“"‘)ZTW5W (3.73)

3 2 2
(PTa PTaa)[aaV/sx SW _g - 5 J PXTaa aa)l:/zx 5‘//X_NI gx\;\l 5W}dx
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En réduisant 1’équation de I’énergie cinétique (4.47) au cas d’une poutre FGM,

nous aboutissons a :

1|, (ouY oy, \ ou By ou o*w
E.==[ 41| =] +12] 2= | 4212 =2y 2(12-1,) =
¢ 2“{&} 3(&} 2ot ot (2 2)ataxat

2 2
aa a 5% 62W a aa aZW ow
+2(17-13) po _8x8t+(|3_2|3 +1 )[_6x6t] +I1(Ej }dx

Ou: 1,1;,1;% sont I'inertie de couplage et les inerties de rotation d’ordre supérieur

(3.74)

respectivement.

La variation de I’énergie cinétique de la poutre FGM en vibration libre est

directement déduite de 1’équation (3.74) pour obtenir :

2
SE =] |1a—“5(a—”J+|§a%5(—a%j+|§5(6—“8‘/’Xj+(|3—|2)5 uow
oMt et o\ at o ot ot oxat

2 2 2 (3.75)
(12 -12)s Oy, oW +(|3—2|;+|;a)aW5 aw +|1@5(@j dx
ot oxat oxot | axat ) tat (et

En intégrant par rapport au temps, en procédant par une intégration par parties, en
annulant les variations des déplacements et rotations (virtuels) et en supposant des

variations nulles au début et a la fin de I’intervalle temps, nous obtenons :

t tee] | du 2 OV, 2 O°u oy,
[ oEcdt=] | {—Ila?éu—ls - 51//X—|2£¥5%+ o

a o%u o°w w2\ O, o*w
+(|2—|2)( sw-——5 5u}+(l3 —|3)[ SW+ Sy, (3.76)

oxot? OXot? oxot?

o'w 0

2w
a aa
+(1;-215 +1; )Waw—llym}dxdt

Finalement, le systéme d’équations du mouvement de la poutre en termes de forces

et moments est :
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3 2
N \r Oy (M7 -mp) 2oy Oy
OX OX? OX OX ot
LW a o*'w
_|2 2 _(Iz - 2) 2
ot oxot

62MX 82|\/|Xa o0Q; a 0° a an 0° <
Y " X ox _(MT MT)axu (PT -F )a—;

(P —2PXTa+PXTaa)‘2X N Cr=(1z -1 )ﬁ

o2 VP oxoar? (3.77)
aa a 83Wx a aa a4W aZW
+(157 -1 )8x6t2 +(15—215 +13 )8x26t2 -h =5
aM . Ta a u Taa 6 v Ta Taa 83 a 6 u
- —M] -P (P —P] =
oX +Qu X2 * ox? ( )6 3 2 5t2
OV, o*w
R +(15-1 )8x8t2

Etant donné que les coefficients (17 —1,), (15°—13) et (1,-215+15%) sont tres
petits (de Pordre de 10, 10° et 10 respectivement), les termes associés dans les
équations différentielles (3.77) sont négliges sans affecter significativement les résultats.
Dans ce cas, les équations du mouvement simplifiées de la poutre FGM deviennent :

2 3 2 2
%"‘Nxa MTaaWX_(MT MTa)a\;\I: lal:‘f‘lzal/:x
OX ox? ox’ OX ot ot

2 2 a a
M, M Q5

X

OX? OX? OX

a 83 a aa a X
+(M] - MT)ax +(PP P )6)"(’

(P —2PXTa+PXTaa)g:(‘:V+ NT ?31\2/: I, a;t\;v .
ag/le Qi+ MTaZ U, pra 88Xl//2x _(PXTa_PXTaa)Zi\gv: ] c’;l; i, 6;?
Avec :
(NI.MIPT)=b[" Qu(2.T)a(2T)AT (2)(L2.2°)dz.
(3.79)

(M P R =b["” Qu(2.T)a(2.T)AT (2)p(2)(L. 2. p)cz
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Nous montrerons par la suite, dans le chapitre 5, que les équations de mouvements

(3.78) simplifiées fournissent des fréquences naturelles de trés bonnes précisions

comparees a celles obtenues par d’autres auteurs cités comme référence.

Pour pouvoir utiliser les méthodes d’approximation telles que la DQM (differential

quadrature method), les équations du mouvement doivent étre écrites en termes de

déplacements et rotations. En remplacant les forces et les moments par leurs expressions

respectives (3.69), le systéme des equations de mouvement peut étre encore écrit comme

suit :

2 2
('A&1+NI)%+(B{"1+MI&‘)%
3 2 2
(607 w12,
: 3
[ (8B )~(M1 M) S5 +[(05 -0 )+ (PP T
4
+AG ag)/(x —[(D11—2Df1+ D) +(P] — 2P + PXTaa):| Zx\iv
a 62 62
+(A55 + Nz)ﬁ—)(\lz\I:[ll?\;V]

2 2
(B + M) 3o (D3 + PI) - i,

2 X

3 2 2
‘[(DE—DE‘"‘)+(PF—PJ“)ETV!—%%:@ TV 1y a—”}

3 atz 261:2

Les solutions sont recherchées sous forme de fonctions harmoniques :

u U
W — W eiwt
78 ¥,

(3.80)

(3.81)

En paramétrant les équations de mouvement (3.80) et en tenant compte des

solutions harmoniques (3.81), nous obtenons enfin:
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oW oY,

oU
_LAla_gz_Bla_f_LBz@—gzst(llu+I2¥/X)w2
U o'W, W Y, ... 0¥, ., )
LB, —+D, ——-L — LD, —X-L°Ad X=L"(IW)w 3.82
St Diger U A G D A T LA TS L) (3:82)
2 2
—LBZ%JF D2%+ L2A§‘5 2\28/ - LD, 8@? + L3A§‘5‘}/X = L3(I2U + I3‘1/X)a)2
Oou:
X
§=1 A=(AurNT)s A= (A5 +NT),
B, Z(Blal_Bn)_(MI_MIa)’ Bzz(Bfl+MxTa)’ (3.83)
D, =(D,, —2D}; + D )+(P] —2P* + ™),
D, Z(Dlal - Dlala)+(PxTa - PxTaa)’ D,=(Di + PxTaa)
Les conditions aux limites étant les suivantes :
SS W=N,=M, =M2=0
CC UZWZTXZO|§:0,1
FF Q=N,=M,=M:=0Q
(3.84)
CE U=W=%,=0 , Q,=N,=M =M?=0
£=0 &
cS U=W=%¥,=0 W=N=M=M?=0
SF W=N,=M,=M?=0 , Qi=N, =M, =M:=0)

&=0 =

3.3.2.Résolution des équations de la poutre non symétrique par la DOM :

La DQM (differential quadrature method) est une méthode numérique efficace et
trés fiable de résolution des problémes linéaires et non linéaires de la mécanique des
structures. En particulier, cette méthode permet trés aisément de déterminer les fréquences
et modes propres pour n’importe quelles conditions aux limites, y compris mixtes. Elle
exige moins d’efforts de programmation que la méthode des ¢éléments finis. Elle a été
introduite pour la premiere fois par Bellman et Casti [161] . Cette méthode a éte presentée
comme une technique numérique pour la résolution des problémes aux limites. Depuis, elle
n’a cessé¢ de subir des développements et a pu étre appliquée a de multiples problémes

d’ingénierie, particulicrement dans l’analyse statique et dynamique des poutres et des
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plaques. Comme la méthode générale a présenté des limitations, principalement lors de
I’introduction des conditions aux limites générales, un certain nombre de méthodes
innovatrices basées sur la DQM a été présenté par de multiples chercheurs. La méthode a,
en premier lieu, été utilisée par Bert, Jang et al. [162] pour la résolution de problemes de
meécanique des structures. lls utilisérent la "technique-6" pour imposer les conditions aux
limites. Hélas, c’est une technique qui n’a pas été jugée suffisamment efficace car les
conditions aux frontiéres sont satisfaites approximativement. Il est justement important de
préciser que le probléme a surmonter dans 1’application de la DQM est de bien
implémenter les conditions aux limites. Pour contrecarrer la faiblesse de la "technique-3",
Wang et Bert [163] introduisirent une nouvelle approche dans 1’application des conditions
aux limites en modifiant les matrices de coefficients de pondération (fonctions poids)
(MWCM : Modifying Weighting Coefficient Method). Cette approche est jugée bonne
dans le cas de la condition aux limites « appuyé-appuyé » mais ne peut pas prendre en
charge les conditions aux limites mixtes. Un autre développement de la MWCM pour la
résolution d’équations différentielles d’ordre supérieur a été réalisé par Bert et Malik [164]
et Chen, Striz et al. [165] . Shu et Du [166] ont rapporté que la MWCM a des limitations
et ne peut étre utilisée pour toutes les conditions aux limites. Ils ont introduit une nouvelle
technique qui consiste a incorporer les conditions aux limites dans les équations discretes
de mouvement, mais cette technique aussi, ne fonctionne que pour des conditions aux
limites simples (appuyée-appuyée ou encastrée-encastrée). Par la suite, Shu et Du [167]
proposerent une autre méthode qui couple les équations différentielles aux conditions aux
limites. Une approche plus géenéral (GDQ : General Differential Quadrature) a été proposée
par les mémes auteurs pour implémenter les conditions aux limites générales. Les deux
conditions physiques en un point limite sont discrétisees par la DQM. Une condition est
considérée comme 1I’équation du point limite lui-méme et ’autre condition est prise comme
étant I’équation du point intérieur qui lui est directement adjacent. Ces auteurs ont
démontré que cette approche pouvait étre appliquée a n’importe quel type de conditions
aux limites uniformes. Plus tard, Shu et Chen [168] présenterent un travail sur la sélection
optimale des points intérieurs et démontrérent que le remplacement de 1’équation
différentielle discrétisée par 1’équation de la condition aux limites discrétisée en un point
du voisinage immédiat du point limite était le choix optimal conduisant a une bonne
précision. Shu et Wang [169] ont montré la facilit¢ d’implémenter les conditions aux

limites mixtes et non uniformes lorsque la méethode GDQ est utilisée. Fung [170] a
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introduit une autre procédure pour modifier les matrices des coefficients de pondération.
Les conditions aux limites sont satisfaites exactement. Cependant, cette approche ne peut
pas étre utilisée lorsque des dérivées mixtes interviennent dans les conditions aux limites.
Une synthése bibliographique appréciable peut étre trouvée dans Bert et Malik [164], Shu
[171] et Zong et Zhang [172] . A notre connaissance, la DQM n’a pas encore été
appliquée dans I’analyse des vibrations libres des poutres FGM non symétriques en
concordance avec une théorie des déformations d’ordre supérieur et prenant en compte
toutes les conditions aux limites. C’est justement ce que nous nous appliquerons a faire
dans cette partie du travail ou la poutre FGM est non symétrique soumise & un gradient de
température a travers 1’épaisseur alors que le champ de température sera supposé constant
dans le plan (x,y) de la poutre. Les propriétés thermomécaniques du matériau dépendent de
la température et varient continllment a travers 1’épaisseur suivant des fractions
volumiques des constituants définies par les lois de distribution (P-FGM), (E-FGM) et (S-
FGM).

Afin de résoudre les équations difféerentielles du mouvement de la poutre FGM non
symétrique (3.82), nous utilisons la variante de cette méthode appelée GDQ (general
differential quadrature method) en prenant soin de 1’adapter afin de tenir compte des

moments d’ordre supérieur et des forces de cisaillement.

Dans cette méthode, la k*™ dérivée d’une solution f en n’importe quel point discret
i est approximée par (Shu [171] ):
o f

S _Semg e
o7, ,Z‘ f() (3.85)

Ou N est le nombre de points discrets le long de 1’axe x de la poutre et Ci}k) sont les

coefficients de pondération d’ordre k de I’interpolation polynomiale de Lagrange.

Afin d’assurer des caractéristiques de convergence stable et en vue d’obtenir des

résultats plus précis, nous choisissons les points de distribution & générés par la formule

d’interpolation normalisée de Chebyshev-Gauss-Lobatto (Shu et Chen [168] ):

& :%{1405(;‘;117:)}, (i1=12,....,N) (3.86)
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Les coefficients d’interpolation des dérivées du premier ordre sont donnés par
(Shu [171] ):

B
c"(l):(@—z)g‘ll’)(cfj)' (i,i=12...N; i#])
N (3.87)
RY(E)= [] (&-&)  (k=12..N)
j=1j=#k
Ou:
N
R(&) =TT (¢-¢) (3.89)
j=1

Les coefficients d’interpolation des dérivés d’ordre supérieur sont obtenus a partir

de la formule de récurrence suivante (Shu [171] ):

ok

=kl e - — 1, (i, j=12...,N; k=23 ,N-L i=])
fi_gj

(3.89)

e = _ i c®

ij !

(i=12...N; k=23...,N-1 i=j)

j=1, ji

Pour la méthode GDQ, le domaine entier de calcul est divisé en deux sous
domaines intérieur et extérieur représentés respectivement par les vecteurs {4} et {4},
s’écrivant comme suit :

(51 ={U,0 U Wy, W P )

n-1*+* x21°°*1 % xn-1

] (3.90)
{5b} = {Ul’Un ’Wl’Wn’ Txl’ xn}

Ou: U,,...U  W,,..W _,¥,,...,¥,, sont les déplacements et rotations des points

situés a D’intérieur du domaine ;U,,U W, W, ¥,

x1* * xn

sont les déplacements et rotations

situés sur le domaine frontiere (domaine extérieur). L’indice T dans les équations (3.90)

traduit la transposée des vecteurs.
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Les conditions aux limites appliquées sont discrétisées dans le domaine frontiére en

utilisant la formule (3.85). Les résultantes en forces et moments intervenant dans ces
conditions sont :

AU B, AW, 1asv L 1ow
ll a§ L2852

v B Dy oW (107, 10w
L o L2 o
(3.91)

Ma_BidU DioW  .(10¥,  10W
L o0& L o&?

En appliquant la regle (3.85) de la DQM, les expressions (3.91) des résultantes en
forces et moments deviennent :

(= Ay Z G| - c‘2>vv + B} (1 Yoy, b c<2>w j
j=1 L =1 L =
B 1 2 a 1 1 S 2
M, =1 c‘ U, - By Zc( W, +Dj} Zd W+ CEW,
L & L5 [EE=

(3.92)

= j=1

a N l N
a~ @) (2 aa ] (2
e =55, O Sw o 5, o Spw |

sz - A55 (5” +—= L C(l)vv J

=

i=1..,N

En appliquant les régles de la DQM aux conditions aux limites représentées par les

équations (3.84) et en tenant compte des équations (3.92), nous aboutissons aux
expressions correspondant a chaque condition aux limites.
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Poutre appuyée-appuyée:

ac=0:

W, =0

Aixeoy - Buseow g LS cow L Seow o
TZCU j_FZCu iTPu IZG XJ+FZC1J i|=
= =1 j=1

j=1
B < oy _Pu S @w +pe | L c oy 1 N Aw. =0 (3.93)
TZCU J-—FZCU i TP Ezcu xj+FZCu i|=
i1 i1 =i =i
TR my D] < ey +p@| L S oy 1 N @w |20
TZCU j_FZCU i TP EZCU Xi+FZqJ i~
=1 =1 -1 =1
ae=1
W, =0
A <0 B, @w, + B 10 o (2)
_ZCNJ Uj—— CNJ +Bu _ZC it ZCNJ' W; |=0
L & T L& T4
3.94)
B N D . 1 N 1 N (
—L3cou, -t c,g?vv DY | =D CO¥, +=5 D W, =0
L & E L& 1> &
B~ -0 X W, + Dge 10 19 @\
_ZCNjUi_ CNJ +Dy _ZCNijjJF_z CyWi |=
L j=1 j=1 Lj:1 L =1
Poutre a bords libres:
ac=0:
A <0 B < oW gL o) 1 S0
TZCUUJ_FZCU i +Bu chl Y it Cl Wi |=0
i j i1 i1
(3.95)

B < oy _Pu S aw +pel L S oy 1 N AW, |-
L 2 GV, 2 D GPW; +D} chu xj+|_2 D GPW; (=
i1 =1 =1

j=1
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a N Da N 1 N 1 N
@ @ aa @ @w |-
fZCJUj - Lél 2 GPW; +Df} [EZCU L +FZG-J Wjj—o
=L j=1 j=1

j=1
a 1<
Ass [Txl + Ezl,cl(Jl)Wl ] =0
=

asc=1:

Al o0 Bu o2 1m0 1 -0

1 11 a _
TZCNJ.UJ.—T G W, + B EZCNJ-‘I’XJ.+F CyW, |=0
i =

2 .
=1 j j=1

Bll S C(l)U Dll \ C(Z)\N D2 1 N C(l)yj + 1 N C(Z)W =0
DGV ——3 D W, + D | =D GV 5 D GEW, =
L = > & L5 1> &

]

(3.96)
Blal NC(l)U Dlal NC(Z)\N Daa 1 Nc(l)y/ 1 Nc(z)\N =0
TZ N j_?z N VP | 2 “’+FZ NG|
j=1 j=1 j=1 j=1
13 a
Ass ?/xN +EZ];CNJ')WJ' =0
j=

Poutre a bords encastrés:
ac=0:

U, =0, W, =0, ¥,.=0 (3.97)
ac=1

U, =0, W, =0, ¥n=0 (3.98)

Les autres conditions aux limites de la poutre (appuyée-libre, encastrée-appuyée,

encastrée-libre) peuvent étre déduites en combinant les conditions aux limites ci-dessus.
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Les équations discrétisées obtenues sont ensuite mises sous forme matricielle pour

obtenir :

[Kio ]{0 ) +[Kii ]{6} = {0} (3.99)

Les indices b et i font référence, respectivement, aux équations discrétes du domaine

extérieur (frontiére) et du domaine intérieur résultants de la regle (3.85).

Les équations différentielles de mouvement sont, quant a elles, discrétisées dans le

domaine intérieur en appliquant la méme regle pour obtenir :

Z GAU | - Z COW, — Z =1+ 1,7, ) o

N
COU, + 1 céw. — COW, — C(s)syx
Z = ] J Z

j=1

AN Zcmg,x (1)@ (3.100)

B Sgou,+ 2 zc<3>vv 25 >, - z oy
=1

+’¥5iji :(IZUi + 1,75 )wz

=2..,N-1

Pour faciliter le traitement, les équations (3.100) sont ensuite mises sous forme

matricielle pour obtenir :

[KiJi0hj+[Kil{6} =" [#]{5} (3.101)

A ce stade, et conformément au principe de la GDQ (Shu et Chen [168] ), les
équations frontiéres discretes des équations différentielles sont remplacées par les

équations discretes des conditions aux limites.
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En assemblant les équations matricielles (3.99) et (3.101), nous obtenons le

systéme matriciel complet discret suivant, d’ordre (3N X 3N) :

SR e

Les six premieres équations du systeme (3.102) sont deduites des six conditions aux
limites discrétisées aux points extérieurs (&, i=1,N) et les (3N-6) équations suivantes
sont obtenues en discrétisant les équations différentielles gouvernant le mouvement de la

poutre dans le domaine intérieur (2<& <N -1).

Le systéeme (3.102) ne peut pas étre résolu tel quel car il n’est pas sous la forme

standard d’un systéme aux valeurs propres. Pour ce faire, nous procédons par une sous-

structuration puis une élimination du vecteur frontiére {5,} en combinant les équations

matricielles (3.99) et (3.101). Nous obtenons alors le systeme standard aux valeurs propres

suivant :

([&]-w?[21]){5} =10} (3.103)

Ou : K est la matrice rigidité et 1/ est la matrice masse du systeme de dimension
(3N-6) x (3N-6).
Avec :

[K]=[Ki]=[Ko ] [Keo] [Ki] (3.104)

Il est a noter que les dimensions des sous matrices K, K, ,K, K, sont

respectivement (6 x 6), (6) x (3N-6), (3N-6) x (6) et (3N-6) x (3N-6).

Le systeme (3.103) représente la forme généralisée d’un probléme aux valeurs
propres d’une poutre FGM en vibration libre. La résolution par des méthodes numériques

standards permet de calculer les fréquences et vecteurs propres du probléme étudie.
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3.4. Conclusion :

Dans cette partie du travail, nous avons développé des équations unifiees des
poutres en matériau a gradient fonctionnel subissant des contraintes thermiques initiales,
ceci d’abord pour la poutre symétrique puis pour la poutre non-symétrique. Cette
formulation unifiée permet de prendre en compte n’importe quelle théorie de déformation
en cisaillement simplement en introduisant la fonction de forme adéquate correspondant a
la théorie de déformation choisie. La nouvelle théorie proposée dans le chapitre 2 a été
prise en compte avec un paramétre & = 3/2. Une méthode analytique a été proposée pour la
résolution du probleme des vibrations libres de la poutre symétrique soumise a des
contraintes thermiques initiales alors que la DQM a été utilisée pour la résolution du
probleme de la poutre FGM non symeétrique et adaptée au cas de I’utilisation de théories
d’ordre supérieur dans la formulation. Des résultats seront présentés, comparés et

interprétés dans le chapitre 5.
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CHAPITRE 4
ETUDE DES VIBRATIONS LIBRES DES PLAQUES FGM
PLACEES DANS UN ENVIRONNEMENT THERMIQUE

4.1. Introduction

Le but de ce chapitre est de trouver les relations fondamentales du comportement
thermomécanique des plaques FGM soumises au phénoméne de dilatation thermique
initiale, de les écrire sous une forme unifiée et de les résoudre. Ces relations sont dérivées a
partir d’une formulation variationnelle qui met en jeu I’énergie de déformation mécanique,
I’énergie de déformation due aux contraintes thermiques initiales et 1’énergie cinétique du
systeme en vibration libre. La théorie sous-jacente est basée sur une théorie de déformation
d’ordre supérieur unifiée. Ainsi, I’introduction dans les équations de la nouvelle théorie de
déformation, présentée dans le chapitre 2, sera facilitée. Pour ce faire, nous considérons
une plaque en matériau a gradient fonctionnel dont la face inférieure de propriétés Py, est
soumise a la température T, et la face supérieure de propriétés P; est soumise a la

température Ty et dont les parametres géométriques sont représentés sur la figure 4.1.

/ e
y / a
z z
Tt P[ Tr Pt
h/2 z % X h/2 y
h2 | h2 | 5
‘\ To L Pb : R Tp L Pn :
a ' b '

Figure 4.1: Géométrie de la plaque FGM non symétrique
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4.2. Formulation unifiée pour la plaque FGM :

Nous considérons le champ de déplacements unifié représenté par les relations
(2.47) afin de dériver le champ de déformations associé.

4.3. Champ des déformations en formulation d’ordre supérieur:

Dans le cas général, les relations déformations-déplacements (de Green-Lagrange)
sont données par (Reddy [23], [49] ):

g =L QU M A AU 4.1)
To2lox, ox o ox ox '

Dans le cadre d’une théorie linéarisée (petites déformations), la relation (4.1) se réduit (en
négligeant les termes du 2°™ degré) a:

; _1{%+%J (4.2)
172\ ax, T ox |

Sous forme explicite, 1’équation (4.2) devient :

ou ov oW
gX:—,g :_’EZ:_
ox ' oy oz
ou oV
Yy = ngy =_+8_
ay oX (4.3)
ou  ow
Y xz :2‘9xz =+t
0z  OX
o OW
7/yz :Zgyz =+
oz oy
En tenant compte des relations (2.47), le champ de déformations (4.3) devient :
ou _o2w oy, 0O°wW
=—-1 +o(z)| —+
el ){ x X }
2 a 2 (44)
gy=@—za—w+ (z){ l//y+av2v}
o oy oa oy

g, =0
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ou  ov 02w oy, Oy, _ 02w
y = —+———22 +¢(2)
oy ox  oxdy oy ox  oxoy
op ow
—_— +_
Ve 62("”X axj

Les différentes contraintes agissant sur un point matériel sont représentées sur la

Z
I A0,
——>
Oy, / vz
O-XZ
’ —>
0,

Xy Yy

figure suivante :

Ox

Figure 4.2: Composantes du vecteur des contraintes

Etant donné que la plaque FGM posséde deux plans de symétrie (xz) et (yz) et que
la contrainte normale o; est négligeable dans le volume de la plaque, par rapport aux
contraintes oy et oy, les relations contraintes-déformations peuvent alors s’écrire sous la

forme matricielle suivante (Reddy [23], [155] ):

ol [Q, Q, 0 0 0 [g
U)’ QZl QZZ 0 0 0 é‘y
o,¢=| 0 0 Q, 0 0 |{7, (4.5)
o 0 0 0 Qg 0 |7
oy | O 0 0 0 Qe 7w

Ou les coefficients de rigidité réduite (dépendant de la cote z et de la température T) sont

donnés par :

Q11 = sz =

E(z,T)
1-v(z,T)

(4.6)
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_v(z,T)E(z,T)

Qe=Qu="1" 207
A A . E@ET)
Qus = Qs = Qs = 2[1+v(z,T)]

Ou : E(z,T) est le module de Young et v(z,T) est le coefficient de Poisson en un point de la

plaque.

4.4. Champ des contraintes thermiques initiales :

La plague FGM est soumise a un gradient de température initial. Les composantes
des contraintes thermiques associées a ce gradient sont données par (Kim [122] , Huang et
Shen [117] ):

UI Q, Q, O a,(z,T)
o, 1=—|Qy Qp 0 [§a,(zT) AT (2) (4.7
GIy 0 0 Qee axy(Z,T)

a,, sont les coefficients de dilatation thermique dans les directions x et y et

Ou a,, a,, &,

dans le plan (xy) respectivement.

4.5. Energie de déformation mécanique :

L’énergie totale de déformation de la plaque FGM est donnée par (Reddy [49] ) :
u, = % [ oy8,dv (4.8)

Ou v est le volume de 1’élément plaque considéré.

L’équation (4.8) peut encore étre réécrite sous la forme explicite suivante :

1 ¢h2
Us =5 L] a(0n8 0,8, +0r w0t +0,,, JiAdz (4.9)

A étant la surface de 1’¢lément plaque

Par souci de simplification, nous posons :

U, =ZS:Ui (4.10)

i=1
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En considérant 1’équation (4.10) et en explicitant chaque terme de 1’équation (4.9)

gréce aux relations (4.4), nous obtenons :

1 h/2 h/2 62W ow, otw
Ul:EJ. J.hzagdAdZ:—J. Ih/z{ 02 X2 X (Z)[ x aTj}dAdz (4.11)

h/2 h/2 o’w oy, 0*w
:_I IhlzaygydAdz —I Ih/z{ ayzﬁ+aygp(z)( 6yy + 6y2 j}dAdz (4.12)

- j [ o7.0Adz=" j " Xzé—f(% ?XN Adz (4.13)

h/2 h/2

B h/2 B h/2 dg ow
__.[ Ih/zGYZyVZdAdZ _.[ Ih/z 2 5z (l// +§jdAdZ (4.14)

:—J‘ Ihlz Oy Yy GAdZ

h/2

4.15)
2 0 2 (
:_I J'hlz o, +——228W+(p(z) W (W o W ady

2= gy ox OX0y oy  OX OXoy

En fonction des résultantes en forces et moments, les expressions précédentes

deviennent :
1 ou o*w oy, 0O*w
U==[{N ==-M M| 2 — | (dA :
' 2IA{ “ox  foxt ( ox  ox J}d (4.16)
1 oV o*w 0 o’w
U= [N, Som, S eme | Dy A (4.17)
27A oy oy oy 8y

_1rloe ow
Us = IA{QXZ (V/X = j}dA (4.18)
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IA{QjZ [V/y +%j}dA (4.19)

1 au v o oy, 0 o
US:ZJ.{QW[U J oM, W+|v|:y( Vi Y 1o WJ}dA (4.20)

oy o Y oxoy oy X oOxoy

Avec :
a h/2 h/2

(N MM = (Lz,9)odz=[  (L2,0)(Qu,+Quz, )iz
a h/2 h/2

(N, M M= (Lz,9)o,dz=]  (12,0)(Qu5, +Qye, )iz

QM M) =[" (L2.0)o, =] (1.2,0)(Qury )z
h/2 8_(/) h/2 @ 8_W 8_(/) 2
Q2 Q) =[,,(0ar o) 02 =] (Q( axj,o44(wy+ WJJ( &j dz

Oou:

(4.21)

N, N et Q, sont les résultantes, par unité de longueur, des efforts normaux (suivant x et

y) et des efforts de cisaillement dans le plan (xy), respectivement,

Q.. et Q,, sont les résultantes, par unité de longueur, des efforts de cisaillement dans les

plans (xz) et (yz), respectivement.

M. etM, sont les moments de flexion et M, est le moment de torsion par unité de

longueur,

M et M/ ® sont les moments de flexion d’ordre supérieur et M} , est le moment de torsion

d’ordre supérieur, par unité de longueur,

Qy, et Qy, sont les résultantes, par unité de longueur, des efforts de cisaillement d’ordre

supérieur dans les plans (xz) et (yz) respectivement.

En développant les expressions (4.21), les résultantes des forces et moments

s’écrivent comme suit :
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ou o'w _.(owy, o&*w ov o*'w _.(%w, o°w
Nx: 1 Bll 2 Bll 2 +AL2__812_2+BIZ >+ 2
%) %) %) OX oy oy oy oy
ou o'w _.(oy, o'w ov o*'w . (0w, o*w
Ny = Aiz BlZ 2 BlZ v +t— |t Azz ~ Bzz A2 Bzz L+ 2
OX OoX  OX oy oy oy oy
ov

2 2 2 P 2
(4.22)
2 2 2 2
Mz =8 &3 O Yoz W O | my X pg O pz Y O
g OX OX X oX oy oy oy oy
2 0 2
M,y = Bg 5_U+@ 2Dy 8W+D§6 v, " oW
Qy OX oxay g ox  Oxoy
2 P 2
M3 =B i+ |-2Dp ~ 2| e ey p OX
OX OXoy oy OX OXoy
2 P 2
Qy = A 5_U+@ _ZBeeaW"'Bgs al//x"' ‘//y+25W
oy oX oxoy oy OX oxoy
ow ow
Q)?z = A?S (l//x +&j' Q)E/lz = A:4 (l//y +5J
Les équations (4.22) peuvent encore s’écrire sous la forme compacte suivante :
N, A, A, By B, B Bj U,
N, A, A, B, B, B; By Vy
M, _ B, B, Dy, Dy, Dlal Dlaz Wi
M y B, B, D, D, D D, Wy
M X Blal BIaZ Dfl Dlaz Dlala Dlaza l//X,X + \N,xx
M, L B, By D D;, Dj Dy 1 Wyy T Wy (4.23)
Qxy ABG BGG B(?G u,y + va
M x (= Bss  Des Dsaa _2W,xy
M :y Bgﬁ Dgﬁ D(Sag l//x,y + l//y,x + 2\N,xy

/_/H
O O
NI
%,_/
Il
1
o

(5]
&5

s 0 |JWut Wy
vyt W,
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Ou les différentes composantes des vecteurs forces et moments appliqués a la plague sont

représentées sur les figures suivantes :

Figure 4.3: Composantes des efforts normaux et de cisaillement en plan

Figure 4.5: Composantes des moments de flexion et de torsion
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Les différentes rigidités qui interviennent dans les équations (4.23) sont définies par :

(A.uf 1, B J- Qn(l z,¢)dz,
(A.B,.B5)=["" Q,(2.0)z
a aa h/2 2 2

(D11'D11’D j_h/ZQn(Z ,9Z,¢°)dz,
(D12’ Dz Dlaza) = J‘I;le (2%, z,9%)dz
(A2 BnBL) =] Quz.p)dz, (4.24)
(Dzzv Dz, Dzaza) = J‘I/ZZsz(ZZJPZ’(PZ)dZ

B.,B:)=["" Q. (Lz¢)dz,
(Ase 66 66) J.—h/Z 66
(
(

a aa h/2
Dgs» Dss » Dee ): _[_h/ Qs (2°, 92, 9")dz

'A‘;IS’ a4) J. (55Q551 44Q44)( j dz

L’expression finale de 1’énergie de déformation en termes d’efforts et de moments

s’écrit alors :

2 2
=—j M2 5”’*+6—2 wN, Y g, T
*ox? OX  OX oy
oy, o*w ow ow
M2 L+ + +Q2 +— _
y[ oy j Q. (V/x axj Q. (l//y 8yj (4.25)
2 a 2
Q[ N o OW e[ OV Wy 5 OW L
v ay Tx Yoxay Yoy ox  oxoy

4.6. Energie due aux contraintes thermiques initiales :

L’énergie due aux contraintes thermiques initiales est donnée par (Kim [122] ):

1
U, = zj opd,dv (4.26)

ij ij

v étant le volume de I’élément plaque considéré.
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Les contraintes ai} dues au phénomeéne de dilatation thermique sont définies par les
relations (4.7) et les d;; sont leurs déformations associees définies ci-dessous.

Sous forme explicite, la relation (4.26) s’écrit :

_= j j“h’fz ord,, +oyd, +207,d, JdAdz (4.27)
Ou :
(5] (&)%)
o B 2
(55 (5)
yy
oy
_ou ou avav 8\N8W
Y ox oy axay X oy
Avec :
ou _ou o, 0w OU _ou o, ., o’w
U KO P~ i v vt C b Bl Ol vy
N v oy, ow v v ay, 0°wW (4.29)
6x_8x+¢(z) ox [2-0()]50, oxoy ' oy 6y+¢(z) oy E ¢(Z)]ay2
owm_ow oW _ow
x 0 oy oy
Comme la plaque est isotrope dans le plan (x y), nous pouvons écrire :
a (2T )=a (2,7 )=a(z,T
(27)=a, (2.7)=a(zT) 0
a,, (2,7)=0

Les efforts thermiques, moments thermiques et moments thermiques d’ordre

supérieur sont alors donnés par :

(NI.MIPT)=[" ol @2,2%)dz, (N],

(MR P = [ ol z o)z, (

T hz 2
My,Py I_ 1,0y @,z,z%)dz (4.31)
MTa PTa PTaa h/2 T 1 d
y By R J:h/zay(”(’z’(”) z
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En remplagant les contraintes thermiques par leurs expressions respectives (4.7),

nous obtenons :

(NT’M:’PXT):_jh:Z(Qn le ZT)A (z (l,Z,Z )

h/2

/—\/—\

(NI, MI,PT )= Ihlz(Q21 Q) (z.T)AT (z)(1,2,2°)dz )
(MTa pr, PTaa) J‘h/Z(Q11 Q,)a(z,T)AT (2)e(l,2,¢)dz
h/
(MTa PTa PT&a) J‘h/ZZ(QZl sz)a(z T)AT(Z)@(L Z,?)dz
Par souci de simplification, nous posons :
5
U =2V (4.33)
i=1
Il vient :
2
=—j{ ( j oM - 2O e MOV
OX OX OX OX
, , (4.34)
+(PXT —ZPTa PTaa)(a VZVJ Z(PXTa_PXTaa)%a_\;V_l_PXTaa [%J }dA
OX OX OX OX
2 2
ur =1 N;(a_“J oM -m )W oy OV
274 oy dy Oxoy oy oy
) 2 , , (4.35)
+(PXT _2PXTa+PXTaa)( a W) —Z(PXTa_PXTaa)%a_W‘i‘PXTaa(%] dA
oxdy dy oxdy oy
ro e or(ovY : v o*w 2 OV OV,
== [INT =] =2(M] —MT +2M T =
Ys 2IA{ y(ax) ( g )ax OXoy Y ox O
(4.36)

2 oy, & oy, Y
+(P] —2pr 4 )| LY —2(F>y“’"—Py“’"a)ﬂa""+F>yTaa DYy | Laa
OXoy OX Oxoy OX
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s N2 5 , 2w (4.37)
+(PT —2PyTa+PyTaa)(gy—"zvj —z(Pja—Pjaa)—ay;yaay—"z"+ Pjaa{—g;yj }dA
1 owY ow)
T _ — T Y T Y
uJ = ZJA{NX (axj +N] (Wj }dA (4.38)
L’expression finale de I’énergie due aux contraintes thermiques initiales est :
2 2
u, =3j NT (a“j —2(M] - l\/lea)a—“a W, oM M OV +PXTaa(—a"’Xj
274 OX OX OX OX OX OX
2 2
(P ZPTa+PTaa) a V2V —Z(PXTa—PXTaa)aWX a_vzv
OX OX OX
2
+NX [au) _ ( ) Ta au al//x P)(Taa(al//xj
oy 5X5y oy oy oy
+(P ZPTa PTaa aZW PTa Taa)an a w
5X5y " oy Oxoy
+NT(8VJ ( _MTa)@ Ta@%_{_PTaa % i (439)
Ox ¥/ ox My ox ox 7 | ox '

a aa 82 a aa a 82
+(PT —2P7 4P )(a Wj —2(PT P )%&;vy

’ 2 0 oy, Y
ANT[ Y] Zo(MT M) YW o +pral 27y
T av 2 T ;a avavzv 2 ;Il'aav lr//y );l'aa l//y
oy oy oy oy oy

+(PT_2PTa+PTaa)((§_W _Z(Pja_PJaa)aa!/;y 62V2V




4.7 .Energie cinétique :
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L’énergie cinétique de la plaque FGM en vibration libre est donnée par (Reddy

[23], [49] ) :

1 ou. Ou.
E.==| p——dv
v 2vaat ot

Ou v est le volume de 1’élément plaque considéré.

Soit sous forme explicite :

En posant :

Il vient :

<SR (3 (5 o

a:ig
i=1

2 2
w212 - 'f)%%+('3‘2'5+ |§a)£gxg

1 ov Y oy, ov v
ECZZE A Il(aj +|3aa aty +2|2aa 6ty+2(|§—|

+2(13*-13)

a 2 2
P OW (1, -2z 1) LY
ot oyat dyat

a

L1 ouY (0w, Y . .0udyp,
EC—EJ‘A{I{E]Hs - +2|25?+2(|2

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)
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Avec :
h/2
(Il 1) =] pLz,2°)dz,

(4.46)
(13.05.1)= [, Po(@)0.2,9)d2

Ou:
I,,1,,1; sont les inerties axiale, de couplage et de rotation respectivement,

17,15,1;% sont Dinertie de couplage et les inerties de rotation d’ordre supérieur

respectivement.

L’expression finale de 1’énergie cinétique de la plaque FGM est :

2 2 2 2
E, == |1(8—“) A +2|;a—”—a%+2(|§—|z)a—”—aW+|l(@j
23] o a ot at oot et

oy, Y oy, o*w 02w\
HIE =L r2( 1R ) —— (=212 18
3(&] (1 3)6taxat(3 : 3)ax8t

d 2 oy, o
o " v2(12-1 )@awu(l%—lﬁ)ﬂaW
? 2 2ot oyot %) bt oyt

w1218+ |;a)(§;g] n |1(%] }dA

4.8. Application du principe de Hamilton :

(4.47)

Le principe de Hamilton est un principe général pouvant étre appliqué a une large

classe de problémes de mécanique des solides déformables et se traduit par (Reddy [155] ):

5[ [.[E.—(Us+U, )]dt] -0 (4.48)

Ou : J représente 1’opérateur de variation et t est la variable temps

Ce principe peut étre utilisé pour trouver 1’ensemble des équations de mouvement
et les conditions aux limites pour un état de contrainte et de déformation donné. Pour

I’appliquer, il est nécessaire de déterminer la variation de chaque terme de I’énergie.
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4.8.1. Variation de 1’énergie cinétique :

En procédant a la variation de 1’équation (4.40), nous obtenons :

SE, =] p%5(%]dv (4.49)

La variation de 1’équation (4.42) donne :

SE, =S(EL+EZ+EY) (4.50)

En développant I’équation (4.49) et en considérant 1’équation (4.50), nous
obtenons :

SEL=[ 11 M 5[ ) gz W 5[ O | a5 M O
o daltat et ) Coat ot 2ot at
ou o*w oy, O°w
+(12-1,)86| = +H12—12)5| 2 —
(12-1:) (6’[ 8x8tj (17-1) (at axatJ (451)

o’w [ o*w
+( ;=215 + 12 o dA
(1 -2t 3)8x6t (axatj}

oy, (0 5
SEX = |1@5[@j+|§aﬂ5 Vs li12s] XYy
A ta a et ot ot

a v 0*w wa va) o OW, O°W
+(I2—I2)§(aayatj+(lg —|3)5[ p 6y6tj (4.52)
+(|3—2|§+|§a)azwé[azwl}dA

oyot | ayet
SE® = IA{Il%é(%NJ} dA (4.53)

En intégrant par rapport au temps, en procédant par une intégration par parties, en
annulant les variations des déplacements et rotations (virtuels) et en supposant des

variations nulles au début et a la fin de I’intervalle temps, nous obtenons :



jaEdt_H{

O’y
5u 12 =X 5
preall et
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o%u oy
—12| —0o —Xou
[ Sov. o)

o*w

o%v . dtu
1, at—5v (13 _IZ)(axatz SW—

o*w
oxot?

a 2
12 sy - |{a—&//

3
+(|;‘a—|;‘)[%5w

ot? ot?

(131 )[Sygtyz SW +

3 4
T sy, |+ (1,- 202 +122) -2 sw ! dAdt
oyot dy®ot

.

oxot?

a aa 64W
j (1,-213+15 )—axzatz ow (4.54)
0°
+ 6W2y 5VJ

Les contributions dynamiques des termes sources par rapport aux variations

ou,dov, 8w, oy, et oy, sont :

U L0, .. o*w
5U:_I1¥_Izat—y;_(|2_|2)axat2
2 52 2
sviol, S (12-1,) 2
b ot? ot dyét
3 3 3 63
sw:(17-1,) ou - 2)8—"2+(|§‘=’— ;)a'/’xz+(|;a— ?) Yy
oxot ayot oxot oyét
(4.55)
a aa 84W a aa 84W aZW
+(1=215 +13 )W+('3_2'3+'3 )8y28t2 b
aau aa azl//x aa a aSW
o o Ul Ve
aazv aa azl// aa a 63W
Sy, =1} =7 = atzy+(ls —|3)ayatz

4.8.2.Variation de 1’énergie de déformation :

En vertu du principe des travaux virtuels (Reddy [155] ), la variation de 1’équation

(4.8) s’écrit comme suit :

oU,

D’ou :

h/2
5U I I o 5‘9)( +Gy5€y +O_y25yy2 +ze57xz +o—xy57/><y )dAdZ

= L (Tij5€ijdv

(4.56)

(4.57)
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En substituant les relations (4.4) dans 1’équation (4.57) et en intégrant suivant z,
nous obtenons :

oo, {5 ) weo{ o 52
ol ) U (2]
E R PR

J e e 2

Comme les opérateurs de variation et de différentiation sont commutatifs, nous

(4.58)

—2M 5(

pouvons donc réarranger 1’expression et intégrer par parties selon 1’ordre qui convient. En
procédant ainsi et en annulant les variations des déplacements et rotations (déplacements et

rotations virtuels), nous obtenons:

2 a
_J'{ 6M25W aMX&
OX OX

2\ 2 oN o°M oM ? o°M?
9 Nix SW——L0V———-OW——"6p, +——> W
X oy oy* oy oy*
a 0Q: 0 0
%§W+ Q5 0w, — 9 OW— Qy ou— Qy oV
OX oy oy OX
O°M o°’M? oM ? oM 2
22— OW+2—FSW-— 0y, ——— Sy, rdA
oxoy oxoy oy OX

(4.59)
+Q)?25Wx -

En intégrant par rapport au temps et en supposant des variations nulles au début et a
la fin de Dintervalle temps, les contributions des termes sources de [’énergie de

déformation par rapport aux variations 6u, 6v, 6w, oy, et oy, sont :

0
5u:—8N" Ry ,
OX oy
(4.60)
§v:—%——any

oy  oX
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M, *ME O°M, *MS
OW: — v + Eva Y + Y
5 M, +282ij L aQy  aQj,
OXoy oxoy  OX oy

= oM
5Wx :_aMX _—Xy+Q>E(iz’
ox oy
S oMEoamE
Wy T T

4.8.3.Variation de 1’énergie due aux contraintes thermiques initiales:

En procédant a la variation de 1’équation (4.26), nous obtenons :

1
8U, :Ejvai}adijdv

(4.61)
La variation de 1’équation (4.33) donne :
5
o, = Z5U.T (4.62)
i=1

En développant I’équation (4.61) et en considérant 1’équation (4.62), nous
obtenons :

2
qur = N (a_“j_(mj_mja)a ou ow +M;a5(a_“%)
A OX \ OX OX OX OX OX

+(PT-2P" + PJE‘E’)%”Q’&LGZ—WJ—(P;& - PTaa)é(aWX aZW}

ox’ g ox x>
oprea OV 5(%)} dA

(4.63)

OX OX
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U7 = {NTﬁua(au] (MI—MF)(S[a—“ 52wj MF(S(@“ awxj
AL T oy oy oy oxoy oy oy
T Ta Taa aZW aZW Ta Taa a'//x aZW
+(P/ 2P+ P )@5[@@}—(3 —P] )a[ﬁﬁj (4.64)

+R %5[%}} dA

2 0
Ul =] N}a"a(a"j—(M;—M;a)g NOW | pras| XYy
oX \ OX OX OXoy OX OX
2 6 2
+(PT—2P"+ PTaﬁ)sxaya[jxayj—(Pja—Pjaa)é( - ngvyj (4.65)

oy, (@
wpre Yy 51 Y 1lga
Y ox OX

Ul = | {NTa"5(a"] (M;—Mja)a(@az‘gq MTaa[a"a"'yj
AL oy oy oy oy oy oy

+(PyT_2PyTa+PyTaa)aa;_Vzv5(g; j (PTa P;aa)é‘(%aa;—vzvj (466)

0 0
+p;aaﬂ5[ﬂj}dA
oy oy

sU/ I{NT ?XN(S[?XN) NT?yNéﬁg\;vj}dA (4.67)

Comme les opérateurs de variation et de différentiation sont commutatifs, nous

pouvons donc réarranger les expressions (4.63) a (4.67) et intégrer par parties selon 1’ordre
qui convient. En procédant ainsi et en annulant les variations des déplacements et rotations

virtuels, nous obtenons:



62u 83 63
T _ I _NT 22 S5y — T_ - 2
5Ul A{ NX ¥ ou (MX |\/| )( 35 % §uj

Ta aU 8l//x T Ta Taaaw
+MX( 7 W70 +(P/ —2P* +P, )ax45w

a aa 63 X 83 aa 82 X
_(PXT _PxT )(6—?5 _Fé‘V/J _PxT a—)l(yzé‘!//x dA

3 3
U] =[ 1-N] U s u-(M7 =M 2 sw- T s,
2odal oy T oxoy? oxoy’

2 4
+MT3[—%5% —%&}(PJ ~2P" ¢ PXT""a)éazavz,2 Sw
X

3 3 2
_(PTa _PTaa) 0 Vy OSW— ow 5!// . PTaa 0 Wy 5l// dA
2 X X 8y2 X

0 N axay oxdy’

3 3
o] =[5 o] ) - 2o
X X

Ta a \ a l// Ta Taa 84W
+M] (—F&//y v §v]+(P —2P +P, )—ax28y2 Sw

0° 3 0?
_(PyTa_PyTaa) 2 ow azw 5‘//y _PyTEla l//zy &/Iy dA
ox*oy X oy OX

Uy =] {-N}a—z‘z’ v-(l\/lj—lvlja)(a3 sw- W 5}
A oy oy’ oy’

8 4
M —ﬂa 2 v |+ (B -2+ ) Y s
oy? oy oy

o 3 &
—(Pja—PyTaa)[ a;’; 5w—gy"sv&//yJ—PyTaa a;szy 5wy}dA

2
sul = NTa—W—NTaW SwdA
5 A 6X2 ay
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(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)
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En intégrant par rapport au temps et en supposant des variations nulles au début et a
la fin de Dintervalle temps, les contributions des termes sources de [’énergiec de

déformation thermique par rapport aux variations ou, 6v, 6w, oy, et oy, sont

3
5 _NTaLZ'I NTau_MTaal}ix MTaal//x (MT Mza)a_\gv
OX oy* OX oy* OX
. (4.73)
+(MI —'V'Ia) W2
OXoy
o v . 0y L 0w .\ Ow
SVINJ =Ny~ =M X M P =L (M) =M ) —
X oy ox OX“0y
5 (4.74)
(M-S
o%u o o’v
ow:—(M] =M*) = —(M; =M )———(M] -M )
OX OXOy Y Y7 ox*oy
0° 0° 4
_(PyTa_PyTaa) lzﬂy _(PyTa_PyTaa) '//y (PT 2PXTa+PXTaa)a_\:V
OX“oy oy® OX
o*w
+(PXT ~2P + P + P —2PyTa+PyTaa)T (4.75)
ox oy
3
_(M MTa)av (PTa PXTaa)al/{gx_(PxTa_PxTaa) al//xz
oy® OX OXoy
4 2 2
+(Pr —2p ) LNy S O
oy oy
2 2 3
é‘l/lx _ Ia 6_1;_8_2! M PXTaa 6 ‘//Zx PXTaa a Yy (PTa PXTaa)é_V;I
ox* oy OX oy’
- (4.76)
(PTa PTaa) W2
OXoy
2 a a 3
5l//y :_M;'a 2 \ _ MTa a \ _ PTaa avly PTaa l//y (PTa PTaa) aazvavy
X? X X
é’y 4.77)
ow

+(P*-P™)

3
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En rassemblant les contributions des termes sources de chaque énergie, nous

obtenons le systeme final aux cing équations suivantes :

aNx any NT@ NT 82 MTaal//x MTaal//x (MT MTa)a3_W

OX o ox? ox®
” o*w i ou |, 0 o’w (4.78)
T Ta _ a¥ ¥y a
MM ) g = T e () G
ON, © 2 2 o? o° 3
_EV_%_NJG_\Z/_N;a_\Z/_M;a a‘/’zy_M;a y/2y+(M;_MTa);TV6Vy
X X X
ow_ o O GRY @79
+(MI M;a)_s_ 1¥_|§ atzy_(lza_ 2)8y6t2
_aZMX+aZ|\/|j_azMy+82M3_282Mxy+282Mfy_anz_anz
ox>  oxt oyt oy’ OXoy oxoy  ox oy
3 3 3
()2 o) 2 ()
X
_(MJ—M?)S; (PP - PJ“)a;’?—(PTa PJaa);:g’y*
o o W
_(PTa_PTaa) ;//y _(PTa_P);I'aa) Yy (PT 2PTa F)Taa)a :
y y axay y ay ax
(4.80)
4
+(PT —2R[* + P 4 P 214 p1) O
OX“oy
2 2
(P —2PyTa+PyTaa)a—W—NTa—2—N;a—"2"
oy ox oy

AU (a0 OV (g ya) OV
=(12-1 )aat2 (|2—|2)ayatz (12 -1 )M””t +(13 -1 )8y8ty2

a aa a4W a aa 6 w 82W
+(15-215 +1; )8x26t2 +(1=215 +13 )ay28t2 -h—
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a aMa 2 2 2 2
M Mgy T T e T T
OX oy OX oy OX oy
a aa 63W a aa 63W
+(PF Py )¥+(pr —pP’ )Gxé'yz (4.81)
a azu aa azlﬂx aa a aSW
e () e
8M ; aM: a a 62V a 82V aa azl// aa azw
_—y_—y+Qy2_M; _2_M; z_PyT 2y_PyT 3
oy OX OX oy OX oy
a aa asw a aa 83W
+(P)* P/ )axz(er(PyT -P )W (4.82)
a azv aa azl//y aa a 83W
o R G v

Ces cinq derniéres expressions représentent les équations différentielles du
mouvement en vibration libre d’une plaque FGM en théorie d’ordre supérieur unifiée et
soumise a des contraintes thermiques initiales. Ce systéme d’équations s’applique aussi
bien au cas ou la plaque est soumise aux dilations thermiques initiales, qu’au cas ou elle ne

’est pas (il suffit dans ce cas d’annuler toutes les résultantes thermiques).

4.9. Méthode variationnelle de Ritz :

Lorsque les solutions exactes du probléme de la mécanique des solides ne peuvent
étre trouvées, des méthodes d’approximation sont utilisées. Parmi ces méthodes, celle de
Ritz est basée sur une approche variationnelle. Elle compte parmi les méthodes numériques
les plus efficaces et les plus fiables d’obtention de solutions approchées aux problémes des

poutres et plaques isotropes, stratifiées et FGM.

D’apres Leissa [173] , le premier article qu’écrivit Ritz pour décrire sa méthode de
résolution des problémes aux valeurs propres et de conditions aux limites a été publié en
1908. II y décrivit non seulement sa méthode mais I’appliqua a différents problémes
statiques et dynamiques. Dans son introduction, il expliqua que les méthodes de résolution
des problémes aux limites étaient, en ce temps-1a, impraticables et que ce fit sa premiére

motivation pour développer cette nouvelle méthode.
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Etant donné que les poutres et les plaques FGM sont des éléments structuraux

déformables continus, la méthode de Ritz est bien adaptée pour 1’analyse des vibrations
libres de ces structures.

Sur ce qui va suivre, le développement pour aboutir au probleme aux valeurs
propres obtenu par la méthode de Ritz est valable pour la poutre et pour la plaque FGM.

Dans I’analyse des vibrations libres, le mouvement de la structure est suppose
harmonique ; les déplacements et les rotations s’écrivent alors :

(% y.)=U (x, y)sinat)

V(% y.4) =V (x y)sinat)

w(x, y,t)=W(x,y)sin(et) (4.83)
v, (% y.0) =, (x,y)sin(at)

v, (%) =¥, (x y)sin(at)

Ou: U, V et W sont les amplitudes des déplacements, ¥ et ¥, sont les amplitudes des
rotations. w est la fréquence circulaire de vibration et t est la variable temps.

Plut6t que de chercher a résoudre de maniére approchée les équations différentielles
du mouvement, la méthode de Ritz propose de chercher directement la solution approchée
qui minimise la fonctionnelle £ (le Lagrangien). Dans cette méthode, les amplitudes des
déplacements U, V, W et des rotations ¥ et ¥, sont approximés comme suit :

U(xy)=

Mz
MZ

A (X)Y,(y)

1]
=
I
=

]

ZZ Bu II ‘] (y)

i=1 j=1

M N

)=2.2_ CiF (X)G;(y) (4.84)

i=1 j=1

Mz
MZ

¥ (xy)= DR (x)Q;(¥)

Il
JuN
Il
JuN

]

)=22 EiR(X)S;(y)

i=1 j=1

=2
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Ou: A,,B.,C

généralisées ; X;(x),Y;(y),1;(x),J;(y).F(x).G;(y).R(x),Q;(y).R(x)etS;(y) sont

les fonctions admissibles de Ritz (fonctions tests).

D; et E; sont les parametres indétermines de Ritz appelés coordonnées

Afin de garantir la convergence, les fonctions admissibles de Ritz doivent satisfaire

les conditions suivantes :

- étre continues (pour une structure continue),

- étre admissibles, c'est-a-dire satisfaire les conditions aux limites géométriques
(essentielles), les conditions aux limites naturelles étant déja incluses dans la
formulation variationnelle. Si de plus ces fonctions satisfont ces dernieres
conditions, la convergence est plus rapide et de meilleurs résultats sont alors
obtenus,

- étre suffisamment différentiables pour le probleme étudié,

- étre linéairement indépendantes et former une base complete. Ceci revient a dire
qu’elles peuvent représenter exactement (Si un nombre suffisant de termes est
retenu) les déplacements et les rotations ainsi que leurs dérivées qui apparaissent
dans la fonctionnelle représentée par le Lagrangien du systéme ; dans ce cas, tous

les termes d’ordre inférieur des énergies doivent étre retenus.

Parmi les fonctions qui répondent au mieux a ces conditions, nous pouvons citer les
fonctions polynémiales, les fonctions trigonométriques, les polyndmes orthogonaux
classiques (Chebyshev et Legendre) et les polyndmes orthogonaux généraux obtenus par le
procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt (Chakraverty [174] , Bhat [175] ).

Une fois les fonctions admissibles choisies, elles sont ensuite injectées dans le

Lagrangien du systeme représenté par la fonctionnelle suivante :

L=E, (U, +U;) (4.85)

Les solutions exactes représentées par des fonctions admissibles satisfaisant les
conditions aux limites rendent extrémale la fonctionnelle du systeme représentée par le
Lagrangien £ . Ceci implique que la solution exacte approchant la fonctionnelle du systeme
est caractérisee par un extremum absolu. Les solutions d’approximation de Ritz approchant

la méme fonctionnelle conduisent a un extremum relatif.
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Les paramétres de Ritz sont alors déterminés par les conditions de stationnarité
suivantes (Qatu [176] ,Chakraverty [174] ) :

8[7 otal — aﬁr otal — aﬁrotal _ 8‘C’rotal — aﬁr otal — 0

oA; B, oC, D, OE, (4.86)

ij ij

i=12,..,M,j=12,...,N

Oou:

‘C’I'otal = (Ec)max _(Ud +UT )max (487)

M étant le nombre de points discrets le long de I’axe x et N étant le nombre de points

discrets le long de I’axe y.

Ces conditions conduisent au systéme d’équations algébriques suivant :

[£]-e [21]}{a} =10} (4.88)
Avec :
‘K11 K2 KB Ku KlS_ _Mll 0 MEB M¥ 0 ]
KZl K22 K23 K24 K25 0 M 22 M 23 0 M 25
[K]: K31 K32 K33 K34 K35 ’[M]: M31 M32 M33 M34 M35
K4l K42 K43 K44 K45 M 41 0 M 43 M 44 O
_K51 K52 K53 K54 K55_ i 0 M52 M53 O M55_
(4.89)
A
B
@}=1¢
D
E

Ou la matrice rigidité K et la matrice masse M sont d’ordre (5(M X N) x 5(M x N)) et
K'et MYsont des sous matrices de dimension (M x N) x (M x N)). Chaque élément de ¢

est une matrice de dimension ((M x N) x (M x N)) contenant les paramétres de Ritz.



135

Pour éviter les solutions triviales, le déterminant de la matrice du systéme (4.88)

doit étre annulé, ce qui conduit au probléme aux valeurs propres standard suivant :

[K]-o’[M]=0 (4.90)

Comme nous ’avons souligné plus haut, les déplacements et rotations approximés
par Ritz ne conduisent a des fréquences exactes que si les fonctions tests forment une base
compléte. Dans la pratique, ce n’est pas le cas puisque les séries sont tronquées a un
nombre M de termes dans la direction x et & nombre N de termes dans la direction y. Cette
troncature conduit a un systéeme plus rigide que ce qu’il est réellement, ce qui implique que
les fréquences calculées sont supérieures aux fréquences exactes. Dans ce cas on dit que
les fréquences convergent d’une mani¢re monotone du haut du spectre (2 partir de la limite
supérieure). D’un autre coté, les résultantes en forces et moments et les contraintes
obtenues par la méthode de Ritz sont moins précises comparées aux déplacements,
rotations et fréquences. Les déflexions moyennes calculées sont par contre inférieures aux
solutions exactes (Reddy [155] , Chakraverty [174] ).

I est possible d’ignorer les conditions aux limites naturelles a condition de bien
choisir les fonctions admissibles. Comme nous 1’avons souligné plus haut, ces fonctions
doivent étre complétes et le nombre de termes dans les séries doit étre suffisant pour
garantir une bonne précision. Le nombre de points a utiliser n’est obtenu qu’aprés un
certain nombre de tests effectués avec les fonctions admissibles choisies et ceci pour une
configuration type d’une plaque/poutre. Nous allons présenter, dans ce qui va suivre,
différentes fonctions admissibles garantissant une convergence rapide en utilisant un
nombre de termes faible. Parmi ces fonctions, certaines n’ont pas encore été utilisées dans
I’analyse des structures FGM. Nous les avons testées dans notre étude et les solutions
obtenues sont excellentes pour toutes les conditions aux limites classiques appliquées pour

une structure isotrope et FGM.
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4.9.1.Fonctions trigonométriques de Ritz:

Les fonctions trigonométriques simples sont utilisees comme fonctions admissibles.

Elles satisfont uniquement les conditions aux limites forcées (géométriques) quand les
cotés sont tous en appuis simples. Elles s’écrivent comme suit :

M N

U(x,y)=>> A;cos(izx/a)sin(jzy/b)

i=1 j=1
M N

V(xy)=>> Bysin(izx/a)cos( jzy/b)

W (X, y):ii C; sin(izx/a)sin(jzy/b) (4.91)

¥ (X y)=>_> Djcos(izx/a)sin( jzy/b)

i=1 j=1
M N

¥, (x,y)=>.> E;sin(izx/a)cos( jzy/b)

i=1 j=1

La convergence est rapide car ces fonctions forment aussi une base compléte. Les

résultats sont aussi bons que ceux obtenus par la méthode de Lévy et par la méthode de
Navier puisque ces deux méthodes les utilisent aussi.

Pour une poutre, ’approximation de Ritz avec ces fonctions se réduit a :

U (x):i A, cos(izx/a)

W (x)= i C,sin(izx/a) (4.92)

M

¥ (x)=>_ D, cos(izx/a)

i=1

4.9.2. Fonctions trigonométriques hiérarchigues de Ritz:

Ces fonctions ont été proposées, pour la premiére fois, par Beslin et Nicolas [177]
en 1997 pour résoudre un probleme spécifique, a savoir la détermination des tres hautes
fréquences d’une plaque isotrope pour n’importe quelle combinaison de conditions aux

limites. Tres peu d’auteurs ont utilisé ces fonctions avec la méthode de Ritz. Parmi eux,
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nous pouvons citer Barrette, Alain et al. [178] qui les ont appliquées aux plaques isotropes,

Satish Kumar et Kee Paik [179] au flambage des plaques isotropes fissurées, Wei, Zhao et

al. [180] aux poutres et plaques isotropes, Jaouen, Brouard et al. [181] aux plaques

isotropes et tres récemment par Dozio [182], [183], [184] aux plaques isotropes et

stratifiées. Ces fonctions présentent une grande stabilité pour la détermination des hautes

fréquences pour n’importe quelle combinaison de conditions aux limites, en comparaison

avec les autres fonctions de Ritz. Elles sont indéfiniment différentiables, leur ordre ne

dépend pas de celui des coordonnées spatiales x et y mais plutét du nombre d’oscillations

des termes trigonométriques retenus. Elles sont aussi faciles a programmer et aucune

précaution n’est a prendre pour les problemes d’arrondi. Nous rappelons ici, qu’a ce jour,

ces fonctions n’ont jamais été utilisées pour les plaques et poutres FGM.

L’approximation de Ritz pour une fonction F est :

M N
F(xy)=2.2 A% (x) (),
=1 (4.93)
F=(UVW,%,%) 4 =(A;B;,C;D;,E;)
Les fonctions trigonométriques ont la forme suivante (Beslin et Nicolas [177] ) :
X, (x)=sin(ax+b)sin(c;x+d;)
_ _ (4.94)
Y (y)=sin(a;y+b;)sin(c;y+d;)
Les coefficients am, bm, Cm, dm (M =1, j) sont donnés dans le tableau suivant :
Tableau 4.1: Coefficients des fonctions trigonométriques hiérarchiques de Ritz :
Ordre m am bm Cm m
1 nl4 3rl4 7l 3nl4
2 wl4 3nl4 -7tl2 -37/2
3 wl4 -3rl4 wld -3nl4
4 wl4 -3rl4 il2 -37l2
m>4 (m-4)z/2 (m-4)z/2 /2 /2
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Les termes a retenir dans les séries trigonométriques dépendent des conditions aux

limites considérées :

e Libre : tous les termes sont a retenir (m > 1)
e Appuyé:m=24etm>35

e Encastré:m>5

Les autres conditions aux limites sont des combinaisons des précédentes. Les huit
premiers termes des fonctions trigonométriques sont représentés sur la figure 4.6 et
permettent de faire le choix adéquat des termes & retenir en fonction de la condition au

bord considérée.

(1-4)

(5-8)

Figure 4.6: Les 8 premiers termes des fonctions trigonométriques hiérarchiques

Pour le cas de la poutre, I’approximation de Ritz s’écrit comme suit :

F ()= 2A% (1),

F=(UW,%,), 4=(A,C,D,)

(4.95)

4.9.3. Fonctions polyndmiales de Ritz :
Ces fonctions peuvent étre utilisées en tant que fonctions admissibles de Ritz car

elles sont mathématiquement complétes, mais leur inconvénient vient du fait qu’elles sont
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instables lorsque le nombre de termes est grand, affectant les calculs suite aux problémes
d’arrondi. Le principal avantage ¢’est que nous pouvons les combiner avec les polynémes
orthogonaux afin de pouvoir satisfaire les conditions aux limites géométriques

(essentielles). C’est ce que nous allons montrer par la suite.

L’approximation de Ritz pour une fonction F, par les fonctions polyndmiales est
(Reddy [155], Qatu [176] , Chakraverty [174] ) :

F(xy)= 22 ARXP(Y).

i0 i~Io (4.96)
F=(UVv.W,¥,7) 4 =(A;B;C;D;.E)

ijr =ijr iy

Les fonctions polynomiales s’écrivent comme suit :

q

P(x)=x'(a-X)

P (y)=y'(b-y)

(4.97)

ip et jo sont choisis (pour chaque déplacement et rotation) de telle facon a satisfaire les

conditions aux limites respectivementax =0etay =0.

g et s sont choisis (pour chaque déplacement et rotation) de telle facon a satisfaire les

conditions aux limites respectivementax=aetay=bh.

Pour une poutre, I’approximation de Ritz se réduit a :

G(x)= AR (¥)

=i (4.98)
G=(UW,%,), A=(A,C,D)

4.9.4. Polyndmes orthogonaux de Ritz :

La méthode de Ritz est basée sur une formulation variationnelle directe. Le choix

des fonctions tests est crucial car ce choix a une influence directe sur les caracteristiques de
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I’approximation en termes de convergence, de stabilité et de fiabilité des solutions. En

particulier, lorsque des solutions précises sont exigees, les polyndmes orthogonaux sont

actuellement le meilleur choix pour toutes les conditions aux limites y compris quand les

bords sont libres. Ces polyndmes sont classés d’emblée comme fonctions admissibles car

ils répondent aux conditions citées plus haut. Il faut noter ici que malgré les propriétés

intéressantes de ces fonctions, leur limite est atteinte pour les modes supérieurs. Seules les

fonctions trigonomeétriques hiérarchiques de Beslin et Nicolas [177] restent valables dans

Ce cas.

Parmi les fonctions que nous avons retenues, nous pouvons citer les polyndmes de

Chebyshev (figure 4.7) et de Legendre (figure 4.8) de premiére espece dont les expressions

sont :

4.9.4.1.Polyndmes de Chebyshev :

P (x) = cos[ (i—1)arccos(x) ], i=1..,.M

P, (y)=cos[(j-1)arccos(y)],  j=1...,N

Ces polyndmes peuvent étre obtenus par la formule de récurrence suivante :

PL(C)=2P(¢)-R(C),  i=L..M
g=XY
1 =
] > T AR
r\ / \// T \'\' // ‘)( '>\ /I
0 ]“\\ "“\ " ,/\'\ 7 \ : f!.‘&
" (\ ,\ / \\ : \ ! N f} n=1
3 I / J4 N n=2
E O—T\_!‘ A \ / \ ’_ ‘\ \/A‘ !}—h— __:E:i
i\ N N A | e
(1} |J"\. / '.\. ) \ y) / ﬂ;?
! P i
B\ i e S ) 71 \ X/
1 : \4-—_-'/ » _\:{"""* _.--""/j\ ina a-\'\-._. S
! os o 03 R

Figure 4.7: Les 7 premiers polynémes de Chebyshev de 18 espece

(4.99)

(4.100)
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4.9.4.2.Polyndmes de Legendre :
1 d7[,, i} i
P(x)=——|(x"-1) |, 1=1....M
'( ) i dx'[( )

1 d’ j .
Pi(y)= j!zjd_yj|:(y2_1) } j=1...,N

(4.101)

Ces polyndmes peuvent aussi étre obtenus par la formule de récurrence suivante :

R(¢)=1  PR(¢)=¢,
(i+1)P.(¢)=(21+1)¢R(¢)-iP.4(¢), i=1....M (4.102)
g=Xy

-1 -035 0 03 1

Figure 4.8: Les 7 premiers polyndmes de Legendre de 1° espéce

Une autre classe de polyndmes orthogonaux est actuellement trés utilisée. Ces
polynémes ont une grande flexibilité et peuvent étre adaptés aux probléemes étudiés. Ils
sont aussi classés en tant que fonctions admissibles et répondent aux conditions citées plus

haut. Ils sont générés par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a trois termes

(Chakraverty [174] , Bhat [175] ) suivant :

R.(¢):choisi, P,(¢)=(£-B,)R (<),
R($)=(¢-B)R.4(¢)-GR.,($), =Xy, K>2

(4.103)



142

Avec :
B - I;W(é/)é/[Pwl(é’):lz dg - I:W(é’)élpkfl(é’) P, (é’)dé’
ORI A LR
f:{a pour ¢ =x
b pour ¢=y

W(S) est appelée fonction de pondération.

Les fonctions polyndmiales Py sont orthogonales par rapport & W(J) car elles

satisfont la condition suivante :

=0 pourk =l

#0 pourk =1 (4.105)

4
SUGLIGEEM
Si de plus nous divisons chaque membre des équations (4.103) par sa norme définie
par :
¢ 2 12
(L3 (C)H=(L[Pk (¢)] dé) , =Xy (4.106)
Nous obtiendrons alors des formes normalisées grace auxquelles la convergence est

plus stable et plus rapide. C’est cette normalisation que nous avons adoptée. Ces formes

normalisées sont alors données par:

_ P
P (§)=H k(g)‘, =Xy (4.107)

Les polyndmes orthogonaux ne peuvent pas étre utilisés en tant que fonctions
admissibles sous leur forme originale car ils ne satisfont pas les conditions géométriques
forcées. Pour ce faire, il faut combiner les fonctions polynémiales avec les polynémes

orthogonaux selon 1’équation (4.108).
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Pour les polynbmes orthogonaux classiques, la forme appropriée de
I’approximation de Ritz est :
M N
F(xy)=X(X)V(y) 22 AR (x)P(y). (4.108)
1=ly J=Jo
Avec :
F=(UVW¥,%) 4 =(A;B;.C;.D;,E)
X (x)=x"(a-x)’ (4.109)
Y(y)=y (b-y)

Ou X(x)et Y(y)sont les fonctions polynomiales de degré le plus bas, satisfaisant aux

conditions aux limites imposées (le choix porte sur les entiers p, q, r, S). C’est ainsi que les
entiers p, q, r et s prennent la valeur O pour la condition bord libre, la valeur 1 quand le

bord est appuyé et la valeur 2 quand le bord est encastré.

Pour le cas d’une poutre, 1I’approximation de Ritz prend la forme suivante :

G(x)=X(x) AR (¥).

iy (4.110)
G=(UW,¥%,), A=(A.C.D,)

Lorsque les polyndmes orthogonaux sont générés par le procédé de Gram-Schmidt,
il suffit que le premier terme de la série soit identique a la fonction polyndmiale de degré le

plus bas, donc :

(4.111)

Il faut noter que méme si P (x) et B (y) satisfont les conditions aux limites

géométriques et naturelles, les autres termes de la série obtenus par la relation de
récurrence a trois termes de Gram-Schmidt ne satisfont que les conditions aux limites

géométriques.
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4.10. Conclusion :

Dans cette partie du travail, nous avons tenu a présenter une formulation unifiée
pour la plague FGM soumise a des contraintes thermiques initiales. Tous les
développements présentés contiennent la fonction de forme ¢ comme un parametre que
I’on peut changer suivant le choix de la théorie de déformation pour laquelle le chercheur
opte. Nous tenons a préciser que le développement des équations est propre a notre travail
de recherche. Quant a la résolution du probleme des vibrations libres, il est bien connu que
les solutions exactes ne peuvent étre obtenues que pour un ensemble limité de conditions
aux limites et de géométries simples, autrement des methodes numériques telles que la
méthode des éléments finis et la méthode des différences finis sont souvent utilisées.
Cependant, pour des structures complexes, ces méthodes aboutissent a des problémes avec
un grand nombre de degrés de liberté. Ce handicap peut étre levé en utilisant la méthode de
Ritz. Cette méthode procure une trés bonne précision dans les résultats, elle est trés
efficace et contourne les problémes posés par le grand nombre de degrés de liberté. Le
secret de son efficacité réside dans le bon choix des fonctions admissibles qui approximent
les solutions et satisfont les conditions aux limites. Il est actuellement admis que la
méthode de Ritz est une technique tres puissante et fiable utilisée dans la prédiction des
fréquences naturelles et des modes propres des structures vibrantes, c’est pourquoi nous
I’avons choisie et utilisée dans la résolution du probléme des vibrations libres des plagques
FGM soumises & des contraintes thermiques initiales.
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CHAPITRE 5
RESULTATS, VALIDATIONS ET INTERPRETATIONS

5.1. Introduction :

Dans ce chapitre, nous allons présenter un ensemble de résultats obtenus suite a
I’exécution du programme de calcul que nous avons élaboré. Nous présenterons d’abord
les résultats concernant la poutre FGM symétrique en commengant en premier lieu par la
validation de la méthode analytique de résolution des équations du mouvement,
développée dans le cadre de ce travail, en confrontant nos résultats avec ceux d’articles
publiés. Nous exposerons par la suite des tableaux de valeurs et des courbes concernant la
poutre FGM symétrique soumise a une élévation uniforme de la température. Nous
prendrons en considération plusieurs théories de déformation en cisaillement, plusieurs
fonctions de distribution de la matieére a travers 1’épaisseur et plusieurs conditions aux
limites. Le méme travail sera ensuite réalisé sur la poutre FGM non symétrique. Les
méthodes de résolution utilisées dans ce cas étant la DQM (Differential Quadrature
Method) et la méthode de Ritz. En second lieu, nous analyserons les plagues FGM minces
et épaisses soumises a des variations uniformes de la température et a des gradients de
température a travers 1’épaisseur. Différentes théories de déformation en cisaillement des
plagues minces et épaisses, différents types de FGM et de multiples conditions aux limites
seront pris en considération. La résolution des équations du mouvement de la plague sera
concrétisée grace a la méthode de Ritz. La nouvelle théorie raffinée développée dans le
cadre de ce travail sera introduite dans chacune des études sus-citées. Il est egalement a
noter que dans toute cette étude et pour tous les éléments structuraux étudies, les influences
du rapport d’élancement, de 1’index de la fraction volumique des matériaux constituants
(céramique et métal), et de I’effet de la température sur les fréquences naturelles seront

analysées et interprétées.
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5.2.Poutre FGM symétrigue :

Dans cette partie du travail, la méthode de résolution utilisée est la méthode
analytique développée dans le cadre de cette recherche pour aboutir a des solutions exactes
représentées par les équations aux fréquences propres. Dans un premier lieu, le systéme
d’équations différentielles du sixieéme ordre (équations (3.24)) a été ramené a un systéme
du quatrieme ordre (équations (3.27)) dont la résolution analytique a abouti aux équations
aux fréquences naturelles pour différentes conditions aux limites (équations (3.37) a
(3.42)). Dans un second lieu, le systetme d’équations différentielles du sixiéme ordre
(équations (3.24)) a été directement résolu pour aboutir aux équations aux fréquences
naturelles pour différentes conditions aux limites (équations (3.58) a (3.63)).

L’analyse est conduite en considérant une poutre FGM a deux constituants (100%
céramique au niveau du plan moyen et 100% métal au niveau des faces supérieure et
inférieure). La largeur b est égale a 0.0254 m. Les températures imposées au niveau des
surfaces supérieure, inférieure et moyenne sont comprises entre 293K et 393K. Les
propriétés thermomécaniques obéissent aux lois de distribution P(z,T) explicitées dans le
chapitre 2 (P-FGM, E-FGM et S-FGM). Ces propriétés sont fonctions de la température. A
la température de référence (To = 300K), les propriétés de la céramique (Al,O3) et du métal
(SUS304) sont les suivantes :

Céramique:  E =320.235 GPa, v = 0.26, p. = 3750 kg/m®, «c = 10.40 W/m K,
oc = 7.203 x 10°/K.

Métal: En = 207.788 GPa, vy, = 0.32, pm = 8166 kg/m®, k= 12.04 W/m K,
om = 15.321 x 10°%/K.,

Pour donner un apercu de ’effet de la température sur les propriétés de la poutre
FGM symétrique, nous présentons les courbes de variation du module de Young E
(figure 5.1 et figure 5.2) et du module de cisaillement G (figure 5.3 et figure 5.4) en
fonction de la température, au niveau des faces supérieure, inférieure et médiane de la

poutre.
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Figure 5.1: Variation du module de Young E (Pa x 10™) en fonction de T au niveau des
faces externes (Poutre FGM, SUS304-Al,03-SUS304)

Figure 5.2: Variation du module de Young E (Pa x 10™) en fonction de T au niveau du
plan neutre (Poutre FGM, SUS304-Al,03-SUS304)
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Figure 5.3: Variation du module de cisaillement G (Pa x 10™*!) en fonction de T au niveau
des faces externes (Poutre FGM, SUS304-Al,03-SUS304)
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Figure 5.4: Variation du module de cisaillement G (Pa x 10™) en fonction de T au niveau
du plan neutre (Poutre FGM, SUS304-Al,03-SUS304)
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5.2.1.Validation du code de calcul élaboré pour le cas de poutres FGM symétriques:

Afin de valider la méthode analytique développée dans la cadre de notre travail, une
comparaison est faite entre les résultats obtenus en utilisant les théories FSDBT et PSDBT
et ceux des références [110] et [108] . Les tableaux 5.1 et 5.2 montrent une trés bonne
concordance dans les deux cas (poutre isotrope en aluminium pur et poutre FGM ZrO,-
Al/Al/AI-ZrO, sans effet de 1’élévation de température). Le tableau 5.3 vient ensuite
montrer la validité de notre méthode de résolution dans le cas de la prise en compte de
I’effet de la température sur les fréquences naturelles en comparant nos résultats avec ceux

de la référence [108] .

Tableau 5.1: Fréquence fondamentale adimensionnelle d’une poutre en aluminium pour

différents rapports L/h

L/h
Poutre Condition aux limites  Théorie 10 30 100
Présente (FSDBT) 2.880 2.924 2.929
Aluminium Appuyée-appuyée Présente (PSDBT) 2.881 2.924 3.011
FSDBT1 [110] 2.879 2.922 2.927

Tableau 5.2: Les cing premieres fréquences adimensionnelles d’une poutre FGM
symétrique (ZrO,-Al/Al/Al-ZrO,, L/h = 10, P-FGM, sans gradient de

température)
n=0.2 n=2 n=10
Poutre Mode FSDBT PSDBT Réf[108] FSDBT PSDBTRéf. [108] FSDBT PSDBT Réf. [108]
1 0121 0123 0121 0.110 0.112 0.110 0.104  0.105  0.104
2 0718 0722 0718 0.655 0.662 0.655 0618 0.624  0.620
C-F 3 1.700*  1.700* 1.700*  1.624* 1.624* 1.624* 1586* 1.586* 1.588*
4 1.861 1.867 1.861 1708 1724 1.708 1616  1.633  1.621
5 3327 3331 3327 3069 3103 3.069 2913 2952 2923
1 0336 0336 0336 0306 0306 0306 0288 0.288  0.289
2 1271 1265 1271 1161 1161 1161  1.095  1.096  1.099
S-S 3 1.700*  1.700* 1.700*  1.624*  1.624* 1.624* 1.586* 1.586*  1.588*
4 2638 2621  2.638 2424 2426 2424 2294 2301 @ 2.302
5 4280 4252 4280 3952 3968 3952 3754 3780  3.766
1 0715 0712 0715 0655 0.655 0655 0618 0.619  0.620
2 1.802 1.789  1.802 1.659 1.663 1.659 1573 1580  1.578
c-C 3 3.206 3.188  3.206 2968 2987 2968 2.825 2.852  2.834
4 3.401* 3.401* 3.401* 3.249* 3.249* 3249* 3.171* 3.171* 3.175*

5 4.807 4.792 4.807 4.468 4521 4.468 4.267 4.333 4.279

*: mode de vibration longitudinale
C-F: encastrée-libre, S-S: appuyée-appuyée, C-C: encastrée-encastrée.
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Tableau 5.3: Les cing premieres fréquences adimensionnelles d’une poutre FGM
symétrique (ZrO,-Al/Al/Al-ZrO,, L/h =10, P-FGM, encastrée-encastrée

avec élévation uniforme de la température)

n=0.2 n=2 n=10
(Ty, T, Tp) (K) Mode FSDBT Réf. [108] FSDBT Réf. [108] FSDBT Réf. [108]
1 0.711 0.706 0.651 0.644 0.615 0.609
2 1.796 1.788 1.654 1.644 1.569 1.563
(323, 323, 323) 3 3.200 3.181 2.963 2.951 2.820 2.816
4 3.401* 3.401* 3.249* 3.249* 3.171* 3.175*
5 4.799 4.789 4.462 4.448 4.261 4.258

*: mode de vibration longitudinale

5.2.2.Résultats de ’analyse de la poutre FGM symétrique soumise a des contraintes

thermiques initiales :

Afin de montrer les résultats de I’analyse de la poutre FGM symétrique soumise a
des contraintes thermiques initiales, un certain nombre de tableaux et figures sont présentés
pour différents cas (théories, géométries, distributions de matiere a travers 1’épaisseur,

élévations de température et conditions aux limites).

L’expression de la fréquence adimensionnelle utilisée dans 1’analyse de la poutre est la

suivante :

@=o(L/h) Jp, W/E, (5.1)

Les tableaux 5.4 et 5.5 montrent les valeurs des fréquences naturelles obtenues en
résolvant le systeme d’équations différentielles du sixiéme et du quatrieme ordre pour
différentes théories de déformation en cisaillement et pour différents rapports

d’élancement, pour le cas d’une poutre P-FGM appuyée-appuyée et completement libre.
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Tableau 5.4: Comparaison entre les cing premiéres fréquences (kHz) obtenues en résolvant

les équations de mouvement du 6°™ ordre avec celles obtenues en résolvant

les équations de mouvement du 4°™ ordre (cas appuyée-appuyée, poutre P-

FGM symétrique avec n = 0.5)

L/h=10 L/h=20

Théori
eorie 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

PSDBT! 2.104 8.115 17.058 27.890 39.773| 0.509 2103 4.679 8.134 12.352
PSDBT? 2103 8.134 17.219 28506 41.340| 0.509 2104 4676 8.115 12.288
Erreur (%)  0.048 -0.234 -0.944 -2209 -3.940| 0.000 -0.048 0.064 0.234 0.518

ESDBT* 2104 8.141 17.258 28.624 41.610| 0.509 2.104 4681 8.141 12370
ESDBT? 2104 8118 17.067 27.898 39.759| 0509 2.104 4.678 8.118 12.294
Erreur (%)  0.000 0.283 1.107 2536 4.448| 0.000 0000 0.064 0.283 0.614

TSDBT! 2103  8.137 17.236 28.558 41.462| 0.509 2103 4.680 8.137 12.359
TSDBT? 2.104 8116 17.061 27.891 39.762| 0.509 2104 4.677 8.116 12.290
Erreur (%) -0.048 0.258 1.015 2336 4.100| 0.000 -0.048 0.064 0.258  0.558

! Solutions des équations différentielles du 6eme ordre, ? Solutions des équations différentielles du 4éme ordre.

Tableau 5.5: Comparaison entre les cing premiéres fréquences (kHz) obtenues en résolvant

les équations de mouvement du 6°™ ordre avec celles obtenues en résolvant

les équations de mouvement du 4°™ ordre (cas libre-libre, poutre P-FGM

symétrique avec n = 0.5)

L/h =10 L/h =20

Théori
eorie 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

PSDBT* 4806 12.484 22.782 34850 48.128| 1213 3.308 6.353 10.218 14.784
PSDBT? 4749 12358 22421 33.848 45.866| 1203 3.286 6.315 10.149 14.651
Erreur (%) 1186 1009 1585 2875 4.700| 0.824 0.665 0.598 0.675 0.900

ESDBT* 4822 12523 22.864 35015 48425| 1215 3315 6.366 10.240 14.821
ESDBT? 4756 12.386 22.460 33.833 45.657| 1.203 3.289 6.322 10.162 14.671
Erreur (%) 1369 1.094 1767 3376 5716| 0988 0784 0.691 0.762  1.012

TSDBT! 4814 12503 22.821 34927 48.267| 1214 3312 6.359 10.228 14.801
TSDBT? 4752 12372 22.440 33.844 45777| 1203 3.288 6.318 10.155 14.660
Erreur (%) 1288 1.048 1670 3101 5.159| 0906 0725 0.645 0.714  0.953

Solutions des équations différentielles du 6éme ordre,  Solutions des équations différentielles du 4éme ordre.

La comparaison entre les résultats obtenus par les deux procédés de résolution
montre que le fait de négliger les termes du sixiéme ordre des équations différentielles de
mouvement affecte trés peu les fréquences naturelles. Ceci est mis en évidence par la
valeur trés faible de ’erreur relative. Il est également clair que cette erreur relative décroit

lorsque le rapport L/h augmente et qu’elle croit pour les modes supérieurs. De plus, 1’erreur
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est affectée par le type de conditions aux limites considérées. Elle reste toutefois faible

dans tous les cas et quelle que soit la théorie de déformation utilisée.

Les tableaux 5.6 et 5.7 exposent la comparaison entre les fréquences fondamentales
adimensionnelles obtenues par différentes théories pour différentes lois de distribution des
propriétés de poutres FGM symétriques appuyee-appuyée. En paralléle, la nouvelle théorie
raffinée développée dans le cadre de ce travail a également été incluse dans cette

comparaison afin de prouver sa validite.

Tableau 5.6: Comparaison entre les fréquences fondamentales adimensionnelles obtenues
par différentes théories pour différentes lois de distribution des propriétés

(poutre FGM symétrique appuyée-appuyeée)

. P-FGM E-FGM P-FGM S-FGM

L/h  Theorie
n=05 n=1 Exp n=15 p=1 p=2 p=3
CBT 3.420 3.714 3.777 3.930 3.714 3.662 3.641
FSDBT 3.206 3.484 3.543 3.687 3.484 3.438 3.419
PSDBT 3.217 3.496 3.555 3.699 3.498 3.452 3.434
5  HSDBT 3.244 3.525 3.584 3.729 3.526 3.476 3.457
ESDBT 3.220 3.499 3.558 3.702 3.501 3.455 3.437
TSDBT 3.218 3.498 3.557 3.700 3.499 3.453 3.435
Présente théorie (& = 3/2) 3.217 3.497 3.556 3.700 3.497 3.453 3.435
CBT 3.232 3.532 3.601 3.753 3.532 3.481 3.460
FSDBT 3.217 3.516 3.584 3.735 3.516 3.465 3.444
PSDBT 3.218 3.517 3.585 3.736 3.518 3.466 3.445
20 HSDBT 3.220 3.518 3.586 3.737 3.521 3.467 3.446
ESDBT 3.218 3.517 3.585 3.736 3.518 3.466 3.445
TSDBT 3.218 3.517 3.585 3.736 3.518 3.466 3.445

Présente théorie (« = 3/2) 3.218 3.517 3.585 3.736 3.517 3.465 3.445
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Tableau 5.7: Comparaison entre les fréquences adimensionnelles du cinquiéme mode
obtenues par différentes théories pour différentes lois de distribution des

propriétés (poutre FGM symeétrique appuyée-appuyée)

. P-FGM E-FGM P-FGM S-FGM

L/h  Théorie
n=05 n=1 Exp n=15 p=1 p=2 p=3
CBT 85.791  93.134 94.692 98521 93.134 91.843 91.318
FSDBT 43.447 47515 48299 50.357 47515 47.147  46.996
PSDBT 46.264  50.757 51.649 53.765 50.763 50.683 50.654
5 HSDBT 43.628  47.526 48.231 50.250 47.507 47.001 46.794
ESDBT 47.047 51.640 52567 54.680 51.646 51.638 51.638
TSDBT 46.634 51.175 52.084 54198 51.181 51.136 51.121
Présente théorie (x = 3/2) 46.464 50.983 51.884 53.999 50.983 50.928 50.907
CBT 85.609 92,957 94520 98.349 92957 91.666 94.219
FSDBT 77.743 84506 85914 89.421 84506 83.407 82.961
PSDBT 78.155 84.976 86.402 89.897 85.013 83.948 83.531
20 HSDBT 79.219 86.068 87.501 91.065 86.105 84.905 84.432
ESDBT 78.272  85.094 86.527 90.011 85.132 84.072 83.657
TSDBT 78.206  85.027 86.457 89.946 85.064 84.003 83.587

Présente théorie (ot = 3/2) 78.181  85.002 86.430 89.922 85.002 83.976  83.560

Il est a noter que du fait de l'utilisation de I'équation (5.1), les évolutions des
fréquences naturelles et des fréquences naturelles adimensionnelles se font dans le sens

inverse lorsque L/h varie.

Les fréquences naturelles adimensionnelles augmentent lorsque la concentration en
céramique augmente pour le cas P-FGM. Dans le cas de la poutre S-FGM, lorsque 1’index
p augmente, les fréquences adimensionnelles diminuent. Ceci s’explique par le fait que les
fréquences naturelles adimensionnelles d’une poutre en pur métal (SUS304) sont plus
petites que celles d’une poutre isotrope en pur céramique (Al,O3) car le module de Young
global de la poutre en métal est inférieur a celui de la poutre en céramique. Nous pouvons
conclure que le taux de distribution de la concentration des constituants a travers
I’épaisseur a aussi un rdle a jouer dans I’évolution des fréquences naturelles car il influe
sur la rigidité globale de la poutre. Cette variation est aussi représentée sur les figures 5.5,
5.6, 5.7 et 5.8. Pour le mode fondamental, les valeurs des fréquences obtenues par les
différentes théories sont trés proches les unes des autres et sont presque confondues dans le
cas d’une poutre mince (L/h = 20). Cependant, la différence entre ces valeurs augmente
pour les modes supérieurs (figures 5.7 et 5.8). Nous pouvons conclure que les théories

FSDBT et HSDBT ne permettent pas une estimation correcte des fréquences pour le cas
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d’une poutre FGM épaisse, et ceci quelle que soit la distribution des propriétés des
constituants. Il faut également noter que la nouvelle théorie développée dans le cadre de ce
travail donne de trés bons résultats comparés a ceux obtenus par les autres théories d’ordre

supérieur.
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Figure 5.5: Variation de la 1ére fréquence adimensionnelle pour différentes distributions de
matiere et pour différentes théories (L/h =5, Tp = T; = 313K), Poutre FGM

symétrique appuyée-appuyee
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Figure 5.6: Variation de la 1ére fréquence adimensionnelle pour différentes distributions de
matiére et pour différentes théories (L/h = 20, T, = T; = 313K), Poutre FGM

symétrique appuyée-appuyée
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Figure 5.7: Variation de la 5™ fréquence adimensionnelle pour différentes distributions de
matiere et pour différentes théories (L/h =5, T, = Ty = 313K), Poutre FGM
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Figure 5.8: Variation de la 5°™ fréquence adimensionnelle pour différentes distributions de
matiére et pour différentes théories (L/h = 20, T, = T = Ty = 313K), Poutre
FGM symétrique appuyée-appuyée
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Les figures 5.9 a 5.14 montrent les valeurs des cing premiéres fréquences naturelles
obtenues par différentes théories de déformation et pour chaque type de poutre FGM (P-
FGM, E-FGM et S-FGM). Nous pouvons remarquer que pour une poutre épaisse (L/h = 5),
la différence entre les valeurs obtenues par la CBT et par les autres théories augmente pour
les modes supérieurs (figures 5.9, 5.11 et 5.13). L’effet de la déformation de cisaillement
sur les fréquences propres décroit avec 1’augmentation du rapport d’élancement (L/h = 20)

et ceci quel gue soit le type de poutre FGM considérée (figures 5.10, 5.12 et 5.14).
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T go ] O CBT —&— FSDBT
€ 0]  —&PSDBT  ——HSDBT
2 o —%—ESDBT  —e—TSDBT
q') 7 7
% 50 A —+—Présente
(4]
o 40 ~
()
& 30 -
=)

@ 20 A appuyée-appuyée
10 A P-FGM (n = 0.5)
0 T T T T
1 2 3 4 5
Mode

Figure 5.9: Variation des frequences adimensionnelles pour différentes théories de
déformation d’une poutre P-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyeée-
appuyée (L/h =5, Tp = Tp = Ty = 313K)
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Figure 5.10: Variation des frequences adimensionnelles pour différentes théories de
déformation d’une poutre P-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyée-
appuyeée, (L/h =20, Tp = T; = 313K)
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Figure 5.11: Variation des fréquences adimensionnelles pour différentes théories de
déformation d’une poutre S-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyée-
appuyée (L/h =5, Ty = Ty = 313K)
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Figure 5.12: Variation des frequences adimensionnelles pour différentes théories de
déformation d’une poutre S-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyeée-
appuyée, (L/h =20, Tp = T; = 313K)
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Figure 5.13: Variation des fréquences adimensionnelles pour différentes théories de
déformation d’une poutre E-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyée-
appuyée, (L/h =5, T, = T; = 313K)
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Figure 5.14: Variation des frequences adimensionnelles pour différentes théories de
déformation d’une poutre E-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyee-
appuyée, (L/h =20, Tp = T; = 313K)

Afin de montrer I’effet de 1’élévation de température sur les fréquences naturelles
de vibration, des courbes de variation de ces fréquences adimensionnelles en fonction de la
température ont été tracées (figures 5.15 a 5.30). Etant donné que les propriétés
thermomeécaniques de la poutre dépendent de la température, les mémes valeurs de
température sont imposées sur les surfaces inférieure, médiane et supérieure afin de
maintenir une distribution symétrique a travers 1’épaisseur. Pour les deux types de poutres
considérées (P-FGM et S-FGM), les fréquences naturelles adimensionnelles décroissent
avec I’augmentation de la température. Nous notons aussi que la fréquence fondamentale
décroit plus vite que la fréquence du cinquiéme mode. La décroissance est encore plus
forte lorsque la poutre est longue et mince. Ceci s’explique par le fait que lorsque L/h

augmente ou que la température augmente, la rigidité globale de la poutre est amoindrie.

Nous remarquons que les frequences fondamentales obtenues par les deux théories
(FSDBT et PSDBT) coincident lorsque L/h est égal a 20 quelle que soit 1’élévation de la

température (dans la plage considérée).
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Figure 5.15: Effet de la température sur la 1ere fréquence adimensionnelle, théories
FSDBT et PSDBT, Poutre P-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyée-
appuyée, n=0.5,L/h=5
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Figure 5.16: Effet de la température sur la 5eme fréquence adimensionnelle, théories
FSDBT et PSDBT, Poutre P-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyée-
appuyée,n=0.5,L/h=5



160

4,00
3,50 -
3,00 4
2,50 4
2,00 4
1,50 -

1,00 - - — = - FSDBT - PFGM (n=0.5)
0,50 PSDBT - PFGM(n=0.5)

Fréquence adimensionnelle

0,00 T T T T
293 313 333 353 373 393

T(K)

Figure 5.17: Effet de la température sur la 1ere fréquence adimensionnelle, théories
FSDBT et PSDBT, Poutre P-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyée-
appuyée, n = 0.5, L/h = 20
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Figure 5.18: Effet de la température sur la 5eme fréquence adimensionnelle, théories
FSDBT et PSDBT, Poutre P-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyée-
appuyée, n = 0.5, L/h =20
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Figure 5.19: Effet de la température sur la 1ere fréquence adimensionnelle, théories
FSDBT et PSDBT, Poutre P-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyée-
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Figure 5.20: Effet de la température sur la 5eme fréquence adimensionnelle, théories
FSDBT et PSDBT, Poutre P-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyée-
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Figure 5.21: Effet de la température sur la 1ere fréquence adimensionnelle, théories
FSDBT et PSDBT, Poutre P-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyée-
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Figure 5.22: Effet de la température sur la 5éme fréquence adimensionnelle, théories
FSDBT et PSDBT, Poutre P-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyée-
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Figure 5.23: Effet de la température sur la 1ere fréquence adimensionnelle, théories
FSDBT et PSDBT, Poutre S-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyée-
appuyée,p=2,L/h=5
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Figure 5.24: Effet de la température sur la 5éme fréquence adimensionnelle, théories
FSDBT et PSDBT, Poutre S-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyée-
appuyée,p=2,L/h=5
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Figure 5.25: Effet de la température sur la 1ere fréquence adimensionnelle, théories
FSDBT et PSDBT, Poutre S-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyée-
appuyée, p =2, L/h =20
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Figure 5.26: Effet de la température sur la 5eme fréquence adimensionnelle, théories
FSDBT et PSDBT, Poutre S-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyée-
appuyée, p=2,L/h=20
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Figure 5.27: Effet de la température sur la 1ére fréquence adimensionnelle, théories
FSDBT et PSDBT, Poutre S-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyée-
appuyée,p=3,L/h=5
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Figure 5.28: Effet de la température sur la 5eme fréquence adimensionnelle, théories
FSDBT et PSDBT, Poutre S-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyée-
appuyée,p=3,L/h=5
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Figure 5.29: Effet de la température sur la 1ere fréquence adimensionnelle, théories
FSDBT et PSDBT, Poutre S-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyée-
appuyée, p =3, L/h =20
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Figure 5.30: Effet de la température sur la 5eme fréquence adimensionnelle, théories
FSDBT et PSDBT, Poutre S-FGM (SUS304-Al,03-SUS304) appuyée-
appuyée, p=3,L/h=20
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5.3. Poutre FGM non symétrique

Dans cette partie du travail, la méthode de résolution utilisée est la DQM
(differential quadrature method) que nous avons adaptée dans le cadre de cette recherche
afin de tenir compte des forces et moments d’ordre supérieur introduits par la formulation

unifiée pour aboutir a des fréquences propres fiables et de bonnes précisions.

L’analyse est donc conduite en considérant une poutre FGM a deux constituants
(100% céramique au niveau de la face supérieure et 100% métal au niveau de la face
inférieure). La largeur b est égale a 0.0254 m. Les températures imposées au niveau des
surfaces supérieure et inférieure sont comprises entre 293K et 393K. Les propriétés
thermomeécaniques obéissent aux lois de distribution P(z,T) explicitées dans le chapitre 2
(P-FGM, E-FGM et S-FGM). Ces propriétés sont fonctions de la température. A la
température de référence (To = 300K), les proprietés de la céramique (Al,O3) et du métal
(SUS304) sont les suivantes :

Céramique: E = 320.235 GPa, v = 0.26, p. = 3750 kg/m®, «c = 10.40 W/m K,
oc = 7.203 x 10°/K.

Métal: En = 207.788 GPa, vy, = 0.32, pm = 8166 kg/m®, k= 12.04 W/m K,
om = 15.321 x 10°%/K.,

Pour donner un apercu de ’effet de la température sur les propriétés de la poutre
FGM non symétrique, nous présentons les courbes de variation du module de Young E
(figures 5.31 et 5.32) et du module de cisaillement G (figures 5.33 et 5.34) en fonction de

la température, au niveau des faces supérieure et inférieure de la poutre.
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Figure 5.31: Variation du module de Young E (Pa x 10™*) en fonction de T au niveau de la
face supérieure (Poutre FGM, SUS304-Al,03)
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Figure 5.32: Variation du module de Young E (Pa x 10™) en fonction de T au niveau de la
face inférieure (Poutre FGM, SUS304-Al,03)
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Figure 5.33: Variation du module de cisaillement G (Pa x 10™*) en fonction de T au niveau
de la face supérieure (Poutre FGM, SUS304-Al,03)
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Figure 5.34: Variation du module de cisaillement G (Pa x 10™) en fonction de T au niveau
de la face inférieure (Poutre FGM, SUS304-Al,053)
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5.3.1.Validation du code de calcul élaboré pour le cas de poutres FGM non symétriques :

Afin de valider le procédé utilisé pour la résolution par la DQM, une comparaison
est faite entre les résultats obtenus en utilisant les théories FSDBT, PSDBT et ESDBT et
ceux des références [108], [110] , et [105]

Le tableau 5.8 présente les résultats d’une poutre P-FGM ZrO2-Al/Al/Al-ZrO2
avec trois conditions aux limites (C-F, S-S et C-C) pour une température de 323K imposée
sur les faces supérieure et inférieure. Une bonne concordance des résultats est observée

avec ceux de la référence [108] .

Le tableau 5.9 présente les résultats d’une poutre isotrope en aluminium pur
appuyée-appuyée puis ceux d’une poutre P-FGM Al-Al,O3; avec trois conditions aux
limites (C-F, S-S et C-C), pour différents rapports L/h (10, 30 et 100) et sans élévation de
température. Les résultats sont comparés avec ceux de la référence [110] . Une bonne

concordance est encore une fois observée.

Tableau 5.8: Les 5 premieres fréquences adimensionnelles d’une poutre FGM symétrique
(ZrO2-Al/Al/Al-ZrO2, L/h = 10, P-FGM, n = 2, température uniforme)

C-F S-S C-C
Présente _, Présente , Présente _,
(T, To) Mode (FSDBT) Réf.[108] (FSDBT) Réf.[108] (FSDBT) Réf.[108]
1 0.112 0.110 0.300 0.306 0.651 0.644
2 0.652 0.655 1.155 1.161 1.654 1.644
(323K,323K) 3 1.624* 1.624* 1.624* 1.624* 2.963 2.951
4 1.703 1.704 2.417 2.424 3.249* 3.249*
5 3.063 3.069 3.945 3.952 4.462 4.448

*: mode de vibration longitudinale
C-F: encastrée-libre, S-S: appuyée-appuyée, C-C: encastrée-encastrée.
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Tableau 5.9: Fréquence fondamentale adimensionnelle d’une poutre en aluminium et d’une

poutre FGM pour différents rapports L/h (sans gradient de température)

o L/h

Poutre CL Théorie 10 30 100
Aluminium S-S Présente GDQ (FSDBT) 2.901 2.945 2.950
Présente GDQ (PSDBT) 2.901 2.945 2.950

FSDBT1 [110] 2.879 2.922 2.927

FSDBT2 [110] 2.797 2.843 2.848

Al-Al,O3 S-S Présente GDQ (FSDBT) 2.672 2.708 2.713
(P-FGM, Présente GDQ (PSDBT) 2.674 2.709 2.713
n=0.3) FSDBT1 [110] 2.774 2.813 2.817
FSDBT2 [110] 2.695 2.737 2.742

C-F  Présente GDQ (FSDBT) 0.962 0.968 0.967

Présente GDQ (PSDBT) 0.962 0.968 0.967

FSDBT1 [110] 0.996 1.003 1.003

FSDBT2 [110] 0.969 0.976 0.977

C-C  Présente GDQ (FSDBT) 5.803 6.108 6.146

Présente GDQ (PSDBT) 5.767 6.104 6.146

FSDBT1 [110] 6.013 6.343 6.384

FSDBT2 [110] 5.811 6.167 6.212

S-S: appuyée-appuyée, C-F: encastrée-libre, C-C: encastrée-encastrée.

Les tableaux 5.10 et 5.11 présentent les 1°™ et 5™ fréquences adimensionnelles

d’une poutre FGM (métal-céramique) appuyée-appuyée pour L/h égal a 5 et pour L/h égal
a 20. Trois types de poutres sont analysées (P-FGM, E-FGM et S-FGM) et différents index

des fractions volumiques sont pris en compte. Les résultats obtenus par 1’application de la

DQM pour différentes théories de déformation (FSDBT, PSDBT et ESDBT) sont en

accord avec ceux de la référence [105] .



Tableau 5.10: Variation des 1% et 5°™ fréquences adimensionnelles pour différentes théories et différentes fonctions de distribution des

propriétés (poutre FGM appuyée-appuyée, L/h = 5)
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n=0

n=0,1

n=1 Exp

n=2

n=10

Métal

Théorie ) -
Présente Réf. [105]

Présente Réf. [105]

Présente Réf. [105]

Présente Réf. [105]

Présente Réf. [105]

Présente Réf. [105]

Présente Réf. [105]

1% fréquence adimensionnelle

PSDBT 6.566 6.574 6.242 6.248 4.655 4.659 4.259 4.266 4.096 4.103 3.531 3.548 2.818 2.821

ESDBT 6.569 6.584 6.244 6.258 4.657 4.665 4.261 4.272 4.097 4.109 3.532 3.553 2.819 2.826

FSDBT 6.562 6.563 6.236 6.237 4.652 4.652 4.264 4.263 4.102 4.101 3.560 3.563 2.816 2.816
5™ fréquence adimensionnelle

PSDBT  94.691 92.781 90.765 88.593 69.406 67.088 62.286 60.502 59.91 58.230 46.234 46.290 40.641 39.821

ESDBT  93.505 94.091 90.68 89.810 70.296 67.916 62.57 61.269 60.048 58.962 46.362 46.915 40.132 40.383

FSDBT  90.979 91.163 87.027 87.019 66.605 65.946 60.363 59.658 58.172 57.423 47.188 46.716 39.048 39.127

Tableau 5.11: Variation des 1°™ et 5°™ fréquences adimensionnelles pour différentes théories et différentes fonctions de distribution des

propriétés (poutre FGM appuyée-appuyée, L/h = 20)

o n=0 n=0.1 n=1 Exp n=2 n=10 Métal

Theorie Présente Réf. [105] Présente Réf. [105] Présente Réf.[105] Présente Réf.[105] Présente Réf. [105] Présente Réf.[105] Présente Réf. [105]
1% fréquence adimensionnelle

PSDBT 6.931 6.932 6.581 6.581 4.895 4.895 4.494 4.494 4.323 4.323 3.789 3.790 2.975 2.975

ESDBT 6.931 6.933 6.581 6.582 4.895 4.896 4.494 4.495 4.323 4.323 3.789 3.790 2.975 2.975

FSDBT 6.931 6.931 6.581 6.580 4.895 4.895 4.495 4.494 4.323 4.323 3.791 3.791 2.975 2.974
5™ fréquence adimensionnelle

PSDBT 159.155 159.740 151.390 151.895 113.071 113410 103.279 103.719 99.291 99.749 84.890 85.672 68.309 68.560

ESDBT 159.181 160.121 151.412 152.246 113.080 113.640 103.266  103.928 99.272 99.945 84.856 85.873 68.320 68.723

FSDBT 159.172 159.347 151.340 151.495 113.093 113.170 103.546  103.613 99.617 99.677 86.017 86.089 68.316 68.391
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5.3.2.Résultats de ’analyse de la poutre FGM non symétrique soumise a des contraintes

thermiques initiales :

Afin de montrer les résultats de 1’analyse de la poutre FGM non symétrique
soumise a des contraintes thermiques initiales, un certain nombre de tableaux et figures
sont présentés pour différents cas (théories, geométries, distributions de matiére a travers

I’épaisseur, élévation de température et conditions aux limites).

L’expression de la fréquence adimensionnelle utilisée dans I’analyse de la poutre

est la suivante :

o=o(L/h) (g N/E (5.2)

Les tableaux 5.12 et 5.13 montrent les valeurs des cing premiéres fréquences
naturelles d’une poutre P-FGM SUS304-AL,03; soumise a un gradient de température
initial pour des rapports d’élancement L/h égaux a 5 et a 20, ceci pour différentes
conditions aux limites. L’influence de 1’élévation de température sur les fréquences
naturelles dans la plage considérée (313K a 393K) est mise en évidence puisque quelle que
soit la poutre considérée et les conditions aux limites imposées, la température a pour effet
de rendre la poutre moins rigide (diminution du module de Young E), ce qui se traduit
immédiatement par une diminution des fréquences de vibrations. L’influence est plus
importante lorsque la poutre est longue et mince (L/h = 20). Il est a noter que les propriétés
thermomécaniques dépendent de la température, ce qui accentue 1’effet de celle-ci sur la

rigidité globale de la poutre.

L’effet de la distribution des propriétés sur la fréquence fondamentale et la
cinquieme fréguence est montreé sur les figures 5.35 a 5.38 pour une poutre FGM SUS304-
AL,O3 non symétrique appuyée-appuyeée. La fréquence adimensionnelle décroit lorsque
I’index de la fraction volumique (n pour la poutre P-FGM et p pour la poutre S-FGM) croit
(diminution de la concentration en céramique et augmentation de la concentration en
métal). La diminution de la fraction volumique de la céramique fait décroitre le module de
Young global de la poutre, ce qui conduit & une diminution de la rigidité globale.
Parallélement, lorsque le rapport d’élancement L/h de la poutre augmente, les fréquences

fondamentales calculées par les différentes théories sont trés proches les unes des autres.
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D’un autre c6té, pour les modes supérieurs, les valeurs des fréquences correspondantes
calculées par les différentes théories sont de moins en moins proches méme si le rapport
d’¢lancement est grand. Ceci s’explique par le fait que I’effet de la déformation en
cisaillement est plus prononcé pour les modes supérieurs méme si le rapport L/h est
important.

Les cing premiéres fréquences adimensionnelles obtenues par différentes theories
de déformation en cisaillement et pour différents cas de distribution des propriétés (P-
FGM, S-FGM et E-FGM) sont représentees sur les figures 5.39 a 5.44 pour les poutres
épaisses (L/h = 5) et minces (L/h = 20) appuyées-appuyées. Pour les poutres épaisses, la
différence entre les résultats obtenus par les différentes théories de déformation augmente
lorsque le numéro de mode augmente. Parallelement, I’effet de la déformation en

cisaillement sur les fréquences décroit lorsque le rapport L/h croit.

Tableau 5.12: Les 5 premiéres fréquences adimensionnelles d’une poutre P-FGM
(SUS304-AL,03) soumise a un gradient de température initial (n = 0.5, L/h =

5, Ty = 293K)
Tempeérature T; (K)
CL Mode 313 333 353 373 393
S-S 1 2.190 2.183 2.177 2.171 2.164
2 7.610 7.598 7.586 7.574 7.563
3 12.956 12.944 12.932 12.920 12.908
4 14.656 14.637 14.618 14.599 14.581
5 22.488 22.461 22.434 22.407 22.381
C-C 1 4.105 4.098 4.092 4.086 4.080
2 9.368 9.355 9.343 9.331 9.318
3 12.962 12.950 12.938 12.926 12.914
4 15.799 15.779 15.760 15.741 15.722
5 22.991 22.963 22.936 22.910 22.884
F-F 1 4.930 4.923 4.916 4.909 4.902
2 11.852 11.837 11.822 11.807 11.793
3 12.997 12.984 12.971 12.959 12.947
4 20.421 20.395 20.371 20.346 20.323
5 25.273 25.253 25.233 25.214 25.195
C-F 1 0.808 0.808 0.808 0.808 0.809
2 4.352 4.345 4.338 4.331 4.325
3 6.530 6.523 6.517 6.510 6.504
4 10.488 10.475 10.461 10.448 10.435
5 17.734 17.713 17.692 17.672 17.652
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C-S 3.119 3.112 3.106 3.100 3.094
6.500 6.494 6.488 6.481 6.476
8.549 8.536 8.524 8.512 8.501

15.253 15.233 15.214 15.196 15.177
19.302 19.284 19.267 19.250 19.233

gk~ wPND B

S-S: appuyée-appuyée, C-C: encastrée-encastrée, F-F : libre-libre, C-F: encastrée-libre, C-S : encastrée-appuyée.

Tableau 5.13: Les 5 premiéres fréquences adimensionnelles d’une poutre P-FGM
(SUS304-AL,03) soumise a un gradient de température initial (n = 0.5, L/h =

20, Tp = 293K)
Tempeérature T; (K)
CL Mode 313 333 353 373 393
S-S 1 2.309 2.238 2.166 2.090 2.012
2 9.167 9.091 9.014 8.937 8.860
3 20.231 20.144 20.058 19.971 19.885
4 35.040 34.939 34.839 34.739 34.640
5 52.946 52.827 52.710 52.593 52.478
C-C 1 5.178 5.136 5.094 5.052 5.009
2 13.946 13.883 13.820 13.757 13.694
3 26.554 26.475 26.395 26.316 26.237
4 42.431 42.333 42.236 42.140 42.044
5 61.071 60.953 60.836 60.721 60.607
F-F 1 5.330 5.287 5.243 5.199 5.155
2 14.633 14.567 14.501 14.435 14.368
3 28.298 28.214 28.130 28.046 27.963
4 45.888 45.783 45.679 45.576 45.475
5 66.335 66.208 66.082 65.958 65.836
C-F 1 0.836 0.852 0.868 0.885 0.902
2 5.169 5.123 5.077 5.030 4.982
3 14.282 14.218 14.154 14.089 14.025
4 27.460 27.380 27.300 27.220 27.141
5 44.081 43.980 43.879 43.780 43.681
C-S 1 3.594 3.541 3.486 3.431 3.374
2 11.462 11.394 11.325 11.256 11.187
3 23.335 23.252 23.170 23.088 23.006
4 38.715 38.616 38.518 38.420 38.323
5 56.974 56.856 56.739 56.623 56.508

S-S: appuyée-appuyée, C-C: encastrée-encastrée, F-F : libre-libre, C-F: encastrée-libre, C-S : encastrée-appuyée.
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Figure 5.35: Variation de la 1ere fréquence adimensionnelle pour différentes distributions
de matiere et pour différentes théories (L/h =5, T, = 293K & T; = 313K),
Poutre FGM appuyée-appuyée
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Figure 5.36: Variation de la 1ere fréquence adimensionnelle pour différentes distributions
de matiére et pour différentes théories (L/h = 20, T, = 293K & T; = 313K),
Poutre FGM appuyeée-appuyee
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Figure 5.37: Variation de la 5°™ fréquence adimensionnelle pour différentes distributions

de matiere et pour différentes théories (L/h =5, T, = 293K & T; = 313K),

Poutre FGM appuyée-appuyée
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Figure 5.38: Variation de la 5°™ fréquence adimensionnelle pour différentes distributions

de matiére et pour différentes théories (L/h = 20, T, = 293K & T; = 313K),

Poutre FGM appuyée-appuyée
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déformation d’une poutre P-FGM (SUS304-Al,03) appuyée-appuyée, (L/h =
5, Tp = 293K & T; = 313K)
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Figure 5.40: Variation des fréquences adimensionnelles pour différentes théories de
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déformation d’une poutre P-FGM (SUS304-Al,03) appuyée-appuyeée, (L/h =
20, Tp = 293K & T; = 313K)



30

25 4 —o—FSDBT —&— PSDBT

20 A —A— HSDBT —>— ESDBT
—¥—TSDBT

15 +

10 ~

Fréquence adimensionnelle

Appuis-simples
S-FGM (p=2)

Figure 5.41: Variation des frequences adimensionnelles pour différentes théories de

3
Mode

4 5

178

déformation d’une poutre S-FGM (SUS304-Al,03) appuyée-appuyée, (L/h =

5, Tp = 293K & T; = 313K)
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Figure 5.42: Variation des fréquences adimensionnelles pour différentes théories de

déformation d’une poutre S-FGM (SUS304-Al,03) appuyée-appuyeée, (L/h =

20, Tp = 293K & T; = 313K)
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déformation d’une poutre E-FGM (SUS304-Al,03) appuyée-appuyée, (L/h =
5, Ty = 293K & T; = 313K)
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Figure 5.44: Variation des fréquences adimensionnelles pour différentes théories de
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déformation d’une poutre E-FGM (SUS304-Al,03) appuyée-appuyee, (L/h =
20, Tp = 293K & T; = 313K)
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Pour montrer 1’effet de la température sur les fréquences adimensionnelles, quelques
résultats numeriques sont calculés par la nouvelle théorie (x = 3/2) et présentés sur les
figures 5.45 et 5.46 pour différentes fonctions de distribution de la matiére (P-FGM, E-
FGM et S-FGM). La température de la face inférieure de la poutre est maintenue a 293K
alors que la temperature de la face supérieure varie entre 293K et 393K. Comme attendu et
quel que soit le type de poutre considérée, les fréquences diminuent avec 1’élévation de la
température et ceci a cause de la diminution de la rigidité globale de la poutre lorsque la

température augmente.

2,3
o
3
S 22 —o— P-FGM (n=0,5)
kS
é 2,1 - —&— P-FGM (n=1,5)
5 A A N X —A— E-FGM
g 2,0 e— = = A A
S T S-FGM (p=2)
S
g 19 & = B & = g % S-FGM (p=3)
[N
1,8 T T T T Tb:293K
293 313 333 353 373 393
T(K)

Figure 5.45: Effet de la température sur la 1ere fréquence adimensionnelle (nouvelle
théorie: o« = 3/2, poutre FGM SUS304-Al203, appuyée-appuyée, L/h = 5)
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293 313 333 353 373 393
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Figure 5.46: Effet de la température sur la 5eme fréquence adimensionnelle (nouvelle
théorie: ot = 3/2, poutre FGM SUS304-Al,03, appuyée-appuyée, L/h = 5)
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Les figures 547 a 550 montrent la variation des 1°® et 5™ fréquences
adimensionnelles en fonction de la température des poutres P-FGM (n = 0.5) épaisse (L/h =
5) et mince (L/h = 20) soumises a diverses conditions aux bords. La température de la face
inférieure de la poutre est maintenue a 313K alors que la température de la face supérieure
varie entre 313K et 393K. Nous notons que I’¢lévation de la température a moins d’effet
sur les fréquences d’une poutre épaisse et ceci quelles que soient les conditions aux limites
considérées. La raison étant que la poutre épaisse et courte est beaucoup plus rigide que la
poutre longue et mince. Nous notons également que la dépendance des propriétés de la

poutre a la température n’a pas un effet significatif sur les fréquences d’une poutre courte

et epaisse.
6
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g 5 4 A A A A
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2 iz] & g & f]
E 4 —B-CC
T 3 X X X —A—F-F
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g 27
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313 333 353 373 393
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Figure 5.47 : Effet de la température sur la 1ere fréquence adimensionnelle pour différentes
conditions aux limites (nouvelle théorie: & = 3/2, poutre P-FGM SUS304-
Al,03,n=0.5,L/h=5)
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Figure 5.48 : Effet de la tempeérature sur la 5eme fréquence adimensionnelle pour
différentes conditions aux limites (nouvelle théorie: « = 3/2, poutre P-FGM SUS304-
Aleg, n= 05, L/h = 5)
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Figure 5.49 : Effet de la température sur la 1ere fréquence adimensionnelle pour différentes
conditions aux limites (nouvelle théorie: & = 3/2, poutre P-FGM SUS304-
Al,03,n=0.5, L/h = 20)
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Figure 5.50 : Effet de la température sur la 5éme fréquence adimensionnelle pour
différentes conditions aux limites (nouvelle théorie: o« = 3/2, poutre P-FGM
SUS304-Al,03, n = 0.5, L/h = 20)

La méthode de Ritz est un appareil numérique puissant de résolution des problémes
aux valeurs propres des systemes dynamiques linéaires et non linéaires. Son efficacité
dépend étroitement du choix des fonctions admissibles qui satisfont les conditions
imposées aux bords. Comme il a été déja souligné dans le chapitre 4, les fonctions
admissibles reposant sur les fonctions trigonométriques hiérarchiques sont trés
prometteuses. A cet effet, nous avons présenté sur les tableaux 5.14 et 5.15 une
comparaison entre les résultats obtenus par la DQM et par la méthode de Ritz reposant sur
les fonctions admissibles orthogonales (Gram-Schmidt, Chebyshev, Legendre), les
fonctions polynomiales et les fonctions trigonométriques hiérarchiques (8 points). Nous
rappelons que ces derniéres n’ont jamais été utilisées dans 1’étude dynamique des poutres
et plaques FGM. 1l est facile d’observer que pour cette étude, les fonctions choisies nous
font aboutir a des résultats qui corroborent avec ceux obtenus avec la méthode DQ. Il faut
noter que les résultats peuvent encore étre améliorés en augmentant simplement le nombre
de points dans la discrétisation. Selon les références [177] et [178] , les fonctions
trigonomeétriques hiérarchiques sont plutot efficaces dans la détermination des hautes

frégquences.
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Tableau 5.14: Comparaison des 5 premiéres fréquences adimensionnelles d’une poutre P-

FGM (SUS304-AL,03) obtenues par différentes fonctions admissibles de
Ritz (n=0.5, L/h =5, gradient de température: T, = 293K, T; = 313K).

Nouvelle théorie: ot = 3/2

Fonctions admissibles de Ritz (8 points)

Trigono- ram- Polyno-

Poutre Mode DOQM hiéarch%gugs Sc(?mii at Chebyshev Legendre (rjn?glgs
1 2.190 2.197 2.190 2.190 2.190 2.190

2 7.610 7.602 7.610 7.610 7.610 7.610

S-S 3 12.956 12.963 12.957 12.957 12.957 12.957
4 14.656 14.659 14.658 14.654 14.659 14.656

5 22.488 22.505 22.609 22.717 22.593 22.604

1 4.105 3.797 4.275 4.263 4.275 4.275

2 9.368 8.895 9.880 9.870 9.882 9.880

C-C 3 12.962 12.963 12.963 12.963 12.963 12.963
4 15.799 15.337 16.678 14.560 16.683 16.680

5 22.991 22.745 24.085 24.158 24.098 24.040

1 4.930 4.668 4.667 4.667 4.667 4.667

2 11.852 10.970 10.971 10.970 10.972 10.970

F-F 3 12.997 12.985 12.985 12.985 12.985 12.985
4 20.421 18.490 18.807 18.778 18.708 18.807

5 25.273 25.021 25.244 25.217 25.258 25.239

1 0.808 0.765 0.805 0.805 0.805 0.805

2 4.352 4.081 4.345 4.352 4.343 4.343

C-F 3 6.530 6.519 6.520 6.520 6.520 6.520
4 10.488 9.875 10.448 10.482 10.441 10.464

5 17.734 16.799 17.549 17.589 17.543 17.224

1 3.119 3.309 3.181 3.180 3.182 3.012

2 6.500 6.519 6.501 6.501 6.501 6.499

C-S 3 8.549 9.257 8.794 8.756 8.799 8.360
4 15.253 16.530 15.706 15.826 15.722 15.008

5 19.302 19.332 19.302 19.302 19.302 19.305

S-S: appuyée-appuyée, C-C: encastrée-encastrée, F-F : libre-libre, C-F: encastrée-libre, C-S : encastrée-appuyée.
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Tableau 5.15: Comparaison des 5 premiéres fréquences adimensionnelles d’une poutre P-
FGM (SUS304-AL,03) obtenues par différentes fonctions admissibles de
Ritz (n=0.5, L/h = 20, gradient de température: Tp = 293K, T; = 313K).

Nouvelle théorie: ot = 3/2

Fonctions admissibles de Ritz (8 points)

Poutre Mode DQM hiéa-[(;:ggﬂg; Scciiz:gt Chebyshev  Legendre P?nliﬁ};
1 2.309 2.316 2.309 2.309 2.309 2.309
2 9.167 9.168 9.167 9.167 9.167 9.167
S-S 3 20.231 20.271 20.235 20.157 20.245 20.250
4 35.040 35.110 36.285 36.220 35.956 36.391
5 52.057 52.044 52.058 52.058 52.058 52.058
1 5.178 5.111 5.196 5.196 5.196 5.196
2 13.946 13.734 14.031 14.031 14.031 14.031
Cc-C 3 26.554 26.129 26.798 26.815 26.801 26.803
4 42.431 41.711 43.063 43.241 43.007 43.109
5 52.057 52.057 52.058 50.188 52.058 52.058
1 5.330 5.215 5.208 5.208 5.208 5.208
2 14.633 14.195 14.189 14.186 14.200 14.187
F-F 3 28.298 27.231 28.473 28.426 28.081 28.495
4 45.888 45,048 48.508 48.277 48.970 47.895
5 52.069 52.074 52.088 52.087 52.088 52.088
1 0.836 0.805 0.808 0.808 0.808 0.808
2 5.169 5.079 5.118 5.119 5.114 5.119
C-F 3 14.282 13.967 14.119 14.126 14.097 14.119
4 25.989 25.992 26.013 26.013 26.007 26.010
5 27.460 26.726 27.078 27.121 26.796 27.002
1 3.594 3.596 3.600 3.600 3.600 3.567
2 11.462 11.555 11.495 11.494 11.496 11.370
C-S 3 23.335 23.599 23.446 23.430 23.449 23.151
4 26.034 26.081 26.034 26.034 26.034 26.034
5 38.715 39.930 39.090 40.570 39.101 39.365

S-S: appuyée-appuyée, C-C: encastrée-encastrée, F-F : libre-libre, C-F: encastrée-libre, C-S : encastrée-appuyée.
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5.4. Plague FGM

Afin d’aboutir a des fréquences propres fiables et de bonnes précisions, nous
choisissons, dans cette partie du travail, la méthode de Ritz comme procédé de résolution
numérique. Pour ce faire, nous avons sélectionné une classe de fonctions admissibles
permettant de trouver de bonnes solutions quelles que soient les conditions aux limites

imposées.

L’analyse est conduite en considérant une plaque FGM a deux constituants (100%
céramique au niveau de la face supérieure et 100% meétal au niveau de la face inférieure).
La longueur a est égale a 0.2 m. Les températures imposées au niveau des surfaces
supérieure et inférieure sont comprises dans la plage 300K a 700K. Les propriétés
thermomécaniques obéissent aux lois de distribution P(z,T) explicitées dans le chapitre 2
(P-FGM, E-FGM et S-FGM). Ces propriétés sont fonctions de la température. A la
température de référence (To = 300K), les propriétés de la céramique (SisNg4) et du métal
(Ti-6Al-4V) sont les suivantes :

Céramique: E.=322.271 GPa, v = 0.240, p. = 2370 kg/m?, k. = 9.19 W/m K,
ac = 7.474 x 10°/K.

Meétal: Em = 105.749 GPa, vy, = 0.298, pm = 4429 kg/m?, kn = 7.82 W/m K,
om = 8.856 x 10°%/K.

Pour donner un apergu de I’effet de la température sur les propriétés de la plaque
FGM, nous présentons les courbes de variation du module de Young E (figures 5.51 et
5.52) et du module de cisaillement G (figures 5.53 et 5.54) en fonction de la température,

au niveau des faces supérieure et inférieure de la plaque FGM.
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Figure 5.51: Variation du module de Young E (Pa x 10™") en fonction de la température T
au niveau de la face supérieure (plague FGM Ti-6Al-4V/Si3N,)
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Figure 5.52: Variation du module de Young E (Pa x 10™") en fonction de la température T
au niveau de la face inférieure (plague FGM Ti-6Al-4V/SizN,)
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Figure 5.53: Variation du module de cisaillement G (Pa x 10™°) en fonction de la
température T au niveau de la face supérieure (plague FGM Ti-6Al-
4V/Si3N,)

T T T T T T T T
300 310 320 300340 350 360 370 380 390
T(K)

Figure 5.54: Variation du module de cisaillement G (Pa x 10™°) en fonction de la
température T au niveau de la face inférieure (plaque FGM Ti-6Al-4V/Si3Ny)
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5.4.1. Validation du code de calcul élaboré pour le cas des plaques isotropes :

Afin de valider le code de calcul élaboré basé sur la méthode de Ritz, nous avons
sélectionné deux classes de plaques pour lesquelles des résultats ont été obtenus par
certains auteurs. La premiére classe étant celle des plaques isotropes minces et épaisses.
Dans le but de procéder aux comparaisons, nous avons utilisé les mémes géométries et les
mémes propriétés thermomécaniques que celles citées dans les articles faisant office de

support de comparaison.

Le tableau 5.16 présente les résultats d’une plaque isotrope en aluminium pur et en
appuis simples pour différents rapports h/b (plaque trés mince, épaisse et tres épaisse). En
utilisant le procédé de Gram-Schmidt, une discrétisation de 8x8 points a suffi pour avoir de
bons résultats comparés a ceux des références citées ([185] , [186] et [187] ), y compris
ceux obtenus par des méthodes 3-D ([75] , [72] , [63] ,[188] et [189] ).

Le tableau 5.17 présente les 8 premieéres fréquences adimensionnelles d’une plaque
isotrope en aluminium dont les quatre cbtés sont encastrés pour différents rapports h/b
(plaque tres mince et épaisse). Une bonne convergence a été obtenue pour une
discrétisation de 8 x 8 points avec le procédé de Gram-Schmidt. Les resultats sont bons
comparés a ceux des références citées ([190] et [191] ) y compris ceux obtenus par des
méthodes 3-D ([72] , [192] , [193] ).

Le tableau 5.18 montre les 10 premieres fréquences adimensionnelles d’une plaque
isotrope en aluminium dont les quatre c6tés sont libres, calculées pour différents rapports
h/b (plaque trés mince, mince, épaisse et tres épaisse). Quelle que soit 1’épaisseur de la
plaque, tous les résultats sont bons comparés a ceux des références citées ([185] , [186] et
[67] ) et spécialement a ceux obtenus par les méthodes 3-D ([70] et [193] ). Dans cette
comparaison, ce sont les polynémes orthogonaux générés par le procédé de Gram-Schmidt

gue nous avons employés conjointement avec une discrétisation de 8 x 8 points.

Les dix premicres fréquences naturelles pour deux cas d’isotropie (métal et
céramique) d’une plaque FGM (Al,O3/Ti-6Al-4V) trés mince en appuis simples sont
montrées sur le tableau 5.19. De bons résultats ont été obtenus en comparaison avec ceux
des références [113] ,[115] et [117] grace a I’utilisation des polyndmes orthogonaux

généraux obtenus par le procédé de Gram-Schmidt (discrétisation de 8 x 8 points).



Tableau 5.16: Variation des 8 premieres fréquences adimensionnelles pour différents rapports h/b (plaque en aluminium SSSS, a/b = 1)
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Fréquences adimensionnelles

h/b Source 1 2 3 4 5 6 7 8
0.001  Présente (théorie HSDPT de Reddy), 8x8 points 1.9999 49999 5.0000 7.9998 10.1436 10.1436 13.1241 13.1241
Présente (théorie HSDPT de Reddy), 10x10 points 2.0002 4.9999 5.0000 7.9999 10.0123 10.0125 13.0084 13.0110
Théorie classique [185] 2 5 5 8 10 10 13 13
Solutions de Ritz 3-D, Chebyshev [75] 1.9972 49999  4.9999 7.9996 9.9995 9.9995 13.0000  13.0000
Solutions DQ 3-D [72] 1.9952 49977 5.0081 7.9957 10.0240 10.0290 13.0110 13.0120
0.1 Présente (théorie HSDPT de Reddy), 8x8 points 1.9317 4.6088 4.6088 6.5234 6.5234 7.0732 8.6203 8.6203
Théorie d’ordre supérieur [186] 1.9317 4.6088 4.6088 6.5233 6.5233 7.0731 8.6189 8.6189
Théorie de Mindlin [187] 1.9311 4.6048 4.6048 - - 7.0637 8.6049 8.6049
Solutions exactes 3-D [63] 1.9342 46222 4.6222 - - 7.1030 8.6617 8.6617
Solutions de Ritz 3-D [188] 1.9342 46222 4.6222 6.5234 6.5234 7.1030 8.6617 8.6617
Solutions DQ 3-D[189] 1.9342 4.6250 4.6250 6.5234 6.5234 7.1064 8.6932 8.6932
Solutions de Ritz 3-D, Chebyshev [75] 1.9342 4.6222 4.6222 6.5234 6.5234 7.1030 8.6617 8.6617
Solutions DQ 3-D [72] 1.9342 4.6250 4.6250 6.5234 6.5234 7.1064 8.6932 8.6932
0.2 Présente (théorie HSDPT de Reddy), 8x8 points 1.7683  3.2617 3.2617 3.8693 3.8693 4.6127 5.5984 6.5234
Théorie de Mindlin [187] 1.7659 - - 3.8576 3.8576 - 5.5729 6.5809
Solutions exactes 3-D [63] 1.7557 - - 3.8991 3.8991 4.6128 5.6527 -
Solutions de Ritz 3-D [188] 1.7558 3.2617 3.2617 3.8991 3.8991 4.6128 5.6524 6.5234
Solutions DQ 3-D[189] 1.7558 3.2617 3.2617 3.8999 3.8999 4.6127 5.6533 6.5236
Solutions de Ritz 3-D, Chebyshev [75] 1.7558 3.2617 3.2617 3.8991 3.8991 4.6128 5.6524 6.5234
Solutions DQ 3-D [72] 1.7758 3.2617 3.2170 3.8999 3.8999 4.6127 5.6533 6.5236
0.5 Présente (théorie HSDPT de Reddy), 8x8 points 1.2452  1.3047  1.3047 1.8451 2.3079 2.3079 2.6094 2.6094
Théorie d’ordre supérieur [186] 1.2451 1.3047 1.3047 1.8451 2.3079 2.3079 2.6094 2.6094
Solutions exactes 3-D [63] 1.2590 - - 1.8451 - - - -
Solutions de Ritz 3-D [188] 12500 1.3047 1.3047 1.8451 2.3312 2.3312 2.6094 2.6094
Solutions de Ritz 3-D, Chebyshev [75] 1.2590 1.3047 1.3047 1.8451 2.3312 2.3312 2.6094 2.6094
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Tableau 5.17: Variation des 8 premieres fréquences adimensionnelles pour différents rapports h/b (plaque en aluminium CCCC, a/b = 1)

Fréquences adimensionnelles

h/b Source 1 2 3 4 5 6 7 8
0.01 Présente (théorie HSDPT de Reddy), 8x8 points 3.6419 7.4214  7.4214 10.9335 13.2912 13.3554 16.6566 16.6566
Théorie de Mindlin, Ritz [190] 3.6421  7.4254  7.4254 10.9510 13.2940 13.3560 - -
Solutions de Ritz 3-D [192] 3.6490 7.4352  7.4352 10.9530 13.3150 13.3790 16.6820 16.6820
Solutions DQ 3-D [72] 3.6671  7.4599  7.4705 10.9950 13.3670 13.4300 16.7480 16.7480
Méthode Ritz-spline 3-D [193] 3.6452  7.4284  7.4284 10.9427 13.3126 13.3764 16.6633 16.6633
0.1 Présente (théorie HSDPT de Reddy), 8x8 points 3.3078 6.3265  6.3265  8.8856 10.4925 10.5850 12.4783 12.4783
Théorie classique [191] 3.3099 6.3249  6.3249  8.8977 10.4550 10.5440 - -
Théorie de Mindlin, Ritz [190] 3.2954  6.2858  6.2858  8.8098 10.3790 10.4780 12.5530 12.5530
Solutions de Ritz 3-D [192] 3.3184  6.3402 6.3402 8.8961 10.4900 10.5900 12.5190 12.5190
Solutions DQ 3-D [72] 3.3282  6.3547 6.3547 8.9135 10.4930 10.5920 12.5240 12.5240
Méthode Ritz-spline 3-D [193] 3.3182 6.3404 6.3404 8.8961 10.4969 10.5972 12,5182 12.5182
0.2 Présente (théorie HSDPT de Reddy), 8x8 points 27198 47860 4.7860 6.2392  6.2392  6.4495  7.3836  7.4322
Solutions de Ritz 3-D [192] 2.7247 4.7706 47706 6.2727 6.2727 6.4163 7.3219 7.4225
Solutions DQ 3-D [72] 2.7288 47762 47762  6.2754  6.2754  6.4224  7.3254  7.4258

Méthode Ritz-spline 3-D [193] 27244  A7702 47702 6.2724  6.2724  6.4159  7.3229 7.4235




Tableau 5.18: Variation des 10 premiéres fréquences adimensionnelles pour différents rapports h/b (plaque en aluminium FFFF, a/b = 1)
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Fréquences adimensionnelles

h/a  Source 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
o |0-01 Présente (théorie HSDPT de Reddy), 8x8 points  13.454 19.589 24.260 34.759 34.759 61.042 61.042 63575 69.148 77.068
é é Meéthode Ritz-spline 3-D [193] 13.419 19.589 24.258 34.669 34.669 61.016 61.016 63.355 68.984 76.932
Théorie classique exacte [185] 13.489 19.789 24.432 35.024 35.024 61526 61.526 - - -
= 0.05 Présente (théorie HSDPT de Reddy), 8x8 points  13.198 19.424 24.018 33.893 33.893 59.467 59.467 61.181 66.487 74.224
= Meéthode Ritz-spline 3-D [193] 13.147 19.425 24.018 33.727 33.727 59.477 59.477 60.739 66.299 74.104
0.1 Présente (théorie HSDPT de Reddy), 8x8 points ~ 12.737 18.945 23.329 32.002 32.002 55.385 55.385 55.958 60.731 67.777
Meéthode Ritz-spline 3-D [193] 12.723 18.954 23.345 31955 31.955 55.490 55490 55.821 60.760 67.875
Meéthode de Ritz 3-D [70] 12.726 18.955 23.347 31.965 31965 55.493 55493 55.853 60.767 67.882
Méthode de Reddy-Ritz ([186] ) 12.722 18.944 23.325 31931 31931 55.741 55.358 55.358 60.655 67.694
° Méthode Mindlin-Ritz [67] 12.719 18.945 23.323 31922 31922 55.351 55.351 55715 60.632 67.674
% 0.2 Présente (théorie HSDPT de Reddy), 8x8 points  11.710 17.404 21.201 27.608 27.608 40.194 42.810 42.810 45.216 45.297
(i Méthode Ritz-spline 3-D [193] 11.710 17.433 21.252 27.647 27.647 40.192 42775 42775 45308 45.526
Méthode de Ritz 3-D [70] 11.710 17.433 21.252 27.647 27.647 40.191 42776 42.776 45.310 —
Méthode Mindlin-Ritz [67] 11.701 17.400 21.194 27573 27.573 - - - 45.105 -
0.3  Présente (théorie HSDPT de Reddy), 8x8 points  10.651 15.616 18.846 23.575 23.575 26.796 28.540 28.540 30.351 34.495
Meéthode Ritz-spline 3-D [193] 10.648 15.657 18.914 23.613 23.613 26.793 28.488 28.488 30.351 34.376
. 0.4  Présente (théorie HSDPT de Reddy), 8x8 points 9.667 13.939 16.715 20.097 20.283 20.283 21.405 21.405 22.763 25.872
f-; Meéthode Ritz-spline 3-D [193] 9.658 13.980 16.781 20.093 20.297 20.297 21.333 21.333 22.763 25.697
§ 0.5 Présente (théorie HSDPT de Reddy), 8x8 points ~ 8.798 12.480 14.911 16.078 17.124 17.124 17.651 17.651 18.210 20.697
§ Meéthode Ritz-spline 3-D [193] 8.780 12515 14961 16.072 17.030 17.030 17.631 17.631 18.210 20.451
= Méthode de Ritz 3-D [70] 8.780 12515 14962 16.073 17.030 17.030 17.631 17.631 18.211 -

(*): Limite des théories d’ordre supérieur.



Tableau 5.19: Variation des 10 premiéres fréquences (plaque FGM Al,O3/Ti-6Al-4V, SSSS, h = 0.005 m, a’/h = 80, a/b = 1)
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Fréquences naturelles (Hz)

n  Source 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0  Présente (nouvelle théorie, & = 3/2) 145.01 362.22 362.22 579.06 72356 723.56 939.77 939.77 1228.87 1228.87
Présente (théorie HSDPT de Reddy) 14501 36222 362.22 579.06 72356 723.56 939.76 939.77 1228.86 1228.86
He, Ng et al. [113] 14466 360.53 360.53 569.89 720.57 720.57 919.74 919.74 1225.72 1225.72
Yang et Shen [115] 143.96 360.07 360.07 568.88 718.22 718.22 916.40 916.40 1207.09 1207.09
Huang et Shen [117] 14494 36204 362.04 578.78 723.06 723.06 939.19 939.19 1226.19 1226.19
2000 Présente (nouvelle théorie, & = 3/2) 271.08 677.14 677.14 1082.54 1352.71 1352.71 1756.97 1756.97 2297.57 2297.57
Présente (théorie HSDPT de Reddy) 271.08 677.14 677.14 1082.54 1352.44 1352.44 1756.74 1756.74 2297.55 2297.55
He, Ng et al. [113] 268.92 669.40 669.40 1052.49 1338.52 1338.52 1695.23 1695.23 2280.95 2280.95
Yang et Shen [115] 261.46 653.14 653.14 1044.31 1304.79 1304.79 1694.98 1694.98 2214.34 2214.34
Huang et Shen [117] 271.03 677.04 677.04 1082.38 1352.24 135224 1756.49 1756.49 2294.47 2294.47

Cas spéciaux d’isotropie : n = 0, plague en céramique (Al,O3) ; n = 2000, plaque en métal (Ti-6Al-4V).
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5.4.2. Validation du code de calcul élaboré pour le cas des plaques FGM :

La deuxieme classe de plaques utilisée dans le but de valider le code de calcul
élaboré basé sur la méthode de Ritz est la classe des plaques FGM. Encore une fois, nous
avons utilisé les mémes géomeétries et les mémes propriétés thermomécaniques que celles

citées dans les articles faisant office de support de comparaison.

Le tableau 5.20 présente les cing premieres fréquences adimensionnelles d’une
plaque FGM (Al/ZrO,, modele de Mori-Tanaka) mince en appuis simples. Les résultats
sont bons compareés a ceux cités dans les références [88] et [123] . Il est a noter qu’il a fallu
uniquement une discrétisation de 8x8 points en employant les polyndmes orthogonaux
(générés par le procédé de Gram-Schmidt) avec la nouvelle théorie pour bien approcher les
résultats de la référence [88] ; alors qu’une discrétisation de 10x10 points avec la théorie
HSDPT de Reddy a été nécessaire pour arriver aux mémes résultats.

Les références [115] et [122] , dont les résultats (les huit premieres fréquences
adimensionnelles) sont reportés dans le tableau 5.21, nous ont permis de valider notre code
de calcul et la nouvelle théorie que nous avons développée lorsqu’une élévation uniforme
de la température est prise en compte dans le cas d’une plaque FGM Si3N4/SUS304
épaisse dont les quatre c6tés sont encastrés. En employant les polyndmes orthogonaux, une
discrétisation de 8x8 points seulement a été suffisante pour obtenir des résultats corrects
comparés a ceux des références citées ([115] et [122] ).

De méme que les références [117] et [194] , dont les résultats (les cing premiéres
fréquences adimensionnelles) sont reportés dans le tableau 5.22, nous ont permis de valider
notre code de calcul et la nouvelle théorie développée lorsqu’un gradient de température
dans la direction de 1’épaisseur est pris en compte dans le cas d’une plaque FGM
Si3N4/SUS304 épaisse dont les quatre c6tés sont en appuis simples. Encore une fois et en
employant les polynémes orthogonaux, une discrétisation de 8x8 points seulement a été
suffisante pour obtenir des résultats corrects comparés a ceux des reférences citées ([117]
et [194] ).
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Tableau 5.20: Variation des 5 premieres fréquences adimensionnelles (plague FGM Al/ZrO2, modéle de Mori-Tanaka, n = 1, SSSS, a/b =1, h/a

=0.05)
Fréquences adimensionnelles
h/a Source 1 2 3 4 5
0.05 Présente (théorie HSDPT de Reddy) 5x5 points 0.01548 0.03832 0.03832 0.06055 0.10069
7X7 points 0.01548 0.03821 0.03821 0.06040 0.07586
10x10 points 0.01548 0.03821 0.03821 0.06040 0.07491
Présente (nouvelle théorie, & = 3/2) 5x5 points 0.01548 0.03832 0.03832 0.06055 0.10045
7X7 points 0.01548 0.03821 0.03821 0.06040 0.07585
8x8 points 0.01548 0.03821 0.03821 0.06040 0.07492
Eléments finis, théorie de Reddy [88] 0.01548 0.03821 0.03821 0.06040 0.07491
Meshless local Petrov-Galerkin (Ferreira, Batra et al. [123] ) 9x9 points 0.0148 0.0381 0.0382 0.0594 0.0775
11x11 points 0.0147 0.0375 0.0375 0.0592 0.0749
Tableau 5.21: Variation des 8 premieres fréquences adimensionnelles (plague FGM Si3N4/SUS304, modéle P-FGM, n=2, CCCC,a/b =1, a/h =
10, a = 0.2m, élévation uniforme de la température)
Fréquences adimensionnelles
alh AT (K)  Source 1 2 3 4 5 6 7 8
10 O Présente (théorie HSDPT de Reddy) 8x8 points 41000 7.8343 7.8350 10.9983 12.9812 13.0975 15.3886 15.3898
Présente (nouvelle théorie, o = 3/2) 8x8 points 41002 7.8355 7.8363 11.0010 12.9839 13.1001 15.3886 15.3899
Fonctions poutres de Ritz [122] 10x10 points 41165 7.9696 7.9696 11.2198 13.1060 13.2089 159471 15.9471
DQ-Galerkin, HSDPT [115] 13x5 points 41062 7.8902 7.8902 11.1834 125881 13.1867 15.4530 16.0017
300 Présente (théorie HSDPT de Reddy) 8x8 points 3.6442 7.1793 7.1799 10.1891 12.0816 12.2020 14.6707 14.6737
Présente (nouvelle théorie, o = 3/2) 8x8 points 3.6444 71804 7.1811 10.1917 12.0841 12.2044 14.6743 14.6776
Fonctions poutres de Ritz [122] 10x10 points 3.6593 7.3098 7.3098 10.4021 12.1982 12.3052 14.9090 14.9090
DQ-Galerkin, HSDPT [115] 13x5 points 3.6636 7.2544 7.2544 10.3924 11.7054 12.3175 14.4520 15.0019
500 Présente (théorie HSDPT de Reddy) 8x8 points 3.2009 6.5302 6.5309 9.3720 11.1625 11.2862 13.6214 13.6237
Présente (nouvelle théorie, & = 3/2) 8x8 points 3.2010 6.5311 6.5318 9.3743 11.1646 11.2882 13.6252 13.6276
Fonctions poutres de Ritz [122] 10x10 points 3.2147 6.6561 6.6561 9.5761 11.2708 11.3812 13.8346 13.8346
DQ-Galerkin, HSDPT [115] 13x5 points 3.2357 6.6281 6.6281 9.5990 10.8285 11.4350 13.4412 13.9756
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Tableau 5.22: Variation des 5 premieres fréquences adimensionnelles (plaque P-FGM
Si3N4/SUS304, SSSS, a/b = 1, a/h = 8, avec gradient de température)

Fréquences adimensionnelles

T (K) n  Source 1 2 3 4 5

T,=300 0  Présente (nouvelle théorie, & = 3/2) 12,507 29.258 44.230 53.458 66.372

T,=300 Technique des perturbations - HSDPT [117]  12.495 29.131 43.845 52.822 65.281
Méthode des éléments finis - Mindlin [194] - - - - -

0.5 Présente (nouvelle théorie, a = 3/2) 8.635 20.134 30.454 36.794 45.720

Technique des perturbations - HSDPT [117] 8.675 20.262 30.359 36.819 45.546
Méthode des éléments finis - Mindlin [194] - - - - -

1  Présente (nouvelle théorie, & = 3/2) 7.583 17.641 26.679 32.222 40.049
Technique des perturbations - HSDPT [117] 7.555 17.649 26.606 32.081 39.692
Méthode des éléments finis - Mindlin [194] - - - - -

2 Présente (nouvelle théorie, ot = 3/2) 6.809 15.810 23.895 28.845 35.827
Technique des perturbations - HSDPT [117] 6.777 15.809 23.806 28.687 35.466
Méthode des éléments finis - Mindlin [194] - - - - -

10 Présente (nouvelle théorie, & = 3/2) 5.870 13.680 20.647 26.602 30.916
Technique des perturbations - HSDPT [117] - - - - -
Méthode des éléments finis - Mindlin [194] - - - - -

T,=400 0  Présente (nouvelle théorie, & = 3/2) 12.307 28.962 43.847 53.022 65.862

Tp=300 Technique des perturbations - HSDPT [117]  12.397 29.083 43.835 52.822 65.310
Méthode des éléments finis - Mindlin [194] 12.311 29.060 44.094 - -

0.5 Présente (nouvelle théorie, ot = 3/2) 8.476 19.918 30.182 36.510 45.382

Technique des perturbations - HSDPT [117] 8.615 20.215 30.530 36.824 45.575
Méthode des éléments finis - Mindlin [194] 8.276 19.772 30.184 - -

1  Présente (nouvelle théorie, ot = 3/2) 7.434 17.445 26.436 31.979 39.737
Technique des perturbations - HSDPT [117] 7.474 17.607 26.590 32.088 39.721
Méthode des éléments finis - Mindlin [194] 7.302 17.369 26.506 - -

2 Présente (nouvelle théorie, & = 3/2) 6.666 15.630 23.671 28.622 35.544
Technique des perturbations - HSDPT [117] 6.693 15.762 23.786 28.686 35.491
Méthode des éléments finis - Mindlin [194] 6.572 15.599 23.787 - -

10 Présente (nouvelle théorie, & = 3/2) 5.733 13.506 20.441 26.498 30.664
Technique des perturbations - HSDPT [117] - -
Méthode des éléments finis - Mindlin [194] 5.646 13.464 20.513 - -

T,= 600 0  Présente (nouvelle théorie, ot = 3/2) 11.888 28.369 43.099 52.176 64.879

Tp=300 Technique des perturbations - HSDPT [117] 11.984 28.504 43.107 51.998 64.358
Méthode des éléments finis - Mindlin [194] 11.888 28.421 43.343 - -

0.5 Présente (nouvelle théorie, o = 3/2) 8.136 19.470 29.628 35.874 44.670

Technique des perturbations - HSDPT [117] 8.269 19.784 29.998 36.239 44.901
Méthode des éléments finis - Mindlin [194] 7.943 19.327 29.629 - -

1  Présente (nouvelle théorie, o = 3/2) 7.111 17.029 25.926 31.411 39.103
Technique des perturbations - HSDPT [117] 7.171 17.213 26.109 31.557 39.114
Méthode des éléments finis - Mindlin [194] 6.989 16.959 25.997 - -

2 Présente (nouvelle théorie, ot = 3/2) 6.352 15.231 23.184 28.081 34.927
Technique des perturbations - HSDPT [117] 6.398 15.384 23.327 28.185 34.918
Méthode des éléments finis - Mindlin [194] 6.269 15.207 23.303 - -

10 Présente (nouvelle théorie, & = 3/2) 5.409 13.090 19.934 26.178 30.024
Technique des perturbations - HSDPT [117] - - - - -
Méthode des éléments finis - Mindlin [194] 5.327 13.050 20.004 - -
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5.4.3. Résultats de 1’analyse de la plague FGM soumise a des contraintes thermiques

initiales :

Afin de montrer les résultats de 1’analyse de la plaque FGM soumise a des
contraintes thermiques initiales, un certain nombre de tableaux et figures sont présentés
pour différents cas (théories, géométries, distribution des propriétés a travers 1’épaisseur,

élévation de la température et conditions aux limites).

L’expression de la fréquence adimensionnelle utilisée dans ’analyse de la plaque

FGM est la suivante :

Geo| L o] p o Gl 5.3
Z\D, |1 " 1201-v2) :3)

Dans le but d’examiner la variation des fréquences de vibration en fonction du
gradient de température a travers 1’épaisseur, des résultats relatifs a la plaque FGM en Ti-
6AIl-4V/SisN,4 soumise a différentes conditions aux bords sont reportés sur les tableaux B.1
a B.5 pour le cas de la plaque mince et sur les tableaux B.6 a B.10 pour le cas de la plaque
épaisse. De méme que le cas d’une élévation uniforme de la température est examiné a
travers des tableaux de résultats (sur les tableaux B.11 a B.15 pour le cas de la plaque
mince et sur les tableaux B.16 a B.20 pour le cas de la plaque épaisse). Quelles que soient
les conditions aux limites et pour n’importe quelle valeur de I’index de la fraction
volumique, les fréquences adimensionnelles décroissent quand 1’élévation de la

température croit, que celle-ci soit uniforme ou pas (gradient).

Un ensemble de courbes a été tracé a partir des tableaux B.1 a B.20 afin de mettre
en évidence I’influence des différents parameétres (élévation de température, conditions aux
limites, index de la fraction volumique et géométrie de la plaque) sur les frequences

naturelles adimensionnelles de vibration.

Les figures 5.55 a 5.62 concernent la plaque FGM mince soumise a différents
gradients de tempeérature en maintenant la face inférieure de la plague a 300K alors que la
face supérieure sera sujette a différentes temperatures allant de 300K a 600K. L’index de la

fraction volumique est vari¢ afin d’analyser la plaque FGM avec différentes concentrations
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de métal et de céramique, en partant d’une plaque en céramique pure vers une plaque en
métal pur. Il est clair que quel que soit le gradient de température considéré, les fréquences
adimensionnelles decroissent lorsque la concentration de métal augmente. Ceci s’explique
par le fait que le module de Young du métal choisi est largement inférieur au module de
Young de la céramique choisie. Ceci est valable pour toutes les conditions aux limites
traitées. Les mémes phénomenes sont observés sur la plaque épaisse et illustrés sur les
figures 5.63 4 5.72.

Les figures 5.73 a 5.78 concernent la plaqgue FGM mince soumise a différentes
élévations uniformes de la température en maintenant la face inférieure et la face
supérieure de la plague a la méme température allant de 300K a 600K. L’index de la
fraction volumique est varié afin d’analyser la plaque FGM avec différentes concentrations
de métal et de céramique, en partant d’une plaque en céramique pure vers une plague en
métal pur. Nous constatons qu’une augmentation uniforme de la température a plus d’effet
sur les fréquences qu’un gradient de température; elles décroissent plus rapidement. Il en
est de méme pour la plaque épaisse (figures 5.79 a 5.86). Ceci vient du fait qu’une
¢lévation uniforme de température induit une température plus grande dans 1’épaisseur

qu’un gradient de température, ce qui rend la plaque encore plus souple.
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Figure 5.55: Effet de I'index de la fraction volumique sur la fréguence fondamentale, (h/a =
0.05,a/b =1, T, = 300K, T, = 300K, Plaque P-FGM)
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Figure 5.56: Effet de I'index de la fraction volumique sur la 5éme fréquence (h/a = 0.05,
a/b=1,T, = 300K, T,= 300K, Plague P-FGM)
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Figure 5.57: Effet de I'index de la fraction volumique sur la fréquence fondamentale (h/a =
0.05, a/b =1, T, = 300K, T,= 400K, Plague P-FGM)
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Figure 5.58: Effet de I'index de la fraction volumique sur la 5éme fréquence (h/a = 0.05,
a/b =1, T, = 300K, T,= 400K, Plague P-FGM)
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Figure 5.59: Effet de I'index de la fraction volumique sur la fréquence fondamentale (h/a =
0.05,a/b =1, T, = 300K, T, = 500K, Plaque P-FGM)
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Figure 5.60: Effet de I'index de la fraction volumique sur la 5éme fréquence (h/a = 0.05,
a/b =1, T, = 300K, T,=500K, Plague P-FGM)
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Figure 5.61: Effet de I'index de la fraction volumique sur la fréquence fondamentale (h/a =
0.05,a/b =1, T, = 300K, T, = 600K, Plaque P-FGM)
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Figure 5.62: Effet de I'index de la fraction volumique sur la 5éme fréquence (h/a = 0.05,
a/b =1, T, = 300K, T,= 600K, Plague P-FGM)
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Figure 5.63: Effet de I'index de la fraction volumique sur la fréquence fondamentale (h/a =
0.2,a/b =1, T, = 300K, T ,= 300K, Plague P-FGM)
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Figure 5.64: Effet de I'index de la fraction volumique sur la 5eme fréquence (h/a = 0.2, a/b
=1, T, =300K, T,= 300K, Plaque P-FGM)
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Figure 5.65: Effet de I'index de la fraction volumique sur la fréquence fondamentale (h/a =
0.2,a/b =1, T, = 300K, T,= 400K, Plague P-FGM)
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Figure 5.66: Effet de I'index de la fraction volumique sur la 5eme fréquence (h/a = 0.2, a/b
=1, T,= 300K, T,= 400K, Plaque P-FGM)
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Figure 5.67: Effet de I'index de la fraction volumique sur la fréquence fondamentale (h/a =
0.2,a/b =1, T, = 300K, T ,= 500K, Plague P-FGM)
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Figure 5.68: Effet de I'index de la fraction volumique sur la 5éme fréquence (h/a = 0.2, a/b
=1, T,=300K, T,= 500K, Plaque P-FGM)
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Figure 5.69: Effet de I'index de la fraction volumique sur la fréquence fondamentale (h/a =
0.2,a/b =1, T, = 300K, T,= 600K, Plague P-FGM)
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Figure 5.70: Effet de I'index de la fraction volumique sur la 5eme fréquence (h/a = 0.2, a/b
=1, T, =300K, T,= 600K, Plaque P-FGM)
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Figure 5.71: Effet de I'index de la fraction volumique sur la fréquence fondamentale (h/a =
0.2,a/b =1, T, = 300K, T = 700K, Plaque P-FGM)
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Figure 5.72: Effet de I'index de la fraction volumique sur la 5eme fréquence (h/a = 0.2, a/b
=1, T,= 300K, T,= 700K, Plaque P-FGM)
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Figure 5.73: Effet de I'index de la fraction volumique sur la fréquence fondamentale (h/a =
0.05, a/b = 1, T, = 400K, T,= 400K, Plague P-FGM)
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Figure 5.74: Effet de I'index de la fraction volumique sur la 5éme fréquence (h/a = 0.05,
a/b =1, T, = 400K, T,= 400K, Plaque P-FGM)
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Figure 5.75: Effet de I'index de la fraction volumique sur la fréquence fondamentale (h/a =
0.05, a/b =1, T, = 500K, T, = 500K, Plaque P-FGM)
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Figure 5.76: Effet de I'index de la fraction volumique sur la 5éme fréquence (h/a = 0.05,
a/b =1, T, = 500K, T,= 500K, Plague P-FGM)
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Figure 5.77: Effet de I'index de la fraction volumique sur la fréquence fondamentale (h/a =
0.05,a/b =1, T, = 600K, T, = 600K, Plaque P-FGM)
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Figure 5.78: Effet de I'index de la fraction volumique sur la 5éme fréquence (h/a = 0.05,
a/b =1, T, = 600K, T,= 600K, Plague P-FGM)
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Figure 5.79: Effet de I'index de la fraction volumique sur la fréquence fondamentale (h/a =
0.2,a/b =1, T, = 400K, T = 400K, Plaque P-FGM)
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Figure 5.80: Effet de I'index de la fraction volumique sur la 5éme fréquence (h/a = 0.2, a/b
=1, T, = 400K, T,= 400K, Plaque P-FGM)
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Figure 5.81: Effet de I'index de la fraction volumique sur la fréquence fondamentale (h/a =
0.2,a/b =1, T, = 500K, T ,= 500K, Plague P-FGM)

[EEY
(o)}

Fréquence adimensionnelle

[ e
[e)} [ole] o N E~Y
/

—+—CCCC
—=—SSSS
b —a—CSCS
4 _
—=— CFCF
2 -
—e— CCCF
O T T T T T T T
AN
& o N o? ¢ v © > &
@@

Index n

Figure 5.82: Effet de I'index de la fraction volumique sur la 5eme fréquence (h/a = 0.2, a/b
=1, T,=500K, T, = 500K, Plaque P-FGM)
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Figure 5.83: Effet de I'index de la fraction volumique sur la fréquence fondamentale (h/a =
0.2,a/b =1, T, = 600K, T .= 600K, Plague P-FGM)
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Figure 5.84: Effet de I'index de la fraction volumique sur la 5eme fréquence (h/a = 0.2, a/b
=1, T,=600K, T,= 600K, Plague P-FGM)
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Figure 5.85: Effet de I'index de la fraction volumique sur la fréquence fondamentale (h/a =
0.2,a/b=1,T, =700K, T,= 700K, Plague P-FGM)
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Figure 5.86: Effet de I'index de la fraction volumique sur la 5eme fréquence (h/a = 0.2, a/b
=1, T, =700K, T,= 700K, Plaque P-FGM)



214

En résumé et indépendamment de 1’élévation de la température, 1’augmentation de 1a
concentration en métal (accroissement de I’index n de la fraction volumique) fait décroitre
les fréquences de vibration car la rigidité globale de la plaque décroit du fait de
I’affaiblissement du module de Young global (puisque dans notre cas, le module de Young
de la céramique est trois fois supérieur a celui du métal). Cette diminution des fréquences
est accentuée par I’augmentation de I’inertic globale qui est due a I’augmentation de la
fraction volumique du métal étant donné que la masse volumique de celui-ci est largement
supérieure a celle de la céramique. Le tableau 5.23 montre I’influence de I’inertie globale

de la plaque sur les fréquences de vibration lorsque 1’index n croit.

Tableau 5.23: Influence de I’inertie globale de la plaque sur les fréquences de vibration

n=05 n=2

pe = 2370 kg/m® pe = 2370 kg/m® pe = 2370 kg/m® pe = 2370 kg/m®
pm = 4429 kg/m® pm = 2370 kg/m® pm = 4429 kg/m® pm = 2370 kg/m®

Fréquences naturelles (kHz)

2.05 2.33 1.63 2.05
5.03 5.72 3.92 4.93
5.03 5.72 3.92 4.93
7.97 9.05 6.21 7.81
9.98 11.34 7.75 9.75
9.99 11.35 7.78 9.78

Gréace aux figures 5.87 a 5.96, nous constatons que pour chaque condition aux
limites, la diminution des fréquences adimensionnelles lorsque le gradient de la
température augmente devient plus évidente pour chaque index de la fraction volumique
(concentration des constituants), en passant d’une plaque épaisse a une plaque mince. Il en
est de méme lorsque la plaque est soumise a une élévation uniforme de température
(figures 5.97 a 5.106). Ici la diminution des fréequences adimensionnelles est encore plus

flagrante.
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Figure 5.87: Influence de I'index de la fraction volumique sur la fréquence adimensionnelle
fondamentale (Plaque P-FGM CCCC, h/a = 0.05, a/b = 1, gradient de

température)
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Figure 5.88: Influence de I'index de la fraction volumique sur la fréquence adimensionnelle
fondamentale (Plague P-FGM CCCC, h/a=0.2, a/b = 1, gradient de

température)
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Figure 5.89: Influence de I'index de la fraction volumique sur la fréquence adimensionnelle
fondamentale (Plaque P-FGM SSSS, h/a = 0.05, a/b = 1, gradient de

température)
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Figure 5.90: Influence de I'index de la fraction volumique sur la fréquence adimensionnelle
fondamentale (Plaque P-FGM SSSS, h/a = 0.2, a/lb = 1, gradient de

température)
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Figure 5.91: Influence de I'index de la fraction volumique sur la fréquence adimensionnelle
fondamentale (Plaque P-FGM CSCS, h/a = 0.05, a/b = 1, gradient de

température)
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Figure 5.92: Influence de I'index de la fraction volumique sur la fréquence adimensionnelle
fondamentale (Plague P-FGM CSCS, h/a=0.2, a/b = 1, gradient de

température)
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Figure 5.93: Influence de I'index de la fraction volumique sur la fréquence adimensionnelle
fondamentale (Plaque P-FGM CFCF, h/a = 0.05, a/b = 1, gradient de

température)
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Figure 5.94: Influence de I'index de la fraction volumique sur la fréquence adimensionnelle
fondamentale (Plague P-FGM CFCF, h/a = 0.2, a/b = 1, gradient de

température)
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Figure 5.95: Influence de I'index de la fraction volumique sur la fréquence adimensionnelle
fondamentale (Plaque P-FGM CCCF, h/a = 0.05, a/b = 1, gradient de

température)
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Figure 5.96: Influence de I'index de la fraction volumique sur la fréquence adimensionnelle
fondamentale (Plague P-FGM CCCF, h/a=0.2, a/b = 1, gradient de

température)
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Figure 5.97: Influence de I'index de la fraction volumique sur la fréquence adimensionnelle
fondamentale (Plaque P-FGM CCCC, h/a = 0.05, a/b = 1, température

uniforme)
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Figure 5.98: Influence de I'index de la fraction volumique sur la fréquence adimensionnelle
fondamentale (Plaque P-FGM CCCC, h/a=0.2, a/b = 1, température

uniforme)
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Figure 5.99: Influence de I'index de la fraction volumique sur la fréquence adimensionnelle
fondamentale (Plaque P-FGM SSSS, h/a = 0.05, a/b = 1, température

uniforme)
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Figure 5.100: Influence de I'index de la fraction volumique sur la fréquence
adimensionnelle fondamentale (Plaque P-FGM SSSS, h/a=0.2, a/b =1,

température uniforme)
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Figure 5.101: Influence de I'index de la fraction volumique sur la fréquence
adimensionnelle fondamentale (Plaque P-FGM CSCS, h/a =0.05, a/lb =1,

température uniforme)

6,0
55 Tt ,Th =300K
—— Tt ,Tb =400K
o 5,0 1
E —s=—Tt,Th =500K
S 45 -
2 —=—Tt,Th =600K
C
g 4,0 4 —*—Tt,Th =700K
._g
Y 3,5 4
C
2 3,0 A
(o
v
2,5
2,0 +
1,5 T
AN
‘ 0\}@ Q"» Q"\, 0‘\9 N v “ D &
& <
R
(10
Index n

Figure 5.102: Influence de I'index de la fraction volumique sur la frequence
adimensionnelle fondamentale (Plaque P-FGM CSCS, h/a=0.2,a/b =1,

température uniforme)
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Figure 5.103: Influence de I'index de la fraction volumique sur la fréquence

>
&)

adimensionnelle fondamentale (Plaque P-FGM CFCF, h/a =0.05, a/lb =1,
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Figure 5.104: Influence de I'index de la fraction volumique sur la fréquence

adimensionnelle fondamentale (Plaque P-FGM CFCF, h/a=0.2, a/b =1,

température uniforme)
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Figure 5.105: Influence de I'index de la fraction volumique sur la fréquence
adimensionnelle fondamentale (Plaque P-FGM CCCF, h/a = 0.05, a/b =1,

température uniforme)
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Figure 5.106: Influence de I'index de la fraction volumique sur la frequence
adimensionnelle fondamentale (Plaque P-FGM CCCF, h/a=0.2,a/b =1,

température uniforme)
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5.5. Conclusion

La méthode analytique développée dans le cadre de ce travail a été validée par
comparaison avec des resultats publiés et a elle-méme fait 1’objet d’une publication

internationale.

Des résultats concernant la poutre FGM symétrique soumise a une élévation
uniforme de la température ont ensuite été présentés. La comparaison entre les deux
variantes de la méthode analytique a montré que lorsque le rapport d’élancement est grand
(poutre longue), il n’est pas nécessaire de résoudre les équations différentielles du sixiéme
ordre ; la résolution du systeme du quatrieme ordre sera suffisante. Par contre, lorsque les
fréquences d’ordre supérieur sont recherchées (avec une grande précision), il est préférable
d’utiliser la premiére variante de la méthode analytique (résolution des équations
différentielles du sixiéme ordre). Ceci reste valable quelles que soient les conditions aux

limites imposeées a la poutre puisque tous les cas possibles ont été traités et analyses.

La poutre FGM non symétrique soumise & une élévation uniforme de la température
et a un gradient de température dans la direction de 1’épaisseur a ensuite été¢ analysée par
différentes théories de déformation de la poutre, la méthode de résolution utilisée étant la
DQM (Differential Quadrature Method). Le programme de calcul est encore une fois
validé par des comparaisons et suite a I’application des différentes théories, il est conclu
que quelles que soient les conditions aux limites imposées a la poutre, les fréquences
adimensionnelles naturelles diminuent lorsque la température augmente et que 1’effet de
I’augmentation uniforme de la température est plus important que I’effet d’un gradient de
température a travers 1’épaisseur. La théorie de déformation d’ordre supérieur développée a
été appliquée a la poutre et validée par des comparaisons avec les résultats obtenus en

appliquant les autres théories de déformation.

Enfin, nous sommes passés a I’analyse des vibrations libres de la plaque FGM a
travers la résolution du probléme par la méthode de Ritz. Bien que le code de calcul
élaboré traite les cas des plaques E-FGM et S-FGM, seuls les résultats relatifs a la plaque
P-FGM ont été présentés (afin de ne pas alourdir plus le chapitre des résultats). Les

propriétés thermomécaniques sont considerées dépendantes de la température. Les
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déplacements et rotations de la plaque ont été développés en séries polynomiales
orthogonales multipliées par des fonctions appropriées satisfaisant les conditions aux

limites imposees. Les fréquences propres ont été obtenues grace a la méthode de Ritz

Une étude paramétrique de la plaque P-FGM a donc été réalisée, tenant compte des

variables suivantes :

e [I’index n de la fraction volumique (concentration des matériaux constituants),
e le rapport d’élancement (géométrie de la plaque),
e latempérature imposée a la plague (uniforme ou non uniforme),

e les conditions aux limites imposées aux bords de la plaque.

L’¢tude a ét¢é menée en tenant compte des différentes théories de déformation en
cisaillement de la plaque, y compris la nouvelle théorie développée. Les résultats obtenus
et les comparaisons faites ont encore une fois montré la parfaite validité de la présente
théorie, ainsi que celle du code de calcul développé.

A partir des résultats exposes, il a été clairement constaté que les fréquences
adimensionnelles des vibrations libres des plaques FGM décroissent lorsque 1’index de la
fraction volumique croit (augmentation de la concentration de métal et diminution de la
concentration de céramique).

Il a également été noté que ces fréquences ont une diminution prononcée lorsque la
température imposée a la plaque augmente, que cette élévation de température soit
uniforme ou bien sous forme d’un gradient a travers 1’épaisseur.

La géométrie de la plaque (a travers le rapport d’élancement) est aussi un parameétre a
ne pas négliger puisqu’il a été établi que 1’élévation de température a plus d’effet sur les
fréquences naturelles des plaques minces que sur celles des plaques épaisses.

L’effet des conditions de liaison avec I’extérieur sur les vibrations libres des plaques
FGM a également été mis en evidence puisque pour la méme géométrie et le méme FGM,
I’effet de la méme élévation de température est différent selon que la plaque soit encastrée,
libre, sur appuis simples ou liée par une combinaison de ces trois derniéres conditions de

liaisons externes.
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Les résultats ont révélé que Ieffet de la température est plus important dans le cas
de la plaque en appuis simples que dans celui de la plaque encastrée lorsque celle-ci est
mince. Pour la plaque épaisse 1’effet de la température est Iégérement plus important dans
le cas de la plaque en appuis simples que dans celui de la plaque encastrée, il reste
cependant faible. Une élévation uniforme de la température a plus d’effet sur les
fréquences naturelles qu’un gradient de tempeérature. Le mode fondamental est plus
sensible a I’effet de la température que les modes supérieurs. Une plaque mince avec un
index de fraction volumique égal a 1 est plus sensible a la température que celle avec un

index égal a 10.

Enfin, nous concluons que toutes ces évolutions des fréquences naturelles des
poutres et des plaques FGM sont une conséquence directe de la variation de la rigidité
globale et de I’inertie globales de 1’élément structural étudié en fonction des parameétres

considérés dans notre analyse.
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CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

Le comportement dynamique des structures est intimement lié a la forme
géométrique, aux propriétés du ou des matériaux constituants, aux conditions aux limites,
aux multiples effets environnementaux et aux théories appliquées pour modéliser le
phénomene. En plus, le choix de la bonne méthode de résolution est crucial dans la fiabilité
de la prédiction de ce comportement dynamique. Au terme de ce travail, nous pouvons

affirmer avoir apporté une contribution a chacun des points sus-cités :

e Différentes formes géométriques ont été étudiées (poutres et plaques) avec
différents rapports d’¢élancement.

e Les éléments structuraux étudiés sont en matériau a gradient fonctionnel métal-
céramique et le changement des propriétés globales du FGM a travers 1’épaisseur a
été pris en considération. De plus, différentes lois de distribution de la matiere a
travers 1’épaisseur ont été analysées (P-FGM, E-FGM, S-FGM).

e De multiples combinaisons de toutes les conditions aux limites concernant les
éléments poutres et plaques ont été prises en considération et introduites dans le
code de calcul que nous avons ¢laboré, permettant ainsi d’analyser le
comportement vibratoire de ces structures sous différentes liaisons extérieures.

e Quant aux effets environnementaux, il nous a semblé dérisoire d’étudier des
structures en FGM (matériaux congus principalement pour pallier aux problémes
engendrés par des environnements thermiques séveres) sans prendre en
considération 1’effet des contraintes thermiques sur le comportement vibratoire de
ces structures. En effet, notre analyse intégre une élévation uniforme de la
température ainsi qu’un gradient de température entre la face inférieure (100%
métal) de la plague ou de la poutre, assujettie a une température relativement basse
ou ambiante, et la face supérieure (100% ceramique) assujettie & une température

bien plus élevée.
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e Ayant considéré un FGM en approche monocouche équivalente, différentes
théories de deformation ont été appliquées en commencant par la théorie classique
applicable aux poutres et aux plaques minces, en passant par la théorie du premier
ordre pour les poutres et plagues moyennement épaisses et enfin les théories
d’ordre supérieur basées sur des distributions non linaires des champs de
déplacement et de déformation suivant I’épaisseur. Ces théories sont applicables
aux poutres et plaques épaisses. De plus nous avons propose une nouvelle théorie
de déformation en cisaillement d’ordre supérieur qui présente I’avantage d’une
écriture paramétrée et dont la formulation de Reddy en est un cas particulier pour
une valeur bien définie du parameétre considéré.

e Concernant les méthodes de résolution, nous en avons présenté et utilisé plusieurs.
Tout d’abord, une méthode analytique a été développée dans le cadre de ce travail
de recherche. Elle traite la résolution exacte des équations différentielles
représentant la poutre FGM symétrique soumise a des contraintes thermiques
initiales. Par la suite, la DQM (differential quadrature method) a été adaptée puis
appliguée a la résolution des équations de la poutre non symétrique. Enfin, dans les
problémes relatifs a la plaque, nous avons utilisé la méthode de Ritz qui s’est

avérée étre une méthode trés fiable et trés efficace.

Nous tenons a préciser que dans ce travail, les équations établies en vertu du principe
de Hamilton, ont été développées sous une forme unifiée ou la fonction de forme est un
parametre pouvant étre changé suivant la théorie appliquée. Ainsi, ces équations restent

valables quel que soit le modéle choisi.

Dans le cadre de ce travail, un code de calcul a été élaboré et mis en exécution pour
différents cas de structures, différentes conditions aux limites, et des environnements
thermiques variés. Les résultats établis et les comparaisons faites ont permis de mettre en

exergue plusieurs points :

e La méthode analytique développeée est fiable et efficace ; elle donne des solutions
exactes au probleme de vibrations libres des poutres FGM soumises a des
contraintes thermiques initiales et peut servir pour la validation d’éventuelles

méthodes d’approximation.
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e [e parameétre température est un parametre crucial qu’il ne faut pas négliger dans
I’analyse des vibrations.

e L’¢lévation de la température a pour effet de diminuer les fréquences de vibration.
Cette diminution se fait de plus en plus sentir lorsque la concentration en céramique
du mélange constituant la structure est moins importante.

e L’cffet de la température est moins important sur les modes supérieurs que sur les
modes a basse fréquence.

e La nouvelle théorie de déformation d’ordre supérieur, développée dans le cadre de
ce travail, est applicable aux poutres et aux plaques minces et épaisses. Les
résultats obtenus sont comparés avec ceux des autres théories et démontrent sa
validité et son efficacité. De plus, le paramétrage de ses équations est un atout
faisant d’elle une théorie adaptative.

e Le développement d’équations unifiées, bien que fastidieux, a prouvé son efficacité
dans la facilitation du passage d’une théorie de déformation a 1’autre par un simple
changement de parametre.

e Le code numérique de calcul développé dans le cadre de ce travail de recherche a
¢été judicieusement paramétré ce qui lui permet d’étre trés général et de pouvoir
traiter de multiples cas de poutres et de plaques minces ou épaisses, isotropes ou
FGM, soumises ou pas a des contraintes thermiques initiales et sous des conditions

aux limites générales.

Le travail présenté dans le cadre de cette thése de doctorat peut étre développé et
enrichi. Nous envisageons, par exemple, de réaliser I’étude du flambage des poutres et des
plagues FGM soumises a des contraintes thermiques, sous des conditions aux limites
générales. Il est également envisageable d’étendre 1’analyse a des éléments structuraux a
sections variables et d’élargir 1’étude aux coques qui sont des ¢léments tres utilisées et tres
présents dans les structures spatiales, terrestres et marines. Il sera a ce moment-la
probablement nécessaire de passer a la résolution des probléemes posés, en utilisant par
exemple la méthode des éléments finis. Il sera aussi tres intéressant d’étudier des poutres et
des plaques sandwiches et de combiner des matériaux composites stratifiés avec des

matériaux a gradient fonctionnel.



APPENDICE A

LISTE DES SYMBOLES ET DES ABREVIATIONS

A . Surface (m?)

Aij . Rigidité en membrane (N/m)

A . Rigidité de déformation transverse d’ordre supérieur (N/m)
A; . Paramétres de Ritz

Bj . Rigidité de couplage (N.m/m)

B”? . Rigidité de couplage d’ordre supérieur (N.m/m)
B, . Paramétres de Ritz

C; . Parametres de Ritz

D . Parametres de Ritz

Dij . Rigidité de flexion (N.m2/m)

Di?, Dij?‘a : Rigidités de flexion d’ordre supérieur (N.m?*/m)
E : Module de Young (N/m?)

E; . Parametres de Ritz

E. . Energie cinétique (N.m)

F(x) . Fonctions admissibles de Ritz

G : Module de cisaillement (N/m?)

G;(y) . Fonctions admissibles de Ritz

. (X) . Fonctions admissibles de Ritz

Inertie axiale (Kg.m™/m)

I, 12 Inertie de couplage et inertie de couplage d’ordre supérieur (Kg/m)

I, 12,12 . Inertie de rotation et inerties de rotation d’ordre supérieur respectivement
(Kg.m/m)

J,(y) . Fonctions admissibles de Ritz

K : Module de compressibilité (N/m?)

K . Sous matrices de K

Koo Kiis . Sous matrices

Kib' Kii

L . Longueur de la poutre (m)

MY . Sous matrices de M

My, My, : Moments de flexion (N.m/m)

My - Moment de torsion (N.m/m)
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an’ Mya
Mj‘y
T T
MI,M]
N,, Ny
T T
Ny, NJ
T pT
PT,P)
Ta pTa
P, P,
Taa Taa
P, P
P
Ptl Pb1 Pmp
R(x)
Po, P-1, Py,
P2, P3
Qxazv anz
sz7Qyz
Qxy
Q;(y)
Qij
Ri(x)
S;(y)
T
Tt1 Tba Tmp
To
AT
U
Uq
Ur
\Y
Vi
W
X; (X)

Y;(y)

Moments de flexion d’ordre supérieur (N.m/m)

Moments de flexion thermiques d’ordre supérieur (N.m/m)
Moment de torsion d’ordre supérieur (N.m/m)

Moments de flexion thermiques (N.m/m)

Résultantes des efforts normaux suivant x et y respectivement (N/m)

Résultantes des efforts normaux thermiques suivant x et y respectivement
(N/m)

Efforts thermiques d’ordre supérieur (N.m?*/m)

Efforts thermiques d’ordre supérieur (N.m?/m)

Propriété le long de ’axe z

Propriétés au niveau des surfaces supérieure, inférieure et médiane de la
poutre ou de la plaque FGM respectivement

Fonctions admissibles de Ritz

Coefficients de température qui sont propres a chaque constituant

Résultantes des efforts de cisaillement d’ordre supérieur dans les plans
(xz) et (yz) respectivement (N/m).

Résultantes des efforts de cisaillement dans les plans (xy), (xz) et (yz)
respectivement (N/m)

Fonctions admissibles de Ritz

Coefficients de rigidité réduite (N/m?2)
Fonctions admissibles de Ritz

Fonctions admissibles de Ritz

Température le long de ’axe z (K)

Températures au niveau des surfaces supérieure, inférieure et médiane de
la poutre ou de la plague FGM respectivement (K)

Température de référence (K)

Elévation locale de la température a travers 1’épaisseur (K)
Amplitudes des déplacements le long de 1’axe x (M)
Energie de déformation (N.m)

Energie de déformation thermique (N.m)

Amplitudes des déplacements le long de 1’axe y (M)
Fraction volumique du constituant i

Amplitudes des déplacements le long de 1’axe z (m)
Fonctions admissibles de Ritz

Fonctions admissibles de Ritz
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Vecteur des parametres de Ritz (coordonnées généralisées)
Lagrangien du systéeme (N.m)

Longueur de la plaque (m)

Largeur de la poutre ou de la plaque (m)

Epaisseur de la poutre ou de la plague (m)

Coefficients de correction de cisaillement

Index des fractions volumiques

Déplacement le long de I’axe X d’un point du plan moyen (m)
Déplacement le long de 1’axe x (M)

Déplacement le long de I’axe y d’un point du plan moyen (m)
Déplacement le long de I’axe y (m)

Volume (m°)

Déplacement le long de I’axe z d’un point du plan moyen (m)
Déplacements dus a la flexion et au cisaillement respectivement (m)
Déplacement le long de I’axe z (M)

Coordonnées cartésiennes (m)

Variable temps (s)

Amplitudes des rotations de la normale a la section transversale par
rapport aux axes y et x respectivement.

Coefficient de dilation thermique (°C™)

Coefficients de dilatation thermique globaux dans les directions x et y et
dans le plan (xy) respectivement (°C™)

Parametres de forme de la nouvelle théorie de déformation en
cisaillement

Déformations de cisaillement dans les plans (xy), (xz) et (yz)
respectivement

Opérateur de variation
Déformations dans les directions des axes X, y et z respectivement
Conductivité thermique (W/m.K)

Conductivité thermique du métal et de la céramique respectivement
(W/m.K)

Conductivité thermique au niveau des surfaces supérieure et inférieure
respectivement (W/m.K)

Coefficient de Poisson

Masse volumique (Kg/m?®)

Contraintes dans les directions des axes X, y et z respectivement (N/m?)
Contraintes de cisaillement dans les plans (xy), (xz) et (yz) respectivement
(N/m2)

Contraintes thermiques dans les directions des axes x, y et z
respectivement (N/m2)
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FFFF
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CBT

FSDBT
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TSDBT
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CPT

FSDPT
PSDPT
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Fonction de forme du champ de déplacement de la théorie de déformation
en cisaillement

Rotations de la normale a la section transversale par rapport aux axes y et
X respectivement.

Rotations de la normale & la section transversale par rapport aux axes y et
X respectivement.

Fréquence circulaire naturelle (Hz)
Fréquence naturelle adimensionnelle

Conditions aux limites

Poutre encastrée-encastrée

Poutre encastrée-libre

Poutre encastrée-appuyée

Poutre libre-libre

Poutre appuyée -libre

Poutre appuyée- appuyée

Plaque avec 4 bords encastrés

Plagque avec 3 bords encastreés et 1 libre
Plaque avec 2 bords encastrés et 2 libres
Plaque avec 2 bords encastrés et 2 en appuis simples
Plaque avec 4 bords libres

Plaque avec 4 bords en appuis simples

Théorie classique des poutres (classical beam theory)
Théorie de déformation des poutres du premier ordre
Théorie de déformation parabolique des poutres
Théorie de déformation trigonométrique des poutres
Théorie de déformation exponentielle des poutres
Théorie de déformation hyperbolique des poutres

Théorie classique des plaques (classical plate theory)
Théorie de déformation des plaques du premier ordre
Théorie de déformation parabolique des plaques
Théorie de déformation trigonomeétrique des plaques
Théorie de déformation exponentielle des plaques
Théorie de déformation des plaques d’ordre supérieur



APPENDICE B

TABLEAUX DES RESULTATS DE LA PLAQUE FGM

Tableau B.1: Variation des 5 premieres fréquences adimensionnelles en fonction de la
température (plaque FGM Ti-6Al-4V/SizN4, modele P-FGM, CCCC, a/b =1,
h/a = 0.05, gradient de température: T, = 300K, nouvelle théorie avec & =

312)
T(K)

n Mode 300 400 500 600 700

Céramique 1 8.3467 8.1138 7.8649 7.5974 7.3085

2 16.7088 16.3982 16.0746 15.7354 15.3780

3 16.7088 16.3983 16.0746 15.7354 15.3781

4 24.2392 23.8723 23.4950 23.1045 22.6979

5 29.3085 28.9103 28.5037 28.0859 27.6537

0.1 1 7.7208 7.4925 7.2479 6.9846 6.6995

2 15.4590 15.1560 14.8396 14.5074 14.1570

3 15.4591 15.1561 14.8396 14.5074 14.1571

4 22.4297 22.0728 21.7050 21.3236 20.9262

5 27.1233 26.7366 26.3409 25.9337 25.5118

0.2 1 7.2355 7.0107 6.7694 6.5091 6.2269

2 14.4895 14.1921 13.8810 13.5541 13.2090

3 14.4896 14.1922 13.8811 13.5542 13.2091

4 21.0253 20.6758 20.3150 19.9405 19.5499

5 25.4267 25.0485 24.6610 24.2615 23.8475

0.5 1 6.2776 6.0605 5.8268 5.5739 5.2986

2 12.5733 12.2878 11.9883 11.6730 11.3396

3 12.5736 12.2880 11.9886 11.6732 11.3399

4 18.2470 17.9125 17.5663 17.2063 16.8303

5 22.0683 21.7071 21.3360 20.9527 20.5549

1 1 5.4811 5.2748 5.0526 48120 4,5500

2 10.9743 10.7032 10.4188 10.1194 9.8033

3 10.9747 10.7036 10.4192 10.1198 9.8036

4 15.9221 15.6047 15.2758 14.9338 14,5772

5 19.2531 18.9103 18.5576 18.1933 17.8156

2 1 4.8730 4.6852 4.4839 4.2677 4.0342

2 9.7421 9.4933 9.2333 8.9613 8.6762

3 9.7424 9.4936 9.2337 8.9617 8.6765

4 14.1177 13.8245 13.5218 13.2086 12.8838

5 17.0590 16.7411 16.4148 16.0791 15.7330

5 1 44128 4.2526 4.0841 3.9066 3.7198

2 8.7959 8.5780 8.3533 8.1219 7.8836

3 8.7961 8.5782 8.3536 8.1221 7.8838

4 12.7174 12.4558 12.1885 11.9155 11.6365

5 15.3458 15.0588 14.7667 14.4696 14.1672

10 1 41614 4.0136 3.8599 3.7006 3.5355

2 8.2918 8.0864 7.8764 7.6623 7.4443

3 8.2920 8.0865 7.8765 7.6624 7.4444

4 11.9856 11.7356 11.4818 11.2245 10.9640

5 14.4607 14.1840 13.9042 13.6213 13.3354

Métal 1 3.5510 3.4055 3.2551 3.1003 2.9420

2 7.1001 6.8889 6.6724 6.4515 6.2271

3 7.1001 6.8889 6.6724 6.4515 6.2271

4 10.2901 10.0269 9.7573 9.4826 9.2035

5 12.4353 12.1404 11.8385 11.5307 11.2180




Tableau B.2: Variation des 5 premieres fréguences adimensionnelles en fonction de la
température (plaque FGM Ti-6Al-4V/Si3N4, modele P-FGM, SSSS, a/b = 1,

h/a = 0.05, gradient de température: T, = 300K, nouvelle théorie avec & =

3/2)
Tt (K)
n Mode 300 400 500 600 700
Céramique 1 4.6531 4.3433 3.9916 3.5855 3.1032
2 11.5211 11.1779 10.8104 10.4150 9.9875
3 11.5211 11.1779 10.8104 10.4151 9.9876
4 18.2093 17.8291 17.4304 17.0103 16.5655
5 22.8397 22.4352 22.0153 21.5769 21.1168
0.1 1 4.3062 3.9999 3.6507 3.2443 2.7555
2 10.6561 10.3193 9.9580 9.5684 9.1462
3 10.6562 10.3194 9.9581 9.5685 9.1464
4 16.8453 16.4732 16.0823 15.6699 15.2327
5 21.1282 20.7336 20.3230 19.8938 19.4428
0.2 1 4,0423 3.7392 3.3921 2.9857 2.4909
2 9.9870 9.6551 9.2984 8.9133 8.4951
3 9.9871 9.6553 9.2987 8.9136 8.4955
4 15.7919 15.4259 15.0411 14.6345 14.2031
5 19.8032 19.4159 19.0124 18.5901 18.1460
0.5 1 3.5362 3.2423 2.9032 2.5008 1.9974
2 8.6714 8.3508 8.0052 7.6309 7.2231
3 8.6717 8.3512 8.0058 7.6317 7.2241
4 13.7247 13.3724 13.0011 12.6081 12.1907
5 17.1936 16.8217 16.4335 16.0263 15.5978
1 1 3.1278 2.8503 2.5292 2.1458 1.6581
2 7.5828 7.2784 6.9501 6.5944 6.2069
3 7.5831 7.2789 6.9509 6.5956 6.2085
4 12.0148 11.6804 11.3279 10.9553 10.5599
5 15.0259 14.6729 14.3042 13.9178 13.5117
2 1 2.8097 2.5604 2.2745 1.9370 1.5150
2 6.7524 6.4755 6.1787 5.8595 5.5147
3 6.7527 6.4761 6.1797 5.8609 5.5165
4 10.6991 10.3930 10.0719 9.7346 9.3796
5 13.3584 13.0339 12.6964 12.3447 11.9777
5 1 2.5301 2.3213 2.0880 1.8222 1.5088
2 6.1164 5.8804 5.6319 5.3703 5.0946
3 6.1165 5.8808 5.6326 5.3712 5.0958
4 9.6651 9.3986 9.1230 8.8383 8.5442
5 12.0671 11.7816 11.4883 11.1873 10.8782
10 1 2.3595 2.1703 1.9623 1.7308 1.4666
2 5.7620 5.5447 5.3186 5.0840 4.8410
3 5.7621 5.5449 5.3190 5.0845 4.8417
4 9.0926 8.8429 8.5871 8.3256 8.0589
5 11.3672 11.0973 10.8221 10.5423 10.2582
Métal 1 1.9821 1.8081 1.6198 1.4144 1.1859
2 4,9040 4.6919 44727 4.2476 4.0175
3 4,9040 4.6919 44728 4.2477 4.0177
4 7.7452 7.4936 7.2357 6.9727 6.7061
5 9.7100 9.4317 9.1466 8.8562 8.5617




Tableau B.3: Variation des 5 premieres fréguences adimensionnelles en fonction de la
température (plague FGM Ti-6Al-4V/SizN4, modele P-FGM, CSCS, a/b = 1,

h/a = 0.05, gradient de température: T, = 300K, nouvelle théorie avec & =

3/2)
T (K)
n Mode 300 400 500 600 700
Céramique 1 6.7276 6.4768 6.2043 5.9063 5.5781
2 12.6316 12.2994 11.9462 11.5690 11.1642
3 15.7984 15.4861 15.1594 14.8158 14.4528
4 21.3099 20.9401 20.5564 20.1563 19.7366
5 23.9261 23.5255 23.1110 22.6796 22.2283
0.1 1 6.2242 5.9776 5.7089 5.4143 5.0887
2 11.6862 11.3607 11.0139 10.6427 10.2437
3 14.6176 14.3125 13.9926 13.6558 13.2995
4 19.7206 19.3598 18.9847 18.5930 18.1817
5 22.1420 21.7512 21.3461 20.9240 20.4818
0.2 1 5.8354 5.5920 5.3263 5.0342 4,7104
2 10.9545 10.6340 10.2920 9.9256 9.5310
3 13.7024 13.4026 13.0880 12.7562 12.4049
4 18.4893 18.1352 17.7666 17.3812 16.9762
5 20.7609 20.3774 19.9794 19.5642 19.1290
0.5 1 5.0721 4.8364 45781 4,2928 3.9746
2 9.5139 9.2047 8.8740 8.5186 8.1351
3 11.8960 11.6078 11.3045 10.9841 10.6442
4 16.0603 15.7203 15.3656 14.9941 14.6033
5 18.0379 17.6700 17.2871 16.8871 16.4674
1 1 4.4408 4.2169 3.9712 3.6995 3.3957
2 8.3181 8.0245 7.7104 7.3730 7.0090
3 10.3907 10.1169 9.8288 9.5245 9.2022
4 14.0343 13.7114 13.3744 13.0216 12.6510
5 15.7654 15.4159 15.0521 14.6722 14.2742
2 1 3.9565 3.7533 3.5318 3.2888 3.0195
2 7.3998 7.1321 6.8472 6.5434 6.2184
3 9.2295 8.9784 8.7154 8.4394 8.1492
4 12.4617 12.1644 11.8553 11.5335 11.1979
5 13.9945 13.6721 13.3379 12.9908 12.6294
5 1 3.5777 3.4060 3.2225 3.0259 2.8146
2 6.6900 6.4602 6.2196 5.9680 5.7047
3 8.3312 8.1121 7.8857 7.6520 7.4108
4 11.2282 10.9657 10.6961 10.4193 10.1352
5 12.5977 12.3120 12.0191 11.7190 11.4115
10 1 3.3660 3.2091 3.0438 2.8698 2.6864
2 6.3014 6.0885 5.8683 5.6409 5.4068
3 7.8495 7.6438 7.4331 7.2179 6.9985
4 10.5727 10.3242 10.0709 9.8132 9.5517
5 11.8556 11.5845 11.3085 11.0282 10.7439
Métal 1 2.8640 2.7143 2.5582 2.3962 2.2286
2 5.3757 5.1659 4,9499 4,7286 45032
3 6.7159 6.5067 6.2920 6.0730 5.8507
4 9.0574 8.8017 8.5398 8.2731 8.0025
5 10.1564 9.8768 9.5906 9.2993 9.0039




Tableau B.4: Variation des 5 premieres fréguences adimensionnelles en fonction de la
température (plague FGM Ti-6Al-4V/SizN4, modele P-FGM, CFCF, a/b = 1,

h/a = 0.05, gradient de température: T, = 300K, nouvelle théorie avec & =

3/2)
T (K)
n Mode 300 400 500 600 700
Céramique 1 5.2041 5.0190 48176 45971 4.3536
2 6.2207 5.9351 5.6181 5.2625 4.8580
3 10.2484 9.8034 9.3130 8.7678 8.1554
4 14.0640 13.7751 13.4720 13.1524 12.8136
5 15.4578 15.1356 14.7972 14.4398 14.0604
0.1 1 48118 4.6298 44312 4.2130 3.9708
2 5.7463 5.4645 5.1506 4.7965 4.3906
3 9.4678 9.0294 8.5446 8.0034 7.3920
4 13.0075 12.7251 12.4282 12.1145 11.7815
5 14.2891 13.9739 13.6421 13.2910 12.9177
0.2 1 4.5079 4,3281 41316 3.9151 3.6737
2 5.3793 5.1006 4,7888 4.4355 4,0276
3 8.8639 8.4306 7.9499 7.4113 6.7998
4 12.1883 11.9107 11.6185 11.3093 10.9807
5 13.3837 13.0738 12.7469 12.4006 12.0318
0.5 1 3.9086 3.7344 3.5429 3.3304 3.0914
2 4.6573 4.3857 4.0796 3.7291 3.3176
3 7.6748 7.2536 6.7834 6.2523 5.6425
4 10.5707 10.3036 10.0215 9.7223 9.4038
5 11.5977 11.2990 10.9830 10.6473 10.2890
1 1 3.4114 3.2455 3.0627 2.8592 2.6287
2 4.0589 3.7994 3.5057 3.1669 2.7642
3 6.6882 6.2864 5.8365 5.3260 4.7356
4 9.2230 8.9691 8.7009 8.4164 8.1138
5 10.1105 9.8263 9.5254 9.2057 8.8647
2 1 3.0336 2.8828 27177 2.5351 2.3301
2 3.6037 3.3679 3.1024 2.7982 2.4394
3 5.9356 5.5706 5.1643 4,7065 4,1815
4 8.1878 7.9551 7.7105 7.4527 7.1804
5 8.9676 8.7069 8.4322 8.1421 7.8348
5 1 2.7498 2.6227 2.4863 2.3394 2.1799
2 3.2615 3.0637 2.8464 2.6050 2.3326
3 5.3678 5.0611 47273 4.3618 3.9577
4 7.3969 7.1947 6.9851 6.7680 6.5431
5 8.0942 7.8675 7.6321 7.3878 7.1341
10 1 2.5931 2.4770 2.3542 2.2243 2.0865
2 3.0740 2.8948 2.7012 2.4909 2.2602
3 5.0598 47814 4.4833 4,1633 3.8183
4 6.9727 6.7832 6.5887 6.3895 6.1859
5 7.6280 7.4158 7.1976 6.9737 6.7445
Métal 1 2.2077 2.0956 1.9782 1.8557 1.7278
2 2.6141 2.4447 2.2642 2.0716 1.8649
3 4.3098 4,0461 3.7674 3.4734 3.1633
4 5.9603 5.7678 5.5699 5.3676 5.1619
5 6.5164 6.3015 6.0803 5.8542 5.6239




Tableau B.5: Variation des 5 premieres fréguences adimensionnelles en fonction de la
température (plaque FGM Ti-6Al-4V/Si3N,4, modéle P-FGM, CCCF, a/b = 1,

h/a = 0.05, gradient de température: T, = 300K, nouvelle théorie avec & =

3/2)

T (K)
n Mode 300 400 500 600 700
Céramique 1 5.6190 5.4027 5.1647 4.9000 4.6014
2 9.3014 8.9563 8.5784 8.1612 7.6966
3 14.5234 14.2257 13.9134 13.5839 13.2346
4 17.5359 17.1178 16.6749 16.2036 15.6997
5 18.3586 18.0064 17.6380 17.2507 16.8413
0.1 1 5.1937 4.9806 4.7452 4.4821 4.1829
2 8.5974 8.2579 7.8849 7.4716 7.0093
3 13.4307 13.1397 12.8336 12.5102 12.1667
4 16.2162 15.8071 15.3728 14.9098 14.4139
5 16.9757 16.6315 16.2709 15.8911 15.4889
0.2 1 4.8644 4.6537 4.4202 4.1580 3.8577
2 8.0522 7.7170 7.3477 6.9371 6.4761
3 12.5837 12.2976 11.9962 11.6773 11.3382
4 15.1930 14.7907 14.3628 13.9060 13.4162
5 15.9038 15.5658 15.2110 14.8367 14.4399
0.5 1 4.2155 4.0107 3.7820 3.5224 3.2199
2 6.9779 6.6526 6.2921 5.8888 5.4322
3 10.9116 10.6361 10.3451 10.0363 9.7072
4 13.1732 12.7855 12.3721 11.9296 11.4541
5 13.7877 13.4626 13.1203 12.7584 12.3740
1 1 3.6774 3.4819 3.2627 3.0120 2.7159
2 6.0857 5.7757 5.4313 5.0447 4.6053
3 9.5186 9.2566 8.9797 8.6859 8.3730
4 11.4913 11.1231 10.7301 10.3096 9.8582
5 12.0234 11.7143 11.3886 11.0443 10.6789
2 1 3.2683 3.0905 2.8922 2.6669 2.4026
2 5.4049 5.1230 4.8117 4.4647 4.0739
3 8.4481 8.2080 7.9553 7.6888 7.4070
4 10.2017 9.8652 9.5081 9.1284 8.7241
5 10.6638 10.3799 10.0821 9.7690 9.4390
5 1 2.9610 2.8113 2.6481 2.4684 2.2666
2 4.8908 4.6527 4.3954 4.1162 3.8117
3 7.6301 7.4212 7.2046 6.9800 6.7472
4 9.2209 8.9308 8.6278 8.3117 7.982
5 9.6206 9.3722 9.1151 8.8493 8.5743
10 1 2.7917 2.6553 2.5091 2.3514 2.1794
2 4.6109 4.3937 4.1626 3.9165 3.6540
3 7.1918 6.9961 6.7951 6.5890 6.3783
4 8.6950 8.4252 8.1465 7.8594 7.5645
5 9.0672 8.8335 8.5939 8.3487 8.0983
Métal 1 2.3757 2.2449 2.1062 1.9590 1.8015
2 3.9301 3.7220 3.5031 3.2735 3.0335
3 6.1467 5.9478 5.7433 5.5342 5.3214
4 7.4331 7.1637 6.8861 6.6018 6.3122
5 7.7579 7.5190 7.2736 7.0228 6.7677




Tableau B.6: Variation des 5 premieres fréguences adimensionnelles en fonction de la
température (plague FGM Ti-6Al-4V/SizN4, modele P-FGM, CCCC, a/b = 1,

h/a = 0.2, gradient de temperature: Ty, = 300K, nouvelle théorie avec x = 3/2)

Ti (K)
n Mode 300 400 500 600 700
Céramique 1 6.5043 6.4558 6.4088 6.3627 6.3172
2 11.5120 11.4325 11.3560 11.2818 11.2089
3 11.5120 11.4325 11.3560 11.2818 11.2089
4 14.8586 14.7752 14.6971 14.6234 14.5531
5 14.8586 14.7752 14.6971 14.6234 14.5531
0.1 1 6.0332 5.9865 5.9410 5.8965 5.8523
2 10.6831 10.6067 10.5330 10.4614 10.3909
3 10.6836 10.6071 10.5334 10.4617 10.3912
4 13.8528 13.7712 13.6946 13.6222 13.5529
5 13.8533 13.7716 13.6951 13.6226 13.5533
0.2 1 5.6661 5.6206 5.5763 5.5328 5.4896
2 10.0348 9.9606 0.8889 9.8190 9.7502
3 10.0361 9.9618 9.8901 9.8201 9.7512
4 13.0623 12.9819 12.9062 12.8345 12.7658
5 13.0636 12.9831 12.9075 12.8357 12.7669
0.5 1 4.9313 4.8880 4.8458 4.8040 4.7625
2 8.7317 8.6613 8.5929 8.5259 8.4596
3 8.7347 8.6642 8.5957 8.5286 8.4623
4 11.4544 11.3755 11.3008 11.2296 11.1609
5 11.4573 11.3783 11.3036 11.2323 11.1636
1 1 4.2948 4.2533 4.2125 41721 4.1317
2 7.5915 7.5236 7.4571 7.3917 7.3267
3 7.5954 7.5274 7.4608 7.3953 7.3302
4 9.9953 9.9167 9.8418 9.7697 9.6997
5 9.9989 9.9202 9.8452 9.7731 9.7030
2 1 3.7574 3.7171 3.6772 3.6375 3.5977
2 6.6067 6.5397 6.4737 6.4081 6.3427
3 6.6102 6.5431 6.4770 6.4114 6.3459
4 8.6599 8.5806 8.5041 8.4296 8.3566
5 8.6630 8.5837 8.5071 8.4326 8.3595
5 1 3.2921 3.2518 3.2116 3.1714 3.1310
2 5.7388 5.6704 5.6021 5.5337 5.4649
3 5.7407 5.6722 5.6038 5.5354 5.4666
4 7.4404 7.3593 7.2796 7.2007 7.1223
5 7.4421 7.3609 7.2811 7.2023 7.1238
10 1 3.0896 3.0490 3.0084 2.9675 2.9265
2 5.3851 5.3158 5.2463 5.1764 5.1060
3 5.3860 5.3166 5.2471 5.1772 5.1068
4 6.9113 6.8284 6.7460 6.6637 6.5812
5 6.9121 6.8292 6.7467 6.6644 6.5818
Métal 1 2.7305 2.6860 2.6405 2.5940 2.5465
2 4.8119 4.7368 4.6600 4.5815 4.5013
3 4.8119 4.7368 4.6600 4.5815 4.5013
4 6.2418 6.1548 6.0663 5.9765 5.8853
5 6.2418 6.1548 6.0663 5.9765 5.8853




Tableau B.7: Variation des 5 premieres fréguences adimensionnelles en fonction de la
température (plaque FGM Ti-6Al-4V/Si3N4, modele P-FGM, SSSS, a/b = 1,

h/a = 0.2, gradient de temperature: Ty, = 300K, nouvelle théorie avec x = 3/2)

Ti (K)
n Mode 300 400 500 600 700
Céramique 1 4.1770 4.1359 4.0952 4.0543 4.0130
2 9.2033 9.1333 9.0654 8.9988 8.9327
3 9.2033 9.1333 9.0654 8.9988 8.9327
4 11.2772 11.2111 11.1487 11.0893 11.0322
5 12.9359 12.8651 12.7991 12.7370 12.6780
0.1 1 3.8689 3.8287 3.7887 3.7485 3.7079
2 8.5220 8.4556 8.3909 8.3272 8.2639
3 8.5225 8.4561 8.3913 8.3276 8.2643
4 10.4903 10.4262 10.3656 10.3079 10.2522
5 12.0788 12.0093 11.9443 11.8830 11.8246
0.2 1 3.6341 3.5944 3.5549 3.5153 3.4752
2 7.9875 7.9237 7.8612 7.7996 7.7383
3 7.9888 7.9249 7.8625 7.8009 7.7396
4 9.8712 9.8086 9.7493 9.6926 9.6378
5 11.4071 11.3384 11.2740 11.2131 11.1549
0.5 1 3.1803 3.1418 3.1035 3.0650 3.0260
2 6.9142 6.8548 6.7963 6.7383 6.6804
3 6.9174 6.8580 6.7996 6.7417 6.6838
4 8.6052 8.5450 8.4874 8.4321 8.3784
5 10.0357 9.9680 9.9042 9.8435 9.7699
1 1 2.8060 2.7689 2.7320 2.6948 2.6573
2 5.9937 5.9374 5.8818 5.8264 5.7708
3 5.9978 5.9417 5.8861 5.8309 5.7755
4 7.4503 7.3912 7.3344 7.2793 7.2255
5 8.7656 8.6878 8.6114 8.5361 8.4612
2 1 2.4992 2.4640 2.4289 2.3937 2.3581
2 5.2478 5.1937 5.1398 5.0860 5.0319
3 5.2516 5.1976 5.1439 5.0902 5.0363
4 6.4068 6.3480 6.2907 6.2347 6.1794
5 7.6133 7.5453 7.4796 7.4157 7.3531
5 1 2.2186 2.1853 2.1521 2.1188 2.0854
2 4.6509 4.5969 4.5428 4.4885 4.4338
3 4.6531 4.5992 4.5452 4.4910 4.4364
4 5.4940 5.4343 5.3754 5.3168 5.2584
5 6.5534 6.4835 6.4148 6.3469 6.2794
10 1 2.0684 2.0358 2.0032 1.9706 1.9379
2 4.3925 4.3375 4.2822 4.2266 4.1705
3 4.3936 4.3386 4.2834 4.2278 41717
4 5.1107 5.0495 4.9885 4.9274 4.8659
5 6.0943 6.0226 5.9513 5.8801 5.8087
Métal 1 1.7687 1.7349 1.7006 1.6657 1.6306
2 3.8752 3.8113 3.7456 3.6782 3.6089
3 3.8752 3.8113 3.7456 3.6782 3.6090
4 4.6180 4.5519 4.4845 4.4157 4.3455
5 5.5133 5.4374 5.3602 5.2815 5.2014




Tableau B.8: Variation des 5 premieres fréguences adimensionnelles en fonction de la
température (plague FGM Ti-6Al-4V/SizN4, modele P-FGM, CSCS, a/b = 1,

h/a = 0.2, gradient de temperature: Ty, = 300K, nouvelle théorie avec x = 3/2)

Ti (K)
n Mode 300 400 500 600 700
Céramique 1 5.3689 5.3246 5.2813 5.2385 5.1958
2 9.5715 9.5000 9.4307 9.3629 9.2958
3 10.9527 10.8757 10.8015 10.7293 10.6584
4 14.2116 14.1139 14.0201 13.9291 13.8398
5 14.8586 14.7752 14.6970 14.6232 14.5527
0.1 1 4.9796 4.9367 4.8946 4.8529 4.8112
2 8.8706 8.8023 8.7359 8.6707 8.6061
3 10.1644 10.0902 10.0186 9.9488 9.8801
4 13.1846 13.0908 13.0005 12.9126 12.8263
5 13.8523 13.7709 13.6945 13.6222 13.5529
0.2 1 4.6780 4.6360 4.5948 4.5539 4.5130
2 8.3226 8.2566 8.1923 8.1290 8.0661
3 9.5489 9.4768 9.4070 9.3388 9.2716
4 12.3834 12.2924 12.2045 12.1188 12.0345
5 13.0601 12.9801 12.9048 12.8334 12.7649
0.5 1 4.0797 4.0394 3.9998 3.9604 3.9209
2 7.2245 7.1625 7.1017 7.0417 6.9818
3 8.3142 8.2456 8.1789 8.1134 8.0486
4 10.7778 10.6914 10.6076 10.5255 10.4443
5 11.4416 11.3637 11.2899 11.2194 11.1514
1 1 3.5669 3.5282 3.4899 3.4517 3.4133
2 6.2781 6.2189 6.1606 6.1028 6.0449
3 7.2363 7.1701 7.1052 7.0413 6.9777
4 9.3793 9.2959 9.2145 9.1343 9.0547
5 9.9642 9.8871 0.8134 9.7423 9.6732
2 1 3.1356 3.0982 3.0611 3.0240 2.9868
2 5.4946 5.4372 5.3804 5.3237 5.2668
3 6.3062 6.2410 6.1766 6.1127 6.0489
4 8.1779 8.0957 8.0146 7.9343 7.8541
5 8.6168 8.5393 8.4643 8.3911 8.3192
5 1 2.7554 2.7188 2.6823 2.6457 2.6089
2 4.8414 4.7840 4.7265 4.6690 4.6110
3 5.4836 5.4173 5.3512 5.2849 5.2183
4 7.1193 7.0351 6.9512 6.8672 6.7827
5 7.4126 7.3332 7.2550 7.1776 7.1006
10 1 2.5805 2.5441 2.5076 2.4710 2.4342
2 4.5590 4.5007 4.4422 4.3835 4.3243
3 5.1435 5.0765 5.0094 4.9419 4.8740
4 6.6809 6.5956 6.5101 6.4242 6.3377
5 6.8991 6.8176 6.7364 6.6553 6.5738
Métal 1 2.2624 2.2234 2.1836 2.1431 2.1018
2 4.0285 3.9628 3.8954 3.8264 3.7557
3 4.5865 4.5142 4.4403 4.3649 4.2879
4 5.9562 5.8635 5.7687 5.6719 5.5728
5 6.2418 6.1546 6.0659 5.9755 5.8834




Tableau B.9: Variation des 5 premieres fréguences adimensionnelles en fonction de la
température (plague FGM Ti-6Al-4V/SizN4, modele P-FGM, CFCF, a/b = 1,

h/a = 0.2, gradient de temperature: Ty, = 300K, nouvelle théorie avec x = 3/2)

Ti (K)
n Mode 300 400 500 600 700
Céramique 1 4.2914 4.2575 4.2245 4.1920 4.1596
2 4.9233 4.8785 4.8343 4.7901 4.7455
3 7.2466 7.2024 7.1606 7.1207 7.0821
4 7.7002 7.6312 7.5631 7.4952 7.4269
5 9.9333 9.8633 9.7957 9.7300 9.6653
0.1 1 3.9781 3.9455 3.9135 3.8820 3.8506
2 4.5574 45143 4.4716 4.4288 4.3857
3 6.7491 6.7053 6.6638 6.6242 6.5858
4 7.1207 7.0549 6.9895 6.9243 6.8585
5 9.2149 9.1476 9.0825 9.0191 8.9565
0.2 1 3.7343 3.7024 3.6713 3.6405 3.6098
2 4.2722 4.2303 4.1886 4.1469 4.1047
3 6.3647 6.3212 6.2799 6.2403 6.2020
4 6.6686 6.6049 6.5416 6.4782 6.4141
5 8.6524 8.5871 8.5238 8.4620 8.4009
0.5 1 3.2474 3.2172 3.1874 3.1579 3.1284
2 3.7028 3.6631 3.6235 3.5836 3.5432
3 5.5927 5.5495 5.5084 5.4688 5.4303
4 5.7674 5.7076 5.6478 5.5877 5.5269
5 7.5218 7.4599 7.3996 7.3403 7.2816
1 1 2.8285 2.7995 2.7709 2.7424 2.7138
2 3.2142 3.1763 3.1383 3.1000 3.0612
3 4.8937 4.8506 4.8093 4.7693 4.7302
4 5.0008 4.9439 4.8870 4.8295 4.7713
5 6.5343 6.4746 6.4161 6.3584 6.3009
2 1 2.4797 2.4518 2.4241 2.3964 2.3687
2 2.8104 2.7741 2.7377 2.7009 2.6636
3 4.2414 4.1984 4.1566 4.1158 4.0757
4 4.3821 4.3279 4.2733 4.2183 4.1625
5 5.6854 5.6268 5.5688 5.5113 5.4538
5 1 2.1821 2.1547 2.1272 2.0998 2.0722
2 2.4738 2.4387 2.4034 2.3677 2.3317
3 3.6134 3.5701 3.5275 3.4854 3.4435
4 3.8879 3.8353 3.7824 3.72901 3.6752
5 4.9439 4.8843 4.8248 4.7652 4.7052
10 1 2.0486 2.0210 1.9934 1.9657 1.9378
2 2.3266 2.2918 2.2568 2.2214 2.1858
3 3.3283 3.2849 3.2418 3.1987 3.1555
4 3.6688 3.6162 3.5633 3.5100 3.4562
5 4.6416 4.5813 4.5209 4.4601 4.3988
Métal 1 1.7996 1.7693 1.7383 1.7065 1.6741
2 2.0458 2.0080 1.9694 1.9299 1.8897
3 2.9799 2.9365 2.8925 2.8480 2.8030
4 3.2169 3.1583 3.0982 3.0367 2.9739
5 4.1427 4.0772 4.0102 3.9417 3.8717




Tableau B.10: Variation des 5 premieres fréquences adimensionnelles en fonction de la
température (plaque FGM Ti-6Al-4V/Si3N,4, modéle P-FGM, CCCF, a/b = 1,

h/a = 0.2, gradient de temperature: Ty, = 300K, nouvelle théorie avec « = 3/2)

Ti (K)
n Mode 300 400 500 600 700
Céramique 1 4.5765 4.5388 4.5018 4.4652 4.4287
2 7.0876 7.0282 6.9700 6.9122 6.8544
3 9.5672 9.5112 9.4585 9.4084 9.3604
4 10.2095 10.1373 10.0677 9.9999 9.9332
5 12.2761 12.1863 12.0993 12.0143 11.9304
0.1 1 4.2404 4.2040 4.1683 4.1328 4.0973
2 6.5628 6.5059 6.4500 6.3944 6.3387
3 8.9205 8.8650 8.8126 8.7628 8.7149
4 9.4691 9.3998 9.3327 9.2673 9.2028
5 11.3732 11.2873 11.2040 11.1223 11.0415
0.2 1 3.9789 3.9434 3.9085 3.8739 3.8391
2 6.1521 6.0971 6.0428 5.9887 5.9345
3 8.4197 8.3645 8.3123 8.2626 8.2147
4 8.8903 8.8229 8.7577 8.6939 8.6309
5 10.6696 10.5865 10.5057 10.4263 10.3477
0.5 1 3.4571 3.4234 3.3900 3.3568 3.3234
2 5.3307 5.2789 5.2275 5.1762 5.1245
3 7.4104 7.3555 7.3034 7.2534 7.2051
4 7.7273 7.6635 7.6013 7.5402 7.4796
5 9.2641 9.1859 9.1094 9.0339 8.9589
1 1 3.0085 2.9762 2.9442 2.9121 2.8798
2 4.6261 4.5768 4.5276 4.4784 4.4287
3 6.4925 6.4377 6.3852 6.3345 6.2852
4 6.7119 6.6505 6.5902 6.5307 6.4714
5 8.0526 7.9777 7.9040 7.8310 7.7582
2 1 2.6359 2.6048 2.5739 2.5429 2.5116
2 4.0458 3.9984 3.9510 3.9034 3.8553
3 5.6361 5.5810 5.5276 5.4756 5.4246
4 5.8402 5.7798 5.7202 5.6609 5.6017
5 7.0368 6.9636 6.8912 6.8191 6.7468
5 1 2.3198 2.2894 2.2591 2.2286 2.1978
2 3.5662 3.5197 3.4730 3.4260 3.3786
3 4.8156 4.7597 4.7049 4.6506 4.5966
4 5.0802 5.0189 4.9577 4.8964 4.8347
5 6.1647 6.0917 6.0187 5.9455 5.8719
10 1 2.1784 2.1481 21177 2.0871 2.0563
2 3.3595 3.3128 3.2659 3.2186 3.1710
3 4.4443 4.3880 4.3320 4.2762 4.2203
4 4.7694 4.7075 4.6453 4.5828 4.5198
5 5.7982 5.7240 5.6496 5.5748 5.4988
Métal 1 1.9128 1.8796 1.8457 1.8110 1.7755
2 2.9643 2.9126 2.8595 2.8053 2.7499
3 3.9883 3.9316 3.8741 3.8158 3.7568
4 4.2527 4.1853 4.1163 4.0459 3.9739
5 5.1400 5.0570 4.9721 4.8852 4.7963




Tableau B.11: Variation des 5 premieres fréquences adimensionnelles en fonction de la
température (plague FGM Ti-6Al-4V/SizN4, modele P-FGM, CCCC, a/b = 1,

h/a = 0.05, température uniforme, nouvelle théorie avec & = 3/2)

Th, Tt (K)
n Mode 300 400 500 600 700
Céramique 1 8.3467 7.8688 7.3279 6.7053 5.9718
2 16.7088 16.0773 15.3943 14.6471 13.8203
3 16.7088 16.0773 15.3943 14.6471 13.8203
4 24.2392 23.4963 22.7102 21.8687 20.9582
5 29.3085 28.5039 27.6627 26.7726 25.8202
0.1 1 7.7208 7.2593 6.7384 6.1406 5.4382
2 15.4590 14.8480 14,1885 13.4696 12.6777
3 15.4591 14.8480 14.1885 13.4696 12.6778
4 22.4297 21.7097 20.9489 20.1371 19.2627
5 27.1233 26.3427 25.5274 24.6671 23.7506
0.2 1 7.2355 6.7867 6.2810 5.7018 5.0223
2 14.4895 13.8937 13.2515 12.5533 11.7867
3 14.4896 13.8938 13.2516 12.5534 11.7868
4 21.0253 20.3219 19.5793 18.7885 17.9395
5 25.4267 24.6633 23.8662 23.0266 22.1348
0.5 1 6.2776 5.8549 5.3799 4.8377 4.2030
2 12.5733 12.0069 11.3977 10.7381 10.0182
3 12.5736 12.0072 11.3979 10.7383 10.0185
4 18.2470 17.5741 16.8640 16.1105 15.3058
5 22.0683 21.3353 20.5694 19.7646 18.9140
1 1 5.4811 5.0852 4.6424 4,1396 3.5538
2 10.9743 10.4362 9.8588 9.2364 8.5613
3 10.9747 10.4366 9.8592 9.2368 8.5617
4 15.9221 15.2768 14.5960 13.8755 13.1098
5 19.2531 18.5461 17.8065 17.0305 16.2136
2 1 4.8730 45120 41127 3.6662 3.1559
2 9.7421 9.2413 8.7076 8.1376 7.5265
3 9.7424 9.2417 8.7080 8.1380 7.5268
4 14.1177 13.5095 12.8702 12.1976 11.4889
5 17.0590 16.3875 15.6862 14.9536 14.1872
5 1 4.4128 4.0984 3.7589 3.3913 2.9896
2 8.7959 8.3490 7.8803 7.3898 6.8772
3 8.7961 8.3493 7.8805 7.3900 6.8774
4 12.7174 12.1662 11.5938 11.0007 10.3875
5 15.3458 14.7316 14.0965 13.4412 12.7662
10 1 41614 3.8668 3.5529 3.2190 2.8629
2 8.2918 7.8694 7.4304 6.9769 6.5104
3 8.2920 7.8695 7.4305 6.9770 6.5105
4 11.9856 11.4615 10.9212 10.3672 9.8016
5 14.4607 13.8746 13.2725 12.6568 12.0295
Métal 1 3.5510 3.2553 2.9395 2.6032 2.2439
2 7.1001 6.6741 6.2308 5.7735 5.3055
3 7.1001 6.6741 6.2308 5.7735 5.3055
4 10.2901 9.7604 9.2130 8.6521 8.0822
5 12.4353 11.8425 11.2314 10.6067 9.9730




Tableau B.12: Variation des 5 premieres fréquences adimensionnelles en fonction de la
température (plaque FGM Ti-6Al-4V/Si3N4, modele P-FGM, SSSS, a/b = 1,

h/a = 0.05, température uniforme, nouvelle théorie avec & = 3/2)

Th, Tt (K)
n Mode 300 400 500 600 700
Céramique 1 4.6531 4.0001 3.1482 1.8374 1.8981
2 11.5211 10.8164 10.0170 9.0945 8.0039
3 11.5211 10.8164 10.0170 9.0945 8.0040
4 18.2093 17.4344 16.5880 15.6529 14.6076
5 22.8397 22.0181 21.1355 20.1769 19.1250
0.1 1 4,3062 3.6772 2.8545 1.5580 1.9054
2 10.6561 9.9761 9.2067 8.3216 7.2779
3 10.6562 9.9762 9.2068 8.3217 7.2780
4 16.8453 16.0963 15.2802 14.3821 13.3826
5 21.1282 20.3332 19.4807 18.5583 17.5508
0.2 1 4,0423 3.4334 2.6355 1.3505 1.8874
2 9.9870 9.3263 8.5801 7.7235 6.7148
3 9.9871 9.3264 8.5803 7.7236 6.7151
4 15.7919 15.0628 14.2698 13.3993 12.4339
5 19.8032 19.0280 18.1979 17.3019 16.3266
0.5 1 3.5362 2.9738 2.2359 0.9959 1.7764
2 8.6714 8.0509 7.3525 6.5538 5.6155
3 8.6717 8.0512 7.3529 6.5544 5.6164
4 13.7247 13.0357 12.2886 11.4729 10.5740
5 17.1936 16.4566 15.6691 14.8228 13.9073
1 1 3.1278 2.6184 1.9561 0.8486 1.5612
2 7.5828 7.0042 6.3565 5.6204 4.7606
3 7.5831 7.0047 6.3572 5.6215 47623
4 12.0148 11.3661 10.6656 9.9054 9.0740
5 15.0259 14.3256 13.5790 12.7804 11.9220
2 1 2.8097 2.3628 1.7980 0.9339 1.2137
2 6.7524 6.2270 5.6459 4,9961 4.2529
3 6.7527 6.2275 5.6468 4,9974 4.2550
4 10.6991 10.1011 9.4609 8.7741 8.0338
5 13.3584 12.7055 12.0139 11.2805 10.5008
5 1 2.5301 2.1495 1.6891 1.0623 0.7268
2 6.1164 5.6589 5.1652 4.6307 4.0465
3 6.1165 5.6592 5.1657 4.6316 4.0479
4 9.6651 9.1337 8.5748 7.9884 7.3738
5 12.0671 11.4815 10.8701 10.2337 9.5726
10 1 2.3595 2.0015 1.5747 1.0080 0.5993
2 5.7620 5.3329 4.8756 4.3892 3.8702
3 5.7621 5.3330 4.8759 4.3896 3.8708
4 9.0926 8.5897 8.0658 7.5232 6.9638
5 11.3672 10.8120 10.2373 9.6460 9.0407
Métal 1 1.9821 1.6175 1.1651 0.4269 0.9403
2 4,9040 44727 4,0120 3.5208 2.9947
3 4,9040 44727 4,0120 3.5208 2.9947
4 7.7452 7.2367 6.7057 6.1561 5.5914
5 9.7100 9.1488 8.5666 7.9682 7.3584




Tableau B.13: Variation des 5 premieres fréquences adimensionnelles en fonction de la
température (plague FGM Ti-6Al-4V/SizN4, modele P-FGM, CSCS, a/b = 1,

h/a = 0.05, température uniforme, nouvelle théorie avec & = 3/2)

Th, Tt (K)
n Mode 300 400 500 600 700
Céramique 1 6.7276 6.2096 5.6036 4.8740 3.9503
2 12.6316 11.9514 11.1899 10.3253 9.3256
3 15.7984 15.1625 14.4706 13.7091 12.8611
4 21.3099 20.5590 19.7533 18.8795 17.9215
5 23.9261 23.1133 22.2450 21.3073 20.2839
0.1 1 6.2242 5.7247 5.1416 4.4406 3.5515
2 11.6862 11.0296 10.2965 9.4670 8.5114
3 14.6176 14.0026 13.3350 12.6029 11.7915
4 19.7206 18.9938 18.2157 17.3747 16.4572
5 22.1420 21.3554 20.5167 19.6140 18.6337
0.2 1 5.8354 5.3505 4,7854 4,1064 3.2430
2 10.9545 10.3162 9.6049 8.8019 7.8792
3 13.7024 13.1031 12.4536 11.7433 10.9584
4 18.4893 17.7806 17.0228 16.2058 15.3174
5 20.7609 19.9938 19.1769 18.2999 17.3507
0.5 1 5.0721 4.6185 4.0912 3.4583 2.6477
2 9.5139 8.9130 8.2459 7.4963 6.6386
3 11.8960 11.3276 10.7132 10.0443 9.3095
4 16.0603 15.3862 14.6668 13.8947 13.0603
5 18.0379 17.3083 16.5327 15.7037 14.8123
1 1 4.4408 4.0206 3.5349 2.9549 2.2123
2 8.3181 7.7558 7.1345 6.4408 5.6525
3 10.3907 9.8526 9.2726 8.6444 7.9588
4 14.0343 13.3933 12.7106 11.9810 11.1975
5 15.7654 15.0712 14.3347 13.5509 12.7133
2 1 3.9565 3.5783 3.1475 2.6435 2.0179
2 7.3998 6.8863 6.3250 5.7071 5.0176
3 9.2295 8.7308 8.1973 7.6253 7.0090
4 12.4617 11.8633 11.2298 10.5584 9.8451
5 13.9945 13.3450 12.6598 11.9363 11.1711
5 1 3.5777 3.2515 2.8906 2.4857 2.0169
2 6.6900 6.2398 5.7582 5.2431 4.6895
3 8.3312 7.8875 7.4208 6.9312 6.4179
4 11.2282 10.6903 10.1287 9.5443 8.9372
5 12.5977 12.0113 11.4007 10.7668 10.1101
10 1 3.3660 3.0608 2.7279 2.3621 1.9517
2 6.3014 5.8779 5.4304 4,9593 4.4636
3 7.8495 7.4303 6.9936 6.5415 6.0753
4 10.5727 10.0621 9.5336 8.9897 8.4328
5 11.8556 11.2980 10.7218 10.1299 9.5250
Métal 1 2.8640 2.5576 2.2215 1.8484 1.4192
2 5.3757 4.9502 4,4998 4.0255 3.5271
3 6.7159 6.2934 5.8526 5.3969 4.9293
4 9.0574 8.5419 8.0071 7.4576 6.8975
5 10.1564 9.5929 9.0093 8.4104 7.8010




Tableau B.14: Variation des 5 premieres fréquences adimensionnelles en fonction de la
température (plague FGM Ti-6Al-4V/SizN4, modele P-FGM, CFCF, a/b = 1,

h/a = 0.05, température uniforme, nouvelle théorie avec & = 3/2)

Th, Tt (K)
n Mode 300 400 500 600 700
Céramique 1 5.2041 4.8214 43724 3.8256 2.4433
2 6.2207 5.6250 4.8929 3.9322 3.0855
3 10.2484 9.3235 8.2068 6.7961 4.8487
4 14.0640 13.4752 12.8311 12.1180 11.3177
5 15.4578 14.8009 14.0805 13.2804 12.3789
0.1 1 48118 4.4422 4,0091 3.4808 2.0291
2 5.7463 5.1705 4.4622 3.5275 2.7460
3 9.4678 8.5746 7.4969 6.1332 4.2363
4 13.0075 12.4378 11.8160 11.1298 10.3630
5 14.2891 13.6531 12.9572 12.1867 11.3218
0.2 1 45079 4.1486 3.7276 3.2131 1.6902
2 5.3793 4.8194 4,1298 3.2140 24734
3 8.8639 7.9958 6.9486 5.6204 3.7597
4 12.1883 11.6330 11.0278 10.3615 9.6191
5 13.3837 12.7637 12.0861 11.3374 10.4993
0.5 1 3.9086 3.5708 3.1753 2.6042 0.9433
2 4.6573 4.1313 3.4815 2.6881 1.8969
3 7.6748 6.8603 5.8774 4.6229 2.8461
4 10.5707 10.0438 9.4708 8.8425 8.1460
5 11.5977 11.0090 10.3670 9.6605 8.8730
1 1 3.4114 3.0966 2.7291 2.1447 0.3517
2 4,0589 3.5702 2.9670 2.2747 1.3366
3 6.6882 5.9319 5.0218 3.8592 2.1862
4 9.2230 8.7241 8.1832 7.5929 6.9268
5 10.1105 9.5530 8.9469 8.2827 7.5166
2 1 3.0336 2.7489 24211 1.9207 0.4960
2 3.6037 3.1644 2.6307 2.0237 1.3407
3 5.9356 5.2552 4.4489 3.4410 2.0656
4 8.1878 7.7259 7.2291 6.6926 6.1089
5 8.9676 8.4515 7.8947 7.2912 6.6312
5 1 2.7498 2.5048 2.2311 1.9025 1.1020
2 3.2615 2.8859 2.4467 1.9164 1.5042
3 5.3678 4.7848 41173 3.3274 2.3286
4 7.3969 6.9874 6.5548 6.0984 5.6164
5 8.0942 7.6365 7.1517 6.6386 6.0944
10 1 2.5931 2.3645 2.1131 1.8310 1.1850
2 3.0740 2.7246 2.3233 1.8414 1.4853
3 5.0598 45170 3.9060 3.2017 2.3485
4 6.9727 6.5865 6.1828 5.7628 5.3272
5 7.6280 7.1964 6.7441 6.2721 5.7809
Métal 1 2.2077 1.9780 1.7232 1.3390 0.4378
2 2.6141 2.2633 1.8537 1.4294 0.9730
3 4.3098 3.7662 3.1481 2.4204 1.5182
4 5.9603 55711 5.1634 4.7396 4.3018
5 6.5164 6.0816 5.6250 5.1488 4.6549




Tableau B.15: Variation des 5 premieres fréquences adimensionnelles en fonction de la
température (plaque FGM Ti-6Al-4V/Si3N,4, modéle P-FGM, CCCF, a/b = 1,

h/a = 0.05, température uniforme, nouvelle théorie avec & = 3/2)

Th, Tt (K)
n Mode 300 400 500 600 700
Céramique 1 5.6190 5.1695 4.6257 3.9214 2.8208
2 9.3014 8.5858 7.7336 6.6841 5.3422
3 14.5234 13.9167 13.2526 12.5167 11.6896
4 17.5359 16.6809 15.7301 14.6603 13.4425
5 18.3586 17.6414 16.8610 16.0011 15.0407
0.1 1 5.1937 4.7590 4,2329 3.5465 2.4338
2 8.5974 7.9063 7.0843 6.0731 47843
3 13.4307 12.8435 12.2022 11.4938 10.7007
4 16.2162 15.3900 14.4737 13.4465 12.2827
5 16.9757 16.2813 15.5272 14.6991 13.7781
0.2 1 4.8644 4.4415 3.9289 3.2554 2.1211
2 8.0522 7.3805 6.5819 5.5998 4.3515
3 12.5837 12.0112 11.3869 10.6987 9.9303
4 15.1930 14.3889 13.4987 12.5033 11.3794
5 15.9038 15.2266 14.4921 13.6873 12.7949
0.5 1 4.2155 3.8175 3.3336 2.6853 1.4648
2 6.9779 6.3467 5.5971 4.6754 3.5120
3 10.9116 10.3681 9.7766 9.1272 8.4054
4 13.1732 12.4134 11.5748 10.6418 9.5949
5 13.7877 13.1438 12.4469 11.6862 10.8473
1 1 3.6774 3.3065 2.8557 2.2443 0.9567
2 6.0857 5.4979 4.8027 3.9515 2.8902
3 9.5186 9.0038 8.4451 7.8344 7.1593
4 11.4913 10.7763 9.9903 9.1209 8.1524
5 12.0234 11.4120 10.7518 10.0345 9.2480
2 1 3.2683 2.9334 2.5324 2.0015 0.9740
2 5.4049 4.8739 4.2549 3.5118 2.6052
3 8.4481 7.9714 7.4579 6.9026 6.2968
4 10.2017 9.5446 8.8293 8.0479 7.1902
5 10.6638 10.0954 9.4860 8.8303 8.1204
5 1 2.9610 2.6733 2.3412 1.9325 1.3215
2 4.8908 4.4333 3.9167 3.3235 2.633
3 7.6301 7.2071 6.7599 6.2873 5.7872
4 9.2209 8.6427 8.0262 7.3700 6.6723
5 9.6206 9.1138 8.5794 8.0170 7.4246
10 1 2.7917 2.5235 2.2194 1.8564 1.3551
2 4.6109 41841 3.7099 3.1777 2.5759
3 7.1918 6.7929 6.3755 5.9406 5.4887
4 8.6950 8.1514 7.5783 6.9777 6.3516
5 9.0672 8.5883 8.0884 7.5692 7.0316
Métal 1 2.3757 2.1058 1.7945 1.4035 0.7298
2 3.9301 3.5025 3.0241 2.4829 1.8754
3 6.1467 5.7445 5.3228 4.8838 4.4290
4 7.4331 6.8872 6.3110 5.7083 5.0837
5 7.7579 7.2753 6.7708 6.2473 5.7080




Tableau B.16: Variation des 5 premieres fréquences adimensionnelles en fonction de la
température (plague FGM Ti-6Al-4V/SizN4, modele P-FGM, CCCC, a/b = 1,

h/a = 0.2, température uniforme, nouvelle théorie avec = 3/2)

Th, Tt (K)
n Mode 300 400 500 600 700
Céramique 1 6.5043 6.4078 6.3148 6.2236 6.1323
2 11.5120 11.3543 11.2046 11.0596 10.9162
3 11.5120 11.3543 11.2046 11.0596 10.9162
4 14.8586 14.6945 14.5453 14.4069 14.2754
5 14.8586 14.6945 14.5453 14.4069 14.2754
0.1 1 6.0332 5.9389 5.8477 5.7579 5.6681
2 10.6831 10.5291 10.3819 10.2389 10.0973
3 10.6836 10.5295 10.3823 10.2394 10.0978
4 13.8528 13.6920 13.5446 13.4068 13.2750
5 13.8533 13.6925 13.5450 13.4073 13.2755
0.2 1 5.6661 5.5731 5.4827 5.3935 5.3042
2 10.0348 9.8829 9.7370 9.5946 9.4534
3 10.0361 9.8842 9.7382 9.5959 9.4546
4 13.0623 12.9037 12.7571 12.6191 12.4865
5 13.0636 12.9050 12.7583 12.6204 12.4877
0.5 1 49313 4.8397 4.7496 4.6599 4.5697
2 8.7317 8.5819 8.4358 8.2917 8.1479
3 8.7347 8.5849 8.4388 8.2947 8.1508
4 11.4544 11.2984 11.1514 11.0108 10.8741
5 11.4573 11.3013 11.1542 11.0136 10.8769
1 1 4,2948 4.2033 41120 4,0201 3.9270
2 7.5915 7.4412 7.2922 7.1433 6.9934
3 7.5954 7.4450 7.2960 7.1472 6.9972
4 9.9953 9.8388 9.6883 9.5418 9.3973
5 9.9989 9.8424 9.6918 9.5452 9.4007
2 1 3.7574 3.6663 3.5742 3.4807 3.3855
2 6.6067 6.4556 6.3038 6.1504 5.9945
3 6.6102 6.4591 6.3072 6.1538 5.9979
4 8.6599 8.4998 8.3423 8.1860 8.0297
5 8.6630 8.5028 8.3453 8.1890 8.0327
5 1 3.2921 3.2026 3.1116 3.0188 2.9240
2 5.7388 5.5879 5.4345 5.2781 5.1184
3 5.7407 5.5898 5.4363 5.2800 5.1203
4 7.4404 7.2745 7.1077 6.9391 6.7680
5 7.4421 7.2762 7.1093 6.9408 6.7696
10 1 3.0896 3.0015 29117 2.8200 2.7265
2 5.3851 5.2353 5.0824 49263 4.7666
3 5.3860 5.2362 5.0833 49272 47675
4 6.9113 6.7425 6.5713 6.3970 6.2191
5 6.9121 6.7433 6.5721 6.3978 6.2199
Métal 1 2.7305 2.6413 2.5498 2.4561 2.3604
2 48119 46613 45066 4.3481 4.1859
3 4.8119 4.6613 4.5066 4.3482 4.1859
4 6.2418 6.0667 5.8867 5.7015 5.5108
5 6.2418 6.0667 5.8867 5.7015 5.5108




Tableau B.17: Variation des 5 premieres fréquences adimensionnelles en fonction de la
température (plaque FGM Ti-6Al-4V/Si3N4, modele P-FGM, SSSS, a/b = 1,

h/a = 0.2, température uniforme, nouvelle théorie avec = 3/2)

Th, Tt (K)
n Mode 300 400 500 600 700
Céramique 1 4.1770 4.0946 4.0118 3.9274 3.8399
2 9.2033 9.0641 8.9296 8.7973 8.6646
3 9.2033 9.0641 8.9296 8.7974 8.6646
4 11.2772 11.1469 11.0273 10.9152 10.8077
5 12.9359 12.7968 12.6711 12.5554 12.4460
0.1 1 3.8689 3.7888 3.7082 3.6260 3.5412
2 8.5220 8.3861 8.2542 8.1241 7.9935
3 8.5225 8.3866 8.2546 8.1245 7.9940
4 10.4903 10.3630 10.2451 10.1340 10.0269
5 12.0788 11.9423 11.8177 11.7019 11.5918
0.2 1 3.6341 3.5556 3.4765 3.3960 3.3131
2 7.9875 7.8535 7.7227 7.5935 7.4637
3 7.9888 7.8548 7.7241 7.5948 7.4651
4 9.8712 9.7458 9.6288 9.5178 9.4103
5 11.4071 11.2720 11.1476 11.0310 10.9195
0.5 1 3.1803 3.1049 3.0287 2.9511 2.8715
2 6.9142 6.7818 6.6511 6.5207 6.3892
3 6.9174 6.7851 6.6544 6.5241 6.3927
4 8.6052 8.4818 8.3644 8.2513 8.1406
5 10.0357 9.9013 9.7341 9.5625 9.3907
1 1 2.8060 2.7333 2.6596 2.5845 2.5077
2 5.9937 5.8607 5.7275 5.5931 5.4567
3 5.9978 5.8649 5.7318 5.5977 5.4616
4 7.4503 7.3259 7.2052 7.0866 6.9690
5 8.7656 8.5870 8.4094 8.2317 8.0523
2 1 2.4992 2.4295 2.3586 2.2865 2.2129
2 5.2478 5.1146 49795 4.8421 47017
3 5.2516 5.1185 49837 4.8464 4.7063
4 6.4068 6.2795 6.1531 6.0268 5.8995
5 7.6133 7.4718 7.3022 7.1190 6.9326
5 1 2.2186 2.1520 2.0843 2.0156 1.9459
2 4.6509 4.5207 4.3879 4.2522 41134
3 4.6531 4.5230 4.3903 4.2548 41161
4 5.4940 5.3644 5.2334 5.1005 4,9649
5 6.5534 6.4075 6.2604 6.1114 5.9595
10 1 2.0684 2.0028 1.9363 1.8688 1.8005
2 4.3925 4.2652 4,1352 4.0026 3.8670
3 4.3936 4.2663 4,1364 4.0039 3.8684
4 5.1107 4.9807 4.8485 47138 45759
5 6.0943 5.9468 5.7970 5.6443 5.4880
Métal 1 1.7687 1.7007 1.6309 1.5596 1.4872
2 3.8752 3.7474 3.6162 3.4819 3.3448
3 3.8752 3.7474 3.6162 3.4819 3.3448
4 4.6180 4.4853 4.3489 4.2087 4,0645
5 5.5133 5.3608 5.2039 5.0425 4.8702




Tableau B.18: Variation des 5 premieres fréquences adimensionnelles en fonction de la
température (plague FGM Ti-6Al-4V/SizN4, modele P-FGM, CSCS, a/b = 1,

h/a = 0.2, température uniforme, nouvelle théorie avec = 3/2)

Th, Tt (K)
n Mode 300 400 500 600 700
Céramique 1 5.3689 5.2805 5.1940 5.1078 5.0204
2 9.5715 9.4293 9.2924 9.1581 9.0236
3 10.9527 10.7999 10.6542 10.5128 10.3725
4 14.2116 14.0179 13.8341 13.6564 13.4808
5 14.8586 14.6945 14.5453 14.4069 14.2754
0.1 1 4,9796 4.8935 4,8089 4,7245 4.6390
2 8.8706 8.7317 8.5974 8.4652 8.3330
3 10.1644 10.0151 9.8721 9.7328 9.5944
4 13.1846 12.9954 12.8148 12.6394 12.4659
5 13.8523 13.6915 13.5439 13.4061 13.2743
0.2 1 4.6780 45933 4,5099 4.4265 4.3421
2 8.3226 8.1857 8.0526 7.9213 7.7898
3 9.5489 9.4018 9.2600 9.1215 8.9837
4 12.3834 12.1968 12.0176 11.8429 11.6698
5 13.0601 12.9013 12.7544 12.6161 12.4832
0.5 1 4.0797 3.9970 3.9148 3.8323 3.7487
2 7.2245 7.0895 6.9565 6.8241 6.6909
3 8.3142 8.1693 8.0278 7.8880 7.7482
4 10.7778 10.5935 10.4139 10.2369 10.0602
5 11.4416 11.2846 11.1363 10.9943 10.8559
1 1 3.5669 3.4853 3.4033 3.3205 3.2363
2 6.2781 6.1426 6.0073 5.8711 5.7332
3 7.2363 7.0912 6.9473 6.8035 6.6584
4 9.3793 9.1940 9.0106 8.8274 8.6429
5 9.9642 9.8053 9.6518 9.5018 9.3533
2 1 3.1356 3.0553 2.9740 2.8914 2.8072
2 5.4946 5.3590 5.2218 5.0826 4.9406
3 6.3062 6.1607 6.0144 5.8666 5.7164
4 8.1779 7.9915 7.8042 7.6151 7.4230
5 8.6168 8.4532 8.2914 8.1301 7.9679
5 1 2.7554 2.6773 2.5979 2.5170 2.4345
2 48414 4.7083 45726 4.4342 4.2926
3 5.4836 5.3386 5.1911 5.0409 4.8875
4 7.1193 6.9330 6.7438 6.5510 6.3541
5 7.4126 7.2442 7.0743 6.9021 6.7267
10 1 2.5805 2.5037 2.4254 2.3457 2.2645
2 4,5590 4.4282 4,2948 4,1587 4.0196
3 5.1435 4,9995 4.8527 4.7028 4.5496
4 6.6809 6.4960 6.3075 6.1150 5.9181
5 6.8991 6.7291 6.5564 6.3804 6.2004
Métal 1 2.2624 2.1842 2.1039 2.0218 1.9381
2 4.0285 3.8969 3.7619 3.6237 3.4825
3 4,5865 4.4415 4,2927 4.1402 3.9842
4 5.9562 5.7704 5.5795 5.3839 5.1837
5 6.2418 6.0667 5.8867 5.7015 5.5108




Tableau B.19: Variation des 5 premieres fréquences adimensionnelles en fonction de la
température (plague FGM Ti-6Al-4V/SizN4, modele P-FGM, CFCF, a/b = 1,

h/a = 0.2, température uniforme, nouvelle théorie avec = 3/2)

Th, Tt (K)
n Mode 300 400 500 600 700
Céramique 1 42914 4.2239 4,1582 4.0932 4.0275
2 4,9233 4.8338 4.7448 4.6548 45623
3 7.2466 7.1594 7.0786 7.0022 6.9284
4 7.7002 7.5623 7.4256 7.2877 7.1462
5 9.9333 9.7943 9.6617 9.5329 9.4050
0.1 1 3.9781 3.9122 3.8478 3.7839 3.7194
2 45574 4.4703 4,3835 4.2957 4.2057
3 6.7491 6.6640 6.5846 6.5092 6.4361
4 7.1207 6.9866 6.8533 6.7187 6.5810
5 9.2149 9.0791 8.9489 8.8219 8.6958
0.2 1 3.7343 3.6693 3.6056 3.5422 3.4783
2 42722 4.1867 41012 4.0147 3.9262
3 6.3647 6.2811 6.2026 6.1277 6.0548
4 6.6686 6.5369 6.4055 6.2730 6.1374
5 8.6524 8.5186 8.3896 8.2633 8.1377
0.5 1 3.2474 3.1836 3.1203 3.0569 2.9927
2 3.7028 3.6196 3.5359 3.4509 3.3639
3 5.5927 5.5114 5.4340 5.3593 5.2454
4 57674 5.6390 5.5099 5.3791 5.2861
5 7.5218 7.3900 7.2612 7.1338 7.0064
1 1 2.8285 2.7649 2.7010 2.6365 2.5709
2 3.2142 3.1323 3.0491 2.9643 2.8772
3 4,8937 48134 4,7358 46133 44787
4 5.0008 4.8737 4,7447 4.6600 4.5849
5 6.5343 6.4023 6.2712 6.1401 6.0078
2 1 2.4797 2.4167 2.3529 2.2879 2.2214
2 2.8104 2.7300 2.6478 2.5637 24773
3 42414 4.1609 4.0817 3.9974 3.8626
4 4.3821 4.2567 4,1286 4.0032 3.9247
5 5.6854 5.5531 5.4198 5.2851 5.1480
5 1 2.1821 2.1210 2.0587 1.9951 1.9302
2 2.4738 2.3963 2.3170 2.2359 2.1529
3 3.6134 3.5311 3.4484 3.3653 3.2812
4 3.8879 3.7672 3.6435 3.5169 3.3873
5 4,9439 4.8120 4.6779 45411 44014
10 1 2.0486 1.9886 1.9275 1.8652 1.8017
2 2.3266 2.2512 2.1740 2.0952 2.0148
3 3.3283 3.2443 3.1592 3.0728 2.9849
4 3.6688 3.5515 3.4316 3.3092 3.1843
5 4.6416 45109 43775 42412 41019
Métal 1 1.7996 1.7388 1.6764 1.6125 1.5473
2 2.0458 1.9700 1.8922 1.8127 1.7318
3 2.9799 2.8925 2.8027 2.7104 2.6157
4 3.2169 3.0994 2.9788 2.8555 2.7300
5 41427 4.0113 3.8764 3.7382 3.5968




Tableau B.20: Variation des 5 premieres fréquences adimensionnelles en fonction de la
température (plaque FGM Ti-6Al-4V/Si3N,4, modéle P-FGM, CCCF, a/b = 1,

h/a = 0.2, température uniforme, nouvelle théorie avec = 3/2)

Th, Tt (K)
n Mode 300 400 500 600 700
Céramique 1 45765 45012 44274 4.3538 4.2789
2 7.0876 6.9691 6.8528 6.7365 6.6181
3 9.5672 9.4568 9.3554 9.2605 9.1694
4 10.2095 10.0662 9.9295 9.7966 9.6646
5 12.2761 12.0975 11.9260 11.7583 11.5910
0.1 1 4.2404 4.1670 4,0947 4.0224 3.9491
2 6.5628 6.4473 6.3336 6.2199 6.1043
3 8.9205 8.8125 8.7126 8.6184 8.5277
4 9.4691 9.3292 9.1950 9.0640 8.9339
5 11.3732 11.1989 11.0308 10.8659 10.7012
0.2 1 3.9789 3.9065 3.8351 3.7636 3.6910
2 6.1521 6.0386 5.9265 5.8141 5.7000
3 8.4197 8.3134 8.2143 8.1203 8.0294
4 8.8903 8.7523 8.6193 8.4890 8.3594
5 10.6696 10.4979 10.3314 10.1676 10.0039
0.5 1 3.4571 3.3862 3.3155 3.2443 3.1719
2 5.3307 5.2198 5.1092 4.9979 4.8846
3 7.4104 7.3063 7.2076 7.1127 7.0200
4 7.7273 7.5914 7.4585 7.3271 7.1955
5 9.2641 9.0951 8.9290 8.7642 8.5988
1 1 3.0085 2.9381 2.8671 2.7951 2.7215
2 46261 45163 4.4054 4.2930 41783
3 6.4925 6.3888 6.2887 6.1911 6.0945
4 6.7119 6.5758 6.4405 6.3051 6.1685
5 8.0526 7.8833 7.7146 7.5454 7.3743
2 1 2.6359 2.5663 2.4956 2.4234 2.3494
2 4.0458 3.9372 3.8266 3.7138 3.5983
3 5.6361 5.5313 5.4282 5.3259 5.2236
4 5.8402 5.7036 5.5662 5.4270 5.2855
5 7.0368 6.8672 6.6960 6.5226 6.3462
5 1 2.3198 2.3494 2.1838 2.1137 2.0419
2 3.5662 3.5983 3.3529 3.2427 3.1299
3 4.8156 5.2236 4.6001 44913 43811
4 5.0802 5.2855 4.8061 4.6651 45211
5 6.1647 6.3462 5.8307 5.6570 5.4792
10 1 2.1784 2.1126 2.0455 1.9770 1.9070
2 3.3595 3.2563 3.1508 3.0432 2.9334
3 4.4443 4.3346 42234 4,1105 3.9955
4 4,7694 4.6349 4.4975 4.3573 4.2139
5 5.7982 5.6345 5.4666 5.2943 5.1184
Métal 1 1.9128 1.8463 1.7779 1.7080 1.6366
2 2.9643 2.8606 2.7540 2.6450 2.5340
3 3.9883 3.8740 3.7565 3.6357 3.5115
4 4,2527 4.1175 3.9788 3.8366 3.6911
5 5.1400 49738 4.8032 4.6285 4.4499




10.

11.

12.

13.

14.

15.

BIBLIOGRAPHIE

Miyamoto, M., Kaysser, W.A., Rabin, B.H. et al., e., "Functionally Graded
Materials Design". dans Processing and Applications, (1999).

Suresh, S. et Mortensen, A., "Fundamentals of Functional ly Graded Materials".
dans Processing and Thermomechanical Behaviour of Graded Metals and Metal-
Ceramic Composites, (1998), Cambridge, UK: IOM Communications.

Ochsner, A., Murch, G.E. et de Lemos, M.J.S., "Cellular and Porous Materials",
WILEY-VCH, (2008), 398-417.

Birman, V. et Byrd, L.W., "Modeling and Analysis of Functionally Graded
Materials and Structures”, Applied Mechanics Reviews, (2007), 60, 195-216.

Love, A.E.H., "On the small free vibrations and deformations of elastic shells",
London: Philosophical trans. of the Royal Society, (1888).

Rayleigh, L., "Theory of sound": Dover Pub, (1945).

Timoshenko, S., "On the correction of transverse shear deformation of the
differential equations for transverse vibrations of prismatic bars", Philosophical
Magazine, (1921), Vol. 41 (series 46) p. 744-746.

Timoshenko, S., "On the transverse vibrations of bars of uniform cross-section",
Philosophical Magazine, (1922), VVol. 43 (series 46) p. 125-131.

Reissner, E., "The effect of transverse shear deformation on the bending of elastic
plates”, Journal of Applied Mechanics-transactions of The ASME, (1945), 69-77.

Uflyand, Y.S., "The propagation of waves in the transverse vibrations of bars and
plates”, (1948), 12, 287—-300.

Mindlin, R.D., "Influence of rotatory inertia and shear on flexural motions of
isotropic elastic plates”, ASME J Appl Mech, (1951), 31-38.

Whitney, J.M., "The effect of transverse shear deformation on the bending of
laminated plates”, Journal of Composite Materials, (1969), 3, 534-547.

Whitney, J.M. et Sun, C.T., "A higher-order theory for extensional motion of
laminated composites”, Journal of Sound and Vibration, (1973), 85-97.

Pagano, J.N., "Exact solutions for rectangular bidirectional composites and
sandwich plates”, (1970), 4, 20-35.

Srinivas, S. et Rao, A.K., "Vibration and buckling of simply supported thick
orthotropic rectangular plates and laminates™, (1970), 1463-1481.



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

217.

28.

29.

30.

Reissner, E., "On the analysis of first and second order shear deformation effects
for isotropic elastic plates”, ASME J Appl Mech, (1980), 959-961.

Narasimhamurthy, P., "The effect of transverse shear deformation and rotary inertia
in wave propagation and vibration of thin elastic plates, In: Proceedings of the 3rd
congressional theoretical applied mechanics, Bangalore, India™, Indian Society of
Theoretical Applied Mechanics, Indian Institute of Technology, Kharagpur, (1957),
351-360.

Schmidt, R., "A refined nonlinear theory of plates with transverse shear
deformation”, Indust Math, (1977), 23-38.

Levinson, M., "An accurate simple theory of the statics and dynamics of elastic
plates”, Mechanics Research Communications, (1980), 343-350.

Ambartsumyan, S.A., "Theory of anisotropic plates"”, Stanford: Technomic
Publishing Company, (1970).

Reddy, J.N., "A Simple Higher-Order Theory for Laminated Ccomposite Plates",
ASME Journal of Applied Mechanics, (1984), 745-752.

Reddy, J.N. et Phan, N.D., "Analysis of laminated composite plates using a higher-
order shear deformation theory", International Journal for Numerical Methods in
Engineering, (1985), 2201-2219.

Reddy, J.N., "Theory and analysis of elastic plates”, Philadelphia: Taylor &
Francis, (1999).

Reddy, J.N., "Analysis of functionally graded plates"”, Int J Numer Method Eng,
(2000), 47(41-43):663-684.

lyengar, S.N.R.K., Chadrashekhara, K. et Sebastian, V.K., "On the analysis of thick
rectangular plates”, Z Angew Math Mech, (1974), 589-591.

lyengar, S.N.R.K. et Pandya, S.K., "Vibration of orthotropic rectangular thick
plates”, Int J Solids Struct, (1982), 149-156.

Kuznetsov, N.D. et Kartashov, G.G., "Natural vibrational modes of laminated
anisotropic plates and flat shells”, Soviet Appl Mech, (1981), 334-339.

Vlasov, V.Z., "The method of initial function in problems of theory of thick plates
and shells.”, In: Ninth congress of international mechanical applications, (1957),
321-330.

Krishna Murty, A.V., "Higher-order theory for vibrations of thick plates”, AIAA
Journal, (1977), 1823-1824.

Krishna Murty, A.V., "Toward of consistent plate theory", AIAA Journal, (1986),
1047-1048.



31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

Krishna Murty, A.V., "Flexural of composite plates", Composite Structures, (1987),
161-177.

Krishna Murty, A.V. et Vellaichamy, S., "On higher-order shear deformation
theory of laminated composite panels”, Composite Structures, (1987), 247-270.

Reddy, J.N., "A review of Refined Theories of Laminated Composite Plates",
(1990), 22(7).

Mallikarjuna, M. et Kant, T., "A critical Review and Some Results of Recently
Developed Refined Theories of Fiber-Reinforced Laminated Composites and
Sandwiches ", (1993), 23(4).

Bhimaraddi, A. et Stevens, L.K., "A higher order theory for free vibration of
orthotropic, homogeneous and laminated rectangular plates”, Journal of applied
mechanics , Trans ASME, (1984), 195-198.

Kant, T. et Pandya, B.N., "A simple finite element formulation of a higher-order
theory for unsymmetrically laminated composite plates”, Composite Structures,
(1988), 215-264.

Librescu, L., "On the theory of anisotropic elastic shells and plates”, International
Journal of Solids and Structures, (1967), 53-68.

Ren, J.G., "A new theory of laminated plate”, Composites Science and Technology,
(1986), 225-239.

Touratier, M., "A Refined Theory for Thick Composite Plates", Mech. Res.
Comm., (1988), 229-236.

Kant, T., "Numerical analysis of thick plates”, Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering,, (1982), 1-18.

Karama, M., Afaqg, K. et Mistou, S., "Mechanical behavior of laminated composite
beam by the new multi-layered laminated composite structures model with
transverse shear stress continuity”, International Journal of Solids and Structures,
(2003), 1525-1546.

Karama, M., Harb, B.A., Mistou, S. et Caperaa, S., "Bending, Buckling and Free
Vibration of Laminated Composite with a Transverse Shear Stress Continuity
Model", Composites, Part B, (1998), 29, 223-234.

Lo, K.H., Christensen, R.M. et Wu, E.M., "A high-order theory of plate
deformation. Part I: homogeneous plates”, ASME Journal of Applied Mechanics,
(1977), 663-668.

Lo, K.H., Christensen, R.M. et Wu, E.M., "A high-order theory of plate
deformation. Part 11: laminated plates”, ASME Journal of Applied Mechanics,
(1977), 669-676.



45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

Nelson, R. et Lorch, D., "A refined theory for laminated orthotropic plates”, ASME
Journal of Applied Mechanics, (1974), 177-183.

Pagano, N.J. et Soni, S.R., "Global—local laminate variational model”, International
Journal of Solids and Structures, (1983), 207-228.

Prokopov, V.K., "Application of the symbolic method to the derivation of the
equations of the theory of plates”, Journal of Applied Mathematics and Mechanics,
(1965), 1064-1183.

Sun, C.T. et Whitney, J.M., "Theories for dynamic response of laminated plates”,
AIAA Journal, (1973), 178-183.

Reddy, J.N., "Mechanics of Laminated Composite Plates and Shells - Theory and
Analysis, Second Edition", Florida: CRC Press, (2004).

Carrera, E. et Petrolo, M., "Guidelines and recommendations to construct theories
for metallic and composite plates”, (2010), 48(12).

D’Ottavio, M. et Carrera, E., "Variable-kinematics approach for linearized buckling
analysis of laminated plates and shells”, AIAA Journal, (2010), 48(9).

Aydogdu, M., "A new shear deformation theory for laminated composite plates”,
Composite Structures, (2009), 94-101.

El Meiche, N., Tounsi, A., Ziane, N., Mechab, I. et Adda Bedia, E.A., "A new
hyperbolic shear deformation theory for buckling and vibration of functionally
graded sandwich plate", International Journal of Mechanical Sciences, (2011), 237—
247.

Shimpi, R.P., "Refined plate theory and its variants”, AIAA Journal, (2002), 137—
146.

Shimpi, R.P. et Patel, H.G., "A two variable refined plate theory for orthotropic
plate analysis", International Journal of Solids and Structures, (2006), 6783—6799.

Shimpi, R.P. et Patel, H.G., "Free vibrations of plate using two variable refined
plate theory", Journal of Sound and Vibration, (2006), 979-999.

Kim, S.E., Thai, H.T. et Lee, J., "Buckling analysis of plates using the two variable
refined plate theory", (2009), 47(4), 455-462.

Atmane, H.A., Tounsi, A., Mechab, I. et Adda Bedia, A.A., "Free vibration analysis
of functionally graded plates resting on Winkler—Pasternak elastic foundations
using a new shear deformation theory”, International Journal of Mechanics and
Materials in Design, (2010), 113-121.



59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

Thai, H.-T. et Kim, S.-E., "Free vibration of laminated composite plates using two
variable refined plate theory"”, International Journal of Mechanical Sciences,
(2010), 626-633.

Thai, H.-T. et Kim, S.-E., "Levy-type solution for buckling analysis of orthotropic
plates based on two variable refined plate theory", Composite Structures, (2011),
1738-1746.

Hadji, L., Atmane, H.A., Tounsi, A., Mechab, I. et Adda Bedia, E.A., "Free
vibration of functionally graded sandwich plates using four-variable refined plate
theory", Applied Mathematics and Mechanics, (2011), 925-942.

Srinivas, S., Rao, A.K. et Rao, C.V.J., "Flexure of simply supported thick
homogeneous and laminated rectangular plates™, (1969), 49, 449-458.

Srinivas, S., Rao, C.V.J. et Rao, A.K., "An exact analysis for vibration of simply-
supported homogeneous and laminated thick rectangular plates”, Journal of Sound
and Vibration, (1970), 12, 187-199.

Wittrick, W.H., "Analytical three-dimensional elasticity solutions to some plate
problems, and some observations on Mindlin’s plate theory", (1987), 23, 441-464.

Vel, S.S. et Batra, R.C., "Three-dimensional exact solution for the vibration of
functionally graded rectangular plates™, Journal of Sound and Vibration, (2004),
703-730.

Cheung, Y.K. et Chakrabarti, S., "Free vibration of thick, layered rectangular plates
by a finite layer method", Journal of Sound and Vibration, (1972), 21, 277-284.

Liew, K.M., Hung, K.C. et Lim, M.K., "A continuum three-dimensional vibration
analysis of thick rectangular plates”, International Journal of Solids and Structures,
(1993), 30, 3357-3379.

Liew, K.M., Hung, K.C. et Lim, M.K., "Three-dimensional vibration analysis of
rectangular plates: variance of simple support conditions and in?uence of in-plane
inertia”, (1994), 31.

Liew, K.M., Hung, K.C. et Lim, M.K., "Free vibration studies on stress-free three-
dimensional elastic solid", Journal of Applied Mechanics, (1995), 62, 159-165.

Liew, K.M., Hung, K.C. et Lim, M.K., "Three-dimensional vibration of rectangular
plates: effects of thickness and edge constraints”, Journal of Sound and Vibration,
(1995), 182, 709-727.

Liew, K.M. et Yang, B., "Three-dimensional elasticity solutions for free vibrations
of circular plates - a polynomials Ritz analysis"”, Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, (1999), 189-201.



72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

Liew, K.M. et Teo, T.M., "Three-dimensional vibration analysis of rectangular
plates based on differential quadrature method", Journal of Sound and Vibration,
(1999), 577-599.

Liew, K.M., Teo, T.M. et Han, J.B., "Comparative accuracy of DQ and HDQ
methods for three-dimensional vibration analysis of rectangular plates”, (1999), 45,
1831-1848.

Cheung, Y.K. et Zhou, D., "The Free Vibrations of Tapered Rectangular Plates
Using a New Set of Beam Functions with the Rayleigh—Ritz Method", Journal of
Sound and Vibration, (1999), 703-722.

Zhou, D., Cheung, Y.K., Au, F.T.K. et Lo, S.H., "Three-dimentional vibration
analysis of thick rectangular plates using Chebyshev polynomial and Ritz method",
International Journal of Solids structures, (2002), 6339-6353.

Zhou, D., Cheung, Y.K,, Lo, S.H. et Au, F.T.K., "Three-dimensional vibration
analysis of rectangular thick plates on Pasternak foundation”, International Journal
for Numerical Methods in Engineering, (2004), 1313-1334.

Li, Q., lu, V.P. et Kou, K.P., "Three-dimensional vibration analysis of functionally
graded material sandwich plates”, Journal of Sound and Vibration, (2008), 498-
515.

Li, Q., lu, V.P. et Kou, K.P., "Three-dimensional vibration analysis of functionally
graded material plates in thermal environment™, Journal of Sound and Vibration,
(2009), 733-750.

Uymaz, B. et Aydogdu, M., "Three-dimensional vibration analysis of functionally
graded plates under various boundary conditions", Composites of Reinforced
Plastics and Composites, (2007), 26, 1847-1863.

Drake, J.T., Williamson, R.L. et Rabin, B.H., "Finite Element Analysis of Thermal
Residual Stresses at Graded Ceramic-Metal Interfaces, Part IlI: Interface
Optimization for Residual Stress Reduction”, Journal of Applied Physics, (1993),
74, 1321-1326.

Williamson, R.L., Rabin, B.H. et Drake, J.T., "Finite Element Analysis of Thermal
Residual Stresses at Graded Ceramic-Metal Interfaces, Part I: Model Description
and Geometrical Effects”, Journal of Applied Physics, (1993), 74, 1310-1320.

Giannakopoulos, A.E., Suresh, S., Finot, M. et Olsson., M., "Elastoplastic Analysis
of Thermal Cycling: Layered Materials with Comp ositional Gradients", Acta
Metal lurgica et Materialia, (1995), 43, 1335-1354.

Finot, M., Suresh, S., Bull, C. et Sampath, S., "Curvature Changes During Thermal
Cycling of a Compositionally Graded Ni-Al 2 O 3 Multi-Layered Material"”,
Materials Science and Engineering, (1996), 205, 59-71.



84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

Ravichandran, K.S., "Thermal Residual Stresses in a Functionally Graded Material
System", Materials Science and Engineering, (1995), A-201, 269-276.

Hill, R. et Lin, W., "Residual Stress Measurement in a Ceramic-Metallic Graded
Material™, Journal of Engineering Materials and Technology, (2002), 124, 185-191.

Praveen, G.N. et Reddy, J.N., "Nonlinear transient thermoelastic analysis of
functionally graded ceramic—metal plates”, International Journal of Solids and
Structures, (1998), 4457-4476.

Reddy, J.N., Wang, C.M. et Kitipornchai, S., "Axisymmetric Bending of
Functionally Graded Circular and Annular Plates”, European Journal of Mechanics
and Solids, (1999), 18, 185-199.

Reddy, J.N., "Analysis of functionally graded plates"”, International Journal for
Numerical Methods in Engineering, (2000), 47, 663—684.

Woo, J. et Meguid, S.A., "Nonlinear Analysis of Functionally Graded Plates and
Shallow Shells", International Journal of Solids and Structures, (2001), 38, 7409-
7421.

Vel, S.S. et Batra, R.C., "Exact Solution for Thermo elastic Deformations of
Functionally Graded Thick Rectangular Plates”, AIAA Journal, (2002), 40, 1421-
1433.

Abrate, S., "Functionally Graded Plates Behave Like Homogeneous Plates”,
Composites: Part B, (2008), 39, 151-158.

Shen, H.-S., "Postbuckling Analysis of Axially-Loaded Functionally Graded
Cylindrical Shells in Thermal Environments"”, Composite Science and Technology,
(2002), 62, 977-987.

Javaheri, R. et Eslami, M.R., "Thermal Buckling of Functionally Graded Plates",
AIAA Journal, (2002), 40, 162-169.

Na, K.S. et Kim, J.H., "Three-Dimensional Thermomechanical Buckling of
Functionally Graded Materials", AIAA Journal, (2005), 47, 1605-1612.

Wu, L., "Thermal buckling of a simply supported moderately thick rectangular
FGM plate”, Composite Structures, (2004), 64, 211-218.

Shen, H.-S., "Thermal postbuckling behavior of shear deformable FGM plates with
temperature-dependent properties”, International Journal of Mechanical Sciences,
(2007), 49, 466-478.

Bodaghi, M. et Saidi, A.R., "Levy-type solution for buckling analysis of thick
functionally graded rectangular plates based on the higher-order shear deformation
plate theory", Applied Mathematical Modelling, (2010), 3659-3673.



98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

Levy, M., "Mémoire sur la théorie des plaques élastiques planes”, Journal de
Mathématiques Pures et Appliquées, (1899), 3, 219-306.

Javaheri, R. et Eslami, M.R., "Buckling of Functionally Graded Plates Under In-
Plane Compressive Loading"”, ZAMM, (2002), 82, 277-283.

Javaheri, R. et Eslami, M.R., "Thermal Buckling of Functionally Graded Plates
Based on Higher Order Theory", Journal of Thermal Stresses, (2002), 25, 603-625.

Shariat, Samsam, B.A., Javaheri, R. et Eslami, M.R., "Buckling of Imperfect
Functionally Graded Plates Under In-Plane Compressive Loading"”, Thin-Walled
Structures, (2005), 43, 1020-1036.

Shariat, Samsam, B.A. et Eslami, M.R., "Thermal Buckling of Imperfect
Functionally Graded Plates”, International Journal of Solids and Structures, (2006),
43, 4082-4096.

Shariat, Samsam, B.A. et Eslami, M.R., "Buckling of Thick Functionally Graded
Plates Under Mechanical and Thermal Loads", Composite Structures, (2007), 78,
433-439.

Chakraborty, A., Gopalakrishnan, S. et Reddy, J.N., "A new beam finite element
for the analysis of functionally graded materials”, International Journal of
Mechanical Science, (2003), 45, 519-5309.

Aydogdu, M. et Taskin, V., "Free vibration analysis of functionally graded beams
with simply supported edges”, Materials and Design, (2007), 1651-1656.

Kapuria, S., Bhattacharyya, M. et Kumar, A.N., "Bending and free vibration
response of layered functionally graded beams: a theoretical model and its
experimental validation™, Composite Structures, (2007), 82, 390-402.

Ying, J., L0, C.F. et Chen, W.Q., "Two-dimensional elasticity solutions for
functionally graded beams resting on elastic foundations.”, Composite Structures,
(2008), 84, 209-219.

Xiang, H.J. et Yang, J., "Free and forced vibration of a laminated FGM
Timoshenko beam of variable thickness under heat conduction”, Composites: Part
B, (2007), 39, 292-303.

Li, X.-F., "A unified approach for analyzing static and dynamic behaviors of
functionally graded Timoshenko and Euler—Bernoulli beams.", Journal of Sound
and Vibration, (2008), 218, 1210-1229.

Sina, S.A., Navazi, H.M. et Haddadpour, H., "An analytical method for free
vibration analysis of functionally graded beams", Materials and Design, (2008), 30,
741-747.



111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

Pradhan, S.C. et Murmu, T., "Thermo-mechanical vibration of FGM sandwich
beam under variable elastic foundation using differential quadrature method",
Journal of Sound and Vibration, (2008), 321, 342-362.

Yang, J. et Shen, H.-S., "Dynamic response of initially stressed functionally
graded", Composite Structures, (2001), 497-508.

He, X.Q., Ng, T.Y., Sivashanker, S. et Liew, K.M., "Active control of FGM plates
with integrated piezoelectric sensors and actuators”, International Journal of Solids
and Structures, (2001), 38, 1641-1655.

Liew, K.M., He, X.Q., Ng, T.Y. et Sivashanker, S., "Active control of FGM plates
subjected to a temperature gradient: modelling via finite element method based on
FSDT", International Journal for Numerical Methods in Engineering, (2001), 52,
1253-1271.

Yang, J. et Shen, H.-S., "Vibration characteristics and transient response of shear-
deformable functionally graded plates in thermal environments”, Journal of Sound
and Vibration, (2002), 255:579-602.

Reddy, J.N. et Chen, Z.Q., "Frequency of functionally graded plates with three-
dimensional asymptotic approach”, Journal of Engineering Mechanics, (2003), 129,
896-900.

Huang, X.-L. et Shen, H.-S., "Nonlinear vibration and dynamic response of
functionally graded plates in thermal environments”, International Journal of Solids
and Structures, (2004), 41, 2403-2427.

Qian, L.F., Batra, R.C. et Chen, L.M., "Static and dynamic deformations of thick
functionally graded elastic plates by using higher-order shear and normal
deformable plate theory and meshless local Petrov—Galerkin method"”, Composite:
Part B, (2004), 685-697.

Qian, L.F., Batra, R.C. et Chen, L.M., "Free and Forced Vibrations of Thick
Rectangular Plates using Higher-Order Shear and Normal Deformable Plate Theory
and Meshless Petrov-Galerkin (MLPG) Method", Tech Science Pres, CMES,
(2003), 4, 519-534.

Liew, K.M., Zhao, X. et Ferreira, A., "A review of meshless methods for laminated
and functionally graded plates and shells”, Composite Structures, (2011), 93, 2031-
2041.

Ritz, V.H.W., "Uber eine neue Methode zur Losung gewisser Variationsprobleme
der mathematischen Physik", Journal fiir Reine und Angewandte Mathematik,
(1908), 135, 1-61.

Kim, Y.-W., "Temperature dependent vibration analysis of functionally graded
rectangular plates”, Journal of Sound and Vibration, (2005), 284:531-549.



123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

133.

134.

135.

136.

Ferreira, A., Batra, R., Roque, C., Qian, L. et Jorge , R., "Natural frequencies of
functionally graded plates by a meshless method", Composite Structures, (2006),
75, 593-600.

Reddy, J.N., "A Review of Refined Theories of Laminated Composite Plates”, The
Shock and vibration digest, (1990), 22, 3-17.

Benveniste, Y., "A new approach to the application of Mori-Tanaka’s theory of
composite materials”, Mech Mater, (1987), 147-157.

Mori, T. et Tanaka, K., "Average stress in matrix and average elastic energy of
material with misfitting inclusions”, Acta Metall, (1973), 571-574.

Liu, G.R., "Mesh free methods : moving beyond the finite element method": CRC
Press LLC, (2003).

Zenkour, A.M., "A Comprehensive Analysis of Functionally Graded Sandwich
Plates: Part 2 -Buckling and Free Vibration", International Journal of Solids and
Structures, (2005), 42, 5243-5258.

Matsunaga, H., "Free vibration and stability of functionally graded plates according
to a 2D higher-order deformation theory", Composite Structures, (2008), 499-512.

Zhao, X., Lee, Y.Y. et Liew, K.M., "Free vibration analysis of functionally graded
plates using the element-free kp-Ritz method", Journal of Sound and Vibration,
(2009), 918- 939.

Amini, M.H., Soleimani, M. et Rastgoo, A., "Three-dimensional free vibration
analysis of functionally graded material plates resting on an elastic foundation”,
Smart Mater Struct, (2009), 18, 1-9.

Malekzadeh, P., "Three-dimensional free vibration analysis of thick functionally
graded plates on elastic foundations", Composite Structures, (2009), 367-373.

Ld, C.F., Lim, C.W. et Chen, W.Q., "Exact solutions for free vibrations of
functionally graded thick plates on elastic foundations”, Mechanics of Advanced
Materials and Structures, (2009), 16, 576-584.

Huang, C.S., McGee IlI, O.G. et Chang, M.J., "Vibrations of cracked rectangular
FGM thick plates”, Composite Structures, (2011), 1747-1764.

Hasani Baferani, A., Saidi, A.R. et Ehteshami, H., "Accurate solution for free
vibration analysis of functionally graded thick rectangular plates resting on elastic
foundation™, Composite Structures, (2011), 1842-1853.

Hirai, T., "Functional gradient materials”, Processing of ceramics—Part 2,
Weinheim, Germany: VCH Verlagsgesellschaft mbH Publishers; (1996), p. 293—
341.



137.

138.

139.

140.

141.

142.

143.

144,

145.

146.

147.

148.

149.

150.

151.

Jian, C.Y., Hashida, T., Takahashi, H. et Saito, M., "Thermal shock and fatigue
resistance evaluation of functionally graded coatings for gas turbine blades by laser
heating method", Composites Engineering, (1995), 879-889.

Kawasaki, A. et Watanabe, R., "Evaluation of thermomechanical performance for
thermal barrier type of sintered functionally graded materials", Composites Part B,
Engineering, (1997), 29-35.

Williamson, R.L., Rabin, B.H. et Byerly, G.E., "FEM study of the effects of
interlayers and creep in reducing residual stresses and strains in ceramic—metal
joints", Composites Engineering, (1995), 851-863.

Erdogan, F., "Fracture mechanics of functionally graded materials”, Composites
Engineering, (1995), 753-770.

Koizumi, M., "FGM activities in Japan", Composites Part B, (1997), 1-4.

Watari, F., Yokoyama, A., Saso, F., Uo, M. et Kawasaki, T., "Fabrication and
properties of functionally graded dental implant”, Composites Part B,Engineering,
(1997), 5-11.

Nogata, F. et Takahashi, H., "Intelligent functionally graded material: bamboo",
Composites Engineering, (1995), 743-751.

Amada, S., Ichikawa, Y., Munekata, T., Nagase, Y. et Shimizu, H., "Fiber texture
and mechanical graded structure of bamboo", Composites Part B, Engineering,
(1997), 13-20.

Shen, H.-S., "Functionally Graded Materials - Nonlinear Analysis of Plates and
Shells", New York: CRC Press, Taylor & Francis Group, (2009).

Touloukian, Y.S., "Thermophysical Properties of High Temperature Solid
Materials", New York: McMillan, (1967).

Reddy, J.N. et Chin, C.D., "Thermoelastical Analysis of Functionally Graded
Cylinders and Plates™, Journal of Thermal Stresses, (1998), 21, 593-626.

Chi, S.-H. et Chung, Y.-L., "Mechanical behavior of functionally graded material
plates under transverse load—~Part I: Analysis", International Journal of Solids and
Structures, (2006), 43: 3657-3674.

Mahi, A., Adda Bedia, E.A., Tounsi, A. et Mechab, I., "An analytical method for
temperature-dependent free vibration analysis of functionally graded beams with
general boundary conditions”, Composite Structures, (2010), 92, 1877-1887.

Hill, R., "A self-constistant mechanics of composite materials”, Journal of the
Mechanics and Physics of Solids, (1995), 213-222.

Kirchhoff, G.R., "Uber das Gleichgewicht und die Bewegung einer Elastischen
Scheibe™, J. Reine Angew. Math. (Crelle), (1850), 40, 51-88.



152.

153.

154.

155.

156.

157.

158.

159.

160.

161.

162.

163.

164.

165.

166.

Kirchhoff, G.R., "Uber die Schwingungen Einer Kriesformigen Elastischen
Scheibe™, Poggendorffs Annalen, (1850), 81, 258-264.

Ashton, J.E. et Whitney, J.M., "Theory of Laminated Plates": Technomic Pub. Co.,
(1970).

Timoshenko, S.P. et Woinowsky-Krieger, S., "Theory of Plates and Shells", New
York: McGraw-Hill, (1959).

Reddy, J.N., "Energy principles and variational methods in applied mechanics.":
John Wiley & Sons. Inc., (2002).

Ambartsumian, S.A., "On theory of bending plates", 1zv Otd Tech Nauk AN SSSR,
(1958), 5, 69-77.

Reissner, E., "On transverse bending of plates including the effects of transverse
shear deformation”, Int J Solids Struct, (1975), 25, 495-502.

Touratier, M., "An Efficient Standard PlateTheory", International journal of
engineering science, (1991), 901-916.

Murthy, M.V.V., "An improved transverse shear deformation theory for laminated
anisotropic plates™: NASA Technical Paper; (1981).

Efraim, E. et Eisenberger, M., "Exact vibration analysis of variable thickness thick
annular isotropic and FGM plates", Journal of Sound and Vibration, (2009), 299,
720-738.

Bellman, R.E. et Casti, J., "Differential quadrature and long term integration™, J .
Math. Anal. Appl, (1971), 34, 235-238.

Bert, C.W., Jang, S.K. et Striz, A.G., "Two new approximate methods for analyzing
free vibration of structural components”, AIAA Journal, (1988), 26, 612-618.

Wang, X. et Bert, C.W., "A new approach in applying differential quadrature to
static and free vibration analysis of beams and plates”, Journal of Sound and
Vibration, (1993), 162, 566-572.

Bert, C.W. et Malik, M., "Differential quadrature method in computational
mechanics: A review", Applied Mechanics Reviews, (1996), 49, 1-28.

Chen, W.L., Striz, A.G. et Bert, C.W, "A new approach to the differential
quadrature method for fourth-order equations”, International Journal for Numerical
Methods in Engineering, (1997), 40, 1941-1956.

Shu, C. et Du, H., "Implementation of clamped and simply supported boundary
conditions in the GDQ free vibration analysis of beams and plates”, International
Journal of Solids and Structures, (1997a), 34, 819- 835.



167.

168.

169.

170.

171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

Shu, C. et Du, H., "Generalized approach for implementing general boundary
conditions in the GDQ free vibration analysis of plates”, International Journal of
Solids and Structures, (1997b), 34, 837-846.

Shu, C. et Chen, W., "On optimal selection of interior points for applying
discretized boundary conditions in DQ vibration analysis of beam and plates",
Journal of Sound and Vibration, (1999), 222, 239-257.

Shu, C. et Wang, C.M., "Treatment of mixed and non-uniform boundary conditions
in GDQ vibration analysis of rectangular plates”, Engineering Structures, (1999),
21,125 -134.

Fung, T.C., "Imposition of boundary conditions by modifying the weighting
coefficient matrices in the differential quadrature method", International Journal for
Numerical Methods in Engineering, (2003), 56, 405-432.

Shu, C., "Differential quadrature and its application in engineering", London,
Berlin, Heidelberg: Springer-Verlag, (2000).

Zong, Z. et Zhang, Y., "Advanced Differential Quadrature Methods, " Chapman &
Hall/CRC Applied Mathematics & Nonlinear Science, CRC Press, (2009).

Leissa, A.W., "The historical bases of the Rayleigh and Ritz methods", Journal of
Sound and Vibration, (2005), 961-978.

Chakraverty, S., "Vibration of Plates”, New York: CRC Press, Taylor & Francis
Group, (2009).

Bhat, R.B., "Natural frequencies of rectangular plates using characteristic
orthogonal polynomials in Rayleigh—Ritz method", Journal of Sound and Vibration,
(1985), 493-499.

Qatu, M.S., "Vibration of Laminated Shells and Plates": Elsevier, (2004).

Beslin, O. et Nicolas, J., "A hierarchical functions set for predicting very high order
plate bending modes with any boundary conditions”, Journal of Sound and
Vibration, (1997), 633-655.

Barrette, M., Alain, B. et Beslin, O., "Vibration of stiffened plates using
hierarchical trigonometric functions™, Journal of Sound and Vibration, (2000), 727-
747.

Satish Kumar, Y.V. et Kee Paik, J., "Buckling analysis of cracked plates using
hierarchical trigonometric functions™, Thin-Walled Structures, (2004), 687-700.

Wei, G.W., Zhao, Y.B. et Xiang, Y., "A novel approach for the analysis of high-
frequency vibrations"”, Journal of Sound and Vibration, (2002), 207-246.



181.

182.

183.

184.

185.

186.

187.

188.

189.

190.

191.

192.

193.

194.

Jaouen, L., Brouard, B., Atalla, N. et Langlois, C., "A simplified numerical model
for a plate backed by a thin foam layer in the low frequency range"”, Journal of
Sound and Vibration, (2005), 681-698.

Dozio, L., "Free in-plane vibration analysis of rectangular plates with arbitrary
elastic boundaries", Mechanics Research Communications, (2010), 627-635.

Dozio, L., "On the use of the Trigonometric Ritz method for general vibration
analysis of rectangular Kirchhoff plates”, Thin-Walled Structures, (2010), 49, 129-
144,

Dozio, L., "In-plane free vibrations of single-layer and symmetrically laminated
rectangular composite plates™, Composite Structures, (2011), 1787-1800.

Leissa, A.W., "The vibration of rectangular plates”, Journal of Sound and
Vibration, (1973), 31, 257-293.

Lim, C.W., Liew, K.M. et Kitipornchai, S., "Numerical aspects for free vibration of
thick plates. Part I: Formulation and verification”, Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, (1998b), 156, 15-29.

Mindlin, R.D., Schacknow, A. et Deresiewicz, H., "Flexural vibrations of
rectangular plates.”, ASME Journal of Applied Mechanics, (1956), 23, 430-436.

Leissa, A.W. et Zhang, Z.D., "On the three-dimensional vibrations of the
cantilevered rectangular parallelepiped”, Journal of Acoustical Society of America,
(1983), 73, 2013-2021.

Malik, M. et Bert, C.W., "Three-dimensional elasticity solutions for free vibrations
of rectangular plates by the differential quadrature method", International Journal
of Solids and Structures, (1998), 35, 299-319.

Roufael, O.L. et Dawe, D.J., "Vibration analysis of rectangular mindlin plates by
the finite strip method", Computer & Structures, (1980), 12, 833-842.

Gorman, D.J., "Accurate free vibration analysis of clamped Mindlin plates using
the method of superposition™, Journal of Sound and Vibration, (1996), 98, 341
353.

Hung, K.C., "A treatise on three dimensional vibration of a class of elastic solids.",
Singapore, China: Nanyang Technological University; (1996).

Nagino, H., Mikami, T. et Mizusawa, T., "Three-dimensional free vibration
analysis of isotropic rectangular plates using the B-spline Ritz method", Journal of
Sound and Vibration, (2008), 317, 329-353.

Sundararajan, N., Prakash, T. et Ganapathi, M., "Nonlinear free flexural vibrations
of functionally graded rectangular and skew plates under thermal environments”,
Finite Elements in Analysis and Design, (2005), 42, 152—168.



Table des matiéres

RESUME ...ttt ettt b e s bt e s bttt bt e sb e e st e e sbeesbbeebbeenbeenbeen 1
SOOI 2
SUMMARY ettt b et b bt e bt ekt b sh e b e e bt bt e Rt e e bt R e e bkt e b nbeere b 3
TABLE DES MATIERES ...ttt bbbttt sb e bbb 4
REMERCIEMENTS ...ttt ettt bt bttt et b e et e sbe e sbb e s bbeenbeenbeen 6
LISTE DES ILLUSTRATIONS, GRAPHIQUES ET TABLEAUX.......ccco it 7
INTRODUGCTION ..ttt ettt sttt ettt sb e bt e s he e s st e et e e be e sbe e st e e sbbeebbeenbeebeens 23
1. HISTORIQUE ET RECHERCHE BIBLIOGRAPHIQUE..........cccccoiiiiiiiii e 27
1.1. Théories de déformations des PlAQUES : ..........cerirerirernirinire e 30
1.1.2. Théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDPT) @...ccoevvevieieinennene, 31
1.1.3. Théories de déformation en cisaillement d’ordre supérieur (HSDPT) :.......cccoovvviennne 32
1.1.4. Théories basées sur I’élasticité tridimensionnelle (3-D) i ... 34

1.2. Etude des contraintes réSIdUETIES : ..........ccvoviiiiiiiiiiiiee e 34
1.3. Analyse thermoelastique StALIGUE :.........ccoviueiieririisereie e 35
1.4. Analyse thermomécanique du flambage ... 36
1.5. Etude des vibrations des pOULreS FGIM : ........coiiiiiiiiiiiiceeiee e 38
1.6. Etude des vibrations des plagues FGM: ...t 39
1.7. Synthése de la recherche bibliographique :...........cooiriiiiiiiic 44
1.8. Précision sur e SUJEL A8 ThBSE & ..cviii ettt 46

. LES MATERIAUX A GRADIENT FONCTIONNEL ET LEUR MODELISATION............... 47
2.0 INEPOTUCTION: ...t bbb bbbttt 47
2.2. Lois de distribution des Propri€tes @ ......cooiciiiiiiieiice et 51
2.2.1. Loi de mélange en puissance (P—FGM) ...t 54
2.2.2. Loi de mélange exponentielle (E—FGM) :......ccooiiiiiiiiicicceee e 54
2.2.3. Loi de mélange sinusoidale (S—FGM) : ..o 54
2.2.4. Loi de mélange en puissance (P—FGIM) SYMELIIQUE: ........cccoveveieeiieie e 56
2.2.5. Loi de mélange exponentielle (E-FGM) SYMELriquUe :.......ccccervrervrerinerinenineriseseieeas 56
2.2.6. Loi de mélange sinusoidale (S—FGM) SYMELHIQUE ©......ocereerieieieineee e 56
2.2.7. SCh&ma de MOKI-TANAKA : ......evvieeirieieieise et 59
2.2.8. Schéma auto-cohérent de Hill @ ...........ccoviiiiiiiee e 60

2.3. Gradient de température dans 1’épaisseur du FGM ........ccccoiiiinininicinceee e 62
2.4. Influence de la température sur les propriétés thermomeécaniques : .........ccoceovrviererererennene 65

2.5. Les théories de déformation des PlAagUES: ........c.ooveeeieieiieee e 67



2.5.1. Théorie classique des PlagqueS (CPT): ..o 68

2.5.2. Théorie des plaques du premier ordre (FSDPT) @ ...coooiiiiiiiiiiiseseese e 69
2.5.3. Théories des plaques d’ordre supérieur (HSDPT) & ....cocvciiiiiiiiiiiiiiiiee e siee s 70
2.8, CONCIUSION .ot b ettt bbb n e 77
. ETUDE DES VIBRATIONS LIBRES DES POUTRES FGM PLACEES DANS UN
ENVIRONNEMENT THERMIQUE ..ot 78
3.1 INEFOTUCTION ..ottt bbb 78
3.2. La poutre FGIM SYMELIIGUE ©.....cuvvieiieiieieirieesie ettt 78
3.2.1. Formulation unifiée pour une poutre FGM SYMELHQUE .......c.ccvvvevieieiieie e se e 79
3.2.2. Les équations du mouvement de la poutre FGM SymEtrique :.........cccoceevvernenncrnnnns 82
3.2.3. Solutions analytiques des équations de MOUVEMENT & .........cccccevieeveieiiecie e 86
3.3. La poutre FGIM NON SYMEBTIIQUE :....ooviiieiie ettt sttt sreena e resne e 94
3.3.1. Formulation unifiée pour une poutre FGM Non SYMEtriqUEe: ..........ccovrvervrierirenenerniennns 94
3.3.2. Résolution des équations de la poutre non symétrique par 1a DQM :.......cc.ccccoevvevenene 99
3L, CONCIUSION .ttt e et b bbbt e 108
. ETUDE DES VIBRATIONS LIBRES DES PLAQUES FGM PLACEES DANS UN

ENVIRONNEMENT THERMIQUE .......ooiiii e 109
AL INEFOTUCTION ...ttt bbb 109
4.2. Formulation unifiée pour la plague FGM & ......ccooooiiiiiiie s 110
4.3. Champ des déformations en formulation d’ordre SUPETICUL:.........ccvvvveririeneieeene e 110
4.4. Champ des contraintes thermiques iNItIales :...........coviiiiiiiiiee e 112
4.5. Energie de déformation MECANIGUE :........ccveiiiiicie it e s 112
4.6. Energie due aux contraintes thermiques INitiales ©..........c.cooeiiriiiiniinceee 117
4.7, ENEIGIe CINBLIUE : .oviietiieiieiecstee et ettt bbbt s 121
4.8. Application du principe de Hamilton ..o e 122
4.8.1. Variation de ’€nergie CINEtIQUE & ......c.cvreeierieiiiienieesesee st 123
4.8.2. Variation de I’énergie de deformation : ...........ccoceviiiiiiiiinie i 124
4.8.3. Variation de 1’énergie due aux contraintes thermiques initiales: ...........c.cocererrerinnnn. 126
4.9. Méthode variationnelle de RITZ :..........cooiiiiiiiiii s 131
4.9.1. Fonctions trigonomMELriques de RItZ: .......ccoeiiiiieieneeee e 136
4.9.2. Fonctions trigonometriques hiérarchiques de RitZ:..........cccoceeieieiivnivenceneseeeeene 136
4.9.3. Fonctions polyndmiales de RITZ & .......cccooeiiiiiinii s 138
4.9.4. Polyndmes orthogonaux de RITZ @ ........cccceieiiiiiiinienesesesee s 139
4.10. CONCIUSION = ottt r e sr e ene s 144
RESULTATS, VALIDATION ET INTERPRETATIONS ..ottt 145



5.2.1. Validation du code de calcul élaboré pour le cas de poutres FGM symeétriques.......... 148

5.2.2. Résultats de I’analyse de la poutre FGM symétrique soumise a des contraintes

thermMIQUES INTTIAIES ....ovieecece s 149
5.3. Poutre FGM NON SYMELIIQUE......ueiveiieiieciesieeeeie sttt see e sre st sae e ste e e saesreenneseas 167

5.3.1. Validation du code de calcul élaboré pour le cas de poutres FGM non symétriques :. 169

5.3.2. Résultats de 1’analyse de la poutre FGM non symétrique soumise a des contraintes

thermMIQUES INTTIAIES ..o 172

R - To 11130 1Y PSPPSR 186
5.4.1. Validation du code de calcul élaboré pour le cas des plaques iSOtropes : ..........c.c....... 188
5.4.2. Validation du code de calcul élaboré pour le cas des plagues FGM :.........ccccccevvenene. 193
5.4.3. Résultats de I’analyse de la plaque FGM soumise a des contraintes thermiques initiales :
................................................................................................................................................ 196

5.5, CONCIUSION ...ttt b bbbt e 225
CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES.......cocoooiiiiieireieesieee e 228
A. LISTE DES SYMBOLES ET DES ABREVIATIONS .......cooiiiiiiiiiee e 231
B. TABLEAUX DES RESULTATS DE LA PLAQUE FGM ......coooiiiiiiiinieinseeeeeeeeens 235
BIBLIOGRAPHIE ...ttt 255

Table des Matieres AULOMALIGUE .........ccveiiiirieiieieie e 269



	RESUME
	ملخص
	SUMMARY
	TABLE DES MATIERES
	REMERCIEMENTS
	LISTE DES ILLUSTRATIONS, GRAPHIQUES ET TABLEAUX
	INTRODUCTION
	1. HISTORIQUE ET RECHERCHE BIBLIOGRAPHIQUE
	1.1.  Théories de déformations des plaques :
	1.1.2.  Théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDPT) :
	1.1.3.  Théories de déformation en cisaillement d’ordre supérieur (HSDPT) :
	1.1.4.  Théories basées sur l’élasticité tridimensionnelle (3-D) :

	1.2.  Etude des contraintes résiduelles :
	1.3.  Analyse thermoélastique statique :
	1.4.  Analyse thermomécanique du flambage :
	1.5.  Etude des vibrations des poutres FGM :
	1.6.  Etude des vibrations des plaques FGM:
	1.7.  Synthèse de la recherche bibliographique :
	1.8.  Précision sur le sujet de thèse :

	2. LES MATERIAUX A GRADIENT FONCTIONNEL ET LEUR MODELISATION
	2.1.  Introduction:
	2.2.  Lois de distribution des propriétés :
	2.2.1.  Loi de mélange en puissance (P–FGM) :
	2.2.2.  Loi de mélange exponentielle (E–FGM) :
	2.2.3.  Loi de mélange sinusoïdale (S–FGM) :
	2.2.4.  Loi de mélange en puissance (P–FGM) symétrique:
	2.2.5.  Loi de mélange exponentielle (E–FGM) symétrique :
	2.2.6.  Loi de mélange sinusoïdale (S–FGM) symétrique :
	2.2.7.  Schéma de Mori-Tanaka :
	2.2.8.  Schéma auto-cohérent de Hill :

	2.3.  Gradient de température dans l’épaisseur du FGM :
	2.4. Influence de la température sur les propriétés thermomécaniques :
	2.5.  Les théories de déformation des plaques:
	2.5.1. Théorie classique des plaques (CPT):
	2.5.2. Théorie des plaques du premier ordre (FSDPT) :
	2.5.3. Théories des plaques d’ordre supérieur (HSDPT) :

	2.6.  Conclusion :

	3. ETUDE DES VIBRATIONS LIBRES DES POUTRES FGM PLACEES DANS UN ENVIRONNEMENT THERMIQUE
	3.1.  Introduction :
	3.2.  La poutre FGM symétrique :
	3.2.1.  Formulation unifiée pour une poutre FGM symétrique
	3.2.2.  Les équations du mouvement de la poutre FGM symétrique :
	3.2.3.  Solutions analytiques des équations de mouvement :

	3.3.  La poutre FGM non symétrique :
	3.3.1.  Formulation unifiée pour une poutre FGM non symétrique:
	3.3.2. Résolution des équations de la poutre non symétrique par la DQM :

	3.4.  Conclusion :

	4. ETUDE DES VIBRATIONS LIBRES DES PLAQUES FGM PLACEES DANS UN ENVIRONNEMENT THERMIQUE
	4.1.  Introduction
	4.2.  Formulation unifiée pour la plaque FGM :
	4.3.  Champ des déformations en formulation d’ordre supérieur:
	4.4.  Champ des contraintes thermiques initiales :
	4.5.  Energie de déformation mécanique :
	4.6.  Energie due aux contraintes thermiques initiales :
	4.7. Energie cinétique :
	4.8.  Application du principe de Hamilton :
	4.8.1.  Variation de l’énergie cinétique :
	4.8.2. Variation de l’énergie de déformation :
	4.8.3. Variation de l’énergie due aux contraintes thermiques initiales:

	4.9.  Méthode variationnelle de Ritz :
	4.9.1. Fonctions trigonométriques de Ritz:
	4.9.2.  Fonctions trigonométriques hiérarchiques de Ritz:
	4.9.3.  Fonctions polynômiales de Ritz :
	4.9.4.  Polynômes orthogonaux de Ritz :

	4.10.  Conclusion :

	5. RESULTATS, VALIDATION ET INTERPRETATIONS
	5.1.  Introduction :
	5.2. Poutre FGM symétrique :
	5.2.1. Validation du code de calcul élaboré pour le cas de poutres FGM symétriques:
	5.2.2. Résultats de l’analyse de la poutre FGM symétrique soumise à des contraintes thermiques initiales :

	5.3.  Poutre FGM non symétrique
	5.3.1. Validation du code de calcul élaboré pour le cas de poutres FGM non symétriques :
	5.3.2. Résultats de l’analyse de la poutre FGM non symétrique soumise à des contraintes thermiques initiales :

	5.4.  Plaque FGM
	5.4.1.  Validation du code de calcul élaboré pour le cas des plaques isotropes :
	5.4.2.  Validation du code de calcul élaboré pour le cas des plaques FGM :
	5.4.3.  Résultats de l’analyse de la plaque FGM soumise à des contraintes thermiques initiales :

	5.5.  Conclusion

	CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES
	A. LISTE DES SYMBOLES ET DES ABREVIATIONS
	B. TABLEAUX DES RESULTATS DE LA PLAQUE FGM
	BIBLIOGRAPHIE
	Table des matières automatique



