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RESUME

Soit un graphe simple G = (V, E'). Un sous ensemble S de V' est dit dominant de G si tout
sommet de V' — S posséde au moins un voisin dans .S. Le cardinal minimum d’un ensemble
dominant de G, appelé nombre de domination de G, est noté () et tout ensemble dominant
de cardinal v(G) est appelé (G)-ensemble. D’autres types de domination sont définis en
imposant une condition supplémentaire sur I’ensemble dominant. Par exemple, si on impose
que tout sommet de G' posséde au moins deux voisins dans S, on aura la domination double
et si on impose que les sommets du sous graphe induit par S sont couplés deux a deux,
nous aurons la domination couplée. Pour tout paramétre (), un ensemble dominant .S de
cardinal u(G) vérifiant la propriété désirée est appelé 1(G)-ensemble. On dit que G est un

graphe p-excellent si tout sommet de GG est contenu dans au moins un x(G)-ensemble.

Dans mémoire, on s’intéresse a 1’étude de I’excellence des graphes par rapport a cer-
tains paramétres de domination a 1’aide de deux approches, la premiére est constructive,
par contre la deuxiéme est basée sur la caractérisation des sommets qui ne sont dans aucun
u(G)-ensemble. Notre contribution dans ce domaine réside dans 1’étude, par la deuxiéme
approche, des arbres excellents par rapport a la domination double et la domination couplée.
Ainsi, nous donnons une caractérisation des arbres excellents par rapport a ces deux types

de domination.
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ABSTRACT

Let G = (V, E) be un simple graph. A subset S of V' is a dominating of G if every vertex
of V' — S has at least a neighbour in S. The minimum cardinality of a dominating set of
G, called domination number of G, is denoted (G) and every dominating set of cardinality
v(G) is called v(G)-set. Other types of domination are defined by imposing an additional
condition on the dominating set. For example, if we impose that every vertex of GG has at least
two neighbours in S, we have the double domination and if we impose that the vertices of
the subgraph induced by S are paired, we have the paired domination. For any parameter of
domination p(G), a dominating set S of cardinality ;(G) which verify the desired property
is called ;(G)-set or simply. We say that G is a p-excellent graph if every vertex of G is in
a u(G)-set.

In this thesis, we are interested to excellent graphs with respect to certain types of dom-
ination by two approaches; the first is a constructive one and the second is based on the
characterization of the vertices which are in no u(G)-set. Our contribution in this area is
the study, by the second approach, of the families of excellent trees with respect to double
domination and paired domination. Thus, we give a characterization of excellent trees with

respect to those types of domination.
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INTRODUCTION

Chacun de nous a vu une fois au moins un plan de métro, une carte de lignes ferroviaires
ou aériennes ou un plan électrique; ainsi, tout le monde sait plus ou moins intuitivement
ce qu’est un graphe. Toutefois, entre la vague notion d’un schéma formé de "points" et
de "trajets" reliant ces points et la théorie mathématique des graphes, il y a une longue

¢laboration de concepts.

La théorie des graphes est aujourd’hui un domaine trés important faisant le lien entre les
mathématiques discretes et I’informatique. Une question provenant de la modélisation de
problemes concrets (réseaux de transport, de téléphone, de microprocesseurs etc.) peut étre
étudiée par des méthodes purement abstraites et étre appliquée en retour par des utilisateurs

potentiels dans le domaine qui lui a donné naissance ou dans n’importe quel autre domaine.

Parmi les branches les plus étudiées de la théorie des graphes figure la domination dans
les graphes. En effet, avec plus de 120 types de domination et plus de 1200 références, la
domination constitue un domaine florissant de recherche comportant un nombre énorme de

problémes qui sont jusqu’a présent ouverts ou qui n’ont méme pas été étudiés.

Dans ce mémoire, nous nous proposons d’étudier les graphes excellents par rapport aux
différents types de domination. La notion d’excellence dans les graphes a été introduite
récemment par FRICKE et al. [1] et a fait "objet de plusieurs articles comme celui de
HAYNES et al. [2] ou celui de HENNING [3] dans lesquels les auteurs ont obtenu des
résultats importants dans un domaine qui s’avere intéressant du point de vue théorique et

méme pratique.

Le chapitrel est divisé en trois sections. Dans la premicre, nous faisons une introduction
a la théorie des graphes et définissons la plus grande partie des notions utilisées tout au long
de ce mémoire. La deuxiéme est consacrée a une présentation générale de la domination
dans les graphes. Nous commengons par 1’histoire de 1’étude des ensembles dominants, nous

illustrerons ensuite 1’intérét que présente I’étude de la domination aussi bien dans la pratique



que dans le domaine théorique. En dernier, nous présentons les problémes les plus étudiés en
domination dont le probleme de 1’excellence dans les graphes qui est I’objet de cette étude.
Dans la troisiéme section, nous parlons brievement de I’efficacité des algorithmes et de la

difficulté des problémes.

Le deuxieme chapitre est consacré a I’état de 1’art dans la famille des graphes excellents.
Nous y présentons les différents résultats obtenus jusqu’a présent dans les classes de graphes

excellents par rapport a quelques parametres de domination.

Dans le troisiéme et quatriéme chapitre, différents résultants obtenus en collaboration

avec M. Blidia et M. Chellali sont présentés.

Le troisieme chapitre est consacré a 1’excellence par rapport a la domination double.
Apres un bref apergu sur la domination double dans les graphes, nous donnons quelques ré-
sultats et caractérisations relatifs aux chaines et aux chenilles excellentes. Nous caractérisons
ensuite les sommets contenus dans tout ou dans aucun ensemble dominant double minimum
d’un arbre et déduirons une caractérisation des arbres excellents par rapport a la domination
double avant de présenter un algorithme de reconnaissance de ces arbres opérant en un temps

polynomial.

Nous nous intéressons dans le quatrieme chapitre aux graphes excellents par rapport a
un autre type de domination appelé la domination couplée, nous commengons d’abord par
illustrer ce type de domination. Ensuite, apres la présentation de quelques résultats concer-
nant la famille des graphes excellents par rapport a la domination couplée, nous abordons la
caractérisation des arbres excellents basée sur celle de ’ensemble des sommets qui ne sont
contenus dans aucun ensemble dominant couplé minimum d’un arbre, puis a un algorithme
efficace de reconnaissance des arbres excellents par rapport au méme type de domination.
Dans les deux dernieres parties de ce chapitre, nous montrons qu’un arbre ayant son nom-
bre de domination couplé égal a deux fois son nombre de domination est excellent et que
tout arbre excellent par rapport a la domination totale I’est aussi par rapport a la domination

couplée.
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CHAPITRE 1

PRESENTATION GENERALE

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous définissons les notions utilisées tout au long
de ce mémoire. Les notions propres a un chapitre donné seront définies dans le chapitre lui
méme. Dans la seconde partie, nous faisons une bréve présentation de la domination dans
les graphes. Dans la derniére, nous donnons un apergu sur 1’efficacité des algorithmes et de

la complexité des problemes.

Nous invitons le lecteur a se référer aux ouvrages de BERGE [4] et de CHARTRAND et
LESNIAK [5] pour avoir plus de détails concernant les notions de théorie des graphes et aux

ouvrages [6] et [7] de HAYNES et al. pour ceux concernant les notions liées a la domination.

1.1 Définitions et notations

1.1.1 Graphe et sous-graphe

Un graphe est un couple G = (V, E), ou V est un ensemble fini d’éléments appelés sommets
et & un ensemble d’¢éléments appelés arétes. Une aréte est une paire de sommets de V. Le
cardinal de V, appel¢ ordre de GG, est noté n. Le cardinal de E est noté¢ m. Les sommets sont
notés de maniere usuelle par des lettres minuscules: v, u, z, a, a1, y, etc. Les arétes sont
notées vu, xy, ab etc. Si e[= vu ou e[= uwv est une aréte du graphe, on dit que u et v sont les
extrémités de e, que u et v sont adjacents et que e est incidente a u et v. Les sommets d’un
graphe sont représentés d’habitude par des points et ses arétes par des segments reliant deux

points.

Un graphe est dit simple si deux sommets quelconques de GG sont reliés par au plus une
aréte et que toute aréte de GG a ses extrémités distinctes. Un graphe frivial est un graphe
d’ordre n = 1, et donc, m = 0. Dans tout ce qui suit, les graphes considérés sont simples et

finis.

Par exemple, la figure 1.1 montre un graphe G avec V(G) = {vy, va,v3,v4} et E(G) =

{U1U2, V1V3, U3, U2U4}-


sofiane
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Figure 1.1. Un graphe G.

Soit G = (V, F) un graphe simple. Pour un sous-ensemble H C V/, le sous-graphe induit
par H noté¢ G[H] ou simplement (H) est le graphe ayant H pour ensemble de sommets et
dont les arétes sont celles de E ayant leurs deux extrémités dans H. Voir le sous-graphe

induit par H = {¢,d, g} dans la figure 1.2.

FIGURE 1.2. Un graphe G et le sous-graphe (H) induit par H = {¢,d, g} .

Nous disons qu’un sous-ensemble A de V' est minimal (resp. maximal) par rapport a une

propriété P s’il n’existe pas d’ensemble B C A (resp. B 2 A) tel que G [B] vérifie P.

Nous disons qu’un sous-ensemble A de V' est minimum ou de taille minimale (resp.
maximum ou de taille maximale) par rapport a une propriété P s’il n’existe pas d’ensemble
B C V tel que G [B] vérifie P et |A| > |B]| (resp.|B| > |A|) ou |A| est le cardinal de

I’ensemble A, c’est-a-dire le nombre de ses éléments.

1.1.2 Voisinages

Le voisinage ouvert d’un sommet v est Ng(v) = {u € V' | uv € E} etle voisinage fermé de
vest Ng[v] = Ng(v)U{v}. Lensemble Ng(S) = J,cq Na(v) (resp. Ng[S] = Ne(S)US)
est le voisinage ouvert (resp. fermé) du sous-ensemble S C V. S’il n’y a pas risque de

confusion, les voisinages ouvert et fermé d’un sommet v seront notés simplement par N (v)


sofiane
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et N[v] alaplace de Ng(v) et Ng[v] respectivement. De méme, nous utiliserons les notations
N(S) et N [S] au lieu de Ng(S) et Ng[S] respectivement. Dans la figure 1.2, N(a) = {c, d}
et N[a] = {a,c,d},etsi S = {d,b}, Na(S) = {a,c, g} et Ng[S] = {a,c,g,d,b}.

Le degré d’un sommet v € V(G), noté deg.(v), est égal au cardinal de son voisinage
ouvert. Un sommet de degré nul est dit un sommet isolé et un sommet de degré égal a un est
dit sommet pendant. Un sommet adjacent a au moins un sommet pendant est appelé sommet
support. On note par A(G) et 6(G) le degré maximum et minimum dans G respectivement.
S’il n’y a aucun risque de confusion, on écrira deg(v), A et § pour désigner respectivement
degq(v), A(G) et 6(G). Dans la figure 1.2, le sommet b est isolé puisque deg(b) = 0, g
est un sommet pendant puisque deg.(g) = 1, ¢ et d sont des supports, A(G) = 4 puisque
degq(c) =4 et §(G) = 0 puisque deg(b) = 0.

Le voisinage privé d’un sommet v par rapport a un ensemble S est I’ensemble des som-
mets du voisinage fermé de v qui n’ont pas d’autres voisins dans S. Cet ensemble est noté
pn [v, S| etdonné par pn [v, S| = {u: N [u] NS = {v}}.Danslafigure 1.2,si S = {c,d, b}
alors pn [c, S] = {e, f} .

1.1.3 Graphes particuliers

Une chaine C' d’un graphe G = (V, E) est une suite [v1, vg, ...., vy de sommets distincts tels
que pour chaque ¢ € {1,....k — 1}, v;v;,1 soit une aréte de G. De plus, si v;vy appartient
a E, alors [vg, v, ...., vk, v1] est appelé un cycle. Pour simplifier les notations, la chaine
[vl, V9, weeny vk] sera notée vy, Vg, ..., Vp_1, V. les sommets vs, ..., vx_1 sont appelés sommets
intermédiaires de la chaine. La distance entre deux sommets u et v est notée d(u, v) et c’est
le nombre d’arétes d’une plus courte chaine entre u et v. Le diamétre du graphe G est noté
Diam(G) = % g‘:g(d(u, v)). Une corde est une aréte reliant deux sommets non consécutifs
dans une chaine ou dans un cycle. Une chaine (resp. cycle) sans cordes est dite (resp. dit)
induite (resp. induit). La longueur d’une chaine (resp. d’un cycle) est le nombre d’arétes

qu’elle (resp. qu’il) contient. Ainsi, la longueur de la chaine vy, vo, ...., v est k — 1.
Une chaine induite par £ sommets est notée Fj. Voir la figure 1.3.

On dit qu'un graphe G est connexe si pour chaque paire de sommets distincts v et u
de V, il existe une chaine joignant v et u. Une composante connexe d’un graphe est un

sous-graphe maximal connexe.


sofiane
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Figure 1.3. La chaine P,r¢et sa couronne Py o K.

Le graphe complet d’ordre n, noté K,,, est le graphe simple dans lequel tous les sommets
sont de degré n — 1. Ainsi deux sommets quelconques de K, sont adjacents. Voir la figure

1.4.

Une clique est un sous-graphe complet d’un graphe G. une clique de p sommets est notée

K,

-

Figure 1.4. Un graphe complet a 5 sommets.

Un arbre est un graphe connexe sans cycles. Un arbre comporte exactement (n — 1)

arétes, il est noté habituellement 7. Voir la figure 1.5.

Figure 1.5. Un arbre.

La couronne G = H o K; d’un graphe H est le graphe obtenu d’une copie de H et pour
tout sommet v de V'(H ), on relie un sommet pendant. Il est évident que I’ordre G est égal a

2n si celui de H est n. Par exemple, le graphe P, o K est illustré dans la figure 1.3.
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Un graphe biparti est un graphe dont I’ensemble V' de ses sommets peut étre partitionné
en deux sous-ensembles V; et V5 tels que toute aréte de £ relie un sommet de V; a un sommet
de V5. Un graphe biparti complet est un graphe biparti ayant la propriété supplémentaire que
pour tout sommet v € Vi etu € Vo, vu € E. Si |Vi| = r et |V| = s alors le graphe biparti

complet est noté K, ;. Un exemple du graphe K5 3 est montré dans la figure 1.6.

Figure 1.6. Le graphe biparti complet K 3.

Un cas spécial d’un graphe biparti complet dans lequel |V;| = 1 et |V3| = s est appelé
une étoile et noté K, ;. Le sommet de V) est appelé centre ou sommet central de 1’étoile.

Un exemple d’une étoile est montré dans la figure 1.7.

Figure 1.7. L’étoile S .

L’opération de subdivision d’une aréte uv d’un graphe G introduit un nouveau sommet
w tel que B(GU{w}) = E(G) —{uv}U{uw,wv}. Onappelle étoile subdivisée Si ; 1’¢étoile

dans laquelle toutes les arétes sont subdivisées. Voir la figure 1.8.

Une double étoile S, ; est le graphe formé par les deux étoiles K . et K ; avec une aréte

reliant les deux centres. Voir la figure 1.9.

Figure 1.8. L’¢toile subdivisée ST ;.
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Figure 1.9. La double étoile S'o 5.

1.1.4 Quelques parameétres structurels d’un graphe

Un stable dans un graphe GG, appelé aussi, ensemble indépendant, est un ensemble S de
sommets deux a deux non adjacents. Le cardinal minimum (resp. maximum) d’un stable
maximal de G noté i(G) (resp. 5(G)) est appelé le nombre de domination stable (resp. le

nombre de stabilité) de G.

Un couplage dans un graphe G est un sous-ensemble d’arétes non incidentes deux a deux.
On note f3,(G) la taille maximale d’un couplage dans G et i;(G) la taille minimale d’un
couplage maximal. Le couplage F est dit parfait dans G si tout sommet de V' est incident a

une aréte de E. C’est-a-dire si 5,(G) = n/2.

1.2 Tadomination dans les graphes

Ayant présenté les notions fondamentales de la théorie des graphes, nous sommes maintenant

en mesure de définir et discuter la notion d’ensemble dominant dans un graphe.

Considérons le probléme suivant qui a €té a 1’origine de I’étude des ensembles dominants
dans les graphes. La figure 1.10 montre un échiquier standard 8x8 dans lequel est placée
une reine "R". D’apres les régles du jeu d’échecs, une reine peut, en un coup, se déplacer a
n’importe quelle case horizontalement, verticalement ou diagonalement. Ainsi, la reine dans
la figure 1.10 peut se déplacer a (ou attaquer ou dominer) n’importe quelle case marquée par
un "X". Au 19 eme siccle, les échephiles européens ont considéré le probléme de déterminer
le nombre minimum de reines qui peuvent &tre placées sur I’échiquier de telle sorte que
toutes les cases de ce dernier soient attaquées ou occupées par une reine. La figure 1.10
montre un ensemble de six reines qui attaquent ou dominent toutes les cases de 1’échiquier.
A cette méme époque, on croyait que le nombre minimum de reines pour dominer les cases

d’un échiquier 8 x 8 était 5. Ce qui est d’ailleurs vrai.
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Figure 1.10. Les reines dans un échiquier

Le probléme de domination des cases d’un échiquier peut étre présenté d’une manicre
plus générale pour n’importe quelle piece du jeu d’échecs en un probléme de domination
des sommets d’un graphe. En effet, Soit G = (V, E) un graphe simple dont les sommets
représentent les cases de 1’échiquier. Deux sommets de G sont adjacents si on peut se dé-
placer a partir de 1’un vers ’autre en un coup de la piece considérée. Un sous-ensemble de
sommets D de V' est un dominant de G si tout sommet de V' — D est adjacent a au moins un
sommet de D. Le cardinal minimum d’un ensemble dominant de G, appelé nombre de domi-
nation, estnoté v(G) et tout ensemble dominant de cardinal v(G) est appelé v(G)-ensemble.
Le cardinal maximum d’un ensemble dominant minimal de G appelé nombre de domination

supérieur est noté I'(G).

Notons qu’un graphe G peut avoir plusieurs (G)-ensembles mais un seul nombre de
domination. Par exemple, dans le graphe G de la figure 1.11, v(G) = 2 et D; = {c,d} et
Dy = {c, g} sont des 7(G)-ensembles.

Notons qu’un ensemble dominant est minimal si et seulement si pn [v, D] # () pour tout

veS.

Bien que I’histoire de 1’é¢tude mathématique des ensembles dominants n’a commencé
qu’a la fin des années 50 du siécle précedent, ce sujet a des origines qui remontent a 1862,
quand JAENISCH [8] a étudié le probléme des reines dans un jeu d’échecs présenté dans le

paragraphe précedent.

En 1958, BERGE [9] donna une formulation de la domination dans les graphes orientés

et appela le nombre de domination coefficient de stabilité externe. En 1962, ORE [10] publia
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Figure 1.11. Un graphe G.

son livre de théorie des graphes dans lequel il utilisa pour la premiére fois les appellations
"ensemble dominant" et "nombre de domination" quoi qu’il ait noté le nombre de domination

d(G).

Quoi qu’il en soit, I’article de COCKAYNE et HEDETNIEMI [11] publié en 1977 qui a
fait le tour des résultats obtenus dans le domaine de la domination a été le premier indice du

grand intérét que portaient les chercheurs pour ce domaine a cette époque.

La domination a pu attirer plus d’attention dans les années qui ont suivi et en 1990,
HEDETNIEMI et LASKAR [12] ont publi¢ un numéro spécial de discrete maths consacré
entierement a la domination. La bibliographie de 1990 a révélé une augmentation impres-
sionnante du nombre de références dans ce domaine. En effet, dans une période de 30 ans,
ce nombre est pass¢ de 20 a 400 références. Cette croissance intensive est actuellement plus
évidente avec plus de 1200 références dont 950 figurent dans le livre de HAYNES, HEDET-
NIEMI et SLATER [6] publi¢ en 1998.

Il se peut que ce grand intérét a la domination provienne en partie de la variété des per-
spectives avec lesquelles ce probléme peut étre vu. Par exemple, voici quelques définitions

équivalentes d’un ensemble dominant:

Recouvrement sommet-sommet: Un ensemble S C V est un ensemble dominant du
graphe G si tout sommet dans V' — S posséde au moins un voisin (est couvert ou dominé par

un sommet) dans .S.

Intersection d’ensembles: Un ensemble S C V est un dominant de G si pour tout

sommetz € V — S,

N(z)NS # 0.



18

Réunion de voisinages: S C 1 est un dominant si

NS =Nl =V.

vES

Fonction de domination: Soit f la fonction f : V' — {0, 1} telle que pour tout sommet

velV,

Z f(u) > 1.

uEN [v]

Une autre motivation pour I’étude de la domination est la possibilité de former de nou-
veaux parameétres de domination. En effet, beaucoup de paramétres de domination ont vu
le jour en combinant la domination avec une propriété ou condition supplémentaire P dans
les graphes. Ainsi, des parameétres peuvent étre définis en imposant une contrainte addition-
nelle a I’ensemble dominant ou a I’ensemble dominé ou méme a la fagon de dominer. Par
exemple, imposer la condition que le sous-graphe induit par I’ensemble dominant S soit in-
dépendant, produit la domination stable. On peut imposer aussi que (S) soit connexe, soit
une clique ou possede un cycle hamiltonien. Aussi, de nouveaux parametres de domina-
tion sont obtenus en changeant la maniére de domination, le fait d’imposer que tout sommet
dans V' — S posseéde k voisins dans S produit la k-domination. A titre d’exemple, consid-
érons maintenant quelques types de domination parmi ceux qui feront I’objet des prochains

chapitres:

La domination totale: Un sous-ensemble D de V' est dit dominant total de G si tout
sommet de V' possede un voisin dans D. Le nombre de domination totale, noté v,(G), est
la taille minimum d’un ensemble dominant total de G. Par exemple dans la figure 1.11,

I’ensemble D = {¢, d} est un ensemble dominant total minimum et donc ~,(G) = 2.

La domination double: Un sous-ensemble D de V' est dit dominant double de G si tout
sommet de V' est dominé par au moins deux sommets de D). c’est a dire ou bien le sommet
v € D et possede au moins un voisin dans D, ou bien v € V' — D et posséde au moins deux
voisins dans D. Le nombre de domination double, noté v, ,(G), est la taille minimum d’un
ensemble dominant double de G. dans la figure 1.11, I’ensemble D = {¢,d, e, f,g} est un

ensemble dominant double minimum et donc 7,,(G) = 5.

La domination couplée: Un sous-ensemble D de V' est dit dominant couplé de G si D

est un dominant de GG et le sous-graphe induit par D admet au moins un couplage parfait. Le
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nombre de domination couplée, noté ~,,.(G), est le cardinal minimum d’un ensemble domi-
nant couplé de GG. Par exemple dans la figure 1.11, 'ensemble D = {¢, d} est un ensemble

dominant couplé minimum avec £/ = {cd} comme couplage parfait et donc 7,,.(G) = 2.

De plus, I’application de la domination dans une large variété de problémes concrets a
sans doute été aussi derriere sa grande popularité. Citons par exemple des applications dans
les réseaux de communication, les systémes de surveillance, les réseaux ¢électriques etc. En
effet, a titre d’exemple, les trois types de domination qu’on vient de citer peuvent servir

comme des modeles de problemes réels:

- Prenons par exemple un réseau de micro-ordinateurs dans lequel un groupe de serveurs
a I’habilité de communiquer directement avec n’importe quel micro en dehors du groupe. En
plus, tout serveur doit étre relié a au moins un autre serveur dans lequel la méme information
est dupliquée. Le plus petit groupe possible de serveurs avec cette propriété est un ensemble

dominant total minimum du graphe représentant le réseau.

- Considérons le probléme du placement des gardiens dans une prison. Un gardien placé
sur un sommet v peut garder tous les sommets de son voisinage fermé. Dans ce cas, un
ensemble dominant double D représente un ensemble de gardiens avec la propriété que tout
prisonnier (un sommet de V' — D) est surveillé par au moins deux gardiens, et chaque gardien
(un sommet de D) est proche d’un autre gardien de telle sorte qu’ils s’assurent mutuellement

aide et assistance en cas de besoin.

- Reprenons I’exemple du placement des gardiens dans une prison. Si I’on veut que les
gardiens soient affectés par couples, c’est a dire que chaque gardien doit avoir un partenaire
désigné. Dans ce cas I’ensemble S cherché n’est autre qu’un ensemble dominant couplé

minimum.

Pour les raisons citées et pour bien d’autres, la domination figure aujourd’hui parmi les
branches les plus étudiées de la théorie des graphes et ouvre une tres grande variété de voies
de recherche. Voici quelques problémes parmi les plus étudiés actuellement dans le domaine

de la domination:

Bornes sur les différents parameétres de domination: En I’absence de valeurs exactes,

on est amené a rechercher des bornes supérieures et inférieures simples a vérifier pour les
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parameétres de domination et de caractériser les graphes pour lesquelles ces bornes sont at-
teintes. Ces bornes sont en général fonction de n, A(G), 6(G) ou liant les paramétres de

domination entre eux, etc.

Relations du type Nordhauss-Gaddum: Il s’agit de déterminer, pour un parametre de

domination quelconque p(G), des fonctions f1(n, A, d) et fo(n, A, §) telles que:

w(G) + (@) < filn,A0) et
(GG < faln, A, 6).

Q)

Algorithmique de la domination: Puisque le probléme de détermination des parameétres
de domination dans les graphes est NP-complet en général (voir la définition de la NP-
complétude dans la section suivante), la recherche d’algorithmes polynomiaux dans des
classes particulieres de graphes ayant des structures simples s’avére 1’'un des problémes
les plus intéressants liés a la domination. Par exemples, les arbres, les cactus, les graphes

d’intervalles, les graphes triangulés, les graphes bipartis, etc.

Séquences de paramétres de domination: D’aprés la définition d’un ensemble dom-
inant, on peut voir que la condition de maximalit¢ d’un ensemble stable est précisément
la définition d’un ensemble dominant. Ainsi, tout ensemble indépendant maximal est un

dominant minimal ce qui donne la chaine d’inégalité suivante:

y<i<B<T.

Un sous-ensemble D C V est dit irredondant si tout sommet z € D domine au moins un
sommet de G qui n’est dominé par aucun autre sommet de D. C’est a dire que tout sommet
de D est soit isolé dans D soit possede au moins un voisin privé dans V' — D. Le cardinal min-
imum (resp. maximum) d’un ensemble irrédondant maximal est noté ir(G) (resp. IR(G))
et appelé le nombre d’irrédondance (resp. nombre d’irrédondance supérieur). En procédant
de la méme maniére que ci-dessus, la condition de minimalité d’un ensemble dominant n’est
autre que la définition d’un ensemble irrédondant. Ainsi, tout ensemble dominant minimal

est un irréedondant maximal et on aura la nouvelle chaine:

ir<vy<i<f<T<IR
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Les chaines d’inégalités ont fait I’objet de plusieurs problémes comme :

- Trouver de nouvelles extensions de cette chaine en suivant la méme démarche que ci-
dessus.

- Caractériser les graphes pour lesquels 1’égalité ou la forte égalité est vérifiée dans une
ou plusieurs inégalités. La forte égalité de 1, (G) et p5(G) est notée 111 (G) = uy(G). Deux
paramétres 1, (G) et o (G) avec 1, (G) < 115(G) sont dit fortement égaux si 114 (G) = po(G)
et de plus tout i, (G)-ensemble est aussi un p,(G)-ensemble. Cette notion a fait I’objet de

plusieurs travaux comme ceux de HAYNES, HENNING et SLATER [13, 14].

Etude de classes de graphes ayant des propriétés liées a la domination: Un axe ré-
cent de recherche dans le domaine de la domination consiste a étudier, explorer, caractériser
des classes de graphes ayant une ou plusieurs propriétés liées a la domination. Citons par
exemple la classe de graphes qui fera I’objet de la présente étude, il s’agit de la classe des

graphes p-excellents:

Pour tout paramétre ;(G), un ensemble D de cardinal p(G) vérifiant la propriété désirée
est appelé 1(G)-ensemble ou simplement pi-ensemble. On dit qu’un sommet est ;2 — bon s’il
appartient a au moins un p(G)-ensemble et p — mauvais sinon. Soit ug (respectivement,

1b) le nombre de sommets bons (respectivement, mauvais) de G. Un graphe G est dit:

p — excellent si tout sommet de G est  — bon (c’est a dire que g = n et ub = 0),
e 1, — recommandable si pg > pub > 1,

o 1 —indésirable (ou p — pauvre) si pug < ub, et

1 — acceptable (ou p — juste) si pug = pb.

Ce concept a été introduit par FRICKE et al. dans [1] ou ils ont posé le probléme de
caractérisation des graphes j—excellents, y—recommandables, u—indésirables et ;1—justes

pour n’importe quel paramétre 1 (G) € {ir(G),v(G),i(G), B(G),I'(G), IR(G)}.

Notons que si p(G) est défini pour un graphe G, alors p(G) < pg < net0 < pb <
n— pu(G).
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Figure 1.12. Un graphe y-acceptable.

Par exemple, pour le cas du nombre de domination (. = 7), il est simple de voir que les
graphes bipartis complets et les cycles sans cordes sont y-excellents, les étoiles subdivisées
57 avec k > 2 sont y-recommandables (seul le sommet central est mauvais), le graphe de la
figure 1.12 est y-acceptable (les sommets bons (resp. mauvais) sont étiquetés par un b (resp.

un g)) et toute étoile Sy ;, pour k > 2 est y-indésirable.

L’¢tude de I’excellence dans les graphes est d’un grand intérét du point de vue théorique
et méme pratique. En effet, pour tout type de domination, il est intéressant du point de
vue théorique de chercher a connaitre les graphes dans lesquels tout sommet est dans un
p-ensemble. Du point de vue pratique, caractériser les graphes excellents par rapport aux
différents parametres de domination serait une information supplémentaire qui peut faire la
différence pour le choix d’un type de domination au moment de la modélisation de problémes
réels et méme pour le choix de la structure souhaitée du graphe représentant le probléme posé

si le type de domination voulu est connu a priori.

1.3 Complexité des algorithmes

Le concept d’algorithme a ¢té¢ souvent défini par des termes équivalents plus ou moins
précis: méthode, procédé¢, processus,...etc. Ces termes indiquent ’utilisation de régles ou

d’instructions pour obtenir un résultat en un nombre fini d’étapes.

Le terme d’algorithme tient son origine du moyen orient du savant Abou Djaafar Mo-
hammed Ibn Moussa el Khawarismi dans un ouvrage considéré comme le propulseur de ce

domaine cl¢é des mathématiques.

Un algorithme de résolution d’un probléme (P) donné est une procédure décomposable

en opérations élémentaires transformant une chaine de caracteres représentant les données de
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n’importe quel exemple ou instance du probléme (P) en une chaine de caractéres représen-

tant les résultats de (P).

La performance d’un algorithme est généralement mesurée selon la relation existante en-
tre la taille de I’exemple traité (exprimée en termes du nombre n de caractéres nécessaires
pour le codage des données) et le temps d’éxecution (exprimé en termes du nombre f(n)
d’opérations €lémentaires). Les opérations ¢lémentaires a comptabiliser sont principalement
les quatres opérations usuelles, les affectations et les comparaisons. Le codage des don-
nées est tel que I’encombrement mémoire nécessaire pour stocker un nombre positif V, est

égaleau plus petit entier supérieur ou égal a log, (N + 1).

Un algorithme est dit éfficace ou encore polynomial si le nombre total d’opérations élé-
mentaires effectuées pour aboutir a la solution est borné par un polynome en la taille du
probléme. Autrement dit: il existe deux constantes C et k telles que f(n) = Cn*. Un tel

algorithme a une complexité O(n*).

Un probléme est dit polynomial ou appartient a la classe P (problémes déterministes poly-
nomiaux) s’il existe un algorithme polynomial ou efficace pour le résoudre. Les problémes

de la classe P sont dits "faciles".

Un probléme d’optimisation combinatoire consiste a chercher une meilleure solution

parmi un ensemble fini de solutions réalisables.

A chaque probléme d’optimisation combinatoire, on peut associer un probléme de recon-

naissance de la maniére suivante.

Soit un probléme d’optimisation combinatoire:

Trouver s’ € S |f(s') = min{f(s)|s € S}.

Soit a un nombre, on définit le probléme de reconnaissance ou de décision associé:

Existe-t-ilun s € S |f(s') <a?

Un probléme d’optimisation combinatoire est au moins aussi difficile que le probléme de
reconnaissance associé. De plus, on peut généralement prouver que le probléme de recon-
naissance n’est pas plus facile que le probléme d’optimisation combinatoire. En d’autres ter-
mes, cela signifie qu’un probléme d’optimisation combinatoire est souvent du méme niveau

de difficulté que le probléme de reconnaissance associ€.
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Pour la plupart des problemes d’optimisation combinatoire que I’on connait, on ne dis-

pose pas d’algorithmes de résolution efficaces.

Un probléme de décision est dit dans NP (problémes non déterministes polynomiaux)
(resp. CO-NP) si dans le cas ou la réponse est affirmative (resp. négative), on peut produire

un certificat qui permet de vérifier en temps polynomial la réponse donnée.

Etant donné que les algorithmes efficaces sont des algorithmes non déterministes, il est
clair que P C NP. Mais la classe NP contient des problémes pour lesquels on ne connait pas

d’algorithme polynomial de résolution. La conjecture P = NP demeure cependant ouverte.

On dit qu’un probléme (P, ) se réduit en temps polynomial a un probléme (), s’il existe
un algorithme pour (P;) qui fait appel a un algorithme de résolution de () et si cet algo-
rithme de résolution de (P;) est polynomial lorsque la résolution de (P) est comptabilisée

comme une opération ¢lémentaire.

Un probléme de décision dans NP est dit NP-complet si tout probléme de la classe NP
peut lui étre réduit en temps polynomial. Ainsi, s’il existe un algorithme polynomial perme-
ttant de résoudre un probléme NP-complet, il existerait un algorithme polynomial pour tous

les problémes de la classe NP.

Les problémes NP-durs sont des problémes au moins aussi difficiles que les problémes
NP-complets et tout probléme d’optimisation combinatoire dont le probléme de re recon-

naissance est NP-complet est NP-dur.

Le probléme de reconnaissance d’une classe de graphes: étant donné un graphe GG, peut-

on reconnaitre par un algorithme polynomial si G appartient a une classe donnée ou non.
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CHAPITRE 2

LES GRAPHES -EXCELLENTS

Dans le chapitre introductif, nous avons défini la notion d’excellence dans les graphes par
rapport a un paramétre de domination quelconque introduite par FRICKE et al. [1]. Nous
nous interessons maintenant aux différents résultats obtenus dans la classe des graphes p-

excellents.

La difficulté que présente 1’étude de cette classe a fait que les résultats les plus importants

concernent non pas les graphes en général, mais des classes particuliéres de graphes.

2.1 _Les arbres y-excellents

Avant de présenter les principaux résultats relatifs aux arbres excellents par rapport a la
domination, nous commengons par quelques résultats et remarques concernant les graphes

~v-excellents en général.

La premiere proposition qu’on va voir revient 8 FRICKE et al. [1], il s’agit de montrer
que tout graphe GG est un sous-graphe induit d’un graphe ~v-excellent. Il est clair que le
graphe G est un sous-graphe induit du graphe G o K; et que v(G o K;) = n. Notons aussi
que puisque V' et ’ensemble des sommets pendants de G o K; sont des y-ensembles de

G o K, alors G o K est un graphe y-excellent.
Proposition 2.1. /1] Tout graphe est un sous-graphe induit d 'un graphe y-excellent.

Il est clair d’apres la Proposition 2.1, que la classe des graphes y-excellents ne peut pas

étre caractérisée en termes de sous-graphes induits interdits.

Corollaire 2.2. [1] Il n’existe pas de caracteérisation des graphes y-excellents en termes de

sous-graphes interdits.

Notons que pour n’importe quel v(G)-ensemble S et n’importe quel sommet pendant v

d’un graphe G, ou bien v ou bien son support u est dans S, et qu’il n’existe pas de v(G)-
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ensemble contenant v et v en méme temps. FRICKE et al. [1] ont remarqué que tout support

domine tous les sommets pendants qui lui sont voisins.

Remarque 2.3. /1] Pour n’importe quel graphe connexe G # Ko, tout support est vy-bon et

il existe un v(G)-ensemble qui contient tous les supports.

Remarque 2.4. [1] Pour tout graphe ~y-excellent G, tout sommet pendant est dans au moins

un v(G)-ensemble et il n’existe pas de sommet pendant appartenant a tout (G )-ensemble.

Notons aussi que si un support u est un support fort (c’est-a-dire qu’il est adjacent a au
moins deux sommets pendants), alors u est dans tout v((G)-ensemble et donc ses sommets

pendants n’appartiennent a aucun 7(G)-ensemble.

Remarque 2.5. /1] Pour tout graphe y-excellent G, tout support n’est adjacent qu’a un seul

sommet pendant.

Le premier résultat relatif a la famille des arbres y-excellents donné par les auteurs de

[1] est la caractérisation des chaines ~y-excellentes.

Proposition 2.6. /1] La chaine P, est vy-excellente si et seulement si P, = P, ou bien

n=1 (mod 3).

Puisque les couronnes GG o K; sont excellentes, dans le résultat suivant, les auteurs ont
montré que tous les arbres y-excellents 7" avec diam(T") < 5 sont des couronnes. Soit F la

famille des couronnes d’étoiles et des couronnes des doubles étoiles. Voir la figure 2.1.

Théoréme 2.7. [1] Un arbre non trivial T avec diam(T') < 5 est y-excellent si et seulement

siT e F.

Corollaire 2.8. [1] Si T ¢ F est un arbre ~y-excellent, alors diam(T) > 6 et cette borne est

atteinte.

Il est évident que cette borne est atteinte avec la couronne P; o K7, mais les couronnes
ne sont pas les seuls graphes obtenant cette borne inférieure. Ceci est valable aussi pour la

famille des étoiles doubles subdivisées.
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Figure 2.1. La famille F: Couronnes des étoiles et des double étoiles.

2.1.1 Une construction des arbres ~-excellents

Dans le méme article, les auteurs ont proposé, en se servant du lemme suivant, une construc-

tion des arbres y-excellents a partir de deux arbres y-excellents.

Lemme 2.9. /1] Si T est un arbre y-excellent d’ordre n > 4, alors il existe un v(T')-

ensemble S tel que S n’est pas indépendant.

Construction A:[1]

(1) Soient 77 et T5 des arbres y-excellents (d’ordre au moins 4). d’apres le Lemme 2.9,
on peut supposer que S; et Sy sont des y-ensembles mais pas des i-ensembles de 7} et 75
respectivement. Soient u € S; et v € Sy ou u (resp. v) n’est pas un sommet isolé dans (.S;)
(tesp. (S2)).

(2)Soit T' =T UT5 4+ uv.

Proposition 2.10. /1] L’arbre T obtenu par la construction A est y-excellent.

Bien que les résultats obtenus dans 1’article de FRICKE et al. [1] sont trés intéressants,
les auteurs n’ont pas caractérisé les arbres y-excellents de diam > 6, mais ces derniers ont

été caractérisés par SUMNER [15] dans un article qui n’est pas encore publié.

2.1.2 Les sommets appartenant a tout ou a aucun y-ensemble d’un arbre

Un autre travail ayant une relation trés étroite avec les arbres ~y-excellents, mais qui est
encore plus général, a été éffectu¢ par MYNHARDT [16]. 1l s’agit de la caractérisation des
ensembles de sommets appartenant a tout ou a aucun y-ensemble. Malgré que cet article
est apparu avant méme que la notion d’excellence dans les graphe ne soit introduite, les

résultats qu’il contient sont trés importants pour 1’étude des arbres y-excellents. En effet,
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une caractérisation des arbres y-excellents est équivalente a ce que 1’ensemble des sommets

qui n’appartiennent a aucun y-ensemble soit vide.

Avant de présenter ces résultats nous donnons les définitions et notations suivantes:

Définition 2.11. /16] Dans un arbre T , On définit les ensembles A(T') et N (T') par:
A(T) = {v € V /v est dans tout v(T')-ensemble} ;
N(T) ={v € V /v n’est dans aucun ~(T)-ensemble} .

Afin de faciliter la représentation, nous utiliserons souvent des arbres enracinés, on définit
un arbre enraciné en un sommet  comme un arbre pendu en r, c’est a dire une arborescence
de racine r (arbre orienté) ou l’orientation est implicite, ¢’est a dire que les sommets sont
classés par niveaux suivant leur distance par rapport au sommet racine r. On définit le som-
met parent p(v) de v comme étant le sommet de niveau plus haut que v et adjacent a v. Le
sommet v est un sommet fils de v si p(u) = v, un sommet fils n’a qu’un seul parent mais un
parent peut avoir plusieurs fils. Un sommet u est descendant de v s’il est situé¢ sur un niveau
inférieur a celui de v et il existe une chaine (allant d’un niveau a un niveau plus bas) reliant

v et u. On note pour un sommet w d’un arbre enraciné 7" :

C(w)={u € V' / u est un sommet fils de w} ,

D(w) = {u € V / u est un sommet descendant de w},
D[w] = D(w) U {w}, et

Tw=D[w|NT.

On note par L(T") I’ensemble des sommets pendants de 7" et par S(7") I’ensemble des
sommets supports de 7. Un sommet de degré au moins trois est dit sommet branche et on
note par B(7T') I’ensemble des sommets branches de 7. Une chaine P dans T est dite une
v — L chaine, si elle joint v & un sommet pendant de 7. On note la longueur de P par [(P),

et pour ;7 = 0, 1, et 2, on définit:

C’(v) = {u € C(v) : T, contient une u — L chaine P avec [(P) = j (mod 3)} .

Pour un arbre 7" enraciné en un sommet v (7" = T,) dans lequel deg;(u) < 2; Vu €

V(T) — {v}, les ensembles A(T') et N'(T) sont caractérisés par le théoréme suivant:
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Théoréme 2.12. [16] Soit T' un arbre enraciné en un sommet v avec degp(u) < 2 Vu €

V(T) — {v}, alors
o v e A(T) si et seulement si |C°(v)| > 2.

o v € N(T) si et seulement si C°(v) = 0 et C*(v) # 0.

Processus d’élagage d’un arbre par rapport a la domination [16]:
Nous décrivons maintenant une technique appelée élagage d’'un arbre (en anglais, tree
pruning) qui permet de caractériser les ensembles A(T) et N (T') pour un arbre 7' quel-

conque.

Pour n’importe quel sommet v d’un arbre enraciné 7', I’ensemble de toutes les u — L

chaines dans T;, est noté II(u). Pour j = 0, 1, 2, on définit

IV (u) = {P € U(u) | I(P) = j(mod3)}.

L’¢lagage de T est effectué par rapport au sommet racine. Supposons que 7’ est enraciné
env (T'=T,). Soit u le sommet branche a distance maximum de v (notons que |C(u)| > 2

et deg(z) < 2 pour tout z € D(u)).

Pour tout w € C(u), une priorité est assignée 4 w ou a la chaine P € II(w), ou w° €
C%u) et PY € T1°(u) ont une priorité supérieure a celle de w' € C*(u) et P! € II*(u) qui

ont encore une priorité supérieure a celle de w? € C?(u) et P? € I1%(u).

Soit z le fils de u ayant la plus grande priorité. Pour tout w € C(u) — {z}, effacer
D [w]. Cette étape de 1’élagage, ou tous les fils de u excepté un sont effacés avec leurs
descendants pour donner un arbre dans lequel u est de degré 2, est appelé un élagage de
T, en u. Ce processus est répété jusqu’a 1’obtention d’un arbre 7', dans lequel deg(u) < 2
Vu € V(T,) — {v}. (T, est I’arbre élagué obtenu a partir de 7,,). Afin de simplifier les

notations, on écrit " (v) au lieu de O% (v).

Venons maintenant aux résultats montrant qu’un sommet v d’un arbre 7" est dans tout
v-ensemble (resp. dans aucun y-ensemble) de 7 si et seulement si v est dans tout v(7')-

ensemble (resp. dans aucun (7")-ensemble) de I’arbre T',,.
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Théoréme 2.13. [16] Soit un arbre T enraciné en un sommet v et soit T, ’arbre élagué
obtenu a partir de T. Pour tout ~y-ensemble X de T, il existe un vy-ensemble X de T tel que
v € X si et seulement si v € X. Réciproquement, pour tout y-ensemble X de T, il existe un

v-ensemble X de T, tel que v € X si et seulement siv € X.

Corollaire 2.14. [16] Pour tout arbre T et tout sommet v de T, v € A(T) si et seulement si
‘C’O(v)‘ > 2, etv € N(T) si et seulement si C’O(v) =0 et C’l(v) # 0.

Ayant caractérisé 1’ensemble N des sommets n’appartenant a aucun ~y-ensemble pour

n’importe quel arbre 7, la caractérisation des arbres y-excellents devient évidente.

Corollaire 2.15. Un arbre T est vy-excellent si et seulement si pour tout sommet v de T,

(W) #0ouC (v) = 0.

2.2 Les arbres 2-excellents

Un arbre 7T est dit i-excellent si tout sommet appartient a au moins un ¢(77+ensemble. Avant
de passer a la caractérisation de la famille des arbres i-excellents, présentons un résultat
obtenu par FRICKE et al. [1] dans lequel ils ont montré que les arbres y-excellents sont des

arbres i-excellents.

Théoréme 2.16. /1] Si T est un arbre y-excellent, alors v(T)) = i(T) et T est un arbre

i-excellent.

Notons qu’un arbre z-excellent n’est pas nécessairement y-excellent. Par exemple, la
double étoile S, pour r > 2 est i-excellente mais pas -y-excellente. Aussi, notons que le
théoreme 2.16 ne peut étre étendu aux graphes bipartis. Le graphe biparti complet K., pour
r > 3, est y-excellent et i-excellent mais y(K,,) = 2 # i(K,,) =r; K,spour3 <r <s

est y-excellent mais pas i-excellent et y(K, ) = 2 # i(K,4) = 7.

2.2.1 Une caractérisation des arbres i-excellents

Une caractérisation constructive des arbres i-excellents a été établie par HAYNES et HEN-
NING [2] qui ont réussi a construire récursivement la famille 7 des arbres i-excellents a

partir d’une double étoile en se servant de deux opérations.
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La famille 7: Soit 7 la famille d’arbres qui peuvent étre obtenus a partir de la séquence
d’arbres 71, ...,T; (j > 1) tels que T} est une double étoile S,., avec r > 1 et T = T et si
j > 2, T;, peut étre obtenu récursivement a partir de 7; pour i = 1, ...5 — 1 a I’aide de I’une

des deux opérations 7; et 75 ci-dessous.

Le statut d’un sommet v, noté sta(v), peut étre A ou B. Initialement, sta(v)= A si
v € S(T1) (S(17) est ’ensemble des supports de 77) et sta(v)= B pour tout sommet pen-
dant de 7. Une fois un statut est attribu¢ a un sommet, ce statut reste inchangé pendant la

construction de ’arbre 7.

Opération 7;. T} est obtenu a partir de 7; en ajoutant une étoile Sy (¢ > 1) de centre
w, une aréte wy ouy € V(T;) et sta(y) = A ett — 1 sommets pendants adjacents a y. Poser

sta(w) = A et sta(v) = B pour tout nouveau sommet pendant v.

Opération 7,. T}, est obtenu a partir de 7; en ajoutant une double étoile S, ;1 et I’aréte
wy ou w est le sommet de S; ;1 qui est adjacent a ¢ > 0 sommets pendants et y € V(7;)
avec sta(y) = B. Poser sta(v) = Asiv € S(Sit41) U {w} et sta(v) = B pour chaque

nouveau sommet pendant ajouté a 7;.
Venons maintenant a la caractérisation des arbres i-excellents:

Théoréme 2.17. [2] Un arbre T est i-excellent si et seulement si T € {K;, Ky} ou bien
TeT.

2.3 Les arbres ,-excellents

Un arbre T est dit y,-excellent si tout sommet de 7" appartient & au moins un v, (7")-ensemble.
Avant de présenter les différents résultats obtenus dans la classe des graphes ,-excellents,
commengons par donner quelques exemples de graphes appartenant a cette famille. Tout
graphe complet est v,-excellent puisqu’il suffit de prendre deux sommets quelconques pour
avoir un ensemble dominant total minimum. De plus, tous les cycles C), et tous les graphes

bipartis complets K, ; sont des graphes ~,-excellents.

Le premier résultat que nous allons voir est di a DAUTERMANN [17], il s’agit de
montrer que tout graphe est un sous-graphe induit d’un graphe ~,-excellent. Donnons tout

d’abord les remarques et définitions suivantes:
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Remarque 2.18. /17] Tout support doit étre dans tout -y,-ensemble.

La 2 — couronne d’un graphe G est le graphe obtenu a partir d’une copie de GG, ou pour
tout sommet v € V((), deux nouveaux sommets v’ et v” et les arétes vv’ et v'v” sont ajoutés.
Il est évident que (G est un sous-graphe induit de la 1-couronne (ou simplement couronne) et

de la 2-couronne de G. De plus, G est un sous-graphe induit de la k-couronne de G.

Proposition 2.19. [17] Tout graphe H est un sous-graphe induit d'un graphe y,-excellent.
Preuve. Nous avons vu que tout graphe H est un sous-graphe induit de la 2-couronne de
H. Soit G la 2-couronne de H. d’aprés la Remarque 2.18, tout v,(G)-ensemble doit contenir
tous les supports de G ainsi qu’un voisin de chacun d’eux. Soient S [’ensemble de tous les
supports de G et L I'ensemble de tous ses sommets pendants. Alors SU L et SUV (H) sont

tous les deux des v,(G)-ensembles. Par conséquent, G est y,-excellent. O
Ceci a conduit I’auteur au corollaire suivant:

Corollaire 2.20. /17] Il n’existe pas de caractérisation de la classe des graphes ~y,-excellents

en termes de sous-graphes induits interdits.
DAUTERMANN [17] a donné aussi une propriété des chaines ~y,-excellentes.

Proposition 2.21. [17] Toute chaine P,, pour n = 3 ou n = 2(mod 4) est y,-excellente.

2.3.1 Une caractérisation des arbres v,-excellents

Le résultat suivant dans la classe des graphes v,-excellents revient 8 HENNING [3], il s’agit
d’une caractérisation constructive de la famille 7 des arbres ~,-excellents. Avant, de présen-

ter ce résultat, nous avons d’abord besoin des définitions suivantes.

Définition 2.22. /3] Le nombre de domination total de G relatif a v, noté v} (G), est le
cardinal minimum d’un EDT de G contenant v. Un EDT de cardinal v} (G) est dit v} (G)-

ensemble.

D’aprés cette dernieére définition, un graphe G est 7,-excellent si 7} (G) = 7,(G) pour

tout sommet v de G.

Définition 2.23. /3] Un sommet v est dit étre dominé totalement par un ensemble S C V(G)

s’il est adjacent a un sommet de S. Un ensemble quasi dominant total (EQDT) de G relatif a
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v est un ensemble qui domine totalement tous les sommets de G excepté peut étre le sommet
v. Le nombre de quasi domination totale de G relatif a v, noté v} (G;v), est le cardinal

minimum d’un EQDT de G relatif a v.

Définition 2.24. /3] Un ensemble U C V(G) est dominé totalement par un ensemble S C
V(G) si tout sommet de U est dominé totalement par S. On définit un ensemble dominant
total de U dans G comme un ensemble de sommets dans G qui domine totalement U. Le

nombre de domination total de U dans G, noté v,(G; U), est le cardinal minimum d 'un EDT
de U dans G.

La famille 7 : Soit 7 la famille d’arbres qui peuvent étre obtenus a partir de la séquence
d’arbres T71,...T; (j > 1) tels que T est une étoile Sy, pour r > 1letT = Tjetsij > 2,
T; .1 peut étre obtenu récursivement a partir de 7; pour ¢ = 1,...5 — 1 a ’aide de 'une des

quatre opérations 7y, 7o, 73 et 7, ci-dessous.

Le statut d’un sommet v, noté sta(v), peut étre A, B ou C. Initialement, si T} = Ko,
alors sta(v) = A pour tout sommet v de 7} et si 7y = K, avec r > 2, alors sta(v) = A
pour le sommet central de 77, sta(v) = B pour tout sommet pendant de 73 excepté pour un
seul auquel le statut C' est attribué. Une fois un statut est attribué a un sommet, ce statut
reste inchangé pendant la construction de 1’arbre 7" sauf pour un sommet de statut C' qui peut

changer au statut A.

Opération 7. T;, est obtenu a partir de 7; en ajoutant la chaine u, w’, w, z et I’aréte uy

ouy € V(T;) et sta(y) = A. Poser sta(u) = sta(w') = B et sta(w) = sta(z) = A.

Opération 7,. T;.; est obtenu a partir de 7; en ajoutant une étoile Sy, pour t > 3 de
centre w telle que I’aréte ww est subdivisée et en ajoutant aussi I’aréte uy ou y € V(T;) avec
sta(y) = A. Poser sta(w) = A, sta(z) = C pour exactement un sommet pendant z adjacent

aw et sta(v) = B pour tout sommet v restant ayant été ajouté a 7;.

Opération 73. T; | est obtenu a partir de 7; en ajoutant la chaine u, w, z et I’aréte uy ou
y € V(T;) et sta(y) = B. Poser sta(u) = B et sta(w) = sta(z) = A. Si le sommet ¢ de
statut A adjacent a y est adjacent a un sommet ¢ de statut C' et si 3/ n’est pas un support fort

dans T, alors on change le statut du sommet ¢ du statut C' au statut A.

Opération 7,. T;,; est obtenu a partir de 7; en ajoutant une étoile Sy, pour t > 3 de

centre w et I’aréte uy ou y € V(7;) avec sta(y) = B et u est un sommet adjacent a w. Poser
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sta(w) = A, sta(z) = C pour exactement un sommet pendant z (z # u) adjacent a w et et
sta(v) = B pour tout sommet v restant ayant été ajouté a 7;. Si le sommet 3/ de statut A
adjacent a y est adjacent a un sommet ¢ de statut C, et si 3/ n’est pas un support fort dans 7,

alors on change le statut du sommet ¢ du statut C' au statut A.

Avant de présenter le résultat principal de ce paragraphe, nous donnons quelques remar-

ques et résultats établis par HENNING [3].

Définition 2.25. /3] SiT' € T et T est obtenu par la sequence T4, ..., T,,, on dit que T' est

de longueur m dans T .

Remarque 2.26. /3] Si T € T, alors le nombre de sommets de statut A ou C' est égal a deux

fois la longueur de T.

Remarque 2.27. /3] Si T est un arbre non trivial et v € V(T'), alors ~} (T;v) < ~,(T) <
v (T;v) + 1.

Théoreme 2.28. /3] Soient T’ € T de longueur m dans T, v un sommet de T et U |’ensemble

des sommets de T ayant un statut A ou C'. alors

o T est un graphe ~y,-excellent et v,(T) = 2m;

sista(v) = A, alors v,(T) =~ (T;v) + 1,

Y(T;U) = 7,(T);

o sista(v) = B ouC, alors v,(T) =~} (T;v);

si sta(v) = A, alors aucun sommet pendant n’est a distance 2 ou 3 de v.
Venons maintenant a la caractérisation de la famille des arbres v,-excellents.

Théoréme 2.29. /3] Un arbre non trivial T est ~y,-excellent si et seulement si' T € T.

2.3.2 [es sommets appartenant a tout ou a aucun -y,-ensemble d’un arbre

Nous présentons maintenant une caractérisation de la classe des arbres v,-excellents en
fonction de I’ensemble de sommets qui ne sont dans aucun ~y,-ensemble d’un arbre qui a été

caractérisé par, COCKAYNE, HENNING et MYNHARDT [18].

Commengons d’abord par les définitions et notations suivantes:
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Définition 2.30. /18] Dans un arbre T', On définit les ensembles A,(T') et Ni(T') par:
A(T) = {v € V | v est dans tout ~,(T)-ensemble} ;
N(T) ={v € V | v n’est dans aucun ~,(T)-ensemble} .

Définition 2.31. /18] On définit dans un arbre enraciné T les ensembles suivants:
e L(v) = D(v)Nn L(T);
o I/(v)={ue L) |du,v) =j(mod4)} et ce pour j =0,1,2 ou 3.

Pour un arbre 7" enraciné en un sommet v dans lequel deg,(u) < 2; Vu € V(T') —
{v}, les ensembles A,(T) et N;(T') sont caractérisés par le théoréme suivant qui est di a

COCKAYNE et al. [18]:

Théoréme 2.32. [18] Soit T un arbre enraciné en un sommet v avec deg(u) < 2 Vu €

V(T) —{v}, alors
o v e Ay(T) si et seulement si v est un support ou bien |L*(v) U L*(v)| > 2;

o v € Ny(T) si et seulement si L'(v) U L*(v) = 0.

Processus d’élagage d’un arbre par rapport a la domination totale [18]:
Décrivons maintenant le processus d’élagage d’un arbre 7' qui permet de caractériser les
ensembles A; et N; d’un arbre T'. Etant donné un sommet u € T, on dit qu’on attache une

chaine de longueur ¢ a u si on joint © a un sommet pendant de la chaine F,.

Soit v un sommet de 7" qui n’est pas un support. L’¢lagage de T’ est éffectué par rapport
au sommet racine. Supposons alors que I’arbre 7" est enraciné en v (7' = T,,). Sidegp(u) < 2
Vu € V(T,) — {v}, alors T, = T,,. Sinon, soit w un sommet de B(7") a distance maximum

de v. Notons que |C'(w)| > 2 et deg,(x) < 2Vx € D(w).

On applique le processus suivant:

e Si|L?*(w)| > 1, effacer D(w) et attacher une chaine de longueur 2 & w.

o Si|LY(w)| > 1, L*(w) = 0 et |L3(w)| > 1, effacer D(w) et attacher une chaine de

longueur 2 a w.
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o Si|LY(w)| > 1, L*(w) = L3(w) = 0, effacer D(w) et attacher une chaine de longueur
law.

o Si LY(w) = L*(w) = (et |[L3(w)| > 1, effacer D(w) et attacher une chaine de

longueur 3 a w.
e Si LY (w) = L*(w) = |L3(w)| = 0, effacer D(w) et attacher une chaine de longueur 4

aw.

Cette étape du processus d’¢élagage ou tous les descendants de w sont effacés et une
chaine de longueur 1, 2, 3 ou 4 est attachée a w pour donner un arbre dans lequel deg(w) = 2
est appelée un élagage de T en w. On répéte ce processus jusqu’a ce qu’un arbre 7, est obtenu
avec deg,(z) < 2Vz € T, — {v} . Pour simplifier les notations, nous écrirons L’ (v) au lieu

de L7, (v).

Puisque I’arbre T, vérifie les conditions du théoréme 2.32, le résultat suivant devient

évident:
Théoréme 2.33. /18] Soit v un sommet d’'un arbre T, alors
o v € A(T) si et seulement si v est un support ou | L' (v) U L?(v)| > 2;
o v € Ni(T) si et seulement si L'(v) U L*(v) = 0.
La caractérisation des arbres ,-excellents est donc donnée par le corollaire suivant:

Corollaire 2.34. Un arbre T est ~y,-excellent si et seulement si pour tout sommet v, L*(v) U

L2(v) 0.

2.4 Tes arbres [-excellents, I' -excellents et / R-excellents

FRICKE et al. [1] ont réussi aussi a caractériser les classes des arbres [-excellents, I'-

excellents et / R-excellents, notées respectivement par 5E(7), ['E(T ) et IRE(T).
Les auteurs se sont d’abord servis de la caractérisation suivante des arbres 3-excellents.

Théoréme 2.35. [1] Pour tout arbre T’ d’ordre n > 2, T est 3-excellent si et seulement si T’

posséde un couplage parfait.
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Ensuite, les auteurs ont prouvé que les classes SE(7), [E(T) et I RE(T ) sont identiques.
Théoréme 2.36. [1] Les classes suivantes d’arbres sont équivalentes:

o BE(T);

o I'E(T);

e [RE(T).

2.5 Quelgues problémes ouverts

Avant de conclure ce chapitre, présentons quelques problémes ouverts proposés par FRICKE

et al. [1] ayant une relation avec I’excellence dans les graphes:

e Caractériser ou étudier les arbres excellents par rapport a d’autres parametres de dom-

ination.
e Est t-il vrai qu’un arbre ir-excellent est y-excellent?

e Etudier les différents concepts présentés dans le chapitre introductif. Par exemple,

¢tudier la famille des graphes ~y-indésirables.
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CHAPITRE 3

LES GRAPHES 7, ,-EXCELLENTS

Bien que les résultats obtenus jusqu’a présent sur I’excellence sont importants, ils restent
loin de répondre au nombre important de questions et de problémes ouverts que présente
la classe des graphes p-excellents. Ceci est peut étre di au fait que la notion d’excellence
n’a été introduite qu’en 2002, et peut étre aussi a la difficulté rencontrée dans 1’étude de ces

graphes.

Le présent chapitre est consacré a la présentation de nouveaux résultats relatifs a une
famille particulicre de la classe des graphes pi-excellents, il s’agit en I’occurence de la famille

des graphes ~, ,-excellents qui constitue un axe de recherche jusqu’a présent non exploré.

Afin d’¢éclaircir quelques spécificités de la domination double, nous commencgons par une

breéve présentation de quelques résultats et remarques relatifs a celle-ci.

3.1 Apercu sur la domination double

Soit G = (V, E) un graphe simple. Un sous-ensemble S de V' est un dominant double de G
si pour tout sommet v € V, ona |[N[v] NS| > 2, ¢’est a dire ou bien le sommet v appartient
a S et possede au moins un voisin dans S, ou bien v appartient a V' — S et posseéde au
moins deux voisins dans S. Le nombre de domination double, noté v, ,(G), est le cardinal
minimum d’un ensemble dominant double de G. Ce concept a été introduit par HARARY et
HAYNES [19] et a fait ’objet de plusieurs études comme celles de HARARY et HAYNES
[19, 20, 21] ou celles de BLIDIA, CHELLALI, HAYNES et HENNING [22, 23, 24].

Dans le but de se familiariser avec le concept de la domination double, prenons par exem-
ple les graphes de la figure 3.1. Nous pouvons facilement voir que I’ensemble {vy, vo, v3,v4 }
est un ensemble dominant double minimum du cube (J3. Pour I’étoile subdivisée Sf p (k>
2), tout EDD de 57, doit contenir tout sommet pendant v; ainsi que son support u;, ceci est
da au fait qu’un sommet pendant ne peut étre dans I’ensemble dominé puisqu’il ne peut pas

étre dominé deux fois. Donc 7,5 (S5 ,) = 2k.
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u
Vi Vs 1 vy
uz
w V2
Vy V3 1273 Vi

Figure 3.1. Le cube Q3 ¢t I’¢toile subdivisée S ..

On a vu dans I’exemple de I’étoile subdivisée Sy, de la figure 3.1 que tout sommet
pendant v; ainsi que son support u; doivent étre dans tout EDD de ST ;. Ainsi la remarque

suivante peut étre faite pour un graphe quelconque.

Remarque 3.1. Dans un graphe, tout ensemble dominant double contient tous les sommets

pendants et sommets SUpports.

Un résultat trés important a été donné par HARARY et HAYNES [19], il s’agit de

I’existence d’un ensemble dominant double.

Théoreme 3.2. [19] Tout graphe sans sommets isolés possede un ensemble dominant double

(EDD) et donc un nombre de domination double.

Concernant la minimalité des ensembles dominants doubles, CHELLALI et HAYNES

[22] ont prouvé le théoreme suivant:

Théoréme 3.3. [22] Soient G un graphe sans sommets isolés et S un EDD de G. Alors S

est minimal si et seulement si chaque sommet v € S satisfait | 'une des conditions suivantes:

1) v est un sommet pendant dans (S).
2) v est adjacent a un sommet pendant dans (S,

3) il existe un sommet u dans V — S tel que N(u) NS = {v,w}.

Les remarques suivantes nous seront utiles pour la suite de notre étude:

Remarque 3.4. Pour toute chaine P, avecn > 2, on a:
2n/3 + 1 sin = 0(mod 3)

><2(Pn) =
! 2 [n/3] sinon
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Remarque 3.5. La chaine P, avec n = 2(mod 3) posséde un dominant double minimum

unique.

Définition 3.6. On dit qu’on attache une chaine P,, a un sommet u d’un graphe si l’on relie

["un des sommets pendants de cette chaine a u.

Remarque 3.7. Soit C' la chaine obtenue en attachant une chaine P3 a ['un des sommets
pendants d’une chaine C', alors v ,5(C) = v,5(C") + 2.

Preuve. Soit C' = wy,...,v4_1, V) une chaine constituée de k sommets et soit C' =
U1y eeey Vk—1, Uk, Vpa1, Ukt2, Ukt3 la chaine obtenue en attachant une chaine vy 1, Vi12, Vg13
au sommet vy, de C". Soit S'un v ,,(C")-ensemble. 1l est clair que S = S" U {vg42,Vk13}
estun EDD de C. Donc 7y,5(C) < v,5(C") + 2. D’autre part, soit D un ~y,,(C)-ensemble.
d’aprés la Remarque 3.1, D contient vy 5 et Vgy3. Si Vg1 & D, alors D' = D —{v2,Vp 43}
est un EDD de C'. Sinon, si D contient vy_1 et ne contient pas vy, alors D' = (D —
{Vkt1, Vkr2, Vi3 }) U {vg} est un EDD de C', sinon, par la minimalité de D, ce dernier
contient vy, et pas v et donc D' = (D — {vg11, Vgt2, Vkt3}) U{vk_1} serait aussi un EDD
de C'. Dans les trois cas |D'| = |D| — 2 et donc 7,5(C") < 7,5(C) — 2. Par conséquent,
Y2(C) =72(C") + 2. O

3.2 Les graphes =, ,-excellents

Rappelons qu’un graphe G est «,,-excellent si tout sommet de GG est dans au moins un
~2(G)-ensemble. Afin d’illustrer cette définition, donnons quelques exemples. 11 est clair,
d’aprées la Remarque 3.1, que I’étoile 5 4, ainsi que la double étoile .S, ; sont v, ,-excellentes.
On peut facilement voir aussi que le graphe biparti complet K, ; et le cycle C), sont v, ,-
excellents. Par contre, le graphe G de la figure 3.2 n’est pas =, ,-excellent puisque le sommet

w n’appartient a aucun -y, ,(G)-ensemble.

Notre premier résultat relatif aux graphes =, ,-excellents montre que tout graphe est un
sous-graphe induit d’un graphe =, ,-excellent. En effet, considérons la couronne GG o K;
d’un graphe G. d’apres la Remarque 3.1, le graphe G o K; posséde un v, ,-ensemble unique
contenant tous ses sommets (qui sont soit des sommets pendants soit des supports). Par

conséquent, le graphe GG o K est v, ,-excellent. D’ou notre premiére proposition:

Proposition 3.8. Tout graphe est un sous-graphe induit d’'un graphe =y, ,-excellent.
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Figure 3.2. Le graphe G.

Corollaire 3.9. [/ n’existe pas de caractérisation des graphes =y, 4-excellents en termes de

sous-graphes induits interdits.

Ce corollaire est une conséquence directe de la proposition 3.8.

Notre résultat suivant concerne les chaines, il s’agit de la caractérisation des chaines

v «o-excellentes.

Proposition 3.10. Une chaine P, est v, y-excellente si et seulement sin = 2 oun = 0 ou
1(mod 3).

Preuve. 1l est clair que P, est une chaine v o- excellente.

Pour montrer qu'une chaine P,, avec n = 0 (mod 3) est vy, o~ excellente, procédons par
induction sur le nombre de sommets de la chaine. On sait que les chaines P; et Py sont v, -
excellentes, supposons que la chaine C' = vy, ..., v,_1, v, avec n = 3k est 7y, o- excellente et
montrons que la chaine C' = vy, ..., Up_1, U, Uns1, Unta, Unts avant 3(k + 1) sommets [’est

aussi.

D’apres la Remarque 3.7, tout v, o(C")-ensemble peut étre étendu a un v, ,(C')-ensemble
en ajoutant les deux sommets v, et v, 3 et puisque C' est v, o- excellente, il nous reste a
montrer qu’il existe un v,4(C')- ensemble qui contient le sommet v, 1. Soit S’ un 7 ,4(C")-
ensemble contenant le sommet v,,_o. On sait d’apres la Remarque 3.1 que v,,_; et v,, appar-
tiennent aussi a S'. Soit S = (S" U {vn11, Unt2, Unt3}) — {vn} , on peut facilement voir que
S estun EDD de C et puisque |S| = |S'| + 2, et d’aprés la Remarque 3.7, S est un 7 ,,(C)-
ensemble qui contient v, 1. Donc C' est 7y, o- excellente. Les mémes arguments peuvent étre

utilisés pour montrer qu’ une chaine P, avec n = 1(mod 3) est v, o- excellente.

Réciproquement, montrons que si une chaine est constituée de n = 2(mod 3) sommets
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avec n # 2, alors elle n’est pas 7y, o- excellente. Puisqu une chaine P, avec n = 2(mod 3)

et n # 2 posséde un vy o- ensemble unique, alors celle-ci n’est pas 7, o- excellente. Ol

Avant de présenter un résultat qui nous sera utile pour la suite, donnons les définitions

suivantes:

Définition 3.11. Une chaine C, dans un graphe G, est dite séparatrice si elle relie deux

sommets supports de G et deg(v) = 2 pour tout sommet v de C.

Puisque tous les sommets pendants et tous les supports d’un graphe sont dans tout v, ,-
ensemble de ce graphe et d’apres la Proposition 3.10, une chaine C' est v, ,-excellente si et

seulement si sa chaine séparatrice est constituée de n = 0 ou 2(mod 3) sommets.

Une chaine séparatrice est dite séparatrice 7y, ,-excellente (CSE) si elle est constituée
de n = 0 ou 2(mod 3) et séparatrice non 7y, ,-excellente (CSNE) si elle est constituée de

n = 1(mod 3).

Proposition 3.12. Si un graphe G est v 4-excellent, alors G ne contient pas de CSNE.
Preuve. Utilisons la contraposée et montrons que si G contient au moins une CNSE,
alors G n’est pas 7, o-excellent. Puisque la CSNE sépare deux supports qui sont, d’apres la
Remarque 3.1, dans tout vy, ,-ensemble, le reste du graphe n’influe pas sur l’appartenance
des sommets de cette chaine aux v ,,(G)-ensembles (les sommets de la chaine peuvent étre

traités comme si on avait cette chaine seulement) et donc le graphe G n’est pas vy, ,-excellent.

O

Il est clair que la réciproque n’est pas vraie. Prenons par exemple I’étoile subdivisée ST .
avec (kK > 3) dont le sommet central ne peut appartenir a aucun v, (S7 ,)-ensemble donc

elle n’est pas v,,- excellente alors qu’elle ne contient pas de CSNE.

3.2.1 Caractérisation des chenilles v, ,-excellentes

Nous allons maintenant voir une famille d’arbres tres étudiée appelée les chenilles. Une
chenille est un arbre non trivial 7. dont 1’élimination de tous les sommets pendants produit
une chaine P, = vy, vs, ..., vy appelée le squelette de la chenille tel que chaque sommet de
T, est ou bien sur la chaine ou bien adjacent a un sommet de la chaine Py. Le code d’une

chenille T est ¢(T.) = (c1, 2, ..., ;) OU ¢; est le nombre de sommets pendants adjacents
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a un sommet v;. il est a noter que ¢; # 0 et ¢ # 0. Aussi, par convention, ¢; > ¢i. Par

exemple, voir la figure 3.3 ci-dessous:

Vi2 Vi1 Vio Vg Vs V7 Vs Vs Vy V3 V2 Y

Figure 3.3. Une Chenille 7', avec ¢(T.)1= (2,1,3,0,0,0,2,T,0,0,3,1).

Pour I’¢tude des chenilles, nous allons considérer les chaines séparatrices situées entre
deux supports consécutifs, c’est-a-dire celles constituées par les sommets v; ayant un ¢; =
0 et notons par z; le nombre de sommets qui constituent une chaine séparatrice C;. Par
exemple, dans le graphe 7. de la figure 3.3 ci-dessus, C; = vy, v5,vg avec 2y = 3 et Cy =

Vg, V109 AVEC 29 — 2.

Puisqu’une chenille est constituée de sommets supports, de sommets pendants et de
chaines séparatrices, et d’apres la Proposition 3.12, nous pouvons donner ci-apres une car-

actérisation des chenilles v, ,-excellentes.

Théoréme 3.13. Une chenille T, est vy, 4-excellente si et seulement si toutes ses chaines
separatrices sont des CSE.
Preuve. D’apres la Proposition 3.12, si T, est v, q-excellente, alors toutes ses chaines

séparatrices sont des CSE.

Réciproquement, montrons que si toutes les chaines séparatrices de T, sont des CSE,
alors la chenille T, est vy, ,-excellente. Procédons par induction sur le nombre k de supports
constituant la chenille. Notons que les sommets pendants reliés a un support jouent le méme

role, c’est pourquoi nous considérons un seul sommet pendant par support.

Si k = 2, la chenille est formée par une CSE reliant deux supports avec leurs sommets
pendants. Dans ce cas, T, est une chaine formée d’ un nombre de sommets n = 0 ou

1(mod 3) qui est, d’aprés la Proposition 3.10, 7, ,-excellente.

Soit k > 3, soit T la chenille formée par k supports reliés par des CSE et soit v le

dernier support de T! et v' son sommet pendant. Supposons que T. est v ,-excellente
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et montrons que la chenille T, obtenue en ajoutant a I, une CSE avec vy, vs, ...v; ainsi
qu’un support v; 1 avec son sommet pendant v , | est 7y, q-excellente. Soient S" un v,5(T7)-
ensemble quelconque de T, C = v',v,v1,0s,...0j,Vj41,V},.et D un v,5(C)-ensemble.
puisque {v,v'} C S" et.{v,v'} C D, il est clair que S = 5" U (D — {v,v'}) est un
EDD de T, et donc v,5(T.) < vyo(T7) + (742(C) — 2). D'autre part, soit B un v,,(T,)-
ensemble. On peut facilement voir que B' = B N V(1)) est un EDD de T, de cardi-
nal |B| — (7,5(C) — 2) et donc 7,5(17) < 7,5(T2) — (7,2(C) — 2) et par conséquent,
Yoo (T.) = YooT!) + (Yyo(C) — 2). Puisque tout ,(T..)-ensemble peut étre étendu a
un 7y,o(T.)-ensemble en ajoutant D — {v,v'} | et puisque T, est 7y 4-excellente, alors tout
sommet de T est dans un vy, (1.)-ensemble, il nous reste alors a montrer que tout som-
met de la chaine vy, vs,...v; appartient a un y.,(1,)-ensemble. Puisque la chaine C' est

v o-excellente, alors tout sommet de la chaine vy, vs, ...v; appartient a au moins un v, (C)-

ensemble qui peut étre étendu a un vy, (1. )-ensemble en ajoutant S" — {v,v'}. O

3.2.2 Caractérisation des arbres v, ,-excellents

Nous passons a une caractérisation des arbres 7y, ,-excellents basée sur la détermination des

sommets n’appartenant a aucun -y, ,-ensemble.
1- Les sommets appartenant a tout ou a aucun v, ,-ensemble d’un arbre:
Nous commengons tout d’abord par donner les définitions et résultats suivants:

Définition 3.14. /25] Soit T un arbre enraciné en un sommet v, P’ (w) est [’ensemble des
sommets u € L(w) tels que d(w,u)= j (mod 3) et deg x = 2 pour tout sommet intermédi-

aire x de la chaine w — u pour j = 0,1 ou 2.

Définition 3.15. /25] Dans un arbre T, [’ensemble Ao(T) (resp. Nx2(T)) est I'ensemble
des sommets de T' qui sont dans tout (resp. dans aucun) ensemble dominant double minimum

deT.

Nous donnons maintenant un résultat qui nous permettra d’éliminer des chaines a 3 som-

mets et nous sera donc utile pour caractériser les ensembles Ao (T') et Nyo(T).

Lemme 3.16. /25] Soient T" un arbre et v € V(T"). Soit T I’arbre obtenu a partir de T en

attachant une chaine P3 a un sommet pendant u de T" avec v ¢ N [u] , alors
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(@) VsoT) = 752(T") + 2;
(b) v e Auo(T") si et seulement siv € Ayo(T);

(c) v € Nuo(T") si et seulement siv € Nyo(T).

Preuve. Supposons que l'arbre T est obtenu a partir de T' en ajoutant la chaine x,y, z

et 'aréte ux.

(@) Tout ~,o(T")-ensemble peut étre étendu a un EDD de T en ajoutant |'ensemble
{y,z}, d’ott v,5(T) < 7,5(T") + 2. D’autre part, soient D un v, ,(T)-ensemble et D' =
DNV(T").Sixz ¢ D, alors D" estun EDD de T", sinon (x € D), alors |D'| = |D| — 3 etz
peut étre remplacé dans D par u si u ¢ D ou par w sinon (ot w est le support de u). Dans
les deux cas, les ensembles D' U {u} et D' U {w} sont des EDD de T" de cardinal |D| — 2
d’ou 7,5 (T") < 7,o(T") = 2 et donc 7,5 (T) = 7o (T") + 2.

(b) Supposons que v ¢ Ao(T"). Soit D' un . ,(1")-ensemble qui ne contient pas v alors
D' Uy, z} est un v, o(T)-ensemble qui ne contient pas v et donc v ¢ Ayxo(T). Récipro-
quement, supposons que v € Ayo(T"). Soit D un v, o(T)-ensemble et D' = D NV (T").
Si x ¢ D, alors D' est un EDD de T' avec |D'| = |D| — 2. Par conséquent, D' est un
Yo(T")-ensemble avec v € D' C D. Si x € D, d’aprés (a), D' U {u}et D' U {w} sont
des v, .o(T")-ensembles qui, donc, contiennent v. Dans tous les cas qu’on a vus et puisque v

¢ Nlul,ve Detdoncv e Ays(T).

(c) Supposons que v & Nyo(T'). Soit D' un 7 ,o(T")-ensemble qui contient v. Il est
clair que D = D' U {y, 2z} est un 7 ,5(T)-ensemble qui contient v et donc v ¢ Nyo(T).
Inversement, supposons que v € Nyo(T"). Soient D un +,,(T)-ensemble quelconque et
D' =DnV(T). Six ¢ D, alors D' est un v,4(T")-ensemble et donc v ¢ D' et par
conséquent, v ¢ D. Si x € D, on a vu dans (a) que les ensembles D' U {u}et D' U {w}
sont des 7y ,.o(T")-ensembles qui, donc, ne contiennent pas v. Dans tous les cas qu’on a vus

et puisque v ¢ N [u], v ¢ D et donc v € Nyao(T). O
Définition 3.17. /25] Soit T un arbre enraciné en v, on définit I'ensemble W*(T,) par:

W*(T,) = {w* € C(v) | L(w*) = P*(w*), |P*(w")

> 2 et PP(w*) U P (w*) =0} .
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Remarque 3.18. /25] Soit T un arbre enraciné en v avec |W*(T,)| > 2 et C(v)—W*(T,) #
0 et soit w* € W*(T,). Alorsv € A_,(T,) (resp. N«a(T,)) si et seulement si v € Ayo(T))

No(T) o T =T,— U T..
(resp. Nuo(T})) ou T, 2€W*(Ty)—w*

Remarque 3.19. /25] Soit T un arbre enraciné en v. Soit w* € W*(T,) avec | P?(w*)| > 3.

Alors v € A_,(T,) (resp. N«a(T,)) si et seulement si v € Ayo(T)) (resp. Nx2(T))) ou T

est I’arbre obtenu a partir de T, en remplagant D [w*| par une chaine Ps de centre w*.

Pour la suite, nous admettrons que pour tout sommet w* € W*(T,), |C'(w*)| = 2. Nous
introduisons maintenant un théoréme qui caractérise les ensembles A.»(T') et Ny2(T') pour

un arbre 7" enraciné en v tel que deg(u) < 2Vu ¢ W*(T') U {v}.

Théoréme 3.20. /25] Soit T un arbre enraciné en v tel que deg(u) < 2Vu ¢ W*(T)U{v}.
Ona

a) ve A (T) si et seulement si une au moins des conditions suivantes est vérifiée:

- U est un sommet Support,;

- v est un sommet pendant;

[P (v)] = 2;

- |[P(v)| = 3;

- |[PY(v)] = Let [PO(v)] € {1,2};
(v)
(v)

- P @) = L W* # D et Pv) U P°(v) = 0
- |POW)| = 2t [P2(v)| > 1.

(%

b) v € Nuo(T) si et seulement si |P*(v)| > 2 et P*(v) U P°(v) = 0.

Preuve. D’apres la Remarque 3.1, le théoréeme 3.20 est vérifié pour les cas ou v est un
support ou sommet pendant. Pour la suite, supposons que v n’est pas un sommet Support ni

un sommet pendant. D’aprés le Lemme 3.16, ’arbre T,, peut étre ramené a un arbre T}, en

remplagant chaque chaine v — b de T), par une chaine v — b de longueur j avec j = 3,4, 2
sib € P(v) pouri = 0,1,2 respectivement et les chaines w* — b (ou b € P?(w*)) par des
chaines de longueur 2. Par conséquent, on aurav € A_,(T,) (resp. Ny2(T,)) si et seulement
siv € Axa(TY) (resp. Nyo(T)). 1l est clair maintenant que tout sommet pendant de T, est

a distance 2, 3 ou 4 de v. Pour des raisons de simplicité d’écriture, nous noterons I} par T
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Commencgons par la condition suffisante:

Cas 1: |P'(v)| > 2.

Soient D un v,o(T)-ensemble quelconque, u et x deux sommets de P*(v) a distance 4 de
vavec P, = v, uy, us, uz, u et P, = v, 21, x9,x3, T les v—u et v—x chaines respectivement.
d’aprés la Remarque 3.1, {u,us,x,x3} C D. Siv & D, alors {uy,us, x1,x2} C D. Dans
ce cas, D' = (D — {ug,x2}) U{v} est un EDD de T de cardinal inférieur a celui de D,

contradiction. Par conséquent, v € A _,(T).

Cas 2: |P°(v)] > 3.

Soient D un ~y,(T)-ensemble quelconque, u, x et w 3 sommets de P°(v) a distance 3 de
vavec P, = v,ui,ug,u, P, = v, 21,29, 7 €t P, = v, w1, wo,wlesv —u,v—xetv—w
chaines respectivement. d’apres la Remarque 3.1, {u, us, x, xo,w,ws} C D.Siv ¢ D, alors
{uy,z1, w1} C D. Mais alors D' = (D — {x1,w;}) U {v} est un EDD de T de cardinal

inférieur a celui de D, contradiction. Par conséquent, v € A_,(T).

Cas 3: |Pt(v)| =1et|P°(v)| € {1,2}.

Soient D un v, (T)-ensemble quelconque, u et x deux sommets de P'(v) et P°(v) a
distance 4 et 3 respectivement de v avec P, = v,uy, us, ug,u et P, = v, 21,22, x les v —u et
v—x chaines respectivement. On sait que {u, uz, r,xo} C D.Siv & D, alors {uy,us, x1} C
D. Dans ce cas, (D — {ug,z1}) U {v} est un EDD de T de cardinal inférieur a celui de D,
contradiction. Par conséquent,v € A_,(T). Les mémes arguments peuvent étre utilisés pour

montrer le cas |P°(v)| = 2.

Cas 4: |P'(v)| =1, W* #£ et P°(v) U P?(v) = 0.

Soient D un v, .,(T)-ensemble quelconque, v un sommet de P*(v) a distance 4 de v et
w* € W*(T) avec P, = v,uy,us, us, u la v — u chaine. Dans ce cas, w* est double dominé.
Siv ¢ D, alors pour dominer v, {uy, us, w*} C D. Mais alors (D — {uz, w*}) U{v} est un

EDD de T de cardinal inférieur a celui de D, contradiction. Par conséquent, v € A_,(T).

Cas 5: |P°(v)| =2et |P?(v)] > 1.
Soient D un v,,(T)-ensemble quelconque, u,z € P°(v) et w € P%(v), 3 sommets a
distance 3, 3 et 2 de v avec P, = v,uy,us,u, P, = v, 21,29, et P, = v, w1, w les v — u,

v —x et v —w chaines respectivement. On a alors {u, us, x, xo, w, w1} C D.Siv ¢ D, alors
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{uy,z1} C D. Il est simple de voir que (D — {z1,u1}) U{v} est un EDD de T de cardinal

inférieur a celui de D, contradiction. Par conséquent, v € A _,(T).

Cas 6: |P*(v)| > 2 et |P'(v)| = |P°(v)| = 0.

Dans ce cas, ['arbre T est formé d’au moins deux chaines P, attachées a v et éventuelle-
ment des sommets de W*(T'). d’aprés la Remarque 3.1, tous les supports et tous les sommets
pendants appartiennent a tous les EDD de T'. Puisque les sommets de W*(T') sont double-
ment dominés par leurs descendants et v est doublement dominé par au moins deux supports,

alors v ne peut appartenir a aucun vy ,o(T)-ensemble. Par conséquent, v € N, (T).

Notons que les démonstrations des cas 1, 2, 3, 4 et 6 sont valables pour un ensemble

W*(T') quelconque.

Pour prouver la condition nécessaire, considérons en plus des cas précédents les cas

suivants:

Cas 7: |P°(v)| =2 et |PY(v)| = |P?*(v)| = 0.

Nous considérons deux cas:

a)- W*(T) = 0 : L'arbre T est dans ce cas une chaine P; = wu,us,uy, v, ry, To,T.
d’aprés la Remarque 3.4, v, o(P;) = 2 (%W = 6. Il est clair que Dy = {u,us, uy, x9, 21,2}
et Dy = {u,ug, uy, v, z9,x} sont des 7 ,,(T)-ensembles et par conséquent, v ¢ A _,(T) U

N (T).

b)- W*(T) # 0. d’aprés la Remarque 3.18, supposons que W*(T) = {w*}. Dans
ce cas, l'arbre T est formé de deux chaines P, = xq,x9,x et Py = wuy,us,u attachées
a v respectivement en x, et uy ainsi qu’'une chaine Ps de centre w* attaché a v. Soit D
un v ,5(T)-ensemble. Supposons que v € A _,(T). Il est clair que D doit contenir v et
exactement ['un des sommets w*, x1 ou uy, donc (D — {v,w* x1,u1}) U {x1,us} est un
vVo(T)-ensemble qui ne contient pas v d’ou la contradiction. Supposons maintenant que
v €N, (T). Alors, {x1,u1} C D. Mais alors (D — {u1}) U {v} est un 7 ,o(T)-ensemble

qui contient v, d’oul la contradiction. Par conséquent, v ¢ A ,(T)UN ,(T).

Cas 8: |P'(v)| =1,

P3(v)] > 1et |P°(v)| = 0.
Soit u un sommet de P'(v) a distance 4 de v avec P, = v,uy,us,uz,u la v — u

chaine. Alors tout autre sommet pendant de ' est a distance 2 de v excepté peut étre
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pour des sommets pendants descendants de sommets de W*(T'). On sait que tout 7y ,,(T)-
ensemble contient tous les sommets supports ainsi que tous les sommets pendants. Pour
double dominer les sommets v,u; et uy, tout v,4(T)-ensemble doit contenir exactement
deux d’entre eux. Par conséquent, il existe des 7y ,,(T')-ensembles Dy avec {us,u,} C D; et

Dy avec {uy,v} C Dy, d’ouv ¢ A, (T)UN,,(T).

Cas 9: |P°(v)| =1, |P%(v)| > 1et|P'(v)| = 0.

Soit u un sommet de P*(v) a distance 3 de v avec P, = v,uy, uz, u la v —u chaine. Alors
tout autre sommet pendant de T est a distance 2 de v excepté peut étre pour des sommets
pendants descendants de sommets de W*(T'). On sait que tout 7y, ,(T')-ensemble contient
tous les sommets supports ainsi que tous les sommets pendants. Pour double dominer les
sommets v et uy, tout v,4(T)-ensemble doit contenir exactement ['un d’entre eux. Par

conséquent, il existe des 7y, (T)-ensembles Dy avec u; € D; et Dy avec v € Ds, d’ou

vE AL(T)UNL(T).

Cas 10: W* £, |P°(v) U P*(v)| = 1 et P1(v) = 0.

D’apres la Remarque 3.18, supposons que W*(T') = {w*} et considérons deux cas:

a) |P°(v)| = 1. Dans ce cas, I'arbre T est formé d’une chaine P, = x1, x5, T attachée a v
en x1 et d'une chaine Ps de centre w* attaché a v. 1l est évident que Dy = {x1, 9, z,w*} U

D(w*) et Dy = {x1,z9,x,v} U D(w*) sont des ~y,(T)-ensembles. Par conséquent v ¢
Ao (T) UNL(T).

b) |P?(v)| = 1. Dans ce cas, 'arbre T est formé d'une chaine P, = 1, x attachée a v en
x1 et d'une chaine Ps de centre w* attaché a v. Il est évident que Dy = {z1, v, w* }UD(w*) et

Dy ={x1, z, v}UD(w*) sont des .o (T)-ensembles. Par conséquentv ¢ A _,(T)UN ,(T).

Cas 11: |W*(T)| > 2 et P°(v) U P*(v) U P%(v) = 0.
Dans ce cas, tous les C(v) = W*(T) avec |W*(T')| > 2. Puisque tous les sommets
de W*(T') sont dominés, il nous reste a dominer le sommet v, il suffit donc de prendre

deux sommets de W*(T') ou bien le sommet v et un sommet de W*(T'). Par conséquent,

U¢A><2(T)UN><2(T) D
2- I’élagage d’un arbre par rapport a la domination double [25]:

Supposons que I’arbre 7" est enraciné en v qui n’est pas un support ni un sommet pendant.
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Sideg(z) < 2Vx € (V(T) - W*(T,)) — {v},alors T, = T,. Sinon soit v un sommet de

B(T) a distance maximum de v. Notons que |C'(u)| > 2 et deg(x) < 2Va € D(u).
On applique le processus suivant:
e Si|P'(u)| > 1, effacer D(u) et attacher une chaine P; (un sommet) a v.
o Si|P%*(u)| > 1, |P%u)| > 1et P(u) = 0, effacer D(u) et attacher une chaine P; a u.
o Si|P%(u)| > 2et P°(u) U P'(u) =0, alors

— siu € C(v), effacer D(u) et attacher deux chaines P, a u.
— sid(v,u) = 2etp(u) ¢ B(T), effacer D(u) et attacher une chaine P» a u.

—siu ¢ C(v) etd(v,u) # 2 oubien p(u) € B(T), effacer D [u] .
o Si|P%u)| > 2et PY(u) U P?*(u) = 0, effacer D(u) et attacher une chaine P; a u.

Cette étape du processus d’¢lagage est appelée un ¢lagage de 7' en u. On répete ce pro-

cessus jusqu’a ce qu’un arbre 7T, soit obtenu avec deg(z) < 2Vz € (V(T)-W*(T,))—{v} .

Pour faciliter la compréhension de cette technique, nous donnons 1’exemple illustratif
suivant: considérons I’arbre 7" de la figure 3.4 ci-dessous. v, w, u, x, y et z sont les sommets
branches de T, w est celui qui est & distance maximum 3 de v et puisque |P'(w)| > 1, on
efface D(w) et on attache une chaine P, a w. On considére maintenant le sommet y qui est a
distance 2 de v. Puisque | P*(y)| > 1 on efface D(y) et on attache une chaine P; a y. Il nous
reste alors trois sommets a traiter z, u et 2 qui sont a distance 1 de v. Sachant que z € C'(v),
|PY(2) UPY%2)| = 0 et |P?(2)] > 2, on efface D(z) et on attache deux chaines P, a z.
Concernant le sommet z, puisque |P%(z)| > 1 et |P?(z)| > 1 et P'(x) = 0, alors on efface
D(z) et on attache chaine P; a x. Puisque | P°(v)| > 2 et P(v) U P%(v) = 0, alors on efface
D(u) et on attache une chaine P; a u. d’aprés le Théoréme 3.20,v ¢ A _,(T) UN _,(T).
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Figure 3.4. L’¢lagage de I’arbre 7.

Afin de valider cette méthode, nous allons montrer que les opérations de 1’élagage préser-
vent les propriétés d’appartenance du sommet v a tout ou a aucun ensemble dominant double

minimum de 7.

Remarque 3.21. Soient T un arbre enraciné en v et u le sommet branche a distance max-
imum de v. d’apres le Lemme 3.16, ['arbre 'T' peut étre réduit en remplacant toute u — x

chaine de T par une u — x chaine de longueur j, o j = 3,1,2 si v € P'(u),i = 0,1,2
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respectivement.

Lemme 3.22. [25] Soient T' un arbre enraciné en v et u un sommet branche a distance

maximum de v avec ky = |P*(u)|, ko = |P?*(u)| et k3 = |P°(u)|. Si

(1) ky > 1, poser T' I’arbre obtenu de T en effacant D(u) et en attachant une chaine P,

a u.

(2) ke > 1, k3 > 1 et ky = 0, poser T" I'arbre obtenu de T en effagant D(u) et en

attachant une chaine P, a u.

(3) ke > 2, ki + ks =0etu € C(v) poser T' I’arbre obtenu de T en effacant D(u) et en

attachant deux chaines Py a .

(4) ko > 2, k1 + ks = 0,d(v,u) = 2 et p(u) ¢ B(T) poser T' I’arbre obtenu de T en

effacant D(u) et en attachant une chaine Py a .

(5) ko > 2, k1 + ks =0,u ¢ C(v) et d(v,u) # 2 ou bien p(u) € B(T) — {v} poser T"
’arbre obtenu de T en effagant D [u] .

(6) ks > 2et ki + ky = 0, poser T' I'arbre obtenu de T en effagant D(u) et en attachant

une chaine P, a u.
alors pour chacun des cas précédents:

(@) v e Axo(T) si et seulement siv € Ayo(T");

(b) v € Nyo(T) si et seulement si v € Nyo(T').

Preuve. Soient [a;], [t;,u;] et [Tk, Yk, 21| des chaines d’ordre 1, 2 et 3 respectivement,

attachées a w ot a;,uj, zr, € L(T) N D(u), pour 0 < i <ky, 0<j<koet0 <k <ks.

Cas 1. ky > 1. SoitT" =T — (D(u) — {ar}).

Montrons d’abord que .o (T") = v,.o(T) — (k1 — 1) —2ks — 2k3. Tout v, o(T")-ensemble
peut étre étendu a un EDD de T' en ajoutant I’ensemble {a;} U {t;,u;} U {y, 21} pouri €
{2, ki},5€{1,. . katetk € {1,....ks} etdoncy, o(T) < vyo(T")+ (k1 —1)+2ky+2ks3.
D autre part, soit D un vy ,,(T)-ensemble et D' = D NT". Il est clair que D' = D — ({a;} U
{t,u; Y U {yn, 2 }) pouri € {2, k1 }, 5 € {1, ...k} etk € {1,....,k3} estun EDD de T,
donc 7y, o(T') < vy (T) = (k1 —1) = 2ka —2k3 d 01t 7,5 (T") = 5o (T) — (k1 —1) —2ka — 2k3.
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(a) Supposons que v € Ayxo(T"). Soit D un v,4(T)-ensemble quelconque. On a vu que
D'=D—({a;}U{t;,u;} U{yk, zr}) pouri € {2, ...k}, j € {1,. ...k} etk € {1,.. ks}
estun EDD de T" de cardinal ~ , o(T) — (k1 — 1) —2ko — 2k3, c'est donc un +y .o (T")-ensemble.

Doncv € D' C D. Par conséquent v € Ayo(T).

Inversement, supposons que v € Ayo(T) et soit S" un ~,,(T")-ensemble quelconque.
On sait que S = S" U {a;} U {tj,u;} U{yp, 2} pouri € {2,...k1},j € {1,...ka} et
ke {l,.. ks} estuny,o(T)-ensemble, doncv € S. Puisque v ¢ {a;} U{t;, u;} U{yk, 2x},
ve S douve An(T).

(b) Supposons maintenant que v € Nyo(T"). Soit D un ~y,,(T)-ensemble quelconque.
Onavuque D' = D—({a;}U{t;,u;} U{yr, 2 }) pouri € {2,...k1},j € {1,....ko} etk €
{1,....ks} est un v, ,(1")-ensemble. Donc v ¢ D' et puisque v ¢ {a;} U{t;,u;} U {yk, 21}
pouri € {2,...ki},j€{l, ... ko}etk e {l, .. ks},veENy(T).

Inversement, supposons que v € Nyo(T) et soit S" un ~,o(T")-ensemble quelconque.
On sait que S = S’ U {a;} U {tj,u;} U{yk, 2z} pouri € {2,...k1}, 7 € {1,....ka}et
ke {l,.. ks} estun~,o(T)-ensemble, donc v ¢ S. Puisque v ¢ {a;} U{t;, u;} U{yk, 2x},
v e S douv e Nyo(T'). Notons que les mémes arguments ont été utilisés pour (a) et (b),

donc, pour la suite, nous nous contenterons de montrer le cas (a).

Cas2. ky>1,ky>1letky =0.S0itT =T — (D(u) — {t1}).

Montrons que v (T") = vy o(T) — 2(ka — 1) — 2ks — 1. Tout 7y, ,(T")-ensemble peut étre
étendu a un EDD de T en ajoutant I'ensemble {uy,t;,u;} U {yk, 21} pour j € {2, ...,k } et
ke{l,.. ks}etdoncy,o(T) < vyuo(T')+2(ka—1)+2ks+1. Soit D un v ,4(T)-ensemble
arbitraire. Si w € D, alors D' = D — ({uy,t;,uj} U {yk, z}) pour j € {2,...,ka} et
ke{l,.. ks}estun EDDdeT". Siu ¢ D, alors ks = 1 (sinon on aurait une contradiction
sur la taille de D) et donc x1 € D. Alors D' = (D — ({w1, t;,u; }U{z1, 11, 21})) U{u} pour
J €A{2,...,ka} estun EDD de T'. Dans les deux cas, |D'| = |D'| —2(ky — 1) — 2k3 — 1 et
donc 7y o(T") < 4y o(T) — 2(ka — 1) — 2k3 — 1. Par conséquent o (T") = vy o(T) — 2(ko —
1) — 2k; — 1.

(a) Supposons que v € Ayo(T") et soit D un v ,,(T')-ensemble arbitraire. On a vu que
D' = (D — ({ur,tj,uj} U{zr,yp, 26 })) U {u}l pour j € {2,... .k} et k € {2,... ks}
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est un v ,o(1")-ensemble. Alors v € D' et puisque v ¢ {uy,tj,u;} U {xk, yp, 2x} pour
JEA2, ...k} etk €{2,....ks},v € D. Par conséquent v € Ays(T).

Réciproquement, supposons que v € Ayo(T) et soit S" un y,.o(T")-ensemble quelconque.
Nous avons vu que S = S"U{uy,tj,u;} U{yk, 21} pour j € {2,... . ko} etk € {1,...,ks} est
un vy, o(T)-ensemble, d’oni v € S. Puisque v ¢ {uy,t;,u;} U {yg, 2} pour j € {2,..., ko } et
ke{l,.. ks},alorsve S douve An(T).

Cas 3. ]{12 Z 2, k’l + ]{13 =0etu€ O(U) SoitT' =T — (D(U) — {tl,ul,tg,UQ}).

Ce cas découle directement du lemme 3.16 et de la remarque 3.19.

Cas4. ky > 2, k1+ks =0, d(v,u) =2etp(u) ¢ B(T).SoitT" =T—(D(u)—{t1,u1}).

On montre au début que v, o(T") = 7,o(T) — 2(ky — 1).Tout ~,4(T")-ensemble peut
étre étendu a un EDD de T en ajoutant [’ensemble {t;, u;} pour j € {2,...,ks} et donc
Y2(T) < vyo(T") + 2(ke — 1). D autre part, soit D un v, (T )-ensemble quelconque. Si
w € D,alors D' = D — {t;,u;} pour j € {2,...,ks} est un EDD de T". Si uw ¢ D, alors
w = p(u) doit étre dans D pour qu'il soit double dominé. Donc D' = D — {t;, u;} pour
J € {2,....ko} estun EDD de T', d’ott v,o(T") < vyo(T) — 2(ky — 1). Par conséquent,
V2 (T") = 1sa(T) = 2(k2 = 1).

(a) Supposons que v € Ayo(T") et soit D un v ,,(T')-ensemble arbitraire. On a vu que
D" = D —{uj,t;} pour 2 < j < kg estun EDD de T’ de cardinal ,.o(T) —2(ko — 1) ce qui

signifie que c¢’est un 7y .o (T")-ensemble. Alors v € D' C D. Par conséquent v € Ayo(T).

Inversement, supposons que v € Ayo(T) et soit S" un v, o(1T")-ensemble quelconque. On
sait que S = S" U {u;,t;} pour 2 < j < ko estun y,,(T)-ensemble, d’ou v € S. Puisque
v & {u;,t;} pour 2 <j < kg, alorsve S douve An(T).

Cas 5. ko > 2, k1 + ks =0,u ¢ C(v) et d(v,u) # 2 ou bien p(u) € B(T) — {v} . Soit
T' =T —Du.

Montrons que v,o(T") = v,o(T) — 2ky.Tout ~,5(T")-ensemble peut étre étendu a un
EDD de T en ajoutant l'ensemble {t;,u;} pour j € {1,....ka} et donc v, ,(T) < v, o(T") +
2ky. D’autre part, soit D un ~,4(T)-ensemble quelconque. Si w ¢ D, alors D' = D —
{tj,u;} pour j € {1,...,ks} est un EDD de T'. Sinon uw € D, siw ¢ D, D" = (D —
{tj,uj,u}) U{p(uw)} pour j € {1,...,ko} serait un EDD de T", sinon, c’est a dire y € D,
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D' = (D —{t;,uj,u})U{x} pour j € {1, ..., ko } serait aussi un EDD deT" oti v € N(w)—
{v,u} (x ¢ D par minimalité de D) et donc 7y, 5(T") < v,o(T) — 2ks. Par conséquent,
7><2(T/) = 7><2(T) — 2ks.

(a) Supposons que v € A,o(T"). Soit D un v, ,(T')-ensemble arbitraire. Nous venons de
voir que dans les trois cas D' est un 7y, ,(T")-ensemble. Puisque v ¢ {w,z}, alorsv € D’

et donc v € D. Par conséquent v € Ayo(T).

Réciproquement, supposons que v € Ayo(T) et soit S" uny,.o(T")-ensemble quelconque.
On sait que S = S'U{u;,t;} pour 1 < j < kg estuny,,(T')-ensemble, donc v € S. Puisque
v & {u;,t;} pour 1 <j < kg alorsve s, douveAn(T).

Cas 6. ks >2ethky +ky=0.S0itT" =T — (D(u) — {x1,91,21})-

Nous montrons d’abord que ,.o(T") = 7,o(T)—2(ks—1). Soit S’ un v, (T")-ensemble.
Siu e S alors S = 5" U{yk, 2k} pour k € {2,...,ks} est un EDD de T. Sinon (u ¢ S'),
alors x1 € S' et puisque u est dominé par x, et w, alors (S — {x1}) U {u} est un v, ,(1")-
ensemble et donc S = (S — {x1}) U {w, yg, 2.} pour k € {2,...,ks} est un EDD de T de
cardinal y,o(T") + 2(ks — 1) d’ott 7,5 (T) < vyo(T") + 2(ks — 1). D autre part, soit D
un .o (T)-ensemble. Si w € D (au cas ou il existe un sommet xy, dans D, sans perte de
généralité, supposons que c’est x1), alors D — {yy, z1.} pour k € {2,...,ks} est un EDD
de T'. Sinon (u ¢ D), il est clair que dans ce cas ks = 2 et {x1,x2} C D, on a alors
D' = (D—{z3,ys, 22} )U{u} estun EDD de T" de cardinal y, o(T)—2(ks—1) avec (k3 = 2).
Donc v,o(T") < v,o(T) — 2(ks — 1) et par conséquent, v,o(T") = v,.o(T) — 2(ks — 1).

(a) Supposons que v € Ayo(T") et soit D un vy, ,(T")-ensemble arbitraire. Dans les deux
cas ci-dessus, D' est un 7y ,,(T")-ensemble et puisque v & {Tg, Yy, 2k, u} pour 1 < k < ks,

alors v € D'. Donc v € D. Par conséquent v € Ays(T).

Réciproquement, supposons que v € Ayo(T) et soit S" un -y, o(T")-ensemble quelconque.
On a vu que dans les deux cas S est un v ,4(T)-ensemble et donc v € S. Puisque v ¢
{Tk, Yk, 26, u} pour 1 < k < ks, alorsv € §',d’ottv € Ayo(T"). d

3- Résultat principal:

Théoréme 3.23. [25]Soit v un sommet d’'un arbre T, alors
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o v € Ay(T) si et seulement si v € Ayo(T,);

o v € Nyo(T) si et seulement si v € Ny »(T,).

Preuve. Le théoréeme 3.23 est une conséquence directe du lemme 3.16, du théoreme 3.20

et du lemme 3.22. O

Ayant caractérisé I’ensemble N,»(T") pour n’importe quel arbre 7', La caractérisation des

arbres v, ,-excellents est équivalente a ce que cet ensemble soit vide.

Corollaire 3.24. Un arbre T est v, 4-excellent si et seulement si pour toutv € T, | P?(v)| < 1

ou P'(v) U P°(v) # 0 dans I’arbre T,.
4- Reconnaissance d’un arbre v, ,-excellent

Nous proposons maintenant un algorithme de reconnaissance d’un arbre 7, ,-excellent

basé sur la caractérisation ci-dessus (corollaire 3.24):

Algorithme : Reconnaissance d’un arbre v, ,-excellent

Input: Un arbre 7" tel que |V (T')| > 2.(les sommets de 7' sont numérotés de 1 a |V(T)|).

Etape 1: Poserr = 1.
Etape 2: Sir = |V(T)| + 1, TERMINER. T est 7, ,-excellent. Sinon, Poser 7" = T, = T,.

Etape 3: Utiliser la méthode de recherche en largeur (breadh-first search) pour explorer tous les
sommets de 7. Si v est un support ou un sommet pendant, poser r = r + 1 et aller
a I'étape 2. Sinon, déterminer la distance d(v, x) pour tout z € V(T,) et générer la

séquence des sommets branches (uy, ..., uy) telle que:

d(v,uy) < d(v,ug) < ... < d(v,uy)

Poser B(T') = {uy,...,ux} et m = k.

Etape 4: Sim = 0 (ie B(T') = ), aller a 6. Sinon, aller a Iétape 5.



Etape 5: Poser u = u,,. Pour tout fils = de u, soit 2’ I’'unique sommet pendant de 7.

Pouri = 0,1 et 2 poser

P'(u) = {2’ € L(u) | d(u,) = i(mod 3)}.

— Si |PY(u)| > 1, soit z € C(u) alors poser

T =T— (D(u) — 2).

et B(T) = B(T) —u, m = m — 1 et aller a I’étape 4.

— Si|P%(u)] > 1, |P°u)| > 1et P(u) = 0, soit z € C(u) alors poser

T =T—(D(u) — 2).

et B(T) = B(T) — u, m =m — 1 et aller a I’étape 4.

— Si |P?(u)| > 2 et PP(u) U PY(u) = 0 soit {z, 2} € C(u), alors

* Siu € C(v), poser

T=T- U D [w].
welC(u)—{z,x}
et B(T) = B(T) —u, m =m — 1, et aller a I’étape 4.

* Sid(v,u) =2etp(u) ¢ B(T,), poser
T=T- U Dlu.
weC(u)—z
et B(T) = B(T) — u, m = m — 1 et aller a I’étape 4.
* Sinon, poser
T=T-Du.

et B(T) = B(T) —u, m = m — 1 et aller a I’étape 4.
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— Si|P%u)| > 2et P1(u)UP?*(u) = 0, soit z € C(u) telque 2’ € T, et 2’ € P°(u).

Alors poser

T=T- U D
welC(u)—z

et B(T) = B(T) —u, m = m — 1 et aller a I’étape 4.
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Etape 6: Si|P?(v)| > 2et P°(v) UP'(v) = . TERMINER. T n’est pas v, ,-excellent. Sinon

poser r = r + 1 et aller a I’étape 2.

La complexité de cet algorithme est estimée comme suit: le temps nécessaire pour 1’étape
3 est O(|V(T,)]), L’étape 5 nécessite pour, un sommet branche u, un temps de O(|C(u)|).
Donc le temps écoulé entre la boucle entre I’étape 4 et I’étape 5 est O(|V (7,)]). Puisque ce

traitement est effectué au plus |V (7,)| fois, alors le temps total d’exécution de cet algorithme

est O(|V(T,)[).

Remarque 3.25. La caractérisation des ensembles Ay et Nyo pour n’importe quel arbre
peut étre utilisée pour reconnaitre d’autres classes d’arbres. En effet, nous pouvons utiliser

cette caractérisation pour:

e La reconnaissance des arbres ayant un dominant double minimum unique sachant

qu'un graphe G posséde un p-ensemble unique si et seulement si puisque A,(G) U

Nu(G) = V(G).

e La reconnaissance des arbres vy ,-recommandables, des arbres -y, o-justes et des ar-

bres 7y, o-indésirables puisque dans un arbre G, v,5b = |Nyao(G)| et 7,09 = V(G) —
Noa(G)]-
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CHAPITRE 4

LES GRAPHES vpr-EXCELLENTS

Le présent chapitre est consacré a 1’étude des graphes excellents par rapport a la domination
couplée. Similairement aux graphes 7, ,-excellents, la famille des graphes 7,,.-excellents n’a
fait, jusqu’a présent, I’objet d’aucune étude. Les différents résultats obtenus seront présentés

apres un bref apercgu sur la domination couplée dans les graphes.

4.1 Apercu sur la domination couplée

Soit G = (V, E') un graphe simple. On définit un ensemble dominant couplé .S avec un cou-
plage M comme étant un ensemble dominant S = {vy, vo, ..., V91, U} avec un ensemble
indépendant d’arétes M = {ey, es, ..., }, ou chaque aréte e; relie deux élements de S de
telle sorte que M soit un couplage parfait dans le sous-graphe induit par S. Si v;v, € M
alors on dit que les sommets v;,v;, € S sont couplés dans S. Le nombre de domination cou-
plée 7,,(G) est le cardinal minimum d’un ensemble dominant couplé (EDC) de G. 1l est
a noter que tout graphe sans sommets isolés admet un dominant couplé, il suffit de pren-
dre ’ensemble des sommets extrémités des arétes d’un couplage maximal quelconque dans
G. La domination couplée a été introduite par HAYNES et SLATER [26] et a fait I’objet
de quelques travaux, citons essentiellement ceux de HAYNES et SLATER [26, 27], PROF-
FITT, HAYNES et SLATER [28], FITZPATRICK et HARTNELL [29], STUDER, HAYNES
et LAWSON [30], CHELLALI et HAYNES [22, 31] et derniérement celui de QIOA, KANG,
CARDEI et DU [32].

Par exemple, pour le graphe Q3 de la figure 4.1, S; = {v1,vq,v3,v4} avec M; =
{v1v9, v304} ou Sy avec M| = {vyv4,v9v3} sont des ensembles dominants couplés mini-
mum de ce graphe et v,,.(Q3) = 4. Pour I’étoile subdivisée ST, de la figure 4.1, notons que
si S est un EDC quelconque de ST et v; € S, alors u; € S tel que u; et v; sont couplés dans
S, etsiv; ¢ S, alors u; € S pour dominer v;, et u; et w sont couplés. Puisque w ne peut étre

couplé qu’une fois, v,,.(57 ;) = 2k.


sofiane
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v V) ul vl
w u, Vv,
Uy Vi
Vy V3

FIGURE 4.1. Le cube Q3 et I’¢étoile subdivisée ST ;..

Nous avons vu que tout sommet u; de I’¢étoile subdivisée ST ;. doit étre dans tout EDC de

celle-ci. Les arguments qu’on a présentés sont valables pour tout graphe.

Remarque 4.1. Si u est adjacent a un sommet pendant de G, alors u est dans tout EDC de

G.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble dominant couplé soit mini-

mal dans un graphe G a été donnée par CHELLALI et al. [22].

Théoréme 4.2. [22] Soient G un graphe sans sommets isolés et S un dominant couplé de
G. Alors S est minimal si et seulement si toute paire de sommets x, y de S satisfait [ 'une des

conditions suivantes:
1) (S —{x,y}) ne contient pas de couplage parfait,

2) ou bien x est un sommet pendant dans (S) adjacent a y ou bien y est un sommet

pendant dans (S) adjacent a z,
3) il existe un sommet u € V — S tel que N(u) NS C {z,y}.

Nous donnons maintenant des remarques et des résultats qui nous seront utiles pour la

suite:
Remarque 4.3. Pour une chaine P, ~,.(P,) = 2 [%] . Et de plus on a:

® 7, (F,) =%sin=0(mod4);

e 7,.(P,) =2 sin =1 (mod4);

e 7,.(P,) = %2 sin =2 (mod4);
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o 7, (Pn) =2+ sin =3 (mod 4).

Remarque 4.4. Soient T un arbre de diamétre au moins 2 et y un sommet de L(T), alors il

existe un 'ypT(T)—ensemble qui ne contient pas .

Remarque 4.5. Une chaine P, avec n = 0 (mod 4) posséde un dominant couplé minimum

unique. De plus, ce dernier ne contient aucun des sommets pendants de la chaine.

Remarque 4.6. Une chaine P, avec n = 3(mod4) ne posséde aucun dominant couplé

minimum contenant les deux sommets pendants.

Preuve. Soit la chaine C' = V', v, vy, ..., v}, Vj11, U3'+1 ou v et vy sont ses deux supports,
v’ et v, ses deux sommets pendants telle que j = 3(mod4), (c’est a dire j = 4k + 3).
Supposons qu'il existe un v, (C)-ensemble S tel que {U,U,,Uj+1, U;_,’_l} C S (et
couplés avec v et vj; respectivement). Pour dominer tous les sommets de la chaine C, il
nous reste a dominer la chaine C' = vy, ...,vj_1 (puisque v, et vj sont dominés par v et
vj11). Nous savons que C" contient j — 2 donc 4k + 1 sommets, d’ou vy, (C") = 2 {%W
nous aurions donc v, (C) = 7,,.(C") +4 = 2(k + 1) 4+ 4 = 2k + 6. Par contre, on sait que
C contient j + 4 (4k + 7) sommets et donc ,,.(C) = [EL] = 2(k 4 2) = 2k + 4 d’oil la

contradiction. O

Remarque 4.7. Soient T" un arbre et v’ un sommet de T". Soit T [’arbre obtenu de T" en

attachant une chaine P, a u', alors

hd ’Ypr(T) = Wpr(T/) + 27

Preuve. Supposons que T est obtenu a partir de T" en lui ajoutant la chaine u, w, x,y et
laréte uu'.

Tout ~,,(T")- ensemble peut étre étendu a un EDC de T en ajoutant I’ensemble {w, v}
et donc 7y, (T) <7, (T") + 2. Vu la remarque 4.4, soit D un ,,.(T)- ensemble dans lequel
x est couplé avec w et D' = D NV (T"). Nous pouvons supposer que u & D, sinon on peut
le remplacer par un sommet de N (u'). Donc D" est un EDC de T' d’oti on a 7y, (T) — 2 <
Vpr(T") < |D'| = 7, (T) — 2. Par conséquent, v, (T) = v, (T") + 2. O
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4.2 Les graphes v,, -excellents

Un graphe v, -excellent est un graphe dans lequel tout sommet est dans au moins un ,),.-
ensemble. Avant de présenter les différents résultats établis dans la classe des graphes .-
excellents, nous illustrons ce concept par quelques exemples. On peut facilement voir que
I’étoile subdivisée ST, de la figure 4.1 est ,,.-excellente puisque, d’aprés la Remarque 4.1,
I’ensemble des sommets u; est contenu dans tout EDC, ces sommets seront couplés avec
leurs sommets pendants excepté peut étre un seul d’entre eux qui peut étre couplé avec w.
Les cycles C,, et les graphes bipartis complets sont v,,.-excellents. Par contre la chaine P, de
la figure 4.2 qui, d’apres la Remarque 4.5, possede un v, -ensemble unique ne contennant

aucun de ses sommets pendants, n’est pas 7,,.-excellente.

P, 2 —couronne d'une P,

Figure 4.2. La chaine Pjet la 2-couronne d’une F;.

Notre premier résultat dans la famille des graphes v, -excellents concerne les sous-
graphes induits. On sait que le graphe G est un sous-graphe induit de la 2-couronne de
G. Prenons par exemple la 2-couronne de la chaine P, (figure 4.2). d’apres la Remarque 4.1,
tout support de cette 2-couronne est dans tout EDC et peut étre couplé soit avec son sommet
pendant ou avec son autre voisin qui est un sommet de la chaine P;. Et donc cette 2-couronne
est ,-excellente. Ceci est valable aussi pour n’importe quel graphe G. En effet, il est clair
que les ensembles L U S et S UV (G) sont des ensembles dominants couplés minimum de la
2-couronne de G ou S et L sont respectivement les ensembles des supports et des sommets
pendants de la 2-couronne de GG. Par conséquent, la 2-couronne d’un graphe GG quelconque

est ,,-excellente.
Proposition 4.8. Tout graphe est un sous-graphe induit d'un graphe ~,,.-excellent.

Comme conséquence directe de ce résultat, nous avons le corollaire suivant:
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Corollaire 4.9. /] n’existe pas de caractérisation des graphes v, -excellents en termes de

sous-graphes induits interdits.

On peut facilement vérifier que les chaines P5, Py, s, Pio... sont 7,,.-excellentes. Par
contre, les chaines Py, Ps, P7, Pp;... ne sont pas ,,.-excellentes, d’ou la caractérisation des

chaines v, -excellentes.

Proposition 4.10. La chaine P, est vy, — excellente si et seulement sin = 3 oun = 1 ou
2(mod 4).

Preuve. 1l est clair que la chaine Py est ,.-excellente. Montrons que la chaine P,
avec n = 1(mod 4) est y,,-excellente. Procédons par induction sur le nombre de sommets.
On peut facilement voir que les chaines Ps et Py sont vy,,.-excellentes. Supposons que la
chaine C' = vy, ..., v, 1,0, avec n = 4k + 1 est vy,,- excellente et montrons que la chaine

C = U1,y U1, Un, Upt1, Unt2, Unis, Unsa ayant 4(k + 1) + 1 sommets [’est aussi.

D’aprés la Remarque 4.7, tout v,,.(C")-ensemble peut étre étendu a un y,,.(C)-ensemble
en ajoutant les deux sommets vy et V3. Puisque C' est vy,,.- excellente, il nous reste a
montrer que les sommets v, .1 et v, 4 sont dans des . ,(C)- ensembles. Soit S" un ~v,,(C")-
ensemble contenant le sommet v,,_3. Si v,_3 est couplé avec v,,_o et donc v,_1 avec vy,
alors (S" — {vn_1,Vn}) U {Vns1, Vnt2, Uny3, Unsa} est un v, (C)- ensemble contenant v, 4
et Upy1. Si v, 3 est couplé avec v,,_s, alors v, _1 est couplé avec v, ou v, o et donc (S —
{Vn—1,vn—2}) U{Un, Vni1, Uny3, Vnya) estun vy, (C)- ensemble contenant v, 4 et vy, 1. Par
conséquent, la chaine C est 7y,,- excellente. Les mémes arguments peuvent étre utilisés pour

montrer qu’ une chaine P, avec n = 2(mod 4) est v,,.- excellente.

Réciproquement, montrons qu’une chaine constituée de n = 0 ou 3(mod4) sommets

avecn # 3 n’est pas y,,- excellente.

D’aprés la Remarque 4.5, une chaine P, avec n = 0(mod 4) posséde un vy, ensemble

unique, donc cette chaine n’est pas v, excellente.

Concernant les chaines P, avec n = 3(mod 4), puisque le quatriéme sommet d une telle
chaine est a distance 3 et n — 4 des deux sommets pendants de la chaine (n —4 = 3(mod 4)),
nous montrons dans le paragraphe suivant (théoreme 4.17) que le quatrieme sommet de
cette chaine n’appartient a aucun v,,.- ensemble et par conséquent celle-ci n’est pas ,,-

excellente. O



64

Puisque la chaine qui sépare (ou relie) les deux supports d’une chaine P, v, -excellente
avec n = 1(mod4) (resp. n = 2(mod 4)) est formée de n — 4 = 1(mod 4) (resp. n — 4 =

2(mod 4)) sommets, nous donnons la définition suivante:

Définition 4.11. Une chaine séparatrice est dite séparatrice vy,,.-excellente (CSE) si elle est
d’ordre n = 1 ou 2(mod 4) et séparatrice non vy, -excellente (CSNE) si elle est d’ordre

n =0 ou 3(mod4).

Nous présentons maintenant un résultat trés important qui concerne les graphes v, -

excellents.

Théoréme 4.12. Si G est un graphe vy, -excellent, alors il ne contient pas de CSNE décon-
nectantes.

Preuve. On montre le théoreme par ['absurde. Supposons que G est un graphe 7, -
excellent qui contient une CSNE déconnectante. Soient C' = vy, ...,v; la CSNE ayant j
sommelts, v et v;1 les sommets supports de G adjacents respectivement a v, et vj, et soient

/ / (4 . \
v’ et v, des sommets pendants de G reliés respectivement d v et ;1.

Cas 1. j = 0(mod 4).

Soient G et G4 les deux sous-graphes de GG obtenus en omettant les deux arétes vv, et
Vv tels que v € Gy et viy1 € Ga. Puisque G est un graphe v,,-excellent, il existe un
Y,r-ensemble Sy de G contenant v' qui est donc couplé avec v dans Sy. Puisque v; 1 est un
support, alors v € S1.Siv},, € S1,alors v,y serait couplé avec V', et les j+4 sommets
de la chaine V', v, ..., v;11, v}, | seraient donc dominés par un ,,-ensemble de G contenant
les deux sommets pendants, on peut, d’apres la Remarque 4.5, trouver un dominant couplé
de cardinal inférieur a celui de Sy, d’otl la contradiction. Alors v, ¢ Sy. D autre part, vj
ne peut étre couplé avec v; car sinon, d’aprés la Remarque 4.5, on peut avoir un 7, (G)-
ensemble de cardinal inférieur a celui de Sy, supposons alors que v;,; est couplé avec un
sommet v € Gy — {v§+1} . De la méme maniere, soit Sy un vy,,-ensemble de GG contenant

v}, et nonv' et dans lequel v est couplé avec un sommet y € Gy — {v'} .

Soient S} = S1 NGy, Sy = S1 NGy ST = SoNGy et S = Sy N Gy, alors par
la minimalité de S, et Sy, nous avons |Sy| = |SY| et |Sy| = |S%|. Par conséquent, S =
(51— 83) U Sy serait un v, (G)-ensemble contenant v, v', v, et v}, d’ou la contradiction

avec la remarque 4.5.
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Dans le cas o Gy = ({v,0'}) ou Gy = ({vj11,V},, }) . le résultat est immédiat d’apreés

la Remarque 4.5.

Cas 2. j = 3(mod4).

Soient GGy et G5 les deux sous-graphes de G obtenus en omettant les deux arétes v,vo
et vj_1v; tels que vy € Gy et v; € Go. Puisque G est un graphe vy,,.-excellent, il existe un
Ypr-ensemble Sy de G contenant v' qui est donc couplé avec v dans S,. Puisque v;, est
un support, alors vj,; € Sy. Si v, € Si, alors vy serait couplé avec v; . Dans ce
cas, les j + 4 sommets de la chaine V', v, ...,vj1,v}, seraient dominés par un 7, (G)-
ensemble qui contient ses deux sommets pendants et d’apres la Remarque 4.6 on a une
contradiction. Donc v}, ¢ Si. D’autre part, supposons que vj est couplé v; dans S\,
sinon (v est couplé avec un sommet © € Gy — {vj41,v,}), Si peut étre ramené a un
Yo (G)-ensemble dans lequel vj 1 est couplé v;. En effet, soit Dy un vy,.-ensemble de la
chaine v', v, vy, ..., v, V41, Vi, qui contient v' et dans lequel vj, est couplé v; (D existe
Dy = et |D;NC| =

2
_ Jt1
2

d’apres les Remarques 4.4 et 4.6). D’apres la Remarque 4.3,

Jt5
2

chaine vy, ...vj_1). Par conséquent, [’ensemble S" = (S} — (S1 N C)) U (D; NC)U{z} est

-3 = % 1l est clair d’aprés la méme Remarque que |S; N C| (pour dominer la
un 7, (G)-ensemble dans lequel v;, est couplé avec v; et x est couplé avec son voisin z (z
existe par minimalité de S,). De la méme maniére, soit Sy un y,,-ensemble de G contenant

/ / ’
v} et non v’ et dans lequel v est couplé avec vy .

Soient S| = 51 NGy, Sy = 51 N Go, S;’ = S,NG; et Sé’ = Sy N Gy, alors par la
minimalité de Sy et S, nous avons |Sy| = |SY| et | S| = |Sy| . Par conséquent, nous avons
un v, (G)-ensemble S = (S — Sy) U Sy contenant v, v', v, et v}, , d’ou la contradiction.

O

La réciproque de ce théoréme n’est pas vraie. En effet, le graphe de la figure 4.3 qui
ne contient pas de CSNE n’est pas ,,.-excellent puisque v ne peut appartenir a aucun ,,.-

ensemble de ce graphe.

4.2.1 Caractérisation des chenilles v,,-excellentes

Puisqu’une chenille est constituée de supports, de chaines séparatrices et de sommets pen-
dants, alors d’apres le Théoréme 4.12, nous donnons ci-apreés une caractérisation des che-

nilles ~,,-excellentes.
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Figure 4.3. Un graphe non 7,,.-excellent qui ne contient pas de CSNE.

Proposition 4.13. Une chenille T, est ,,.-excellente si et seulement si toutes ses chaines
séparatrices sont des CSE.

Preuve. Nous montrons d’abord que si T, est une chenille vy, -excellente alors celle-ci
ne contient pas de CSNE. d’apres le Théoréme 4.12, si T, est vy, -excellente, alors toutes ses

chaines séparatrices sont des CSE.

Réciproquement, Montrons que si toutes les chaines séparatrices d 'une chenille T, sont
des CSE, alors T. est v,.-excellente. Procédons par induction sur le nombre k de supports
constituant la chenille T, (k > 2).

Si k = 2, la chenille est formée par une CSE reliant deux supports. Dans ce cas, T est
une chaine avec un nombre de sommets i = 1 ou 2(mod 4) qui est, d’aprés la Proposition
4.10, ,,-excellente.

Soit k > 3, soit T! la chenille formée par les k supports reliés par des CSE et soient v le
dernier support de T, et v' un sommet pendant relié a v. Supposons que 1], est -y, -excellente
et montrons que la chenille T, obtenue en ajoutant a T une chaine C' = vy, s, ..., 0,
,Vj41, Vs avee j = 1 ou 2(mod 4) et une aréte vvy, est vy,.-excellente (dans ce cas , la
chaine vy, vy, ..., v; est une CSE).

Puisque T} est vy, -excellente, Soient S un ,,(T})-ensemble contenant v', qui est donc
couplé avec v, et Cy = v',v,v1, vy, .05, V541,V . Puisque C| est formée de j+4 sommets,
alors elle est, d’apres la Proposotion 4.10, vy,,.-excellente . Soit D un vy, (C1)-ensemble qui
contient v' qui est donc couplé avec v ({v,v'} C D). Il est clair que S = S" U (D — {v,v'})
estun EDC de T, et donc vy, (T,) < v,,(T})+(7,,(C1) —2). D'autre part, soit B un y,,.(1.)-

ensemble dans lequel v est couplé avec v' (B existe puisque I, et Cy sont vy,,.-excellentes).
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On peut facilement voir que B' = BNV (T}) est EDC de T| de cardinal | B| — (v,,.(C1) — 2)
d’ou Vpr(Tcl) < Vpr(TC) - (/Vpr(cl) - 2)’ donc /ypr(TC) = ypr(Tc/) + (/ypr(o) - 2)

Puisque tout 7, (T, )-ensemble peut étre étendu a un v, (T,)-ensemble en ajoutant D —
{v,v'}, et puisque T} est vy, -excellente, alors tout sommet de T, est dans un v, (T.)-
ensemble. Montrons maintenant que tout sommet de la chaine vy, v, ...v; appartient a
un v,,(1.)-ensemble. En effet, puisque la chaine C, est v,-excellente, alors tout som-
met de Cy appartient a au moins un +,,(C1)-ensemble qui peut étre étendu a un v, (1.)-
ensemble contenant ce sommet en ajoutant S' — {v,v'}. Par conséquent la chenille T est

Y pr-excellente. O

4.2.2 Caractérisation des arbres v,,.-excellents

Le premier résultat de cette partie est la caractérisation des sommets appartenant a tout ou a
aucun ensemble dominant couplé minimum d’un arbre, et comme conséquence de ce résultat
découle une caractérisation des arbres 7,,.-excellents équivalente a ce que I’ensemble des

sommets n’appartenant a aucun EDC minimum soit vide.
1- Les sommets appartenant a tout ou a aucun 7, -ensemble d’un arbre

Nous commengons tout d’abord par donner les définitions et résultats suivants:

Définition 4.14. On définit les ensembles A, (G) et N,-(G) d’un graphe G par:
Ay (G) = {v € V | v est dans tout ~y,,(G)-ensemble } ;
Npw(G) = {v € V | v n’est dans aucun ~,,.(G)-ensemble} .

Définition 4.15. Soit T un arbre enraciné. Pour tout sommet v de T', on définit | ’ensemble:

Li(v) ={u e L) | d(u,v) = j (mod 4)} et ce pour j = 0,1,2 ou 3.

Nous donnons maintenant un résultat qui nous permettra de négliger des chaines P, et

qui sera utilisé pour caractériser les ensembles A, (1) et N,,.(T).

Lemme 4.16. /33] Soient T' un arbre et v € V(T"). Soit u' un sommet de T" tel que

N(u') — {v} # 0. Soit T I'arbre obtenu de T' en attachant une chaine Py a u'. Alors

(a)- v e A, (T") si et seulement si v € A, (T);

(b)- v € Ny (T') si et seulement si v € N,,.(T).
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Preuve. Supposons que T est obtenu a partir de T" en lui ajoutant la chaine u,w, x,y et

[’aréte uu'.

(a) Supposons que v & A,.(1"). Soit S" un vy, .(1")- ensemble qui ne contient pas v,
S = 8" U{w,x} est tel que |S| = v, (1") + 2, d’aprés la Remarque 4.7, S est un v,,(T)-
ensemble qui ne contient pas v, donc v ¢ A, (T).

Réciproquement, supposons que v € A, (1"). Soient D un +y,,(T')- ensemble quelconque
deT et D' = DNV(T'). On sait que x est couplé avec ['un de ses voisins w ou y dans D. Si
u & D, alors D" est un EDC de T de cardinal vy, (T) — 2, c’est donc un vy,,.(1")- ensemble.
Puisque v € A,.(T"),v € D' C D. Si w € D, nous considérons deux cas:

Cas 1: u est couplé avec w et donc x est couplé avec y. Dans ce cas v’ ¢ D. Supposons
le contraire que v’ € D. Alors D — {y,u} estun EDC de T de cardinal v,,.(T) — 2, d’ou
la contradiction. De plus, nous montrons que si v € A,.(T") U N,,.(T"), alors v # .
Supposons que v = ', par minimalité de D, (N (v') —{u})ND = (). Soit u* € N(u') —{u}
(u* existe d’apres le choix de '), Il est évident que u* est dominé par un voisin a qui est
couplé avec b et que b posséde un voisin privé c par rapport a D sinon, (D' — {b}) U {u*}
serait un EDC de T" de cardinal |D| — 4, contradiction. Donc D' U {u*, c} et D' U {u*,u'}
sont des vy, (1")-ensembles, d’ou la contradiction. Par conséquent, D'U{u/, u*} estun EDC
deT" de cardinal v, (T') — 2 qui est donc un vy,,.(1")- ensemble.

Cas 2: u est couplé avec u' et x avec y ou w. Il est clair qu'il existe au moins un sommet
u* € N(u') — {u} tel que u* ¢ D. Montrons que si v € A,.(T") UN,.(T"), alors v # u*.
Supposons que v = u* et soit le sommet a € N(u') — {u,u*} qui est couplé dans D avec b.
b posséde un sommet privé c par rapport a D car sinon D' — {b} serait un EDC de T" de
cardinal | D|—4, une contradiction. Il en résulte que D' U{u*} et D'U{c} sont deux ,,(T")-
ensembles, d’ou la contradiction. Donc D" U {u*} est un vy, .(1")- ensemble. Dans tous les

cas, puisque v € A,.(T") et v # u*, alors v € D' C D. Par conséquent, v € A,.(T").

(b) Supposons que v & Np,.(T"). Soit S" un ~,,(T")- ensemble qui contient v. Alors
S = 8" U{w,z} esty,,(T)- ensemble qui contient v et donc v ¢ Ny, (T).

Réciproquement, supposons que v € Ny, (T"). Soient D un v, (T)- ensemble arbitraire
et D' = DN V(T"). En suivant les mémes démarches que dans (a), D', D' U {u',u*} et
D" U {u*} sont les v,,(T")- ensembles obtenus a partir de D. Puisque v € N (1") et
v ¢ D', doncv ¢ D. Par conséquent, v € N,,.(T). O
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Nous introduisons a présent un théoréme qui caractérise les ensembles A, (T") et N, (T')

pour un arbre 7" enraciné en un sommet v avec deg,(u) < 2 pour tout sommet u € V(7T') —

{v}.

Théoréme 4.17. [33] Soit un arbre T enraciné en un sommet v tel que degp(u) < 2 Vu €

V(T) — {v}, alors

o v € A, (T) si et seulement si ou bien v est un support ou bien |L*(v)| > 2 ou bien

|LY(v)| = 1et |L*(v)] > 1;
o v € N,,.(T) si et seulement si |L*(v)| > 1 et L*(v) U L*(v) = 0.

Preuve. D’apres la Remarque 4.1, le théoreme 4.17 est vérifié pour le cas ou v est un

support. Pour la suite, nous allons considérer le cas ot v n’est pas un support.

Considérons maintenant le cas ou tous les sommets pendants de 'I' sont tous a distance
J =0 (mod4) (L(v) = L°v)). L’arbre T peut étre obtenu d’un arbre T' = Ps ayant v
comme sommet pendant en repétant l’application du lemme 4.16. Nous aurons v € A, (T)
(resp. v € N, (T)) si et seulement si v € A,.(T") (resp. v € Ny, (T"), d'ou le résultat. En
effet dans ce cas v ¢ A, (T) UN,(T) et v ¢ A, (T") UN,(T).

Pour la suite, nous allons considérer le cas on L(v) # L°(v).

D’apres le Lemme 4.16, [’arbre T peut étre ramené a un arbre T obtenu en remplagant
la chaine de v a w de T par une chaine de v a w de longueur j, j = 0,5,2,3 siw € L'(v),
i = 0,1,2,3 respectivement et ce pour tout sommet w € L(v). Par conséquent, on aura

v € Ay (T) (resp. Np(T)) si et seulement si v € A, (T*) (resp. Np(T*)).

Considérons le cas ou v est un sommet pendant de T qui est donc une chaine d’ordre
n > 3 avec |L*(v) U L2(v) U L3(v)| = 1. Si |[L3(v)] = 1 (|L*(v) U L?(v)| = 0), alors
T* = Py et le résultat découle de la remarque 4.5. Si |L*(v)| = 0 (|L*(v) U L*(v)| = 1),

alors T* = P53 ou Ps et donc le résultat vient directement des remarques 4.4 et 4.5.

On considere maintenant le cas ou v n’est pas un sommet pendant de T™.

Cas 1: |L*(v)] > 2.
Soient D un vy, (T')— ensemble quelconque, u et w deux sommets pendants a distance

5de v avec P, = v,uy,...us,u et P, = v, wq,...wy, w la chaine de v a u et la chaine de
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v a w respectivement. Pour i € {u,w}, on définit D; = V(P;) N D. Siv ¢ D, alors
{ug, ws} C D et ce pour dominer {uy,w;} . Donc |D;| = 4. Mais alors, puisque D domine
v, D' = (D — (D, U Dy)) U{v,uy,us, us, ws,wy} est un EDC de T avec |D'| < |D| =

Ypr(T), d’0tl la contradiction. Donc v € Ay, (T').

Cas 2: |L*(v)| =1et|L*(v)] > 1.

Soient D un vy, (T')— ensemble quelconque, u et w deux sommets pendants a distance 5
et 2de v avec P, = v,uq,...us,u et P, = v, w', w la chaine de v a u et la chaine de v a w
respectivement. Si v ¢ D, uy € D et ce pour dominer uy. On a donc deux cas a considerer,
soit uy est couplé avec us ou bien uy est couplé avec uy et uy avec us ou u. Dans le premier
cas {w,w’ us, uz, ug,u} C D, c’est a dire que w est couplé avec w' et uy avec u, et donc
(DU{v}) —{w,u,uz} estun EDC de T de cardinal inférieur a vy, (T) d ou la contradiction.
Dans le deuxieme cas et sans perdre de généralité, supposons que uy est couplé avec us d’ou
{w,w'  uy,us,u3,us} C D etdonc (DU {v}) — {w,u1,us} est un EDC de T de cardinal

inférieur a -y, (T') d’oti la contradiction. Par conséquent, v € D et donc v € A, (T).

Cas 3: |L*(v)| > 2 et |L'(v) U L*(v)| = 0.

Dans ce cas, tout sommet pendant est a distance 3 de v. Il est facile de voir que tout
Yo (T') —ensemble contient exactement deux sommets autres que v dans chaque chaine allant
de v vers un sommet pendant avec au moins un support qui n’est pas couplé avec son sommet
pendant et ce afin de dominer v. Par conséquent, il n’existe pas de vy, (T')—ensemble qui

contient v d’ott v € N, (T).

Cas 4: |L*(v)| =0et|L?*(v)] > 1.

Soit u un sommet pendant a distance 2 de v et u' son support. Tous les autres sommets
pendants sont a distance 2 ou 3 de v. Tout vy, (T)- ensemble contient tous les supports de
T et chacun d’eux est couplé avec l'un de ses voisins et donc vy, (T') > 2|L(v)| . Il est clair
que D = S(T) U L(T') est un EDC de T de cardinal 2 |L(v)| (D ne contient pas v), et
donc 7, (T) = 2|L(v)|. De plus D et (D — {u}) U {v} sont des ,,.(T)- ensembles, d ot
v ¢ Ay (1) UN;, (T).

Cas 5: |L*(v)| = 1et|L*(v)| = 0.
Soit uw un sommet pendant a distance 5 de v et P, = v, uy, ..., uq, u est la chaine reliant

v et u. Tous les autres sommets pendants sont a distance 3 de v et puisqu’ils jouent tous
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le méme role, supposons que w est le seul sommet pendant a distance 3 de v et P, =
v, Wy, Wy, w est la chaine reliant v a w. Donc T est peut étre consideré comme une chaine

_ 943
2

Py et d’aprés la Remarque 4.3, v, (T) = = 6. 1l est clair que D = {u,uy, ug, v, ws,w}

et D' = {u,uy, us, us, wy,w} sont des v, (T)- ensembles. Par conséquent, v ¢ Ay, (T) U

Npr(T).

Puisque les 5 cas traités ci-dessus englobent tous les cas possibles la preuve du théoréme,
celle-ci est achevée.

En effet, les cas ci-apres ne figurent pas dans la démonstration d’'une maniere explicite
puisqu’ils sont vérifiés par [ 'un ou plusieurs des 5 cas, et découle du fait que siv € A,,(T),
alors v ¢ N,,.(T) et siv € N (T), alors v ¢ A, (T).

-Si |[LY(v)| > 2 et |L3(v)| = 0, alors v ¢ N, (T) et ce cas se raméne au cas 1.

-Si |L2(v)| > 2 et |L3(v)| = 0, alors v & N,,.(T) et ce cas se raméne au cas 4.

-Si |[L(v)| = 1et |L*(v)] =1 et |L2(v)| = 0, alors v ¢ N,.(T) et ce cas se raméne
au cas 2.

-Si |LY(v)| =0, alors v & A,,.(T) et ce cas se raméne aux cas 3 et 4. O

2- I’élagage d’un arbre par rapport a la domination couplée [33]:

Supposons que 1’arbre T" est enraciné en v (T' = T,) (v n’est pas un support). Si
deg,(u) < 2 pout tout sommet u € V(T') — {v}, alors T, = T,,. Sinon, soit w un sommet

de B(T') a distance maximum de v. Notons que |C'(w)| > 2 et deg,(z) < 2 Va € D(w).

On applique le processus suivant:

Si |L?(w)| > 1, effacer D(w) et attacher une chaine P a w.

Si|LY(w)| > 1 et L?(w) = 0, effacer D(w) et attacher une chaine P; a w.

Si|L3(w)| > 1et L'(w) U L*(w) = 0, effacer D(w) et attacher une chaine Ps a w.

Si L' (w) U L?(w) U L3(w) = (), effacer D(w) et attacher une chaine P, & w.

Cette étape du processus d’élagage ou tous les descendants de w sont effacés et une
chaine P;, P, P3 ou Pj est attachée a w pour donner un arbre dans lequel deg(w) = 2 est
appelée un élagage de T en w. On répéte ce processus jusqu’a ce qu’un arbre 7T, est obtenu

avec degy(z) < 2Vr € T, — {v}.
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Pour faciliter la compréhension de cette technique, nous donnons I’exemple illustratif
suivant. considérons 1’arbre 7" de la figure ci-dessous.v, w, u, s, z, y, et z sont les sommets
branches de T, w est celui qui est & distance maximum 4 de v et puisque |L'(w)| = 2
et |[L*(w)| = 0, on efface D(w) et on attache une chaine d’ordre 1.0n a maintenant trois
sommets u, y et z & distance 2 de v. Puisque |L3(u)| = 2 et |L*(u) U L?(u)| = 0, on attache
une chaine P; a la place de D(u). On voit que |L?(y)| = 1, alors on efface D(y) et on attache
une chaine P, et puisque |L?(z)| = 2, alors on remplace D(z) par une chaine P». Il nous
reste, a présent, deux sommets branches a distance 1. Puisque |L?(s)| = 1, on remplace
D(z) par une chaine P. Par contre puisque |L*(z)| = 1 et |L?(x)| = 0, alors D(z) est

remplacé par une chaine P;. D’aprés le Théoreme 4.17, v € A,,.(T',).
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Figure 4.4. L’¢lagage de I’arbre 7'

Afin de valider cette méthode, nous allons montrer que les opérations du processus de
remplacement présenté précédemment préservent les propriétés d’appartenance du sommet

v a tout ou a aucun y,,.-ensemble de 7',
Lemme 4.18. /33] Soient T' un arbre enraciné en v et w un sommet branche a distance
maximum de v avec ky = |L*(w)], ky = |L*(w)] et k3 = |L3(w)|. Si

(a) ko > 1, poser T' I'arbre obtenu de T en remplagant D(w) par une chaine P;.

(b) k1 > 1etky =0, poser T' I'arbre obtenu de T en remplacant D(w) par une chaine
P.

(c) ks > 1etky + ky = 0, poser T' I’arbre obtenu de T' en rempla¢ant D(w) par une

chaine P;.

Alors pour chaque cas:
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(1) ve A, (T") si et seulement siv € A, (T).

(2) v € N, (T") si et seulement si v € N, (T).

Preuve. Si L(w) = L°(w), alors le résultat est vérifié par le lemme 4.16, donc supposons

que L(w) # L(w).

Pour des raisons de simplicité, I’arbre T, est réduit en remplacant la w — u chaine
de T par une w — u chaine de longueur j, on j = 0,1,2,3 siu € L'(w), 1 = 0,1,2,3

respectivement et ce pour tout sommet u € L(w).

Soient [a;], [tj,u;] et [xy, yk, 2] des chaines d’ordre 1, 2 et 3 respectivement, attachées

aw ou a;,uj, zp € L(T) N D(w), pour 0 <i <k, 0<j<hkyet0<k<ks.

Cas 1. ko > 1. Soit T' =T — (D(w) — {t1,u1}).

Montrons en premier que v,,(T) = 7,.(1") + 2(ky — 1) + 2ks. Soit D un +,,.(T)-
ensemble arbitraire. Si w est couplé avec un sommet de C(w), alors sans perte de généralité,
supposons que w et ty sont couplés dans D. Donc, |D N D(w)| = 2(ky — 1) + 2k3 + 1 et
D' =D — (D(w) —{t1}) est un EDC de T". Sinon (w peut étre couplé avec p(w) ou bien
w ¢ D), |DND(w)| = 2ky + 2k3 et donc D' = D — (D(w) — {t1,u1}) est un EDC

de T'. Dans les deux cas nous avons v,,(T") < v,,(T) — 2(ky — 1) — 2ks. D autre part,
tout vy,,,.(1")-ensemble peut étre étendu a un EDC de T' en ajoutant {t;,u;} U {xy, yr} ou
J=2 . kyetk =1,.. ks dou~,(T) <7, (1) + 2(ky — 1) + 2ks. Par conséquent,
’Ypr(T) - Vpr(T/) + 2(k2 - 1) + 2k3

(1) Supposons que v € A, (1"). Soit D un vy, (T)-ensemble quelconque. Nous avons vu
ci-dessus que D' = D — (D(w) — {t:}) et D' = D — (D(w) — {t1,u1}) sont les ~,,(T")-
ensembles obtenus a partir de D. Puisque v € D' C D, alors v € A, (T). Réciproquement,
supposons que v € A, (T"). Soit S" un vy, (T")-ensemble. On sait que S’ peut étre étendu a
un v, (T')-ensemble S en ajoutant {t;,u;} U {wy,yr} ouj = 2,... .k etk = 1,... ks. Par
conséquent, v € S, et donc v € A, (T").

(2) Supposons maintenant que v € N, (T") et soit D un vy,,.(T)-ensemble arbitraire. De
la méme maniere que ci-dessus, D' = D — (D(w) — {t1}) et D' = D — (D(w) — {t1,u1})
sont des vy, (T")-ensembles. Puisque v ¢ D" etv ¢ D [w], v € N, (T). Réciproquement,

supposons que v € N, (T) et soit S" un vy, (T")-ensemble. On sait que S’ peut étre étendu
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a un vy, (T)-ensemble S en ajoutant l’ensemble {t;,u;} U {wg, yr} avec 2 < j < ky, 1 <
k < ks, et puisque v ¢ S etv ¢ D[w],v € Np.(T").

Notons que les mémes arguments ont éte utilisés pour (1) et (2), donc, pour la suite, nous

nous contenterons de montrer le cas (1).
Cas2. ky >1lethky=0.SoitT' =T — (D(w) — {a1})

On montre au début que 7, (T) = v,,(T") + 2ks. Soit D un vy,,.(T)-ensemble arbitraire.
Si w est couplé avec ['un de ses fils, alors sans perte de généralité, supposons que w et a,
sont couplés dans D. Donc |D N D(w)| = 2ks+1et D' = D—(D(w)—{a1}) estun EDC de
T'. Sinon, |D N D(w)| = 2ks3 et donc D' = D — D(w) est un EDC de T". Dans les deux cas,

|D'| = |D| —2ks, nous avons donc vy, (1") < v,,(T) — 2ks. Tout ~,,.(1")-ensemble peut étre
étendu a un EDC de T en ajoutant {xy,y.} otk = 1,..., ks, donc vy, (T) < v, (1") + 2ks.
Par conséquent, 7y, (T) = 7,,(T") + 2ks.

(1) Supposons que v € A, (T"). Soit D un ,,.(T')-ensemble arbitraire. Nous venons de
voir que D' = D — (D(w) —{a1}) et D" = D — D(w) sont les vy, (T")-ensembles obtenus de
D (suivant que w est couplé avec un fils ou bien p(w) respectivement). Puisque v € D' C D,
alors v € Ay, (T). Inversement, supposons que v € A,.(T'). Soit S" un -, (T")-ensemble. On
sait que S’ peut étre étendu da un vy, (T)-ensemble S en ajoutant {xy,yr} ou k = 1,.... k3.

Puisque, v € S etv ¢ D [w], doncv € A, (T").

Cas3. ks> letk, +ky=0.S0itT" =T — (D(w) — {x1, 91, 21}).

Montrons que v, (T) = ~,.(T") + 2(ks — 1). Soit D un ,,.(T')-ensemble arbitraire.
Si w est couplé dans D avec un sommet xy,, alors sans perte de généralité, supposons que
c’est x1. 1l est clair que D' = D — (D(w) — {x1,y1,21}) est un EDC de T'. Sinon, si w
est dominé par un sommet x;, (qui est couplé avec un sommet yy. dans D), sans perte de
généralité, supposons que x1 € D et donc D' = D — (D(w) — {x1,y1,21}) est un EDC de
D'| = D]~ 2(ks — 1), d'oit 3, (T") < 7, (T) — 23 — 1).Tour

T'. Dans les deux cas,
Yo (T")-ensemble peut étre étendu a un EDC de T en ajoutant {xy,yr} ot k = 2, ..., ks,
donc 7y, (T) <7, (T") + 2(ks — 1). Par conséquent, ~y,,.(T) = v, (T") + 2(ks — 1).

(1) Supposons que v € A, (T"). Soit D un ~,,(T)-ensemble arbitraire. On sait que
D' = D — (D(w) — {x1,y1,21}) est le v, (T")-ensemble obtenu a partir de D. Puisque
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v e D' C D,alors v € A, (T). Réciproquement, supposons que v € A, (1"). Soit S’ un
Vpr(1I")-ensemble. On sait que S = S" U{xy, Y} pour k = 2, ..., ks estun vy, (T')-ensemble,

il contient donc v. Par conséquent, v € A, (T"). O
3- Résultat principal

Nous pouvons maintenant caractériser les ensembles A, (T") et N,,.(T') pour tout graphe

T.

Théoréme 4.19. [33]Soit v un sommet d’'un arbre T, alors

o v e A, (T) si et seulement siv € A,.(T,);
o v € N,.(T) si et seulement si v € N,,.(T,).

Preuve. Le théoréeme 4.19 est une conséquence directe du lemme 4.16, du théoreme 4.17

et du lemme 4.18. O

Comme conséquence immédiate des résultats précédents, nous déduisons le résultat prin-

cipal de ce paragraphe.

Corollaire 4.20. /33] T est un arbre vy, (T)-excellent si et seulement si il n’existe pas de
sommet v vérifiant | L*(v)| = 0 ou L*(v) U L*(v) # () dans 'arbre T, obtenu par I’élagage

de I’arbre T enraciné en v.
4- Reconnaisance d’un arbre v, -excellent.

De maniere similaire au chapitre précédent, nous proposons ci-apres un algorithme de

reconnaissance d’un arbre ,,.-excellent:
Algorithme : Reconnaissance d’un arbre ,,.-excellent.

Input: Un arbre 7 tel que |V (T')| > 2 (les sommets de 7' sont numérotés de 1 a |V (7))

Etape 1: Poserr =1
Etape 2: Sir = [V(T)| + 1, TERMINER. T est v,,-excellent. Sinon, Poser T' = T, = T;,.

Etape 3: Utiliser la méthose breadh-first pour explorer tous les sommets de 7. Si v est un sup-
port, poser r = r + 1 et aller a I'étape 2. Sinon, déterminer la distance d(v, x) pour

tout = € V(T,,) et génerer la séquence des sommets branches (uy, ..., uy) telle que:
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d(v,ur) < d(v,ug) < ..

< d(v,uy)

Poser B(T') = {uy, ...ux} et m = k.

Etape 4: Sim = 0 (ie B(T') = (), aller a 6. Sinon, aller a I’étape 5.

Etape 5: Poser u = u,,. Pour tout fils = de u, soit 2’ I’'unique sommet pendant de 7T’,.

Pouri = 0,1, 2 et 3, poser

L'(u) = {2’ € L(u) | d(u,2") = i(mod 4)}.

— Si|L*(u)| > 1, soit z € C(u) tel que 2’ € T, et 2’ € L*(u). Alors poser

T=T- U Dlul.

weC(u)—z

et poser B(T) = B(T) — u, m = m — 1 et aller a I’étape 4.

— Si |LY(u)] > 1et L*(u) = 0, soit z € C(u) tel que 2’ € T, et 2’ € L'(u). Alors
poser

T=T- U Dlul.

weC(u)—z
etposer B(T) = B(T) — u, m = m — 1 et aller a I’étape 4.
— Si|L3(u)] > 1et LY (u)UL?(u) = 0, soit 2 € C(u) tel que 2’ € T, et 2’ € L3(u).
Alors poser

T=T- U Dlul.

weC(u)—z
etposer B(T) = B(T) — u, m = m — 1 et aller a I’étape 4.
— Si LY(u)UL*(u) U L*(u) = 0, soit z € C(u) tel que 2’ € T, et 2’ € L°(u). Alors
poser

T=T- U Du.

weC(u)—z

et poser B(T) = B(T) — u, m = m — 1 et aller a I’étape 4.

Etape 6: Si|L*(v)| > L et L'(v) U L?*(v) = (. TERMINER. T n’est pas -y, -excellent. Sinon

poser r = r + 1 et aller a I’étape 2.
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De méme que pour ’algorithme de reconnaisance d’un graphe -, ,-excellent, cet algo-

rithme est de complexité O(|V (T,)[?).

Remarque 4.21. La caractérisation des ensembles A, et N, pour arbre T peut étre utilisée
pour reconnaitre les arbres ayant un vy, -ensemble unique, les arbres vy, -recommandables,

les arbres ,,,-justes et les arbres v, -indésirables voir la remarque 3.25.

4.2.3 Les arbres T"ayant v, (1) = 2~(T)

Les arbres vérifiant v, (T') = 2(T') ont fait I’objet de plusieurs études. Dans ce paragraphe,

nous montrons que ces arbres sont v,,.-excellents.
Les deux lemmes suivants, se trouvant dans [26], nous seront utiles pour la suite:
Lemme 4.22. [26]Si G est un graphe sans sommets isolés, alors 7y, (G) < 2v(G).

Lemme 4.23. /26] Si vy, (G) = 2v(G) alors tout v(G)-ensemble est un i(G)-ensemble.

Il est bien connu que dans tout graphe G, il existe un v((G)-ensemble qui contient tous
les sommets supports de GG. De ce fait, et d’aprés le Lemme 4.23, nous faisons la remarque

suivante:

Remarque 4.24. Si T est un arbre non trivial avec v,,(T') = 2v(T'), alors T ne contient pas

de supports adjacents.

Nous pouvons a présent prouver que tout arbre 1" avec 7,,. (1) = 27(T) est -y, -excellent.

Théoréme 4.25. Si T" est un arbre avec vy, (T') = 2(T') alors T est vy, -excellent.

Preuve. Nous procédons par induction sur le nombre de sommets de T'. Soit T un arbre
avec 7y, (T') = 2¢(T). Sin = 2,3 alors T' est un arbre y,,-excellent. Sin = 4 alors d’apreés
la Remarque 4.24, T' # Py et donc T est une étoile y,,.-excellente. Sin = 5 alors d’apres
la Remarque 4.24, T' n’est pas une double étoile. Par conséquent, T' = P ou Ky 4 et T' est

donc un arbre vy,,.-excellent.

Soit n > 6 et supposons que tout arbre T' d’ordre n' < n dans lequel -y, (T") = 2~(T")

est 7y ,.-excellent. Soit T un arbre d’ordre n avec ,,(T) = 27y(T). On pend I'arbre T' au


sofiane
4.2.3 Les arbres

sofiane
ayant

sofiane
(T ) = 2γ (T ).
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sommet 1 et soit u un support a distance maximum de r. Si u = r alors T' = T,, est une
étoile y,,.-excellente. Donc supposons que u # r et soit v le parent de u dans [’arbre pendu.
On peut prendre degr(v) > 2 sinon T serait une étoile ,,-excellente. d’apres la Remarque
4.24, v n’est pas un support et donc tout fils de v est un support. Si v = r alors T est une
étoile subdivisée et alors T’ est un arbre vy,,.-excellent. Ainsi, supposons que v # 1 et soit w
le parent de v . Alors degp(w) > 2 puisque v n’est pas un support. Nous allons considérer

deux cas:

Cas 1. deg;(v) > 3.

Ainsi, v a au moins un fils autre que u qui est un support. Soit T' = T —T,,. Alors
Y(T") = ~y(T') — 1. Aussi, tout v, (1")-ensemble peut étre étendu a un y,,.-ensemble de T' en
ajoutant les sommets u et d, ou d € L(u). Donc 7, (T) < 7,,(T") + 2. D autre part, dans
tout 7y, (T')-ensemble S, au moins un fils de v est couplé avec I'un de ses sommets pendants.
Sans perte de généralité, supposons que u est couplé avec son sommet pendant d, alors
S—{u,d} estun,, (T")-ensemble et donc ~y,,.(T") < 7, (T)—2. D otty,,.(T") = 7,,.(T) -2
et par conséquent, ~,.(1") = 2y(1"). D’aprés I’hypothése d’induction, T" est un arbre
Ypr-excellent et puisque tout v, (1")-ensemble peut étre étendu a un vy, (T')-ensemble en
ajoutant {u,d} , alors tout sommet de T' est dans un v, (1")-ensemble. Par conséquent, T

est 7y,-excellent.

Cas 2. deg;(v) = 2.

Soit T" = T — T,. Il est clair que v(1") = ~(T') — 1. Puisque tout -y, (T")-ensemble
peut étre étendu a un vy, (T)-ensemble en ajoutant v et d (ou d € L(u)), alors v, (T) <
Yor (T") + 2. Supposons que v, (T") > ~,,.(T') — 2. Alors d’apres le Lemme 4.22, 2v(T") >
Yor(T") > 7 (T) =2 = 29(T) = 2, d’0tt y(T") > ~(T') — 1, d’ott la contradiction. Par con-
seéquent, v, (T) = 7,,(T") + 2 et alors y,,(T") = 2y(T"). D aprés [’hypothese d’induction,
T" est un arbre v,,-excellent et puisque tout -y, (T")-ensemble peut étre étendu a un ,,.(T')-
ensemble en ajoutant {u, d} ou {u,v} , alors tout sommet de T est dans un ,,,.(1")-ensemble

et donc T’ est aussi un arbre vy, -excellent. O

Le graphe G de la figure 4.5 montre que la réciproque de ce théoréme n’est pas vraie

puisque G est y,,-excellent mais v, (G) = 10 # 2v(G) = 12.
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Figure 4.5. Un graphe G v, —excellent avec v, ((7) 5 27(G)

424 Arbres ,-excellents et arbres v,,-excellents

Dans ce paragraphe, nous mettons en évidence un résultat trés important montrant qu’un

arbre 7,-excellent est ,,.-excellent.

Nous avons vu dans le chapitre 2, section 3 que la famille des arbres ,-excellents
est exactement la famille 7 d’arbres construits récursivement a 1’aide des quatres opéra-
tions présentées dans la méme section. Nous montrons que tout arbre de cette famille est

Y, —excellent.

D’aprés la construction de la famille 7 des arbres v, —excellents, Henning a fait la re-

marque suivante:

Remarque 4.26. /3] Soient T € T et v un sommet de T

e Sista(v) = C, alors v est un sommet pendant de T' adjacent a un support fort de statut

4
e Sista(v) = B, alors v est adjacent a un seul sommet de statut A;
e Sista(v) = A, alors tout voisin de v est de statut B excepté un;

o Tout support est de statut A.

HENNING [3] a montré que I’ensemble U des sommets de statut A ou C' d’un arbre
T € T estun v, (7T)-ensemble. Il est clair que U est un EDC aussi du fait qu’il posséde un

couplage parfait, et puisque tout EDC est un EDT, nous faisons les remarques suivantes.


sofiane
4.2.4 Arbres

sofiane
excellents et arbres

sofiane
excellents
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Remarque 4.27. Pour tout graphe G sans sommets isolés, 7(G) < v,(G) < 7,,(G).

Remarque 4.28. D apres les Remarques 4.26 et 4.27, I'ensemble U est un y,,.-ensemble de
'arbre T € T.

Nous montrons maintenant que tout arbre 7' € 7 est un arbre ,,-excellent.

Théoreéme 4.29. Soient T' un arbre de la famille T de longueur k. Alors

(a) T estun arbre y,,-excellent;

(b) Pour tout sommet a de statut A, il existe un vy, (T')-ensemble S dans lequel a est couplé

avec son voisin b de statut A ou C' tel que pn [b, S] = ().

Preuve. Puisque T est de longueur k dans T, il peut étre obtenu a partir d 'une séquence
Ty, ... Ty, d’arbres ou I} est une étoile Sy, avecr > 1 et'l' =T} et si k > 2, T; 11 peut étre
obtenu a partir de T; par ['une des opérations Tr, 75,73 ou Ty pour i = 1,....,k — 1. Nous

procédons par induction sur la longueur k de la séquence de construction de T'.

Si'T' =11, alors (a) et (b) sont vérifiés. Supposons que (a) et (b) sont vérifiés pour tout
arbre de T construit par k — 1 opérations. Soient T' = Ty,_1 et T [’arbre construit a partir
deT" a l’aide de ['une des 4 opérations définies par Henning [3] figurant dans le Chapitre 2
Section 3 (on garde les mémes notations utilisées par Henning) et soit S un vy, (T')-ensemble.

On considere 4 possibilités selon ['opération par laquelle T' est obtenu a partir de T".

Cas 1. T est obtenu a partir de T" par l'opération 1.
T est obtenu a partir de T" en ajoutant la chaine u,w', w, z et 'aréte yu ouy € V(1)

et sta(y) = A. Avec sta(u) =sta(w') = B et sta(w) =sta(z) = A.

(@) On sait, d’aprés la Remarque 4.7, que 7, (T) = 7,.(1") + 2, alors tout ~,.(1")-
ensemble peut étre étendu a un vy, (1')-ensemble en ajoutant I’ensemble {w', w} . Puisque
T" est vy,.-excellent, il existe pour tout sommet v € V(1") U {w',w} un v, (T)-ensemble
contenant x. Il nous reste donc a montrer qu'il existe des vy, (T')-ensembles contenant u et z.
Puisque T" vérifie (b), soit S" un vy, (T")-ensemble dans lequel y est couplé avec son voisin
v de statut A ou C'tel que pn [v,S'] = (. Il est clair que S = S" U {w, z} est un EDC' de

T de cardinal |S'| + 2, ¢ est donc un vy, (T)-ensemble qui contient z. D autre part, on peut
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facilement voir que S = S" U {w',w,u} — {v} est un vy, (T)-ensemble contenant u. Donc

(a) est verifie.

(b) D’apres I’hypothése d’induction, on sait que pour tout sommet v € T’ tel que
sta(v) = A, il existe un v,,(T")-ensemble D' dans lequel v est couplé avec son voisin u
de statut A ou C tel que pn [u, D'| = (). Puisque tout ~y,,,.(T")-ensemble peut étre étendu a un
Ypr(T')-ensemble en ajoutant {w', w} , alors pour tout sommet v € T' de statut A, il existe
un v, (T')-ensemble S dans lequel v est couplé avec son voisin u de statut A ou C' tel que
pn(u, S) = 0. Il nous reste donc a montrer qu’il existe un v, (T')-ensemble S dans lequel w
et z sont couplés et pn [z, S| = pn [w, S] = (. Soit S" un ~,,(T")-ensemble dans lequel y est
couplé avec son voisin v de statut A ou C' tel que pn [v,S’] = 0, n ous pouvons facilement
vérifier que S = S U {u,w, 2} — {v} est unv,,(T)-ensemble dans lequel les sommets w et

z sont couplés tel que pn [z, S] = pn[w, S] = 0.

Cas 2. T est obtenu a partir de T" par ['opération Ts.

T est obtenu a partir de T" en ajoutant [’étoile S, , avec r > 3 de centre w et ayant une
aréte uw subdivisée, et ajouter I'aréte yu ouy € V(1") et sta(y) = A. Notons w' le sommet
adjacent a u et w, et z le sommet un des sommets pendants adjacents a w. Avec sta(w) = A,

sta(z) = C et sta(v) = B pour tout sommet restant ajouté v.

En utilisant les mémes arguments que dans le cas 1, nous montrons que (a) et (b) sont

verifies.

Cas 3. T est obtenu a partir de T" par ['opération 7.
T est obtenu a partir de T' en ajoutant la chaine u,w, z et l’aréte yu ouy € V(T') et

sta(y) = B. Avec sta(u) = B et sta(w) =sta(z) = A.

Montrons d’abord que v, (T) = 7, (T") + 2. Tout v, (1")-ensemble peut étre étendu a
un EDC de T en ajoutant {w,u} et donc 7, (T) < 7,,(T") + 2. D autre part, d’aprés la
Remarque 4.28, I'ensemble U un est vy, (T')-ensemble. 1l est clair que U' = U—{w, z} est un
EDC de T (puisque y posséde un voisin de statut A) et donc v, (1") < |U| =2 = v,,.(T) 2.
Par conséquent, 7y, (T) = 7,,(T") + 2.

(@) Puisque tout v, (T")-ensemble peut étre ramené a un vy, (T)-ensemble en ajoutant

{u,w}, et puisque T" est vy, -excellent, alors pour tout sommet v € V(T') U {u,w},
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il existe un vy, (T')-ensemble qui contient v. Montrons maintenant qu’il existe un -y, (T')-
ensemble contenant le sommet z. Soit S" un vy, (T")-ensemble. On peut facilement vérifier

que ’ensemble S = S'"U{w, 2} estun vy, (T)-ensemble, d’oii T est v,,.excellent.

(b) Puisque tout ,,.(T")-ensemble peut étre ramené a un vy, (T)-ensemble en ajoutant
{u,w}, et puisque T" vérifie (b), alors pour tout sommet v € V(T") tel que sta(v) = A, il
existe un vy, (T')-ensemble S dans lequel v peut étre couplé avec son voisin u de statut A ou
C' tel que pn [u, S] = (. Il nous reste maintenant a montrer qu’il existe un vy, (T')-ensemble
S1 dans lequel les sommets w et z sont couplés tel que pn [w, S| = pn [z, 5] = 0. Soit S}
un vy, (1")-ensemble qui contient y. Il est clair que S, = S]U{w, z} estun vy, (T')-ensemble

dans lequel w est couplé avec = tel que pn [w, S1] = pn [z, S1] = 0.

Cas 4. T est obtenu a partir de T' par l'opération 1.
T est obtenu a partir de T" en ajoutant ’étoile S , avec r > 3 de centre w et l'aréte yu
ouy € V(T') et sta(y) = B et u est un sommet adjacent a w. Soit z le sommet de statut C

adjacent a w. Avec sta(w) = A et sta(v) = B pour tout sommet restant ajouté v.

En utilisant les mémes arguments que dans le cas 3, nous pouvons montrer que (a) et (b)

sont verifiés. U

Comme conséquence directe du théoreme précédent, nous donnons le corollaire suivant
Corollaire 4.30. Un arbre v,-excellent est vy, -excellent.

Ce résultat peut étre obtenu également des deux corollaires 2.34 et 4.20. En effet, Si un
arbre T’ est ~y,-excellent, alors, d’apres le Corollaire 2.34, pour tout sommet v de 7', nous

avons L' (v) U L?(v) # . Par conséquent, d’apres le Corollaire 4.20, T est 7,,-excellent.

11 suffit de prendre la chaine P5 pour montrer que la réciproque n’est pas vraie.



84

CONCLUSION

Nous nous sommes intéressés dans cette étude aux graphes excellents par rapport aux dif-
férents parameétres de domination. Nous avons d’abord essayé de faire le point sur ce qui a
¢été fait dans ce domaine, puis nous nous sommes orientés vers 1’étude de I’excellence par

rapport a deux types de domination qui sont la domination double et la domination couplée.

Les résultats que nous avons obtenus sont intéressants du fait qu’en plus de la carac-
térisation des chaines, des chenilles et des arbres excellents par rapport a ces deux types de
domination, nous avons pu caractériser les sommets qui sont dans tout et les sommets qui
ne sont dans aucun ensemble dominant minimum par rapport aux nombres de domination
double et couplée d’un arbre ce qui est un résultat tout aussi important puisqu’il peut étre
utilisé dans d’autres études comme I'unicité des ensembles dominants doubles ou couplés
dans les arbres ou méme 1’égalité et la forte égalité entre les ensembles dominants minimum
par rapport aux différents types de domination dans un graphe. Aussi, nous avons proposé
des algorithmes polynomiaux de reconnaissance des arbres excellents par rapport a la domi-

nation double et la domination couplée.

Bien que ces résultats et ceux qui ont ét€¢ obtenus bien avant soient importants, nous
sommes loin de répondre aux nombreuses questions ou d’aborder les différents problemes
que présente la famille des graphes excellents. En effet, le fait que le concept de I’excellence
dans les graphes est assez récent et la difficulté¢ rencontrée dans son étude ont fait que le
nombre de parametres qui ont fait I’objet d’études ne dépasse pas une dizaine et que la plupart
des résultats obtenus concernent des classes plus ou moins simples comme les chaines, les

chenilles ou les arbres.

De ce fait, la famille des graphes excellents constitue un domaine prometteur qui ouvre
beaucoup de perspectives de recherche comme 1’étude de I’excellence par rapport a d’autres
parameétres de domination ou la caractérisation de classes de graphes plus générales pour les

parametres déja étudiés.
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