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Résumé

Les copules des valeurs extrémes bivariées représentent un outil innovant pour modéliser la
structure de dépendance de plusieurs variables aléatoires. Introduit par Sklar 1959 pour
résoudre un probléme de probabilité énoncé par Maurice Fréchet, les copules deviennent
essentielles a I’appréhension de nombreux domaines d’application tels que la météorologie,

I’hydrologie, les sciences actuarielles et la finance.

Leur grand intérét est qu’elles fournissent des expressions relativement simples des structures
des dépendances liant les marginales d’une loi multidimensionnelle. Plus précisément, pour le

cas bidimensionnel.

Dans ce mémoire nous avons commencé par les définitions et les propriétés liées aux copules
ainsi que les modeles paramétriques des copules. Ensuite nous présentons les différentes
meéthodes d’estimation : paramétriques et non-paramétriques et nous terminons par une

application des copules en météorologie.



Abstract

The copula of the extreme bivariate values are an innovative tool for the modelisation of the
dependence of many random variables introduced by Sklar 1959 for the resolution of a
probability problem enunciated by Maurice Fréchet the copulas becomes necessary for the

apprehension of lot of areas like metrology, hydrology, actuarial sciences and finance.

The big interesset is that they provide simple expression of dependence bound of the

marginals of multidimensional law precisely two-dimensional case.

In this memoir we have started with the definitions and properties related to copula models
and parametric copula. Then we present the different estimation methods: parametric and

non- parametric and we end with an application of copula in meteorology.
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Introduction générale

La statistique des valeurs extrémes est surtout utilisée en finance, hydrologie, assurance,

environnement, internet, 1 ot il est important d’estimer les probabilités «improbablesy.

Les copules constituent un outil statistique qui présente de nombreux avantages, tant pour les
statisticiens que pour les financiers. Outre une grande souplesse dans la mise en ceuvre de
l'analyse multivariée, les copules autorisent une sélection plus étendue des distributions
conjointes des séries financiéres. Les fonctions copules permettent une représentation moins
naive de la dépendance statistique en finance fondée sur la mesure traditionnelle de
corrélation qui présente des limites dans 1'étude de I'interdépendance entre deux variables (cf.
Embrechts et al. (1999)). En outre, elles autorisent des distributions de probabilités jointes
moins restrictives, prenant mieux en compte certains faits en finance (leprokurticité,
asymétrie, dépendance des queues). Elles permettent la construction de distributions
multidimensionnelles assez générales et ce, indépendamment des lois des marginales qui
peuvent avoir des lois différentes et quelconques. Par conséquent, elles permettent de
s'affranchir de certaines hypothéses peu réalistes faites dansles études empiriques.

Par ailleurs, l'approche par les copules a beaucoup contribué dans l'analyse, dans la
modélisation statistique multivariée. En effet, la théorie des copules permet une
décomposition de la loi multidimensionnelle en ses marginales univariées et en une fonction
de dépendance, rendant possibles des extensions naturelles de certains résultats obtenus dans
le cas univarié au cas multivarié. Les distributions multidimensionnelles ainsi obtenues sont
davantage en adéquation avec la réalité surtout dans l'utilisation financiére des statistiques.
Par souci de simplicité et du fait que la théorie multivariée est une extension du cas bivarié

nous nous limiterons a la théorie bivariée des couples
L’objectif de ce mémoire est :

Ce mémoire s’articule autour de quatre chapitres. Dans le chapitre 1, nous allons exposer
brievement un apercu sur les lois des probabilités, ainsi les lois asymptotique des échantillons
indépendantes de méme loi. Nous allons donnons la théorie des valeurs extrémes, ainsi que

les théorémes fondamentaux de cette théorie.



Dans le deuxiéme chapitre nous présentons la notion des copules et ses propriétés, nous
présentons quelques familles de copules paramétriques les plus utilisées en pratique et leurs

propriétés fondamentales comme les copules elliptiques et les copules Archimédiennes.

Et de fournir déférentes méthodes d’estimation des copules a savoir I’approche paramétrique

et non-paramétrique.

La premiére approche consiste & estimer le parameétre de la copule par 1'une des méthodes

suivantes : méthode des moments, méthode du maximum de vraisemblance.

Dans la seconde approche on utilise les méthodes suivantes: la méthode de la copule

empirique, procédure de Genest et Rivest.

Le chapitre trois est réservé aux copules des valeurs extrémes bivariées nous allons donner les

familles paramétriques usuelles des copules des valeurs extrémes.

Dans le dernier chapitre nous avons essayé d'exprimer la dépendance des variables
météorologique (Précipitation, Température, Humidité, vitesse de vent, Inseillement,
Evaporisation) par les copules des valeurs extrémes bivariées exploitant les donnés

météorologiques de I'ONM (office nationale de méthodologique).

Nous cléturons ce travail par une conclusion générale.



Chapitre I

Théorie des valeurs
extréemes



Chapitrel Théorie des valeurs extrémes

Dans ce chapitre, nous rappelons d'abord quelques notions principales et des théorémes de
convergences avant d'établir le lien entre ces résultats et la théorie des valeurs extrémes a
travers le théoréme de Fisher-Tippet un des fondements de cette théorie.

1.1 Les lois de probabilité

Les lois de probabilités sont des objets mathématiques qui permettent aux statisticiens de
fabriquer des modeles pour décrire des phénoménes ou le hasard intervient.
Une loi de probabilité est une distribution théorique de fréquences.

Il existe deux types de lois, les lois discrétes et les lois continues.

Le tableau suivant résume les lois de probabilité discréte.

Tableau -1.1 -Lois de probabilités discrétes

Notation de loi Densité de probabilité E(X) Var(X)
de probabilité
Bernoulli PX=0)=q p pq
X~B(1,p) P(X=1)=pavecp +
q=1
PX =x)=p*(1-p)'™*
x=0,1
Binomiale B(X = k) = CEp g™ ™ np npq
X~B(n,p) avecp+q=1
Poisson A* A A
X~P(/1) P(X=JC)='HE A
Géométrique p(l—p)™ 1 l=p
X~G(p) p r
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Théorie des valeurs extrémes

Le tableau 1.2 suivant résume quelques lois de probabilités continues

Notation de loi Densité de probabilité E(X) Var(X)
de probabilité
Normale ) = — 1 (x — p)? U o?
X~NQo?) | HKOI=Tmme im0
pour —oo < x < +00
Gamma A a a
= ——(x)% 1g—Ax — paiey
X~G(0(, )\) fX(x) F(a) ( x) e A A2
Weibull fx(x) = ABxPTexp(—2xF) r(1+pg™Y) [r@+2pH) -2 +p™MH
X~W(, B) pourx > 0,1>0et B >0 A% }\é
Béta re+p) ,_, a ap
= — = — B-1
X~Be(B) | P =r@rp* EY a+p (a+B+D(a+p)?
Lognormale 1 Inx — p)? 152 2uto? (oo _
s | A= ——emp B et e =)
X~LN(y,0%) ox\2m 202
pourx >0oup € Reto >0
Uniforme 1 a+b
S| ar? (b-a)
XNU[a'b] f:\’ (x) b —a [a,b] (x) 2 12
Student .2 nil 0,sin>2 = giws B
X~T, ) =c(n) (1 + ;) n—2
etc(n) = f_:zof(x)dx
a X 2
Pareto flx) = axiil pour x > x,, %o > 0 f:%pour a> ﬁ{——ﬁ pour a > 2
1
Exponentielle fr(x)=de™ 1 1
X~exp(1,2) A A’
Cauchy a non définie | non définie
fx)=—E— ,aeR

az+x2’
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Remarque 1
-Pour la distribution normale, siu = 0 et o = 1.
X~N(0,1) est appelée normale centre réduite.
-Pour la distribution Gamma on a :
La fonction I" est définie par :
') = fow x* e ™dx pour a > 0.
Nous avons trois cas particuliers de la loi Gamma, 4 savoir :

1-Si a est un entier naturel, alors la loi est dite d’Erlang.

2-Si a= g ,oun€{l2....} et = % , alors la distribution Gamma porte aussi le nom de
distribution de Khi-deux(ou Khi-carré) de n degrés de liberté et on noté : X~2.

3-Sia = 1, alors la fonction densité fy devient :fy(x) = Ae~** ,pour x > 0.
La distribution est dite Exponentielle de paramétre A > 0, on écrit : X~ exp(1).
D’espérance :E(x) = % et de variance :Var(X) = %2

-Pour la distribution de Weibull, nous remarquons que si f = 1,la distribution de Weibull
généralise la distribution exponentielle.

-Pour la distribution Béta, nous avons un cas particulier.
Sia=p=1alorsona: X~Upp si fy(x) = ﬁpour a<x<b

—ri)2
Avec :E(X) = ‘—1—:—9 et Var(X) = Q—’IZL).

-Pour la distribution de Cauchy, nous remarquons que tous les moments divergent.

-1 est important de citer que la loi de Pareto et la loi de Cauchy n’est pas de la famille
exponentielle.



Chapitrel Théorie des valeurs extrémes

1.2 Convergence

Soit (X,) une suite de v.a. réelles définies sur un espace probabilisé (Q2,B,P). On désigne

par (F,) la suite de fonctions de répartition correspondantes. Soit X une v.a. réelle définie

sur le méme espace (sauf pour la convergence en loi), de fonction de répartition F .

1.2.1 Convergence en loi

L
La suite (X, ) converge en loi vers X et I'on écrit X, — X
-Si F (x) > F(x) en tout point de continuité de F .
-Ou si pour toute fonction 7 continue bornée de R dans R, lim, E(A(X,)) = E(h(X)) .

1.2.2 Convergence en probabilité

p
La suite (X n) converge en probabilité vers X et I'on écrit X, — X si pour tout £>0,0ona:
lim, P({|X, - X| > £})=0

1.2.3 Convergence presque siire

pP-s
La suite (X, ) converge presque siirement vers X et l'on écrit X, — X

P({we| X, (@) > X(@)})=1

1.2.4 Convergence dans L’

b4
La suite (X ,)converge dans L’ vers X et I'on écrit X, =X

lim, .., E(|X, - X[’ )=0
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1.3 Théoréemes limites

1.3.1 Lois des grands nombres

En statistiques, la loi des grands nombres indique que lorsque 1'on fait un tirage aléatoire dans
une série de grande taille, plus on augmente la taille de I'échantillon, plus les caractéristiques
statistiques de 1'échantillon se rapprochent des caractéristiques statistiques de la population.
On distingue loi faible et loi forte en fonction du mode de convergence, en probabilité et
presque stire, respectivement.

1.3.1.1 loi faible des grands nombres 1
Soit (X, ) une suite de v.a. indépendantes, de méme loi ayant une espérance E(X) finie.

On a alors :

Xtk X, P
el oty

4% % 5(x)

1.3.1.2 loi faible des grands nombres 2

Soit (X ) une suite de v.a. indépendantes, ayant une méme espérance E(X) finie et méme

n

variance o finie (carré intégrable). On a alors :
X +.+X,

: 5 E(X)

1.3.1.3 loi forte des grands nombres
Soit (X n) une suite de v.a. indépendantes, de méme loi ayant une espérance E(X) finie. On
a alors :

X, et X, PE
L n

. E(X)
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1.4 Théoréme central limite
1.4.1 loi forte des grands nombres

Soit (X,) une suite de v.a. indépendantes, de méme loi ayant une espérance E(X) finie et

une variance o < +oo finie. On a alors :

= L
X +.+X, nE(X)—)N(O,l)
o/n

1.5 Théoréme des valeurs extrémes

La théorie des valeurs extrémes a pour but d’étudier et de caractériser le comportement des
valeurs extrémes d’un échantillon de variables aléatoires. On souhaite estimer des petites
probabilités ou des quantités dont la probabilité d’observation est trés faible, c’est-a-dire
proche de zéro. Ces quantités sont appelées quantiles, on parle de quantile extréme lorsque
Pordre du quantile (probabilité d’observation) converge vers zéro quand la taille de
I’échantillon tend vers I’infini.

Ces quantiles extrémes se situent dans les queues de distributions des lois de probabilité.
Ainsi, a I’inverse de 1’approche statistique classique qui s’intéresse au comportement moyen
et a la variabilité des phénomenes autour de la moyenne, on s’intéresse ici au comportement
des queues de distributions.

Un événement extréme est un événement qui a une faible probabilité de se produire mais qui,
lorsqu’il se produit, prend de trés petites ou de trés grandes valeurs et a un grand impact. On
notera la différence avec un événement rare qui, par définition, est un événement dont la
probabilité d’occurence est faible. Le fait qu’un événement soit rare n’implique pas qu’il soit
extréme, il est dépourvu de la notion de quantifiabilité (petites ou grandes valeurs). A
I’inverse, tout événement extréme est rare au sens ou il a une faible probabilité de se produire.
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1.5.1 Les statistiques d’ordre

Soient 7 variables aléatoires X = (X,,...,X,) . Rangeons ces variables aléatoires par “ordre
croissant de grandeur”. Pour cela, nous introduisons la notation X,, avec
X, £X,,<..2X, <X

n-=l:n
X,, estdonc la i -iéme statistique d’ordre (ou statistique d’ordre i) dans un échantillon de

wn

taille 7. Soientn observationsx,,...,x,. La valeur observée de X, est notée x,, et nous
avons

x,, = e, .sort(X)
ou sort est la fonction de tri ascendant et x le vecteur des observations x, ,...,x, et e’

-ieme

estle /" vecteur unitaire de la base canonique de R” .

Deux statistiques d’ordre sont particuliérement intéressantes pour 1’étude des événements
extrémes. Ce sont les statistiques d’ordre extréme qui correspondent a la plus petite
statistique d’ordre X, (ou statistique du minimum)

X, =min(X,.., X,)
et a la plus grande statistique d’ordre X, (ou statistique du maximum)

X,, =max(X,,...,X,)

nn
L’écart W = X, —X,, estappelée la déviation extréme.

Nous pouvons vérifier la relation : min(X;,..., X, ) = —max(-X,,...,—X,).

n

1.6 Lois des valeurs extrémes

L’étude de la loi de probabilité du maximum d’un échantillon de 7 variables a été la premiére
approche pour décrire les événements extrémes. Fisher et Tippet [ en 1928 ont les premiers,
déduit de maniére heuristique les lois limites possibles pour le maximum d’une suite de
variables aléatoires indépendantes et de méme loi, avant que Gnedenko en 1943 n’obtienne
rigoureusement la convergence, dont la preuve fut simplifiée par de Haan en 1976.

Le théoréme ci-dessous est fondamental en théorie des valeurs extrémes car il établit la loi
asymptotique du maximum X, convenablement normalisé d’un échantillon.

nn
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Théoreme 1.6.1 ( Fisher-Tippet)

Soit (X, )n21 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de

fonction de répartition F.S’il existe deux suites normalisantes réelles (a,) >0 et

n.

(bn)nz1 €ER et M, =max(X,,...,X,) et M, =X, etune loi non dégénérée H, telle que :

limP[M £ xj =limF" (a,x+b,)=H (x)
n—o0 a n—om

n

Avec H appartement a la classe de fonction suivantes:

=
H,(x) = {9_(“’"‘) Y, pourx > 0,siy # 0
e®", pourx€R,siy=0

—e

H, est appelée fonction de répartition de la loi des valeurs extrémes.

Cette loi dépend du seul parameétre de forme y appelé indice des valeurs extrémes ou indice
de queue. y est le paramétre clé de toute la théorie des valeurs extrémes.

L’estimation de y nous fournira le comportement de la queue de distribution. En effet, selon

son signe, on distingue trois domaines d’attraction dont quelques densités ont été représentées
pour y fixé.

e Si y>0,onditque F appartient au domaine d’attraction de Fréchet, que 1’on notera
D(Fréchet). Il contient les lois dont la fonction de survie est & décroissance,

polynomiale, i.e. les lois & queues lourdes ou lois de type Pareto. Les lois de ce
domaine ont un point terminal x,, infini.

e Si y<0 ,onditqueF appartient au domaine d’attraction de Weibull, que ’on notera

D(Weibull). Toutes les lois de ce domaine d’attraction ont un point terminal x,. fini.

e Siy=0,onditqueF est dans le domaine d’attraction de Gumbel, que 1’on notera

D(Gumbel). Il contient les lois dont la fonction de survie est & décroissance
exponentielle, i.e. les lois & queues 1égéres.

11
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1.1 FIGURE : A gauche : H, .A droite : les densités associées a la loi des valeurs extrémes

(noire:y=0,bleu: y=1etrouge:y=-1).

Donc les lois usuelles peuvent étre classées selon leur domain d’attraction comme dans

le tableau suivant:

Fréchet (7 >0) Gumbel (y =0) Weibull (¥ <0)
Cauchy Normale Uniforme
Student Log-normale Béta
Pareto Gamma

Exponentielle
Weibull

12
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Exemples 1: Loi uniforme

On suppose que la loi X, est la loi uniforme sur [0,6],6 > 0. la fonction de répartition de la
loi est F(x) = % , pourx € [O, 9] .
La suite (M,) . converge p.s vers 6 .

On note F, la fonction de répartition de n (%) =

M, —
g
n

4
n

avec a, - et b, =6 ,comme M, <@ ,ona F, (x)=1.
n

Si x>0 ,considérons la cas x <0.

E,(x):P(M,, £0+9£j=(P(X, sewi)]
n n
()
n

Donc lim F (x)=e" pourx<O0, donc le domaine d’attraction de la loi uniforme est le
n—>+0
domaine de Weibull.

13
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Exemple 2: Loi exponentielle
Dans le cas d’une exponentielle de paramétre 1 >0 , F(X)=1-¢™*, d’ott I’on déduit que :

=%

P(ax, ~In(n) < x) =P x, <X [ €7 | ot done -
(n) : A n

lim P (ZX(”) ~In(n) < x) = exp(—exp(—x))

n—>+o0

Ce qui montre que le domaine d’attraction de la loi exponentielle est le domaine de Gumbel.

Exemple 3 : loi de Cauchy
On suppose que X, la loi de Cauchy (de paramétre a =1 ), donc la fonction de densité est :

1
z(l+x%)

f(x)=

Comme le support de densité est non borné, il est clair que la suite (M7, )”Zl diverge.

. i i s M
On note F, la fonction de répartition de Lona:

n

Pox>0,ona :I{;(—liTz)dy=%+O((nx)—3)

On a alors pour x>0 , F, (x) =$+ O((nx)-3)

1
On déduit que lim F (x)=e * ,pour x>0 .

Donc la loi de Cauchy appartient au domaine d’attraction de Fréchet.

14
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1.7 Loi des valeurs extrémes généralisées

En probabilité et en statistique, la loi d’extremum généralisée (en anglais: generalized extréme
value ou GEV) est une famille de loi de probabilité continues qui servent & représenter des
phénomenes de valeurs extrémes.

L’approche par dépassements de seuil est une alternative a la loi GEV dans la modélisation du
comportement du maximum d’un échantillon se basant sur les “grandes valeurs” de
I’échantillon.

Elle se base sur le résultat mathématique, affirmant qu’il existe une équivalence entre la loi
GEV et la loi des dépassements de seuil aussi appelée loi des exces.

La fonction de répartition GEV a la forme suivante:
=1

_ x—m\\v .
. (1+y(—(r )) ,pour x>0.si y#0

Hy,u,a (x) =

(2 -
e—e> ¢ Jpour x€ER.si y=0

Telle que : i est le parametre de position, o est le paramétre de dispersion et ¥ est I’indice

de queue.
1.7.1 Estimation du quantile des valeurs extrémes
I1 est possible d’estimer un quantile extrémes en utilisant le résultat précédent sur la GEV.

Supposons que (X i)i=l . un échantillon de variables aléatoires i.i.d.de la loi 7', on séparons

ces variables en k& blocs de taille , si » est assez grand ,alors on fait I’hypothése que la

ZANERAN A

distribution de M, est une distribution GEV de paramétres u,o et y .
Or la distribution de M, est F" car les X, sont indépendantes, alors on a 1’approximation :

F'(x)=H, ,.(x)

M0,y

_ LAY
Frx)=1{ © (1+y 4 ) pour x > 0,siy # 0

siy=20

On cherche g telleque p=p[X >q]|=1-F(q) .

15
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Pour un quantile p élevé il suffit de prendre le cas y >0, cette condition borne

inférieurement la fonction de répartition.

Dans le cas y > 0,il faut résoudre 1’équation :

=1

A VASAY N
—[1+yq+] 7
. o
=g

p:

ce qui donne finalement

a- Zz+%((—r In(p))” —1)
'

Ce fournit une estimation d’un quantile extréme.
Danslecasy=0,ona:

Donc on trouve

q = p+o(-rin(p))
11 existe une autre approche de la théorie des valeurs extrémes permettant d’estimer des

quantiles est loi de Pareto généralisée.

1.8 La loi des excés

La nouvelle approche de la théorie des valeurs extrémes appelée POT consiste a utiliser

les observations qui dépassent un certain seuil, plus particuliérement les différences

entre ces observations et le seuil, appelées exces. Il est clair que cette méthode nécessite la
détermination d’un seuil ni trop faible pour ne pas prendre en considération des valeurs non

extrémes, ni trop €élevé pour avoir suffisamment d’observations. Notons le seuil par £ .

Définition 1.8.1

Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F' et de point terminal x,, .Pour tout
M <xp ,lafonction
F(x)=P[X-p<x|X>pu],x=20

est appelée fonction de répartition des exces au dessus du seuil z .

16
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Définition 1.8.1

Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F' et de point terminal x,, .Pour tout
4 <xg, ,lafonction

F,(x)=P[X-p<x|X>u],x=0

est appelée fonction de répartition des exces au dessus du seuil z .

Remarque 2 Par définition des probabilités conditionnelles, F . peut étre également définie
par :

F(u+x)—F(u) .
e e = M >
F,'i(x) = { 1-F(W) sty =10
0 sinon

Notons ¥'=X—u pour X >u et pour n v.a. observées X,..,X, nous pouvons écrire
Y, =X, —u telleque i estl’indice du j—me exceset j=1,..,N,,.
Le Mean Excess Plot appelé aussi le Mean Residual life Plot est un outil spécifique pour

retenir le seuil performant.

De plus, nous approchons la loi des excés (Y 1»---9YN,,) par une loi de Pareto Généralisée

GPD, , (Generalized Pareto Distribution) que nous présentons ci-dessous.

1.9 La loi de Pareto Généralisée
Le théoreme de Pickands est tres utile lorsqu’on travaille avec des observations qui dépassent

un seuil fixé puisqu’il assure que la loi des exceés peut étre approchée par une loi de Pareto

généralisée.

Définition1.9.1

Soient 0'( ,u) une fonction strictement positive et y € R.La loi de Pareto généralisée

a pour fonction de répartition G, , :

-1
1-{1+y (———) siy#0
Gy,tr(u) (x) = J(.”

)
1—exp(-—a-a—)) si y=0

ol x>0 si y>0 et OSJCS—M si y<0 .
v

17
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Théoréme 1.9.2 Pickands

Si F appartient 4 ’un des trois domaines d’attraction de la loi des valeurs extrémes (Fréchet,

Gumbel ou Weibull), alors il existe une fonction o () strictement positive et un réel y tels
que

lim sup |F,(x)=G, ., (x)|=0

HTxp o<, —p
ou G, ,,, estlafonction de répartition de la loi de Pareto Généralisée et F,, est la fonction de
répartition des exces au dela du seuil u .
Ainsi, pour u grand, la loi des excés est approchée par une loi Pareto généralisée.

FﬂzG

y.o(u)

Voici une représentation de laGPD, , pour certaines valeurs de y

1.2 FIGURE — La fonction de répartition de laloiGPD,, GPD é&.1.

Les courbes rouge, noire foncée et bleue correspondent respectivement aux lois de
Pareto généralisée d’indices y =—1,y =0 et y =1 avec o =1 fixe.
Nous remarquons que plus les valeurs extrémes sont extrémes, plus le parametre y est €levé,

ca se voit tres bien dans le graphe de la fonction de répartition

18
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1.3 FIGURE — La densité de laloiGPD,

1.9.1 Estimation du quantile de loi de Pareto généralisée

F(xt 1) = F(u)

Supposons que on a un seuil x# convenable, donc on approche la quantité T FO)
-F(x

A A
par G, . (x),ou y et o sont estimés sur ces données.
V.o

En posant y =x+ u, alors

F(y)-F(u) _
1-F o0

Notre objectif est de trouver y telle que F(y) = p, avec p fixé, lorsque y >0 relation

y.__ﬂ+G§,%(219:—I€EZ;)

¢ p—Fu)y\~7
=’y—“+§((1—1‘:‘ﬁ7}) "1)

19
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N
Pour estimer y ,en estimant 1— F(x) par —= qui est la proportion d’observation du seuil x :
n

=~

~ -Y
o n
=u+s{(-a-p) -1
y Y(Nu p

De méme lorsque =0 .

y=u+ 633 (700)

ce qui donne :

y=u—5ln<7\,n—(1—p)>

u
N, estle nombre de observations au-dessus du seuil z .

A N

y et o sont les estimateurs des parametres de la loi GPD.
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1.10 Quantile extréme (niveau de retour)

Dans le cas de GEV et GPD on peut obtenir ainsi un estimateur de la période de retour.

L’estimation d’une période de retour associée a une probabilité qui représente la probabilité
d’excés au-dela d’un niveau de retour, cette période s’interpréte comme une moyenne du
temps ou du nombre d’années séparant un événement de grandeur donnée d’un second
événement d’une grandeur égale ou supérieure.

On donne les deux tableaux suivants qui résume les formules de temps de retour dans la cas
de GEV et GPD.

Pour GEV

£+ 0 E=0
g 5o .‘é [1 - {~log(1 - p)}~Y p — clog{—log(1 — p)}

Pour GPD

E#0 E=0
S %(1 — (@ -p)) | k= o(log~p)

21
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Remarque 1 : I suffit de définir C sur [0,1].

Ce théoréme est fondamentale dans la théorie des copules, établir par Sklar en 1959, il met la
relation de la loi jointe d’un couple aléatoire et ses marginales.

Théoréme 2.1 ( Sklar 1959) : Si H est une fonction de répartition conjointe avec des
marges F,F,,.... F,.

Alors, il existe une copule C telle que pour tout x;, X5, ..., Xz € R :
H (%)500005%,) = C(F (5,) sovees Fy () (1.2)

Si F,..,F,, sont continues, alors C est unique, sinon C est déterminée
image Fy x...x imageF,,. Réciproquement si C est une copule et F,, F,,..., F, sont des fonctions

de répartition ,alors la fonction H ,définie par I’équation (1.2) est une de répartition conjointe
avec les marges F,F,,..., F,.

Commentaires
® Laloi d’un vecteur aléatoire (X, X,,...,.X,) ,c’estdes d fonctions de répartition ,qui
capturent les marginales, et une copule qui mesure la dépendance .
® En pratique, on connait «bien» les marginales et mal la dépendance.

® Difficulté : choisir la copule qui capture le mieux les structures de dépendance entre les
données.

Du théoreme de Sklar, nous pouvons tirer le corollaire suivant qui donne la relation entre la
loi conjointe et copule.

Corollaire 2.1 (Sklar) : Si H est une fonction de répartition conjointe avec les marges

F,....F, alors F',...,F;" sont les fonctions inverses de F,,...,F,.Avec :
F' =inf {x,F,(x)2u},u<[0,1].

Alors pour tout (2,....,u, ) € domaine C :

C(tsstty) = H(F (1) Fy' (1)) (1.3)

Le théoreme de Sklar implique que pour une distribution conjointe multivariée et continue, les
marges et la structure de dépendance peuvent étre dissociées de fagon unique. De plus, la
structure de dépendance est représentée par la copule C .
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Théoréme 2.2 (Bornes de Fréchet-Hoeffding) : V(u,,...,u,) € domaine de C nous

avons :
W (vt ) = m0X (8 + oo 28y =d,0) < C (14,0t ) STin (14,00, ) = M (s ) (1.4

Le théoréeme de Fréchet-Hoeffding implique qu'une copule (mesure de dépendance) est
bornée, elle se trouve a l'intérieur d'un minimum et d'un maximum.

Pour les distributions conjointes bivariées, les bornes inférieures et supérieures de Fréchet-
Hoeffding sont des copules. W et M sont les copules des vecteurs aléatoires (U ,1=-U ) et

(U.V) respectivement loi uniforme sur [0,1] .

Dans ce cas, W représente la parfaite dépendance négative et M la parfaite dépendance
positive. Notons que pour les copules de dimensions #>2 , W n'est pas une copule.

Les théorémes (1) et (2) ont de nombreuses implications pratiques. Vu que les mesures
obtenues par les copules sont bornées, cela implique que ces mesures existent toujours.

Les copules sont de plus invariantes sous les transformations monotones croissantes de leurs
marges.

Corollaire 2.2 (inversion de Sklar ) : Soient A la fonction de répartition conjointe et
continue, C est copule, F,G deux fonction de répartition marginales, supposons que F et G

sont continues, Vu,v €[0,1]x[0,1] ona:
CQ,v)=H(F"),G™()) (1.5)

Le théoréme de Sklar peut étre utilisé pour construire des fonction copules a partir des
distribution bidemensionnelles. Considérons par exemple les distributions bivariées
suivantes :
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Exemple 1 (la distribution bivariée de Galambos)
Soit H, une fonction de distribution donnée par :

Hp(x,y) = {exp {— [(x +y)— (7% + y-")_?]} six=>0,y>0 (1.6)
0 sinon

Pour tout réel € >1.
Cette fonction de distribution admet pour marginales

Fx)=e7",G(y)=e” Vx,yeO"*
Les fonctions inverses sont F~'(u)=-In(x),G'(v)=—In(v) respectivement, pour

u,v €[0,1]. on en déduit que la copule associce :

C,(u,v) :uvexp{—[(—lnu)_g +(—lnv)_6J_§} (1.7)

2.1.1 Fonction de densité conjointe d’une copule de dimension J

Si nous avons une distribution multivari€e, absolument continue, elle admet alors une densité
conjointe:

S (%5, ) = ¢(F, (x,),FZ(xz),...,za,(xd))ljﬁ(x,) (1.8)

C la fonction de densité de la copule est donnée par la dérivée partielle suivante :
0'C (uytty,.sty)
ou,0u,..0u,

c(uy,tyyestty) =

2.1.2 Propriétés des copules

Les résultats suivants donnent les propriétés et les théorémes les plus importants d’une copule
bivariée.
Théoreme 1.1 (Continuité) : Soit C une copule bivariée, pour tout u;,u,,v,,v, €[0,1]

avec u, <u, et vy <v,,ona:

IC(uz,vz)—C(ul,v])lsluz—u1|+|v2—vll (1.9)

Théoréme 1.2 (Différentiabilité) : Soit C une copule bivariée, Vi, u, € [0,1]

aC PR) . aC >
1 les dérivés partielles —(u—lL) existent p.s et 0< —M <1.¥i=1,2
Ou, Ou,
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aC (u,v)

oC (u,v)

ou

2 les fonctions u — et v sont bien définies et décroissantes sur

[O, 1] P .

Exemple 2: La dérivé partielle de la copule W(u,v)=max(u+v—1,0) existe si

u+v—1#0 c’est-a-dire v=1-u et ona max(u+v—1,0)=u+v—-1>0 ,ce qui donne :

B oy |1 sivel-u

Définition 2.1.3 (Ordre partiel)

Soient C; et C,deux copules. On dit que C, est plus petite que C,(ou C,plus grand que C)
etonnote C, <C,,C, ~C, ,si:

C,(u,v) < C, (u,v) Vu,ve[0,1]

Cette relation d’ordre est partielle car on ne peut pas comparer toutes les copules entre elles.
Néanmoins, nous avons toujours

c-<C=C"

Nous en déduisons qu’une structure de dépendance positive est une fonction copule C qui
vérifie I’inégalité suivante :

ct<C=<cC?

Avec

d
C™ =ttty =max(2ui —d+1,0)

i=]

C* (terrtty ) = min(u,,...,u,)
d

CH (tyyrtry) =] T,
i=1

De méme, une structure de dépendance négative est une fonction copule C qui vérifie
I’inégalité suivante :

C<C=<C*
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Cependant, comme cette relation d’ordre est partielle, il existe des fonctions copules telles que
Cn’est pas plus petite que C* et C n’est pas plus grande que C*.I1 existe donc des fonctions
copules qui n’ont pas de structure de dépendance positive, ni de structure de dépendance de
dépendance négative.

2.2 Mesures de dépendance

Il existe en statistique un certain nombre de grandeurs proposées par leurs auteurs comme des
mesures de la dépendance entre deux variables aléatoires.

2.2.1 Le coefficient de corrélation linéaire de Pearson

Définition 1: Soient X et ¥ deux variables aléatoires ayant des variances finies.

Le coefficient de corrélation linéaire de Pearson définit par :

Cov(X,Y)
Var(X)Var(Y)

r(X,Y)=\/

Ou Cov(X,Y)=E(X.Y)-E(X)E(Y) estlacovariance entre X et ¥ .

r(X sl ) est la mesure le plus connue. Ce coefficient est une mesure trés imparfaite de la

dépendance. Il ne peut se mettre sous une forme ne faisant intervenir que la copule, les
marginales restent présentent dans I’expression : ce coefficient n’est donc pas une mesure de
dépendance. Il n’intégre que la composante linéaire de la dépendance, au sens ou

r(X 2 ) =41 si et seulement si ¥ =aX +b. Au surplus, pour les marginales fixées, toutes

les valeurs comprises entre —1 et +1 ne sont pas atteignables.

- X et7Y indépendantes = X et Y non corrélées

- X et Y indépendantes = r(X,Y)=0 mais la réciproque est fausse sauf dans le cas

ou les variables sont gaussiennes car la dépendance est alors entiérement caractérisée
par le coefficient de corrélation.

Le contre-exemple le plus connu dans la littérature est le suivant :

Soit X~N(0,1) et ¥ = X ,alors Cov(X,Y)=E(X?)=0.
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2.2.2 Tau de Kendall et rho de Spearman : Le tau de Kendall et le tho de Spearman
sont deux mesures d’association bivariées qui mesurent la concordance. Elles donnent une
mesure de la corrélation entre les rangs des observations, a la différence du coefficient de
corrélation linéaire qui lui apprécie la corrélation entre les valeurs des observations. Elles
offrent par ailleurs 1’avantage d’exprimer simplement en fonction de la copule associée au
couple de variables aléatoires.

Les définitions de ces deux coefficients sont intimement liées a la notion de concordance.
a-Notion de la concordance :

Définition 2.3 : Notons (x,,y,) et (x,,y,) deux observations d’un vecteur aléatoire

continu(X,Y), alors (x,,,) et (x,,3,) sont dites :

=  Concordantes si :

(%,=%,) (= 3,) >0 (x, <xet y, <,) ou (x, >x, et y, > p,).
= Discordantes si :

(%, =%) (3 —3) <0 (x, <x, et y,<y,) ou (x,>x, et y, > p,).

Plus généralement soit {(x,,,),(x,,¥,).-.(,, ¥,)} un échantillon de 7 observations d’un

couple (X,Y).Ilexiste C; = pairs de distributions de couples (x,,,),(x;, ;) qui

n!
21(n—-2)!
sont soit concordantes, soit discordantes.

Définition 2.4 : La fonction de concordance entre les deux couple (X,,Y;) et (X,.1,) est

définie par :
0=P[(X,-X,)(%;~1,)>0]-P[(X, - X,)(¥, - ;) < 0]
b- Le tau de Kendall

Définition 2.5 : Soient (X;,Y;) et (X5,Y;) deux vecteurs aléatoires continus ii.d de
fonction de répartition conjointe H et de fonction marginales F (pour X; et X,) et G (pour ¥;
et Y, ). Le tau de kandall noté 7 est défini par :

T=P[(X1-X2) (Y1-Yz) > 0] = P[(X1 - X3) (Y - V2) < O].
Le tau de Kandall posséde les propriétés suivantes :

- Le tau de Kandall est symétrique, c'est-a~dire : 7 (X ,Y) = = (V,X) .
- =] £7 £ 41l
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- SiX et Y sont indépendantes alors T = 0.
- Sia et b sont des fonctions strictement croissantes, alors (a(X),b(y)) = ©(X,Y).
- T = 0 X etY ne sont pas forcement indépendantes.

c-Rho de Spearman

Définition 2.6 : Soient (X, Y;) et (X5, Yz)et (X3,Y3) trois vecteurs aléatoires indépendants
de méme lois H. Le coefficient de corrélation de Spearman est défini par :

ps = 3([P(X; — X;)(Y; — Y3) > 0] — [P((X1 -X)Y; -Y3) < 0])
Les propriétés du pg sont les suivants :

» —1 S ps S +1
- SiX et Y sont indépendantes alors p; = 0
- Sia et b sont des fonctions strictement croissantes, alors

ps (a(X),b(y)) =ps (X,Y)

Le rho de Spearman s’écrit aussi en fonction du coefficient p de corrélation linéaire de
Pearson : p; (X,Y) = p(F (X),E, (Y)) ou F, et F, sont les fonctions de répartition
respectives de X et Y.

2.3 Dépendance de queue

Le concept de dépendance de queue fournit une description de la dépendance au niveau des
queues de distribution, trés intéressante pour étudier la survenance simultanée de valeurs
extrémes. C’est une mesure locale contrairement au tau de Kendall et au rho de Spearman qui
mesurent la dépendance sur I’ensemble de la distribution.

2.3.1 Coefficients de dépendance de queue

Le coefficient de dépendance de queue inférieure ou lower fail dependence coefficient de
deux variables aléatoires X &t ¥, de fonctions de répartition respectives F, et F, est

défini
par :

A(X.Y)=lm Pr[ X <F{'(@)|[Y<F;'(@)] (si cette limite existe).
a—0*
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Le coefficient de dépendance de queue supérieure ( upper tail dependence coefficient) de
deux variables aléatoires X et ¥, de fonctions de répartition respectives F, et F, , est défini

par :
2y(X.Y)= lim Pr (X >F (a)|Y > F (@)] (si cette limite existe).

On dit que X et ¥ sont asymptotiquement dépendantes au niveau supérieur de la queue de
distribution si 4, €[0,1] et asymptotiquement indépendantes au niveau supérieur de la queue

de distribution si 4, =0 .

La notion de copule de survie est tres utile pour I’étude de la dépendance de queue.
La définition en est la suivante.

Définition 2.7 (copule de survie) : Soit C(u,....u,) la fonction définie par
C(tyserstiy) = C (1=t 1 =11,) OU CQ@tyyeneytty) =Pr[U; >ty Uy > 11, |-
Alors C(u,,....,u, ) est appelée copule de survie (survival copula) de la copule C.

Définition 2.8 : Soient X et ¥ deux variables aléatoires de copule C , alors on a

ﬂ[‘ (X, Y) = Hmu—-)O* C(u’ V) et ﬂ’U (u,V) = lim,,-—)l' 1_ 2u1+ C(u’V)
o —-u

On montre facilement que le coefficient de dépendance de queue inférieure (resp. supérieure)

de Cest le coefficient de dépendance de queue supérieure (resp. inférieure) de C
Autrement dit, a partir d’'une copule donnée, il est possible de créer une autre copule
présentant une structure de dépendance de queue inversée.

Exemple 3 : Soit Ia
copule de Gumbel

donnée par : Ce(u,v)=exp(—[(—lnu)9+(hlV)0]§]’020

Alors

1
1-2u+C(u,v) 1-2u+exp(2?Inu) 1-2u+u”
1-u 1—u 1-6

Par conséquent
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11 i
dy=lim 2“1+ V) _ptim 20421 =225,
—u

La famille de Gumbel posséde pour & >1 , une dépendance au niveau supérieur de la queue
de distribution .

2.4 Exemple de copules usuelles

2.4.1 Copules d’indépendance
Soient X ,Y deux v.a continues, et H la fonction de répartition jointe dont les marginales sont
FetG.

Définition 2.9 : SiX et ¥ sontindépendantes, alors la copule associée est le produit de
ses marginales comme suit :

CX,Y (x,3) = F(x)G(»).

2.4.2 Copule de survie
Cette copule est trés intéressante, car dans la majorité des applications on s’intéresse a la
durée de vie des individus dans une certaine population. Dans le cas univarié la probabilité de

survie est dé.nie par :
P(X >x)=1-F(x) '

telle que F représente la fonction de répartition de X .

De méme pour le cas bivarié, si H est la fonction de répartition jointe associée au
couple aléatoire(X,Y) , et soit C,, sa copule de la fonction jointe de survie est

H (x,y)=(X >x,Y > y) et les marginales sont Fet G , alors:

H=P(X =xY =)
=1-P(X <x,Y <y)

=1-F(x)-G(y)+H(x,y)
= F(x)+G(y) =1+ Gy , (1- F(x),1-G(»))

Donc la copule de survie C dex ,Y est
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H(x,y) = C(F(x),G() = F(x)+G(») -1+ Cy , 1= F(x),1- G(7)).

2.4.3 Copule Gaussienne

La copule gaussienne de deux variables aléatoires X , ¥ est définie par ::
Cow,v)=¢, (47 (u).07 ).

telle que ¢, est la fonction de répartition jointe de la loi normale bivariée, de coefficient de

corrélation linéaire p e[-1,1] etg est la fonction de la loi normale standard, Par suite :

20, ,5t—8° —1>
1 Xp( Pxy

(¢ ag" )= 7" wfipl, T\ 1-rks

Cette copule est paramétrée par le coefficient de corrélation linéaire p .

J dsdt.

-Cl(u,v) > W (u,v) quand p — -1 et -C%(u,v) - M(u,v) quand p—>1.

2.4.4 Copule de Student

Dans le cas univarié, la fonction de répartition de Student est définie par :

+1
F(L) 2 'VTH
2 (1+S J  ds

h@=[, Jorw+2)l v

v

Telle que I est la fonction d’Euler.

Dans le cas bivarié, soit p e[—11] , alors la fonction de répartition bivariée est

v+2

2
dsdt.

g 1 s> +1> =2 pst
t (x,v)= (1+ =
P '[“‘”L 27r\ﬁ—p2 v(l-p7)

| 32
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Définition 2.10 : La copule de Student est une copule paramétrique, paramétrée par le
coefficient de corrélation linéaire p et de degré de liberté v . Cette copule est définie par

_v+2

e 2 2 _ 2
5 () 1 (1+s +t 27pst
v(l-p7)

C ) =1, @, o) =[""[ dsdt

= 2z fl-p°

Sa densité est définie par

F(V+ZJF(ZJ (1+S12+S22—2pS1S2) ( 2 J
1

= 1- p?
r("—) I12,(1+8%) \?

Ou S, =1 (u),S, = ().

Remarque 2.1.2

(a) La copule gaussienne et la copule de Student appartiennent a la famille de copules
elliptique.

(b) Si le degré de libertév — oo , alors la copule de Student converge vers la copule
gaussienne et dans ce cas tres difficile de différencier entre ces deux copules.

2.4.5 Copule Archimédienne

Cette famille de copule a été nommé par Ling (1965), mais il a été reconnu par Schweizer et
Sklar (1961) dans I’étude de t-norme. Avant d’étre introduit dans la finance et aussi dans
d’autres domaines. Mais avant de dé.nir cette famille de copules, on a besoin de

présenter quelque définitions, et propriétés utiles pour définir les copules archimédiennes.

Définition 2.11 : Soit ¢:[0,1] — R*" continue, décroissante et convexe, telle que (1) =0
4

,alors ¢ est dite générateur la pseudo-inverse de ¢ est définie par :

N o ') si0<u<g()
v (u)~{0 si @(0)<u < +o0
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Définition 2.12 : Une copule est dire Archimédienne si elle d’écrire sur la forme

C(u,v) = ™ (p(u) + p(v)).
Propriété 2.1.1
Cette copule est
a) Symmétrique
C* (u,v) = C* (v,u), Y (u,v) €[0,1] .
b) Associative
c)
CH(C (u,v),2) = C* (u,C* (v, 2)), Y (u,v,2) €[0,1] .

d) De contour convexe

() e[0.1] :pa)+p() = p)} k- 0.
e) De densité
— ' (COue'we'(v)
AE))

f) Si cest une constante strictement positive, alors cp un générateur de la copule C* .

c(u,v) =

Exemple 5
(a) Pour ¢(#) =~In(s) comme générateur et de pseudo-inverse ¢ (¢) = exp(—t) .
On génére la copule C par (2.11) :

C*(u,v) = exp(—[(— In(u))+ (- ln(v))]) =uv=[[(u,v).

IT est une copule archimédienne stricte.
(b) Soit (#) =1~¢ pour 7 [0,1] .Donc ¢~ (#) =1—¢ pour #€[0,1]et O pour 7> 1,alors
@ () = max(1-¢,0). D’aprés (2.11) ona:
C* (u,v) =max(u+v—1,0) = W (u,v)

donc la copule W (u,v) est Archimédienne.
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2.5 Famille des copules archimédienne

Les copules les plus utilisés de cette famille sont les copule de Gumbel, de Clayton et de
Frank, définies dans ce qui suit .

2.5.1 Copule de Gumbel

En prenant comme générateur ¢(f) = (— ln(t))" avec a1 . La fonction anisi définie satisfait

a les conditions du théoréme sur les copules Archimédiennes, ce qui permet générer la copule
de Gumbel en prenant :

C9" (u,v) = exp {— ((— In(x))” + (- In(v))’ ); }

Les cas limites suivant la valeur du paramétre sont donc :

limC, =C".

a—x

limC,=C".

a—1

2.5.2 Copule de Clayton

sl
Pour ¢(t) = a[t a —1] avec a >0 .Nous obtenons ainsi la copule de Clayton

11 =
Cf’“(u,v)-—-{u a4y —1} .

Les cas limites suivant la valeur du paramétre sont donc :
lim C,=C".

a—>-»

limC, =C".

a—0

2.5.3 Copule de Frank

—at _
Si o(r) = —~1n[e - 11} avec a# (. On obtient ainsi la copule de Frank qui est donc définie

Cf’(u,v) _ —lln(]+ (e—au -l)(e'”" _I)J
a

comme suit :

|

Et de densité
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(a-1)lna""
(a-1+@" D@ D)’

" (u,v) =

Les cas limites sont donc les suivants :

lim C, =C".
nQQ=cW
limC, =C".

a—om

2.6 Estimation des copules
L’estimation en statistique est une opération qui de calcule la valeur inconnue d’un paramétre
¢ du modele statistique (€,P) a partir d’un échantillon observé(X,,...,X,),on prend

comme exemple la loi normale de paramétres u et o (N ( U0’ )) , telle que I’estimation de

u estlamoyenne X, = —I—Z X, et ’estimation de o’ est la variance S” = _1_2 (x,-X, )2 :

niq nin

Il existe beaucoup de méthodes d’estimation telle que la méthode du maximum de
vraisemblance (méthode classique), la méthode des moments et procédure de Genest et
Rivest, copule empirique .

On a expliqué les méthodes d’estimation des paramétres d’une copule a savoir les méthodes
paramétriques et non paramétriques.

2.6.1 Estimation non paramétrique

On va expliquer les méthodes d’estimation des paramétres d’une copule avont on donnes la
notion de fonction de répartition empirique et copule empirique et procédure de Genest et
Rivest.

Rappel :Fonction de répartition empirique

Définition 1 : Soit (X),..,X,) un échantillon de taille » de loi F . La fonction de

répartition empirique est donc définie par :

1
E,(x) = ;Z?ﬂ H(Xisx)



Chapitre 2 Théorie des copules

Cet estimateur conduit & un estimateur non paramétrique naturel d’une copule.

2.6.1.1 Copule empirique

La copule empirique a été introduite et d’abord étudié par Deheuvels (1979)[9], qui I’appelé
fonction de dépendance empirique. Dans le cas bivarié, nous donnons une définition.

o ° ° ° . T
Définition 2 (Copule empirique) : Soit {(x,l,...,x,")} | un échantillon d’un vecteur
t=

aléatoire X' de dimension#, la fonction de répartition empirique est donnée par :

_ 13T
Fn (xl, vy xn) = ;Zi=1 H(Xi1<x1,...Xin<x")
Ou I est la fonction indicatrice.

La notion de copule empirique a été introduite pour la premiére fois par Deheuvels (1979),
qui est connue sous le nom « Fonction de dépendance empirique.

2.6.1.2 Cas des copules bivariées
Définitionl :

Soit{(xk, ¥x)}k=1 un échantillon de taille n d'un couple de variables aléatoires. La copule
empirique est la fonction C définie par :

¢ (i i ) Nombre des paires (x,y)dans l'échantillon tels que x < Xmety <y

n'n n

Ou x(; et y(;) Représentant les statistiques d'ordre associées a I'échantillon.

La fonction densité empirique de la copule C notée ¢ est donnée par :

. 1
P (%‘ % ) _ {-ﬁ si (X, Y(j) est un élément de l'échantillon;

0 sinon
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Elle est parfois appelée « empirical copula frequency » ; il existe une relation entre C et ¢

donnée par :
i

J
AL
c4h3 3 e
nn nn
=q=

Et

o) =cG) () -G e (5
2.6.1.3 Procédure de GENEST et RIVEST :

La méthode suivante a été proposée par Christian Genest et Louis-Paul Rivest (1993), pour
sélectionner une copule appartenant a la famille Archimédienne. Cette méthodologie se base
directement sur le générateur de la copule.

Soit X un vecteur de n variables aléatoires, C est la copule associée au générateur ¢ et K la
fonction définie par :
K(u) = P{C(u,v) <u}

Nous pouvons calculer pour une copule Archimédienne la quantité suivante

p(u)
@'(w)

Un estimateur non paramétrique de K est alors donné par :

k(w)=u-—

~ 1
R(w) = FZ 1y, <u
Ou

= T
U = -7‘_—_121':1 1{x <xtxf<x?}

Remarque : La fonction K est liée au tau de Kendall du fait que :

T= j(l K(w))du—1
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2.6.2 Estimation paramétrique

On se place ici dans le cas ou la distribution conjointe dépend d’un paramétre, que 1’on
cherche a estimer.

Dans cette partie, on va expliquer les méthodes d’estimation telle que la méthode des
moments et la méthode du maximum de vraissemblance.

2.6.1.1 Méthode des moments

Cette méthode est notamment utilisée pour les mesures de dépendance, 1’estimateur des
moments de la mesure de dépendance considérée est alors simplement obtenu en égalant
I’expression paramétrique (analytique) de la mesure avec un estimateur non paramétrique de
cette méme mesure.

Exemple 6
Pour la copule de Gumbel de paramétre &, on a
T=1- 1
e
Nous en déduisons que :
et
-7

A
Si nous avons une estimation 7 du tau de Kendall, nous pouvons obtenir une estimation du
parametre de la copule en posant :

1
1—

6=

N\ >

Dans le cas général, on a I’estimation non paramétrique du tau de Kendall est donné par :

A oe—d
T =
c+d

Ou c et d sont respectivement le nombre de paire disjointes concordantes et discordantes.
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2.6.1.2 Méthode du maximum de vraisemblance (MILE)

Soit I’échantillon {x%, ...., x{}1_; de fonction de répartition multivariée H(x, 8) qui dépend du
vecteur des parametres 8 € ® € RP le théoréme de Sklar nous donne :

H(xg, ooy %) = C(F1(x1), oo. .., By (%))
JICESENICACH I Ae)] J P10
i=1

0C(uy, ..., uy)

c(uy, ., Up) =
(s n) ouy, ..., 0u,

Désigne la densité de la copule d-dimensionnelle C(uy, ..., u,, 0) et f; sont les densités des
fonctions de répartition marginalesF;.

La fonction log-vraisemblance L(x,0) =XYT_ Inf (x, ...,xt) de I’échantillon
{xt, ..., x5}T_, est donnée par :

T T T
L(x,6) = Z In c( Fy(xt, ), ..., E,(xt, 6) + z Inf; (x5,8) + -+ z Inf, (xt ,0)
t=1 t=1 t=1

L’estimateur de maximum de vraisemblance de est donnée par
Oye = argmaxL(x,0)

On peut montrer dans les conditions de régularité que 1’estimateur existe qu’il est consistant,
asymptotiquement efficace et vérifie la propriété de la normalité asymptotique. Nous avons :

VT By — 60) = V' (0,371(8y))

Avec J(6,) est I’information usuelle de Ficher et 6, la vraie valeur.

|40 |
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Chapitre 03 Copules des valeurs extrémes bivariées
B e e o N T P e e o e A S e AR o

Dans le chapitre 1, nous avons présenté la théorie des valeurs extrémes et dans le chapitre 2,
nous avons €tudier les copules bivariées, dans ce chapitre nous allons présenter les copules

bivariées des valeurs extrémes .
3. Copules des valeurs extrémes bivariées

Pour parachever la théorie des valeurs extrémes nous développons I'étude des copules des
valeurs extrémes bivariées en établissant un lien entre les copules et les distributions valeurs
extrémes. Comme pour la théorie des distributions nous donnons les grandes familles

usuelles de copules bivariées.

3.1. Caractérisation d’une copule des valeurs extrémes bivariées

Rappel : une fonction C est une copule des valeurs extrémes si seulement si

1 1

Vt>0,Vu,vel,C' (uF,v;) =C(u,v).

Le terme "copule des valeurs extrémes " suggére l'existence d'un lien entre ces copules et une
distribution des valeurs extrémes. Considérons une distribution des valeurs extrémes H de
distributions marginales respectives ' etG Le résultat suivant établit que la copule associée

a H par sa représentation canonique H(x,y)=C(F(x),G(»)) est une copule des valeurs

extrémes.

Théoréme 1 : Soit (X,.Y),...(X,.Y,) une suite de copules aléatoires i.i.d.de distribution

commune [ alors il existe des suites de constantes réelles a,.c, >0 et b,,d, €[] telles que :

n>"h

. MX ” _bn MY n ‘—dn
lim P| —= < x,— <y|=G(x.y)

H—>-+®©
all n

ou G est une distribution non dégénérée si et seulement si les marginales de G sont des lois

de valeurs extrémes univariées et si copule C qui lui est associée satisfait I’équation :

1 1

Vt>0,Yu,vel,C' [ulﬁ) =C(u.v).
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m

En utilisant la relation: Vu,ve I,C(u,v)= H(F~'(1),G'(v)) on établit I'analogue du
théoréme de représentation de Pickands qui permet de caractériser toute copule des valeurs

extrémes bivariées au moyen de la fonction de dépendance d'une distribution des valeurs

extrémes dont elle est sous-jacente.
Théoréme : Pour toute copule des valeurs extrémes bivariées C _ il existe une fonction

convexe 4 définie de [0,1] dans [%,1] telle que

logu +logv

C(u,v)=exp [— (logu+logv) 4 (ﬂ—ﬂ

De plus 4 vérifie :max (z,1-1) < A() <1,Vt €[0,1].

Comme pour la distribution des valeurs extrémes, 4 est dite générateur en ou fonction de

dépendance de la copule.

Exemplel : Retrouvons la fonction de dépendance associée a la copule de Galambos

C,(u,v) =uvexp {— [(—log u)—o +(~logv)™® :l?}, 0>1ona:

exp [—(log u+logv)4d (_IBE_”__J:I =uvexp {— [—(log u)? +(~logv)™? ]:91}

logu+logv

=exp {~ [(—mg u)+(—logv)+ [(- logu)™® +(~logv)™ ]_?l ]}

= (logu+logv)A(1 logu

-1
——J =(logu +logv)+ [(— logu) ™’ +(~logv)™ ]F
ogu+logv
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1 ‘9 I e
=(logu+logv)|1+ . L RPN P\
logu +logv logu +logv
En posant 7 = _ —logu il vient que : _ —logv =1-1 et par suite on retrouve la fonction
logu+logv logu +logv

-1
de dépendance A,(t)=1-|1r7+(1-1)? [¢
%

3.2. Familles paramétriques usuelles des copules des valeurs extrémes

Comme pour les distributions des valeurs extrémes, il existe essentiellement deux grandes

familles de modeles paramétriques usuels de copules des valeurs extrémes bivariées :

e Le modéle mixte (Tawn 1988) et le modéle logistique (Gumbel 1960a).
e Les autres modéles proviennent généralement d'une extension symétrique ou
asymeétrique de ces deux mod¢les.

Nous donnons ici quelques unes d'entre elles en adoptant les notations :

ii=—Inu,’=—Inwv.
Famille, Copule C,(u,v) Générateur 4,(1)
modele
Indépendante C(u,v)=1I(u,v)=uv A@) =1
Gumbell ou 1 1
Co(u,v) = exp {—(a" + 17‘9)9} A, ()= [f’ +(1—t"):|9
logistique
uv 2
Gumbel2 Cou, v) = uv exp { g — ~} A, =t"-6t+1
i+
Galambos R !
Co(u, v) = uv exp {—(u 47 ")"} 4O =17+ (11" [

Husler-Reiss

1 1 14
= ==

Co(u,v) = exp {—vCD [6 5 Blog (ﬁ

1 1 t
‘ Ag(t) —t®|:5+5010g(1—_;ji|+(1

)] - 0[5+ 2000 5)]

1 1 t
‘”q’[a‘al"g(:ﬂ
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Logistique de
Joe P
Cos(u,v) = exp{ — [ﬁ" +# - (@9 +979)5) 1,6>00=1
1
1l
4,50 = [1‘9 +(1-0°-E? +A-D)"%) | ,t>0
Galambos

1
)
Co.5(u,v) = exp{— [ﬂ" +9 — (@ +9799)5| +,6>060=1

=1

4ps) =1~ [f" +(1-0)7 -(% +(1 "‘)%)ﬂ?

Marshal-Olkin

1-B coa B
Cop(w,v) = u* v Pmin(u®,vF) = {1“17_ siu® <v
ul=@y  siu® > vh

Agp(®) =max{l—at,1-p(1-1)},a<1,>0

Tawn

ey

Co.a V) =uvexp —(1—5)+(9—5)‘D‘+[(95j +(5§) }

Ay 5, @)= (1—5)+(5—¢9)t+[(6t)/1 +5(1—t)’1]%
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Propriétés

La distribution de (X,.Y;) étant H et celle de (X,.¥,) étant]] (car les variables X, et ¥,

sont indépendantes) alors d'aprés ce qui précéde on a le théoréme suivant.

Théoréme

Soit (X,Y) un couple de variables continues de copule, la version population du rho de

Spearman pour X et ¥ est donnée par :

P = Pe =30(C,IT) =12[[wdC(u,v) -3 =12([ Cu, v)dudv -3

Exemple 2

Pour la copule de Marshall-Olkin :

c _(uty siu® > vP
apuv) = o o T B
uv stu“ <vwv

On établit que :

_ ¥ of
Pus =4\ 2a—aB+28
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CHAPITRE 1V Application aux données météorologiques

Introduction

Nous cloturons, notre travail par deux études, la premiére consiste 4 comparer entre  des
methodes d’estimation des paramétres des copules extrémes et la seconde est I’ajustement des
données météorologiques par des copules extrémes et précisément la copule extréme de
Gumbel.

L Simulation :

1-Copule de Gumbel :
Nous avons simulé 100 échantillon de taille 100.

Les graphes représentent la densité et la fonction de répartition d’une copule de Gumbel et de
Clayton simulée de paramétre 6 = 2.5
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Pdf de ta copuie Clayton de paramétre 2.5
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Le tableau ci-dessous, nous avons calculé quelques valeurs a I’aide de la copule de Gumbel et
Clayton et Clayton a savoir probabilité¢ C(u,v)en (u,v), le quantile en g et la probabilité
conditionnelle C(U < 0.3/V = 0.5)

Gumbel
Probabilité Quantile Probabilité conditionnelle
C(0.3,0.5) C(q.,0.5) c(U<0.3/V=0.5)
0.2906142 0.3000175 0.1025705

Clayton
c(0.3,0.5) ¢(q,0.5) c(U<0.3/V=0.5)
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2. Comparaison des méthodes d’estimation des parameétres des copules

Nous avons simulé 100 échantillons de taille 100 de la copule de Gumbel de paramétre 6 =

2.5 et nous avons estimé le parametre 6 par les méthodes du maximum de vraisemblance, la

méthode des Moindres carrées et la méthode du coefficient de Kendall.

Tableau 2: Estimation du paramétre de la copule de Gumbel

Maximum de Moindre carrée(LS) Cofficient de
vraisemblance(ML) Kendall
[ 2.078463 2.928536 2.002582
Op 0.1887564 2.005658 0.1873831
UIs 2.130783 3.484476 2.054522
UIF 2.026142 2.372596 1.950642
II. Application

4.1 Introduction

L’office national de la météorologie (ONM) crée par ordonnance N° 75-25 du 29 avril 1975,
Les données météorologiques utilisées dans notre étude est de I’ONM de la zone de Dellys de

Boumerdes qui représentent les mesures mensuelles de I’EV Aporisation, le temps d’insolation

(ensoleillement), la température, I’humidité, la précipitation et la vitesse de vent.

4.2 Description de I’échantillon

Le tableau ci-dessous donne une analyse préliminaire de la statistique descriptive des
parametres météorologiques.
4.1 tableau represente la statistique descriptive
N=156 Moy Var Sd Vrmin | Vrmax kurtosis skewness
EVAP | 95.522436 | 593.792907 | 24.3678677 | 41.20 157.50 | 0.0581861 | 0.4884272
1

INS 69.602564 | 3485.36503 | 16.0767030 | 120.2 354.8 0.0517489 | -0.3178398
TEM | 230.867308 | 18.7634876 | 59.0369815 | 10.10 27.60 -1.004119 | 0.2413399
HUM | 57.775641 | 258.46038 | 62.4956106 9.0 86.0 8.562229 | -3.013754

Pré 18.222436 | 3905.70134 | 4.3316923 0.00 308.70 3.046117 1.733056
vent 3.098718 | 0.64038544 | 0.8002409 | 1.600 5.900 0.9689927 | 0.7938512

48




CHAPITRE 1V Application aux données météorologiques

1. Graphes des densités de probabilités :

Les graphes sous dessus représentent les densités de probabilités des paramétres
métcorologiques.
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CHAPITRE IV

Application aux données météorologiques

1. Ajustement des données métérologiques univariées:

Nous avons ajusté la précipitation, I"'Humidité et la vitesse du vent par la loi des valeurs

extrémes a savoir la loi de Gumbel. Nous remarquons que que la loi de Gumbel ajuste bien

ces données météorologiques. Nous confirmé cet ajustement par le test de Kolmogorov-

Smirnov.
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Fonction de répartion Empirique de loi des valeurs extrémes de la précipitation
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3. Estimation des parameétres de la copule de Gumbel :

Nous avons ajusté les données météorologiques (Précipitation, Humiidité, Vitesse du vent )

par la copule de Gumbel. Les résultats sontdans letableau suivant :
Tableau 4.2 : Parametres de la copule de Gumbel

P : Précipitation , Vitesse du vent, H :Humidité

(H,P) HV) ®,V)
0 1.013 1 0.886

Taux de Kendal 1 1 1
Coefficient de corrélation | 0.00000135 0.00000135 0.013

4. Probabilité de dépassement (de survie) :

Nous calculé quelques probabilités de survie données dans le tableau ci-dessous

Tableau 4.3 : Probabilité de dépassement

P(X>a,Y>b)
Proba(P>80,H>80) 0.0664
Proba(P>80,V>30) 0.3201
Proba(H>80,V>30) 0.0895
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Conclusion

Les copules des valeurs extrémes constituent un outil statistique permettant de modéliser la
dépendance entre des variables aléatoires. La fonction copule relie en émet la densité jointe
aux densités marginales et contient ainsi toute l'information sur la structure de dépendance du
modele.

Nous avons montré par simulation que les méthodes d’estimation du parametre de la copule
des valeurs maximales de Gumbel & savoir la méthode du maximum du vraisemblance (ML),
la méthode des moindres carrées (LS) et la méthode du coefficient de Kendall estiment bien

les parametres de la copule de Gumbel et sont presque similaire.

Nous avons vérifié par le biais du test de Kolmogorov- Smirnov et I’ajustement graphique
que les données de Précipitations , Humidité et Vitesse de vent sont bien ajustés par la loi de
Gumbel.

Nous avons aussi ajusté les couples (Précipitation, Humidité), (Précipitation, vitesse du

vent) et (Humidité, Vitesse de vent) par la copule de Gumbel.

Nous avons estimé les parameétres de ces copules et le coefficient de corrélation et le tau de

Kendall ainsi que les probabilités de dépassement (de survie).

Parmi les perspectives de ce travail est le calcul de la probabilité des risques extrémes
multiple qui permet d’estimer le quantile extréme multiple (Valeur a risque VaR) et la

probabilité de ruine multibranches des sociétés d’assurance.
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Annexe

H, est appelée fonction de répartition de la loi des valeurs extrémes.

7 appelé indice des valeurs extrémes ou indice de queue.

v est le paramétre clé de toute la théorie des valeurs extrémes.

M position.

o dispersion .

F fonction de répartition.

N, est le nombre de observations au-dessus du seuil x .

A A

7 et o sont les estimateurs des paramétres de la loi GPD.

X,Y variables aléatoires.

U,V wvariables aléatoires uniformes.
C  copule.

¢ densité de la copule.
Cxy copule bivariée

M  copule min

W copule max

[1 copule produit

Cﬁ? copule gaussienne
Ct, copule student

C# copule Archimédienne

CS*™  copule de Gumbel



CEr® copule de Frank

CS"  copule de Clayton

C*  copule de valeur extrémes

C copule empirique

Fi, ... , Fy fonction de répartition univariées
F~' inverse généralisé de F

@  fonction de la loi normale standard

@, fonction de la loi normale multivariée
L(6) fonction de maximum de vraisemblance
AL dépendance de queue inférieur

Ay dépendance de queue supérieur

T tau de Kendall

p rho de Spearman

H fonction de répartition jointe

___ B—

N
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