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RESUME

Le but de ce travail est I'étude des paramétres de domination dans les
graphes en général et en particulier dans les grilles.

Afin d’expliquer la place de nos résultats dans ce domaine, nous avons
étudié les notions de base, les définitions, les notations, les résultats et
certaines astuces et techniques qui permettent de résoudre des
problémes et qui sont liés a la recherche du nombre de 2-domination et le
nombre de domination localisatrice dans une certaine catégorie de
graphes a savoir les grille G,, (ou le produit cartésien du deux
chaine B, et P,).

Dans notre travail, nous avons fourni de nouvelles bornes inférieures et
supérieures du nombre de 2-domination (y,) de la grille Gs », Ensuite nous
avons établi des valeurs exactes du nombre de domination localisatrice
dans la grille G,,,,, pour1 <m < 3.
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Abstract

The aim of this work is to study the parameters of domination in
graphs in general and more particular in the grids.

In order to explain the place of our results in this field, we have
studied the basic notions, definitions, notations, results and certain
techniques which solve problems and which are related to the search of
the number of 2-domination and the number of locating domination in a
certain category of graphs, namely the grid G,,,, (or the Cartesian product
of the two chains P,, and B,).

In our work we have provided new lower and upper bounds of the 2-
domination number (y,) of the grid G; ,, and then we have established
exact values of the number of locating domination (y,) in the case of the
grid G, , With1 < m < 3.
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Introduction générale

Linhistoire de 1a théorie des graphes débute peut-étre avec les travaux d’Euler au 18¢™me
siécle et trouve son origine dans 1’étude de certains problémes, tels que celui des ponts de
Konigsberg, la marche du cavalier sur 1'échiquier ou le probléme du coloriage de cartes et

du plus court trajet entre deux points.

La théorie des graphes s’est donc développée dans diverses disciplines et elle représente
un domaine florissant faisant le lien entre les Mathématiques discrétes, Pinformatique et la
pratique. Les méthodes développées pour étudier les objets de cette théorie ont de nom-
breuses applications dans tous les domaines liés 4 la notion de réseau (réseau social, de télé-
phone, de microprocesseurs, de télécommunications, etc ...) et dans bien d’autres domaines
(par exemples la chimie et la génétique). Depuis le début du 20°™e siécle, elle constitue une
branche a part entiére des mathématiques, grace aux travaux de Konig, Menger, Cayley

puis de Berge et d’Erdos.

De maniére générale, un graphe permet de représenter la structure, les connexions d’un
ensemble complexe en exprimant les relations entre ses éléments: réseau de communication,
réseaux routiers, circuits électriques, etc.... Les graphes constituent donc une méthode de
pensée qui permet de modéliser une grande variété de problémes en les ramenant & ’étude

de sommets et d’arétes (d’arcs dans le cas ou l'orientation est importante).

La domination dans les graphes est un théme central de la théorie des graphes du fait
de sa grande popularité et son utilité pour de nombreuses applications. Cette premiére
notion (Berge, 1958) s’est trés vite enrichie et a donné lieu & de nombreux travaux et

développements, la bibliographie sur la domination qui compte plus de 2000 articles.

Un sous ensemble D de sommets dans un graphe G = (V, E) est dit dominant si tout
sommet extérieur & D a au moins un voisin dans D. Plusieurs variantes de domination
sont dérivées de la domination classique, en imposant des propriétés supplémentaires sur
les ensembles dominants, on cite par exemple la k-domination, en imposant la condition que

tout sommet extérieur & D a au moins k voisins dans D et la domination localisatrice qui
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considére D comme un dominant avec la condition que toute paire de sommets extérieur a
D ont des voisins distincts dans D. Ces deux types représentent lobjectif principal de ce

mémoire composé de trois chapitres dont voici une description.

Dans le premier chapitre, on rappelle en premier les définitions de base de la théorie des
graphes nécessaires 4 la compréhension de ce manuscrit. Ainsi, nous évoquons la notion de la
domination dans les graphes, en donnant en premier un apercu rapide (un petit historique)
sur la domination. On présente par la suite quelques paramétres de domination. Enfin,
nous abordons la notion de 2-domination et domination localisatrice dans les graphes et
nous présentons quelques exemples d’application et quelques résultats importants sur ces

deux types de paramétres étudiés.

Le chapitre deux est composé de deux sections. On étudie dans la premiére section la
notion de 2-domination dans la grille. En effet on abordera une technique de détermination
de la valeur du nombre de 2-domination dans la grille G, , avec 1 < m < 4, proposée
par You Lu et Jun-Ming Xu dans leur article [11]. Dans la deuxiéme section on étudie la
notion de domination localisatrice, on donne quelques résultats existants et on abordera
sp¢cialement I’étude de ce paramétre dans la grille infinie.

Notre contribution dans 1'étude de ces deux parameétres dans la grille est présentée
dans le troisiéme et dernier chapitre, en effet on déterminera un encadrement de la valeur
du nombre de 2-domination dans la grille G5, et on déterminera la valeur du nombre de
domination localisatrice dans la grille Gm,n avec 1 <m < 3.

Ce mémoire s’achéve par une conclusion générale sur ’ensemble des travaux réalisés le

long de notre projet de recherche et quelques perspectives futures dans ce domaine.
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CHAPITRE 1

NOTIONS GENERALES DE LA THEORIE DES
GRAPHES

1.1 Définitions et concepts de bases

On s’interesse dans ce chapitre aux notions de base de la théorie des graphes & savoir
les graphes et leurs structures, la notion de domination dans les graphes et les différentes
variantes de domination dans les graphes, en particulier la 2-domination et la domination

localisatrice.
1.1.1 Graphes non orientés et graphes simples

Définition 1.1 Un graphe (non orienté) G est constitué de deux ensembles: un ensemble
fini et non vide V(G) dont les éléments sont appelés sommets, et un ensemble fini E dont
les éléments sont appelés arétes. A chaque aréte est associée une paire (non ordonnée) de

sommets de G non nécessairement distincts. On note G = (V(G), E(G)).

Généralement, étant donné un graphe G, on notera V' (G) 'ensemble de ses sommets, E(G)
I’ensemble de ses arétes, n le nombre de ses sommets et m le nombre de ses arétes.

Si les sommets u et v sont associés a l'aréte e, alors on dit que e relie (ou connecte) u et
v et que les extrémités de e sont u et v, on dira aussi que u et v sont adjacents ou voisins.

Une aréte e est incidente & un sommet v si v est une extrémité de e. Deux arétes
incidentes & un méme sommet sont adjacentes.

Une aréte e est dite multiple s’il existe une autre aréte ¢’ # e ayant les mémes extrémités
que e, dans ce cas on dira aussi que e et ¢’ sont paralléles.

Un graphe simple est un graphe sans boucle et sans aréte multiple. Dans ce cas chaque
aréte e est caractérisée par ses deux extrémités distinctes, si les extrémités de e sont u et

v, on notera e = ww ou indifféremment e = vu.
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On peut représenter un graphe par un dessin : & chaque sommet est associé un point
et & chaque aréte est associée une courbe qui relie ses extrémités et qui ne passe par aucun

autre sommet du graphe.

Remarque 1.2 Les graphes considérés dans ce mémoire sont des graphes simples.

- L’ordre |G| d’un graphe est défini comme étant le nombre de sommets de G, i.e. |G|=
V(G).

- Un graphe G est fini si V(G) et E(G) sont finis. Autrement, il est infini.

- Deux sommets u et v qui sont reliés par une aréte sont adjacents et on dit que u est
voisin de v (et vice versa).

- Le voisinage ouvert (neighbourhood) d’un sommet v est N(v) = {u | uv € E} et
N[v] = N(v) U {v} est appelé le voisinage fermé de v.

- Le degré dg(v) d’un sommet v dans un graphe simple G, est défini comme étant le
nombre de voisins de v, i.e. dg(v) = |N(v)].

- Pour un graphe G on peut donc définir les paramétres suivants: le degré minimum
§(G) = minyey(g) (da(v) et le degré maximum A(G) = mazyey(a) (da(v)).

- Un graphe est k-regulier si dg(v) = k pour tout sommet v € V(G).

- Un sommet de degré nul (v tel que dg(v) = |N(v)| = 0) est dit sommet isolé et un
sommet de degré un (v tel que dg(v) = |[N(v)| = 1) est dit sommet pendant (feuille). On
note I'ensemble des sommets pendants de G par L(G). Un sommet adjacent 4 un sommet

pendant est appelé sommet support et ’ensemble des sommets supports de G est noté par
S(G).
1.1.2 Graphes particuliers
Soient G = (V(G), E(G)) et G' = (V(G'), E(G")) deux graphes.

- G’ est un graphe partiel (spanning graph) de G si V(G’) = V(G) et E(G") C E(G).

- On dit que G’ est un sous-graphe induit par V’ (induced subgraph) de G'si V' C V(G)
et pour tous les couples de sommets (u,v) € V! x V’, on a wv € E(G’) si uv € E. Un sous

graphe induit par V’ est noté G[V].
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- Un sous-ensemble A de V' est dit minimal (resp. mazimal ) par rapport & une propriété
P s'il n’existe pas d’ensemble B C A (resp. B 2 A) tel que le sous graphe G[B] induit par
B vérifie la propriété P. Un sous-ensemble A de V est dit minimum ou de taille minimale
(resp. mazimum ou de taille mazimale) par rapport & une propriété P s’il n’existe pas
d’ensemble B C V' tel que le sous graphe G[B] induit par B vérifie la propriété P et tel que
|A| > |B| (vesp.|B| > |A|) ou |A| désigne le nombre d’éléments de ’ensemble A.

- Un graphe G est dit complet si tous les sommets de G sont reliés entre eux. Le graphe
complet d’ordre n est noté par K,,.

- Un graphe G est dit biparti si 'ensemble des sommets V peut étre partitionner en
deux sous ensemble V; et V5 de sorte que les sommets d’un méme sous ensemble soient non
adjacents.

- Une clique dans un graphe G est un sous-graphe complet de G. L’ordre de la plus
grande clique dans G est noté w(G).

- Un stable dans un graphe G est un ensemble de sommets non adjacents deux a deux.
L’ordre du plus grand stable d’un graphe G est noté a(G).

- Le graphe complémentaire d’un graphe simple G = (V, E) d’ordre n, noté G = (V, E)
est un graphe ayant le méme ensemble de sommets et une aréte appartient a E si et elle
appatient au graphe complet K, et elle n’appartient pas & E. On a donc G = (V, E(K,)\E).

- Le produit cartésien ou carré de G = (V(G), E(G)) et H = (V(H), E(H)) est le
graphe, noté GOH, dont I'ensemble des sommets est V(G) x V(H). Deux sommets (g, h)
et (g, h') sont des voisins si et seulement si ou bien on a g = ¢’ et hh/ € E(H) ou bien
on a gg' € E(G) et h = I'. 1l est simple de vérifier que |V(GOH)| = |V(G)|.|V(H)],
|E(GUH)| = V(G| |E(H)| + |E(G)||V(H)| et dgom(9,h) = da(g) + du(h). Le graphe
qui résulte du produit cartésien de deux chaines P, et P, est appelé Grille et il est noté
Gm,n- La grille infinie ZOZ est le graphe définie par V(Z0Z2) = Z x Z = {(s,5) | i,7 € Z}
avec Z = {... —2,-1,0,1,2,..} et N((4,5)) = {(4,5 —1),(4,5 +1),(6 — 1,5), (i + 1,5)}.La
grille infinie est un graphe régulier de degré 4.

- Un graphe G est dit planaire si on peut le dessiner dans un plan de telle maniére que

les arétes ne se croisent pas.
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- Un graphe G est dit outerplanaire si G est planaire et ses sommets sont sur la face

exterieure.
1.1.3 Chaines, Cycles, Connexité et Diamétre

- Une chaine de longueur k — 1 dans un graphe G est une séquence alternée de sommets
et d’arétes vy, e1, vz, €2, V3, ..., Vi—1, €i—1, Vi, -, Vk_1, ex—1, v telle que e;_1 = v;—1v; pour ¢ =
2,...,k. Le nombre d’arétes dans la chaine définit sa longueur et le nombre de sommets
définit son ordre. L’entier k > 1 représente le nombre de sommets de la chaine. Une chaine
dans laquelle aucune aréte ne se repéte est dite simple et une chaine dans laquelle aucun
sommet ne se répete est dite élémentaire. Une corde est une aréte reliant deux sommets
non consécutifs dans une chaine. Une chaine minimale induite par &k sommets, notée Py,
est une chaine élémentaire sans cordes. Un cycle noté C, de longueur k est une chaine de
longueur £ > 1 dans lequel les deux extrémités initiale et terminale sont confondues, dans
ce cas le nombre de sommets de Cj, est égal & sa longueur.

- Un graphe G est dit conneze, s’il existe une chaine reliant toute paire de sommets
u,v € V(G). Un graphe qui n’est pas connexe est dit disconneze ou non conneze. Une
composante connezre d'un graphe est un sous-graphe maximal connexe.

- On appelle distance de z & y notée d(z;y); la longueur d’une plus courte chaine de z 3 Y.
Le diamétre dans un graphe G noté diam(G) est la distance maximum entre deux sommets
de G; c-a-d diam(G) = maxy yev (d(z;y)). L excentricité de v est exc(v) = max{d(v;w) :

we Vi

1.2 La domination dans les graphes

1.2.1 Apercu sur la domination

Avant d’introduire la définition d’un ensemble dominant, nous donnons un petit apercu sur
la domination. Le concept de domination dans les graphes trouve son origine dans le jeu
d’échec, introduit par D. Jaenisch [10], utilisant la reine comme piéce de jeu. Le principe est
de couvrir (dominer) 'ensembles des cases par certaines pieces de jeu. En 1862, D. Jaenisch
posa le probléme de la détermination du nombre minimum de reines & placer sur I’échiquier

de telle maniére que chaque case soit occupée par une reine ou bien peut étre occupée en un
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seul mouvement par 1'une des reines. Pour un échiquier 5 x 5 le nombre minimum est 3 et
pour un échiquier 8 x 8 le nombre minimum est 5. Le nombre minimum pour un échiquier

n X n reste indéterminé jusqu’a présent. Pour plus de détails voir [9].

En 1958, la domination est devenue un domaine théorique grace a Claude Berge (voir
[1]). En effet, il a associé un graphe aux différentes situations, dans lequel on cherche un
ensemble de sommets qui domine tous les autres sommets. Dans I’exemple de déplacement
du roi dans un échiquier n.x 7, on associe le graphe dont les sommets correspondent aux cases
de P’échiquier, il y a n? sommets et les arétes de ce graphe correspondent aux déplacements
du roi dans I’échiquier suivant les régles du jeu des échecs, c’est a dire deux sommets sont
adjacents dans le graphe si les cases correspondantes de I’échiquier ont un coté ou un coin
en commun. En 1962, Ore proposa ’appellation nombre de domination ( voir [12] ). Le
concept de domination a connu une véritable expansion apres la parution de I’article de

Cockayne et d’Hedetniemi paru en 1977 (voir [4]).

L’étude de la domination dans les graphes avec des propriétés additionnelles a donné
naissance a plusieurs paramétres de domination dont la résolution est difficile au sens de
la complexité algorithmique. Ainsi beaucoup d’axes de recherches ont vu le jour, par ex-
emple: la détermination des bornes supérieures et inférieures, la recherche d’algorithmes

polynomiaux, etc...

On peut définir un ensemble dominant comme étant un sous ensemble de sommets
D € V(G) de G tel que tout sommet v € V(G) — D est adjacent & au moins un sommet
v € D. Un dominant est ainsi un sous ensemble de sommets qui domine tous les autres
sommets. Un ensemble dominant D est dit dominant minimal si aucun sous ensemble
propre de D n’est un ensemble dominant. Le nombre de domination inférieur (souvent
appelé nombre de domination), v(G), d’un graphe G représente la cardinalité minimale
d’un ensemble dominant minimal de G. Un ensemble dominant avec une telle cardinalité
est appelé v(G)-ensemble, on note qu'un graphe G peut avoir plusieurs y(G)-ensembles, &
titre d’exemple dans le graphe de la Figure 1, v(G) = 2 et Dy = {x2, 23} est I'unique v(G)-

ensemble. La cardinalité maximale d’un ensemble dominant minimal est appelée nombre de
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domination supérieur, et est noté par I'(G). Pour le méme graphe de la Figure 1, I'(G) = 5

et Dy = {x1, 4,5, 26, z7} est un I'(G)-ensemble.

Dans la littérature, il existe d’autres définitions équivalentes aux ensembles dominants

dans les graphes, par exemples:

e Un ensemble D C V est un dominant de G si pour tout sommet v € V, [N[v] N D| > 1,

® Un ensemble D C V est un dominant de G si pour tout sommet v € V\ D, N(v)ND #
0,

e Un ensemble D C V est un dominant de G si N[D] = V.

La notion d’indépendance (stabilité) dans les graphes a été liée en premier aux ensem-
bles dominants. Ainsi, un sous ensemble de sommets S C V(G) du graphe G est appelé
indépendant si tous les sommets de S sont non adjacents. Cette notion est reliée 3 celle
de domination par le fait qu’un ensemble indépendant maximal (au sens de Iinclusion des

ensembles) est un dominant minimal.

X1

X2 X3

X7
s % o
Xa 6

Figure 1
1.2.2 Quelques invariants de graphes

Pour un graphe G d’ordre n, nous définissons quelques invariants de graphes.
Un isomorphisme entre deux graphes G et G’ désigne toute fonction bijective ¢, associant
a chaque sommet de G un sommet de G’ telle que uv € E(G) si et seulement si ¢(u)¢p(v) €

E(G"). 8’1l existe un isomorphisme entre G et G, alors G et G’ sont dits isomorphes.
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Comme défini auparavant, un stable (un indépendant) de G, noté S, est un ensemble de
sommets deux-a-deux non-adjacents. La cardinalité minimale (resp. maximale) des ensem-
bles indépendants maximaux est appelée le nombre de domination stable (resp. le nombre
de stabilité ou d’indépendance) du graphe G, noté par i(G) (resp. B(G)). Pour le graphe
G, representé dans la Figure 1, les ensembles de sommets, {z2, z3},{z2, z6, 27}, {3, T4, T5}
et {x1, 24,25, 26,27} sont des ensembles indépendants maximaux. Puisque I’ensemble in-
dépendant {x1, x4, 5, z6, 27} est I'ensemble indépendant maximal de plus grande cardinal-
ité, il s’ensuit que B(G) = 5, et {z, x3} est 'ensemble indépendant maximal de plus petite

cérdinalité, donc i(G) = 2.

Une coloration propre d’un graphe G = (V, E) est une application ¢ de V dans un
ensemble {1, 2, ...} d’entiers positifs, appelées couleurs, telle que si deux sommets x et y sont
adjacents, alors leurs couleurs correspondantes sont diférentes c(z) # c(y). Ainsi, chaque
ensemble de sommets de méme couleur est un stable de GG, autrement dit, une coloration
est une partition de l’ensemble des sommets V(G) en stables. Le nombre chromatique,
noté par x(G), est la taille minimale d’une partition de V(G) en stables. D’une autre
fagon le nombre chromatique x(G) est le nombre minimum de couleurs nécessaires pour

une coloration propre de G.

1.2.3 Parameétres de domination

Etant donnés un graphe G = (V, E) et un ensemble dominant D de G. On peut définir

plusieurs types de domination, & titre d’exemple on peut citer:

e La domination k-multiple : Un sous ensemble D de V est dit dominant k-multiple
de G si tout sommet de V est dominé par au moins k sommets de D, autrement
dit, si v est un sommet de V — D, alors v posséde au moins k voisins dans D et si
v est un sommet de D alors v admet au moins k — 1 voisins dans D. Le nombre de
domination k-multiple, noté yxx(G), designe la cardinalité minimale d’un ensemble

dominant k-multiple de G.

e La k-domination : Un sous ensemble D de V est dit k-dominant de G si tout sommet

18



de V' — D est dominé par au moins k sommets de D, autrement dit, si v est un sommet
de V — D, alors v posséde au moins k voisins dans D. Le nombre de k-domination,

noté ;(G), designe la cardinalité minimale d’un ensemble k-dominant de G.

e La domination couplée : Un sous ensemble D de V est dit dominant couplé de G si le
sous graphe induit par D, G [D], contient un couplage parfait. Le nombre de domi-
nation couplée, noté +y,,(G), désigne la cardinalité minimale d’un ensemble dominant

couplé de G.

e La domination totale : Un sous ensemble D de V est dit dominant total de G si tout
sommet de V posséde un voisin dans D, autrement dit, si D est un dominant et le sous
graphe induit par D, G [D], ne contient pas de sommets isolés. Le nombre de dom-
ination totale, noté v;(G), désigne la cardinalité minimale d’un ensembie dominant

total de G.

e Le code identifiant: Un sous ensemble D de V est dit code identifiant de G, si pour
tout sommet v € V, N [v]ND # (), et pour toute paire u, v de sommets de V, N[v]ND #
Nu]N D. Le nombres M(G) désignent la cardinalité minimale d’un code identifiant

de G.

Les parameétres qu’on va étudier dans ce manuscript sont le nombre de 2-domination
qui est un cas particulier de la k-domination ol k£ = 2 et la domination localisatrice qui est

une variante du code identifiant.

Définition 1.3 Un ensemble de sommets S est un 2-dominant si et seulement si Vz €
V =8, ona|N(x)NS|>2, c-a-d tout sommet a Uextérieur de S a au moins deux voisins

dans S.

Soit D3 la famille des ensembles 2-dominant minimaux de G, on définit les parameétres
suivants:

le nombre de 2-domination inférieur est v2(G) = Snéi%lz(LS' .

le nombre de 2-domination supérieur est I'y(G) = Joee: (IS]) -

Dans l'exemple de la Figure 1 on a : D3 = {{z4, z5, %6, T7, 71}, {Z2, T3, T4, 5, x6,T7}}-
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D’ot on a 12(G) =5, I'2(G) = 6.
Remarque 1.4 Les sommets pendants appartiennent & tout ensemble 2-dominant.

Définition 1.5 Un ensemble de sommets S est un dominant localisateur si S est un dom-
inant et pour toute paire u,v de sommets de V — S, on a N[v]NS # N[u]N S, c-a-d toute

paire de sommets & lextérieur de S ont des voisins distincts dans S.

Soit D, la famille des dominant localisateurs minimaux de G. On définit les parameétres
suivants:

le nombre de domination localisatrice inférieur est vz (G) = éllei%l(ls ).

le nombre de domination localisatrice supérieur est I'r,(G) = max (|S]) .

S €9,
Par exemple dans le graphe précédent correspondant a la Figure 1, on a:

DL = {{-’132, T5,T3, 1"7}a {1152, T5,3, .TG}, {"1:27 Z4,T6, 333}, {"B27 T4,%3, $7}7 {wla T4,T5,T6, 11:7}}
D’ot on a v(G) =4 et T'(G) = 5.

1.2.4 Quelques applications de la notion de 2-domination et la domination
localisatrice

La notion de domination dans les graphes a de nombreuses applications concrétes, cette
large variété d’application relative a notre monde réel a sans doute été aussi derriére sa
grande popularité et son développement. En effet, beaucoup de situations réelles peuvent
étre modélisées comme des problémes étudiés par le concept de domination et en particulier
de ses nombreux paramétres, citons par exemple les réseaux informatiques et de commu-
nication, les systémes de surveillance et de localisation, les réseaux électriques, les réseaux

biologiques, les réseaux sociaux etc.

Parmi les nombreux exemples d’application, on donne dans ce qui suit deux exemples
illustratifs.

Ezemple 1: Réseau Informatique

Prenons par exemple de réseau de micro-ordinateurs dans lequel un groupe de serveurs

a ’habitude de communiquer directement avec n’importe quel micro-ordinateur en dehors

20



du groupe pour lui assurer un service. Le plus petit groupe possible de serveurs avec cette
propriété est un ensemble dominant minimum du graphe représentant le réseau. Si on
impose a ce que tout serveur doit étre reli¢ & au moins un autre serveur. Dans ce cas,
le plus petit groupe possible de serveurs avec cette propriété est un ensemble dominant
total minimum du graphe représentant le réseau. Si maintenant on impose & ce que chaque
serveur assure 2 services et que tout micro-ordinateur en dehors du groupe peut bénéficier
d’un seul service exactement d’un serveur qu’il lui est voisin. Dans ce cas, pour assurer les
2 services pour tous les micro-ordinateurs, le plus petit groupe possible de serveurs avec
cette propriété est un 2-dominant minimum du graphe représentant le réseau. Et vu le cotit
important, il est évident de chercher 4 minimiser le nombre de serveurs du groupe dans le

réseau informatique.

Ezemple 2: Détection d’incendie dans un bdtiment ou un musée

Une deuxiéme application consiste & appliquer la notion d’ensembles dominants local-
isateurs pour la localisation d’incendie dans un batiment.

Considérons un batiment modélisé par un graphe ot les sommets représentent les piéces
ou les zones du batiment et les arétes représentent le voisinage de deux piéces.

Le but est de minimiser le nombre de capteurs nécessaires afin de localiser un danger
éventuel. La localisation est effectuée en comparant les ensembles identifiants de chaque
sommet & I’ensemble des capteurs ayant détecté le danger.

Si les capteurs ont trois états possibles (positions) capables de distinguer entre aucun
danger, un danger dans une piéce voisine et un danger dans la méme piéce. Dans ce cas
un ensemble de capteurs formant un ensemble dominant localisateur suffit pour localiser
d’une maniére unique la position du danger. Le danger est localisé par la vérification des
capteurs qui sont en état alarme, comme cet ensemble est unique pour tout sommet alors

la localisation du danger est immédiate.
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1.3 Quelques résultats sur la notion de 2-domination et la
domanation localisatrice

1.3.1 La 2-domination

Suite & la notion de domination dans les graphes, Fink and Jacobson [7] ont introduit la
k-domination. Un ensemble D est k-dominant si tout sommet de V — D a au moins & voisins
dans D.

Dans cette section, nous donnons quelques résultats récents sur la 2-domination.

Théoréme 1.6 [7] Si D est un y-ensemble d’un graphe G, alors au moins un sommet de

V — D est dominé par pas plus de deux sommets en D.

Preuve. Soit D est un y-ensemble de G. Supposons que tout sommet de V — D est
dominé par trois sommets ou plus. Soit u € V — D et soient v et w deux sommet de D qui
domine w, il resulte de notre hypothése que chaque sommet en V — D est dominé par au
moins un sommet dans D — {v,w}, par exemple soit D' = D — {v,w}U{u} est un ensemble
dominant, mais puisque |D’| < |D|, ce qui donne une contradiction avec ’hypothése. =

Ce théoréme montre que, pour tout y-ensemble D. On peut enlever deux arétes de G
de sorte que D ne soit plus un dominant.

Si nous voulons un degré plus élevé de domination, c-a-d un sommet de V — D est
dominé par au moins k sommets de D, ie [N (v)ND| > k. ou bien chaque sommet en
V — D est k—dominé , alors D est dit ensemble k-dominant, la cardinalité minimale d’un
ensemble k-dominant est appelée le nombre de k-domination ;(G). A Noter que si k = 1,
alors 1 (G) = ¥(G). Aussi pour 1 < j < k, si D est un ensemble k-dominant, il est aussi un
ensemble j-domidant, et par conséquent v;(G) < v (G).

Il est intéressant de mentionner que si A(G) > 3 et k > 3, alors par le Théoréme 1.6,
aucun ensemble k-dominant dans G ne peut é&tre minimum, car chaque 7;(G)-ensemble

dominera au moins un sommet au plus deux fois, alors nous avons le résultat suivant.

Corollaire 1.7 Si G est un graphe avec A(G) > 3 et k > 3,alors v,(G) > v(G).

Ce corollaire découle également de la borne inférieure suivante pour v (G).

22



Théoréme 1.8 [7] Si G est un graphe avec A(G) > k > 2, alors v(G) > v(G) + k — 2.

Preuve. Soit D un 7;(G)-ensemble, soit u € V — D, et soient vy, vo, ...., v des sommets
distincts dans D qui dominent u. Notons que A(G) > k > 2, nous savons que V — D # @&
car il y a toujours un ensemble k-dominant qui ne contient pas de sommet de degré A.
Puisque D est k-dominant, chaque sommet de V' — D est dominé par au moins un sommet
de D — {v2, ...v;}, et donc 'ensemble D7 = (D — {vs, ...v;.}) U{u} est un ensemble dominant

de G. Par conséquent, v(G) < |D'| =1(G) — (k- 1)+ 1=7%(G) —k+2. m

Théoréme 1.9 [5] Si G est un graphe tel que k < §(G), alors v;(G) < kk—fl

Remarquons que pour & = 1, on trouve la borne de Ore v(G) < g (ot nous devons
supposer que G n’a pas de sommets isolés). Cette derniére a été améliorée par Stracke et

Volkmann, qui ont utilisé une preuve plutét compliquée pour montrer le théoréme suivant:
Théoréme 1.10 [15] Pour tout graphe G, on a:

a/ (G) <n(2k—6(G))/(2k—6(G)—1) Sik<6(G)<2%k—1

b/ w(G) <% Sid(G)>2k—1

Fink et Jacobson ont obtenu une autre borne inférieure de v, (G) exprimé en fonction
du nombre de sommets n et du nombre d’arétes m, dont les corollaires donnent une borne

inférieure intéressant et une caractérisation des arbres extrémaux .

Théoréme 1.11 [7/Pour tout graphe G, on a: v(G) >n — 2.

Corollaire 1.12 Si T est un arbre avec n > 2 sommets, alors v (T) > %‘—1

Corollaire 1.13 Si T est un arbre avec n > 2 sommets, alors yo(T) = "T'H si et seulement

st T est une subdivision d’un arbre T".

Fink et Jacobson ont également fourni une caractérisation intéressante du nombre de
k-domination en termes de graphes partiels. Le graphe biparti G est dit k-semiregulier si

tout sommet dans I'un des deux parties a un degré k
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Théoréme 1.14 [7] Si G est un graphe avec 6(G) > k, alors v,(G) = min{vy;(H)} ou le

manimum est pris dans ['ensemble des graphes partiels bipartis k-semirequliers H de G.

Preuve. Il est facile de voir que v;(G) < v (H),pour tout graphe partiel H de G.Par
conséquent v;(G) < min{y(H)}.

A Pinverse, soit D un ensemble k-dominant minimal dans G. Par définition, chaque
sommet de V — D est dominé par au moins k de sommets de D. On construit un graphe
partiel H de G, comme suit: ajoutez & H exactement k arétes entre v et D, et pour chaque
v € V—D. H sera un graphe biparti k-semiregulier de G, et D es;t un ensemble k-dominant
de H. Donc, 1(G) = ve(H) et vx(G) > min{v,(H)}. =

En 1962, Ore a d’abord observé que pour tout graphe G, v(G) < Bo(G). Ce résultat
a inspiré Fink et Jacobson pour étudier la relation entre la k-domination et la notion de
k-indépendance.

Pour k£ > 2, un sous-ensemble S C V(@) est appelé un ensemble k-indépendent si
et seulement si le degré maximal dans le sous-graphe induit par S est inférieur a k, ie
A((S)) < k. La cardinalité maximale d’un ensemble k-indépendent de G est le nombre de
k-indépendance Si(G). Notons que tout ensemble k-indépendent est également un ensemble

h-independent pour tout h > k.

Théoréme 1.15 [7] Pour tout graphe G, v2(G) < B2(G).

Preuve. Si A(G) < 1, alors 12(G) = $2(G) = n. On peut supposer que A(G) > 2.

Parmi tous les ensembles 2-indépendant maximum, soit S pour lequel (S) a un nombre
minimum d’arétes. Nous montrons que S est également un ensemble 2-dominant.

Supposons, au contraire, que S n’est pas un ensemble 2-dominant , c’est-a-dire qu’il
existe un sommet v € V — § qui n’est pas 2- dominé par S. Puisque S U {u} n’est pas un
ensemble 2-indépendant, il doit y avoir deux sommets de S, v et w, ol v est adjacent & u et
w. Mais puisque v est le seul sommet de S adjacent & u. ensemble S' = (S — {v}) U{u} est
un ensemble 2-indépendant maximum ayant moins d’arétes dans (S’) que le nombre d’arétes
de (S), ce qui contredit notre choix de S. Ainsi, S doit étre un ensemble 2- dominant et

72(G) < |S] = P2(G). =
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Ce théoréme a conduit Fink et Jacobson & conjecturer que pour tout entier positif k,
1%(G) < Br(G). Cette conjecture a été montrée par Favaron, qui a donné un résultat plus
fort. Soit m (S) le nombre d’arétes dans le sous graphe induit par un ensemble S et soit

degs(u), le degré de u dans S, c-a-d, le nombre de sommets voisins de u et qui sont dans S.

Théoréme 1.16 [6, Odile Favaron] Pour tout graphe G, et pour tout entier k > 1. Tout
ensemble k-indépendent D pour lequel k|D| — m({D)) est mazimum, est un ensemble k-

dominant de G.
1.3.2 La Domination localisatrice

Dans cette section, nous considérons la restriction selon laquelle les ensembles N(v)N D
doivent étre distincts pour tout v appartenant & V(G) — D. Nous décrivons le concept des
ensembles de localisation et des ensembles dominants.

Lorsque l'on considére les ensembles de localisation dans les graphes, tel qu’introduit
dans [16], on peut penser & choisir un ensemble minimum S de sommets d’un graphe G pour
atteindre la fonction de localisation. Les stations doivent étre établies de sorte que chaque
un k-tuple donné de sommets (v1, ...., vg), attribuer a chaque sommet v € V(G) le k-uple de
ces distances a ces sommets, f(v) = (d(v,v1),d(v,v2),....,d(v,vg)). Soit S = {v1,....,v1},
le k-uple f(v) s’appelle S-localisateur de v. Un ensemble S est un ensemble localisateur
de G si toute paire de sommets de V — S ont des S-localisateurs distincts. Le nombre
de localisation L(G) est la cardinalité minimale d’un ensemble localisateur. Par exemple,
L(G) = 1 si et seulement si G est une chaine. La chaine P, avec n > 2 sommets a deux
L(Py,)-ensemble, chacun constitué¢ d’un sommet (extrémité de la chaine). Pour I’arbre T
dans la figure au dessous du Théoréme 1.18, I’ensemble {vy,vs,v3, v4, vs, Vs, V7, vg} est un
L(T)-ensemble. Par exemple, f(v2) = (2,0,2,4,3,4,4,5), f(z) = (1,1,1,3,2, 3,3,4), et
fy) =(2,2,2,2,3,4,4,5).

Une simple caractérisation des L(T')-ensembles pour les arbres T est donné dans le

théoréme suivant.
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YL (Psk+3) = YL(Csk+3) = YL(Psk+a) = YL(Csrt4) = 2k + 2.

P 0 = s
o

N

T Yy
Vs
1——0—0—0

un arbre avec L(T) = 8

Ainsi, un ensemble dominant localisateur dans une chaine nécessite au moins 40% des
sommets. Le prochain théoréme montre que tout ensemble dominant localisateur pour un

arbre arbitraire contient plus d’un tiers de ses sommets.

Théoréme 1.19 (Slater) [18/ Pour tout arbre T, vr(T) > §.

Preuve. Supposons que G soit un graphe avec n sommets et au plus n — 1 arétes, et
soit D un ensemble de sommets d’ordre |D| < n/3. Si D est un 71 (G)-ensemble , alors au
plus § sommets v de V — D ont |[Np(v)| = 1. Ainsi, au moins ¥ sommets de V — D ont
|Np(v)| > 2. Mais cela implique que G ait au moins n arétes, ce que fait une contradiction.
o

Par le Théoréme 1.19 , si nous disposons de k dispositifs de détection disponibles et on
veut construire un arbre d’ordre n avec y.(T) = k, alors n < 3k — 1. Pour les graphes

arbitraires, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 1.20 (Slater) [17] Si un graphe G a v,(G) =k, alors n < k+2F — 1.

Preuve. Soit G un graphe d’ordre n avec vr(G) = k,soit D = {v1,vs,v3,v4, ...,V } un
dominant localisateur avec yr,(G) = |D|, Si on considére des sommets qui sont & I’exterieure
de D, on a des sommets qui sont dominés une seule fois, des sommets qui sont dominés ex-

actement 2 fois et ainsi de suite jusqu’a peut étre des sommets qui sont dominés exactement
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k fois, le graphe ci dessous représente ces possibilités:

Lensemble D

L'ensemble V-D

Sommets Une foi <
dominés Sommets mmets

deux foi trols fois
dominés dominés

Un
sommet k
fois
dominé

a partir de ce graphe on peut facilement voir que ’ordre du graphe G est:

n<k+Ci+CE4..+CF
<k+2F-1.
B

L’ordre maximal d’un graphe G avec v1(G) = k a été calculé par Rall et Slater [14]

pour plusieurs autres classes de graphes GG, comprenant des graphes planaires et les graphes

outerplanaires.

Théoréme 1.21 [1/] Soit G un graphe avec vr(G) = k. alors
(a) Si G est planaire, alors n < 7k — 10 pour k > 4.

(b) Si G est outerplanaire, alors n < LL2“3J , et

(c) Ces bornes sont atteintes.

Exemple: Soit le graphe outerplanaire suivant:

Un graphe

outerplanaire G.
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CHAPITRE 11

LA 2-DOMINATION ET LA DOMINATION
LOCALISATRICE DANS LA GRILLE, QUELQUES
RESULTATS EXISTANTS

Dans ce chapitre on étudiera les résultats existants sur la 2-domination dans la grille, On
donne une technique utilisée par You Lu et Jun-Ming Xu pour le calcul de la valeur exacte
du nombre de 2-domination dans la grille Gy, ,, avec 1 < m < 4. Ensuite on étudiera la

domination localisatrice dans la grille infinie ZOZ proposé par Slater dans [13].

2.1 La 2-domination dans la grille

You Lu et Jun-Ming Xu ont étudié le probléme de la recherche de la valeur du nombre de
2-domination dans la grille Gy, ,, dans leur article [11], Ils ont donné la valeur exacte du
parameétre y2(Gpm ) quand 1 <m < 4.

Dans la suite on dévéloppera les techniques de démonstrations utilisées par ces deux

Auteurs.

On note par [i] I'ensemble {1, ...,4}.

On rappelle que le produit carré de deux chaines P, et P, est défini par :

et il est dit Grille oui I’ensemble des sommets est V(Gp,n) = [m] x [n] et deux sommets

(4,7) et (i, ") sont adjacents si et seulement si | i —4' |+ |j — 5" |= 1.

Dans la suite on utilisera les notations suivantes :
Soit D un ensemble 2-dominant de Gy n, pour tout j € [n],s0it C; = {(4,7) | i € [m]},
Cj(D) = DNCj et ¢j(D) = |C;(D)].
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Les séquences (C1(D), Ca(D), C3(D),...,Cn(D)) et (c1(D), ca(D), ..., cn(D)) sont ap-
pelées, séquence d’ensemble 2-dominants et séquence de nombres de 2-domination de Gma
respectivement.

Comme 0 < ¢;(D) < m; Vj € [n], soit
Ni(D) = [{¢j(D) | ¢j(D) =i ou j € [n]}] tel que i € {0,1,2, ..m}.

Notons que tout sommet de C2(D) domine exactement un sommet de Ci et donc la
colonne C] est au moins 1-dominé par C; (D). Par symétrie de C; et C,, on a le lemme

suivant:
Lemme 2.1 [11]Pour tout m, n > 1, c1(D) > [2] et ¢,(D) > [Z].

Lemme 2.2 [11/Pourm,n >3 et 2 <j <n—1.8iC;(D) = {(5,5)} oni € {1,2,m—1,m},
alors:

Cj_l(D) + Cj+1(D) Z 2m — 3

Preuve. Par symétrie de Gm,n, on a besoin seulement de démontrer le cas i = 1 et 2.

Notons que C; est 2-dominé par C;_1(D), C;(D), Cj+1(D) dans Gy, ,,, alors
Cj—l - {(LJ - 1)7 (27] - 1)7 (3).7 - 1)} cD

et

Cj+1 - {(1’j+ 1)’(2,]. + 1)’(3,j =5 1)} CD.

Sii=1,alors {(3,j—1),(3,j+ 1)} CDet |DN{(2,5 —1),(2,j + 1)}| > 1. Donc
¢j—1(D) +¢j41(D) > (m—3)+(m—3)+2+1=2m — 2.

Si i = 2, alors pour 2-dominer (3, j), on doit avoir [D N {(3,5-1),(3,5+ 1)} > 1. Comme

(1,5) ¢ D, alors pour 2-dominer (1,5 — 1) et (1,5 + i), on a
IDN{A,7=1),(2,5 =D} > 1et [DN{(1,5+1),(2,5+ 1)} > 1,
et d’otion a :
cj—1(D) +cjy1(D) > (m—3)+(m—3)+1+1+1=2m—3.
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Par conséquent le lemme est montré. m

Pour tout ensemble 2-dominant D de Gy, p, 8'il existe j € [n] avec C;(D) = 0, alors
¢j-1(D) = ¢j+1(D) = m.

Ceux ci implique qu’on a forcément

0 si N, (D) =0.
No(D) < (1)
Np(D) — 1 si Np(D) > 1.

Lemme 2.3 [11/Si G, ,, contient un Y2(Gm.n)-ensemble S avec No(S) # 0, alors il doit

contenir un autre y2(Gm,n)-ensemble D avec No(D) = 0 et Ny, (D) # 0.

Preuve. De l'inégalité de la formule 1 et Np(S) # 0, on sait que Ny, (S) — No(S) > 1.
On pose min{j | ¢;(S) = 0,5 € [n]} = t. Pour 2-dominer Cj, on a ¢,_1 = m et cq = m,
donc ¢ > 2. Avec le choix de t,on doit avoir C;—g # O(si ¢t > 3), et soit (i, — 2) € Cs.
Il est clair que le sous ensemble S; = (S\ {(4,7 — 1)}) U {(i,%)} est un Y2(Gm,n)-ensemle
avec No(S1) = No(S) — 1 et N (S1) = Ny (S1) — 1. En utilisant récursivement 'opération
précédente Ny(S) — 1 fois, on peut obtenir un Y2(Gm,n)-ensemble D & partir de Sy, qui

satisfait:
No(D) = No(S) = No(S) = 0 et Nyu(D) = Nin(S) — No(S) > 1.

D’out on obtient le résulat. m
2.1.1 Cas de la grille Gy ,.
En appliquant les lemmes précédents, on obtient les valeurs de 7y, (G2,n) pour tout entier
n > 2.
Théoréme 2.4 [11] Pour tout entier n > 2, on a y2(Gzpn) = 7.

Preuve. Notons que ’ensemble
' bi@i-1,1),0i,2} sin=2%

S=1 %
z'L=J1{(2i —1,1),(24,2)} U{(n,1)} sin=2k +1
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est un ensemble 2-dominant de Ga,. Donc 12(Ga,) < |S| = n.
Soit D un y3(Ga,n)-ensemble, alors Ni(D) + 2Ny(D) = |D| = 12(G2n) < n et No(D) +
N1(D) + N2(D) = n, ceux ci forcent Ny(D) < No(D). Par la formule 1 on a Ny(D) =

No(D) = 0 et alors la séquence de 2-domination de Ga,n, est

(cl(D)7 62(D), ] cn(D)) = (17 L. 1)'

Par conséquent on a v2(Ga,) = Ni(D) = n et on peut dire que toutes les séquences de

nombre de 2-domination de Gs, valent (1,1, ..., 1). =

2.1.2 Cas de la grille Gj,.

Dans cette partie on va donner la valeur exacte de ¥2(G3,n)- Pour cela on utilise un procédé
introduit par Chang et al. [2, 3] & savoir le concept de cancaténation. En effet on détermine
un ensemble 2-dominant de G ,, & partir de la concaténation des blocs A1, As et A définies

dans la Figure 2.

A, A; As

Figure 2: Blocs A;, A, et A3 pour construire un ensemble de 2-dominant de Gs,n.

On explique la concaténation sur un exemple, si on cancaténe un 3 x 3 bloc Asz et un
3 X 2 bloc A,, alors on obtient le 3 x 5 bloc A3 A3 de la Figure 3. Pour ¢ > 0, on utilise la
notation

(A3A2)" = (A3As) (A343) ... (A3As)

pour la concaténation de (A3Az) avec lui méme ¢ fois.
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Az A,
Figure 3: A3A2 = G3,5

Clairement les r + 1 sommets en noir foncé dans A, forment un ensemble 2-dominant
de Gs, pour 7 € {1,2,3}. Donc ’ensemble des sommets en noir foncé dans (AsAs) est un

ensemble 2-dominant de G35 (voir Figur 3).

Théoréme 2.5 [11]Pour tout entiern > 1, on a Y2(Gs,p) = f%-l ;

Preuve. Si n =1,2,3, alors on a le résultat trivialement. Pour la suite supposons que
n > 4. Soit n = 3k + r, avec 1 < r < 3. L’ensemble des sommets en noir foncé de (A3)kA,-
est un ensemble 2-dominant de G3 . Donc 12(Gs ) < 4k+(r+1) =4 (25 +r+1= f%"-’ =
1 <r < 3. Soit D un v2(G3,)-ensemble. On consideére deux cas :
Cas 1: Ny(D) =0, alors
Ny(D) + Ny(D) + Ng(D) = n (2)

et
4n

Ni(D) +2Ny(D) +3%5(D) = D] = (Gs.) < | 3 @

et donc on a N1(D) > 1. Soit j € [n] un entier avec cj(D) =1, on a: si j = 1, alors pour
2-dominer C1, on a ca(D) > 2. Si j = n , alors cn—1(D) > 2 par symétrie de Cy et C,,. Si
2 < j <n—1, alors par le lemme 2.2, au moins on a un, parmi ¢j—1(D) > 2 ou cj41(D) > 2
est vrai, c-a-d il y a au plus deux elements de valeur 1 entre deux élements consécutifs a et

b dans la séquence du nombre de 2-domination avec a € {2,3} et b € {2, 3},donc

Ni(D) <1+ 2[(N3(D) + N3(D) —1)] + 1 (4)

= 2[(N2(D) + N3(D))] -
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En combinant avec (2), (3) et (4),on doit avoir:

{4—;-' 2 72(G3;n) = N1(D) +2N2(D) + 3N3(D)

—

=n+ 3[2(N2(D) + N3(D)) + N2(D) + N3(D)] + N3(D)

>n+
4n

3

ol = W

(V1(D) + Na(D) + N3(D)) + N3(D)

+ N3(D),

ce qui implique que v3(Gs ) = ]-4—3—”] et N3(D) = 0.
Cas 2: No(D) # 0. Par le lemme 2.3 ,G3 5, contient un y2(Gs ,)-ensemble S tel que No(S) =
0 et N3(S) # 0. Par le fait que No(S) = O et le cas 1, on a N3(S) = 0, ce qui contredit
N3(S) # 0, ce cas ne peut avoir lieu , ce qui compléte la démonstration. =

A partir de la preuve du théoréme 2.5, on peut dire que pour D un Y2-ensemble de G3 5,

on a No(D) = N3(D) =0, c-a-d Vj € [n] on a ¢j(D) =1 ou 2.

2.1.3 Cas de la grille Gy4,.

Dans cette partie on donne la valeur de v2(Gy.,,). Pour cela on utilsera les quatre blocs By,

By, B3 et By de la Figure 4.

O ® —O0—@—O O—&—0O
L 'e) O O——0O + O— ?
o O O L —0 L O © O
o e @ 43 © 5 —O0——@ b
Bl BZ 33 B4

Figure 4: Blocs By, Bs, B3 et By pour construire un ensemble de 2-dominant de Giyn -

Pour tout i € [4], il est clair que les sommets qui sont représentés par des cercles en
blancs sont 1-dominé par ’ensemble des sommets en noir foncé dans B; (voir Figure 4).
Donc il est facile de voir que I’ensemble des sommets en noir foncé désigné par D,,, dans le

bloc T}, est un 2-dominant de G4, ot les blocs sont:
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Fait ¢, (D) = (D) = ¢p-1(D) = cx(D) = 2.

Preuve du Fait. Par symétrie, il suffit de montrer que ¢;(D) = c2(D) = 2. Supposons que
c1(D) # 2 ou cz(D) # 2, alors on a ou bien ¢1(D) = 3 et ca(D) = 1 car ¢;(D) > 2 par le
lemme 2.1 ou ¢;(D)+ co(D) > 5.

- Si e1(D) = 3 et ca(D) = 1, alors on remplace un sommet de C;(D) par un sommet
de Uz — C3(D) et on obtient un nouveu y3(Gyp)-ensemble Si qui satisfait No(S;) = 0 et
N3(S1) > N2(D) + 2, ce qui contredit le choix de D.

- Sic1(D)+ c2(D) > 5 et c3(D) = 1,méme raisonnement on aboutit & une contradiction .

- Si c1(D)+ c(D) > 5 et cg(D) > 2,méme raisonnement on aboutit & une contradiction
avec D minimum. Fin de la preuve du fait.0

Enlevant 2 de la séquence (c1(D), ca(D), ..., cn (D)), on obtient des sous séquences py, ..., pp,
chacun contient 1,3 ou 4. Par définition, il existe au moins une colonne de 2 entre les sous

séquences. Par le Fait, on a :
No(D)>2+(h—1)+2=h+3 (7)

Pour i € [h], on utilise fil, €1-3, Eg le nombre de 1,3,4 dans p;. Par le lemme 3, on doit avoir

B+ 0} >1et £} <63 +¢4+1. Donc:

Mi(D) = S8 < 36 + £ +1) = Na(D) + Na(D) + h (®)
=1 =1
et
Ns(D) + Ny(D) = S (62 + £) > h 9)
=1

(5) et (9) donne :

[77’&-{-3] > N1(D) +2N2(D) +3N3(D) +4N4(D)

= n+ Ny(D) + 2(Ns(D) + Ny(D)) + Na(D)

>n+ (h+3) + 2h + Ny(D)

ceci implique:

1i{3n+3 1
< = e e
h_3[ 1 ] 1 3N4(D)
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et :

[7n:3—’ > 72(Gan) = N1(D) + 2No(D) + 3N3(D) + 4N4(D)
I I

= 2n + (N3(D) + Na(D) — N1(D)) + Ny(D)

> 2n — h+ Ny(D)

1{3n+3 4
>2 — 14+ -Ny(D
_n+3[ 3 ]+ +3Na(D)
3 sin=0[4]
Tn+3] 4 3 sin=1[4]
z[ 5 ]+§N4(D)—<
1sin=2[4]
| 0sin=3[4]

Ceci force Ny(D) = 0 et ]—%] — 1< 7(Gan) < [ 7“: 3], Supposons que Y2(Gan) =

[TE3] — 1, alors n = 2(mod 4), N3(D) — Ni(D) = —h et h = 3 [3%3] — 1 ce qui force
N2(D) = h+3 et N3(D) = h, mais n. = Ny(D)+Na(D)+Ns(D) = 2h+ (h+3)+h = 4h+3,

ce qui contredit le fait que n = 2(mod4), donc on a y2(Gy,) = [Tt m

2.2 La domination localisatrice dans la grille infinie

Soit G = (V, E) un graphe, pour un sommet v € V et S C V; on pose S(v) = SN Nlv]. Si

S est un ensemble dominant et v € S, on définit y(v; S) = 3 Wlw)l
wEN [v]

Par exemple, si S(z) = {v1,v2,v3}, alors z contribue é dans chaque 7(v;; S), donc on
peut dire que y(v; S) représente la quantité de domination fourni par v dans S. Pour S

un ensemble dominant, il est simple de voir que > y(v;S) = [V| = n car Vo € V, on a
vES

v € N[S].
On définit la densité de domination localisatrice de S dans G par RD(S) = {% et le

plus petit pourcentage de sommet dans un dominant localisateur est:

15]

S dominant localisateurde G lVl

RD%(G) = ).

Notons dans la suite la grille infinie Z[0Z par Guo.
Pour v € V(Goo), N*[v] = {w € V(Gwo) : d(v,w) < k} 'ensemble des sommets qui sont

a distances au plus k de v. On peut aussi définir le plus petit pourcentage de domination



localisatrice dans la grille infinie par:

1S N[
1))
RD%(Go) = mel‘r/l(khm (sup( INE Q] )
ol S est un dominant localisateur.
Supposons que S est un dominant localisateur d’un graphe G. Peut étre S(v) = {v} et

S(w) = {v} pour au plus un sommet w € V — S car S est un dominant localisateur. Alors

onay(w;S)<1+1+ IN[§_2' = d(”2)+3 Vo €S

Théoréme 2.7 (Slater [13]) Si G est un graphe régulier de degré v, alors RD%(G) >

>
&

3"
Preuve. Pour tout S dominant localisateur on a d’aprés ce qui précéde:

r+3
—.,

_2
2 743 =]

Comme Z:Sfy(v; 8)=|V|<|S|=3, on a {% . Donc RD%(G) >

Pour la 1;ille infinie, le théoréme précédent donne RD%(GOO) > % car le dégré de la
grille infinie est 7 = 4. Mais par surprise, cette borne ne peut étre atteinte. La figure
(5) montre qu’on peut utiliser des motifs de 10 x 4 rectangle pour couvrir la grille avec
un ensemble dominant localisateur S qui verifie: pour tout sommet v de S on a v(v; S) =
I+1+3+3+1 = = 10 et donc RD%(S) = 3. D’ott on peut déduire que RD%(Gs) < . Pour
avoir I’égalité il suffit de montrer que RD%(Goo) > 1%. Pour cela Slater a donné une preuve
en fournissant un argument assez compliqué qui considére les valeurs prises par v(v; S), en
effet il montre qu’en moyenne on peut toujours avoir y(v; S) < = 10 pour n’importe quel S
dominant localisateur de Go et donc Y- y(v;S) = [V] < [S]| 2 d’ott RD%(G ) Z g5 Le
seul cas ou y(v;S) > %—’ est y(v;.9) :E%S et dans ce cas on peut affecter & v un ou deux
sommets de S et & distance 2 & partir de v tel que la valeur moyenne de v(v; S) pour ces

sommets ne dépasse pas 10

Théoréme 2.8 (Slater [13]) RD%(Go) = 75.

Boit -Gp.o0 = P ¥ Poo-
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Probléme 2.9 Déterminer RD%(Gj,00) pour k > 1.

Figure 5 :un ensemble dominant

localisateur optimal de ZOZ.
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CHAPITRE III

CONTRIBUTION A I’ETUDE DE LA 2-DOMINATION
ET LA DOMINATION LOCALISATRICE DANS LA
GRILLE

Dans ce chapitre, on a essayé dans la premiére partie de déterminer la valeur exact du
nombre de 2-domination dans la Grille Gs,,, en utilisant les techniques de démonstration
utilisées par You Lu et Jun-Ming Xu, vue dans le chapitre précédent. Ces techniques nous
ont permis seulement d’encadrer le parameétre v2(Gs ). Dans la seconde partie, on donnera
les valeurs exactes du nombre de domination localisatrice de la grille Gmn pour 2 <m < 3,

en utilisant les mémes techniques de démonstration.

3.1 Bornes inférieure et supérieure pour le nombre de 2-
domination de la grille G,

Dans cette partie on donne des bornes inférieure et supérieure pour le nombre de 2-

domination de la grille Gsp,. Pour la borne supérieure on utilisera les sept blocs de la

Figure 6.
® o e
0 1 o 0 m
R B
Cf © cr——é—’
o L o e o—e0
B, B, Bs Bs B

Figure 6: Construction de I’ensemble de 2-dominant & partir des blocs By, Bs, Bs, B4, Bs,

Bg et Br.
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1 B1B3(B4Bs)k. n=Tk+2. k> 1
{ BiB3. k=0
B1B3(B4B3)*B1. n=Tk+3. k> 1
B1BB1. k=0
B1B3(B4B3)*B1By. n =Tk +4. k> 1
Tn = 4 B1ByB1By. k=0
[ B1B3(B4B3)*BsBgBy. n =Tk +5. k> 1
B1B3B5BgB;. k=0
B1B3(ByBs)*BsBgB1Ba.sin =Tk +6. k>0
B1B3(B4Bs)*BsBgB1BsBysin=Tk+ 7.k >0

BlBg(B4Bg)kB5B6B7Bz sin=7Tk+8. k>0

et

5415k = 2(Tk+2) + 3 = 15243 pour n =7k +2 Vk

5415k +2 =17+ 15k = 32(7k + 3) + 2 = 132 pour n =7k + 3 Vk

5+ 15k +5 =15k + 10 = (7Tk + 4) + 32 = 1520 pour n = 7k + 4 Vk
1Dl =4 5+15k+1+3+2=15k+11=22(7k+5)+ = 352 pour n = Tk + 5 Vk
54+15k+1+3+2+3=15k+14=2(Tk+6)+ & = 15”+8pourn—7k+6‘v’k

5+15k+1+3+2+34+2=15k+16 =227k +7) + I = BT pour n = 7k + 7 Vk

5+15k+1+3+6+3=15k+18=-17§(7k+8)+$:15++6pourn=7k+8\ﬂc

\

[ |15 | sip = 5[7]

I
p—
=i |
—
ol
\]l—i
i

-I sinon

Donc on a 12(Gsn) < |Dp| = [12%4]

Théoréme 3.1 [7] Soit G un graphe d’ordre N et de degré mazimum A(G). Alors pour
EN

tout entier k > 1, on a v(G) > k+ A(G)

Preuve. Soit S un ensemble k£ dominant du graphe G donné dans la Figure 7 suivante:
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Sun k-dominantde G — P ./V%i

=

Figure 7

Soient E : ’ensemble des arétes d’un graphe G, S : ’ensemble de sommets d’un ensemble
k-dominant de G, A(G) : le degré maximum de G et N : le nombre du sommets du graphe

G, alors on a:

k|lV =S| <|E| <A(G)|S]
k(N —|S]) < |E| < A(G) |S]
= k(N —15]) <A(G) ]S

= kN < |S|(A(G) + k)
EN
AG) + &
kN
AG) +k

=S| >
= w(G) >

Dans notre cason a: k=2, N =5 xn, et A(G) =4

2(5n) 5n
% i o T
12(Gsn) 2 7 5 =3

=

En utilisant le procédé de You Lu et Jun-Ming Xu, on donne une borne inférieure
meilleure que celle de Fink et Jacobson.

Par le Lemme 2.3, G5, contient au moins un v2(Gs ,) ensemble avec No(D) = 0, on
choisit un v2(Gsn)-ensemble D telle que No(D) = 0, N1(D) , N2o(D) et N3(D) sont plus

grands possibles respectivement et dans cet ordre.

N1(D) + N2(D) + N3(D) + Na(D) + N5(D) = n
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et

Ni(D) + 2N5(D) + 3N3(D) + 4N4(D) + 5N5(D) = |D| = 72(Gs ) < [15n+4}

7

Fait 1 2 < ¢;(D) < 3

Preuve du Fait 1. Par le Lemme 2.1 [11] et la définition du +2(Gs.,)-ensemble D.
Supposons qu’au contraire ¢ (D) > 4.
Cas 1. c¢1(D) =5 (voir Figure 8).
m——

¢ .
_JT: —
]

Figure 8

En faisant un petit changement ou remplacement, on a un Y2(Gs n)-ensemble D’ avec
c1(D') = 2 ce qui contredit le choix de D.

Cas 2. c1(D) = 4. (voir Figure 9). On a les possibilités suivantes.

—_—

—)
q;}r

)

4

9
.

1l est simple de voir qu’on peut toujours trouver par remplacement des sommets un Y2(Gs.n)-

Figure 9

ensemble D’ avec ¢;(D’) = 2 ce qui contredit le choix de D. =
Par conséquent , si ¢;(D) = 2, alors pour dominer cette colonne il faut que co(D) = 3

de méme pour c,(D) avec c,—1(D). Si ¢1(D) = 3 pour dominer cette colonne il faut que
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c2(D) = 2 de méme pour ¢, (D) avec c,—1(D). Ce qui implique:
c1(D) + c2(D) = ca—1(D) + en(D) > 5

D’autre part on a:

[151’1, = 4—’ > ]D] = ")’2(G5,n) = NI(D) + 2N2(D) + 3N3(D) =+ 4N4(D) 4 5N5(D)

=2n+ N3(D) A 2N4(D) + 3N5(D) = Nl(D)
et aussi on peut vérifier que:
N3(D) 4+ 2N4(D) + 3N5(D) — Ny(D) > 1

car une colonne N;(D) est toujours situé entre au moins deux colonne de N3(D) et No(D).

Ce qui implique

15 4
I +1<72(Gsn) < [ "7+ ]

Au vu des exemples traités, on pense que la borne supérieure est la valeur exacte de v, (G )

Conjecture 3.2 1,(Gs,) =
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3.2 FEtude de la domination localisatrice dans la grille Gonm

Dans ce paragraphe, en utilisant les techniques de démonstration utlisées par You Lu et
Jun-Ming Xu, on détermine les valeurs exactes de v(Gp, ) avec 1 < m < 3.

Soit S un ensemble dominant localisateur de Gy, . Pour tout j € [n], soit C; = {(3,5) |
i € [m]}, C;(S) = SN Cj and ¢;(S) = |C;(9)].

Les séquences (C1(S), C2(S), C3(S),-..,Cn(S)) et (c1(S), ca(8), ..., cn(S)) sont appelées,
séquence d’ensemble dominants localisateurs et séquence de nombres de domination local-
isatrice de Gy, respectivement.

Comme 0 < ¢;(S) < m; Vj € [n], soit

Li(S) = [{cj(S) | ¢;(S) =i ou j € [n]}| tel que.i € {0,1,2,..m}

3.2.1 Cas de la grille Gy .

L’item b du théoréme 1.18 de Stater est équivalent &: v5(G1,) = v2(Pn) = [2].
3.2.2 Cas de la grille Gy,.

Dans cette partie on calcule la valeur du nombre de domination localisatrice vz, de la grille

G2,n, Pour cela on utilisera tout d’abord les quatre blocs de la Figure 10.
B

Figure 10: Construction de I’ensemble de dominant localisateur & partir des blocs By, Bo,

B, 2 B; B4

B3 et Ba.

Il est facile de voir que I’ensemble des sommets en noir foncé désigné par D,,,dans le

bloc T}, est un dominant localisateure de Ga,n ol les blocs sont:
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(B1B3B3B5)3 By sin =4k + 1 k est pair
(BleB,ng)%B‘l?‘ sin =4k 4 2 k est pair
(BleB3B2)§BlB4 sin =4k + 3 k est pair
- (ByB3B3Bs)% B1B4Bs sin=4k+4 k est pair
(B1B3B3Bs)"5 B, ByBs sin=4k+1 k est impair
(BleBng) BleBg2 sin =4k + 2 k est impair
(B1BQB,3B2) 3 BlBngB4 si n = 4k + 3 k est impair
(B1ByB3B;)"T B1ByB3ByB,  sin = 4k + 4 k est impair

et
Fl+241+2)+1=3k+1=3(2 ) +1=232 41 Gip—dk+1kest pair
BA+2+41+42)+2=3k+2=3(22)+2=212 S n=4k+2k est pair
E(1+241+2)+3=3k+3=3(22)+3=23213 Gin—4k+3kest pair
o S(U+2+1+2)+4=3k+4=3(22)+4=2141 Sin=4k+4 k est pair
i =
(B A+24142)+1+2+1=8k+1=2 41  Sin=4k+1k est impair
6(52) +1+2+2=3k+2=3242 Sin =4k + 2 k est impair
6(52) +14+2+142=38k+3="3 43 Si n=4k+ 3 k est impair
[ 6(5) +1+2+14+2+1=38k+4=32+1 Sin =4k +4 k est impair
B 3n+17
== l

Donc on a v1(Gan) < |Dy| = f?’”Tﬂ

Théoréme 3.3 Pour tout entier n > 2, on a: yL(Gapn) = [2%L]

Preuve. D’aprés ce qui précéde, on a vr,(Ga,) < [22EL] . 11 suffit de montrer que
. 1

vL.(Gon) > f?’—”‘fi] . Tout d’abord on montre que v7,(Ga,) > f%"] . Soit D un vz,(Ga2n)-
ensemble, il est clair que tout bloc de Gy ,, de quatre colonnes successives contient au moins
deux sommets de D, sinon on aura des sommets de ce bloc qui ne sont pas dominés par
D. Si tout bloc de Gz, de quatre colonnes successives contient au moins trois sommets

de D, alors on a |D| > f%”‘l . Sinon il existe des blocs de quatre colonnes successives qui
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contiennent exactement deux sommets de D. On montre qu’un tel bloc déficitaire peut
recupérer un sommet des bloc suivants ayant un excédent de sommets dans D. Il est clair
que le premier et le dernier bloc de quatre colonnes successives de Ga, contiennent au
moins chacun trois sommets de D, sinon des sommets de ce bloc ne seront pas dominés
ou ne seront pas localisés. Prenons un bloc intermédiaire de quatre colonnes successives de

Ga,n , voir Figure 11 et supposons qu’il contient deux sommets de D.

Figure 11: Bloc ¢ intermédiaire de quatre colonnes succéssives

Sans perte de généralité on peut supposer que {X2?, X3} € D. Quelque soit le cas de la
figure, on peut montrer qu'’il a au moins un bloc de 4 colonnes successives qui a 4 sommets
dans D, ou un dernier bloc qui a moins de 4 colonne et qui contient au moins un sommet
dans D, que le bloc initial récupére. On peut voir que Xz-1+1 et Yz}H appartiennent a D et
donc pour dominer et localiser les sommets X2, ; et Y., il nous faut au moins un sommet
en plus de D dans le bloc de quatre colonnes successives i + 1. On peut déduire le méme
résultat pour tous les blocs suivants. En supposons que tous les blocs suivant le bloc i
contiennet exactement 3 sommets dans D. Le bloc final contiendrait forcement 4 sommets
de D si c’est un bloc quatre colonnes successives sinon le dernier bloc de G, n’est pas un
bloc de quatre colonnes successives et dans ce cas il contient au moins un sommet de D.
Dans tous les cas le dernier bloc contient un excédent d’au moins un sommet que le bloc
de quatre colonnes successives ¢ récupére. Par conséquent on a [D| > [ %"] :

Alors on a [32] < |D| < [3%].Sin=1,2,3 [4], on [3] =[] = |D|. Sin=0 [4] il

est facile de voir que [32] < |D| = [3Zt]. =
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3.2.3 Cas de la grille G3,

Dans cette partie on calcule la valeur du nombre de domination localisatrice y;, de la grille

G'3.n, on utilsera les trois blocs de la figure 12.

@, & O—O

é) ® O—0O

B1 Bz B3

Figure 12: Construction de 'ensemble de dominant localisateur & partir des blocs B, Bs,

Bs.

By(B3Bs)*. Sin=3k+1.k>0
T, = Bg(Bng)kBl. Sin=3k+2.k >0
l B1Bs(B3B3)*B; Sin=3k+3.k>0

24+3k=n+1 Sin=3k+1 £>0

|Dn]=12+3k+1=3+3k=n+1 Sin=3k+2 k>0
[3+3k+1=4+3k=n+1 Sin=3k+3 k>0

=n+1

Donc on a

YL(G3.) < |Dn|=n+1.

Théoréme 3.4 Pour tout entier n > 1, on a: y(Gsn) =n+1

Preuve. Pour voir que le résultat est vrai, il suffit de montrer que v;(Gs,) > n + 1.
On choisit un 7, (G3n)-ensemble D tel que L3(D) est le plus petit possible, on montre au

fait que L3(D) = 0. En effet supposons que L3(D) # 0. On note C; = (X7,Y7, Zi) pour
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tout j € [n] et soit I € [n] tel que |C;N D| = 3.
- Sil=1, on onsidére D' = DU{Y"*'} — {Y'}. Il est facile de voir que D’ est un yr,(G3 n)-
ensemble qui contredit le choix effectué.

- Sil # 1, on considére les 3 possibilités suivantes: =

Cas 3.5 Si {X!=2)Y!*2 Z1=2) € D, la figure (13) représente ce cas:

XI.—Z Xl-l Xl .Xl-i-l Xl+2

if—ZTi

¥ yl-t Ve yl+t yl+2

Zz—i -l ZU ZB g
=S
Figure 13

alors D' = DU {X"1, Y=t ZH1y — (XU YL 21 1T est clair que D' est un y1,(Gs.p)-

ensemble qui contredit le choix effectué.

Cas 3.6 i {X!72, Y12 712 X3 Y13 Z143} ¢ D la figure (14) représente ce cas:

Xl-i—.'a' "

Yl+3

ZHS

Figure 14

alors D' = DU {X"1,Y!-1, ZH+1} — {XL Y Z'}. I est clair que D' est un YL(G3.n)-

ensemble qui contredit le choiz effectué.
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Dans les deux cas précédent, Si on a le cas symétrie alors
D' =DuU {Xl_l,YH_l, Zl_l} _ {Xl,Yl, Zhr

£

Cas 3.7 8i {X'72, Y2, 242} € D, la figure (15) représente ce cas:

yi-2 yi1 ! xi+t xl+2

YZ—Z Yl—l Yl YH-I YH-Z
=

71_2 Zl—; Z! ZE+1 Zl+2

Figurel5

Alors D' = DU{X'"1 Y1} — (X', Y'}.1I est clair que D' est un vL(G3.n)-ensemble ce

qut contredit le choix effectué.

Donc on a :
Lo(D) + Li(D) + Ly(D) =n (10)
et
L1(D) +2L2(D) = |D| = v5(Gap) < n+1 (11)
Comme

n+1295(Gsn) = L1(D) + 2Ly(D) = n + (Lz(D) — Lo(D))

D’autre part on peut facilement voir qu’on a au plus un élément de valeur 0 entre deux
éléments consécutifs a et b dans la séquence du nombre de domination localisatrice avec
a,b € {2}. D’ou on a

L2(D) — Lo(D) > 1.

et alors
n+12> 'yL(G3,n) = Ll(D) + 2L2(D) =n-+ (Lz(D) — Lo(D)) >n+1.

Par conséquent, on a pour tout entier n > 1, vr.(Gspn) = n + 1.
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Remarque 3.8 En général les deux paramétres étudiés a savoir le nombre de 2-domination
(72) et le nombre de domination localisatrice (1) sont incomparables. Cependant pour la
classe des arbres T, on a toujours yr,(T) < vo(T) car tout vyy-ensemble est un dominant
localisateur. Aussi pour la classe particuliére & savoir la grille G n, on a pour m = 1,2, 3,
T Gmp) £ Y2(Gm,n), V0. Il est intéressant de faire une comparaison des deux paraméires

pour le reste des valeurs prises par m.
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CONCLUSION GENERALE

On a étudié¢ dans ce mémoire deux notions de recherche de la théorie des graphes qui
sont la 2-domination et la domination localisatrice dans la grille, qui est le produit cartésien
de deux chaines P, et B,.

Nous nous sommes intéressés au départ aux définitions et aux résultats récents liés a ces
deux parameétres dans le cas des graphes et de la grille. Pour montrer 1'utilité de ces deux
parameétres nous avons fourni des exemples concréts de notre monde réel. Le coté pratique
lié & ces deux parameétres nous a motivé a chercher & résoudre certains problémes ouverts
liés & ces deux paramétres.

Ainsi nous avons établi des valeurs exactes, des bornes, et des relations concernant ces
deux paramétres dans le cas de la grille Gy, , pour des petites valeurs de m. Le probléeme
général pour n’importe quelle valeur de m reste un probléme ouvert et peut faire 'objet des
travaux futurs.

Enfin, nous espérons que ce modeste travail contribuera & ’avancement de la recherche

dans ce domaine et aidera les futurs chercheurs dans leurs travaux.
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