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Résumé

Soit G = (V,E) un graphe simple dordre n ou V  est
’ensemble des sommets, et E est 1’ensemble des arétes. Une fonction
f:V =101, ..,diam(G)] est de broadcast sur G si pour tout sommet
veV,f(v) <e(v), ou diam(G) représente le diamétre de G et e(G)
représente I’excentricité du sommet v. On note par Vf+ I’ensemble des
sommets v avec f(v) > 0. La somme des poids sur les sommets est
représentée par o(f) =Y(f(v);veV). Une fonction broadcast est de
domination ou dominante si tout sommet du graphe G se trouve au plus a une
distance f(v) d’au moins un sommet v avec f(v) > 0. Le minimum de o(f)
sur toutes les fonctions broadcast de domination donne le nombre de
broadcast dominant ou de domination du graphe, noté 1o(G). Une fonction
broadcast f est dite indépendante si pour toute paire de sommets v,uer’L,

d(v,u) > max(f(v), f(u)) ou d(v,u) est la distance entre v et u (longueur
de la plus courte chaine). Le poids maximum de of ) d’une fonction broadcast
indépendante de G est le nombre de broadcast d’indépendance, noté Bp(G).

Dans ce mémoire, on s’intéresse a la fonction broadcast dans les graphes
simples. On commence notre travail par une présentation du paramétre « nombre
de broadcast dominant », puis on s’intéresse au probléme de recherche de la
fonction de broadcast indépendante maximum , pour certaines classes de graphe.
On détermine les valeurs du nombre de broadcast d’indépendance dans les cas
ou le graphe est une chaine, un cycle ou une variante de chenille, comme la
chenille pleine et la chenille alternée. On détermine, aussi quelques bornes qui
encadrent notre parameétre.



Abstract

Let G = (V,E) be asimple graph of order n, where V is the set of vertices
and E is the set of edges. A function f:V — [0,1, ...,diam(G)] is a broadcast
on G, if for any vertex v e V, f(v) < e(v), where the diameter of G is denoted
by diam(G) and the eccentricity of vertex v by e(G). We denote by Vf+ the set

of vertices v with f(v) > 0. The sum of the weights of the vertices of G is the
weight of f denoted by o(f) =Y(f(v);veV). A broadcast function is
dominating if for every vertex u of the graph G, there exists at least one vertex v
with f(v) > 0 such that the distance between u and v is at most f(v). The
minimum of the weight of f (i.e min(o(f): f)) where f is a broadcast
dominating function is the broadcast domination number of G denoted by 7,(G).

Broadcast function f is said independent if for every pair of vertices v, ue Vf+,

d(v,u) > max(f(v), f(w)), where d(v,u) is the distance between v and u.
The maximum of the weight of f (i.e: max(o(f):f)) where f is a broadcast
independent function of G is the broadcast independence number denoted by

By(G).

In this thesis we are interested in studying the broadcast function on simple
graphs. In first, we have studying the parameter; broadcast domination number,
Then, we became our work in the problem of finding the optimal broadcast
independent function in the case of some special classes of graphs. We
determined the broadcast independent number for paths, cycles and some cases
of caterpillars, We also gave some bounds.
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Introduction

La Recherche opérationnelle est une discipline récente dont le but est de
fournir des méthodes de résolution basées sur des concepts et des outils
mathématiques.

La théorie des graphes s’est alors développée dans diverses disciplines telles que
la chimie, la biologie, les sciences sociales, etc. Depuis le début de XX siecle, elle
constitue une branche a part entiére, des mathématiques.

L’histoire de la théorie des graphes débute peut-étre avec les travaux d’Euler au
XVIII™ siécle, et trouve son origine dans 1’étude de certains problémes, tels que
celui des ponts de Konigsberg. Les habitants de Kénigsberg se demandaient s’il était
possible, en partant d’un quartier quelconque de la ville, de traverser tous les ponts,
sans passer deux fois par le méme pont, puis de revenir a leur point de départ.

La théorie des graphes, comme son nom 1’indique, traite des problémes assez
variés, qui possédent tous la caractéristique de pouvoir étre représentés par un
schéma appelé “graphe “. Un graphe est un schéma constitué de points (sommets) et
de lignes de formes quelconques (arétes) reliant ces points et symbolisant le lien
existant entre ces points.

Un des domaines les plus florissants de la théorie des graphes est la domination.
Ce domaine a été étudié¢ intensivement ces trois derniéres décennies et est apparu,
semble-t-il, au 16" siécle en Inde [21] sur un probléme de jeux d’échec. Le
principe consistait a couvrir (dominer) I’ensemble des cases d’un échiquier par un
nombre minimum de reines, c¢’est-a-dire, chaque place devrait étre occupée soit par
une reine, soit, en un seul mouvement de celle-ci.

Un dominant dans un graphe G, est un sous-ensemble de sommets, ou tout
sommet du graphe est ou bien dans cet ensemble, ou bien adjacent 4 un sommet de
celui-ci. Le probléeme de domination consiste a trouver un ensemble dominant de
cardinal minimum.

Le probleme de la broadcast domination est une généralisation du probléme de
domination. Ce probléme, introduit en 2001 par D. J. Erwin [15], consiste a attribuer
des entiers positifs (poids) aux sommets d’un graphe, de sorte que, tout sommet de
poids nul soit broadcast-dominé par un sommet de poids strictement positif. La
somme des poids de tous les sommets doit é&tre minimale ; formellement cela revient



CHAPITRE I

NOTIONS FONDAMENTALES SUR LA THEORIE DES
GRAPHES

1.1 Définitions et notations

Nous introduisons dans ce chapitre les notions usuelles dans le domaine de
la théorie des graphes, ainsi que les définitions de base utilisées tout au long de
ce mémoire. Nous présentons d’abord le concept de domination dans les graphes
ainsi que quelques invariants de domination.

Pour plus de détails, nous invitons le lecteur a se référer a I’ouvrage de
Berge [9].

1.1.1 Graphe

Un graphe G est définit par un couple (V, E) ou V est un ensemble fini non
vide, appelé « ensemble des sommets » de G, et E est un ensemble de paires de
sommets distincts, appelé « ensemble des arétes » de G. Le cardinal de V
appelé ordre de G est noté par n. Le cardinal de E appelé taille de G est noté
par m. Si n = 1, on dit que G est trivial.

Les sommets sont notés de maniére usuelle par des lettres minuscules
u,v,x,y,a,b etc, et deux sommets u et v d’un méme graphe G sont adjacents
ou voisins s’ils sont reliés par une aréte.

Deux arétes distinctes sont adjacentes si elles ont une extrémité commune. Une
aréte e sera dites incidente a un sommet, si v est une de ses extrémités.

Un graphe simple est un graphe G dans lequel, tout couple de sommets est relié
par au plus une aréte et toute aréte posséde des extrémités distinctes. Dans ce
mémoire, tous les graphes considérés sont simple et finis.

Au vu de ces définitions, il est naturel de représenter un graphe par un ensemble
de points représentant les sommets du graphe et un ensemble de segments reliant
les sommets, représentant les arétes. La figure « FIG 1.1 » illustre un graphe
G=(V,E)avecV(G) ={1,2,3,4,5}et E(G) = {ey, €3, €3, €4, €z, € }.

1

5
FIG 1.1 : Un graphe G 10



1.1.2 Sous-graphe

Soit G = (V,E) un graphe simple avec V ensemble des sommets et
E ensemble des arétes, Pour un sous-ensemble A < V, on désigne par G[A] le
sous graphe de G engendré par A. Donc, le sous graphe G[A] est le graphe ayant
A pour ensemble de sommets et dont les arétes sont celles de E ayant leurs deux
extrémités dans A. Dans ce cas, on dira que I’ensemble des sommets A engendre
ou induit le sous graphe G[A]. Voir le sous-graphe induit par A = {1,3,4,5}

1
e, e3
e, &
4
2 3 4
e €s
4 €6 4
5
5
Un graphe G Un sous-graphe de G

FIG1.2 : Un sous graphe d’un graphe G

1.1.3 Voisinages

Pour un sommet v de G, Le voisinage ouvert est définit par
I’ensemble suivant N;(v) = {ueV(G):uve E} et le voisinage fermé
est définit par Ng[v] =N;(v) U{v}. L’ensemble N;(S)= UyesNg )
(resp Ng[S] = Ng(S)U S) est le voisinage ouvert (resp. fermé) du
sous-ensemble S € V. Parfois pour alléger les notations et lorsqu’il n’y a
aucune confusion sur le graphe G, nous écrivons N(v) et N[v] au lieu de N; (v)
et Ng[v] respectivement. De méme, nous écrivons N(S) et N[S] au lieu de
N;(S) et Ng[S] respectivement. Par exemple dans la «FIG 1.1»,
Ng(1)=1{2, 3,4} et N;[1] ={1, 2, 3, 4}.

1.1.4 Degré d’un sommet

Le degré d’un sommet v d’un graphe G, noté d;(v), est le nombre de
sommets voisins. Un sommet de degré 0 est dit sommet isolé et un sommet de
degré égal a 1 est dit sommet pendant ou feuille. On définit par
A(G) =max {dg(v) \veV}et 6(G)= min{dg(v) \veV} le degré
minimum et maximum dans G respectivement. S’il n’y a aucun risque de
confusion, on écrira d(v), A et § pour désigner respectivement
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dg(v),A(G),8(G). Par exemple dans la FIG 1.1 le degré d;(1) = 3,A(G) =
B, 0(G) = Z.

1.1.5 Chaines et cycles

Une chaine p;, d’un graphe G = (V,E) de longueur k - 1 est une suite
[V1,V5 ,...,Vk] de sommets distincts tels que pour chaqueie {1, v k- 1}
V;V;4q est une aréte de G. Les sommets v; et v, sont appelés les extrémités de
la chaine, une chaine qui n’utilise pas deux fois la méme aréte, est dite simple.

On appelle cycle €, dans un graphe G, une chaine simple de
longueur k dont les extrémités initiale et finale sont confondues.

1.1.6 Distance, excentricité, diamétre et rayon.

Soient u et v deux sommets d’un graphe G. On appelle distance entre u et v,
notée d(u,v), la longueur de la plus courte chaine entre u et wv.
L’excentricit¢ d’un sommet v dans un graphe G = (V,E) est
e(v) = max {d(v,w),w e V}. Le diamétre de G, noté diam(G), est égal a
max{e(v),v e V} et le rayon de G, noté rad(G), est égal a min{e(v),v e V}.
Les sommets centre de G sont les sommets dont I’excentricité est égal au rayon
de G.

Pour le graphe illustré dans la figure «FIG 1.1», d(1,5)=2,
diam(G) = 2,rad(G) = 2.

1.1.7 Concept de minimalité, maximalité, minimum et maximum

Un sous ensemble S de V est dit minimal par rapport a une propriété P s’il
n’existe pas un sous ensemble S’ < S tel que le sous graphe induit par S’ vérifie
la propriété P. Un sous ensemble S de V est dit maximal par rapport a une
propriété P s’il n’existe pas un sous ensemble S’ tel que S < S’ tel que le sous
graphe induit par S’ vérifie la propriété P.

Un sous ensemble S de V est dit minimum ou de taille minimale par rapport
a une propriété P s’il n’existe pas un sous ensemble S’ € V tel que le sous
graphe induit par S’ vérifie la propriété P et |S'| < |S|.Un sous ensemble S de
V est dit maximum ou de taille maximale par rapport a une propriété P s’il
n’existe pas un sous ensemble S’ S V tel que le sous graphe induit par S’
vérifie la propriété P et |S'| > |S].

12



1.1.8 Stabilité :

Soit un ensemble S €V de sommets, si les sommets de S ne sont pas
adjacents deux a deux, I’ensemble S est dit un stable ou indépendant. Le cardinal
minimum (resp. maximum) d’un ensemble stable maximal est le nombre de
stabilité inférieur noté i(G) (resp. le nombre de stabilité supérieur noté Bo(G)).

1.2 Graphes particuliers

1.2.1 Graphe complet

Le graphe complet d’ordre n, noté K, est le graphe simple dans lequel tous

les sommets sont de degré n - 1. Ainsi, deux sommets quelconques de K,, sont
adjacents. La figure « FIG 1.3 » donne quelques exemples de graphes complets.

® o—©

K1 K> K3 K4
FIG 1.3 : Exemple des graphes complets

1.2.2 Graphe complémentaire

Le graphe complémentaire de G = (V,E), noté G = (V,E), est le graphe
dont I’ensemble des sommets est exactement V et I’ensemble des arétes est
I’ensemble complémentaire de E par rapport aux arétes de la clique a | V|
sommets, c'est-a-dire pour toute aréte e

ecE=eeE(K)\E.
1.2.3 Graphe connexe

Considérons I’ensemble des sommets d’un graphe G = (V,E), la relation
binaire C appelée relation de connexité, définie par xCy < il existe une chaine
de x a y est une relation d’équivalence.

e Dans un graphe G, on appelle classe connexe tout sous ensemble de
sommets qui forment une classe d’équivalence de la relation de

13



connexité, une composante connexe est un sous graphe maximal qui
engendre une classe connexe.

e Un graphe est connexe, s’il ne posséde qu'une seule composante
connexe.

1.2.4 Graphe k-parti

Un graphe G = (V,E) est dit k-parti s’il existe une partition de V en
k sous-ensembles V;,V;, ...V telle que chacun des V; soit un stable. On appelle
graphe biparti si k = 2. Un graphe biparti complet est un graphe biparti ayant
la propriété suplémentaire que pour tout sommet v € V; et pour tout u e V,, on
auvek. Sil|Vi|=p et|V,]=q alors le graphe biparti complet est noté Kpq.
Quelques exemples de graphes bipartis sont montrés dans la figure « FIG 1.4 ».

K3 Ka3 K33

FIG 1.4 Exemple de graphes bipartis complets

1.2.5 Arbre et forét

e On appelle arbre, un graphe connexe et sans cycle. Il comporte exactement
(n — 1) arétes. On appelle feuille d’un arbre, tout sommet de degré 1, dit
aussi sommet pendant.

FIG1.5:Unarbre T

14



e Un graphe sans cycle qui n’est pas connexe est appelé forét (chaque
composante connexe est un arbre).

FIG 1.6 : Une forét

e On appelle étoile, et on note par Ky ,, ’arbre a n + 1 sommets ayant
n feuilles. Un exemple d’une étoile est montré dans la figure « FIG 1.7 »

n sommets
FIG 1.7 : L’étoile Kl,n

1.2.6 Isomorphisme de graphes

Deux graphes G = (V,E) et G' = (V',E") sont dits isomorphes s’il existe
une application bijective ¢ de V sur V' telle que pour tous sommets u, v € V,
uv € E si et seulement si ¢ (u)p(v) € E'.

FIG 1.8 : Graphes isomorphes

15



1.3 Quelques opérations sur les graphes

1.3.1 Produit carré (cartésien)

Le produit cartésien de deux graphes G et H, noté GLIH, est un graphe dont

les sommets sont les paires ordonnées (x,y) ou x € V(G) et y € V(H). Deux
sommets (u, v) et (x, y) sont adjacents si et seulement si u = x et v est adjacent a
ydans H,ouv = y etu estadjacent 4 x dans G.

Exemple 1.3.1 Le graphe illustré dans la figure « FIG 1.9 » est le produit
cartésien de la chaine P; par la chaine Ps.

T

®- @ ®— O— ®

P
FIG 1.9 : Le produit cartésien de la chaine P; par la chaine Ps.

1.3.2 Produit croisé (tensoriel)

Le produit tensoriel ou croisé de deux graphes G et H, noté par G X H, est
le graphe dont les sommets sont les paires ordonnées (x,y) ou x € V(G)
et y e V(H). Deux sommets distincts (u,v) et (x,y) sont adjacents si et
seulement si u €eNg(x) et v eNy(y).

Exemple 1.3.2 Le graphe illustré dans la figure « FIG 1.10 » est le produit
tensoriel de la chaine P; par la chaine Pc.

P5

FIG 1.10 : Le produit tensoriel de la chaine P par la chaine Ps. iy



1.3.3 Produit complet (fort)

Le produit fort de G et H, noté par G [XI H, est le graphe dont les
sommets sont les paires ordonnées (x,y) ou xeV(G) et yeV(H).

L’ensemble des arétes est I'union de E(GOH) et de E(G x H), cest-a-dire,
E(GXH) = E(GOH) UE(G x H).

Exemple 1.3.3 Le graphe illustré dans la figure « FIG 1.11 » est le produit fort
de la chaine P; par la chaine Ps.

P
FIG 1.11 : Le produit fort de la chaine P; par la chaine P.

1.4 Domination dans les graphes
1.4. 1 Historique

Bien que I’étude mathématique des ensembles dominants a commencé dans
les années soixante, le sujet trouve son origine en 1862 dans les jeux d’échecs
quand De Jaenisch [12] étudia le probléme de la détermination du nombre
minimum de reines a placer sur un échiquier n X n de sorte que chaque case
soit occupée par une reine ou peut étre occupée en un seul mouvement par I’une
d’elles. Tout en sachant que les régles du jeu des échecs permet a une reine de se
déplacer a travers les cases horizontalement, verticalement ou diagonalement.
Pour un échiquier 8 X 8, cinq est le nombre minimum de reines qui dominent
toutes les cases de 1’échiquier. Dans ce cas, le probléme est appelé < le
probléme des cinqg reines > qui est a I’origine de 1’étude mathématique de la
domination.
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En 1892, Ball [1] a traité la question de De Jaenish en considérant d’autres
conditions supplémentaires.

En 1964, les fréres Yaglom [29] étudicrent les problémes posés par De
Jaenish et Ball. L’appellation <« coefficient de stabilité externe > fut introduite
par Berge [3] pour définir le nombre de domination et en 1962, Ore [25] fut le
premier a employer les termes < ensemble dominant > et <« nombre de
domination > qu’il nota d(G).

L’étude moderne de la domination a débuté aprés I’apparition de ’article de
Cockayne et Hedetniemi [8] en 1977. Les auteurs de [8] ont été les premiers a
utiliser la notation y(G) pour désigner le nombre de domination.

1.4.2 Domination standard

Soit G = (V,E) un graphe simple. Un sous-ensemble de sommets S S V
est un dominant de G si tout sommet de V — S est adjacent a au moins un
sommet de S. Un ensemble dominant S d’un graphe G est minimal si
AS' c S tel que S soit un dominant. Le nombre de domination inférieur y(G) et
le nombre de domination supérieur I'(G)de G sont respectivement les
cardinalités minimum et maximum d’un ensemble dominant minimal sur G. Un
ensemble dominant minimal de G de cardinalit¢ minimum est appelé
y-ensemble, et un ensemble dominant minimal de G de cardinalité maximum est
appelé I'-ensemble.

Par exemple dans la figure « FIG 1.12», I’ensemble S = {u,v} est un
y-ensemble et ’ensemble S = {w, x, y, z} est un I'-ensemble.

Dans la littérature, on trouve d’autres définitions équivalentes aux ensembles
dominants dans un graphe :

e Un ensemble S € V est un ensemble dominant de G si pour tout
sommet v de V, |N[v]NS| = 1.

e Un ensemble S € V est un ensemble dominant de G si pour tout
sommet vde V- S Nw)NS = 0.

e Un ensemble S € V est un ensemble dominant de G si pour tout
sommetvde V- S, |INv)NS| = 1.

e Unensemble S € V estun ensemble dominant de G si N[S] = V.

w y

FIG 1.12 : Un graphe G avec y(G) =2 et I'(G) = 4
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1.4.3 Exemples concrets sur la domination

1) Considérons, un graphe d’une carte géographique ou les sommets sont les
localités et les arétes sont les routes entre deux localités différentes, on
suppose qu'un gardien d’une localité protége ses voisins et lui-méme,
nous cherchons le nombre minimum de gardien pour protéger toutes les
localités. Pour résoudre ce probléme, il suffit de déterminer un dominant
minimum dans ce graphe.

2) Chercher le nombre minimum de policiers qu’on peut les placer pour
controler tous les ronds-points d’une ville, revient a déterminer un
dominant de cardinalit¢ minimum dans le graphe correspondant & cette
ville dont les sommets sont les ronds-points, et les arétes sont les liens
entre les ronds-points.

1.4.4 Quelques invariants de domination

On dénombre actuellement plusieurs types de domination et beaucoup de
références dans le domaine de domination dans les graphes. Pour un apergu

détaillé, le lecteur peut consulter les deux livres remarquables de Haynes,
Hedetniemi et Slater ([19], [20]).

Indépendance :

Comme vu précédemment, un ensemble S de sommets est dit stable (ou
indépendant) si les sommets de S sont non adjacents deux a deux. Le nombre de
stabilité¢ inférieur (nombre de domination stable) i(G) et le nombre de stabilité
supérieur f3(G) de G sont respectivement les cardinalités minimum et
maximum d’un ensemble stable maximal dans G.

Par exemple dans la figure « FIG 1.12 » i(G) = 3 et f,(G) = 4.

Comme tout stable maximal est un ensemble dominant minimal [2], on a :

¥(G) < i(G) < Bo(G) = I'(G).
Efficacité :

Un ensemble dominant S de G est dit efficace si pour tout
sommet v € V, |[N[v]NS| = 1, ¢’est-a-dire que tout sommet est dominé par un
unique sommet de S.

Notons qu’un ensemble dominant efficace n’existe pas toujours puisque le
cycle Cs ne posséde pas d’ensemble dominant efficace.

Par ailleurs, si un graphe G possede un ensemble dominant efficace S, alors
tout ensemble dominant efficace de G a le cardinal de S qui est forcément y(G).
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Irrédondance :

Un sous-ensemble S < V est dit irrédondant si pour tout sommet x € S on
a, N[x] = N[S—{x}] # @. Dans ce cas, ’ensemble N[x]— N[S — {x}] est
appelé le voisinage privé de x relatif a S. Le nombre d’irrédondance inférieur
ir(G) et le nombre d’irrédondance supérieur IR(G) de G sont respectivement
les cardinalités minimum et maximum d’un ensemble irrédondant maximal
dans G.

Par exemple dans la figure « FIG 1.12 » ir(G) = 2etIR(G) = 4.

Comme tout ensemble dominant minimal est un ensemble irrédondant
maximal de G [8], nous avons la célébre chaine d’inégalités de Cockayne,
Hedetniemi et Miller [20] qui relie les six paramétres de domination pour tout
graphe G :

ir(G) < y(G) < i(G) < Bo(G) < I'(G) < IR(G)

1.4.5 Complexité du probléme de domination

Dans cette section, on omettra les rappels relatifs a la théorie de la
complexité algorithmique. Pour plus de détails, le lecteur peut se référer aux
livres de Sakarovitch [28], Garey et Johnson [18] et Papadimitriou [26].

Soit G = (V,E) un graphe d’ordre n. Le probléme de décision [10] associé
au probléme de recherche d’un ensemble dominant minimum est donné par :
Ensemble dominant
Instance : Un graphe G = (V,E) d’ordre n et kun entier positif, k < n.
Question : Existe-il un ensemble dominant de G de cardinal < k ?

Par la réduction du probleme "3-SAT" au probléme "Ensemble dominant”,

David Johnson montre que le probléme de I’Ensemble dominant est
difficile.

Théoréme [18] Le probleme "Ensemble dominant” est difficile.

Le probléeme "Ensemble dominant” reste difficile pour la classe des graphes
bipartis [13] et les graphes triangulés [5]. Néanmoins, il est polyndmial pour la
classe des arbres avec un ordre de complexité égal a O(n) [7].
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CHAPITRE II
FONCTION BROADCAST DANS LES GRAPHES

Dans ce chapitre, nous présentons les notions de fonctions broadcasts dans
les graphes et les résultats établis sur ces fonctions broadcasts. Nous énongons
aussi quelques invariants des broadcasts et les liens qui les relient.

2.1 Notions fondamentales sur les fonctions broadcasts

Soit G = (V, E) un graphe non trivial connexe.

Définition 2.1.1

Une fonction f définie sur ’ensemble de V — [0,..,diam(G)] telle que
f(v) < e(v) pour tout sommet v de G est appelée une fonction broadcast sur
G. Un sommet v pour lequel f(v) > 0 est un sommet f-dominant ou sommet
broadcast, et I’ensemble f-dominant est V" (G) = {v € V(G) : f(v) > 0}. il
n’y a pas risque de confusion, on note par Vf+au lieu de Vf+ (@).

Définition 2.1.2
Une fonction broadcast fest dominante sur G est une fonction broadcast f
dans lequel chaque sommet est f-dominé par au moins un sommet dans Vf+.

Autrement dit, une fonction broadcast f est dominante si pour
tout veV,H(v) = 1.

Remarque 2.1.3

S’il existe un sommet v avec f(v) = diam(G) alors, f est une fonction
broadcast dominante. Ainsi, il n’est pas nécessaire de considérer des fonctions
broadcasts dominantes avec des sommets de cofit supérieur au diam(G).

Remarque 2.1.4

Un sommet f-dominant v f-domine chaque sommet u avec
d(u,v) < f(v), et les sommets dans V — Vf+ ne f~dominent aucun sommet
de G. On dit que tout sommet u € Vf+ est un sommet broadcast. Si u € Vf+ ,

veVetduv) < f(u), ondit que le sommet v peut atteindre un broadcast a
partir de u. L ensemble des sommets que v € V peut atteindre est défini par :

Hw)={ueV/: duv) < f(u)}
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Exemple 2.1.5

Dans la figure « FIG. 2.1 », le sommet u est un sommet broadcast et
Hw) = Hw) = {ujetH(y) = H(z) = {x}.

FIG. 2.1 : Les sommets u et x sont des sommets f-dominants et Vf+ = {u, x}

Définition 2.1.6

Pour une fonction broadcast f, un sommet u qui est f-dominé par un
sommet v est un f-voisin de v. L’ensemble des f-voisins de v est le
f-voisinage de v et il est noté par N¢[v]. Si SC Vf+, alors N¢[S] = Uyes Nr[V].
Le f-voisinage de f est N¢[V;"].

Remarque 2.1.7

Notons que u est un voisin de v si et seulement si v est un voisin de © mais,
il est possible que u soit un f-voisin de v sans que v le soit pour u. En effet, le
graphe illustré dans la figure « FIG.2.2 » avec f(u) = f(w) = 0 et f(v) =1
montre que u est un f-voisin de v, mais que v n’est pas un f-voisin de u.

O ® ®

FIG. 2.2 : Le sommet u est un f-voisin de v, le sommet v n’est pas un f-voisin de u.

Définition 2.1.8
Un sommet u est un f~voisin privé de v si u est f~dominé seulement par v.
Pour un sommet v € l/}+, le f-voisinage privé png[v] est I’ensemble des

f-voisins privés de v. Si v € pns[v], alors on dit que v est son f-voisin privé
propre. Pour S < Vf+, on définit ’ensemble des f-voisins privés de S par
PN¢[ST= N¢[S] —Nf[Vf+— S].

22



Définition 2.1.9

Soit f une fonction broadcast sur un graphe connexe G et
o(f) =2yey f(v). Une fonction broadcast f d’un certain type (domination ou
autre) est minimale (resp. maximale) s’il n’existe pas une fonction broadcast
g # f tel que pour tout sommet veV , g(v) < f(v) (rtesp g(v) = f(v))

avec a(g) <a(f)@esp a(g) > a(f)).

Proposition 2.1.10 [16]
Soit f une fonction broadcast dominante minimum sur un graphe connexe G.
Alors Vf"’ = {v} siet seulement si f(v) = e(v) = rad(G).

Définition 2.1.11

Le nombre de fonctions broadcast domination y,(G) est la valeur
minimum de o(f) sur toutes les broadcasts dominantes de G.
Une fonction broadcast dominante f sur G pour laquelle o(f) = y,(G) est la
valeur minimum de o(f) sur toutes les broadcasts dominantes de G est dite
fontion broadcast dominante minimum sur G. Le nombre de broadcast
domination supérieur I}, (G) est égal au colit maximum d’une fonction broadcast
dominante minimale sur G.

Exemple 2.1.12 Le nombre de broadcast domination et le nombre de
broadcast domination supérieur du graphe illustré dans la figure « FIG. 2.3 »
valent respectivement : y;,(G) =2 et I},(G) = 3.

1

® -
®o

1 0
FIG. 2.3 Un graphe G avec y,(G) =2 et I},(G) =3

Exemple 2.1.13 [27]: Pour illustrer ces concepts, considérons le graphe
G = (V,E) de diametre 4 sur la figure « FIG 2.4 ». Les figures FIG 2.4(b) et
2.4(c) illustrent deux fonctions broadcasts dominantes f et g, ou 1’ensemble
f-dominant est Vf+ = {s,v,y}, et ’ensemble g-dominant est V;*= {t,z}. Les
sommets f-domine par s sont: t,u,w,x et son f-voisinage
Ne[s] ={s,t,u,w,x}, mais s ne g-domine pas tous les sommets.
Aussi, [He(u)| = 3,|Hp(x)| = 2, |He(z)| = 2 et |He(r)] = 1 pour tout
sommet re {s,t,v,w,y}. La fonction f a oa(f) =f(V) = 4 alors que
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g(g) = g(V) = 3. En fait, il n’est pas difficile de voir que y,(G) = 3 et g est
un y,-broadcast.

St u v 2 0 0 ] o 2 0 0
w x B z 0 0 1 0 0 0 0 1
Graphe G Broadcast f sur G Broadcast gsur G
(a) (b) (c)

FIG 2.4 Deux fonctions broadcasts dominantes

Exemples concrets sur le broadcast

Une application de la broadcast de domination est la localisation de stations
radio FM dans une zone donnée, ou les sites a localiser sont les sommets d’un
graphe représentant la zone en question. En fait, les stations radio FM se
distinguent par leurs fréquences de transmission et par leurs ERP (radiated
effective power), et un transmetteur avec une grande ERP peut transmettre loin
mais sa construction et son fonctionnement sont plus cofiteux. Il est alors
pertinent de minimiser la somme des ERP qui correspond a la minimisation du
colit du broadcast de domination c.-a-d. a la recherche de y,(G).

Une caractérisation de la minimalité d’un broadcast dominant peut étre
formulée en termes de f~voisins privés des sommets /~dominants.

Théoréme 2.1.14 [15]

Soit une fonction broadcast dominante f sur un graphe G. Alors, f est
minimale si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
1. Chaque sommet v vérifiant f(v) = 2 aun f-voisinage privé qui est a
distance f(v) de v.

2. Chaque sommet v vérifiant f(v) = 1aun f-voisinage privé dans N[v].

Soit G = (V, E) un graphe connexe non trivial et f;: V —{0, 1} la fonction
caractéristique d’un ensemble S C V.
Remarque 2.1.15

1. La fonction caractéristique f; d’un ensemble dominant minimal S dans un
graphe G est une fonction broadcast dominante minimale et donc y,(G) < y(G)
2. Soit u €V, et soit f,, : V =[0...diam (G)] la fonction définie par :

fu(v):{e(u) siu=v

0 sinon
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La fonction broadcast f;, est dominante minimale, puisque chaque sommet
est f-dominé paru. Si u est un sommet centre de G clest-a-dire
e(u) = rad(G), alors on dira que la fonction broadcast f;, est une fonction
broadcast radiale, et si e(u) = diam(G), alors on dira que la fonction
broadcast f;, est une fonction broadcast diamétrale.

2
4
(a) Fonction broadcast (b) Fonction broadcast
radiale diamétrale

Proposition 2.1.16 [15]
Si f est une fonction broadcast dominante minimale sur un graphe connexe
G et |Vf+| > 2, alors pour chaque sommet v, f(v) < e(v).

Observation 1 [14]
Pour tout graphe G,

Yp(G) <min {y (G), rad (G)} < max {I'(G), diam (G)} <T(G).

2.2 Résultats fondamentaux

Pour tout graphe G et tout entier k avec 1 < k < rad(G), le nombre de
k-distance domination, noté y;(G), est la plus petite cardinalité d’un ensemble
de sommets S de G tel que tout sommet de G est a distance au plus k d’au moins
un sommet de S.

Proposition 2.2.1 [16]
Pour tout graphe G,

Yp(G) <min {ky,(G) : 1< k <rad (G)}.

Notons que le résultat de la Proposition 2.2.1 produit une meilleure borne
pour ¥3,(G) que celle de I’Observation 1, car si k = 1(resp. k = rad(G)), on
obtient y;,(G) <y(G) (resp. y,(G) < rad(G)).

Pour tout entier positif ¢ = 3, on appelle éroile et on note par Ky, 1’arbre
a t sommets pendants reliés a I’'unique sommet de degré t. Le graphe de la

figure FIG 2.5 (a) représente I’étoile K; 4. On appelle graphe subdivisé d’un
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graphe G le graphe S(G) obtenu en insérant un sommet sur chaque aréte de
G (voir figure FIG 2.5(b)). Considérons S(K; .) le graphe subdivisé de I’étoile
K;¢+out = 2 est entier. Pour un entier positif k, soit Hy le graphe obtenu en
joignant un sommet pendant de S(K; ;4f) @ un sommet pendant de la chaine
Py (voir figure « FIG 2.6 »).

®
o # ® o— @ @ ]
o
FIG 2.5 (a) représente 1’étoileK; , FIG 2.5 (b) Graphe subdivisé d’un grapheK; 4

0 0 0 0 0 0 0 10
@ @ @ ® @ o—©® ®
v

FIG 2.6 : Le graphe H,

Alors I'(Hy) = 2k + 3 et diam (Hy,) = 2k + 4, donc, max {T'(Hy), diam (Hy)}
=2k + 4. Soit v Dextrémité de P, qui est extrémité de Hy. Soit la fonction
broadcast f: V(H,) - {0,1,2k + 2}définie par f(v) = 2k + 2,
f(x) = 1pour tout extrémité de Hj, distincte de v et f{x) = 0 pour tout autre
sommet. Alors f est une fonction broadcast dominante minimale sur Hj de
colt 3k + 3etl}(Hy)>3k + 3, eton ale résultat suivant :

Observation 2 [14]
Pour tout graphe Hy,

Iy, (Hy) — max{T'(Hy), diam(H,)} = k — 1.
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Dans [16], Erwin résoud le probleme d’existence d’un graphe G avec
Yp (G) <min {k y4(G):1 < k < rad(G)}, par théoréme suivant :

Théoréme 2.2.2 [16]
Pour tout entier positif k, min{t y:(Hy) : 1 <t <rad (Hy,)} —y,(Hy) > % — L

Les graphes G vérifiant y,=rad(G) sont fondamentaux pour 1’étude des
Yp-broadcasts. Les trois propositions suivantes, dont deux sont des
caractérisations de ces graphes, le montrent :

Proposition 2.2.3 [16]
Soit f un y;-broadcast sur un graphe G. Alors Vf+ = {v} si et seulement si
f(w) = e(v) = rad(G).
Proposition 2.2.4 [16]
Soit G un graphe et f un yj,-broadcast sur G. Si ver+, alors

f @) =ys((N¢[v])) = rad((N; [v])).

Proposition 2.2.5 [16]
Soit G un graphe. Alors y,(G) = rad(G) si et seulement si

minf{kyy(G):1 < k < rad(G)} =rad(G).

En général, il n’y a aucune relation entre le nombre de broadcast domination
d’un graphe et le nombre de broadcast domination de ses sous-graphes, méme si
le sous-graphe est induit. En effet, considérons un graphe G d’ordre n > 4 tel
que le degré maximum A(G) = n — 2. Puisque aucun sommet de G n’est
adjacent a tous les sommets du graphe G, alors y,(G) > 2. Soit H le graphe
obtenu en joignant un nouveau sommet a tous les sommets de G, Alors
¥p(H) = 1. Donc dans ce cas, G S H, bien que y,(G) >y, (H). Cependant, le
théoréme suivant montre que cette relation n’est pas vraie en général :

Théoréme 2.2.6 [16]
Si H est le graphe subdivisé d’un graphe G, alors y3,(G) < y3(H).
Soit G un graphe. Pour tous entiers k > 0, on appelle graphe k-subdivisé

du graphe G le graphe obtenu a partir de G en insérant k sommets sur chaque
aréte de G. Pour tous entiers k > Oet t > 3, on note par Sy le graphe

k-subdivisé du graphe r-étoile K. Le centre de Sj. est I'unique sommet
c de Sy I’excentricité e(c) = rad(Sy.) = k + 1.
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Un graphe G est yp-radial si y,(G) = rad(G). En 2001, Erwin [15] a
montré que le graphe est y,-radial pour k = 0 ett > 5 puis a conjecturé que
le résultat reste vrai pour t €{3, 4}.

Soit P une chaine diamétrale d’un arbre T (i.e. P est de longueur maximale).
Un ensemble M des arétes de P est un ensemble P-partition si les extrémités de
chaque aréte dans M sont de degré 2 dans T.

Le probléme de caractérisation des arbres radiaux a été posé par Dunbar,
Erwin, haynes et Hedetnieni dans [14], mais résolu par Herke et Mynhardt.
Théoréme 2.2.7 [23, 24]

Un arbre T est radial si et seulement si T n’admet pas d’ensemble P-partition
non vide.

Un yj,-broadcast f est un y,-broadcast tres efficace si et seulement si f est
un yj,-broadcast avec un nombre minimum de sommets broadcast. Un résultat se
déduisant directement du Théoréme 2.2.7 est :

Corollaire 2.2.8 [23, 24]

1. Soit f un y,-broadcast trés efficace d’un arbre T a s sommets broadcasts.
Alors v, (T) = rad(T) —|3|

2. Pour un arbre T, si M un ensemble P-partition de cardinal maximum m.
Alors y,(T) =rad(T) ~I%J

2.3 Bornes inférieures du nombre de broadcast domination

D. Erwin détermina la méme borne inférieure établie pour le cas du nombre
de domination et montre qu’elle reste valable pour le nombre de broadcast
domination.

Théoréme 2.3.1 [16]

Si G est un graphe connexe non trivial, alors : v, (G) = [M]

Théoréme 2.3.2 [16]
Pour tout entier n = 2, d’une chaine B, : y,(P,) =v(B,) =E]
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e Puisque diam(G) = rad(G), une borne inférieure en termes de rayon, a
ét¢ déterminée par Bresar et Spacapan pour le nombre de broadcast
domination.

Théoréme 2.3.3 [6]
Si G est un graphe connexe, alors : y3,(G) = [

2ra?c,l (G)].

n , .
Pour tout graphe connexe G d’ordre n, [5] est une borne supérieure de son
nombre de broadcast domination.

Théoréme 2.3.4 [24]
Pour tout graphe connexe G d’ordre n, y3,(G) < E]

I1 existe d’autres bornes qui dépendent du rayon. Pour un y;-broadcast f
notons par :

M =max{f(x) : xeV;}.

Lemme 2.3.5 [15]
Soit G un graphe et f un y,-broadcast sur G. Alors :

rad(G) <2y,(G)+ ]Vf+|— M - 1
Du lemme 2.3.5, nous obtenons immédiatement le résultat suivant :

Théoréme 2.3.6 [15]

Soit G un graphe et f un y,-broadcast sur G. Alors :
rad(G)+M+1-|V{|
7(6)= | |

2.4 Nombre de broadcast domination du produit de deux
graphes

2.4.1 Produit carré (cartésien)

Il est facile de voir que dgog((u, x), (v,y)) = dg(u,v) + dy(x,y) et donc :
rad(GOH )= rad(G) + rad(H), alors :
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v(GO H) < rad(GO H)= rad(G) + rad(H) < 2 (yy (G)+ vy (H))

2.4.2 Produit croisée (tensoriel)

Pour deux graphes G et H, Bresar et Spacapan ont déterminé une borne
supérieure pour le nombre de broadcast domination de G X H.

Proposition[6] Soit X = G X H est le produit croisée de G et H, alors :

3y,(G) sirad(G) > rad(H)

¥p(G XH) S{Bmin{)/b(G),Vb(H)}‘*‘l sirad(G) = rad(H)

2.4.3 Produit complet (fort)

Proposition [6] Soit X = G X H est le produit complet de deux graphes G
et H, alors :

v5(6 RH)<> max {y,(G),v5(H)}.

2.5 Graphes avec un petit nombre de broadcast domination

Une caractérisation connue des graphes G connexes de nombre de
domination y(G) = 1 si et seulement si rad(G) = 1. Les graphes avec un
nombre de broadcast domination égal a 1 admettent une caractérisation
identique :

Proposition 2.5.1 [16]
Soit G un graphe. Alors : y,(G) = 1 si et seulement si : rad(G) = 1.

Les graphes avec un nombre de broadcast domination égal a 2 se
caractérisent aussi en fonction du rayon :

Théoréme 2.5.2 [16]

Soit G un graphe. Alors y;,(G) = 2 si et seulement si :
min{rad(G),y(G)} = 2.

Cependant, Erwin [16] propose des exemples pour montrer qu’il existe :

(1)  une infinité de graphes y,(G) = 2 = rad(G) < y(G). Il suffit de
considérer les graphes S(K; ,), n = 3, pour lesquels on a :
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Yb(S(Kl,n)) = Tad(S(Kl,n)) = 2et Y(S(Kln)) = n.

FIG 2.7: Le graphe S(X;,),n = 3

(i1)  une infinité de graphes G avec y,(G) = 2 = y(G) < rad(G). 1l
suffit de considérer les graphes G, obtenus en insérant 2 sommets sur
chaque aréte du graphe multiple a 2 sommets reliés par n arétes,n > 1,
pour les quels on a y,(G,)=y(G,) = 2 etrad(G,) = 3.

FIG 2.8 : Le graphe G,

(1) une infinité¢ de graphes G avec y,(G) = 2 = y(G) = rad(G). 1l
etn, e N,n;>2 pourtout i,1 < i < t, pour lesquelson a :
147) ([<n],n.7 ..... nt) = V(Knl,nZ ..... nt) = rad(KnI,nZ,...,nt) =g,

Il déduit de (i) qu'un graphe avec y,(G) = 2 peut avoir un nombre de
domination aussi grand que 1’on voudrait. De (ii), il se posa la question sur la
borne supérieure de rad(G) pour les graphes G avec y,(G) = 2. Il y répondit par
cette conséquence du Théoréme 2.5.2
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Proposition 2.5.3 [16]

Si G est un graphe avec y,(G) = 2, alors :
lrad(G) = 2, oy,
2.rad(G) = 3et y(G) = 2.

Une autre conséquence du Théoréme 2.5.2 est la suivante :

Proposition 2.5.4 [16]

Si G est un graphe et min{rad(G),y(G)} = 3, alors y,(G) = 3.
Erwin résuma la Proposition 2.5.1, le Théoréme 2.5.2 et la Proposition 2.5.4
par :
Proposition 2.5.5 [15]

Soit G un graphe. Si min{rad(G),y(G)} = k, ou 1 < k < 3, alors
Yp(G)= k.

Erwin montra que le résultat de la Proposition 2.5.5 n’est pas vérifié lorsque
min{rad(G),y(G)} = 4 (au cas k = 4). Il considéra le graphe G obtenu en
joignant une extrémité de S(K; ) a une extrémité de P; (voir figure « FIG 2.9 »)
et il montra que y,(G) = 3 et min{y(G),rad(G)} = 4.

FIG 2.9 : Un graphe G avec y,(G) =3 et min{y(G),rad(G)} = 4

2.6 Invariants dans des broadcasts

Dans [14], Dunbar et al. Définirent et étudierent d’autres parameétres liés aux
broadcasts appelés broadcasting invariants. Nous citerons dans cette partie
I’essentiel des résultats obtenus :
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2.6.1 Broadcast indépendant :

Une fonction broadcast f est dite indépendante si pour tout sommet ver+,
Ne[v] n Vi = {v}, ou encore [H(v)| = 1.

Le colit maximum d’une fonction broadcast indépendante de G, noté par
By(G), est le nombre de broadcast d’indépendance, et le nombre broadcast

d’indépendance inférieur, noté i,(G) est égal au colit minimum d’une fonction
broadcast indépendante maximale de G.

L’observation suivante découle de la définition d’une fonction broadcast
indépendante.

Observation 2.6.1
v x, yeVit, d(x,y) > max(f (x), f ().

Par exemple dans la figure suivante, on a :

f)=f@) =1,dxy) =2>max(f(x),f() =1

Comme les deux fonctions broadcast radiale et broadcast diamétrale sont des
fonctions broadcasts indépendantes maximales, on déduit les inégalités
suivantes [14] :

ip(G) < rad(G) < diam(G) < Bp(6).

Soit M un sous-ensemble de sommets de G tel que pour toute paire de
sommets u et v de M, d(u, v) = diam(G), et soit u(G) la cardinalité maximum
d’un tel sous-ensemble de G. La proposition suivante montre que la borne
inférieure sur B, (G) peut étre améliorée :

Proposition 2.6.2 [14]

Pour tout graphe G,
Br(G) = u(G)(diam(G) — 1) = 2(diam(G) — 1)

et cette borne est atteinte.
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Preuve :

Pour tout sommet v e M, soit f(v) = diam(G) - 1 et pour tout sommet
ueV- M, soit f(u) = 0. Alors f est une fonction broadcast indépendante ce
qui implique que B,(G) = u(G)(diam(G) — 1). Ensuite, nous montrons que
I’étoile subdivisée T =S(K; ¢) avec t = 2 atteint la borne.
Notons d’abord que diam(T) = 4 et u(T) = t, nous venons de montrer que
B»(G) = 3t. Pour voir que B,(G) < 3t, soit f une fonction broadcast
indépendante maximum de 7. Si f(v) = 4 pour une v € Vf+ alors Vf+ = {v}
et o(f) = 4 < 3t. Ainsi on suppose que f(v) < 3 pourtout v e V™.
Soit xle centre de T noté que f(x) < e(x) = 2

e si f(x) = 2,alors f(u) = 0, pour tout u e V-{x}.

e si f(x) = 1, alors f(u) = 0, pour tout ueN(x) et f(v) < 1pour

tout ve V- N[x].

Dans les deux cas o(f) < 3t, par conséquent f(x) = 0. Etant donné que tout

au plus un sommet d’une feuille et son support est dans Vf+, il est claire que
Vif| < t et par conséquent, o(f) < 3t. Donc on a bien o(f) = S,(G) = 3t.

Notons que la fonction caractéristique f; d’un ensemble S indépendant
maximal dans un graphe G est une fonction de broadcast indépendante, et donc
I(G) < Bo(G) < Py(G), mais f; n’est pas nécessairement une fonction
broadcast indépendante maximale. En effet, considérons la chaine P, : (v;, v,
v;, vy) de la figure FIG. 2.10 Si on affecte aux sommets les poids :
f(v) = f(vy)=1et f(vy) = f(vs) =0 (voir la figure FIG (a)), alors f estla
fonction caractéristique d’un ensemble indépendant maximal. f est aussi une
fonction broadcast indépendante et une fonction broadcast dominante minimale.
Mais cette fonction n’est pas une fonction broadcast indépendante maximale,
puisque la fonction g définie par :

g;) = gy = 2 et g(vy) = g(vs) = 0 (voir la figure FIG (b)) vérifie
gu) =z f(uw)vu.

(a) (b)

FIG 2.10 Fonctions broadcasts indépendantes
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Dans ce qui suit, lorsque deux parameétres 6 et 7 sont incomparables, nous
écrirons brievement 6 ¢ 7.

Notons que ni y(G) ni i(G) n’est comparable a i, (). En effet, Dunbar et al.
montrérent que pour la chaine Pg, ona y(Pg)=1i(Pg) = 2 < 3 = iy(Pg), alors
que pour le graphe S(Ky +), ona y(S(K1¢)) = i(S(K1e)) = t > 2 = ip(S(Kyp)).
Nous pouvons regrouper toutes ces remarques :

Pour tout graphe G,

() v(G) =i(G) = Bo(G) = Bp(G),
(i) {y(6),i(G)} 0 iy(G).

Dans [14], les auteurs étudierent I’extension de la chaine d’inégalités

o ¥(6) < i(G) < Bo(6) < I(G),
a Savolr S1

Yp(G) < ip(G) < Bp(G) <Tp(G)

est satisfaite. L’inégalité du milieu provient des définitions de i, et f.
L’inégalit¢ de droite n’est pas vraie en générale  puisque
Bp(Ps) = 4 >Tp(Py) =3

et Bp(PG) = 4 <TI,(PG) = 5 ou P, est la chaine d’ordre 4 et PG est le
graphe de Petersen (voir figure FIG 2.11).

FIG 2.11 : Graphe de Petersen

La relation entre les deux invariants y,(G) et i,(G) est donnée par le
Théoreme suivant :
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Théoréme 2.6.3 [16]

Soit f une fonction broadcast indépendante sur un graphe G. Si
Vf+ = {v} alors f est maximale si et seulement si f(v) = e(v). Par ailleurs,

si IVf+| > 2, alors f est maximale si et seulement si les deux conditions
suivantes sont satisfaites :
(1) f est une fonction broadcast dominante et

(i) pourtout v eV, f(v) = min{d(v,u):ueVy — (v}} — 1.

Par ailleurs, S}, et I sont incomparables puisque I'(PG) = 5 > 4 = [,(PG) et

By(Py) =4 > 2 =T(P,). Tous ces résultats se résument dans le corollaire qui
suit

Corollaire 2.6.4 [14]

Pour tout grapheG,
@) vp(G) <ip(G),

(i) By(G) © Ty(G),
(i) By(6)0 T(G),

D’autres relations existent entre les nombres de broadcasts d’indépendance
ip et B, avec le nombre d’indépendance f5,. J. Dunbar et al. Ont énoncé une
chaine d’inégalité entre f3, et les nombres de broadcast d’indépendance.

Proposition 2.6.5 [14]
Pour tout graphe G, i,(G) < rad(G) < [o(G) < Bp(G).

Comme vy, (G) = i (G), de la proposition 2.6.5, on déduit :

Corollaire 2.6.6 [14]
Pour tout graphe G, si y,(G) = rad(G), alors i,(G) = rad(G).

Suite a tous ces résultats, nous obtenons le schéma de comparaison suivant :
y(@) <= i(G) =pG) = TI6G)
Vi 0 LA I'A

Yp(G) < ip(G) =< Bp(G) © T(G)
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2.6.2 Broadcast dominant indépendant

Une fonction broadcast f est dite dominante indépendante si elle est en
meéme temps dominante et indépendante.

Le colit maximum (resp. minimum) d’une fonction broadcast dominante
indépendante minimale de G est appelé nombre de broadcast indépendant de
domination supérieur (resp. nombre de broadcast indépendant de domination), et
il est noté I}, (G) (resp. ¥;p(G)) puisque la fonction caractéristique de tout
ensemble indépendant maximal est une fonction broadcast dominante
indépendante minimale, y;,(G) < i(G) et (G) = By (G).

Notons que si f est une fonction broadcast dominante indépendante
minimale, alors pour toute fonction broadcast g # f qui vérifie g < f, g est
indépendante mais n’est pas forcément une fonction broadcast dominante.

Théoréme 2.6.7 [15]

Si f est une fonction broadcast dominante mais non indépendante de G,
alors 1l existe une fonction broadcast g qui est dominante, indépendante, avec
gV) < f(V), et V;F c V.

Ce théoreme permet d’affirmer que tout graphe G a un y;-broadcast qui est
indépendant, c'est-a-dire y;, (G) = y;,(G), et vérifie la chaine d’inégalités :

Yin(G) < ip(G) < rad(G) < diam(G) < Ty (G).

Concernant une borne supérieure pour le nombre de broadcast d’indépendance
de domination supérieur, on a :

Proposition 2.6.8 [15]
Pour tout graphe G,

Bo(G) =Tip(G) = min{l}(G), Bp(G)}.
Les parametres [;,(G) et T'(G) sont incomparables. En effet, Dundar et al.

Montréerent que, pour le graphe de petersen PG et la chaine P;,, on a
[ip(PG) = 4< 5 =T(PG)etl'(Pyy) = 5 < 9 =diam (Pyy) < Tip(Pio).
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2.7 Complexité algorithmique du broadcast domination

Soit G = (V,E) un graphe d’ordre n. Le probléme de décision [10] associé
au probleme de recherche d’une fonction broadcast dominante minimum est
donné par :

Broadcast dominant
Instance : Un graphe G = (V,E) d’ordre » et un entier positif k, k < n.

Question : Existe-il une fonction broadcast dominante f de G tel que :

Yp(G) = mian(v) <k?

vev

La complexité du probléme de Broadcast dominant est polynomiale en
O(n®) [4] pour la classe des graphes d’intervalles, en O(nr*) [4] pour la classe
des graphes séries-paralléles (r représente le rayon du graphe), en O(nr) [4]
pour la classe des arbres (ou r représente le rayon de I’arbre) et en O(n”) [22]
pour les graphes en général.
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CHAPITRE III

NOMBRE DE BROADCAST D’INDEPENDANCE DANS
QUELQUES CLASSES DE GRAPHES.

Dans ce chapitre nous déterminons le nombre de broadcast
d’indépendance maximum dans le cas ou notre graphe G est une chaine ou un
cycle. Nous définissons ensuite quelques types de chenilles et nous établissons
pour chacune d’elles, soit le nombre de broadcast d’indépendance exact, soit les
bornes inférieure et supérieure qui encadrent ce nombre, dans le cas ou une
valeur exacte ne peut pas étre déterminée.

En littérature, il n’y a pas un grand nombre de travaux dans le domaine.
Cependant, on retiendra les résultats obtenus par Zemir & Bouchmakh [27], sur
la valeur du nombre de broadcast indépendant maximum, S}, pour la grille G, ,,.

Définition : Une grille G, ,, est le produit cartésien de deux chaines_P, et B,,

not¢ Gpn = PpoP,ou2<m<n.
Théoréme [27] : Pour tous nombres entiers m et n,

(2(n—1) sim=2etn =2
2n sim=3etn=3
31’(67”'”):7 2(n+1) sim=4etn=>4

mn

2] sissmsn, (mn) (5 5), 56)

Ce chapitre constitue notre contribution dans le domaine de la fonction
broadcast indépendante dans les graphes.

3.1 Nombre de broadcast d’indépendance dans les chaines.

Erwin a déterminé le nombre de broadcast d’indépendance maximum dans le
cas de chaines. Dans ce paragraphe nous proposons une autre preuve de ce
théoréme d’Erwin [15].

Théoréme 3.1.1 : [15]

Si B, est une chaine, n > 3, alors :

By(B) = 2(diam(P,) — 1) =2(n— 2).
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Preuve :

Soit B, = [x4, x5, ..., %], avec diam(B,) = n — 1. Pour n = 3, il est
facile de voir que S,(P;) = 2.

Supposons que n = 4. D’apres la Proposition 2.6.2, B,(B,) = 2(n — 2)
donc il reste a montrer que 8,(B,) < 2(n — 2).

Supposons, au contraire, que S,(P,) > 2(n — 2), et soit f une fonction
broadcast indépendante maximum, tel que : a(f) = B,(P,).

Posons V;’ = {x,,%i,,...,%;,} dans cet ordre, dans la chaine ( FIG 3.1), il
est claire que [Vff| > 2avec | 2 2, sinon sil =1, [Vff|=1 avec

o(f) = diam(P,) = n- 1. Dans ce cas, on peut trouver une autre fonction
broadcast f’ indépendante, tel que o(f) > o(f) :

, _(n-2 SIV = Xq,Xp
f(v) { 0 sinon

o(f) = 2(n — 2)eta(f') > o(f),sinon2(n — 2) < n—1 - n <3ce
qui est une contradiction avec le fait que : n > 4.

FIG 3.1 Une chaine P,

D’apres 1I’Observation 2.6.1, pour chaque paire de sommets distincts de Vf+
ona:

d(xi,xi,) > max ({(x; ), f(x,)) =d(x;, xi,) >, ) =d(x , xi,) > fxg,) +1
d(xi,, xi,) >max (f(x;,), Ax;,)) =d(x;,, xi,) > fox,) =d(xg,, x;,) > fxg )+1

d(xi,_, xi,) >max(fx,_ ), fxg)—=d(x;,_xi) >R, ) —d(x,_ %) 2, )+
d(xy, xi,) > max (fx;), fx;,) =d(xg,, xi,) > fxg,) = dlxgy, %) = A )+1

On somme :
dCx, ) + d(xg,, % )t o+ d(xg,xg) +d(xg, %) = Z§'=1(f(xi,-) + 1)
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D’une part :

Rjma(F i) + D= ) + 1= o(f) + I=Bp(Ry) + !

Car f est une fonction broadcast indépendante maximum.

D’autre part :
d(xi,, xi,) + d(x,, x )t ..+ dleg, %) +d(xg, xi ) < diam (B,) + diam (B,)
N J A W,
Y . . v
<diam (B, <diam (F,) 2 diam (F,)

Ce qui implique que :

2 diam(F,) = fp(F,) +1 = 2 diam (B,) — 1 = Bp(B)= 2(n —1) — | = By (B,)
=2n — 2 — | 2 BplBy) > 2n — 4.

Donc : 2n—-—2—-101>2n-4=2+1<4

D’ou : | < 2 cequicontredit [ = 2

Donc forcément : By(P)= 2n- 4. O

L’exemple illustré dans la figure ci-dessous, donne le nombre de broadcast
indépendant de Ps.

,Bb(PS) =6=2%X5-4

FIG 3.2 : La chaine Pg
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3.2 Nombres de broadcast d’indépendance dans les cycles.

Théoréme 3.2.1 : Si C,, est un cycle, n = 3, alors :

1 sin=3
_ 2 sin=4
S PY (LT R

Preuve :

Soit €, = [ x1,%2, ....Xp, X1], 1 = 3, avec diam(C,,) = EJ Pourn =3 ou4
il est facile de vérifier le théoréme.
Supposons que n = 5. D’aprés la Proposition 2.6.2, B,(C,,) > 2([3] —1);

donc il reste a montrer que £, (C,) < Z(BJ -1).

Supposons au contraire que Bp(C,) > 2(BJ —1), soit f une fonction

broadcast indépendante maximum tel que: o(f) = pBp(C,). Posons
Vf+ = {xi,, Xi,, ..., %;,} pris dans le sens de ’aiguille d’une montre, dans cet
ordre, voir figure FIG 3.3.

o Si |VFEL, alors By(Cp) = B]:BJ > 2([2]—1) =3 < 2
:%§[§J<2=>n < 5 - contradiction.

o Si |Vf+| =2, alors 2([%] —1)=Bp(Cy) > Z(EJ —1) — contradiction.

Donc on peut voir que, |Vf+|2 Javec, |l = 3

FIG 3.3 Un cycle Cy,
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D’apres I’Observation 2.6.1, pour chaque paire de sommets distincts de Vf+ ;

d(x;,, xi,) >max (f(x;,), Ax,)) »d(x; , x;,) >fx; ) =d(x, %)= Ax; ) +1
d(x;,, xi,) > max (f(x;,), fx;,)) = d(xi, %) > fxg,) =2d(x,xi,) = Axg,) +1

d(xi,_, xi,) >max(fxg,_ ), fxg)—>d(x,_ %) >, ) =d(xg,_ %) 2, )+
d(xi, xi,) > max (f(x;), Ax;,)) = de ;) > fx;,) = dxg,, %) = fxg,) +1

On fait la somme membre a membre dans les inégalités précédentes, on obtient :
l
d(xi, Xi,) + Ay, x5, )T+ d(xg ) +d(xg, )2 Yo (f () + 1)

D’une part avec :
§'=1(f(xi,-) + 1)= Zﬁ':lf(xij) +l=o(f) + 1= By(R) + I
On aura donc :
d(x; )+ d(xi, %) + o+ d(x,_ X))+ d(xg, %5)= Bp(Cn) +1 (*)

D’autre part, soient deux sommets x;, et x; =~ dans Vf+ avec k < m. Considérons
la chalne x; - x; induite par ces sommets a partir du cycle C,, dans le sens de
I"aiguille d’une montre. La longueur de cette chaine x;, - x; , notée 1(x;,- x; )

m k m
est supérieure ou égale a la distance entre x;, et x; , d’ou:

10 - x;,) = d(x; %)

1(x;,- x;,) = d(x;,, x;,)

oy, - %) = d(x;,_, x;)

1= ) 2 d(xy, xi1)
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En faisant la somme membre a membre dans les inégalités précédentes et en
utilisant I’inégalité (*), nous concluons que :

10, = xq,) + 1x,- 2, )+ ..+ 10, - 2 )+ 10~ %)= Bu(Cr) +1

Comme la somme des longueurs relatives, a chaque pair de sommets, est n,
nous déduisons que :

n = By(Co)+l = n — 1= By(Cr).

n # . n
Comme : ,(C,,) > 2([EJ —1), nous déduisons que : n — [ > 2([5J —1)
On distingue deux cas :

e Sinestpair n—1>2 nT—z)_) | < 2, contradiction.

e Sinestimpair n — [ > 2(%_3)—>l < 3, contradiction.

Dans les deux cas, on a « contradiction », donc forcément :

By (C) = 2([3] - 1.

Remarque :

D’aprés le théoréme précédent si n est pair, |Vf+|= 2, il ne peut y avoir une
fonction broadcast indépendante maximum si |Vf+| > 3. Par contre pour 7 impair,

il est possible d’avoir une fonction broadcast indépendante maximum pour
|Vf+|: 3.

Donc si n est pair |V;| =2 et si n est impair |V;"| = 2 ou 3. La figure suivante

illustre le B}, des cycles Cqg etCy.

2 00 2 0 0 2 0O 2 0 0 2 0 0
By(Co) =6 =2(|2| —1). By(Ce)=4=2(2]-1).

FIG3.4:Le 3, de Cqet Cq
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3.3 Nombre de broadcast d’indépendance dans les chenilles.

Définition 3.3.1

Une chenille, notée Ch, est un arbre tel que, si on supprime tous ses sommets
pendants, on obtient une chaine P, = {v,, ...,v,,}. B, est appelée épine dorsale et
ses sommets sont appelés épines. Les épines qui ne sont pas supports sont
appelées troncs.

Le graphe d’une chenille est constitué de sommets supports, de sommets
troncs formant la chalne P,, ainsi que, les sommets pendants, appelés aussi,
feuilles.

S1 § est ’ensemble des sommets supports, pour v &S, on note par :

e [,: L’ensemble des sommets pendants adjacents au sommet support v
de Ch.

o Srq = {veS\ |l,| = 1}: L’ensemble des supports faibles de Ch.

° szo = {veS \ |l| = 2} : L’ensemble des supports forts ayant exactement
deux sommets pendants de Ch.

o SfQ’o = {veS \ |l,|> 3} : L’ensemble des supports forts ayant au moins trois
sommets pendants de Ch.

S¢o = Sf, U S7,: L’ensemble des supports forts de Ch.

Le code d’une chenille Ch est C[Ch] = [kq,k, ..., k,] ou k; est le nombre de
sommets pendants adjacents au sommet support v;, k; #0 et k,, #0.

Exemple 3.3.1 Les graphes illustrés dans la figure « FIG 3.5 » et leurs codages
respectifs, le premier a trois sommets troncs et le second a deux sommets troncs.

AT 77N T 17

(a) C[Ch]=][L,2,0,0,0,3] (b) C[Ch]=][1,1,0,1,0,1]

FIG 3.5 Codage de deux chenilles
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Dans ce qui va suivre, on définira certains types de chenilles et on
déterminera la valeur exacte du nombre de broadcast d’indépendance maximum
S, relatif a chaque chenille.

3.3.1 Les chenilles pleines.

Définition : Une chenille ChP de code C[ChP] = [k4, ko, ..., k,], est dite pleine
st k;j>1 Vi;1<i <n.

Lemme 3.3.2 :

Soit G un graphe simple et S I’ensemble des sommets supports de G, si f est
une fonction broadcast indépendante maximum, alors pour tout sommet
support v,ona: f(v) = 0.

Preuve :

Supposons au contraire qu’il existe un support v , tel que : f(v) # 0, avec f
une fonction broadcast indépendante maximum, il est clair que Vu €l,,

f(w) =0.

Soit u un sommet pendant quelconque adjacent a v. On consideére une
fonction de broadcast f' définie par :

fw)siw #u,v
f'lw) = Osiw=wv
fw)+1siw=u

On peut vérifier facilement que f'est une fonction broadcast indépendante
avec : o f') > o f), ce qui contredit le fait que f soit une fonction broadcast
indépendante maximum.

Théoréme 3.3.3

Soit ChP une chenille pleine avec n = 2, alors :

By(ChP) = 2|Sfal +Zviesfo |lvi |.
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Preuve :

[ = 1,..,n et fune fonction broadcast indépendante maximum dans ChP
définie par :

Soient C[ChP] = [kq,k,,..., kn], le code d’une chenille ou k; > 1 et

0 Siu€Spa U Spy
flw) =41 si u est une feuille d'un support fort
2 si u est une feuille d'un support faible

Il est simple de vérifier que f est une fonction broadcast indépendante, on
écrira donc : §,(ChP) > 2|Sfa|+ZviEsf0 Ly, .

Montrons maintenant que : B, (ChP) <2(S¢q| +Xp,es g 1Ly, |.

Soit f une fonction broadcast indépendante maximum dans ChP, telle que
Vf+ contient le plus possible de sommets pendants.

Il est clair que |Vf+‘ > 2 , sinon, si |Vf+|= 1 on a alors:
o(f) = diam(ChP) = n+ 1, et dans ce cas, on peut trouver une autre
fonction broadcast indépendante f', tel que : a(f") > o(f), donnée par :

n pour une feuille du support v, et une feuille du
f/(u) — Support Un

0 ailleurs

On a, dans ce cas: a(f') = 2n et o(f') > o(f), ce qui contredit le fait
que f soit une fonction broadcast maximum. Ce qui nous amene a:
2n < n+1 - n <1, encontradiction totale avec n = 2.

Montrons les faits suivants :
Fait 1:
On montre que VY v € V(ChP), f(v) < 2.

Supposons, au contraire, qu’il existe x € V(ChP) tel que, f(x) = ky = 3.
D’apres le Lemme 3.3.2 x est un sommet pendant.
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Soit y un sommet pendant appartenant a V(ChP), tels que : f(y) =k, # 0.
Supposons, sans perte de généralité, que k; = max (kq,k,) avec k; = 3.

x ety existent car [V;7| > 2.

Soit Py, la chaine unique reliant x et y, il est clair qu’on a au moins k;

sommets supports dans la chalne entre les sommets pendants x et y, sinon :
kz - O

Si k, = 2, on consideére la fonction broadcast indépendante f' obtenu a
partir de f en remplagant f(x)et f(y) par zéro et en affectant 2 a une feuille
seulement de chaque support de la chaine P, ,, .

Il est clair que o(f") = o(f) —ky — ky + 2k, > o(f) et que f' a plus de
sommets pendants dans fo, contradiction avec le choix décidé pour f.

Si k; =1, on considere la fonction broadcast indépendante f' obtenu a
partir de f en remplagant f(x) par zéro et en affectant 2 a une feuille seulement
de chaque support de la chaine P, ,,, sauf pour le sommet .

Il est clair que o(f') = o(f) —k;+2(k;— 1) =0(f)+k,—2 > a(f),
contradiction avec le fait que f soit maximum.

Fait 2 :
On montre que pour toute feuille v :

fyr=1 st v est une feuille de support € Sg,
f(v) =2 sivestune feuille de support € Sg,

» Siv est une feuille de support fort € S,

e Si f(v) =0, alors il existe au moins une feuille © du méme support
de v telle que, f(u) #0. On considére la fonction broadcast
indépendante en affectant la valeur 1 aux sommets pendants associé au
support de v, ce qui contredit le choix décidé sur f.

e Sif(v) =2, avec un raisonnement analogue, on aboutit 4 la méme
contradiction.

» Siv est une feuille de support faible € S¢,,.
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o Il est clair que f(v) # 0, d’apres le Fait 1 et Lemme 3.3.2. On peut
maintenant voir que f(v) = 2, sinon on a une contradiction avec la
maximalité de f . En considérant la fonction broadcast f'définie par :

siu=v

, 2
fuy= {f (u) sinon

Ona: Bp(ChP) = o (f) =2|Stal +Xvyes,, v, |-

OI 0 0
2 1 1 1 1 1

Bp(ChP)=(2X 1)+ 5=7

FIG 3.6 : Le B3 d’une chenille pleine

3.3.2 Les chenilles alternées.

Définition : Une chenille de code, C[ChA] = [kq,k,, ..., k,] est dite chenille
alternée si et seulement si k; = 0 pour i = 0[2] et k; # 0 pour i = 1[2].

Nombre de broadcast d’indépendance dans les chenilles alternées :
Soit G une chenille alternée ChA.

Soit GA' le sous graphe engendré par V(ChA)\ (S;’O et leurs feuilles), les
composantes connexes (C.C) de GA' sont : ChA'y, ChA',, ...... ChA',,.

Les composantes connexes fortes sont les C.C qui ne contiennent pas de
supports faibles et les composantes connexes faibles sont les C.C qui
contiennent des supports faibles.

Définition : Une fonction broadcat f est antipodale dans une chenille Ch, si
|Vf+| = 2 et f(uy) = f(u,) =n ol u, estun sommet pendant adjacent a v, et

U, est un sommet pendant adjacent a v,.
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Théoréme 3.3.4 :

Si f est une fonction broadcast indépendante maximum non antipodale,
d’une chenille alternée, alors : Vv € V(ChA) , f(v) < 3.

Preuve :

Soit f une fonction broadcast indépendante maximum de ChA. D’aprés le
Lemme 3.3.2, pour tout sommet support v, f(v) = 0.

Comme il existe un « sommet tronc » et « un sommet pendant », adjacents
au méme support, jouent le méme role (la distance entre un sommet quelconque
et ces deux sommets, est la méme), il suffit de montrer que pour tout sommet
pendant v, f(v) < 3.

Supposons, au contraire qu’il existe un sommet pendant v, t.q: f(v) =k = 4.

Deux cas existent :

1°" cas : Supposons qu’il existe un sommet pendant v’ t.q:1 < f(v") < 3.
Pour tout sommet w situé¢ entre le sommet v et le sommet v’, f(w) = 0et v
est le 1¥ sommet, le plus proche du sommet feuille v, avec : f(v") # 0.

: k+2
Il est clair que le nombre de « sommets supports » entre v et v’ est [—;1—]

Soit la fonction broadcast f'définie par

3 pour une feuille de chaque support de la chaine
flw) = entre v et v’
f(u) sinon

o(f) 2 o(f) —k=3+3|2| 20(f) —k =3+ +32 0(f)+ 5> o(f)

On conclut que f' est une fonction broadcast indépendante, car : o(f') > o(f),

d’ou la contradiction avec le fait que f soit une fonction broadcast indépendante
maximum.

Donc, effectivement : VYveV(ChA) f(v) < 3.

2°"  cas: Supposons qu’il n’existe pas un sommet pendant v,

t.gq:l £ f(@')=< 3

Soient uq,U,,.....u; des «sommets pendants», t.q:f(u;) =k; =4 pour
i =1,2,..,1. estclair que : a(f) = §=1 k;.
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Mais si on calcule 2(diam(ChA) — 1) on trouve :

2(diam(ChA) — 1) = 2(d(ky, ky) + d(ky — L ks — 1) 4+ -+ d(kjoy — 1 k; —
> 2(max(ky, ky) + max(ky, — 1, ks — 1) + -+ max(ki_, — 1, k; — 1))

> 2k +2(ky =)+ -+ 2(kj1 — 1)

=ks+ki+ ks + kg —2)+ -+ kg + (g —2)

> kg +ky+ky+ (kg —2)+ -+ k1 +k; — 2. (onasupposé que k;_1 = k;)

:kl + kz + ""‘|"kl_1 +kl+k1 + (kz _2)+_ 2
\_ J
'
> 2
2(diam(ChA) — 1) = ¥!_, k; = o(f), contradiction avec le fait qu’on a choisi
une fonction broadcast indépendante maximum non antipodale.

O
e On définit la fonction broadcast indépendante maximum f* par :
(0 pour tout sommet u support ou tronc d'une C.C faible
1 pour tout sommet u feuille de supports de S7, ou de S,
d'une C.C forte ou tronc d'une C.C forte.
frw = 13 pour tout sommet u feuille de supports de S¢, ou une
feuille exactement de support de S]?O d'une C.C faible
0 pour tout sommet feuille restante de supports de S}?O
\ d'une C.C faible

Théoréme 3.3.5 :

Soit ChA une chenille alternée, si la fonction broadcast indépendante
maximum est différente d’une fonction broadcast antipodale, alors :

By(ChA) = o(f™)
Preuve :

Soit f une fonction broadcast indépendante maximum contenant le moins
possible de sommets troncs dans Vf+ et parmi eux, certains contiennent le plus

possible de sommets pendants dans Vf+ :
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> D’apres le lemme 3.3.2, il est clair que f(v) = 0 pour tout support v.
» On montre que pour toute feuille v de supports de Sgq, f(v) = 3.

Supposons au contraire, qu’il existe une feuille v de supports de Sgq,
t.q: f(v) + 3.

e Si f(v) =0, d’aprés le lemme 3.3.2 et la maximalité de f, il y a
contradiction.
e Si f(v) = 1, on considére une autre fonction broadcast f' t.q :

3 Ssiu=v
0 pour tous les sommets troncs adjacents au
support de v

f'u) =

f(w) sinon

Contradiction, car on a une fonction broadcast f' indépendante avec
Vi, contenant moins de sommets troncs que Vitet a(f) = a(f).

e Si f(v) =2, il y a une contradiction avec la maximalité de f.
Considérant la fonction broadcast f* définie par :

siu=v

, 3
fw = {f (uw) sinon

» On montre que pour toute feuille v de supports de S;’O, flv) =1.
Supposons au contraire, il existe une feuille v de supports de Sﬁo,
t.q: f(v) # 1.

e Si f(v) =0, d’apres le lemme 3.3.2, le théoréme 3.3.4 et le choix
de f, il y a une contradiction, on peut s’arranger pour avoir une

autre fonction broadcast indépendante qui a plus de sommets
pendants dans Vf+ et avec le méme nombre de sommets troncs dans

V;" ou plus grande en taille.

e Sif(v)=2o0u3, il y a contradiction, méme argument que
précédemment, on peut s’arranger pour avoir une autre fonction
broadcast indépendante qui a plus de sommets pendants dans V}*
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avec le méme nombre de sommets troncs dans Vf+ ou un nombre

plus grande en taille.

» On montre que pour toute feuille v de supports de szod’une C.C forte,
f(v) = 1. Supposons au contraire, il existe une feuille v de supports de
Sf, d’une C.C forte, t.q : f(v) # 1.

e Si f(v) =0, d’apres le lemme 3.3.2, le théoréme 3.3.4 et le choix
de f, il y a une contradiction, on peut s’arranger pour avoir une
autre fonction broadcast indépendante qui a plus de sommets
pendants dans Vf+ et avec le méme nombre de sommets troncs dans

Vf+ ou un nombre de plus grande taille.

e Si f(v) =2ou3, il existe une autre fonction broadcast f' définie
par :
1 pour toute feuille de supports de Sjgode

la C.C forte contenant v
fflw) =41 pour tout sommet tronc de la C.C forte
contenant v
f(u) sinon

Il est clair qu’on a o(f") > o(f), d’ou une contradiction avec la
maximalité de f.

» On montre qu’il existe une feuille v de supports de szo d’une C.C faible, telle
que f(v) =3 et f(v') =0 ou v est une autre feuille adjacente au support
de v.

Supposons au contraire, il n’existe pas de feuille v de supports de szo d’une

C.C faible, t.q: f(v) = 3 et notons par v’ I’autre feuille adjacente au support
de v. Sans perte de généralité on a distingué les cas suivant :

e Sif(v)=0et f(v') =0, d’aprés le lemme 3.3.2 et la maximalité
de f, 1l y a une contradiction.

e Sif(v)=0et f(v') =1, on considére la fonction broadcast f":
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3 siu=1v
0 pour tous les sommets troncs adjacents
au support de v

£ =

f(u) sinon

Il est simple de vérifier que f'est une fonction broadcast
indépendante avec moins de sommets troncs dans VfT et que

a(f") = a(f), d’ot une contradiction.

e Sif(v)=0cet f(v') =2, on considére la fonction broadcast f" :

3 siu ="
flw) =

f(u) sinon
Il est simple de vérifier que o(f') > o(f), d’ou la contradiction
avec la maximalité de f.

e Sif(v)=1et f(v') =1, on considére la fonction broadcast [’ :

5 pour exactement une feuille de supports
de Sf, de la C.C faible contenant v
ffw) =40 pour tout sommet tronc de la C.C faible

contenant v
f(u) sinon

Il est clair qu’on a, o(f") = a(f) avec f' contenant moins de
sommets troncs dans fo. D’ou la contradiction avec le choix de f.

» On montre que pour tout sommet tronc x d’une C.C faible, f(x) = 0. On
utilise le méme argument que pour le cas précédent et on construit la
méme fonction broadcast indépendante qui contredit le choix de f.

> On montre que pour tout sommet tronc x d’une C.C forte, f(x) = 1. On
utilise le méme argument que pour le cas, ou on a pour toute feuille v de
supports de S}?od’une C.C forte, f(v) = 1, on construit la méme fonction
broadcast indépendante qui contredit le choix de f.

Donc, Bp(ChA) = o(f) = a(f7).
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C.C.faible C. G fotrie
fy(ChA) = 19

FIG 3.7 : le B}, d’une chenille alternée

On déduit facilement du théoréme précédent, le résultat suivant :

Corollaire 3.3.6 :

Si ChA est une chaine alternée, alors 8, (ChA) = ma x(a(f*), 2n).
3.3.3 Bornes supérieures et inférieures de chenilles.

Dans ce paragraphe, on donne des bornes qui encadrent le paramétre 8}, (G)
dans le cas des chenilles en général, ceci fournit une autre approche afin
d’approximer la valeur de ce paramétre.

Proposition 3.3.7 :

Si Ch est une chenille, alors :
2n < By(Ch) S 2/Spa| + Y 11,1 +21X]
VESF,
Ou : X est’ensemble des sommets troncs.

Preuve :

Il est facile de vérifier que B,(Ch) = 2n et il reste a montrer que:
By(Ch) < 2[Spa| + Tves,,llo] + 21X].

Soit Chune chenille et soit f une fonction broadcast indépendante
maximum, telle que o(f) = B, (Ch).

Soit Ch' une chenille pleine obtenue a partir de la chenille Ch en attachant
un sommet pendant a chaque sommet tronc de la chenille Ch. On considére la
fonction broadcast f' obtenue a partir de f en donnant la valeur zéro aux
sommets pendants nouvellement ajoutés. Il est simple de voir que f est une
fonction broadcast indépendante de la chenille Ch'.
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Il est clair que :

Bp(Ch) = a(f) = a(f) < Bp(Ch') = 2(|Stal + IX]) + Zoes,, 1ol

Alors : B,(Ch) < 2|Spq| + Tyes,, bl + 21X]. O
0 0 0 0
® ® I
Ch 2 2

Ch'

By(Ch) = (2x4) =8<B,(Ch)=2x D +3+(2x2)=9
FIG 3.8 : Deux chenilles quelconque Ch et Ch'

Dans ce qui suit on caractérise les chenilles qui atteignent la borne
supérieure.

Théoréme 3.3.8 :

Soit Ch = [kq,ky, ..., k,] une chenille. pB,(Ch) = 2|Sfa| + Zvesfollvl +
2|X| si et seulement si Ch est une chenille pleine ou est une chenille avec au

moins un sommet tronc, ki, k, =1loulet 0<k; <2,i=2,..,n—1.
Preuve :

Si Ch est une chenille pleine alors |X| = 0 et d’aprés le Théoréme 3.3.3 on a
Bp(Ch) = 2|Sfa| + Zviesfo |lvi | = 2ISfa' + Zvesfollvl + 2|X].

Il est simple aussi de vérifier que pour une chenille avec au moins un
sommet tronc ki, k, =1ou2et 0 <k; <2,0na:

Bp(Ch) = 2n = 2‘Sfa| + ZvieSfo Ilvi | + 2] X].

Pour montrer la réciproque, soit Ch = [kq, k5, ..., k] une chenille. Ou bien
la chenille Ch est pleine ou bien elle ne I’est pas. Si la chenille est pleine,
|X| = 0 et d’aprés le Théoréme 3.3.3, on a Ch vérifie

Bp(Ch) = 2|Sfa| +2viesf0 |lvi | = 2|Sfal + Zvesfollvl + 2|X|. Supposons que
Ch = [kq, ky, ..., ky] n’est pas pleine, alors elle contient au moins un sommet
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tronc, si kq,k, =1lou 2 et 0<k; <2, alors il est simple de voir
que : B, (Ch) =2n = 2|Sfa| + Zvesfollvl + 2|X|. Sinon il existe un k;;
[ €{12,..n} tel que k; = 3.

Comme 1 y a un sommet tronc, alors on peut voir que
By(Ch) < 2|Sfa| + Zvesfollv| + 2|X|. En effet si (,(Ch) =2n, alors:
2n < 2n+1 < ZISfa| + Zvesfoll,,l +2|X|, a cause de k;=3. Si

fp(Ch) = o(f), alors si f' est la fonction broadcast obtenue a partir de f en
donnant la valeur zéro aux sommets pendants nouvellement ajoutés. Alors il est
clair que o(f) = o(f") < Bp(Ch") = 2(|Sfa| + |X]) + Zvesfollv| car Ch
contient au moins un sommet tronc.

L=

~G—e@o
®co
®co

\S]

By(Ch)=(2x1)+2+(2x%x2)=38

FIG 3.9 : Le 8, de la chenille Ch

Remarque : Il est intéressant de voir la caractérisation des chenilles Ch telles
que B, (Ch) = 2n, parmi ces chenilles qui atteignent la borne inférieure, on a
les chenilles Ch = [kq, ks, ..., k] avec ki, k, =1ou 2 et 0 < k; <2 pour
£ eyt — 1,

LA T

Autre exemple de chenille avec §,(Ch) = 2n = 16
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Conclusion

Ce travail, dédié au probléme de la recherche de la valeur exacte du nombre
broadcast d’indépendance f,(G) dans les graphes, nous a permis de prendre
conscience de la multitude de difficultés rencontrés dans le domaine et nous a
permis d’enrichir nos connaissances dans la théorie des graphes.

A notre connaissance, il n’existe pas d’algorithmes polynomiaux qui
déterminent la valeur exacte de 53, (G) d’une maniére générale.

Dans notre modeste contribution, nous avons déterminé la valeur de S,(G) dans
le cas ou le graphe G est, soit une chaine, soit un cycle, ou bien une chenille pleine,
ou encore une chenille alternée. Nous avons aussi, déterminé les bornes inférieures
et supérieures qui encadrent ce parametre pour les chenilles.

Durant la préparation de ce mémoire, nous avons acquis une méthode de

raisonnement qui nous permettra surement d’aborder d’autres problémes plus
difficiles.

En perspectives, un grand nombre de problémes restent ouverts dans ce domaine
et peuvent étre ¢tudiés ultérieurement. On citera, entre autres :

1. Détermination de la valeur exacte du nombre broadcast d’indépendance
pour une chenille quelconque.

2. Caractérisation des chenilles pour lesquels : §,(Ch)= 2n.
3. Caractérisation des arbres T pour lesquels : §,(T)= 2(diam(T) — 1).

4. Détermination des valeurs exactes, ou des bornes relatives au parametre
By, pour les arbres, et les graphes a structure simple.
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