T e B e e P S N

REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L'ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA
RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE DE SAAD DAHLAB DE BLIDA

Faculté des Sciences

Département de Mathématiques

| MEMOIRE DE MASTER

Spécialité : Recherche Opérationnelle

SUR LE NOMBRE DE SUBDIVISION DE LA DOMINATION

:g ‘ 2-RAINBOW
’ - Présenté Par:
| ﬁl e ™M'' METALI Hanane
2 e M™® ELKECHBOUR MERROUCHE Hayet
| '2 Devant le jury compaosé de
= M. BLIDIA Professeur, U. de Blida Président
¥ B M. CHELLALI Professeur, U. de Blida Promoteur
: S. KHELIFI Maitre de Conf B, U. de Médéa Examinateur
IVI N. MEDDAH Maitre Assistant A, U. de Blida Examinatrice

Promotion : 2012-2013

B e




II

Table des matiéres

I’EFFET DE LA SUBDIVISION DES ARETES SUR, QUELQUES

PARAMETRES DE DOMINATION . .. .. ... . . .. .. .. . . 23
2.1 Le nombre de subdivision de la domination . . . . . .. .. ... .. . 23
2.2 Le nombre de subdivision de la domination totale . . . . .. . ... . . 28
2.3 Le nombre de subdivision de la domination double . . . . .. . .. . 31
2.4 Le nombre de subdivision de la domination couplée . . . .. ... ... .. 33
2.5 Le nombre de subdivision de la 2-domination . . . . .. .. .. . . . 35
2.6 Le nombre de subdivision de la fonction de domination Romaine . . . . . . 3T



III LE NOMBRE DE SUBDIVISION DE LA DOMINATION 2-RAINBOW 40

3.1 Imtroduction . .. ... ........ ... ... ... ... 40

3.2 Résultats préliminaires . . . . ... ... ... ... .. . . ... .. . .. 40

3.3 Le nombre de subdivision de la domination 2-Rainbow . . . . . .. . . . . 42

CONCLUSION . . ... ... .. 50

REFERENCES . .. ... ... ... ... 50
2



RESUME

Supposons que nous avons un ensemble de 2 couleurs et & chaque sommet v d’un graphe
G = (V, E), nous attribuons un sous-ensemble de ces couleurs. Si nous exigeons que chaque
sommet pour lequel nous avons atribué un ensemble vide il faut que dans son voisinage les
2 couleurs soient attribuées. C’est & dire, on a une application f : V(G) — P({1,2}) tel

que pour tout v € V(G) ayant f(v) = 0 on a U f(u) = {1,2}. Cest ce qu’on appelle
uEN (v)
la fonction de domination 2-Rainbow d’un graphe G. Le paramétre correspondant TrolG),

qui est le minimum de la somme des nombres de couleurs attribuées sur tous les sommets
de V(G), est appelé le nombre de domination 2-Rainbow de G.

Dans ce mémoire, nous nous sommes interessés a ’étude de Peffet de la subdivision des
arétes de G ou on détermine le nombre minimum d’arétes que I’on doit subdiviser pour faire

augmenter 7,5(G). Ce nombre est noté par sd,, ,(G), il est toujours supérieur ou égal a 1.
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ABSTRACT

Assume we have a set of 2 colors and to each vertex of a graph G we assign an arbitrary
subset of these colors. If we require that each vertex to which an empty set is assigned has
in its neighborhood all 2 colors, then this is called the 2-rainbow dominating function of
a graph G. It means that we have a function f that assigns to each vertex a set of colors
chosen from the set {1,2}; that is, f : V(G) — P({1,2}). If for each vertex v € V(G)
such that f(v) = (0 we have U f(u) = {1,2}. The corresponding parameter 7,,((),

uEN(v)
which is the minimum sum of numbers of assigned colors over all vertices of G, is called the
2-rainbow domination number of G.

In this thesis, we are intersted in the studying of the effect of the subdivision of edges
of G to determin the minimum number of edges of G that must be subdivider in order to
increase the ,5(G). This number is denoted by sdy_,(G) who is always greater or equal
then 1.
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INTRODUCTION GENERALE

La recherche opérationnelle est une discipline dont le but est de fournir des méthodes
pour répondre & un type précis de probléme, c’est-a-dire & élaborer une démarche universelle
pour un type de probléme qui aboutit & la ou les solutions les plus efficaces. La particu-
larité de la recherche opérationnelle est. que les méthodes proposées sonf. des démarches
rationnelles basées sur des concepts et des outils mathématiques et/ou statistiques.

Généralement, ces méthodes sont employées sur des problémes tels que leur utilisation
"manuelle" devient impossible. C’est pourquoi, du fait qu’elles sont rationnelles, les dé-
marches proposées par la recherche opérationnelle peuvent étre traduites en programmes
informatiques. La traduction d’une démarche en un programme informatique n’est pas en
général facile et sans difficultés a4 mettre en ceuvre.

L’histoire de la théorie des graphes débute peut étre avec les travaux d’Euler au XVII-
Iéme siécle et trouve son origine dans I’étude de certains problémes, tels que celui des pouts
de Konigsberg, la marche du cavalier sur ’échiquier ou le probléme de coloration des cartes.

La théorie des graphes s’est alors développée dans diverses disciplines telles que la chimie,
la biologie, les sciences sociales. Depuis le début du XXéme siécle, elle constitue une brénche
a part entiére des mathématiques, grace aux travaux de Konig, Menger, Cayley puis de
Berge et d’Erdés.

De maniére générale, un graphe permet de représenter la structure, les connexions d’un
ensemble complexe en exprimant les relations entre ses éléments : réscau de communication,
réseaux routlers, interaction de diverses espéces animales, circuits électriques, . . .

Les graphes constituent donc une méthode de pensée qui permet de modéliser une grande
variété de problémes en se ramenant a 'étude des sommets et des arcs ou des arétes.

Dans la théorie des graphes beaucoup de problémes sont apparus, ces problémes ont de
nombreuses applications, bien au deld des histoires de pompiers et de déchetteries. Pour
la domination, on peut trouver de nombreuses applications dans le domaine des réseaux

(par exemple, choisir des relais radio on placer des liaisons satellite) ou dans les problémes



d’affectation et d’emplois du temps (sur un graphe biparti reliant d’un cété des candidats
4 leurs compétences de autre c6té, choisir un minimum d’employés qui couvrent toutes les
compétences).

Le concept de la domination trouve son origine dans le jeu d’échec, le principe est de
couvrir (dominer) ’ensemble des cases par certaines piéces du jeu. L’idée semble remonter
au XVIéme siécle en Inde . En 1862, D. JAENISH posa le probléme suivant: Déterminer le
nombre de reines a placer sur ’échiquier de telle maniére que chaque case soit occupée en un
seul mouvement par 'une des reines. Au fait, ce probléme est un probléme de domination,
on associe au jeu un graphe ol les sommets sont les différents cases de 1’échiquier et on met
une aréte si le déplacement de la reine est possible sinon on ne met pas d’aréte. Le nombre
de reines est égale & la cardinalité minimale d*un sous-ensemble dominant dans le graphe
associé (graphe des reines).

La domination dans les graphes est considérée actuellement comme 1'un des domaines
les plus florissants de la théorie des graphes. Elle devient un domaine théorique & partir de
1958 grace a4 Claude Berge et ne connaitra sa véritable expansion qu’a partir de 1977 gréce

aux travaux de Cockayne et Hedetniemi.
Qu’est ce qu'un dominant dans un graphe ?.

Un dominant dans un graphe est un sous ensemble de sommets o tout sommet du
graphe est ou bien dans cet ensemble ou bien adjacent a un sommet de cet ensemble. En
général, le probléme de chercher I’ensemble dominant ayant la petite ou la grande taille est
un probléme extrémement difficile. Le cardinal minimum d’un tel ensemble est appelé le

nombre de domination.

Plusieurs types de domination que ce soit des paramétres ou des fonctions sont définis
sur la base de définition précédente en imposant des propriétés supplémentaires sur les
ensembles dominants. Par exemples, si on impose & ce que le dominant soit un stable alors
on a la domination stable, si on impose & ce que tout sommet du graphe soit dominé au moins

deux fois on a la domination double, et si on impose & ce que les sommets du dominant

lui méme soient couplés deux a deux on a la domination couplée. Aussi des fonctions
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de domination peuvent &tre définies, citons a titre d’exemple la fonction de domination
Romaine et la fonction de domination 2-Rainbow qui a été proposée pour la résolution de la

conjecture de Vizing. Ces deux derniéres peuvent étre définies sur n’importe quel graphe.

L’objetif principal de ce mémoire est I’étude de I’effet de la subdivision des arétes sur
le nombre de la domination 2-Rainbow, noté sd,;o(G). Le contenu du mémoire s’étale sur

trois chapitres développés comme suit:

Le premier chapitre contient les principales définitions et terminologies de la théorie des
graphes utilisées dans ce memoire. On donne aussi un apercu général sur la domination

dans les graphes.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux résultats existants sur I’étude de quelques paramétres
de domination sur des graphes issus de la subdivision des arétes.

Le chapitre trois a pour objectif 1’étude de ’eflet de la subdivision des arétes sur le
parameétre v,.4(G).

La thése s’achéve par une conclusion sur ’ensemble du travail réalisé.



CHAPITRE I

CONCEPTS FONDAMENTAUX

Dans ce chapitre, on rappelle quelques définitions et notions fondamentales relatives aux
graphes auxquels nous nous intéresserons dans la suite de ce mémoire. Pour plus de détails,

le lecteur peut se référer aux livres de Berge ([8, 9]) ou bien au livre de Chartrand et Lesniak

([14))-
1.1 Définitions préliminaires

Un graphe G = (V, E) est la donnée de deux ensembles, un ensemble fini de sommets Vet
un ensemble fini d’arétes E. Le cardinal de V est appelé 'ordre de G, noté souvent par 7.
Une aréte e € E est une paire de sommets (u,v) notée par abus e = uv ou bien e = vy,
ol u et v sont les extrémités de u. On dira dans ce cas que u et v sont adjacents et que €
est incidente & u et v. Une boucle est une aréte dont les deux extrémités sont confondues.
Un graphe est dit simple s'il est sans boucles et sans arétes multiples. Tous les graphes
considérés dans cette thése sont simples et finis. Le voisinage ouvert d'un sommet v est
Ne(w)={ueV|uwe E} et le woisinage fermé de v est Nglv] = Ng(v) U {v}. Pour un
sous-ensemble S C V, le voisinage ouvert est Ne(S) = Upes Na(v) et le voisinage fermé
N¢l8] = Ne(S)U S. 8l n’y a pas de confusion, nous écrirons N(v) et N [v] & la place de
Ng(v) et Nglv] respectivement, de méme pour Ng(S) et NglS]. Le degré dun sommet
v € V noté degg(v) est égal au cardinal de son voisinage ouvert. Un sommet de degré nul
sera dit un sommet isolé et un sommet de degré égal & un sera dit pendant tandis que le
sommet adjacent & un sommet pendant sera dit support, mais §’il est adjacent & au moins
deux sommets pendants dans ce cas il est dit sommet support fort. On notera par A(G)
et 6(G) le degré mazimum et le degré manimum dans G respectivement. S'il n’y a pas de

confusion, on ecrira deg(v), A et d pour désigner respectivement dege(v), A(G) et 8(G ).
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Une chatne C dans un graphe G = (V, E) est une séquence finie de sommets U1y U2, aueey Vg
telle que pour tout 1 <i < k—1, ¢; = vivi+1 € E. L'entier k — 1 représente la longueur de
C (au sens des arétes) et les sommets v; et vy, sont appelés respectivement extrémité initiale
et extrémité finale de la chatne C. Une chatne est dite élémentaire (resp. simple) si tous
ses sommets sont distincts (resp. toutes ses arétes sont distinctes). Une corde est une aréte
reliant deux sommets non consécutifs dans une chaine. Une chaine minimale induite par n
sommets et notée par P, est une chaine élémentaire sans cordes. Un cycle est une chaine
dont les deux extrémités sont confondues. Un cycle élémentaire C, induit par n sommets

est un cycle dont les sommets sont distincts. Comme il est illustré ci-dessous.

¢ €0 00—

. /.i

C6

Figure 1: Une chaine P et un cycle Cy

La distance entre deux sommets z et y dans un graphe G notée d(z,y) est la longueur
d’une plus courte chaine joignant z et y. L’excentricité d’un sommet v dans un graphe
G = (V, E) est exc(v) = max{d(v,w),w € V} et le diamétre de G noté diam(Q) est égal &

max{ezc(v),v € V'}. Un sommet de G ayant une excentricité minimum est appelé centre.

1.2  Quelques graphes particuliers

Soit G' = (V, E) un graphe simple. Pour un sous-ensemble S C V, le sous graphe induit par
S noté par G[S] est le graphe ayant S pour ensemble de sommets et dont les arétes sont
celles de F ayant leurs deux extrémités dans S. Pour un sous-ensemble U C E, le graphe
partiel de GG défini par U noté Gy est le graphe dont les ensembles de sommets et d’arétes
sont respectivement V" et (/.

Un exemple d’un graphe simple est illustré dans la figure suivante.

],



Figure 2: Graphe simple

Pour I'exemple 2, voir le sous graphe induit par I’ensemble S = {a,b,¢,d} est illustré

dans la figure suivante.

G(5]

Figure 3: G[S] le graphe induit par S.

Le ‘graphe complémentaire de G noté G est un graphe ayant le méme ensemble de
sommets que G et une aréte est dans G si elle n’est pas dans G. Un exemple d’un graphe

G et son complémentaire G est illustré dans la figure suivante.

G
Figure 4: Un graphe G et son complémentaire G

Un graphe est dit. conneze si pour toute paire de sommets du graphe il existe une chaine
les reliant. Une composante connere d'un graphe est un sous graphe maximal (au sens de

I'inclusion) connexe. Voir la figure ci-dessous.
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Figﬁre 5: Un graphe connexe d’ordre 9.

Un graphe est dit biparti si on peut partitionner I’ensemble de ses sommets en deus
sous-ensembles V; et V5 tels que les sous graphes G[V;] et G[V3] ne contiennent aucune aréte.
Un graphe est biparti si et seulement si il ne contient pas de cycles de longueur impaire.
On appelle graphe biparti complet, un graphe biparti tel que pour tout sommet v € Vj et
veE Wy, uv € E. Si |[Vi] = p et |[Vo| = g, alors le graphe biparti complet est noté K, 4 avec
P et g des entiers positifs. Un exemple d’un graphe biparti complet Ky 3 est illustré dans la

figure suivante.

T,

Figure 6: Un graphe biparti complet K 3.

Un cas particulier d’un graphe biparti complet dans lequel |V;| = 1 et [Va2| = s est appelé
une étoile et notée K ;. Le sommet de V; est appelé centre de ’étoile. Un exemple d’une

étoile K 5 est montré dans la figure suivante.
\
SN
Figure 7: L’ctoile K 5.

Une double étoile notée Sy s est le graphe obtenu par les deux étoiles Kyret Kis en

13



ajoutant une aréte reliant les deux centres. Voir la figure suivante.

¢

Figure 8: Une étoile double 5(434).

Subdiviser une aréte quelconque uv dans un graphe G veut dire la supprimer puis la
remplacer par deux arétes uz et zv, autrement dit insérer un nouveau sommet z au milieu
de cette aréte.

Une étoile subdivisée SSy est une étoile dans laquelle toutes les arétes sont subdivisées.

En effet, le graphe de la Figure suivante est obtenu par la subdivision de ’etoile K 3.

Figure 9: Une étoile subdivisée SS5.

Une étoile double subdivisée S(T,k) est un graphe obtenu & partir d’une étoile double,
en subdivisant toutes les arétes. En effet le graphe de la Figure 8 aprés avoir subdivisé ses

arétes est le suivant.

AN A

Figure 10: Une double étoile subdivisée Sia-
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Un graphe dont tous les sommets ont le méme degré k est appelé un graphe k-régulier.
Ainsi les cycles élémentaires Cy, sont des graphes 2-régulier. La figure suivante montre un

exemple d’un graphe G régulier d’ordre 7 tel que § = A = 4.

Figure 11: Un graphe 4-régulier.

Un arbre est un graphe connexe et acyclique, ol acyclique veut dire sans cycles. Un
arbre est un graphe simple tel que deux sommets quelconques sont reliés par une chaine

élémentaire unique. Voir la figure suivante.

Figure 12: Un arbre T.

Une forét est un graphe acycliqﬁe. Les composantes connexes d une forét sont; donc des
arbres.

Un couplage dans un graphe G est un sous-ensemble d’arétes non incidentes deux a
deux. On notera par f,(G) la taille maximale d’un couplage dans G. Le couplage est dit
parfait dans G si §,(G) = n/2. Il est a noter que B1(G) peut étre déterminé en un temps
polynémial pour tout graphe G (Voir [9]).

La couronne d’un graphe H noté par [ o K7, est obtenu & partir de H en reliant chaque



sommet v € V(H) par un sommet pendant. Par exemple, le graphe Cy o K; est illustré

dans la figure suivante.

C. CoK, \.

Figure 13: La couronne d’un cycle Cy.

Une chenille est un graphe simple ayant au moins un sommet pendant dont la suppression
de tous ses sommets pendants donne une chaine simple.

On donne dans ce qui suit la définitions du produit cartésien.

Définition 1 Soient Gy = (V1, E1), G = (Va, By) deux graphes simples, le produit Cartésien
de Gy et Gg noté par G10G, = (V(G10G2), E(G1 OGy)) tel que: V(G1 0O Gy) = {(z1,z2)/
z1 € V1,73 € Va} et E(G1 OGa) = {(z1,22) (), 75) tel que 21 = 2y et 207y € E(Ga) ou

zo = et 212 € E(G1)}.

Voir la figure suivante qui illustre un produit cartésien d’un G; = Ky et un Gy = Ky .

Az

Xy

Figure 14: Le produit Cartésien de Ky0K5.
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1.3 Apercu sur la domination

Le probléme de la recherche du nombre de domination apparait dans beaucoup de problémes
concrets de notre monde réel, pour éclairer mieux la définition relative & ce probléme, on
cite les exemples suivants.

Considérons un réseau de communication constitué de stations fixes et entre deux sta-
tions quelconques, il peut exister une communication directe (selon les besoins). Le probléme
posé est de séléctionner u¥i ensemble minimum de stations pour installer des transmetteurs,
tout en assurant pour les stations qui ne possédent pas de transmetteurs d’avoir une liaison
directe avec ceux qui possédent un transmetteur.

Supposons qu’une région est divisée en plusieurs surfaces. Un poste militaire campant
en une surface est capable de contréler non seulement la surface qu’il occupe, mais aussi les
surfaces avoisinantes (c-a-d : les surfaces qui ont une frontiére en commun avec la surface
occupée). Il est demandé de choisir le nombre minimum de surfaces occupées par des postes
militaires pour que toute la région soit contrélée.

Donnons maintenant la définition des ensembles dominants dans les graphes. Soit G =
(V, E) un graphe simple. Un sous-ensemble de sommets D de V est un dominant si tout
sommet de V' — D est adjacent & au moins un sommet de D. Le cardinal minimum d’un
ensemble dominant de G appelé nombre de domination est noté par fy(G). Le cardinal
maximum d’un ensemble dominant minimal de G appelé nombre de domination supérieur

noté par I'(G). Comme exemple illustratif, on a:

Figure 15: Un graphe G tel que v(G) = 1 et I'(Q) = 2.



Dans la litérature, il existe d’autres définitions équivalentes aux ensembles dominants

dans les graphes. En voici des exemples:

* Un ensemble D C V' est un dominant si pour tout v € V, [N[v]n D| > 1,
* Un ensemble D C V' est un dominant si pour tout v € V — D, N(v) N D # §,

e Un ensemble D C V est un dominant si N[D] = V.

Le probléme de domination posé¢ par DEJAENISH [40] en 1862 consite & déterminer le
nombre minimum de reines & placer sur I’échiquier de telle maniére que chaque case soit
occupée par une reine ou bien peut étre occupée en un seul mouvement par I'une des reines.
Par exemple pour un échiquier 5 x 5 le nombre minimum est 3 et pour un échiquier 8 x §
le nombre minimum est 5. Le nombre minimum dans un échiquier n X n reste indéterminé

Jusqu’a présent. Pour plus de détails voir [25].

En 1958, Claude Berge [8] donna une formulation de la domination dans les graphes ori-
entés. Le nombre de domination s’appelait alors coefficient de stabilité externe. L’appelation
actuelle du nombre de domination est due & Ore [44] en 1962 qui utilisa la notation 0(G) pour
désigner le nombre de domination dans un graphe non orienté. A l’exception de quelques
resultats, la domination n’a connue sa veritable expansion qu’aprés la parution de I’article
de Cockayne et Hedetniemi [18] en 1977. Depuis I’étude de la domination dans les graphes
avec des propriétés additionnelles a donné naissance a plusieurs parameétres de domination

dont la résolution est NP-Complet (Voir [10, 42, 43]).

En 1990, Un numéro spécial de la revue Discrete Mathematics édité par Hedetniemi et
Laskar (Voir [38]) a été consacré entiérement & la domination dans les graphes. Dans ce

numéro, Hedetniemi et Laskar ont inclus une liste de quelques 400 références.

On dénombre actuellement, quelques 100 types de domination (certains ont été définis
avec des applications pratiques) et plus de 2000 références dans le domaine, on peut citer par

exemple la domination double, couplée, stable, totale... Plusieurs études ont été faites sur
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Figure 16: Un graphe G tel que 7(G) = i(G) = 2 et o(G) =T(G) = 5.

la domination et qui consistent & déterminer les propriétés de différents types de dominants
ainsi que des bornes supérieures ou inférieures concernant ces paramétres. Pour un apergu
détaillé, le lecteur peut consulter les deux livres de Haynes, Hedetniemi et Slater ([(28],[29)).

On note que la domination trouve un champ d’application trés large surtout en in-
formatique, on peut citer par exemple les réseaux de communication, les problémes de

localisations, les microprocessus...

1.4 Quelques types de domination

En raison de la large variétés des problémes liés 4 la domination, nous allons nous restreindre
dans cette partie uniquement a quelques types de domination.

La notion de stabilité dans les graphes a été liée en premier aux ensembles dominants.
Un sous-ensemble S C V est dit stable de G si les sommets de S sont non adjacents deux
a deux. Le cardinal minimum (resp. maximum) d’un ensemble stable maximal de G noté
i(G) (resp. a(G)) est appelé le nombre de domination stable (resp. le nombre de stabilité)
de G. En effet, il est facile de voir que tout ensemble stable est maximal si et seulement
sl c’est un dominant. Par conséquent la stabilité maximale peu étre vue comme un cas

particulier des ensembles dominants. Dans ce cas, on a pour tout graphe G I'inégalité

suivante ¥(G) <i(G) < a(G) < I(G).

La figure suivante illustre un exemple d’un graphe G tel que 7(G) = i(G) = 2 et
a(G) =T1(G) = 5.

En 1980, Cockayne, Dawes et Hedetniemi introduisent les ensembles dominants totaws
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(voir [36]) qui sont définis comme étant des ensembles dominants sans sommets isolés, c’est
a dire que chaque sommet de I'ensemble posséde au moins un autre voisin dans le méme
ensemble. Le cardinal minimum d’un ensemble dominant total 7¢(G) est appélé le nombre de
domination totale. Dans ce cas pour tout graphe G sans sommets isolés on a 7:(G) = 4(G).
Comme exemple pratique, on cite 'exemple suivant.

Considérons un groupe d’individus. On veut sélectionner parmi ce groupe un comité
restreint tel que toute personne du groupe ait des affinités avec au moins un membre de
ce comité. Si nous modélisons ce probléme par un graphe G dont ’ensemble des sommets
représente le groupe d’individus et, deux sommets sont adjacents s’il y a affinités entre

les personnes représentées. Alors le comité restreint sélectionné est un dominant total du

T T

Figure 17: Un graphe tel que 7,(G) = 5.

graphe G.

La domination couplée a été introduite par Haynes et Slater en 1998 (voir [35]). Un sous
ensemble S de V est dit ensemble dominant couplé de G si S est un dominant de G et si le
sous graphe induit par S admet un couplage parfait. Le nombre de domination couplée, noté
Ypr (G), désigne la cardinalité minimum d’un ensemble dominant couplé. Comme exemple
pratique, on cite le suivant.

Considérons un village au sein duquel on veut placer un groupe de vigiles qui assure
la protection de ses voisins tout en s’assurant luj méme une protection mutuelle avec un
collégue. Le plus petit groupe de vigiles représente un ensemble dominant couplé minimum

du graphe représentatif des habitants du village. Voir la figure suivante.
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Figure 18: Un graphe tel que Ypor(G) = 8.

Un sous ensemble S de V(G) est un dominant connexe si le sous graphe induit par §
est connexe. Le nombre 7,(G) est le cardinal minimum d’un ensemble dominant connexe
minimal. La figure suivante illustre un exemple d'un graphe G contenant un dominant

connexe minimum tel que v,.(G) = 6.

G 1L4,\4

Figure 19: Un graphe tel que v,(G) = 6.

Un autre concept qui est la domination double introduite par Harary et Haynes en 2000
(voir [26]). Un sous ensemble S de V est dit ensemble dominant double de G si tout sommet
de V' est dominé par au moins deux sommets de S , autrement dit si v est un sommet qui
n’est pas dans S alors v admet au moins deux voisins dans S et si v est un sommet de S
alors v admet au moins un voisin dans S. Le nombre de domination double, noté v, ,(G),
désigne le cardinal minimum d’un ensemble dominant double de G.

Si nous reprenons 'exemple précédent, en spécifiant que tout villageois soit protégé par
au moins deux vigiles et que chaque vigile soit lui méme protégé par un de ses collégues,
alors le plus petit groupe constitué est un ensemble dominant double minimum du graphe

représentatif des habitants du village.
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Voir la figure suivante.

Figure 20: Un graphe tel que v,5(G) = 4.

Un ensemble S est dit 2-dominant si tout sommet v de V — S a au moins deux voisins
dans S. Le nombre de 2-domination est le cardinal minimum d’un ensemble 2-dominant de
G.

Voir ’exemple illustré dans la figure ci-dessous.

Figure 21: Un graphe tel que v5(G) = 4.
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CHAPITRE II

L’EFFET DE LA SUBDIVISION DES ARETES SUR
QUELQUES PARAMETRES DE DOMINATION

Dans ce chapitre, nous allons étudier quelques paramétres de dominations dans les graphes
modifiés par la subdivision des arétes. Nous rappelons que tous les graphes considérés dans

ce mémoire sont finis, simples et non orientés.

2.1 Le nombre de subdivision de la domination

Arumugam a été le premier & étudier la domination dans les graphes sous l'effet de la

subdivision des arétes. Il a donné la définition suivante.

Définition 2 (Arumugam [3]) Le nombre de subdivision de la domination d’un graphe G
n0té sdy(G) est le nombre minimum d’arétes que l’on doit subdiviser (sachant qu’une aréte

ne peut étre subdiviser qu’au plus une fois) pour faire augmenter le nombre de domination

1G).
Nous présentons ci-dessous quelques résultats importants obtenus par Arumugam.

Théoréme 3 (Arumugam [3]) pour tout arbre T d’ordre n >3

1<sd,(T)<3

On propose un autre exemple d’une chaine P, ou 8d.(Pn) > 2 pour n = 1[3]. A titre
d’exemple v(P5) = y(B) = 2 < v(Pr) = 3 d’ot sdy(P5) = 2.

Les graphes illustrés dans les figures ci-dessous sont des arbres vérifiant sd.(T) = 1,3
réspectivement. Dans tout ce qui suit pour les graphes illustrés, les sommets marqués en

blanc sont les sommets issus de la subdivision.
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‘Figure 22: Un arbre tel que sd,(T) = 1.

L1

Figure 23: Un arbre tel que sd,(T) = 3.

Haynes et al. ont déterminé une borne pour le paramétre sd,(G) pour quelque graphes

particuliers.

Théoréme 4 (Haynes et al. [30]) Pour tout graphe conneze G d’ordre n > 3, soit uv
une aréte de E(G) telle que degg(u) > 2 et degg(v) > 2. Alors 5dy(G) < degg(u) +

dega(v) — 1.
Pour les graphes réguliers, on a:
Corollaire 5 (Haynes et al. [30]) Pour tout graphe k-régulier G on a, sd,(G) < 2k—1.

La figure 24 montre un exemple de graphe régulier qui est le cycle Cy atteignant la borne

du Corollaire 5.

l—r:.

Figure 24: Un graphe 2-regulier G tel que sdy(G) = 3.

Pour les graphes complets, les graphe ayant un sommet v tel que degn(v) =n — 1 ou

les étoiles nous avons toujours ¥(G) = 1. On a le résultat suivant.
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Proposition 6 (Haynes et al. [30]) 5iG est un graphe conneze d’ordren > 3 et v(G) =
1, alors: sd,(G) = 1.

On propose le graphe de la figure 25 comme exemple pour la Proposition 6.

Figure 25: Un graphe G tel que v(G) =1 et sd,(G) = 1.

Théoréme 7 (Haynes et al. [30]) Si G est un graphe avec ¥(G) =k et B1(G) > k+1,
alors sdy(G) < k + 1.

Nous proposons ci-dessous un exemple d’un graphe G tel que 7(G) = 2 < ;(G) = 3 ot
sd.(G) = 2.

Figure 26: Un graphe G tel que v(G) = 2 < ,(G) = 3 ot sdy(G) = 2.



Proposition 8 (Haynes et al. [30]) §i G est un graphe ayant v(G) = B,(G) = 2, alors
sdy(G) < 3.

La figure 27 montre un exemple de graphe atteignant la borne supérieur de la Proposition

Figure 27: Un graphe G tel que 7(G) = 5;(G) = &, et sd,(G) = 3.

Il est & noter qu'un sommet v est dit triangulé si tout voisin u de v est contenu dans un
triangle avec v, c’est équivalent & dire q’un sommet v est triangulé si le sous graphe G[N (v)]
ne contient pas un sommet isolé. On dit qu’un graphe G est triangulé s’il posséde au moins

un sommet triangulé, G' est complétement triangulé si tout sommet de V(G) est triangulé.

Proposition 9 (Haynes et al. [30]) Pour tout graphe G complétement triangulé:

5dy(G) < 86(G) +1

Un sommet v est dit simplicial si le sous graphe induit par G[N[v]] est complet. Comme

conséquence & la Proposition précedente on a:

Corollaire 10 Si G est un graphe contenant un sommet simplicial u tel que degg(u) > 2,

alors sd,(G) < degg(u) + 1.
Rappelons qu’une clique est un sous graphe complet d’un graphe G.

Théoréme 11 (Haynes et al. [30]) SiG est un graphe contenant une clique ayant éxécte-
ment deux sommets simpliciaux el au moins deuxr autres non simpliciaux, alors 1 <

sd(G) < 2.
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La figure suivante propose deux graphes satisfaisant ce théoréme ot les deux bornes sont

atteintes.

[t}

i

Figure 28: Le graphe (1), sdy(G) = 1 et pour le graphe (2), 5d,(G) = 2.

Théoréme 12 (Haynes et al. [30]) Si G est un graphe connexe possédant un sommet u

triangulé, alors sd.(G) < degg(u) + 1.

Un k-arbre est un graphe qui peut étre obtenu & partir d’'un graphe complet en k
sommets, en ajoutant un nouveau sommet et en 1’ attachant & tous les sommets du sous
graphe complet pour le graphe existant d’ordre k. On répéte la méme opération pour chaque
attachement des sommets. Il est fagile de voir qu’un k-arbre est complétement triangulé.

Pour k =1 on un arbre. Si k = 2, oi a un 2-arbre. Voici un exemple de 2-arbre.

Figure 29: Un 2-arbre.

Comme conséquence de Théoréme 12, on a le Corollaire suivant sur les k-arbre.
Corollaire 13 Pour tout k-arbre, k > 2, sdy(G) < k + 1.

Nous cloturons cette partie par quelques problémes ouverts que 1’on a collecté..
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Probléme 14 (Favaron et al. [19]) Caractériser les classes des graphes ayant sd.(G) =
1.

Probléme 15 (Favaron et al. [19]) Est ce que sdy(Ki x K X K3) = 5.

Probléme 16 (Favaron et al. [19]) Caractériser les classes des graphes pour lesquels

5d,(G) = 1(G) + 1.

Probléme 17 (Favaron et al. [19]) Est ce que ¢ est vria que pour tout graphe G de degré

minimum §(G) > 2, sd,(G) < §(G) + 1.

2.2 Le nombre de subdivision de la domination totale

Le concept de subdivision de la domination totale a été introduit pour la premiére fois par

Velammal dans sa thése Ph. D [47]. 1l a donné la définition suivante.

Définition 18 Le nombre de subdivision de la domination totale noté 5dy1(G) est le nombre

manimum d’arétes qu’il faut subdiviser pour faire augmenter le nombre de domination totale.

Pour certaines classes des graphes 8d.+ est majoré par un constante ¢ par exemple c =3
pour les cycles, les arbres et les 2-arbres ou pour les graphes outer planaires maximaux,

¢ =4 pour les grilles, ¢ = 2k — 1 pour les graphes k-réguliers. Il est montré dans [22].

1. 8dy(G) < n—v,(G)+1, La borne est atteinte seulement pour les P, Cs, K4, Ps, Cs;

2. sd4(G) < [ZT"J » La borne est atteinte seulement pour les Pj, Cs, Kiz+e, P, Ky—e,

K;
3. 8d4(G) <n— 3§+ 2, La borne est atteinte seulement pour les Kp(n > 4);

4. sdy(G) < 26,(G) quand §(G) > 2, La borne est atteinte seulement pour le Cs.

Observation 19 Soit G un graphe conneve d’ordre > 3 et S C E(G). Si G' est un graphe

obtenu a partir de G en subdivisant une aréte quelcongue de S salors v (G') > v,(G).
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Dans [22] Favaron et al. ont montré que:

Théoréme 20 (Favaron et al. [22]) Pour tout graphe conneze d’ordre n > 3 tel que
11(G) < 1(G), on a 5dy(G) < 14(G) + 1.

Théoréme 21 (Haynes et al. [32]) Pour tout graphe conneze G, soit u, v deuz sommets
adjacents chacun de degré au moins 2. Alors sd.;(G) < degg(u)+degg(v)— [N(u) NN(v)|—
1=|N(u)NnN(@v)| - 1.

Rappelons qu’une distance entre deux sommets est la longueur de la plus courte chaine

Joignant ces deux sommets. On note par Ny(v) I’ensemble des sommets & distance de 2 et

par dy(v) = [Na(v)|.
Théoréme 22 (Haynes et al. [33]) Si G un graphe conneze d’ordre n > 3, alors
sd(G) < 3+ min{dz(v);v € V(G) et degg(v) > 2}

Théoréme 23 (Haynes et al. [33]) Si G est un graphe d’ordre n > 3 ayant 7:(G) = 2

ou 3, alors 1< sdy(G)<3.

Comme exemple illustratif, voir la figure suivante.

Figure 30: Un graphe d’ordre 5 ayant 7,(G) = 3, tel que sdu(G) =1.

Théoréme 24 (Favaron et al. [22]) Pour tout graphe conneze d’ordre au moins 3 tel

que § =1, on a 5d(G) < v,(G).
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Voir la figure suivante.

sSlies

Figure 31: Un graphe avec § = 1, tel que sd.:(G) = 7,(G) = 1.

Récemment, Karami et al. ont prouvé que pour tout graphe connexe et d’ordre au moins

3.ona

5dyt(G) < 21(G) - 1

La borne peut étre atteinte si le graphe est isomorphe & K, (n > 4). [22]. IIs ont posé le

probléme suivant.
Probléme 25 (Karami et al. [41]) Caractériser les graphes ayant sd..(G) = 2v,(G)—1.
Pour conclure cette partie voici quelques conjecutres.

Conjecture 26 (Favaron et al. [23] ) Pour tout graphe conneze d’ordre au moins 3,5d4(G) <

B8.(G) + 1.

Conjecture 27 (Favaron et al. [23] ) Pour tout graphe conneze d’ordre au moins 3, sd(G) <

7(G) + 1.

Conjecture 28 (Favaron et al. [23] ) Pour tout graphe conneze d’ordre au moins 3, 8dy(G) <

n+1
g
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2.3 Le nombre de subdivision de la domination double

La notion de subdivision de la domination double a été intrduite en 2007 par Atapour et

al.[4]. Il ont donné la définition suivante.

Définition 29 Le nombre de subdivision de la domination double moté sdyx2(G) est le
nombre minimum d’arétes que l’on doit subdiviser pour faire augmenter le nombre de la

domination double sachant qu’une aréte ne peut étre subdivisée qu’au plus une seule fois.

Proposition 30 La chaine P, et le cycle Cy, vérifient:

2 sin=1[3]. 2 sin=2[3
1 sinon 1 sinon

Théoréme 31 (Atapour et al. [4]) Pour tout arbre T non trivial et sans support fort,

on al < sdyxo(T) <2.

Ces bornes sont atteintes pour les chaines, les arbres ayant un support fort ainsi pour

la classe des chenilles. La figure ci-dessous montre un exemple d’une chenille.

RDRE

Figure 32: Une chenille tel que 8dyx2(G) = 2

Théoréme 32 (Atapour et al. [4]) Pour tout grphe G d’ordren > 3 ayant au moins un

support fort alors, on a sdyxo(T) = 1.

Voir la figure ci-dessous.
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Figure 33: Un graphe G ayant un support fort tel que sdyx2(T) = 1.

Proposition 33 (Atapour et al. [4]) Pour tout graphe G d’ordre n > 4 ayant au moins

un support (faible) simple le alors, ona 1< sdyxa(T) < 2.

Voir la figure ci- dessous.

———9

Figure 34: Un graphe G ayant un support simple tel que sd,x2(G) = 2.

Proposition 34 (Atapour et al. [4]) Pour tout graphe G d’ordre n > 2 tel que 7,0 = 2

, alors on a sdyxa(T) = 1.
La borne est atteinte pour un Cj.

Proposition 35 (Atapour et al. [4]) Pour tout graphe G d’ordre n > 4 sans support
fort tel que v,5(G) = n, on a sdyxa(T) = 2.

Voir la figure suivante.
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Figure 35: Un graphe G sans support fort tel que v,5(G) = 4 et sdyx2(G) = 2.

Concernant les graphes bipartis complets, nous présentons le résultat suivant.

Proposition 36 (Atapour et al. [4]) Soit G un graphe biparti complet K, avecr > 2

el s> 2, alors on a sdyxo(T) = 1.

Figure 36: Un graphe biparti complet K33 tel que sdyxo(T) = 1.

Proposition 37 (Atapour et al. [4]) Pour tout graphe G d’ordre au moins deuz con-

tenant un dominant double, on a sdyxa(T) = 1.
Nous terminons par cette conjecture.

Conjecture 38 (Haynes et al. [27]) Pour tout graphe G d’ordren > 2,0nal < sdxo(T) <
2.

2.4 Le nombre de subdivision de la domination couplée

On commence par donner la définition suivante.

Définition 39 Le nombre de subdivision de la domination couplée noté sd.,.(G) est le
nombre minimum d’aréles qu’il faul subdiviser pour faire augmenter le nombre de domina-

lion couplée.
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Théoréme 45 (Favaron et al. [21]) Si G est un graphe conneze d’ordre n > 3 dlors
sdypr(G) <m—1.

Cette borne est atteinte si et seulement si G est un C3,Cs ou G est une étoile subdivisée.

A la fin de cette partie, nous présentons les deux problémes suivants.

Probléme 46 (Favaron et al. [21]) Est ce que c’est vrai que pour tout graphe conneze

G d’ordre n > 3, sd.,-(G) < 28,(G)(< n)

Probléme 47 (Favaron et al. [21]) Dire si c’est vraie que si G est un graphe connere

d’ordre n. > 3 alors sdyr(G + €) < sdypr(G) pour toute aréte e € E(G).

2.5 Le nombre de subdivision de la 2-domination

Tout d’abord, on donne la définition suivante.

Définition 48 Le nombre de subdivision de la 2-domination noté 5d12(G) est le nombre

minimum d’arétes qu’il faut subdiviser pour faire augmenter le nombre de 2-domination.

Dans ce qui suit, on donne une majoration pour le paramétre sdy, en terme de degré

minimum ¢ et degq(v).

Théoréme 49 (Atapour et al. [6]) Soit G un graphe conneze, si v € V(G) tel que

degg(v) > 2, alors sdyy(G) < degg(v).
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Voir la figure suivante.

Y

Figure 38: Un graphe G tel que deg(v) = 2 et sdv,(G) = 2.

Corollaire 50 Pour tout graphe connere G ayant § > 2, on a sdy,(G) < 4.

Voir la figure 38.

Théoréme 51 (Atapour et al. [6]) Soit G un graphe conneze contenant deuz sommets
adjacents u et v, chacun de degré au moins deuz, pour lequel |N(u) NN (v)| # 1. Alors
sd73(G) < degg(u) + degg(v)— [N(v) N N(v)| — 2.

Pour la classe des graphes complets et les graphes bipartis complets, nous avons les deux

résultats suivants.

Proposition 52 (Atapour et al. [6]) Soit K, un graphe complet d’ordre n > 3, alors
sdyy(Kp) = 2.

Proposition 53 (Atapour et al. [6]) Soit Km,n un graphe biparti complet d’ordre n,m >

4, alors on a sdyy(K,) = 3.
Pour conclure cette partie, on présente les problémes suivants.
Probléme 54 (Atapour et al. [6]) Caractériser les arbres T tel que sdyy(T) < 2.

Probléme 55 (Atapour et al. [6]) Est ce que c’est vrai que pour toul graphe connexe

d’ordre n > 3, 1 < sdy,(G) < 3.
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2.6 Le nombre de subdivision de la fonction de domination
Romaine

Soit f une application qui affecte pour chaque sommet d’un graphe G = (V, E) un sous
ensemble de I'ensemble {0, 1,2}, c’est & dire, f : V(G) — {0, 1, 2} tel que pour tout v € V(G)
ayant f(v) = 0, il existe au moins un sommet u € N (v) tel que f(u) = 2. La fonction f
est dite une fonction de domination Romaine, FDR, de G. Le poids de la fonction f est
p(f) = Z f(v). Le nombre de domination Romaine Yr(G) est le poids minimum parmi
toutes lg‘PSICZ:))R de G. La fonction de domination Romaine a été introduite par Cockayne et
Alan, et elle a été proposée par Ian Stewart [46].

Dans cette partie, on étudie I'effet de la subdivision des arétes sur le paramétre yg. On

donne la définition suivante.

Définition 56 Le nombre de subdivision de la Domination Romaine d'un graphe noté
sdy(G) est le nombre minimum d’arétes que Uon doit subdiviser pour faire augmenter

le nombre de subdivision de la domination Romaine.

Pour la classe des graphes complets et les graphes bipartis complets, on a les résultats

suivants.

Proposition 57 (Atapour et al. [5]) Si Kn est un graphe complet d ‘ordre n > 3, alors:
sdy . (Kpn) = 1.

0

0

Figure 39: Un graphe complet K4 tel que sd., (Ky) = 1.
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Théoréme 58 (A. Khodkar et al.[1]) Si G est un graphe contenant un couplage M tel
que [QEQ@J +1 < |M| alors:sdy, (G) < [ZEQ(QJ + 1.

Théoréme 59 (A. Khodkar et al.[1]) Si G est un graphe n-sommet alors 8d,,(G) <
n—A+1

La borne du ce Théoréme est atteinte. Pour voir, considérer un Cy ayant Yr(Cs) =4

et A = 2 tel que sd. ,(G) = 3.

Proposition 60 (A. Khodkar et al.[1]) Soit G est un graphe conneze d’ordre n.> 3. Si

Yr(G) =2 ou 3, alors sd,,(G) = 1.

La borne de ce Théoréme est atteinte. Pour voir considérer un graphe complet K, ou

n > 3.

Proposition 61 (A. Khodkar et al.[1]) Pour tout graphe conneze G d’ordre n > 3. Si
4(G) = 1, alors sd,,(G) < 2.

Une concéquence dirécte de cette Proposition est la suivante:
Théoréme 62 (Atapour et al. [5]) Pour tout arbre T d’ordre n > 3, 8d, (T) < 2.

Voir la figure suivante pour un exemple d’arbre ot la borne est atteinte.

Figure 40: Un arbre T tel que y5(T) = 3 et sd (T) = 2.

Rappelons qu'un sommet v est dit simplicial si son voisinage induit N[v] est une clique.
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Théoréme 63 (Atapour et al. [5]) Soitu et v deuz sommets adjacents non-simpliciaus
d’un graphe connere G d’ordre n > 3. Soit r le mazimum ordre d’une clique engendré par

le sous graphe G[N(u) N N(v)], alors:
sdyr(G) < degg(u) + degg(v) — 2r — 1

Rappelons q’un graphe gonflé noté Gy peut étre obtenu en remplacant chaque som-
met v € V' par une clique d’ordre deg(v), oi chaque sommet de la clique sera adjacent
exactement un sommet des autres cliques corespondant aux voisins de v.

Voici un exemple d’un graphe gonflé.

Figure 41: Un graphe G et son graphe gonflé G,.

Corollaire 64 Si Gy est le graphe gonflé d’un graphe G avec §(G) > 2,alors sd,,(G) < 3.
On conclut cette partie par les deux problémes suivants.
Probléme 65 (Atapour et al. [5]) Caractériser les arbres ayant sd., . (G) < 2.

Probléme 66 (Atapour et al. [5]) Est ce que c’est vrai que pour tout graphe d’ordre au

moins trois, 1 < sd, (G) < 3.



CHAPITRE III

LE NOMBRE DE SUBDIVISION DE LA DOMINATION
2-RAINBOW

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons 3 ’étude de la fonction de domination 2-Rainbow
dans les graphes .modjfés par la subdivision des arétes. Donnons d’abord la définition
suivante.

Soit f une application qui affecte pour chaque sommet d’un graphe G = (V, E) un sous
ensemble de I’ensemble {l,é,3,...,k:}, c’est & dire, f : V(G) — P({1,2, 3,...,k}) tel que
pour tout v € V(G) ayant f(v) = 0 on a U f(w) = {1,2,3,...,k}. La fonction f est
dite une fonction de domination k—RainbothEIFV(Dv)kR, de G. Le poids de la fonction f est

o(f) = Z [f(v)] et le nombre de domination k-Rainbow 7, (G) est le poids minimum
veEV(G) .
parmi toute les FDAR de G. La domination k-rainbow a été introduite par BreZar et al. [12],

[11] dans le but d’étudier la domination couplée dans les produits Cartésien de graphes.
Dans ce mémoire, on s’intéressera au cas k = 2. Pour une F D2R, on définit les ensembles

Vi =1{v: @)= 00V = {v: @) = WLV = {o: () = (21}, Vi = {v : f(o) =

{1,2}}, T est claire que V{/, Vlf Vi et Vl'g partitionnent I’ensemble des sommets de G.

Aussi, si G est un graphe d’ordre au moins deux, alors v,(G) > 2. Voir [13].

3.2  Résultats préliminaires

Le résultat suivant, qui sera utile pour la suite, donne une caractérisation de tous les graphes
G tels que 7,9(G) = 2. Soit K3 ,00m > 2, un graphe obtenu par un graphe biparti complet
Kjm en ajoutant zéro ou plusieurs arétes entre les sommets appartenant & ’ensemble de
taille m.

Le résultat suivant a été etabli par Bresar,Tadeja Kraner Sumenjakh dans Particle [11].
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Proposition 67 Pour un graphe G d’ordre n > 2, Yr2(G) = 2 si et seulement si G =
2K1,K3 , ou bien A(G) =n — 1.

Preuve. Si G est non connexe, alors il est claire que G = 2K . Donc on supposera que
G est connexe et soit f une FDQR sur G de poids minimum et tel que IVi";’ est maximum.
11 est claire lVé, € {0,1}. Si IVI‘Q, = 0, alors il existe deux sommets u,v dans G tels que
u € Vlf et v e V2f - Par conséquent tout sommet de V — {u,v} = Vof est adjacent & u et v.
A noter que les sommets de be peuvent étre adjacents. Aussi lbe ] > 2, sinon G = P; ou
C3 et un tel graphe admet une fonction g FD2R. ayant [V = 1, ce qui contredit le choix de
J . Maintenant si uv € F , alors on peut définir une autre FDIR, g sur G de poids minimum
tel que u € Vi et Vi = V — {u}, ce qui contredit le choix de f une nouvelle fois. Donc
ww ¢ F et par conséquent G = K3 - En fin supposons que IVf;, =1. Alors V¥ = sz =0
et donc Vij; domine tous les sommets de V. D’ou A(G) =n — 1.

La réciproque est simple & voir. m
Lemme 68 (Bresar et Sumenjakb [11])

i) Pour n > 37 ’)ITZ(Cn) . I_%J 4 [.TZL-l - I_%J .
ii) Pour n > 1, 7,9(P,) = |5] + 1.

Théoréme 69 Soit G un graphe conneze dordren > 3 et e = wv € E(G). Si G’ est le

graphe obtenu a partir de G en subdivisant Uaréte e, alors ¥r2(G) < 7,0(G").

Preuve. Notons par z le sommet résultant de la subdivision de I'aréte e = uv. Counsid-
érons une fonction de domination 2-rainbow f sur ¢ de poids minimum. Si flw)U fv) =
{1,2}, alors [ est une fonction de domination 9-rainbow de G et donc 12(G) < p(f) =
Yr2(G"). Done supposons que f(u) U f(v) # {1,2}. Ainsi pour I'un au moins de u et v,
disons u, on a f(u) = (. Par conséquent f (z) # 0. Soit alors la fonction g définie sur G par
9(z) = f(z) pour tout z € V(G") - {u}, et 9(u) = f(z). Il est claire que p(g) = p(f) et que
g est une fonction de domination 2-rainbow sur G. D’ou Yr2(G) < p(9) = p(f) = 7,0(CG).
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Dans ce qui suit, on donnera pour certaines classes de graphes le nombre de subdivision

pour la domination 2-rainbow.

3.3 Le nombre de subdivision de la domination 2-Rainbow
Proposition 70 Soit G un graphe complet d’ordre n > 3, alors sdro(G) = 2.

Preuve. Puisque v,5(C3) = 7,9(Cy4) = 2, alors sdy_,(K3) > 2. Donc d’aprés la Propo-
sition 67 sd.;2(G) = 2. Donc on supposera que n > 4. Montrons d’abord que sd-2(G) > 2.
Supposons le contraire que sdy2(G) = 1. Soit uv I’aréte subdivisée et y le sommet résultant
de la subdivision. Notons par G’ le graphe obtenu. D’apreés la Proposition 67 .Définissons
la fonction f définie sur G’ par f(u) = {1}, f(v) = {2 } et f(z) =0 ; pour tout = ¢ {u,v}.

Alors f est une fonction de domination 2-rainbow de poids 2(f) = 2 = 7,.9(G), contradic-
tion. D’ott sdyr9(G) > 2. Montrons maintenant que la subdivision de deux arétes suffisent
pour augmenter v,9(G). Rappelons que n > 4. Soit u, v, z trois sommets quelconques de
G et soit z,y les sommets résultants de la subdivision des arétes uv et vz, respectivement.
Notons par G’ le graphe obtenu, il est claire AG)< A-1et G # k3 - Donc par la

Proposition 67, 7.5(G’) > 3 et par conséquent sd,,9(G) =2.
Proposition 71 Si G un graphe contient un sommet support fort, alors 8d,r2(G) = 1.

Preuve. Soit w un sommet support adjacent & deux sommets pendants u et v. Soit
G’ le graphe résultant de la subdivision de I’aréte ww et notons par x le nouveau sommet.
Soit f une fonction de domination 2-rainbow sur G’ de poids minimum. Supposons que
f(w) = {1,2}. Alors f(z) = f(v) = @ et |f(u)| = 1. Dans ce cas définissons la fonction g
sur G par g(y) = f(y) pour tout y # u et 9(u) = 0. 11 est claire que g une fonction de
domination 2-rainbow sur G et donc 7,4(G) < p(9) = p(f) = 1 = 7,5(G') — 1. Dans le cas
ot |f(w)| =0 ou 1, on peut voir facilement que l'on peut se ramener au cas précédent. Par

conséquent v,9(G) = 1. m
Théoréme 72 Si T est un arbre non trivial, alors 8d.a(T) £ 2.
Preuve. Sin = 2, alors 8d2(T") = 2. Done on suppose que n > 3. Si T° posséde un

support fort alors par la Proposition 71, sdyro(T") = 1. Donc on supposera 1" ne posséde
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pas de support fort et par conséquent T est d’ordre 7 >4.8in=4alors T = Py et donc
8dyr2(T) = 2. On supporera par la suite que n > 5. Puisque T ne posséde pas de support
fort, alors son diamétre est au moins quatre.

Considérons la plus longue chaine dans T et désignons ses sommets par UY-U1~UY-..~Uk
ol k > 4 est le diamétre de T. 1l est claire que degr(uo) = degp(uk) = 1 et degp(uy) = 2
car T est sans support fort. Considérons les cas suivants,

Cas 1. degr(us) > 3. Supposons d’abord que ug est un support adjacent au sommet
pendant uj. Dans ce cas soit I’arbre 77 obtenu en subdivisant les arétes wgu; et ujus.
Désignons par z et y les sommets respectives issus de la subdivision. Pour toute fonction
de domination 2-rainbow f sur G’ de poids minimum, le cardinal des affectations de f sur
les sommets de la chaine on a UQ-T-u1-Y-ug-uy est au moins 4. Donc on peut supposer, sans
perte de généralités, que f(z) = f(ug) = {1, 2}. Dans ce cas, on définit une fonction g sur
T, par g(w) = f(w) pour tout w € V(T') — {uo} et g(uo) = {1}. On peut voir que g est une
fonction de domination 2-rainbow sur 7" D’oit on a Y2(T) < p(g) = p(f) — 1 < 7,9(T).
Donc, pour la suite u est supposé un sommet qui n’est pas support. Puisque degr(ug) > 3,
alors tout voisin de uy différent de us est un support. Soit ’arbre 7" obtenu en subdivisant
les arétes ugu; et uyus. Désignons par z et Y les sommets respectives issus cette subdivision.
On peut supposer que |7 (ug)| # 0, sinon on peut se ramener a ce cas. Si f(ug) = {1,2} alors
J(z) = {1,2}. Maintenant si | f(us)| = 1, alors [£(uo)| = |f(u1)| = 1. On définit une fonction
g sur T, par g(w) = f(w) pour tout w € V(T')—{uo, u1}. Maintenant on posera fluo) = {1}
et f(u1) = 0 si on est dans la premiére situation, sinon f(u1) = B et f(uo) = {1} ou {2}
de maniére que f(ug) U f(uz) = {1,2}. Il est facile de constater que g est une fonction de
domination 2-rainbow sur 7. D’oti on a Yr2(T) < p(g) = p(f) — 1 < v,9(T").

Cas 2. degp(uz) = 2. Considérons ’arbre T obtenu en subdivisant les arétes ujus
et usuz. Notons par z et y les sommets respectives issus de la subdivision. On ppeut
distinguer les sous cas suivants.

Cas 2.1.  f(uo) = 0. Alors f(u1) = {1,2} et donc f(z) = 0. On a besoin que
[£(u2) U f(y) U fluz)] > 2. Sans perte de généralité, on posera f(up) = {1}, f(u3) = {2}

et f(y) = (. Dans ce cas, on définit une fonction g sur T, par g(z) = f(z) pour tout
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z € V(T) - {uo,u1}, et g(u1) = 0, glug) = {2}. 1l est clair que g est une fonction de
domination 2-rainbow sur 7' de poids p(9) = p(f) — 1 < p(¥).

Cas 2.2. f(up) # 0. Si f(uo) = {1,2}, alors on peut changer les affectations de ug et
de u;. Ainsi on sera dans le cas précedent. Donc on peut supposer que |f(uo)| = 1, disons
f(uo) = {1}. Alors f(uq) = 0 et f(z) = {2}. Ainsi f(ug) = 0 et f(y) = {1}. Maintenant,
on définit g sur 7" par g(2) = f(z) pour tout z € V(T) — {uo,ua}, et g(ug) = {1} et
9(uo) = {2}. Dans ce cas, g est une fonction de domination 2-rainbow sur 7' de poids
p(9) =p(f) =1 < p(f). Dot le résultat. m

Il est a signaler que la borne du Théoréme 72 est atteinte. Pour voir considerer une

chaine Py, ot y,(Py) = Yr2(Ps) = 3 et v, (Ps) = 4.

Proposition 73 Si G est un graphe connexe d’ordre n > 3 tel que Y,.o(G) = 2, alors
sd, ,(G) < 2.

Preuve. 1l est claire que le résultat est vrai pour 7 = 3. Donc on supposera que n > 4.
Supposoﬁs que G' = K,. Alors d’aprés la Proposition 70, on a sdy (G)=2.

On suppose que G # K. 1l existe deux sommets, non adjacent u,v. Designons par G’
le graphe résultant de la subdivision d une aréte incidente & u et notons par = ce nouveau
sommet. Soit f la fonction de domination 2-rainbow de poids minimum sur G’. S’il existe
un sommet z € V(G') tel que f(2) = {1, 2}, alors J(G') > 8, car aucun sommet de G nlest
adjacent & tous les sommets de G”. Donc, on peut supposer que Vz € V(G"), | f(z) |<1.

Vu que U f(t) ={1,2} et vz,vu ¢ B(G') alors f(G')>38. Dot sd, ,(G) <2. w
teN(z)

Proposition 74 Si G' est un graphe connere tel que v9(G) = 3, alors sdy ,(G) < 2.
Preuve. Puisque 7,4(G) = 3, alors n > 4 et le degré maximum dans G est inférieur
strictement & n — 1. Soit v un sommet de degré maximum. Puisque degg(v) < n — 2, alors
V(G) —Nv] # 0. Soit alors v un sommet quelconque de V(G) — N[v] adjacent 4 un sommet
w € N(v). Subdivisons les arétes vw et wu et notons par z et y les sommets résultants,
réspectivement. Designons par G’ le nouveau graphe obtenu et soit f une fonction de
domination 2-rainbow de poids minimum sur G'. Pour montrer que sd ,(G) < 2, il suffit

de montrer que 7,.( G') > 4. Pour cela, examinons les cas suivants:
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Cas 3. |f(u)| =1, disons f(u) = {1}. Alors sans perte de généralité f(z) = f(y) = {.
Par conséquent f(v) = {2} et f(w) = {2}. Dans ce cas, on définit la fonction g de domination
Z-rainbow sur G par g(z) = f(2) pour tout z # {u,v}, g(u) = 0 et g(v) = {1}. Il est claire
que 7,2(G) < p(g) = p(f) < 7,2(G).

Dans tous les cas, on a sd,  (G) < 2, d’oti le résultat. m

Théoréme 76 Soit G un graphe conneze tel que 6(G) > 2. Siv est un sommet simplicial

de G, alors sd, ,(G) < dega(v) + 1.

Preuve. Soit v un sommet simplicial de G. Notons par N(v) = {v1,vs, oy Vdeg o) }
ensemble des voisins de v. Puisque §(G) > 2, Soit ¢ le graphe obtenu en subdivisant
les arétes VU1, U2, -, VVgegq(v) €6 une aréte v;v; tel que i # 7, disons v1ve. Notons par
Z15%2; -+, Tdegy(v) €t T, les sommets respectives issus de la subdivision. Parmi toutes les
fonction de domination 2-rainbow sur &’ de poids minimum soit f une telle fonction pour
laquelle |f(v)| est maximum. Examinons les cas suivants.

Cas 1. f(v) = {1,2}. Alors f(x;) = 0 pour tout i = 1,...,degg(v). A noter que f(v) n’a
aucune influence sur les sommets vy, vs, -+ Udeg(v)- Par conséquent, définissons une fonction
g de domination 2-rainbow sur G par: 9(y) = f(y) pour tout sommet y # V(G) — {v,u1},
lg(v)| =1 et g(v1) = f(v1) U f(z). Donc il est claire que g est une fonction de domination
2-rainbow et 7v,9(G) < 7,9(G").

Cas 2. |f(v)| = 1. 9l existe deux sommets T, zj tel que |f(z;)] > 1 et |f(z;) >
1.Donc on peut définir un fonction g de domination 2-rainbow sur G tel que g(v) = {1,2},
9(y) = f(y) pour tout sommet y # v. Donc il est claire que g est une fonction de domination
2-rainbow et 7,9(G) < v,9(G’). Donc on peut supposer qu’il existe au plus un sommet z; tel
que |f(2;)| > 1, et on affecte §} pour le réste des z; . Par conséquent, au moins (degg(v) — 1)
sommets parmi {vy,vs, <y Udeg (v) | Ot f(v;) # 0, on supposera [f(v1)| # 0. D’autre part,
il faut remarquer que |f(v1) U f(vg) U f ()| > 2. Dans ce cas on considére ¢ une fonction
de domination 2-rainbow sur G' comme suit: 9(v) =0, 9(y) = fly) Vy # V(G) — {v1,v}.

Maintenant:

e Si f(z) # 0, alors g(vy) = {1,2} et g(va) = f(v2). Donc il est claire que g est une



fonction de domination 2-rainbow et 7,4(G) < Y,o(G).

e Si f(z) =0, alors f(v1) U f(va) = {1,2} pour dominer z, dans ce cas g(v1) = f(v1),
g(v2) = f(vg). Donc il est claire que g est une fonction de domination 2-rainbow et

Yr2(G) < 7o (G).

Cas 3. [f(v)| = 0. S’il existe un sommets z; tel que f(z;) = {1,2}, alors on peut
changer les poids de v et v; par f(v) = {1}, f(uv) = {2} et f(z;) = 0, on obtient une une
fonction de domination 2-rainbow o |f(v)| est maximum, ce qui contredit notre choix de
f. Donc pour tout z;, on a [f(z;)| < 1. D’autre part pour dominer v on a besoin de deux
sommets z; et z; tel que f(z;) U f(z;) = {1,2}. Dans ce cas les sommets v; et v; sont
affecté par () (sinon on peut changer ’affectation de v). S'il existe une zy, ou k £ 4,5 tel
que |f(zx)| = 1. Alors on peut définir g par [9(v)| = 2, g(y) = f(y) pour tout y # v. Il est
claire que g est une fonction de domination 2-rainbow et Yr2(G) < 7,9(G'). Donc Yk # 1, §

, f(zx) = 0. Examinons les situations suivantes.

a) degg(v) = 2. Donc [f(z1)| = |f(z2)| = 1. Alors on peut changer D’affectation de v
et de z; de fagon que f(v) U f(v1) = {1,2}, ce qui contredit le choix de v. Dot et
similairement f(v1) = 0 et f(va) = . Par conséquent |f(z)| > 1. On definit g comme
suit g(v) = {1,2}, g(y) = f(y) pour tout sommet y # v. Donc il est claire que g est

une fonction domination 2-rainbow sur G, d’ott 7,9(G) < 7,9 (G).

b) degg(v) > 3. Soit 7, avec k £ i, § un sommet quelconque de G. On sait que f(v) = {§
et f(zy) = 0. Dot f(vy) - {1,2}. Puisque v est un sommet simplicial, alors on peut
changer laffectation de v,2; et z; par f(v) = {1,2}, |f(z1)] = |f(z2)| = 0. On obtient

ainsi une contradiction avec le choix de f.

Comme conséquence, on a le résultat suivant.

2

Corollaire 77 Si G est un k-arbre, alors sdy (G) <k+1.
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Preuve. Si k = 1, alors G est un arbre et d’aprés le Théoréme 72, le résultat est vrai.
Donc on suppose que k > 2. Il est, claire par définition que G contient un sommet simplicial

de degré k. Ainsi par le Théoréme 76, on a le résultat. m
Proposition 78 §i Knm un graphe biparti complet, alors sd.o(G) < 2.

Preuve. On supposera que m > n. Si Vr2(Knm) = 2 ou 3 alors d’aprés que la Propo-
sition 73 et la Proposition 74, le résultat est vrai. Donc on peut supposer que nn > 4. il est
claire que v7,9(Ap,m) = 4. Considérons deux arétes incidentes v et vw ou u et w apparti-
ennent a la partie de taille n. Notons par z et y les sommets résultants de la subdivision
des arétes uv et vw, respectivement. Soit K;l’m le nouveau graphe obtenu, Définissons la
fonction f sur K,ﬁl’m. Pour toute fonction f de domination 2-rainbow, la somme des car-
dinaux des affectations sur les sommets U, v,T,y et w est au moins 3. Donc il est claire
que pour dominer z et ¥ on a besoin d’au moins trois affectations non vides, par exemple
posons f(u) = {1}, f(v) = {2 } et f(w) = 1, et donc il faut affecter {1} 4 un sommet de V5
différent & v pour dominer les sommets réstants de V1. De méme pour le réste des sommets
de V3, il faut affecter un {2} 4 un sommet de V1 différent & u et w. Il est claire que o(f) =
Yr2(G") > 5 et par conséquent le résultat est vrai. m

Dans tous les cas sd,q2(G) < 2.
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Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans ce mémoire & I’étude de I’effet de la subdivision d’une
aréte sur le nombre de la fonction de domination 2-Rainbow.

En premier lieu, nous avons tenté de faire le point sur ce qui a été fait dans ce domaine
par rappaort & quelques paramétres do domination, comme les nombres de domination
totale, domination double, domination couplée...etc. Puis nous nous sommes orientés vers
I'étude des graphes o le nombre de la domination 2-Rainbow augmente lorsqu’on subdivise
une ou plusieur arétes.

Nous avons établi quelques résultas ot nous avons ma joré le nombre des arétes suffisant
pour 'augmentation de -, pour quelques classes de graphes. Par exemple les arbres, les
graphes complet, les graphes bipartis complets ainsi que les graphes possédant un sommet

simplicial.
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