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RESUME

RESUME:

Le probléeme élasto-statique anti-plan d'une fissure de DUGDALE-BARENBLATT dans une
bande infinie est traité dans le cadre de ce travail de thése. La bande infinie est constituée
d’une zone fondue (WM), du metal de base (BM) et d’une zone affectée thermiquement
(HAZ) ; la fissure est située dans la zone fondue. La WM et la BM sont considérés
homogénes. La HAZ est modélisée comme un milieu non-homogéne avec un module de
cisaillement variant exponentiellement. Le cadre théorique est la théorie de GRIFFITH
revisitée basée sur un principe de minimisation de I’énergie totale de la structure. Le
probléme élastique est réduit a une équation intégrale singuliére (SIE) en utilisant les
transformées de Fourlier. L'équation SIE est résolue numériquement par la méthode de
quadrature basée sur les polynémes de TcHeBYCHEvV. Les effets des parameétres du
probléme : épaisseurs de la HAZ, et de la WM, I’elasticmismatch (rapport entre les
modules de cisaillement des zones WM et BM), ainsi que les propriétés du modele de
DuGDALE, sur I’évolution de la charge de rupture et sur la propagation de la fissure dans le
milieu d’étude, est présenté. Une comparaison entre les résultats obtenus avec le modéle de

GRIFFITH, est également effectuée.



RESUME

ABSTRACT:

The elasto-static anti-plane problem of a DuGbALE-BARENBLATT crack in a welded infinite
strip was treated in this thesis work. The modeling of the problem is based on a revisited
Griffith's theory using the principle of energy minimization that is formulated in terms of a
singular integral equation (SIE) to be resolved. The welded joint was modeled as a three-
material structure: Welded Metal WM, Base Metal BM, and Heat Affected Zone HAZ.
The HAZ was modeled as a non-homogeneous medium with a shear modulus that vary
exponentially. After modeling, the problem was reduced to a singular integral equation
(SIE) according to the transformation scheme proposed by ERDOGAN using the FOURIER
transforms. The SIE equation was solved numerically by the quadrature method based on
TcHeBYCHEV polynomials. The effect of the most important parameters (thickness of the
HAZ zone, thickness of the WM zone, elasticmismatch (ratio between the shear modulus
of the WM and BM zones) and the property of the DucbALE model) on the evolution of the
rupture load and on the crack propagation in the studied heterogeneous medium, was
presented. The influence of DucDALE's model property values J. on the convergence of its

results to those obtained using the GriFriTH model is highlighted.
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INTRODUCTION

Les procedes d'assemblage par soudage sont de plus en plus utilisés dans les différents
secteurs de I'industrie. Les avantages qu'ils renferment favorisent et facilitent leur intégration
dans les processus industriels. Ces procedes, bien qu'ils restent les meilleurs candidats parmi
toutes les techniques d'assemblage dans la vie industrielle et économique, sont généralement

accompagnes d'un nombre de défauts inévitables.

Les défauts qui apparaissent dans les soudures pendant et apreés la réalisation, rendent
importante I'analyse de leur influence sur le comportement des structures et installations
soudées. Ces défauts sont classés par leur formes, tailles, orientations et positions dans les

joints soudées (ZERBEST et al., 2014).

Les joints de soudures sont considérés comme des structures non-homogeénes dans le
domaine de la modélisation en mécanique de la rupture. Cette non-homogénéite est due a la
variation des propriétés mécaniques et élastiques a travers le joint de soudure. Plusieurs

modeles ont été proposés pour analyser les structures soudées contenants des fissures:

e Le modéle bi-matériaux est le plus simple. Il suppose que le joint est seulement
constitué de la zone fondue (WM) et du métal de base (BM) (HAao et al., 1997; ZHANG et al.,
1997a; BursTow et al., 1997; RAKIN et al., 2008; DoNATO et al., 2009).

e Le modele tri-matériaux contient une troisieme zone appelée zone affectée
thermiquement (HAZ) en plus des deux zones existantes WM et BM (ZHANG et al., 1997 ;
RANESTAD et al., 1997 ; Hao et al., 2000 ; NeGRE et al., 2004).

Le modele bi-matériaux est caractérisé par une discontinuité des propriétés mécaniques et
élastiques a travers l'interface entre les différentes zones. Le modéle tri-matériaux corrige
cette discontinuité en introduisant une zone intermédiaire HAZ dont les propriétés varient

continument entre celles de WM et BM.

D’aprés la littérature, les travaux de modélisation de deux phénomeénes ont été
particulierement étudiés: le strengthmismatch (différence entre les résistances de WM et BM)
et I’elasticmismatch (différence entre les propriétés élastiques de WM et BM). Divers travaux

peuvent étre cités :
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e Basé sur une analyse par élements finis, Hao et al. (1997) ont étudié I’effet du
strengthmismatch sur la charge limite de rupture. DonATO et al. (2009) ont étudié son effet sur
les parametres influant sur la propagation de la fissure (intégrale de Rice J et le déplacement
d'ouverture a la pointe de la fissure CTOD). L'effet de ce phénoméne sur le champ de
contraintes et de déformations au voisinage de la pointe de la fissure a également été étudié
(Burstow et al., 1997 ;ZHANG et al., 1997a ; HAo et al., 2000 ; RAKIN et al., 2008).

e NEeGRE et al. (2004) ont utilisé la méthode "slip-line field" et la méthode des éléments
finis pour étudier I’influence du strengthmismatch sur les courbes de charge/CTOD.

e En utilisant une méthode basée sur la solution des équations intégrales, Li et al. (2008)
ont examiné I’effet de I’elasticmismatch sur les valeurs calculées du facteur d'intensité de

contraintes d'une fissure dans un joint soudé.

Dans tous les travaux cités, le modele de fissure utilisé est le modele de GriFrITH. Dans ce
modele, les lévres de la fissure sont libres de contraintes. Autrement dit, il n’existe pas de
forces cohésives entre les levres. Ce modele, bien que simple, est trés largement utilisé. Son
principal défaut est la présence, dans le cas élastique, de contraintes singuliéres en pointe de

fissure.

Le modele des forces cohésives, suppose I’existence de forces d’interaction entre les levres
de la fissure dont I’intensité dépend de I’ouverture. LAVERNE (2004) a présenté une recherche
bibliographique compléte sur ces modeles. Dans notre travail, le modéle de forces cohésives
utilisé est celui de DucbALE (DUGDALE, 1960).Les critéres de propagation de la fissure ont été
établies en utilisant le principe de minimisation de I'énergie avec une densité d'énergie de

surface de type BARENBLATT (FERDJANI et MARIGO, 2015).

La propagation d'une fissure de type DUGDALE a été étudiée pour différentes structures et

chargements :

e En mode I, FERDJANI et al. (2007) etudiérent une fissure dans un milieu infini et
isotrope sous chargement uniforme.

e En mode I, FERDIANI (2008, 2013) et Ferpiani et al.(2009) ont considére,
respectivement, le cas d'une fissure dans un milieu isotrope semi-infini, dans une bande
isotrope infinie, et a l'interface entre une bande et un demi-plan constitués de matériaux

isotropes différents.
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e En mode mixte, FERDJANI et MARIGO (2015) ont étudié une fissure a l'interface entre
une bande et un demi-plan constitué d’un méme matériau isotrope et sous un chargement de

traction uniforme.

Dans la continuité des travaux de modélisation cités ci-dessus, ce travail consiste en la
modélisation d’un joint de soudure contenant une fissure de DucDALE en mode Il (voir :
Brick CHAOUCHE et al., 2019) . Le modele tri-matériaux avec trois zones WM, BM et HAZ,
est utilisé. Une étude paramétrique sur la propagation de la fissure est effectuée. L’ influence
de deux parameétres: I’elasticmismatch et la largeur de la HAZ, est étudiee. Le présent

mémoire est organisé comme suit :

» Une introduction générale, suivie d’un premier chapitre consacré a une étude
bibliographique sur les méthodes utilisées pour la modélisation des joints de soudures.

» Un deuxiéme chapitre présente les modéles de forces cohésives et les lois d'interface
correspondantes.

» Un troisiéme chapitre présente la formulation variationnelle du probléme, et les criteres de
propagation déduits a I’aide d'un principe de minimisation de I'énergie totale, en utilisant une
fonction densité d'énergie de surface de type DUDGALE-BARENBLATT. Il présente également les
problémes étudiés, ainsi que le schéma de transformation des problemes en une équation
intégrale singuliére.

» Un quatrieme chapitre présente la solution des équations intégrales singulieres des
problémes décrits dans le précédent chapitre, ou un soin particulier est donné a la résolution
du cas de I'équation avec chargement discontinu.

» Un cinquieme chapitre est réserve a la présentation des résultats. Ils consistent en I’étude
de I’influence du rapport elasticmismatch M et des épaisseurs des différentes zones sur :
I'évolution de la charge appliquée 1., en fonction de la longueur de la fissure, et de la charge
de rupture . En dernier, une comparaison entre les contraintes de rupture obtenue par les
modeles de DUGDALE et de GRIFFITH.

» Une conclusion générale, les références bibliographiques ainsi que neuf annexes.

10



CHAPITRE 1: MODELISATION DES FISSURES DANS LES JOINTS DE
SOUDURES

Dans la littérature, il existe de nombreux travaux sur la modélisation des fissures
dans les joints de soudures. Les auteurs ont étudié des problemes utilisant différents
modéles (généralement le modéle bi-matériaux et le modéle tri-matériaux), différentes
configurations, différents types de sollicitations et différentes positions de fissures. Les
auteurs utilisent différentes formulations et méthodes d'analyse, les plus importantes sont

la méthode "slip line field", la méthode des eéléments finis et la méthode intégrale.

1.1. Modeéle bi-matériaux :

Ce modele est constituer de deux zones a savoir la zone fondue (noté par la suite
WM) et le métal de base (noté BM), ces zones sont caractérisés par des propriétés

mécaniques différentes (voir figure 1.1).

c) ' d)

Figure 1.1. Modele bi-matériaux : a) HAo et al., 1999, b) Hao et al., 1997 , ¢) BursTow et
al., 1997 et d) RAkIN et al., 2008.

1.2. Modele tri-matériaux:

Le modeéle tri-matériaux est constitué en plus des deux zones WM et BM, d’une
troisiéme zone, appelée zone affecté thermiquement (HAZ). Ce modeéle est utilisé surtout

11



CHAPITRE 1: MODELISATION DES FISSURES DANS LES JOINTS DE
SOUDURES

pour étudier les cas ou la fissure se situe dans la HAZ, a l'interface entre la HAZ et le BM

ou entre la HAZ et la WM, des exemples sont données sur la figure 1.2.

\\/" o 7
.l - -
.LF - iyt
a) b)
BM BM
— -

c)

Figure 1.2. Modeéle tri-matériaux: a) ZHANG et al., 1997b, b) RANESTAD et al., 1997 et c)
NEGRE et al., 2004.

1.3. Phénoménes du mismatching:

Les joints de soudures sont caractérisés par un mismatch dans les propriétés
élastiques (elasticmismatch) et mécaniques (strengthmismatch), ces deux phénomenes sont
dus a la différence entre les propriétés élastiques et mécaniques des différentes zones du

joint de soudure.

1.3.1. Strengthmismatch:

Le stenrgthmismatch est la différence entre les résistances de la zone fondu WM et le
métal de base BM ou de la zone fondu WM et la zone affectée thermiquement HAZ. Dans
la littérature le strengthmismatch est dénommé par le facteur de mismatch (noté M), c'est le

rapport entre les résistances des différentes zones, i.e.:

e En terme de la limite élastique oe: M=0cewm/GeaMm

e En terme de la contrainte de rupture Ry: M=Rpnwm/Rmem

12



CHAPITRE 1: MODELISATION DES FISSURES DANS LES JOINTS DE
SOUDURES

1.3.2. Elasticmismatch:

L'elasticmismatch est la différence entre le module d'élasticité de la zone fondu WM
et le métal de base BM ou de la zone fondu WM et la zone affecté thermiquement HAZ.
Dans la littérature I'elasticmismatch est dénommé par le facteur de mismatch M, c'est le
rapport entre le module de Young E (ou le module de cisaillement x) des différentes zones,

i.e. M:EWM/EBM ou ,LLW|\/|/luBM.

1.3.3. Evenmatch, overmatch et undermatch:

Dans I'étude du phénomeéne du mismatch il faut toujours distinguer trois cas

principaux:

o Cas evenmatch: Il correspond au cas ou toutes les zones ont les mémes propriétés

élastiques et mécaniques, M=1.

o Cas overmatch: Il correspond au cas ou les propriétés élastiques et mécaniques la
zone WM sont supérieures, M>1.

o Cas undermatch: 1l correspond au cas ou les propriétés élastiques et mécaniques de

la zone WM sont inférieures, M<1.

1.4. Méthodes utilisées dans la modélisation des fissures dans les joints de soudure:

Dans la littérature il y a principalement trois méthodes utilisées dans la modélisation
des fissures dans les joints soudés, les plus utilisée sont la méthode "slip line field", la

méthode des éléments finis FEM et la méthode intégrale.

1.4.1. Méthode "slip line field":

La méthode "slip line field" permet de donner des solutions exactes a une large classe
de problémes de valeurs aux limites des solides élasto-plastiques en déformation plane (J.
R. Rice 1968 et ALLAN F. Cower 2010). Cette méthode consiste a simplifier les équations
gouvernantes en faisant plusieurs hypothéses comme [I'état des déformations planes, les
contraintes de cisaillement aux interfaces sont constantes, le matériaux et plastique rigide,

...etc. L'application de cette méthode se fait en plusieurs étapes:

13



CHAPITRE 1: MODELISATION DES FISSURES DANS LES JOINTS DE
SOUDURES

e Les équations d'équilibres doivent étre formulées en termes de la contrainte principale,
déviatorique et en déformation plane puis résolues.

e Le champ "slip line field" et construit graphiquement a partir des lignes de cisaillement
maximum et minimum orthogonaux (voir exemple sur la figure 1.3).

e A partir d'une contrainte a une position connue, des constantes intégrales sont

déterminées et puis le chargement correspondant et déduit.

A o Slip line
a} b}

[i 5lip line

Figure 1.3. Champ "slip line field" a) Indentation d'un solide plastique rigide (ALLAN F.
Cower 2010) et b) La région déforme entourent la pointe d'une fissure dans un matériau

incompressible parfaitement plastique.

Hao et al., 1997, ont étudier le probleme d’une fissure centrale dans un joint de
soudure sous chargement de traction (figure 1.1b), la solution exacte de la charge de
rupture a été obtenu par la méthode "slip line field", les auteurs ont étudies la variation de
la charge de rupture pour les deux cas de stengthovermatch extréme, stengthundermatch

extréme, la taille de la fissure a, I'épaisseur de la zone WM H et la largeur du panneau W.

Hao et al., 1999, ont étudier le probléeme de fissure débouchant centrale et a
I'interface dans un joint de soudure en flexion pure (figure 1.1a), la solution exacte de la
charge de rupture a été obtenu par la méthode “slip line field"”, les auteurs ont étudie la
variation de la charge de rupture pour les deux cas de stengthoveramtch extréme,
stengthundermatch extréme, la taille de la fissure a, I'épaisseur de la zone WM H et la
largeur du panneau W. Sur la figure 1.3 on représente quelques résultats obtenus par les

auteurs suscités.

1.4.2. Méthode des éléments finis FEM:

Plusieurs auteurs utilisent la FEM pour l'analyse des fissures dans les joints de

soudures, des modeles éléments finis en élasto-plasticité et en déformation plane sont

14



CHAPITRE 1: MODELISATION DES FISSURES DANS LES JOINTS DE
SOUDURES

utilisés (figure 1.4), les forces motrices de la fissures (J-intégrale, ouverture de la fissure

CTOD,...etc) sont calculés sur des codes de calculs basés sur la méthode des éléments
finis.

Flane strain cracked tensile pane!

FE-Resulls

Me10,12 14,18 1820

Frmmismatenes cot
memm.hu-ﬁﬂ
B &

t
ln&hﬂ;ﬂul

M= 10,08 060407 }
M

T 1 ] =
(W-a)H W-alH
a) b)

Figure 1.4. Charge limite obtenu par la méthode "slip line field": a) Charge limite Fy
pour les deux cas strength-undermatch et strength-overmatch (Hao et al., 1997), b) Charge
de rupture MFyy pour les cas strength-undermatch et strength-overmatchet comparaison

avec les resultats de la MEF (HAo et al., 1999).

ZHANG et al., 1997b, ont etudiés la sensitivité du J-intégrale en fonction du

strengthmismatch en terme de la limite elastique o, (figure 1.5a) et en terme de I'exposant
d'ecruissage n (figure 1.5b).

Figure 1.5. Modeles éléments finis. Fissure centrale sous tension: a) ZHANG et al., 1997b.

b) RakIN et al., 2008, fissure centrale en flexion pure et ¢) RANESTAD et al., 1997.
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SOUDURES

J-Integral { Nimmj

J-lsacgral § NSmme

Figure 1.6. J-intégrale vs chargement pour différent cas de strengthmismatch: a) En terme

de la limite élastique et b) En terme de I'exposant d'écrouissage n.

Afin de valider des résultats expérimentaux, RAKIN et al. (2008) ont effectué une
analyse numérique et ils ont utilisé un modele éléments finis en élasto-plasticité couplé
avec le modeéle d'endommagement GTN (TVERGARD. V, NEEDLEMAN. 1984). Les résultats
sont données en terme de la courbe de charge/CTOD et J-intégrale/CMOD pour les deux
cas de strengthundermatch et strengthovermatch (figure 1.6), le strengthmismatch est
exprimé en terme de la limite élastique o et la contrainte de rupture Rn. Une légeére

elasticmismatch en termes de module de Young E a été considéré aussi.

80
300
i : A
i ’
; - E i i
x 40 . = SR DN 0 N o' S
5 ’, z 150 <
h s i -
201 (L] E— b T oMz the GTN model
—— OIME the GTN model e « = = OM12 Experiment
= = = OME Experiment A
F——UNEthe GTH modsl | H ———LM12 the GTN model
L= = = UMEExperiment | H - = = UM12 Experiment
0 - 0 ; i
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0 0.25 [1E] 0.75 1
CTOD (mm) CMOD (mm)
a) b}

Figure 1.7. Courbes de a) Charge/CTOD et b) J-intégrale, Jo/CMOD.
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CHAPITRE 1: MODELISATION DES FISSURES DANS LES JOINTS DE
SOUDURES

RANESTAD et al. 1997, ont utilisé un modele eléments finis tridimensionnel pour
modélisé un joint de soudure contenant une fissure. Deux configurations ont été étudiées,
la premiére dont la fissure est situé au centre de la zone fondu WM et la seconde a
I'interface entre la HAZ et la WM. Les auteurs ont étudié l'influence des propriétés
plastiques de la zone fondue WM et I'épaisseur de la HAZ sur le champ de contrainte a la
pointe de la fissure. Ils ont constaté que I'épaisseur de la HAZ a une petite influence sur le
champ de contraintes et la résistance de la zone fondue WM influence énormément la
distribution des contraintes a la pointe de la fissure. Quelques résultats sont donnés sur la
figure 1.7.

Table 2. rafALIT ot J = 200 %/mm

WM HAZ EM
o for the imvestigated HAZ tncknesses

BMimtenal iy oy Local masnasich
combination  [MPa] [MPa] [MPa] g =ap el

HAZ thickmess r..rLI.-\z 7

Talt 0 &S00 S0 11647

[k ] GE0 &S00 S0 1.083 0.0 imamh LER L)
ratie® 00 00 &) 1.0 0.3 mam 00

35-6-5 550 SO0 SOy 0927 0,6 man 1.8

0.9 man ¥

Infimite Infinate

al)

L1

g L - lE-d-5

Figure 1.8. Champ de contraintes a la pointe de la fissure: al) Propriétés mécaniques, a2) Epaisseur de la
HAZ, bl) Influence de la limite élastique du WM (fissure dans WM), b2) Influence du facteur d'écrouissage
n (fissure dans WM), b3) Influence de I'épaisseur de la HAZ (fissure dans WM), c1) Influence de la limite
élastique du WM (fissure a l'interfaces WM/HAZ), c2) Influence du facteur d'écrouissage n (fissure a

I'interfaces WM/HAZ) et ¢3) Influence de I'épaisseur de la HAZ (fissure a l'interfaces WM/HAZ).
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CHAPITRE 1: MODELISATION DES FISSURES DANS LES JOINTS DE
SOUDURES

1.4.3. Méthode Intégrale:

La méthode intégrale consiste a transformer le probléme étudié selon un schéma de
transformation et a l'aide des transformées de FOURIER, en une équation intégrale, puis
résoudre numeriquement I'équation intégrale obtenue avec la méthode de quadrature
adéquate. Ensuite, la solution obtenue est utilisée pour calculer les forces motrices de la
fissure (facteur d'intensité de contrainte K, taux de restitution d'énergie G, charge de

rupture, ...).

L1 et al. (2008), ont considéré le matériau de la zone affectée thermiquement HAZ
comme une zone non-homogenes (figure 1.8), les propriétés élastique de cette zone varies
exponentiellement. Le probléme est réduit a une équation intégrale singuliére dont la
solution est utilisée pour calculer le facteur d'intensité de contrainte Ky, en mode anti-

plane.

Base metal-11 Iy, G,

4]
HAZ-21 ' Iy,

Fusion Zone-31 “ [ 1

Weld Metal-40 It

Fusion Zone-32 Iy,

HAZ-22 In::

Base metal-12 Ity

a) b)
Figure 1.9. Modele utilisé par Li et al. (2008). a) Géométrie du modele, b) Variation

du module de cisaillement Gj; a travers le joint.

A travers une étude paramétrique, les auteurs ont étudié [l'influence de
I'élasticmismatch sur les valeurs du K. Un exemple des résultats obtenus par les auteurs

est représenté sur la figure 1.10.
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SOUDURES
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Figure 1.10. Sensitivité des valeurs normaliseé de K;;, au facteur M (elasticmismatch) pour

les deux positions de la fissure (dans le WM et dans la HAZ).

Pour le cas ou la fissure est dans la zone fondu WM, les auteurs affirment que
Kiinormatiss <1 dans le cas ou M<1 (c’est-a-dire elasticundermatch) est Kjjinormaiiss >1 dans le

cas inverse (c’est-a-dire elasticovermatch).

1.4.4. Méthode intégrale et les modéles cohésives dans le cadre de la théorie de Griffith

revisitée:

Dans le cadre de la théorie de GRIFFITH revisitée (Voir chapitre 11) pour la rupture
fragile, FERDJANI et al. (2007-2015) ont étudié l'initiation et la propagation d'une fissure de
type DuGDALE-BARENBLATT (DuGDALE DS. 1960 et BARENBLATT G. 1962) dans des
structures de différentes géométries, différents types de chargements et différentes
positions de la fissure.

Les criteres d'initiation et de propagation ont été établis en utilisant un principe de
minimisation d'énergie et la densité d'énergie de surface de type BARRENBLATT (FERDJANI
et MARrico, 2015). Dans le cas de chargement en mode I, FERDJANI et al (2007) ont
consideré le probléeme d'un milieu isotrope infini contenant un défaut elliptique (figure
1.11a) et soumis a un chargement de traction. Pour le cas de chargement en mode IlI,
FERDJANI (2008, 2013) et FERDJANI et al, (2009) ont considére le cas d’une fissure dans une
bande infinie constituée d'un matériau isotrope (figure 1.11b), dans un milieu isotrope
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CHAPITRE 1: MODELISATION DES FISSURES DANS LES JOINTS DE
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semi-infini (figure 1.11c) et a l'interface d'une bande et un demi-plan constitué de

matériaux isotrope différents (figure 1.11d).

c) d)
Figure 1.11. Fissure de type DucbALE pour différentes configurations.

Dans les travaux précédemment mentionnés les auteurs utilisent le schéma de
transformation proposé par ERDOGAN et al. (1973) qui transforment les équations
d'équilibres et les conditions aux limites en une équation intégrale singuliére. A cause de la
discontinuité du chargement le long de la fissure, I'équation intégrale singuliére est résolue
avec une méthode de quadrature modifiee basée sur les polynémes de Tchebychev du
premier et second type, la solution est ensuite utilisée pour calculer différents facteurs tels

que le facteur d'intensité de contrainte, I'ouverture de la fissure et la contrainte de rupture.

FErDiANI H. (2013), présentent les résultats en terme de la contrainte de rupture en
fonction de la taille de la fissure, une étude paramétrique a été réalisé pour étudier I'effet de

I'elasticmismatch sur la contrainte de rupture (figure 1.12).
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Figure 1.12. Relation entre la contrainte de rupture et la position de la pointe de la fissure

pour différente valeur du rapport elasticmismatch p/uo.

Dans notre travail de modélisation d’un joint de soudure contenant une fissure, la
méthode intégrale, la fonction de densité d'énergie de surface de type BARENBLATT et les
critéres d'initiations et de propagations établies par FERDIANI et MARIGO en 2015 dans le
cadre de la théorie de GRIFFITH revisité, seront utilisées. L'équation intégrale singuliere
obtenue est résolu avec la méme méthode. Le prochain chapitre sera consacré a la
présentation détaillée de la théorie de Griffith revisité, les modeles de forces cohésives et
les criteres d'initiation et de propagation d'une fissure de type DUGDALE-BARENBLATT

établis dans le cadre du principe de minimisation d'énergie.
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CHAPITRE 2: MODELES DES FORCES COHESIVES

La rédaction de ce chapitre est tres largement inspirée de LAVERNE(2004).

2.1. Modéles de forces cohésives:

2.1.1. Loi d'interface:

Dans les modéles de forces cohésives une loi d'interface est une relation entre le
déplacement relatif et les forces d'interaction entre les levres de la fissure. Nous allons par
la suite présenter quelques une d'entre elles basés sur la notion de forces cohésives. Cette
derniere est suggéré par les observations expérimentales de la pointe de la fissure qui
révele I'existence de microfissure, zones plastifiés et cavités en croissance dans les
matériaux devant et au voisinage de la pointe. Cela correspond a une zone de transition

entre le matériau sain et une vraie fissure (voir figure 2.1).

T~ Interaction (forces cohésives)

«———————————— >« — >
fissuire zone cobésive

Figure 2.1. Schéma de la fissure et la zone cohésive (LAVERNE, 2004).

Dans le cas de petite déformation (zone cohésive trés petite devant I'échelle de la
structure), les lois de la mécanique de la rupture linéaire peuvent étre appliquées. Dans le
cas inverse (zone cohésive large) cette zone doit étre prise en compte. Les premiers
modeéles proposés dans la littérature remontent a DuGDALE (DuGDALE, DS. 1960), et
BARENBLATT (BARENBLATT, G. 1962), ces derniers pensent que la contrainte infinie au
voisinage de la fissure prédite par I'élasticité linéaire est physiquement inacceptable, ils
émettent I'nypothése de Il'existence d'une zone cohésive (Fracture process zone dans la
littérature) dans laquelle des forces s'exercent entre les levres de la fissure. Dans les années

soixante-dix HILLERBORG et al. (1976) ont introduit le concept d'énergie de rupture dans les
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CHAPITRE 2: MODELES DES FORCES COHESIVES

modeéles de force cohésive et proposé quelques relations de comportement entre la traction
et le saut de déplacement pour le béton. De nombreux modeles ont été développés depuis,

citons en quelques uns:

2.1.2. Modeéle de DucbaLE (DucbaLE DS., 1960):

Dans ce modeéle les forces de tractions oy, évolue en fonction du saut de déplacement
normal o,. Le saut reste nul tant que la force n'atteint pas une valeur critique o¢ puis le
comportement correspond a celui d'un solide rigide parfait jusqu’a un seuil d'ouverture J.

au-dela duquel I'interaction entre les lévres devient nulle (voir figure 2.2).

(o |

0 ~

-
Oc .-:5”
Figure 2.2. Loi d'interface dans le modele de DuGbALE en mode 1.

2.1.3. Modeéle de NEeEDLEMAN (NEEDLEMAN A., 1987):

Ce modeéle d'écrit I'évolution des forces cohésives normales o, et tangentielle o; en
fonction des composantes normale et tangentielle du saut de déplacement J, et J.. On
représente sur la figure 2.3 I'évolution de la force normale en fonction du saut normal

quand le saut tangent est nul.
Les forces dérivent d'un potentiel -

P _ oy
as,’ t a5, 2.1

o, =
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CHAPITRE 2: MODELES DES FORCES COHESIVES

> Y

=

pénalisation dn mnfm‘________\(‘)/ J,
+“—t—

qone cobésive regpiire
Figure 2.3. Loi d'interface de NEEDLEMAN dans la direction normale.

Ce dernier est choisi comme une fonction polynomiale faisant intervenir les
parametres o, contrainte critique du matériau en ouverture, . saut critique au-dela duquel
I'interaction entre les lévres de fissure devient nulle ainsi que la part de résistance au

glissement par rapport a la résistance normale.

Notons que ce modele fut repris et modifié par de nombreux auteurs. Citons par
exemple Rice et WANG(RICE J. R. et WANG J.- S., 1989) qui ont proposé une expression
exponentielle du potentiel. La différence avec le modele précédent tient au fait que la force
tend asymptotiquement vers zéro quand le saut de déplacement augmente. Ce modéle ne

fait donc pas intervenir le parametre dc.

2.1.4. Modeéle de TvERGAARD (TVERGAARD A., 1990):

Ce modele reprend le modele de NEEDLEMAN(1987) et introduit une notion
d'irréversibilit¢ du comportement, la décharge s'effectue linéairement, ainsi qu'un
frottement de Coulomb post décohésion. L'allure de la force tangentielle en fonction du

saut tangentiel (lorsque le saut normal est nul) est représentée sur la figure 2.4.

Notons que le modéle formulé initialement par I'auteur s'appuie sur un indicateur de
décoheésion variant de 0 a 1, faisant intervenir le saut normé par le saut critique et qui fait

office de variable d'endommagement dont dépendent les forces d'interactions.
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|

EAr

décharge -

0 ~
O
+«———
gone cobésive  frottement

Sy

Figure 2.4. Evolution de la force tangentielle en fonction du saut tangent.

D'autres modeles ont été développés en s'inspirant de celui-ci. Par exemple,
CHABOCHE et al (1997), pour modéliser la décohésion interfaciale dans les composites a
matrice métalliques, proposant d'activer le frottement de Coulomb dés le début de la
décohésion. Citons par ailleurs CHABOCHE et al, 2001, qui reprennent ce dernier modeéle et
introduisent une régularisation visqueuse afin de lisser les instabilités intervenant dans

I'ouverture brutale de fissure.

Dans ce chapitre nous avons présenté la theorie de GRIFFITH, la théorie de GRIFFITH
revisitée et ces avantages par rapport a la premiere, nous avons introduits aussi les modéles
cohésives avec la fonction de densité d'énergie et la loi d'interface correspondante. Dans le
chapitre suivant nous allons présenter la théorie de GRIFFITH revisitée, et a l'aide d'un
principe de minimisation d'énergie et l'introduction du modele cohésive de type DUGDALE
en mode anti-plan, le probleme générale est formulé et les criteres d'évolution de la fissure
déduits. Nous présentant aussi la méthode de détermination des équations intégrales

correspondantes aux différents problemes étudiés dans ce travail de these.
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CHAPITRE 3: PRESENTATION DU PROBLEME ETUDIE ET EQUATIONS
INTEGRALES

Dans ce chapitre le probléme étudié est présenté. Le chargement est continu dans le
cas du modele de GriFrITH, mais dans le cas ou on utilise le modele de DuGDALE il
présente des discontinuités. Les problémes avec et sans la zone affectée thermiquement

HAZ sont considérés dans les deux cas de chargement.

Le schéma de transformation proposé par F. ERDOGAN et al. (F. ERDOGAN et al.
1973), les transformées de Fourier et les conditions aux limites sont utilisées pour réduire

les problémes étudiés en une équation intégrale singuliére.

Puisque les problémes traités entre dans le cadre de I’élasticité anti-plane, le modele

de DUGDALE sera détaillé.

3.1. Modéle de DUGDALE en élasticité antiplane:

Considérons un domaine Q de frontiéres 0Q, la partie de la frontiere ou les
déplacements sont imposés est notée dQp, la partie ou les forces F sont imposées est notée
0QF, les forces de volumes sont notées f. On suppose que la fissure ne peut se développer

que sur un trajet prédefini " (Figure 3.1).

W

Figure 3.1. Schéma du domaine fissuré avec les conditions aux limites et le chargement.

Un champ de déplacement v est un champ cinématiquement admissible, s’il respecte
les conditions aux limites sur 0Qp, et s’il ne peut y avoir de discontinuité que sur 7', c'est-a-

dire :
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v € C ={vtelque:v = UsurdQp, [v] = 0surl} 3.1

Ou [[v] = vt — v~ représente le saut de déplacement a travers la fissure, les indices

+ et — correspondent aux levres supérieure et inférieure de la fissure.

On se place dans le cas ou la fissure I" est sollicitée en mode anti-plan, et donc la
seule composante non-nul du vecteur déplacement v sur la fissure est la z-composante,

c’est-a-dire :
v ={0,0,w} 3.2

Dans ce cas la discontinuité de déplacement a travers la fissure est donnée par le saut

de déplacement tangentiel, c'est-a-dire :
vl =[w]l =w*—-w" 3.3

On se met dans I’hypothese de I’énergie de surface de type BARENBLATT
(BARENBLATT, G. 1962). Plus particuliérement, on suppose que I’énergie de surface @ est
de type DuGDALE (DUGDALE, DS. 1960). Dans le cas ou I’ouverture de la fissure se fait en

mode 111 (mode anti-plan), la densité d’énergie de surface s’écrit comme suit (figure 3.2) :

G. [[;V—]] si [w] < 4.,

G, si [w] = 6.,

¢(Iwl) = 3.4

— DUGDALE
---- GRIFFITH

Figure 3.2. Fonction de densité d'énergie de surface de type DUGDALE et GRIFFITH.

Sur la figure 3.2, G est le taux de restitution d’énergie critique de la théorie de
GRIFFITH. J; c'est l'ouverture critique caractéristique des modeles de DUGDALE. Le rapport

G /d. a la dimension d’une contrainte notée z:
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3.5

~-

a

L’énergie totale du solide est la somme de son énergie potentielle élastique et de

I’énergie de surface. Elle est donnée par :
Er(v) = fﬂ/rEe (v)dx + fr¢([[w]])ds — faQFdes — fﬂfvdx 3.6

Le premier terme dans I'équation 3.6 représente I’énergie de déformation élastique
emmagasiné dans la structure Q due au chargement F ou E. représente la densité d’énergie
élastique (potentielle élastique). Le second terme représente I’énergie de surface totale du a
la fissure " ou @ est la densité d’énergie de surface (figure 3.2), les deux termes restant

sont respectivement le travail des forces imposées F et le travail des forces de volumes f.

D’apres la théorie de GRIFFITH revisitée dans le cas d’une énergie de surface de type
BARENBLATT, le champ de déplacement solution u correspond & un minimum local de

I’énergie totale (MoriD et al, 2012, LimMING et al, 2014), c’est-a-dire :
vu* € C,3h > 0,tel que: Vh € [0, h]|E; (W) < Er(u+ h(u* —w)) 3.7
u"est un champ de déplacement cinématiquement admissible.

En divisant I’inégalité ci-dessous par h et en passant a la limite lorsque h tend vers

zéro, on obtient :

a4

= (Er(u+ h@u' —w)) (h=10) 2 0 3.8

En remplagant 3.6 dans 3.8, et en mettant v=u -u et utilisant la linéarité du probléme

élastique, on obtient :

fn/rae(v)dx + fF%[[v]]ds - faQFdes - fﬂfvdx >0 VYvEeC( 3.9

La forme 3.8 est obtenue grace au I'égalité suivante :
E,(u+h(w —w)=E, () + hE,(u" —u) 3.10

En utilisant la forme de la densité d’énergie de surface @ donnée par 3.4 on peut écrire :
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INTEGRALES
¢(IvD) = % [v] 3.11
L’ensemble Cy est défini par :
Co ={vtelque:v =0sur dQp,[v] = 0surrl } 3.12

Ou [[v] = [w] représente le saut de déplacement tangentiel a travers les lévres de la

fissure.
En intégrant par parties, la premiere intégrale de 3.9, on obtient :

_fﬂ/r(diva + fvdx + fr% [vlds + faﬂp(an — F)vds — frr[[v]]ds >0

Vv € C, 3.13

Ou 7 représente la contrainte tangentielle appliquée sur les lévres de la fissure

puisque cette derniere est sollicitée en mode anti-plan (Mode 111).

Choisissant v tel que [v] = [w] = 0sur I Les intégrales de surface sur 7" dans 3.13

s’annulent et il reste :

—fﬂ/r(diva+f)vdx+fmF(an—F)vds >0 3.14
Choisissant v tel que v=0 sur 0Qk, il vient :

—fﬂ/r(diva + fvdx =0 3.15
De 3.15, le signe de v est quelconque. Par conséquent, on doit avoir :

dive + f = 0,dans 2/T 3.16
En considérant les équations 3.14 et 3.16, on peut écrire ce qui suit :

on = F,sur 000 3.17

En considérant les équations 3.16 et 3.17, I’équation 3.13 donne :
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fr a(gf[i[;;]]]) [vlds — frr[[v]]ds > 0Vv e (, 3.18

En considérant le champ de déplacement u solution de I'équation 3.7, on peut décomposant

la fissure 7" en deux parties, on obtient:
I'y: c’est la partie de la fissure ou le glissement anti-plan [u]] = 0.

I';: c’est la partie de la fissure ou le glissement anti-plan [u] > 0.

a¢ ([vl) % a¢ ([vl) % *
ffo(w_f)[[u]]ds-l_ffc(m_f)[[u —ulds =0 Yu* € C, 3.19

Choisissant dans I'équation 3.19 u” tel que [u*] = 0 sur I, il vient :

Iy

c

o0 (Iv]) ,
(W — r) [u* — ulds = 0 3.20

Dans 3.20 le signe de [u* — u] est quelconque. Par conséquent, on doit avoir :

¢ (v _
] T Sur I 3.21

Si on remplace 3.21 dans 3.20 on obtient :

a¢ ([vl) * %
fro ( T —T) [u*lds = 0 Yu* € C,. 3.22
Dans I’équation 3.22 le signe du saut de glissement [u*] est toujours positif, donc on

obtient la condition suivante :

9¢ (IvD)
T< o SYr Iy 3.23

Finalement, a partir du postulat d’un minimum de I’énergie total que donne le champ de

déplacement solution u, nous avons extrait les différentes conditions nécessaires suivantes :

(dive + f = 0, dans%,

on = F,sur 002,
g (WD) _
ol Tsurlg,
¢ (wl)
T< vl

3.24

L sur I,
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Nous avons remplacé [[v] par [w] dans I'équation 3.24.
Il faut noter que dans le systéme 3.24:

e La premiere équation represente les équations d’équilibre valables dans le domaine sans
fissure QIT.

e Laseconde equation donne la condition aux limites en forces imposées.

e La troisieme équation représente la loi qui lie les forces cohésives a la discontinuité du
déplacement a travers les lévres de la fissure nouvellement créée. Dans le cas ou la densité

d’énergie de surface est de type DuGDALE (équation 3.4), la loi prend la forme suivante :

T.si 0<[w] <é,,

0 si wl > 4., 3.25

(D) = {

e Sur la figure 3.3 on donne une représentation de la loi donnée par 3.25.

Tc

0 dc [w]
Figure 3.3. Loi cohésive de type DUGDALE.

On peut montrer qu’a partir de la loi cohéesive donnée par 3.25, la fissure dans sa

nouvelle configuration (aprés propagation) est subdivisée en deux parties :

o Une partie dite cohésive le long de laquelle le déplacement en glissement anti-plan
est inférieur a la valeur critique J.. Cette partie est soumise a I’action de forces
d’interaction d’intensité constantes et égale a la valeur critique z.

o0 Une partie dite non-cohésive le long de laquelle le déplacement en glissement anti-
plan est supérieur a la valeur critique J.. Dans cette partie les levres de la fissure

son libre de chargement.
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e La derniére équation dans le systtme 3.24 donne la condition d’amorcage d’une
nouvelle fissure. Pour qu’une nouvelle fissure puisse apparaitre, il faut que la contrainte

(c’est la contrainte tangentielle dans le probleme anti-plan) atteigne la valeur critique z.

3.2. Phases et critéres d'évolution de la fissure:

Les criteres d'initiation et de propagation ont été établies en utilisant le principe de
minimisation d'énergie et la densité d'énergie de surface de type BARENBLATT (FERDJANI et

MARIGO, 2015). La fissure dans son évolution passe par deux phases:

3.2.1. Phase cohésive :

Dans cette phase la zone cohésive s’amorce pour un chargement fini et atteint sa
taille max quand le saut de glissement atteint la valeur critique J.. On note par Iy la position
de la pointe non-cohésive de la fissure initiale (7o= [-lo, lo]) sur I’axe des x et par I,
position de la pointe cohésive de la fissure (Ic= [-la,-lo JU{lo,1a]) sur I’axe des x. La taille
de la fissure cohésive I; est égale a l,-lp (voir figure 3.4-a) Les lois qui gouvernent le

développement de la fissure cohésive sont donnée par :
k[[[(ila) =0 3.26
w(Fl)] =6, 3.27

ki représente le facteur d’intensité de contrainte en mode anti-plan.

P Y
| 1
| 1
| ]
LT b ' Tx o Tk t L L kX
L AR R o R o
a) b)

Figure 3.4. Phases d’évolution de la fissure: a) Phase cohésive, b) Phase de propagation.

La contrainte de rupture notée 7, est donnée par :
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1, = {sup(t.): [w(Fl)] = 8,et kyy (FL,) = 0} 3.28

3.2.2. Phase de propagation :

Apreés la phase d’initiation une nouvelle fissure apparais (I'= [-I.,lc]), la position de sa
nouvelle pointe est donnée sur I’axe des x par I:>ly (voir figure 3.4-b), la partie de la fissure
cohésive est donnée par I'c= [-la,-lc JU{l. la] . L’évolution de la pointe I, est gouvernée par

les lois suivantes :

ki (1) =0 3.29
w11 = 6, 3.30
La contrainte 7, correspondante a la nouvelle fissure I est donnée par :

T, = {sup(te,): [w(F1)] = b et kyy (+1,) = 0} 3.31

Les équations 3.26-3.31 vont étre utilisées dans les procédures du calcul de la contrainte de
rupture 7, et étudié la propagation de la fissure.

3.3. Probléemes avec modele de Dugdale (chargement discontinu):

3.3.1. Description du probléme avec la HAZ:

La structure étudiée est constituée d'une bande infinie Q=(-c0, +o0)x(-h, h) contenant
une fissure initiale centrale D=[-lo, log]x{0} de longueur 2lo, paralléle a ces limites supérieur
et inférieur (figure 3.6). La couche non-homogene Q, représente la zone affectée
thermiquement (HAZ). Les couches homogenes Q; et Qs représentent la zone fondue
(WM) et le métal de base (BM), respectivement. A cause de la symétrie par rapport a l'axe
des x, seulement la moitie supérieure de la structure sera modélisée. Une contrainte de
cisaillement anti-plane 7, est appliqué aux lévres de la fissure, cette derniére est prescrite a
partir de zéro pendent le chargement, et les forces de volumes sont négligés. i et us sont,
respectivement, le module de cisaillement des couches homogénes ©Q; et ;. Le module de
cisaillement de la couche non-homogéne €2, est noté w,(y), c'est une fonction exponentielle
de la variable y, les propriétés élastiques sont continus a travers les interfaces. La fonction
u2(y) est donnée par (\Voir les détails de I'obtention de u2(y) a TANNEXE A):
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1 1 1 i
1y (y) = AeP¥ ou: p = h—zln (ﬁ) VA =y (ﬁ) "2et M = ﬁ—; 3.32

Ou £ est appelé le paramétre de non-homogenéité et M est le facteur elasticmismatch
qui caractérise le joint de soudure, c'est le rapport entre le module de cisaillement de la

zone fondue (WM) 4 et celui du métal de base (BM) us.
Considérant le facteur elasticmismatch M, on distingue trois cas:

e Cas 01: appelé elastic-overmatch, c'est-a-dire M>1 (p3>H3).
e Cas 02: appelé elastic-evenmatch, c'est-a-dire M=1 (U1=[3).

e Cas 03: appelé elastic-undermatch, c'est-a-dire M<1 (U1<H3).

T Two
Y NOYORAYYNO) [SIOXOYSIOROYOJOIOIO) i
1 1 1
i i i
1 1 1
1 1 1
: ' ' T
N ] R R ___| S PE®® _
} = ooP® ®®.®%®
1 1 00 17 Lo
i i i
1 1 1
1 1 1
1 1 1
S ®®®.®8_>T®®® S ®®®.®®1§>®® X
o0 “Lloo
@ (b) (c)

Figure 3.5. Principe de superposition, (a) probléme initial, (b) probleme avec FIC nul et (c)

probléme avec FIC non nul (FIC: Facteur Intensité de Contraintes).

Les valeurs de M sont tres importantes pour I'étude du comportement de la fissure a

travers les trois cas cité en haut.

7 A UM | OM
hap 03 8m) hy+hy us ||
h2f Qaraz) hal Ha(y) /) \
hfowm So_ L I T
WEEES  uy) X
/¢ I ., 0
7
// I

Figure 3.6. Géometrie du probleme élastique, propriétés élastiques et chargements.
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3.3.2. Position du probleme et dérivation de I'équation intégrale:

Le schéma de transformation proposé par F. ERDOGAN et al (F. ERDOGAN et al. 1973)
est utilisé pour réduire le probleme élastique a une équation intégrale. Premiérement, les
conditions aux limites et les conditions de transmission du probleme a y=0, y=h;+h,+h; et

aux interfaces (y=h; et y=h;+h,) sont présentées dans la suite:

T}l,z (x,0) = t(x), x| <1, 3.33
wi(x,0) =0,|x| >, 3.34
w1 (x, hy) = wa(x, by), x| < 4o 3.35
7y, (X, hy) = 15, (x, hy), |x] < 40 3.36
75, (x,h) = 0,]|x| < 40,y = h 3.37
wy(x, hy + hy) = w3(x, hy + hy), [x] < o0 3.38
5, (0, by + hy) = 75, (x, hy + hy), x| < +oo 3.39

Ou wi(x,y) et ryzi sont respectivement la z-composante des champs de déplacement et

du contrainte dans les domaines 2; (i=1,..,3). Le chargement z(x) est donné par:

Too pour |x| <«

T, — T, poura < |x| <1, 3.40

T(x) = {

Ou a=ly dans la phase cohésive et a=I; dans la phase de propagation.

A cause de la symétrie du probleme w; (x, y)=w;(—x, y) (i=1,..,3), la transformée de
Fourier en cosinus est appliquée et les expressions suivantes sont obtenus (voir ANNEXE
B):

wi(x,y) = 2 [7(C{(D)e™ + Ci(De"? eosifAx)dA, (i = 1,3) 3.41

wy(x,y) = 2 f0+00(612 (De™Y + C2(A)e"Y)cosilx)dA 3.42
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Ou CJ (k=1,2 et j=1,3) sont les fonctions inconnus de la variable 4 qui doivent étre
déterminées a partir des conditions aux limites du probléme (Equations 3.33-39). Les
Coefficients ny, et ry, (m=1,2) sont les racines des polynémes caractéristiques associés avec
I'opérateur Laplacian. Ils sont donnés par (Voir ANNEXE B):

ng =An; =-4 3.43
n=—3B—sJBE AR, =—2f+5 B2+ 4X 3.44

La z-composante du champ de contraintes dans les domaines homogeénes Q; (i=1,3)

et le domaine non-homogene Q, sont respectivement données par (Voir ANNEXE B):
5, (x,y) = 21 f0+w(n1C1i (De™Y + n,Ci(A)e™? )cosifidx)dA, i = 1,3 3.45
2, (%, y) = 21, (y) f0+w(r1612 (De™Y + 1,C%(1)e™Y)cosifAx)dA 3.46

Dans le but de déterminer I'équation intégrale, on a besoin d'introduire la fonction

densité y suivante:
_ 9 + -~ =29 +
Y(x) = a[wl(x,O )—wy(x,07)] = a[Zwl(x,O )] 3.47
Il est clair que la condition 3.34 soit vérifiée si on exige ce qui suit:
f_+lla“ Y(x)dt = 0 et(x) = 0 pour |x]| = [, 3.48

En substituant I'équation 3.41 dans I'équation 3.47 et en tenant compte de la

transformée de Fourier inverse, on obtient:

1 o+, :

Ct) +Cr() = ——J, “¥v@®sin(t) dt = F 3.49
Les équations 3.35 et 3.38 résultent &, respectivement:

Cl(A)e™M + C}(A)e™2M = CE(N)e™M + C2(A)em2M 3.50a

613(/1)9”1(’11”12) + C23()L)en2(h1+h2) = Clz(l)erl(hﬁhz) + CZZ(A)erz(hﬁhz) 3.50b

Les équations 3.36, 37 et 38 donnent respectivement:
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ny CL(De™M + n,C} (D)em2ht = r, CZ(D)e™ M + 1,CF(N)eT2M 3.50c
n 3 (A)e™ + n,C3()e™2h =0 3.50d
1 CE(Nethitha) 4 1, c2(A)er2(htha) = n, C3(A)e™1(hith) 4 n, C3(A)enm2(h1tha) 3 50e

Résoudre le systeme d'équations algébriques 3.49 et 3.50a-e, donne les deux

fonctions inconnus C1*(%) et C,*(1):

i) =

11024220, Lp2,432p,— 1 p2,452 102,452
Felhllez B4+4A%h2 lh3(_21+m)+e 2 B“+4A1%h) Ah3(21+\/m)+ﬂ<e 2 Be+4A h2+Ah3_ez B4+4A4h2+Ah3

3.51
Den
G =
Folht e% 62+412h2+1h3(21+m)+e—% ﬁz+412h2+1h3(_21+\/m)+ﬁ<e% /[5’2+412h2—1h3_e% /ﬁ2+4/12hz/1h3>]
Den 352
Ou le dénominateur Den est donné par:
1 1
Den = (2/1_'_ /—,32 +4/12) (e?/ﬁ2+412h2+/1h3+lh1 +e—5,/ﬁ2+4/12h2—/1h3—/1h1) +
(=22 + % + 472) (e%,/ﬁ2+4/12h2—lh3—lh1 +e—§./ﬁ2+4/12h2+1h3+,1h1) +
'B(_e%\/mhz—lmwlhl _ e%mh2+xh3—1h1 n e—%mhz—lh3+lh1 n
1
e—i\/mhzhlig—lhl) 353
Utilisant la condition aux limites 3.33 on obtient:
LK G 0w de = —n?for x| <1, 3.54
1
Ou:
K(x,t) = lim, I, N(y, 2) sin(At)cosiifix) dA 3.55
y—)
N(y,\) est donné par:
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1

1 /2.2 1722,
N(y,A) = {eﬂ(y—hl) |2/ s hetts (g 4 JB7 4 422) + e VP T (004 BT 4 47 +
B (e—%\/ﬁ2+4lzhz+lh3 _ eﬁ; /52+4,12h2+/1h3)] — eA=y+h1) [e%\/ﬁ2+412h2+/1h3 (21 N //32 n 4_/12) n

e_; (821422 hy+ 2k (_2/1 i /—.32 n 4/12) +B (e_; [ +42%hy—Ahs e%\/,82+4,12h2—/1h3)]}/Den 3.56

Une analyse asymptotique a été effectué sur N(y,L) pour A—+o. (Voir ANNEXE C),
on a obtenu:

N®(y,A) = —e™» 3.57
K(x,t) (équation 3.55) peut étre écrit sous la forme suivante:

K(x,t) =

yli')r(r)lJr f0+°° N®(y,A) sin(At)cosi{ilx) dA +

ylﬂﬁh fo+°o (N (y,A) = N=(y, /’l)) sin(At)cosiiix) dA

= lim — [

n = Jo e~ sin(At)cosifix) dA + f0+°° (N(0,4) + 1) sin(At)cositlx)dA  3.58
y—)

La premiére intégrale est donnée sous la forme suivante:

“ e~ sin(At)cosifilx) dA = SR — 3.59

. +
lim f (t—x)(t+x)

y—0t 0

A cause de la convergence uniforme, la limite dans le second intégrale (Equation

3.58) a été mis sous l'integral.

k(x,t) = — ;™ (N(0,2) + 1) sin(At)cos(Ax)dA 3.60

Z_limit est la valeur de la variable A pour laquelle I'intégrale 3.60 converge (i.e.
I'intégrant dans 3.60 tend vers zéro). Une étude paramétrique a été effectuée pour
déterminer A_limit (voir détails a 'ANNEXE D).

L'équation intégrale singuliére est donnée par:

L [l (; + k(x, t)) Y()dt =7(x), |x| < I, 3.61

T (t—x)(t+x)
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La distribution de chargement est discontinue le long de la fissure et est donnée par:

—To, pour |x| < a

—T, + 7, poura < [x| <[, 3.62

o) = |

o=lp dans la phase initiation (lp est la pointe initiale de la fissure) et a=I; dans la phase

de propagations (apres amorcage on note par I la nouvelle pointe de la fissure).

A cause de la parité de intégrant dans 3.61, on peut I'exprimer sous la forme suivante:
#1 la (i + k(x, 6)) p(t)dt =1(2), lx] < L, 3.63

21 _la

Avec la condition :
lq
f—l P()dt =0 3.64

Dans I'équation 3.63, L’équation intégrale singuliére est définie au sens de la valeur

principale de Cauchy.

3.4. Probléme sans la zone affecté thermiguement HAZ:

3.4.1. Description du probléme sans la HAZ:

La structure est modélisée par un modele bi-matériaux constitué d'une bande infinie
0=(-00, +o0)x(-h, h) contenant une fissure initiale centrale D=[-lo, lo]x{0} de longueur 2lo,
parallele a ces limites supérieur et inférieur (Voir Figure 3.7). Les couches homogénes £,
et Q5 représentent la zone fondue (WM) et le métal de base (BM), respectivement. A cause
de la symétrie par rapport a I'axe des x, seulement la moitie supérieure de la structure sera

modélisée.

h1+h3),\ {
T 1
hsf Qsem hy | Ha !
hli o ‘ | !
1(WM) o m .
Yy . COOS . TR E - .
-Io%s,i 28, I T
A o
7 | L
pid I :
z

Figure 3.7. Géométrie du probléme bi-matériaux (sans la zone affectée thermiquement).
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Une contrainte de cisaillement anti-plane z.. est appliqué aux lévres de la fissure,
cette derniére est prescrite a partir de zéro pendent le chargement, et les forces de volumes
sont négligés. et us sont, respectivement, le module de cisaillement des couches

homogeénes Q; et Q3. Les propriétés elastiques sont discontinues a travers les interfaces.

3.4.2. Position du probléme et dérivation de I'équation intéqgrale:

On utilise le schéma de transformation propose par F. ERDOGAN (F. ERDOGAN et al.
1973) pour réduire le probleme a une équation intégrale. Premiérement, les conditions aux
limites et les conditions de transmission du probléme a y=0, y=h;+h3 et a l'interface y=h;

sont présentées dans la suite:

7y, (x,0) = T(x), x| < I, 3.65
wi(x,0)=0,|x| >, 3.66
wi(x, hy) = w3(x, hy), |x]| < 400 3.67
7y, (X, hy) = 15, (x, hy), |x| < 40 3.68
75, (X, by + h3) = 0, x| < 40,y = hy + hy 3.69

Ou wi(x,y) et ryzi sont respectivement la z-composante des champs de déplacement et
du contrainte dans les domaines @; (i=1,3). Le chargement z(x) est donné par I'équation
3.40.

La composante du déplacement dans la direction z pour les zones Q; (i=1,3) est

donnée par I'équation 3.41.

Ou C{ (k=1,2 et j=1,3) sont les fonctions inconnus de la variable 1 qui doivent étre
déterminées a partir des conditions aux limites du probléme (Equations 3.65-69). Les
Coefficients n, (m=1,2) sont les racines des polynémes caractéristiques associés avec

I'operateur Laplacian, ils sont donnés par I'équation 3.43.

La z-composante du champ de contraintes dans les domaines homogenes Q; (i=1,3)

sont respectivement données par 3.45.
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Dans le but de déterminer I'équation intégrale, on a besoin d'introduire la fonction

densité y donnée par I'équation 3.47.

En substituant I'équation 3.41 dans I'équation 3.47 et en tenant compte de la

transformée de Fourier inverse, on obtient:

D+ =—5- ey (o) sin(At) de = F 3.69
L'équation 3.67 résulte a:

Cl(Mer + CF(De M1 = 3 (D)et + C(D)e 3.70a
L'équation 3.68 et 3.69 donnent respectivement:

w(Cler — cl(De M) = ps(CF (et — €3 (Ve M) 3.70b
CE(Derhiths) — c3 (e~ hiths) = 3.70c

Résoudre le systeme d'équations algébriques 3.69 et 3.70a-c, donne les deux
fonctions inconnues C,*(4)et C, (1)

(u1+uz)e A1+ 4 (g —pg)e~A(R1—h3)
(u1—u3)(e=23=h1) 1o A3 =h 1)) 4 (g +p3)(eAR3Hh1) e —2(h3+h1))

Cl() = F 3.71

(I‘tl_ﬂ3)el(hlih3)+(ﬂl+[,t3)e}‘(hl+h3)
(u1=p3)(e A 37h D) +e A h3=hD)+ (g +pu3) (e (M3 TR 1D e ~A(h3¥h1))

Cl(A) = F 3.72

Suivant la méme méthode qu'on a utilisée a la section 3.3, I'équation intégrale

singuliére est obtenue comme suit:

Utilisant la condition aux limites 3.65 on obtient:

[Pk G, 0p(©de = —nT!E—x)for x| <1, 3.73
1
Ou:
K'(x,t) = lirgl+ f0+°° N’ (y, 2) sin(At)cosiifilx) dA 3.74
y—)

N'(y, 4) est donné par:
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Nl( A= (u1tus)(e A h1ths—y) oA h1ths—y)) 4 (g —pz)(e A h1—h3—y) oA (h1-h3 )
7T (u1—p3) (e h37h D) +eAh3=R1)) 4 (g +pu3) (e (R3¥h 1D 4o 2 (h3+h1))

3.75

Une analyse asymptotique a été effectué sur N'(y, ) pour i—+oo. (Voir ANNEXE

H), on a obtenu:

N®(y,1) = —e 3.76
K'(x,t) (équation 3.74) peut étre écrit sous la forme suivante:

K (x,t) = yli,rfﬁ f0+oo N (y, 1) sin(At)cosifix) dA + yli')rng f0+oo (N ‘i, A) —

N (y,2)) sin(At)cosifix) dA

= lim — [

n = Jo e ™ sin(At)cosifiix) dA + f0+°° (N'(0,2) + 1) sin(At)cosifx) dA  3.77
y—)

La premiere intégrale est donnée sous la forme suivante:

t
(t—x)(t+x)

lim [

nJ, “ e~ sin(At)cosiifix) dA =
y—)

3.78

A cause de la convergence uniforme, la limite dans le second intégrale (Equation

3.78) a été mis sous l'intégral.

K () = = [ (N'(0,2) + 1) sin(A¢)cosifhx) d2 3.79

J_limit est la valeur de la variable A pour laquelle l'intégrale 3.79 converge (i.e.
I'intégrant dans 3.79 tend vers zéro). Une étude paramétrique a été effectuée pour
déterminer A_limit (voir détails a 'TANNEXE H).

L'équation intégrale singuliere, dans laquelle la seul inconnu est la fonction , et est

donnée pour les deux cas suivant:
bl (4K @ ) wB)dt =1(x), |x] <, 3.80

Avec la condition :

[% w(ydt =0 3.81
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Ou K'(x,t) est donnée par:
k' (x,t) = — [ f(A) sin(At)cosifix) dA 3.82
Avec:
FQA) = 2 (u1—p3)e? P3R4 (g +pz)e—*(h3+h1) 383

(#1—113)[6_/1(h3_h1)+e/1(h3_h1)]+(u1+M3)[el(h3+h1)+e_/1(h3+h1)]

L'étude du probleme bi-matériaux (sans la zone affectée thermiquement HAZ) sert
pour comparaison avec le probléme avec la zone HAZ dans le cas ou I'épaisseur de cette

derniere est tres petite.

Dans le prochain chapitre nous allons présenter la solution de I'équation intégrale

singuliére.

3.5. Probléme avec modéle de GrirriTH (chargement continu):

Dans ce paragraphe nous allons présenter le probleme avec zone affectée
thermiquement (figure 3.6) et avec le modeéle de GrirriTH (le chargement est continu a
cause de I’absence des forces cohésives). En utilisant le méme schéma de transformation
(voir paragraphe 3.3.2), en gardent les méme conditions aux limites et les conditions de
transmissions du probléme a y=0, y=h;+h,+h; et aux interfaces a y=h;, y=h;+h;

(équations 3.33-39), et utilisant la distribution du chargement suivante:
T(x) = —1pour |x| <, 3.84

Ou | est la taille de la fissure, I'équation intégrale singuliere est donnée par:

l 1
=1 (; + k(x, t)) Y(O)dt =75, |x] <1, 3.85

Avec la condition:

[Lv®de=o, 3.86

k(x,t) est donnée par les équations 3.56 et 3.60.
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La méthode de résolution de I'équation intégrale singuliére 3.85 sera présentée dans le

chapitre suivant.

3.5.1. Critére d’évolution de la fissure avec le modéle de Griffith:

La formule d'lrwin (Irwin, 1957) donne la relation entre le facteur d'intensité de

contrainte k;;; et le taux de restitution d'énergie G, la formule est donné sous la forme

suivante:
2
G =1L 3.87
2p

Ou py est le module de cisaillement du matériau de la zone fissuré (i.e. la zone fondu
WM).

A partir de I'équation 3.87 on en déduit le facteur d'intensité de contraintes en mode

anti-plan ky, il est donné par:

k”l =4/ 2#10 3.88

Avec I'équation 3.87 on peut calculer le facteur d'intensité de contrainte critique Ky

correspondant, il est donné par:

ke = 211G, 5.89
Ou G est le taux de restitution d'énergie critique et z; est la charge de rupture.

Dans la suite nous allons présenter la procédure numérique utilisé pour détermine z,

pour une valeur donnée a la taille de la fissure I. La procédure numeérique est la suivante:
1. On donne une valeur initiale a la longueur de la fissure I=l,.
2. On pose 7,=1, on résout I’équation intégrale singuliére (3.85 et 3.86) et on calcul ky;.

3. En utilisant la linéarité du probléme élastique, on peut déterminer la formule permettant

le calcule de la charge de rupture z,:

7, = fue 5.90

”
ki
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CHAPITRE 3: PRESENTATION DU PROBLEME ETUDIE ET EQUATIONS
INTEGRALES

Ou ki et Kyjic sont donnés par les équations 3.88 et 3.89, respectivement.
4. On incrémente sur la valeur de la tille de la fissure | et on revient a I'étape 2.

Ce présent chapitre a été dédié a la présentation de la méthode de détermination de
I'équation intégrale, plusieurs problemes ont été considéré, les problémes avec ou sans la
zones affectées thermiquement et avec ou sans discontinuités dans la distribution du
chargement.

Le prochain chapitre sera consacré a la présentation des méthodes de résolution des
équations intégrales singuliéres obtenues. Dans le cas ou la distribution du chargement
présente des discontinuités, une méthode de quadrature numérique modifiée est utilisée.
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Ce chapitre est consacreé a la résolution des équations intégrales singuliéres obtenues
(voir chapitre 3), et dans le cas ou le chargement présente des discontinuités une méthode

de quadrature numerique modifié est utilisée.

4.1. Résolution de I'équation intégrale sinquliére avec discontinuité de chargement:

Cette section présente la méthode de résolution de I'équation intégrale avec
chargement discontinu. La méthode est appliquée aux deux problémes traités dans le
chapitre 3 c'est-a-dire le probléeme avec zone affectée thermiquement (équations 3.63 et

3.64) et probléme sans la zone affectée thermiquement (équations 3.80 et 3.81).

Dans le cas ou l'on utilise le modele de DuGDALE, la répartition du chargement le
long de la fissure présente des discontinuités au point £l (voir chapitre 3, équation 3.62) et
I'équation intégrale singuliere du probleme avec le chargement correspondant sont donnés

sous la forme suivante:

1l 1 2

[l (Z+ k@) woat ==1(x), x| <, 4.1
Avec la condition :

[ p(t)dt =0 4.2

Le chargement est donnée par:

—Ty, pour |x| < a

4.3
—T,+ 7, poura < |x| <[,

T(x) = {

a=lp dans la phase cohésive et a=I. dans la phase de propagations (voir chapitre 3 et figure
3.4). L'intervalle d'intégration et les différents variables de I'équation 4.1 doivent étre
normalisés avant de passer a lI'implémentation de la méthode de résolution, et pour cela il

faut introduire les quantités normalisées suivantes:

r=Xs=fn=590 = f(),k0x0) = L,9) 44
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L'équation 4.1 avec la condition correspondante 4.2 prend les formes suivantes,

respectivement:
1,1 (1 2
;f—1 (Sj + 1, L(r, s)) f(s)ds = Zr(r), r| <1 4.5

Avec la condition: f_llf(s)ds =0 4.6

Dans I'équation 4.5, le chargement z(r) est donné par:

—Teo, for Ir| <mn,

—Teo + To,forn < |r| <1, 4.1

™(r) = {

La distribution du chargement 4.7 présente des sauts de discontinuités aux points *.
Suivant une méthode proposée par loakimipis (N. I. loakimipis, 1980), la fonction

inconnue f(s) est réécrive comme suit :

f(s) = h(s) + ¢(s) 4.8

Ou h(s) est la solution de I'équation intégrale suivante:

10+1 1 _ 2
;f—1 :h(s)ds = mr(r), rl <1 4.9
Et la condition supplémentaire suivante: f_+11 h(s)ds =0 4.10

La nouvelle fonction inconnue @(s) doit satisfaire I'équation suivante:

LI+ Lt )] e(s)ds = g, Ir < 1 411

Ou: g(r) = == [ I,L(r,$)h(s)ds 4.12
Lot _

Avec la condition: [ ¢(s)ds =0 4.13

Il est clair de I'équation 4.12 que, puisque L(r,s) a un comportement régulier, le
méme doit étre vrai pour g(r) et la techniqgue numérique pour résoudre les équations
intégrales singuliéres peut étre appliquée pour résoudre les équations 4.11 et 4.13 sans

aucune modifications (F. ERDOGAN et al., 1973).
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La solution des équations intégrales 4.9 et 4.10, a été déterminé par (F.D. GAKHoV.,

1966) comme sulit:
2 o 2y-172 (Mg 2y12T(0)
h(s) = == =s*)7V/2 [ (A =r)VE =odr, |s| < 1 4.14

En effectuant I'intégration dans 4.14, on obtient:

h(s) = hi(s) + hy(s) 4.15
Ou:
hi(s) = 71275 (1 — s2)Y2(—nt,, + 2t.arccosn) 416
1
_ 21 nV1—sZ—s\/1-n2
h,(s) = p— In o O 4.17

On remarque que hy(s) présente des singularités logarithmiques quant s— =.
L'équation intégrale singuliére 4.11 a I'indice 1 car la fonction inconnue @(s) présentes des
singularités intégrables aux points +1 (F. ERDOGAN et al. 1973). La solution peut étre

-1/2

exprimée par @(s)=w(s).4(s) et w(s)=(1-s*)* est les fonctions poids associés avec les

polyndémes de Tchebytchev de premier type Tn(s)=cos(n(arccos(s))) et #(s) est la fonction
continue et bornée sur l'intervalle [-1,1] qui peut s'exprimé par une série tronquée des
polyndmes de Tchebytchev de premier type. Il est clair qu'avec la symétrie que @(s)=-

@(s). Donc, la solution de 4.11 peut étre exprimé par:
P(s) = (1 —s)VERNL, ATy (s) 4.18
Si on substitue 4.18 dans 4.11 en utilisant les relations suivantes:

1 =) (U4 (r), i>0
nf—l s—r ds = 0, i=0 4.19

Ou Ui(r)=(sin((i+1)arccos(r)))/(1-s*) * désigne les polyndmes de Tchebytchev du second

type, on trouve:

Yy Ai[Ug—p(r) + H(r)] = g(r), for|r| < 1 4.20
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Ou: H;(r) = %f_ll(l —s)V21,L(r,8)Ty;_1(s)ds 4.21

L'équation 4.20 peut étre résolue en sélectionnant les N points de collocation,
données par:

@j-Dr

2eN-1 4.22

1:

fi = COos

En utilisant les point de collocation données par 4.22, I'équation 4.20 se réduit a un
systeme de N équations algebriques linéaires a N inconnus A; (i=1,..,N). Le systeme est

donné par:
YN AUy () + Hi(n)] = g(),forj = 1,..,N 4.23

Les valeurs de Hi(r;) sur le coté droit de I'équation 4.23 sont calculées avec I'équation
4.21. Ces intégrales sont évalués avec la formule d'intégration numérique de Gauss-
Tchebychev donnée par ABramowiTz and STEGUN (M. ABrAamowiTz et al 1964), la

formule est donnée par:

101 fOdE _ wn f(E) B k-
ﬂf_lm ~ Yho1—,and b = cos( — ) 4.24

Les valeurs de g(r;) du cote droit de I'équation 4.23 sont évalués a l'aide de I'équation

4.12, et en utilisant les équations 4.15-17 il peut s'écrire sous la forme suivante:
1 1 1 .
g(n) = _;(f—1 loL(7,8)hi(s)ds + [ laL(U-,s)hz(s)ds),pour] =1,..,N 4.25

La premiére partie de I'équation 4.25 est évaluée numeriquement avec la formule de
Gauss-Tchebytchev donnée par I'équation 4.24. La seconde partie de I'équation 4.25
contient hy(s) donnée par I'équation 4.17 qui présente des singularités logarithmiques aux

points 5, hy(s) doit étre divisé en trois parties comme suit:
f_ll 1,L(7;, s)hy(s)ds = f__ln 1,L(7,s)hy(s)ds + ﬂ]n 1,L(7,s)hy(s)ds + fnl 1,L(7;,s)hy(s)ds 4.26

Les trois integrales dans 4.26 peuvent étre évalués numériquement par la formule
d'intégration numerique de Gauss-Tchebytchev donnée par 4.24, les intervalles

d'intégration dans 4.26 doivent étre normalisés (voir les détails a 'ANNEXE G).
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Le facteur d'intensité de contrainte est donnée par la formule suivante (T ANNEXE F):

—_ 2 lC
K (+l,) = \/E (Too — —T.arccos (la) - 7 1A ) 4.27
Le glissement a x=+I. est donné par (I'ANNEXE F):

J1-1 (roo ——arccos )— ZTcnlnn] T yh A Uzzll 21(+”) 4.28

la
JEIRE

4.2. Résolution de I'équation intégrale sinquliére avec chargement continu:

Dans le cas ou l'on utilise le modéle de Griffith (absence de la zone cohésive), la

répartition du chargement le long de la fissure ne présente pas de discontinuité.

La méthode de quadrature utilisée pour résoudre ce type d'équation intégrale

singuliere est présentée dans la suite:

Dans le cas ou l'on utilise le modéle de Griffith, I'équation intégrale singuliere du

probléme est donnée sous la forme suivante (voir Chapitre 3, équations 3.85 et 3.86):

1,1 1 2
(SR vode =~ Ikl <, 429

Avec la condition:

[Lw®dt=o, 4.30

Le premier terme dans la parti gauche de I'équation 4.29 est le noyau généralisé de

type Cauchy, le second terme k(x,t) et donnée par I'équation 3.60 (voir chapitre 3).

L'intervalle d'intégration et les différentes variables de I'équation 4.29 doivent étre
normalisé avant de passer a I'implémentation de la méthode de résolution, et pour cela il

faut introduire les quantités normalisées donnée par les équations 4.4.

L'équation 4.29 prend la forme suivante:

%f_l ( + IL(, s)) ¢(s)ds = rw, Ir] <1, 4.31

Avec la condition:
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[1 #(s)ds =0 4.32

Le noyau de Fredholm k(x,t) de I'équation 4.29 est constitué d'une intégrale qui doit
étre normalise (voir détails a TANNEXE E). Aprés normalisation on obtient le noyau

suivant:

L(r,s) = == {1 (N'(0,4) + 1) sin (A-”Z’"“ (A + 1)s) cosi?iéMTmit (A + l)r) dl, 4.33

L'indice de I'¢quation intégrale singuliere 4.29 k=1 car la fonction inconnu @ possede
des singularités intégrables a £1, la méthode numérique de résolution de ce type d'équation

intégrale est base sur les polyndmes de Gauss-Tchebytchev du premier et second type.

La fonction fondamentale (ou poids) pour I'équation 4.31 est w(s)=(1-s*)"2 Donc,
les polyndmes orthogonaux correspondant sont les polynémes de Tchebytchev de premier

type Tn(s)= cos(n(arccos(s))). A cause de la symétrie, il est clair que @(s)= -@(-s).

La fonction inconnue peut étre exprimée sous la forme suivante:

$(s) = (1— )2V, ATy (s), 434

Substituant 4.34 dans 4.31 et utilisant les relations suivantes:

nv-1 s—r

1
) _¢2) 2 . [
LTy ? g - {gl_l(r)' 258, 4.35

Ou Ui(r)=(sin((i+1)arccos(r)))/(1-s2)™? désigne les polyndmes de Tchebytchev de second
type.

On trouve:

Y AiUp (1) + Hi(N)] = “2_11:00l 4.36
Ou:

Hi(r) == [1 (1 = s2)721L(r, )Ty, (s)ds, 4.37

L'équation 4.36 peut étre résolue en sélectionnant N points de collocation, données par:
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= cos (M) forj =1,..,N, 4,38

Ui 2(2N—1)

J

Les points de collocations sont r; sont les racines des polyndmes de Tchebytchev de

premier type:
sz_l(Y})=0,(]= 1,,N) 439

Utilisant les points de collocation 4.38 I'équation 4.36 se réduise a un systeme de N

équations algébriques linéaires a N inconnus A;.
2 .
{VzlAi[UZi—Z(r]") +Hl(7’})] = ETOO, (] = 1,,N) 4.40

Les intégrales réguliers L(r,s) et H(r) donnés respectivement par les équations (4.33 et
4.37), peuvent étre évalué numériquement a l'aide de la formule d'intégration de Gauss
Tchebytchev (équation 4.24).

Le facteur d'intensité de contraintes en mode anti-plan est donné par (voir détails a
I'ANNEXE F):

ky (£ = %\/ﬁziNﬂ A, 4.41

Dans ce chapitre nous avons présenté les méthodes de quadrature numérique de
résolution des équations intégrales singulieres, les expressions qui donnent les parametres a

calculés ont été présenté aussi.

Le chapitre suivant est réservé a la présentation des résultats, les interprétations et les

discussions.
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Dans cette partie de I’étude sont présentés les résultats et leurs interprétations. Les
données des problemes étudiés sont résumees dans les tableaux suivants. Ces données
concernent les valeurs du facteur elasticmismatch M, la valeur normalisée du module de
cisaillement de la zone fondu WM (ui/z;) et celle du métal de base BM (uslz.), les
épaisseurs des différentes zones (la zone fondu WM hi/ly, la zone affectée thermiquement
HAZ h,/l, et le métal de base BM ha/lp) et les propriétés du modele cohésif de DuGDALE
(I'ouverture critique o/lo). Ici 7 est la contrainte de cisaillement critique qui caractérise le

modeéle de DuGDALE et |y est la taille initiale de la fissure. On distingue deux cas:

e Cas 1: on considere fixe le module de cisaillement u;/7; de la zone fondu WM et on fait
varier le module de cisaillement u3/7. du métal de base BM.

e Cas 2: cas inverse.
Le rapport M est pris dans les intervalles suivant:

> Elastic-overmatch: 10>M>1.

> Elastic-undermatch:; 1>M>0.1.

M=1 fait référence au cas elastic-evenmatch c’est-a-dire x1=uz et la longueur initiale

de la fissure Iy est prise egale a 1.

5.1. Influence du rapport elasticmismatch M sur la contrainte appliquee z..:

Les valeurs des parametres utilisés sont résumées dans le tableau 5.1.

Tableau 5.1. Valeurs des parametres utilisés.

Cas 1: 11/7:=100 et uz=12/M Cas 2: u3lt:=100 et u1=u3.M
ocllo M hi/lg ho/lg hs/lg
0,001 0,1 1 10 3 4 7
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5.1.1. Cas 1:

Dans cette partie le module de cisaillement u;/7; est fixé, le rapport M est fixé selon
les valeurs données sur le tableau 5.1. Les résultats sont obtenus en terme de la contrainte
appliquée 7, en fonction de la taille de la fissure I.. Les courbes représentant la variation de
la contrainte appliquée z., en fonction de la taille de la fissure I sont donnée sur la figure

5.1, chaque courbe correspond a une valeur du rapport de I'elasticmismatch M.

/T _ 1;/t.=100
0.3 e M=0.1 ||

0,25

0,2

0,15

0,1

0,05

0,9 1,1 1,3 1,5 1,7 1,9 2,1

W,

Figure 5.1. Influence du rapport elasticmismatch M sur la contrainte appliqué z., (cas 1).

En analysant les courbes de la figures 5.1, on peut dire que dans le cas 1, le rapport
de I'elasticmismatch M a une faible influence sur la contrainte appliquée z... Les valeurs
maximums de la contrainte appliquée 7., correspondent au cas ou M=0,1 (elastic-
undermatch) tandis que les valeurs minimums enregistrées correspondent au cas ou M=10

(elastic-overmatch).

5.1.2.Cas 2:

Dans cette partie le module de cisaillement du métal de base MB us/z. est fixé, le
rapport M prend les valeurs données sur le tableau 5.1. Les résultats sont obtenus en terme
de la contrainte appliquée 7z, en fonction de la taille de la fissure l.. Les courbes
représentant la variation de la contrainte appliquée z., en fonction de la taille de la fissure I,
sont donnée sur la figure 5.2, chaque courbe correspond a une valeur du rapport de

I'elasticmismatch M.
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T../T,

05 pyT=100 [ M=0.1 |
o —

T L O (e— M=10
0.6
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Figure 5.2. Influence du rapport elasticmismatch M sur la contrainte appliqué z., (cas 2).

En analysant les courbes de la figures 5.2, on peut dire que dans le cas 2, le rapport
de I'elasticmismatch M a une influence importante sur la contrainte appliquée z... Les
valeurs maximums de la contrainte appliqué 7., correspondent au cas M=10 (elastic-
overmatch) tandis que les valeurs minimums enregistrées correspondent au cas ou M=0,1

(elastic-undermatch).

5.2. Influence du rapport elasticmismatch M sur la contrainte de rupture z,:

5.2.1. Influence du facteur elastic-overmatch (1<M<10):

Il faut noter que la charge de rupture z est la valeur de la contrainte appliquée ., qui

correspond a la taille initiale de la fissure c’est-a-dire 1¢=lo.

Les courbes de la figure 5.3 montrent l'influence du facteur M sur la charge de
rupture 7, pour le cas elastic-overmatch (1<M<10), la premiere courbe (en pointillé)
correspond au cas 01 (u; fixe) alors que la seconde (en trait plein) correspond au cas 02 (us

fixe).
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7,/T,
08 | pl/tc=100 — pu3/tc=100

0.9 29 4.9 6.9 §.9 109
Figure 5.3. Influence du rapport elastic-overmatch M sur la charge de rupture z, pour les
deux cas 1 et 2.

D'apreés la figure 5.3, dans le cas 02 la charge de rupture 7z, augmente avec le facteur

M alors qu'elle demeure constante dans le cas 01.

5.2.2. Influence du facteur elastic-undermatch (0,1<M<1):

Les courbes de la figure 5.4 montrent l'influence du facteur M sur la charge de
rupture 7, pour le cas elastic-undermatch (0,1<M<1), la premiére courbe (en pointillé)
correspond au cas 01 (p fixe) alors que la seconde (en trait plein) correspond au cas 02 (u3

fixe).

Selon la figure 5.4, dans le cas 02 la charge de rupture z diminue avec la diminution

de la valeur du facteur M alors qu'elle demeure constante dans le cas 01.

Moyennent les résultats des figures précédentes (Figure 5.1, 5.2, 5.3 et 5.4) on peut

formuler les points suivants:

o La contraintes appliquées 7., diminuent progressivement avec la taille de la fissure
dans tous les cas.
o Dans le cas 01 (u; fixe) l'influence du facteur M sur la contrainte appliquée est

faible. Par contre, dans le cas 02 (us fixe) le facteur M montre une influence notoire sur z...
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On peut expliquer ce résultat par le fait que le comportement de la fissure dépend
énormément de la rigidité de la zone fondue WM (le module de cisaillement) et présente

une dépendance faible a la rigidité du métal de base BM .

7./T,
03 u1/tc=100  ——— pu3/tc=100

0,25

0,2

/

0,15

0.1

0,05

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ar

Figure 5.4. Influence du rapport elastic-undermatch M sur la charge de rupture z, pour les

deux cas 1 et 2.

5.3. Influence de I'épaisseur h, de la zone affectée thermiguement HAZ:

Dans cette section nous présentons l'influence de I'épaisseur h, de la zone affectée
thermiquement HAZ sur la contrainte appliquée z., et la charge de rupture z.. Les résultats
sont présentés en terme de la variation de la contrainte appliquée 7., en fonction de la taille
de la fissure I, et en terme de la charge de rupture z. en fonction de I'épaisseur h,. Les
valeurs des différents parameétres utilises dans les calculs sont présentées dans le tableau
5.2.

Tableau 5.2. Valeurs des parameétres utilisés.

M:,ul/,ug (h2+h3) /o hi/lg oo hz/(h2+h3)
12 11 3 0,001 <0, 1]

La variation de la charge de rupture z; en fonction de I'épaisseur relative h,/(hy+hs)

est représentée sur la figure 5.5.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
hy/thy +hs)

Figure 5.5. Influence de I'épaisseur h, sur la charge de rupture .

En examinant les résultats représentés sur la figure 5.5, on constante que la charge de
rupture z, diminue Iégerement avec h,. Pour le cas ou h,=0 (absence de la HAZ), la valeur
normalisée de la charge de rupture est égale a 0,251, alors qu'elle est évaluéee a 0,249 pour

ho/(ho+h3) =1 (absence du métal de base BM), ce qui montre une différence de I'ordre de

0,8%.

T../T,

0,3

h2/th2+h3)=0  -------- h2/th2+h3)=1

Figure 5.6. Influence de I'épaisseur h, sur la contrainte appliquée z...

La variation de la contrainte de rupture z., en fonction de la taille de la fissure I est

représentée sur la figure 5.6. La premiere courbe (en trait plein) correspond au cas ou h,=0
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(absence de la HAZ) tandis que la deuxiéme (en trait discontinu) correspond au cas ou
ho/(ho+h3)=1 (absence du métal de base BM). La différence entre les deux courbes est

faible ce qui confirme les résultats donnés par la figure 5.5.

5.4. Influence de I'épaisseur h; de la zone fondue WM:

Dans cette section nous présentons l'influence de I'épaisseur h; de la zone fondue

WM sur la contrainte appliquée =, et la charge de rupture .

Tableau 5.3. Les valeurs des paramétres utilisés.

MZ,ul/,ug, (h1+h2)/|0 hs/lg ocllo hl/(h1+h2)
12 7 7 0,001 [0, 1]

Les valeurs des différents paramétres utilisés dans les calculs sont présentées dans le
tableau 5.3. Les résultats sont présentés en terme de la variation de la contrainte appliquée
7., €n fonction de la taille de la fissure I, et en terme de la charge de rupture z; en fonction

de I'épaisseur h; représenté par le rapport hy/(h;+hy).

T/,
0,257 -
0,256
0,255 1
0.254 -
0,253 -

0,252

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
hy/thy +hy )

Figure 5.7. Influence de I'épaisseur hy sur la charge de rupture z.

La variation de la charge de rupture z, en fonction de I'épaisseur relative hy/(h;+hy)
est representée sur la figure 5.7. En examinant les résultats représentés sur la figure 5.7, on
remarque que la charge de rupture 7z, diminue Iégérement avec h;. Pour le cas ou h;=0

(absence de la WM), la valeur normalisée de la charge de rupture est égale a 0,256, alors
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qu'elle est évaluée a 0,249 pour hy/(h;+hy) =1 (absence du la zone affectée thermiquement

HAZ), ce qui montre une différence de I'ordre de 0,7%.

To/T,
0.3

0,25

0,2

hl/thl1+h2)=0

hl/thl+h2)=1

0,15

0.1

0,05

2.1 1/,

Figure 5.8. Influence de I'épaisseur hy sur la contrainte appliquée z...

La variation de la contrainte de rupture z,, en fonction de la taille de la fissure I est
représentée sur la figure 5.8. La premiere courbe (en trait plein) correspond au cas ou h;=0
(absence de la WM) tandis que la deuxiéme (en trait discontinu) correspond au cas ou
hi/(h1+h2)=1 (absence de la zone affectée thermiquement HAZ). La différence entre les

deux courbes est faible, ceci confirme les résultats donnés par la figure 5.7.

5.5. Influence de saut critique J. sur la charge de rupture et la propagation de la fissure:

Dans le but d'étudier I'influence des paramétres du modeéle cohésive de DUGDALE,
soit I'influence du saut critique J sur la charge de rupture z; et la propagation de la fissure.

Le tableau 5.4 contient les valeurs normalisées des différents paramétres utilisé dans les

calculs.
Tableau 5.4. Valeurs des parameétres utilisés.
M=u1/u3 hi/lo ho/lo hs/lo ocllo
1/2 3 4 7 [0,1; 1,0.10°]
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L'influence du saut critique J.sur la charge de rupture z, est représentée sur la figure
5.9. Il est clair que pour une valeur donnée de dc, la charge de rupture z; est une fonction

strictement croissante de la valeur de J..

Dans le but de vérifier si cette tendance est la méme pour la propagation de la fissure,
I'évolution de la contrainte appliquée 7., en fonction de la taille de la fissure I; est
représenté sur la figure 5.10 pour différentes valeurs de J.. Ici aussi il est clair que z., est

plus faible dans le cas ou la valeur de J; est petite.

06 |/
05 |/
04 -
03 i
02 ¥
0.1 -

0 0,02 0,04 0.06 0,08 0.1
6./l

Figure 5.9. Influence du saut critique o, sur la charge de rupture z.

T./T,
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0.9 e G/ 10=0,01
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03 e 11 1] 8¢/10-0,000001
0.2 e e e e I
O
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0.9 1.1 1.3 15 1.7 19 1/,

Figure 5.10. Influence du saut critique J. sur la charge de rupture z.
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5.6. Convergence entre le modele de GriFrITH et DUGDALE quand J. tend vers zéro:

La densité d'énergie de surface dans le modéle de DucDALE tend vers celle du
modele de GriFFITH quand le saut critique J. caractéristique du modéle de DuGDALE tend
vers zéro (figure 3.2, chapitre 3). Donc, on peut montrer que lorsque d. tend vers zero, il y
a une convergence entre les résultats du probleme avec le modele de DuGDALE et celle du
probléme avec modéle de GrirrITH. Les données utilisées dans les calculs sont résumées

sur le tableau 5.5.

To/T,

3
P B [ e e B M Griffith

Dugdale

R
L5

1
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0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

l1.

Figure 5.11. Comparaison entre GRIFFITH et DUGDALE pour o./1;=0,1.
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Figure 5.12. Comparaison entre GRIFFITH et DUGDALE pour d¢/1o=0,01.
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Tableau 5.5. Valeurs des parametres utilisés.

hi/lo

ha/lo

haflo

50/'0

3

4

7

0.1

1,0.10°

1,0.10*

1,0.10°

— Griffith
--=- Dugdale

0,05

0.04

0.03
0,02

0,01

Figure 5.13. Comparaison entre GRIFFITH et DUGDALE pour d¢/l;=1,0.10".
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Figure 5.14. Comparaison entre GRIFFITH et DUGDALE pour d¢/l;=1,0.10°.
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La convergence entre le modele de GRIFFITH et le modele de DUGDALE et

représenté sur les figures 5.11, 5.12, 5.13 et 5.14 en terme de la contrainte de propagation

versus la taille de la fissure.

On remarque que plus le saut critique J. et petit plus les résultats obtenus en utilisant

les deux modeles converge.

Dans la suite nous allons presenter la conclusion génerale.
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Les principaux résultats obtenus sont resumes comme ceci :

» Le comportement de la fissure dépend énormément de la rigidité de la zone fondue
WM (le module de cisaillement) et présente une dépendance faible de la rigidité du
métal de base BM.

» L'influence de I'épaisseur de la HAZ sur la charge de rupture et la propagation de la
fissure est négligeable, ceci a été confirmé a travers la comparaison des résultats du
probléme sans WM (tout le matériau de base est inclus dans la zone fondue) avec les
résultats du probléeme sans HAZ. Ceci implique qu'on peut étudier le probleme en
éliminant la HAZ du modele sans consequences significatives.

» L'influence des paramétres du modéle de DUGDALE (le saut de glissement critique)
sur la charge de rupture et la propagation de la fissure est mise en évidence et la

charge de rupture est une fonction croissante du saut de glissement critique.

Toutefois, ces résultats ne peuvent pas étre généralisés, car obtenus avec un

certain nombre d’hypothéses simplificatrices :

e La structure est semi-infinie. Cette hypothése a permis [’utilisation des
transformees de Fourier pour réduire le probléeme en une équation intégrale
singuliere.

e La structure est symétrique. Cette hypothése a permis de ne considérer, lors de
I’établissement de I’équation intégrale singuliére, que la moitié de la structure.

e La fissure est paralléle a I’axe de symétrie horizontal. Ceci a facilité I’établissement
de I’équation intégrale singuliére.

e La HAZ est modélisée comme un milieu non-homogéne avec un module de
cisaillement variant exponentiellement. Ceci a facilité le formalisme mathématique
(dérivation simple pour I’exponentielle).

e Le chargement appliqué est anti-plan, et I’ouverture de la structure est en mode IlI.
Ce cas n’est pas le plus courant en pratique, néanmoins il a permis de

considérablement simplifier les calculs.
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Dans le but de geneéraliser les résultats obtenus, il serait intéressant de considérer

d’autres hypothéses. Nous présentons, en la discutant éventuellement, chacune d’elles :

e Une structure finie : Le modeéle sera plus réaliste, mais plus difficile a mettre en
ceuvre que pour une structure infinie ou semi-infinie. On sera obligé d’utiliser
d’autres méthodes telles que la méthode des éléments finis.

e Une structure non symétrique : Le modeéle sera plus général, mais la dérivation de
I’équation intégrale sera plus compliquée.

e Une fissure non parallele a I’axe de symétrie.

e Une variation non exponentielle du module de cisaillement de la HAZ.

e Chargement en mode | : la modélisation sera nettement plus lourde
(mathématiquement), mais c’est un cas intéressant car le mode | est le plus

dangereux.

La prise en compte de ces nouvelles hypothéses fera I’objet de prochains travaux.
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ANNEXE A

Le module de cisaillement de la zone non homogéne £ est donné sous la forme
générale suivante:

uy(y) = AeP” Al

La continuité des propriétés elastiques a travers les interfaces donne:

y=hg: up(hy) =y = Aefhi =y (a) A2
y=hi+hy pp(hy +hy) = pg = AePPith) = s (b) '
En résolvant le systéeme d'équations données en A.2, on obtient A et 4 sous la forme
suivante:
_h
1 (L — 1\ h2 R =K
b= ™ In (R),A = U (R) avec: R = o A3
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ANNEXE B

Les équations d'équilibres sont déterminées comme suit:

Dans les zones Q; (i=1,..,3) les equations d'équilibres en terme de contraintes sont

données par:

ati att .
42 =0,i=1,..,3. B.1
dy dx

La z-composante du champ de contraintes s'écrit en fonction du déplacement par:

T =y owi
” Loy B.2
i _ aWi
Txz = H; ?
En remplacant B.2 dans B.1 on obtient:
62wi azwi _
52 T o2 =0 8.3
Dans la zone non-homogene Q,:
La z-composante du champ des contraintes s'écrit en fonction du déplacement par:
2 aWZ
Tyz = U2 (y) o
0y B.4

6w2

T;%z = u(y) o

AVEC:

0y, _ 0 awz) _ (9 awz 0wy _ (0 (pehy) | 222 4 peby T¥2 —
oy oy (ﬂz()’) 6y)_ (ayﬂz(Y)> % + p2(y) 52 <ay (AeP) % + Ae 57 =

a a2
) (B52+52) B.5

62W2
dx 2

B.6

a2, d d
;_x = a(ﬂz()’) %) = uz(y)
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ANNEXE B

En remplacent B.4, B.5 et B.6 dans B.1 on obtient:

62w2 BZWZ ﬂ aWZ

— =0 B.7
dy? dx?2 dy !

Introduisant la transforme de Fourier (voir équations 3.10-11 a la page 37) et développant
ce qui suit:
62wi 2 OOdZWl(/Ly)

=2

57 = ndo gz cos(Ax)da,i=1,..3. ,

24, 0 o
9w _ _Sfo A2W;(4,y) cos(Ax)dA,i=1,..,3

ox?

Remplacant les expressions données par B.8 dans les équations d'équilibre comme suite:

o d2W

Dans B.3, on obtient %f d;(j'y) cos(Ax) dA — %fooo AW, (4, y) cos(Ax)dA = 0

0

T dy?
0

2 [ (d*W,(2, _
—j (M — 12W, (4, y)) cos(Ax)d1l =0
dZWi(A:y)

o~ AW Ay) = 0. B.9

d2Wy (2, aw, (2, —
d;(z 2y B Z; 2 A12W, (2, y)) cos(Ax)dA =0

Dans B.7, on obtient%ff(

32w, (Ay) W, (1y)

o TR — AW (Ly) = 0. B.10

Trouvant les solutions des équations B.9 et B.10 :

Introduisant la solution générale suivante:

wi(d,y)=e",i=1,..,3. B.11
On obtient donc:

2737,
an—(z)l'}’):rZery’i: 1,...3. .
dy

Remplacant B.11 et B.12 dans B.9, I'équation caractéristique et obtenu comme suite :
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ANNEXE B

n—-12=0=n=4n,=-A7 B.13

Donc, la solution de I'équation B.9 et donnée sous la forme suivante:
w;(4,y) = Ci(De™Y + Cl(De™ ,i = 1,3. B.14

La z-composante du champ de déplacement dans les zones homogénes Q; (i=1,3) est

donnée sous la forme suivante:

w;(x,y) =2 f;w(C{ (De™” + Ci(D)e™” )cosifx)dA, (i = 1,3), B.15
Remplacant B.11 et B.12 dans B.10, I'équation caracteéristique et obtenu comme suite :
r24+pr—212=0 B.16

Les racines de I'équation caractéristiques B.16 sont donnees par:

n =—3p — B + 4L

B.17
ry=—2B +5B2+ 4%
La solution de I'équation B.10 et donnée sous la forme suivante:
W,(4,y) = CEe™Y + Cie™. B.18

La z-composante du champ de déplacement dans les zones non-homogéne Q, est

donnée sous la forme suivante:
wa(x,) = 2 [ (CE(A)e™Y + C3(A)e™Y )cosifAx)dA, B.19

La z-composante du champ de contrainte dans les zones homogenes Q; (i=1,3) et

donnée sous la forme suivante:
th, (6, y) = 2—‘;” = 2u; f0+w(n161i (De™” + n,C()e™” )cosifAx)dA. B.20

La z-composante du champ de contrainte dans la zone non-homogéne 2, et donnée

sous la forme suivante:
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73, = 1) 22 = 2,5 [ CE W™ +1,CF (A)e"™) cos(x) dA B.21
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ANNEXE C

Une analyse asymptotique a été effectuée sur N(y,A) pour A—-+cw:

L'expression du dénominateur "Den" et de N(y,A) sont données au chapitre 3 a la

page 39 et 40 par les équations 3.53 et 3.56, respectivement.
Noter que Asympt(f(1)) est la forme asymptotique de la fonction f(1) pour A—-+too.

Nous allons utiliser la forme asymptotique suivante:

/ 2 2 p* p*
Pour A — +oo0: Asympt| [B” + 41" | = Asympt| 2\ 1+W ZZX(1+W+”'):

2
2x+%+--- = 20+ o(1) C.1

On dénote par Num_N(y,4) le numérateur de N(y,4), donc la forme asymptotique de

Num_N(y,4) peut étre développé comme suite:

sympt(Num_N (y, X))

= !~h1) [e%(z}‘+°(1))h2_7‘h3(—2x + 2k 4 0o(1))

N e_%(2x+0(1))h2_7‘h3(2k + 20+ 0(1))

+ B(e—%(2x+o(1))hz+xh3 _ e%(2k+o(1))h2+kh3)]

— eM-y+h) [e%(z“‘)“))hzﬂm(zx + 20+ o(1))

4 ema(Erohatihs (o5 4 23 1 o(1))

+ B(e—%(2k+o(1))h2—kh3 _ e%(2x+o(1))h2—kh3)]

= M0-hD) [ M2 +ha) (D) (42, 4 o(1)) + B(e~Mh2—ha)+o(D) _ ghlha+ha)+o(D)]
— eM=y+hy) [ex(hz+h3)+o(1)(47L +0(1))

+ B(e—%(2k+o(1))hz—Xh3 _ e§(2x+o(1))hz—xh3)]

— e)‘(y_hl) [e_)‘(h2+h3)(4;\’ + 0(1))e0(1) + B(e_)‘(hz_h:i) J— e)‘(h2+h3))e0(1)]

_ el(—}’+h1)[ek(hz‘i'he,)(zl.}L + 0(1))60(1) + B(e—k(h2+h3) _ ek(hz—h3))eo(1)]

Noter que: e°® = 1. Donc:
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Asympt(Num_N(y, 1))
— ek(y—h1)[4)he—7v(h2+h3) + B(e—l(hz—hﬁ _ el(h2+h3))]

— eM-y+h1) [47»e)‘(h2+h3) + B(e_}‘(h2+h3) — el(hz—h3))] + 0(1)
— [4}Le—7»(h2+h3)e7»(y—h1) + B(e—l(hz—hﬂek(y—hﬂ _ el(h2+h3)e7»(y—h1))]
_ [4)Le7v(h2+h3)e7»(—}’+h1) + B(e—x(h2+h3)ek(—}’+h1) _ el(hz—h3)e7v(—}’+h1))]

+0(1)

— 4}\‘6—}\,(—y+h1+h2+h3) + B(e—)\,(—y+h1+h2—h3) _ e?\(y—h1+h2+h3))

_ 4;\‘e7\.(—y+h1+h2+h3) _ B(e—X(y—hl-I-hz-l-hg) _ e)\.(—y+h1+h2—h3)) + 0(1)

Sachant que y est pris au voisinage de zéro et les valeurs de hy, h, et hy sont

strictement positive, donc Asympt(Num_N(y,1)) et donné par:
Asympt(Num_N(y, 1)) = —4Ae*y+hithaths) 4 (1) C.2

La forme asymptotique du dénominateur de N(y,A) peut étre développé comme suite:

Asympt(Den) = (2% + 21 + o(1)) (e%(m“”)hzJf“““h1 + e‘%(z“"(”)hz‘khrml) +

(=21 + 24 + o(1)) (e%(2h+o(1))h2—kh3—Xh1 n e—%(2x+o(1))h2+kh3+Xh1) N

1 1 1
B(_ei(2k+0(1))h2—?»h3+kh1 . 65(2k+0(1))h2+Xh3—Xh1 + e—E(zx+o(1))h2—xh3+xh1 +

o~ 7(2Ho(W)ho+ah3—ahy ) _ (41 + 0(1)) (X2 +hs+h)+o() 4 g=rhotha+h)+o(1)) 4
B(_e}\,(hz—h3+h1)+0(1) _ e)\(h2+h3—h1)+0(1) + e—l(h2+h3—h1)+0(1) + e—}\,(hz—h3+h1)+0(1)) —
4‘}\’(ek(h2+h3+h1) + e—l(h2+h3+h1)) + B(_ek(hz—h:),-l-hl) _ ek(h2+h3—h1) + e—k(h2+h3—h1) +

e Mhz2—hs+h1)) 4 5(1) = 4aerhz+hs+hi) | (1) C.3
La forme asymptotique de N(y,4) et obtenu sous la forme suivante:

Asympt (Num _N(y,)»)) _ —4pehythitha+hs) 4o (1) _
Asympt (Den) T grerh2th3zthdgo(1)

Asympt(N(y, L)) = —e™™ +0(1) C.4
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ANNEXE D

Dans le but de déterminer la valeur de Ajimit on considere le comportement du noyau

dans I'équation 3.29 (page 40) et on écrit:
Kernel = N(0,4) + 1 D.1

Ou 4 est la variable de Fourier et N(y, 1) est donné dans le chapitre 111 a la pages 40

par I’équations 3.56.

D.1. Comportement du Kernel en fonction du rapport du facteur del'elasticmismatchM:

Dans cette partie les différentes épaisseurs sont fixés a ces valeurs:hi/15=3, hy/lp=4 et
ha/lo=5. La variation de Kernel en fonction de A pour les différentes valeurs de M est

donnée sur la figure D.1.

JT\-f’J‘ " i’lir
3 -

I — -

LR 0.10 _[1,2(1"_ K A0 040 0.5 0.6 LA} .80 080 146

a4 | ——m=001

{ M=1.0

/ M=100

Figure D.1. Variation du Kernel pour les différentes valeurs de M.

D.2. Comportement du Kernel en fonction de I'épaisseur h;:

Dans cette partie les autres épaisseurs sont fixés a ces valeurs: hy/lo=4 et hs/lo=5. La
variation du Kernel en fonction de A pour les différentes valeurs de h; est donnée sur la

figure D.2.
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Fernel a) _‘U’:JIOO
1.2
11110-0.01
! IdA0=0.1
JRE— hilido=1.0
05 e LAO0=10040
----- h1A0=30.0
0.6 :\
04 E:lll

.
i i =S
0.00 10,00 2000 30,00 4000 50,040 GO0 1
Kernel h} “- f_j
1

——h110=0.01
h110=0.1
hiio=1
h110=10

- h1H0=30

0.00 050 Lo0 130 100 150 300 i50 100 450 00

4 T
s |J —ho=0.01
| h110=0.1
10 ‘ ............. h110=1.0
| ST
i h e hlA0=30
\[=0.01
Kernel ¢} M=0.

Figure D.2. Variation du Kernel pour les différentes valeurs de I'épaisseur hy, a)
Overmatch M=100, b) Evenmatch M=1 et ¢) Undermatch M=0,01.

D.3. Comportement du Kernel en fonction de I'épaisseur h,:
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Dans cette partie les autres épaisseurs sont fixés a ces valeurs:hi/l;=3 et hs/lp=5. La
variation du Kernel en fonction de 1 pour les différentes valeurs de h, est donnée sur la

figure D.3.

I\_’(’J"l”:’lf. o) M=100
~h210=0.01
N [ n210=0.1
N e e e | h210=1.0
0s 1 h2ido=10
----- h2io=30
0.6
04
0.
o+
000 010 020 030 040 050 060 070 080 090 100
A
Kernel h) M=1
1 h2ia0=001
00 h240=0.1
o | —h2A0=1
o- h2io=10
0.6 h240=30
0.5
04
0.3
0.2
0.1

.00 010 0.20 .30 040 050 0G0 0.70 050 .00 1.00

0,00 0.0 0.20 030 040 050 060 070 0,80 0,90 1,00

1210=0.01
y 1210=0.1
h210=1.0
e h210=10.0
1210=30.0
il
Kernel c) .‘IJ(_O. 01’

Figure D.3. Variation du Kernel pour les différentes valeurs de I'épaisseur hy, a)
Overmatch M=100, b) Evenmatch M=1 et ¢) Undermatch M=0,01.
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Dans les calculs on prend la valeur la plus grande de A donné par les figures D.1, D.2
et D.3, donc Ajimite doit étre choisie dans l'intervalle [40,50] (selon la figure D.2-a), pour

cette valeur l'intégrale donné par I'équation 4.29 (voir chapitre 4, page 65) converge.
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L'intervalle d'intégration dans le noyau de type Fredholm L(x,t) donnée par I'équation
3.29 (page 40) doit étre normalisée (pour passer de l'intervalle [0, Ajimit] vers [-1,1]), ceci
permet dapplique la méthode d'intégration de Gauss-Tchebychev pour évaluer

numériquement L(x,t).

Le noyau est donné par:

L(r,s) = — [, (N(0,2) + 1) sin(As)cosiAr) dA E.1
Introduisant le changement de variable suivant:
A=A +B E.2

AVec:

A € [0, Ajimie |

A e-11] E3
Donc:
A=—1=21=0=-4+B=0 E.4
A =1=21= Ay = Ayie =A+B E.5
La solution du systeme d'équations E.4 et E.5 donne:
A=p =" E.6
Les équations E.2 et E.6 donnent:
1=+ ) E7

2

La dérivée de A est donné par:
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dA = l—“;““ dx ES

En remplacant de E.7 et E.8 dans E.1, on obtient:

A_limit

L(r,s) = — .

LV 0,2 + 1) sin (225 (2 + 1)s ) cosi(Z2" (4 + 1)r) da E.9

A" et par la suite remplacée par A dans I'équation E.9 pour alléger les écritures sachant que 4

est défini sur l'intervalle [-1,1].

Le terme N'(0,1) est obtenu a partir de lI'expression de N(0,4) donnée par I'équation 3.25

(page 39) en remplacant A par A’ donnée par I'équation.
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Le facteur d'intensité de contraintes en mode anti-plan k;;; est donné par la formule

suivante (chargement continue):

ki (D) = \/j\;{; limy_, 4y VI2 — x2 P (x) =

Introduisant les quantités normalisées donnée par I'équation 4.4 (page 46),

I'expression qui donne k;;; prend la forme suivante:
ki (£D = %\/ﬁ (lims—>il V1 —s2 f(s)) F2

Introduisant I'expression discrétisé de la fonction densité f(s) donnée par

I'équation4.18 (page 48), on obtient:
ky (£D = %\/a(hms—w_ﬂ YA T 4(5)) = “2—1\/5(21“:1 ATy (£1)) F.3

Les polyndmes de Tchebychev de premier type T»i.1(S) sont égales a I’unité aux points

limites £1.

Toi1(x1) =1 F.4
ki peut étre calculé par la formule suivante:

ki (D) = %\/HZ}L A; F.5

Le facteur d'intensité de contraintes en mode anti-plan kj;; est donné par la formule

suivante (chargement discontinue):

i (FL) = VI SH1imy gy, 12 = x29(x) = 1, S limg 10 V1 = 57 (s) F.6

En développant, on obtient le résultat suivant:
TI) = 2 lc H1oN
ki (+l,) = \/E(Too — —Tcarccos (Z) — 5 =1 Ai) E7

Le glissement relative de la fissure au point x dans I'intervalle [-l5, |] est définie par:
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§(x) = w(x,0%) —w(x,07) = ffla Y(t)dt F.8

Utilisant les équations 4.4, 4.8, 4.15, 4.16 et 4.17 dans F.8, on obtient:

2

/ / 2_,2 (/lg—x2+/l§—l§>

+ 1. In =2
x 12— l2+l [12—x2 ¢

24/12 — x2 arccos— - WZN A Uz‘zlzix/l“) F9

2
5(x)=m MToor/ 12 —x% + 7. | x1

F.9 est obtenus en utilisant la relation suivante:

fslfﬂd = —2U; (VI =2 F.10

A partir de I'équation F.9, le glissement a x=zI; est donné par:

ZN AiUp;i_o(£1)

S(ilf) - 2i—1

F.11

1—n (Too——arccos )—ZTCnlnn]—l 1—n
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Les intervalles d'intégration dans la seconde partie g(r;) données par les équations
4.25 et 4.26 (page 49) doivent étre normalisés (i.e. passer de [-1,-#], [-#, #] et [, 1], vers [-
1, 1]), ceci permet d'applique la méthode d'intégration de Gauss-Tchebychev pour évaluer
numériquement g(r;).

L'intégrale est donnée par:

S WL (1, 5)ho(s)ds + [7 1,L(1;, )ha(s)ds + fnl 1,L(7,5)hy(s)ds G.1
Introduisant le changement de variable suivant:

s=As +B G.2
e Ll'intervalle [-1, -5]:

s € [-1,—-nlets € [-1,1] G.3

=/
=

E

[N

N—r

1 e -1 -1 = — B=-—
{s = 1,s 1: 1 A+B:> 2 G4
s=1,s=-n-n=A+8B A=
2
En remplacant G.4 dans G.2 on obtient:
1 ’
s=3(@-ms —@m+1D) s
1 ' .
ds=§(1—n)ds
e L'intervalle [-5, 5]:
s€[-nnlets €[-1,1] G.6
s/=—1,s=—n: —n=—A+B:>{B=0 G.7
s=1s=n: n=A+B A=2n

En remplacant G.7 dans G.2 on obtient:
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s = Zns'
ds = 2nds’

e L'intervalle [-7, 1]:

s€n1lets €[-1,1]

{S =—1,s=n:n=—A+B:>

s'=1,s =1: 1=A+B

B =1=
1_

+1
2

=

A=

~ |

En remplacant G.10 dans G.2 on obtient:

1-n\ o+ n+1
s=(5Y)s +57

ds = (1%") ds’
Donc:

1

f__ln L, L(75,8)hy(s)ds == (1 — 1), fle(q,s)hz(s)ds',avec: s = %((1 —n)s —

T2

n+1)

fi} 1,L(7,5)hy(s)ds = 27, f_ll L(1,5)hy(s)ds ,avec:s = 27s,

fnl 1,L(75,8)hy(s)ds = (1%”) I, f_llL(q-,s)hz(s)ds' ,avec:s = (1

G.8

G.9

G.10

G.11

G.12

G.13

G.14

Les intégrales données par les équations G.12, G.13 et G.14 sont évalués

numériquement a l'aide de la formule intégration numérique de Gauss-Tchebychev donnée

par I'équation 4.24 (page 49).
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L'analyse asymptotique est effectuée sur N'(y,4) pour A— +oo:

L'expression de N(y,A) est donnée par (page 43):

(u1+pz) (e Ah1+h3=y) o A(h1+h3=y)) 4 (g —p3) (e A (h1~h3=Y) _eA(h1~h3-y))
(ul—#3)(3_l(h3_h1)+gl(h3_h1))+(#1+'u3)(el(h3+h1)+e_/1(h3+hl))

H.1

N'(y,A) =

Noter que Asympt(f(1)) est la forme asymptotique de la fonction f(1) pour A— +oo.

On dénote par Num_N(y,A) le numérateur de N(y,A) et par Dinom_N(y,A) le

dénominateur et on écrit:
Num_N'(y, N =y + HB)(e—l(h1+h3—y) _ el(h1+h3—y)) +(uy — ug)(e—l(hl—hry) _ el(hl—hs—y)) H.1
Dinom_N'(y,A) = (g — pz) (e *M37h) 4 Ahs=h0)) o ( + pg)(ettsthe) 4 e7A(hs+h)) 42

Sachant que y est pris au voisinage de zéro et les valeurs de hy, h, et h; sont

strictement positives, donc Asympt(Num_N (y,1)) et donné par:

Asympt (Num_N'(y, X)) = —(, +p,)ertiths) 4 (1) H.3
Asympt(Dinom_N (y,4)) et donné par:

Asympt (Dinom_N'(y, X)) = (g, + uy)er3t) 4 o(1) H.4

La forme asymptotique du dénominateur de N'(y,4) peut étre développé comme suite:

Asympt (Num _N’(y,?»)) _ _(u1+u3)e7‘(h1+h3—y)+0(1) _

= —e M
Asympt (Dinom _N'(y,)»)) (#1+#3)3’1(h3+h1)+0(1) © + 0(1) H.4

Asympt (N/(y, ?»)) =
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ANNEXE I

Dans cette partie nous allons présenter I'étude de convergence relative aux trois

problémes étudiés, c'est-a-dire:

. Le probléeme avec la zone HAZ (DUGDALE).
. Le probléeme avec la zone HAZ (GRIFFITH).
o Le probléme sans la zone HAZ (DUGDALE)

La convergence dépond de la valeur de N (nombre de points de collocation) et n

(nombre de point d'intégration de la formule d'intégration de Gauss-Tchebychev).

Pour déterminer les valeurs de N et n qui donnent la convergence on adopte le plan suivant:

1. Pour déterminer la valeur de n, on fixe la valeur de N a une valeur assez grande puis on
incrémente la valeur de n et pour chaque valeur on calcul les valeurs de l'ouverture d(l;) et

le facteur d'intensité de contrainte K.

2. Pour déterminer la valeur de N, on fixe la valeur de n a une valeur assez grande puis on
incrémente la valeur de N et pour chaque valeur on calcul les valeurs de I'ouverture 6(l;) et

le facteur d'intensité de contrainte K;j;.

La convergence correspond au valeurs de N et n pour lesquelles (1) et Ky

convergent vers des valeurs constantes.

Les calculs sont fait pour des valeurs données a la taille de la fissure I; (I dans le
modéle de GRIFFITH), la pointe cohésive |,, les épaisseurs h; (i=1,..,2) et le facteur de

I'elasticmismatch M, ces valeurs sont donnée dans des tableaux pour chaque cas.

J.1. Le probléme avec la zone affectée thermiquement HAZ (modéle de DUGDALE):

Ce probleme est détaillé au chapitre 3 (section 3.1). Les figures J.1la et J.1b
présentent respectivement la convergence du facteur d'intensité de contrainte Ky, la

convergence du saut de déplacement 4(l¢) en fonction de N.
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ol ), b)
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Figures J.1. Etude de convergence (n=100, hi/15=3, hy/lo=4, ha/l;=7, M=0,5, I./;=1.5 et
l/10=6) . a) ky;; versus N, b) d(lc) versus N.

Selon les courbes données sur la figure J.1, la convergence est obtenue pour N>5.

Les figures J.2a et J.2b présentent respectivement la convergence du facteur d'intensité de

contrainte Ky, la convergence du saut de déplacement 4(lc) en fonction de n.

a) 7
b
0 20 40 60 80 100 o(l:)1y )
0,325 . . . . . 0,140 -
0,120 -
-0,33
x R
i 0,100 - 3
0,335 0,080 -
X 0,060 -
034 14
% 0,040 -
*
0,345 | ¥
>§< 0,020 4
-0,35 F 0,000
kT 0 20 40 0 80 100

7

Figures J.2. Etude de convergence (N=20, hi/15=3, ho/l;=4, hs/lo=7, M=0,5, I¢/l;=1.5 et
1./10=6) . a) ky;; versus n, b) o(lc) versus n.

Selon les courbes données sur la figure J.2, la convergence est obtenue pour n>40.
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J.2. Le probléme avec la zone affectée thermiquement HAZ (modéle de GRIFFITH):

Ce cas correspond au probléeme détaillé au chapitre 3 (section 3.1.1.) avec le modéle de
Griffith. Les figures J.3a et J.1b présentent la convergence du facteur d'intensité de

contrainte Ky, en fonction de N, et en fonction de n, respectivement.

Feyi T, a) byt b)
2,1582 - 2,173 7
2,17 %
2,158 - {
2,165
21578 - 2,16 1% 4
2,155 11 1
21576 - "
215 {1 ¥
21574 1 2,145 | 1
' %K
2,14 | ii
2,1572
2,135 1
H
2157 | | | ] | 2,13
0 20 40 0 80 100 0 20 40 50 80 100
N n

Figures J.3. Etude de convergence (hi/10=3, h/lo=4, hs/lo=7, M=0,5, I/1;=1.5). &) ki, versus
N (n=100), b) ky;; versus n (N=100).

Selon les courbes données sur la figure J.3, la convergence est obtenue pour N>4 et
n>40.

J.3. Le probléme sans la zone affectée thermiguement HAZ (modeéle de DUGDALE):

Ce probléme est détaillé au chapitre 3 (section 3.2). Les figures J.5 et J.4b présentent
respectivement la convergence du facteur d'intensité de contrainte K;;, la convergence du

saut de déplacement d(l) en fonction de N.

Selon les courbes données sur les figures J.4 et J.5, la convergence est obtenue pour
N>5 et n>40.
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Figures J.4. Etude de convergence (n=100, h1/lo=3, hy/lg=4, ha/l;=7, M=0,5, I./l,=1.5 et
l/10=6) . a) ky;; versus N, b) o(lc) versus N.
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Figures J.5. Etude de convergence (N=20, hi/l5=3, ho/l;=4, h3/lo=7, M=0,5, I/l;=1.5 et
1./10=6) . a) ky;; versus n, b) o(l¢) versus n.
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Les résultats de cette étude de convergence sont présentés sur le tableau J.1.

Tableau J.1. Résultats de la convergence.

Modéle de DUGDALE + Modele de GRIFFITH + Modéle de DUGDALE +
HAZ HAZ sans HAZ
>5 >4 >5
>40 >40 >40

La valeur de N et n est déterminée par majoration des valeurs données par I'étude de

100

convergence présentée sur le tableau J.1. Dans nos calculs nous avant pris N=7 et n=100.




