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RESUME

L’objet principal de cette these est ’étude de la k-domination dans les graphes ainsi
que leffet de la contraction d’une aréte quelconque sur le nombre de 2-domination d’un

graphe.

Etant donné un graphe connexe non trivial G = (V, E') d’ordre n et soit k un entier, un
sous ensemble D C V' est un k-dominant de G si tout sommet de V' (G) — D est adjacent a
au moins k sommets de D. Si de plus le sous graphe induit par D est connexe nous parlerons
d’un ensemble k-dominant connexe de G. Le nombre de k-domination (connexe) v, (G)

( resp. 75 (G)) est le cardinal minimum d’un ensemble k-dominant (connexe) de G.

Dans cette these, nous nous concentrons en premier lieu sur la caractérisation des
graphes vérifiant des égalités qui existent dans la littérature sous forme de problémes
ouverts. Nous donnons quelques propriétés des graphes connexes G d’ordre n tels que
7% (G) = n — 2. Ensuite, nous fournissons une caractérisation compléte des graphes con-
nexes cubiques G tels que 7§ (G) = n — 2 et des graphes connexes 4-réguliers sans griffes
tels que 7§ (G) = n — 2. D’autre part, nous traitons le probléme de la caractérisation des
graphes connexes G vérifiant 75(G) = v(G)+1 ou 75(G) = v(G) +2 pour certaines classes
de graphes: les graphes pour lesquels § (G) = 1, ou qui sont de maille d’au moins 5, les

graphes sans griffes et les graphes sans triangles maximaux.

En second lieu, nous nous intéressons a l'effet de la contraction d’une aréte (identifica-
tion de deux sommets adjacents) sur le nombre de 2-domination. Nous donnons en partic-
ulier une caractérisation constructive des arbres dont le nombre de 2-domination diminue

(resp. ne change pas) par l'effet de la contraction d’une aréte quelconque de larbre.



ABSTRACT

The main object of this thesis is the study of k-domination in graphs and the effect of

the contraction of any arbitrary edge on the number of 2-domination of a graph.

Given a nontrivial connected graph G = (V, E) of order n and k an integer, a subset
D C V(@) is a k-dominating set of G if every vertex of V(G) — D is adjacent to at least k
vertices of D. Moreover, if the subgraph induced by D is connected we shall speak of the
connected k-dominating set of G. The k-domination (resp. the connected k-domination )
number 7, (G) (resp. 75 (G)) is the minimum cardinality among the k-dominating (resp.

connected k-dominating) sets of G.

Firstly, in this thesis, we focus on the characterization of graphs verifying equalities
that exist in the literature in the form of open problems. we give some properties of
connected graphs G with 7§ (G) = n — 2. Then we provide a complete characterization
of connected cubic graphs G such that +§ (G) = n — 2 and connected 4-regular claw-free
graphs with 7§ (G) = n — 2. On the other hand, we treat the problem of characterization
of connected graphs G such that v5(G) = v(G) +1 or v5(G) = v(G) +2 for some classes of
connected graphs G: graphs for which § (G) = 1, or which are of girth at least 5, claw-free

graphs or maximal triangle graphs.

Secondly. We consider the effect of dotting any edge (identification of two adjacent
vertices) on the 2-domination number. In particular, we give a constructive characteri-
zation of the trees whose number of 2-domination decreases (or does not change) by the

effect of dotting of any edge of the tree.
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INTRODUCTION

Un mathématicien confronté a un probleme de la vie réelle est amené & modéliser celui-
ci en un probléme mathématique. Ainsi, les graphes s’avérent étre fort utiles pour illustrer
les différentes relations liant les objets d’un probléme donné. La théorie des graphes est la
discipline mathématique et informatique qui étudie les graphes, lesquels sont des modéles
abstraits de dessins de réseaux constitués par des « points », appelés sommets et des «
liens » entre ces points, appelés arétes. Les graphes constituent donc une méthode de
pensée qui permet de modéliser une grande variété de problémes en les ramenant & 1’étude

de sommets et d’arétes.

La théorie des graphes est si vaste qu’une telle introduction ne peut parcourir tous ses
résultats et toutes ses applications. Elle s’est développée dans diverses disciplines telles
que l'informatique (topologie des réseaux, complexité algorithmique), la chimie (isoméres),
la physique quantique, la biologie, les sciences sociales (réseaux de transports), gestion de
projets. Elle a connu un grand regain d’intérét suite a I’émergence des réseaux sociaux
Internet dont les connexions entre "amis" et "suiveurs" peuvent étre modélisées par des

graphes.

Le suisse Leonhard Euler (1707 — 1783) est le mathématicien a qui on doit la naissance
de tous premiers fondements de la théorie des graphes. Comme l'indique sa période de vie,
I’émergence de la théorie des graphes se situe au dix-huitiéme siécle avec un article datant
de 1736 [1] et qui est considéré comme le premier papier scientifique dans le domaine. Lors
d’une promenade dans la ville de Kénigsberg (maintenant Kaliningrad) ou les différentes
parties de la ville sont reliées par sept ponts, comme indiqué sur la Figure 1, Euler posa
le célebre probleme qu’il s’agissait de parcourir les sept ponts sur la riviere Pregel une et

seule fois chacun, et qui I’a résolu en 1741 [2].
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Les sept ponts de Modélisation du probléme des  Graphe modélisant les
Konigsberg sept ponts de Konigsberg sept ponts de Konigsberg

Figure 1. Le probléme de la ville de Konigsber

Un autre chercheur & qui la théorie des graphes semble aussi étre due est Monge en
1781 a propos d’un probléme de déplacement de terre de déblai et de remblai. En 1813
et 1861, Cauchy et L’Huillier, respectivement, ont donné naissance a la topologie [3, 4]
quand ils ont généralisé une formule découverte par Euler [5] (équation liant le nombre
d’arétes d’un graphe a son nombre de sommets et de facettes). Nous remarquons ensuite les
contributions de Kirkman et Hamilton en 1856 au sujet des parcours désormais appelés
chemins hamiltoniens. En 1878, Sylvester a introduit le mot "graphe" pour mettre en
évidence une analogie entre des structures algébriques et chimiques. Un siecle plus tard,
une bonne partie de la terminologie utilisée actuellement en théorie des graphes a été fondée
par Cayley en fusionnant des idées mathématiques et des résultats en chimie théorique
obtenus par Polya entre 1935 et 1937 et généralisés par De Brujin en 1959. D’autres
problémes ont aussi 'opportunité d’étre modélisé par la théorie des graphes tels que celui
de la marche du cavalier sur I’échiquier posé par le poéte indien Rudrata [6], étudié et
résolu par le joueur et théoricien d’échecs arabe al-Adli ar-Rumi en 840 [7] ainsi que le

probléme du coloriage de cartes et du plus court trajet entre deux points.

La domination figure parmi les concepts les plus florissants de la théorie des graphes
avec plus de 6000 articles publiés. Sa popularité est due a la diversité d’axes de recherche
qu’elle couvre avec un grand nombre de problemes ouverts. Le début de la théorie de
la domination & été marqué par les problémes des jeux d’échecs. Gréace a Claude Berge
[8] elle est devenue un domaine théorique en 1958. Les premiers indices qui ont dévoilé

I'importance de la domination étaient I’article de Cockayne et Hedetniemi [9] publié en
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1977. L’intéressement majeur a cette théorie est dii a sa richesse dans de nombreuses appli-
cations (réseaux de communications, de micro-processeurs, les problémes de localisation,

etc.) et aussi a ses multiples problémes ouverts.

Un dominant dans un graphe est un sous ensemble de sommets, ol tout sommet du
graphe est ou bien dans cet ensemble ou bien adjacent & un sommet de cet ensemble.
Le nombre de domination d’un graphe est la taille minimale d’un ensemble dominant.
Beaucoup de parameétres de domination ont vu le jour lorsqu’on impose a la domination
des propriétés supplémentaires dans le graphe considéré. En imposant, par exemple, que
tout sommet d’un graphe soit dominé par au moins k sommets de I’ensemble dominant,
nous avons la domination multiple ou la k-domination qui est I'objet d’étude dans cette
thése. La domination multiple a été introduite par Fink et Jacobson [10, 11] en 1985, lors

d’une conférence a Kalamazoo (I’Etat du Michigan, aux Etats-Unis).

Vu la difficulté de la détermination de ces parameétres de domination, il est commode
d’établir des bornes supérieures et inférieures simples a vérifier pour ces parameétres,
chercher des inégalités entre ces paramétres puis caractériser les graphes pour lesquels

I’égalité est atteinte dans les inégalités et les bornes établies.

Un parametre de domination donné peut étre vu augmenter, diminuer ou rester in-
changé lorsqu’un graphe a subi une modification quelconque comme la suppression d’un
sommet, I’ajout, la suppression ou la contraction d’une aréte. Si le paramétre de domina-
tion en question change lors d’une modification quelconque, alors le graphe est dit critique,
et dans le cas contraire, ce graphe est dit stable. Les concepts de criticité et de stabilité
ont été étudiés en premier lieu pour des paramétres comme la connectivité et le nombre
chromatique et se sont révélés trés utiles pour une compréhension plus profonde de ces

parameétres, pour étre étudiés ensuite pour les paramétres de domination.

Pour le nombre de domination, Walikar et Acharya [12] ont été les premiers a étudier
les graphes critiques par rapport aux arétes supprimées, suivi par un travail de Sum-
ner et Blitch [13] portant sur les graphes critiques pour n’importe quelle aréte ajoutée.

Depuis, de nombreuses recherches dans ce sens ont été menées pour différents parameétres
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de domination.

Dans la présente thése, nous nous intéressons a la caractérisation de quelques graphes
vérifiant des égalités sur la k-domination existant déja sous forme de problémes ouverts.
Nous tenons aussi & étudier les graphes critiques et stables par rapport a la 2-domination
suite & la contraction d’une aréte quelconque. Dans la suite, nous donnons une bréve

présentation du contenu des différents chapitres de cette thése.

Le premier chapitre, consacré aux généralités, comporte deux sections. Nous intro-
duisons dans la premiere les éléments de base de la théorie des graphes qui sont utilisés
dans cette thése. Ensuite, nous faisons une présentation de la domination dans les graphes.
En effet, aprés un apercu historique, nous explicitons I'intérét important que présente la
domination en mettant en évidence ses différents parametres. En dernier, nous exposons
les différents aspects pratiques et théoriques qui font de la domination un domaine de
recherche si intéressant. Dans la deuxiéme section, Nous donnons les différentes définitions
liées aux notions de criticité et de stabilité pour un parameétre de domination quelconque,
ainsi qu'un bref historique sur ’étude de ces deux notions pour le nombre de domination

et d’autres parameétres.

Dans le deuxieme chapitre, nous exposons d’abord un état de I’art sur la domination
multiple en rappelant les principaux résultats existants, puis celui sur les graphes modifiés,
en faisant le tour de ce qui a précédé nos contributions dans le domaine de la criticité et

de la stabilité par rapport & la domination et ses parameétres.

Notre contribution est présentée dans les deux derniers chapitres. Le troisiéme chapitre
est consacré a la caractérisation des graphes vérifiant des égalités proposées par Volkmann
dans [14]. Ce chapitre comporte trois sections. Dans la premiére, nous commengons par
donner quelques propriétés des graphes connexes G d’ordre n tels que ¢ (G) = n — 2.
Ensuite, une caractérisation compléte des graphes connexes cubiques G tels que 75 (G) =
n — 2 et les graphes connexes 4-réguliers sans griffes tels que 5 (G) = n — 2 est fournie.
Le probléme de la caractérisation des graphes connexes vérifiant v5(G) = v(G) + 1 fait

I'objet du deuxiéme section, ol nous donnons quelques propriétés. Par ailleurs, nous
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caractérisons les graphes pour lesquels 0 (G) = 1, ou qui sont de maille d’au moins 5,
ainsi que les graphes sans griffes. Dans la troisiéme section, nous fournissons quelques
propriétés pour les graphes connexes G vérifiant v5(G) = v(G) + 2 accompagnées d'une

caractérisation de ceux tels que d (G)) = 1 ou qui sont des graphes sans triangles maximaux.

Le quatrieme chapitre est consacré a I'étude de l'effet de la contraction d’une aréte
sur le nombre de 2-domination d’un graphe, en particulier lorsque ce nombre change
ou reste inchangé. Trois sections rassemblent les résultats de ce chapitre. Dans la pre-
miere, quelques propriétés des graphes 2-domination point-stables sont exposées. Dans
la deuxiéme section nous fournissons une caractérisation de tous les arbres 2-domination
point-stables. L’objectif de la troisiéme section est la caractérisation de tous les arbres

2-domination point-critiques.

Pour terminer, cette thése sera achevée par une conclusion générale qui portera sur

I’ensemble du travail accompli et sur les perspectives dans ce domaine.
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CHAPITRE 1

(FENERALITES SUR LES GRAPHES

Dans ce premier chapitre nous introduisons le contexte de notre travail a savoir la
théorie des graphes et la domination. Nous y présentons les concepts de base. Dans la
premiére section nous rappelons les définitions fondamentales de la théorie des graphes.
D’autres notions seront introduites au fur et & mesure selon leurs nécessités dans les
prochains chapitres. Ensuite nous donnons un apercu sur la domination dans les graphes.
La deuxiéme section sera consacrée aux graphes modifiés par une opération élémentaire
(suppression ou ajout d’aréte, contraction,...) ainsi que Ueffet de ces modifications sur un

paramétre de domination donné.

1.1 Notions de base et notations
1.1.1 Définitions préliminaires

Commencons déja par définir ce qu’est un graphe. Un graphe G est défini par un
couple (V,E) ot V est un ensemble de sommets et E est un ensemble de paires (non
ordonnées) d’éléments de V', appelé ensemble des arétes F (G). Les cardinaux de V' et de
E désignent respectivement 'ordre, n = n (G) et la taille, m = m (G) de G. Un graphe

est fini ou infini suivant son ordre. Un graphe est dit trivial sin =1 et m = 0.

Une aréte e € E est une paire de sommets (u,v) notée par e = uv ou bien e = vu, ou
u et v sont les extrémités de e. Une boucle est une aréte de la forme e = uwu. Si une aréte
ait pour extrémités les mémes sommets qu’une autre aréte, dans ce cas, on parle d’arétes
paralléles. Un ensemble d’arétes paralléles relatif & une paire de sommets forme une aréte
multiple. Un graphe sans boucles et sans arétes multiples est dit simple. Dans cette these,

tous les graphes considérés sont simples et finis.
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Deux sommets u et v de GG sont dits adjacents ou wvoisins si uv € E. L’ensemble des
voisins de v, qu’on note N¢ (v) est appelé voisinage ouvert de v dans G tandis que Ng [v] =
Ne¢ (v)U{v} est le voisinage fermé de v. Pour un sous-ensemble S C V, le voisinage ouvert

de S est Ng (S) = |J Ng (v) et le voisinage fermé de S est Ng [S] = Ng (S)U S.

veS

On dit qu’une aréte et un sommet sont incidents lorsque ce sommet est une extrémité
de l'aréte. Le nombre d’arétes incidentes a un sommet v est appelé le degré de v, noté par
degq (v) = deg (v) = |Ng (v)|. Nous désignons par 0 (G) et A (G) le degré minimum et
mazimum dans G, respectivement. Un sommet de degré nul est dit isolé et un sommet
de degré un est dit pendant ou feuille. Un support est un sommet voisin d’une feuille.
L’ensemble des feuilles adjacentes & un support v est désigné par L,. Si |L,| = 1, alors v
est un support faible sinon (|L,| > 1), v est un support fort. On note par L (G) I’ensemble
des sommets pendants de G, avec |L (G)| = [(G) et par S (G) Pensemble des sommets
supports de G, avec |S (G)| = s (G).

Exemple 1.1. Considérons le graphe G de la Figure 1.1, otV (G) = {v1, v2, v3, 4, Vs, Vg,
v7, 08,09} et E(G) = {v10q, 0104, V105, Va3, Va4, U3y, VgUs, V4Vs, UsUs, UsV7 }. Les sommets
vy et vy sont adjacents, alors que vy et v3 ne le sont pas. Aussi, le sommet vy est isolé, le

sommet vy est un support faible tandis que vs est un support fort.

vz
Vi Vg
YV
Vi [ 2 v
Vs
® ®
Vo Vi

Figure 1.1. Un graphe G d’ordre 9 et de taille 10.
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Pour toutes ces notations, s’il n’y a pas d’ambiguité sur le graphe correspondant aux

indications que I’on souhaite donner, alors on supprimera l’'indice G de la notation.

Une chaine P est une séquence de sommets successifs vy, v, . .. v, telle que v;v;,1 € B
pour tout 1 <¢ < k — 1. La longueur de la chaine P est le nombre d’arétes dans la chaine
et v1, v, sont les extrémités de la chaine. En particulier une chaine est un cycle lorsque
v; = v. On note par P, une chaine de longueur k£ — 1 ayant k sommets distincts et par Cj,
un cycle de longueur k ayant k& sommets distincts (dits aussi chaine ou cycle élémentaire).
Une maille d'un graphe GG, notée par g(G), est la longueur du plus petit cycle dans G.
Notons que g(P) = oc.

Un graphe est connere si chaque sommet est accessible a partir de n’importe quel
autre sommet. Autrement dit, si pour toute paire de sommets distincts (u,v), il existe

une chaine entre u et v.

La distance entre deux sommets u,v d'un graphe G, notée dg (u,v) = d(u,v) est la
longueur d’une plus courte chaine joignant u et v. L’excentricité d’un sommet v dans
un graphe G = (V| E) est exc (v) = max {d (v,w) : w € V'}. L’excentricité maximale d’un
sommet de G est alors le diamétre du graphe G, diam (G) = max {ezc(v) : v € V}. Un

sommet de G ayant une excentricité minimum est appelé centre.

Ces notions de base pourront le cas échéant étre précisées a nouveaux dans les chapitres
ou elles sont utilisées. D’autres notions moins générales pourront aussi étre présentées aux
moments oul elles seront nécessaires. Dans I’ensemble, plusieurs ouvrages regroupent ces
notations indispensables dans cette thése. Nous invitons notamment le lecteur a consulter

les références de [8, 15].

1.2 Quelques graphes particuliers

Certains graphes utiles dont la structure présente un intérét particulier, disposent
d’une désignation unique pour pouvoir les décrire et les distinguer rapidement. Nous

allons lister ici certains types de graphes qui nous serviront au cours de cette thése.
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Soit G = (V, E') un graphe simple et S C V. Le graphe ayant S comme ensemble de
sommets et dont les arétes sont celles de F ayant leurs extrémités dans S est appelé le
sous-graphe de G induit par S, noté (S) ou G [S]. On écrira G — S au lieu de G|V — S].

Si S est réduit & un sommet v on écrira G — v.

Une composante connexe d’'un graphe G est un sous-graphe induit de G qui est connexe
et maximal (aucun autre sous-graphe connexe maximal de GG ne le contient). Cela nous
conduit & une définition similaire d’un graphe connexe: Un graphe est connexe si et
seulement si il admet une unique composante connexe.

Un point d’articulation est un sommet dont la suppression augmente le nombre de
composantes connexes du graphe. Si le graphe G est connexe alors toute aréte e de GG
telle que G — e n’est plus connexe est un pont ou isthme. Un graphe connexe sans points
d’articulation est dit bloc. Un bloc dans un graphe G est un sous-graphe de G qui est

lui-méme un bloc et qui est maximal par rapport & cette propriété.

Au cours de nos travaux, nous avons considéré des classes de graphes particuliéres.
Afin de les caractériser avec certaines propriétés, il convient d’abord de définir ce qu’est
une classe de graphe, et de décrire un certain nombre de celles-ci, celles qui seront les plus

importantes pour nous.

Une classe de graphe, qui pourra aussi par moment étre appelée une famille de graphes,
est un ensemble de graphes défini par une ou plusieurs propriétés sur la structure du
graphe. Tout graphe GG possédant la ou les propriétés requises appartient de fait a la
classe correspondante. Par contre, tout graphe GG pour lequel au moins une propriété
définissant la classe de graphe ne correspondrait pas sera de fait hors de cette classe de

graphe.

Voyons maintenant quelques unes des plus importantes classes de graphes que nous

pourrons retrouver au fil des chapitres de ce document.

Un graphe G = (V, F) est dit régulier de degré r ou r-régulier si tous les sommets
de G sont de degré r. Si r = 3 le graphe est dit cubique. Si G est régulier d’ordre n et

r=n — 1, alors G est le graphe complet noté K,. Une clique est un sous-graphe complet
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d’un graphe G. G est dit semi-régulier si A (G) — §(G) = 1. Un graphe G est un bloc
graphe si chaque bloc de G est complet. Un bloc-cactus est un graphe G tel que chaque
bloc de GG est un graphe complet ou un cycle. Un cactus est un graphe ou toute aréte

appartient a au plus un cycle. Un graphe contenant un seul cycle est dit unicyclique.

On trouve parfois dans la littérature des graphes définis par la notion de sous graphes
exclus ou interdits. Par exemple: Un graphe sans-triangle est un graphe ne contenant
aucun triangle (cycle d’ordre 3) et il est dit sans-triangle mazimal si en ajoutant n’importe
quelle aréte on induit un triangle. Un graphe triangulé est un graphe sans cycles induits de

longueur 4 ou plus. Un graphe dans lequel il n’existe aucun cycle possible est dit acyclique.

Un graphe G = (V, E) est dit biparti lorsque I’ensemble de sommets V' peut étre
partitionné en deux sous-ensembles Vi, 1, de telle sorte que chaque aréte de E a une
extrémité dans V) et Pautre dans V3 et est noté par G = (V; U Vs, F). Si de plus pour tous
sommets u € Vi,v € V,, l'aréte uv € E, alors le graphe est dit biparti complet, noté par
K, s avec r = |Vi| et s = |V3|. En particulier, si r = 1, alors K 5 est dite une étoile. Le
sommet de V; est dit le centre de I'étoile. L’étoile K 3 est dite une griffe.

Un graphe biparti est dit k-semi régulier si chaque sommet de 'une des deux parties
a un degré k.

Plus général, un graphe est dit k-multiparti complet, noté par K,, ,, . ., lorsque
I’ensemble de sommets V' peut étre partitionné en k sous-ensembles Vi, Vy, ..., Vi tels
que |V;| =n; pour i =1,...,k et pour tous sommets u € V;,v € V;, I'aréte uv € E.

Un arbre, souvent noté 7', est un graphe connexe acyclique.

Subdiviser un graphe G consiste a remplacer chaque aréte uv de G par un sommet w
et les arétes uw et vw, le graphe obtenu est noté SS (G). Dans le cas ou G est le graphe
trivial on définit SS (G) = G. Une étoile subdivisée SS; est un arbre obtenu a partir d’une
étoile K;, en subdivisant chaque aréte par exactement un sommet. Une étoile double,
notée S, s, est un arbre obtenu en joignant par une aréte les centres des étoiles K, et

K, 5. Pour I'étoile double subdivisée on écrit SS, s au lieu de SS(S,.5).
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A -
KD~ 57

Figure 1.2. Exemple sur la subdivision d’une étoile K 3

et d’une étoile double S 3.

Un graphe Cj-cactus est un graphe obtenu & partir d’un arbre non trivial en remplagant

chaque aréte par une aréte double puis en subdivisant chacune d’elles.

(A~ §m

Figure 1.3. Exemple d’un graphe Cj-cactus.

Un graphe G = (V, E) est dit scindé si ensemble de ses sommets peut étre partitionné

en deux sous-ensembles C' et [ tels que
e ( induit une clique de G.

e [ est un ensemble dont les sommets sont deux & deux non adjacents. On dénote alors

le graphe G par G = (C, I, E).
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Figure 1.4. Exemple d’un graphe biparti (& droite)

et d’un graphe scindé (a gauche).

1.2.1 Quelques opérations sur les graphes

On pourra rencontrer aussi des graphes particuliers pouvant étre définis en appliquant

des opérations élémentaires sur un graphe initial ou plus. Par exemple:

e Le graphe complémentaire de G = (V, E) est le graphe G = (V, E) ayant le méme
ensemble de sommets que G et une aréte est dans G si et seulement si elle n’est pas

dans G.

Figure 1.5. Le cycle Cg et son complémentaire Cg

Etant donné deux graphes G et H tels que V (G) = {uy,us,...,un} et V(H) =

{U17U2a ... 77}”}

e Le produit cartésien de G et H est le graphe GXx HouV (G x H) =V (G)xV (H) =
{(ui,vj) Ju; € V(GQ),v; € V(H)} et e = (u;,v)) (ug, v) € E(G x H) si et seulement
sisoit i =k et vjuyy € E(H)ouj=1etuu, € E(G).
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Figure 1.6. Le produit cartésien Cy x Cj.

o Le joint de G et H est le graphe G + H ou V(G+H) = V(G) UV (H) et
E(G+H)=E(G)UE (H)U{wv;/ (u,v;) € V(G) xV (H)}.

Figure 1.7. Le joint C3 + Cj.

e La H-couronne d’'un graphe G est le graphe Go H obtenu d’une copie de G et |V (G)]

copies de H ou le i sommet de G est adjacent a tous les sommets de la i copie

de H. Lorsque H =2 K, alors G o K; est appelé la couronne du graphe G.
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®
Figure 1.8. Les couronnes C5 o K5 et (5 0 Kj.
Parfois, les graphes sont soumis a des opérations élémentaires. Par exemple:

e La contraction de deux sommets adjacents u et v (ou l'identification de deux sommets
adjacents) forme un nouveau sommet, désigné par uv, dont le voisinage ouvert est

(N(u) UN(v)) — {u,v}. Le graphe obtenu sera désigné par G,

e La suppression d’un sommet v d’'un graphe G produit le graphe noté G — v, obtenu

suite & 'effacement de v et de toutes les arétes de GG incidentes a v.

e La suppression d’une aréte uv d’un graphe G produit le graphe noté G — uv ou

V(G—uw)=V(G)et E(G—uw)=FE(G)—{u}.

e L’ajout d’une aréte uv a un graphe G produit le graphe noté G+uv ou V (G + uv) =
V(G) et E(G+ uwv) =E(G)U{uv}.
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\
v\
/a

Figure 1.9. Exemple sur quelques opérations appliquées au graphe G.

1.3 Quelques propriétés sur les graphes

Un somorphisme de graphes est une bijection entre ’ensemble des sommets de deux
graphes qui préserve les propriétés (ou structures). Autrement dit un isomorphisme f
d’un graphe G vers un graphe H est une bijection de V (G) dans V (H), telle que uv
est une aréte dans G si et seulement si f(u)f(v) est une aréte dans H. Deux graphes
1somorphes ont des propriétés communes. On appelle un invariant toute propriété qui
ne change pas par isomorphisme de graphes. Si on prend deux graphes isomorphes alors
ils ont certainement le méme ordre, la méme taille, le méme nombre de domination etc...,
tous ces parametres s’appellent des invariants de graphes.

Avant de donner quelques invariants qui serviront dans la suite de cette thése on est
amené a définir ce qu’on appelle ensemble minimal (ou maximal) et ensemble minimum

(ou maximum).
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Soient G = (V, FE) un graphe et P une propriété. Un sous-ensemble A de V' est dit
minimal par rapport & P si aucun sous-ensemble strict de A ne vérifie cette propriété.
Aussi, A est dit maximal par rapport & P, si aucun sous-ensemble de V' contenant A et

différent de A ne vérifie la propriété P.

Parmi les invariants de graphes qui nous intéressent figure le nombre d’indépendance.
Un ensemble stable dans un graphe G est un sous-ensemble de sommets non adjacents
deux & deux. Tout graphe admet un ensemble stable car tout ensemble de cardinal 1 est
un tel ensemble. Le nombre d’indépendance de G est le cardinal maximum d’un ensemble

stable noté «a (G) .

La domination dans les graphes est actuellement 'un des domaines les plus florissants
de la théorie des graphes. Plus formellement, pour un graphe G = (V, E) un sous ensemble
D de V, est un dominant si tout sommet de (V' — D) est adjacent a au moins un sommet
de D. Le cardinal minimum d’un ensemble dominant de GG est le nombre de domination,

noté v (G) . Un ensemble dominant D de G est dit v (G)-ensemble si |D| = v (G).

X
i %Ij I %.j
Xz X7 iz xT
]
Q Xg X Xg
X3 Xg X

Figure 1.10. Exemple sur des ensembles dominants.

Pour le graphe G de la Figure 1.10, les ensembles Dy = {xs, x5, 7} et Dy = {3, 7}
sont des dominants de GG. De plus, nous pouvons facilement voir que v(G) = 2 (puisque
un seul sommet ne suffit pas pour dominer tous les autres sommets). On peut en déduire

que Ds est un v(G)-ensemble.
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Il existe dans la littérature plusieurs définitions équivalentes d’un ensemble dominant

dans un graphe. Nous citons a titre d’exemple quelques-unes.

e Un ensemble D C V est un dominant si N [D] =V,
e Un ensemble D C V est un dominant si pour tout v € V,|N [v] N D| > 1,
e Un ensemble D C V est un dominant si pour tout v € V.— D, N (v) N D # 0.

e Soit la fonction f: V — {0,1} telle que pour tout sommet v € V,

Les différents aspects que présente la domination la rendent parmi les branches les plus
étudiées en théorie des graphes et qui offrent ainsi une grande variété d’opportunités de

recherche. Quelques-uns de ces aspects seront abordés dans les paragraphes suivants.

Il existe bien entendu plusieurs versions de ce probléme et plusieurs fagons de ’exploiter
selon que 'on souhaite avoir ou non des propriétés pour I’ensemble dominant, comme
de la connexité ou le fait de dominer aussi les éléments de ’ensemble. Ces propriétés
supplémentaires font naitre plusieurs types de domination.

Donnons d’abord un apercu sur la domination puis citons quelques types.
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1.4 Apercu sur la domination dans les graphes

La domination dans les graphes constitue actuellement un domaine florissant. Bien
que 'histoire de ’étude mathématique des ensembles dominants n’a commencé qu’a la fin
des années 50 du 20°" siécle, le concept de domination semble avoir des origines remontant
au 16°™¢ siécle en Inde dans les problémes du jeu d’échec [16]. En 1850 [17] les amateurs
du jeu d’échec en Europe voulaient couvrir ’ensemble des cases en plagant un nombre
minimum de reines sur I’échiquier, de telle maniére que chaque case de ce dernier soit ou
bien occupée par une reine ou bien atteinte par un seul déplacement d’une reine. En 1862
De Jaenish [18] posa le probléme suivant: Déterminer le nombre de reines a déplacer sur
I’échiquier de telle maniére que chaque case soit occupée en un seul mouvement par I'une
des reines. C’est avéré que le nombre minimum de reines dans un échiquier 5 x 5 est égal

a 3, et pour un échiquier 8 x 8 c’est égal & 5. Le nombre minimum de reines dans un

échiquier de n x n reste indéterminé jusqu’a présent. Pour plus de détails, voir [19].

En 1958, la domination est devenue un domaine théorique grace a Claude Berge [20]
qui a donné une définition de I’ensemble dominant dans les graphes orientés. En effet, il
associe un graphe aux différentes situations, dans lesquelles on cherche un ensemble de
sommets qui domine tous les autres sommets. Pour I'exemple de déplacement du roi dans
un I’échiquier n x n, on a associé un graphe K,, (différent de la clique K,,) possédant n?
sommets qui correspondent aux cases de I’échiquier et deux sommets sont adjacents si les
cases correspondantes de 1’échiquier ont un coté ou un coin en commun, c’est-a-dire les
arétes de ce graphe correspondent aux déplacements du roi dans ’échiquier suivant les
régles du jeu d’échec.

Le nombre de domination était connu sous le nom " coefficient de stabilité externe”. En
1962, dans son livre de théorie des graphes, Ore [21] renomma ce nombre en lui donnant
I'actuelle appellation "nombre de domination” et utilisa la notation d (G)) dans les graphes

non orientés.

Les premiers indices qui ont dévoilé 'imposant intérét que portaient les chercheurs a
la, domination étaient I’article de Cockayne et Hedetniemi [9] publié en 1977 et le numéro

spécial de discrete mathematics consacré entiérement a la domination, publié en 1990



26

par Hedetniemi et Laskar [16] afin d’émerger et évaluer ce domaine. Depuis, une grande
fenétre était ouverte sur I’étude de la domination dans les graphes avec des propriétés
additionnelles ce qui & donné naissance & plusieurs paramétres de domination. Une mul-
titude de variantes du probléme de domination ont été étudiées. La bibliographie de 1990
a révélé une augmentation incroyable du nombre de références dans ce domaine qui, dans
un laps de temps de 30 ans, est passé de 20 a 400 références (voir [16]). Cette croissance
intensive est actuellement plus évidente avec plus de 6000 références. Les livres de Haynes,
Hedetniemi et Slater [17, 22] publiés en 1998 offrent un trés large panorama puisque plus

de 75 types de domination y sont cités.

Grace au grand nombre de ses applications, la domination dans les graphes est devenue
un domaine de recherche trés convoité. En effet, beaucoup de situations réelles peuvent
étre modélisées par des problémes étudiés en domination. Comme les réseaux sociaux
occupent une place considérable dans la vie actuelle, nous allons citer ’application de la

domination dans ce domaine.

Les réseaux sociaux peuvent étre modélisés par les ensembles dominants afin d’étudier
la dynamique des relations entre un grand nombre d’individus dans différents domaines.
Un réseau social est une structure sociale constituée d’individus ou de groupes d’individus
liés par un ou plusieurs types spécifiques d’interdépendance. Le choix d’ensembles initiaux
des individus ciblés est un probléme important dans la théorie des réseaux sociaux. Kelle-
her et Cozzens [23] ont modélisé les réseaux sociaux en termes de graphes et ils ont montré
que le choix de certains ensembles d’individus peut étre fait en utilisant les propriétés des

ensembles dominants.

De nouveaux parameétres de domination ont vu le jour lorsque les chercheurs ont imposé

a la domination une condition supplémentaire dans le graphe considéré.
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1.4.1 Quelques paramétres de domination.

Souvent le probléme requiert des conditions ou des propriétés supplémentaires sur
I’ensemble dominant. Ce qui fait le second aspect de la domination. En effet, beaucoup
de parameétres de domination sont apparus en combinant cette derniére avec une autre
propriété dans les graphes. La condition qu’on impose & la domination peut étre intérieure
a I’ensemble dominant, extérieure & ’ensemble dominant ou bien les deux en méme temps,

citons quelques-unes :Soit G = (V, E) un graphe simple.

» [’ensemble dominant doit étre connexe: Un sous ensemble S C V est dit dominant
connexe de G si S est un dominant et le sous graphe induit par S est connexe. Le nombre
de domination connexe 7,(G) est la taille minimum d’un ensemble dominant connexe de
G. Pour un graphe G, un ensemble S est dit 7,(G)-ensemble si S est un dominant connexe

et |S| = 7.(G). 1l en sera similairement pour les autres parameétres.

» Il doit étre stable (ou indépendant): Autrement dit, un sous ensemble S C V est dit
dominant indépendant de GG si S est & la fois dominant et stable. Le nombre de domination
indépendante i(G) est la taille minimum d’un ensemble dominant indépendant de G. Il en

résulte immédiatement que pour tout graphe G

7(G) <i(G) < a(G)

La notion de stabilité dans les graphes a été liée en premier aux ensembles dominants.
En effet, il est facile de voir que tout ensemble stable S est maximal si et seulement si S
est un stable et un dominant, et tout stable maximal est un ensemble dominant minimal.
Le Survey [24] de Goddard et Henning fournit un résumé intéressant sur la domination

indépendante.

» Il doit étre total. Plus formellement, si G' est un graphe sans sommets isolés, alors
S C V est un dominant total de G si tout sommet de V est adjacent & un sommet de S
(i.e. N(S) =V ). On note par v,(G) le cardinal minimum d’un dominant total de G. La
domination totale a été introduite par Cockayne, Dawes et Heddetniemi dans [25]. Pour
plus de détails sur la domination totale nous orientons le lecteur vers le récent ouvrage de

Henning et Yeo [26] et le survey de Henning sur la domination totale [27].
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» Il existe aussi des variations du probléme classique de la domination qui autorisent
un sommet a dominer plus que son voisinage et/ou attribuent des poids aux sommets.
Par exemple, le probléme de la domination romaine introduit par Cockayne et al. [28] en
2004. Une fonction de domination Romaine sur G est une fonction f: V' — {0, 1,2} telle
que chaque sommet u avec f(u) = 0 est adjacent & au moins un sommet v avec f (v) = 2.
Le poids de f est la valeur f (V) = >, . f (u) et le poids minimum de f est appelé le

nombre de domination Romaine de G, noté v, (G).

» Comme on peut imposer deux conditions simultanément, par exemple un dominant
sans sommets isolés et qui domine au moins deux fois tout sommet extérieur est un dom-
inant double qui est un cas particulier de la k-tuple domination introduite par Harary et
Haynes [29]. Plus formellement, pour un entier positif k, un sous-ensemble S de V est
un k-tuple dominant si pour tout sommet v de V, |N[v] N S| > k. Le nombre de k-tuple
domination 7, (G), est le cardinal minimum d’un k-tuple dominant de G. Pour le cas

particulier £ = 1, la 1-tuple domination n’est autre que la domination ordinaire.

Nous avons énuméré ici quelques types bien connus, bien que le probléme central que
nous étudions dans cette thése est celui de la domination multiple introduite par Fink et

Jacobson [10, 11] en 1985. En voici la définition correspondante

» Un sous ensemble S de V' est un k-dominant de G si tout sommet de V' — S posséde au
moins k voisins dans S. Le nombre de k-domination v, (G) est le cardinal minimum d’un

ensemble k-dominant de GG. On désigne par 7, (G)-ensemble tout ensemble k-dominant S

de G avec |S| = v, (G).

» Soit G un graphe connexe: Si de plus le graphe induit par le k-dominant S est
connexe on parlera de la k-domination connexe introduite par Volkmann [14]. ~§ (G) est

le nombre de k-domination connexe de G.

D’autres parameétres seront définis plus loin au moment de présenter des résultats en
relation avec notre travail ou en faisant référence a ces types de domination suivant le

contexte du paragraphe en court.
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Grace au grand nombre de types de domination, beaucoup de problémes réels sont
modélisés en termes d’autres parameétres de domination, et ce en fonction des conditions
qui peuvent étre exigées et suivant la spécificité du probléme. Comme on s’intéresse
dans cette thése au probléme de la domination multiple, citons a titre d’exemple deux

applications.

a) Le probléme d’implantation des imprimantes dans un réseau de micro-ordinateurs, la
k-domination peut s’avérer fort utile pour résoudre ce probléme. Sous la condition
) . . . , . . )
qu'une imprimante ne fonctionne qu’au plus a une distance 1 dans le réseau alors on
est amené a choisir un nombre minimum d’ordinateurs pour y implanter a chacun
une imprimante. Si on considére que la probabilité de panne des imprimantes est
de (k — 1) /k, alors chaque ordinateur doit étre relié¢ a k£ imprimantes a distance au
plus 1. Le nombre d’ordinateurs auxquels sont implantées les imprimantes est un

ensemble k-dominant du réseau.

b) Le probléme de localisation des radars pour controler une région donnée. Les unités
militaires pourvues de radars surveillent certains nombre de points stratégiques (des
cellules); on exige que chaque cellule soit surveillée par au moins k radars. Le
probléme consiste & déterminer le nombre minimum de radars & installer ainsi que
leurs emplacements de telle maniere & controler toutes les cellules en respectant la

contrainte de la k-domination pour chaque cellule.

Théoriquement, la grande variété d’axes de recherche offerte par la domination lui
donne un autre aspect de distinction. Les chercheurs se sont orientés vers 1’élaboration
de bornes pour le nombre de domination ou pour les différents paramétres de domination,
étant donné que la détermination des valeurs exactes pour ces paramétres est souvent
difficile. D’autres chercheurs se sont concentrés sur la recherche de bornes en fonction de
lordre du graphe, de son degré minimum ou maximum, en fonction d’autres parametres

de domination, etc...
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D’autres études se sont focalisées sur le développement des relations du type Nordhaus-

Gaddum, i.e. pour un parameétre de domination 7(G), ces relations sont de la forme:
W(G) + 71'(6) < fl(n7 67 A) et

W(G)W(a) S f2(n7 57 A)

Aussi, une fois une borne est établie, il serait intéressant de caractériser les graphes

qui la vérifient.

Il est aussi intéressant d’étudier des classes de graphes critiques ou stables par rapport
aux différents parameétres de domination. Il s’agit d’étudier l'effet résultant de la sup-
pression, l'ajout ou la contraction d’une aréte quelconque sur le parametre de domination
étudié. De méme étudier I'effet que peut donner la suppression de n’importe quel sommet
d’un graphe sur le paramétre de domination en question, sachant que ces modifications
dans un graphe peuvent augmenter, faire baisser ou bien laisser inchangés les parameétres
de domination suivant le cas traité. Dans ce cadre, le chapitre quatre de cette thése sera
consacré a ’étude de la 2-domination dans les graphes sous la contraction d’une aréte

quelconque.

1.5 Problémes de modification des graphes

Les problémes de modification des graphes sont fondamentaux en théorie des graphes.
Parfois, les graphes sont soumis & des opérations ayant des effets remarquables sur la
stabilité des invariants. Par conséquent, de nombreuses études ont été effectuées sur
certains invariants de graphes lorsqu’une aréte est ajoutée, enlevée ou contractée, et il en

est de méme pour la suppression d’'un sommet.

Les notions de criticité et de stabilité ont été introduites selon que le parameétre de
domination augmente, diminue ou reste inchangé. Si le paramétre de domination en
question change aprés modification, alors le graphe est dit critique, et dans le cas contraire,

ce graphe est dit stable.
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Les concepts de criticité et de stabilité se sont révélés tres utiles pour une compréhen-
sion plus profonde pour d’autres paramétres comme la connectivité et le nombre chroma-

tique.

Afin de familiariser le lecteur avec ce domaine et d’expliciter sa grande importance
aussi bien sur le plan théorique que pratique, nous donnons un exemple fourni par Haynes
et al dans [17]. Cet exemple explique l'intérét d’étudier les effets sur «(G) lorsque G est
modifié suite & la suppression d’un sommet, I’ajout ou la suppression d’une aréte.

Pour la conception d’un réseau, il est important de prendre en compte la capacité de
ce réseau & fournir un service, méme un ou plusieurs composants sont défectueux. Cette
propriété est connue sous le nom "tolérance aur pannes”. L’analyse du comportement
d’un réseau en présence d’un défaut se fait en déterminant l'influence de la suppression
d’une aréte (défaillance d’une liaison) ou d’un sommet (défaillance d’un processeur) de son
graphe représentatif GG sur le critére de tolérance aux pannes. Par exemple, un ensemble
de processeurs de taille minimale pouvant communiquer directement avec tous les autres
processeurs dans le systéme représente un (G)-ensemble. S’il est nécessaire a ’ensemble
des serveurs d’avoir cette propriété et que le nombre de processeurs désignés pour jouer le
role de serveurs de fichiers soit limité, alors le nombre de domination (G) est le critére
de tolérance aux pannes dans ce cas. Dans cet exemple, il est important que v(G) ne
doit pas augmenter quand le graphe est modifié en supprimant un sommet ou une aréte.
D’un autre coté, il faut ajouter des arétes pour que cette tolérance soit assurée. Par
conséquent, il s’agit dans ce cas d’examiner les effets sur 7(G) lorsque G est modifié suite

a la suppression d’'un sommet, ’ajout ou la suppression d’une aréte.

L’exemple ci-dessus illustre la criticité et la stabilité d’un graphe lorsque les opérations
en question sont suppression-ajout. Ainsi, d’autres types peuvent étre définis en appliquant
sur un graphe d’autres modifications comme la contraction d’une aréte ( 'identification
de deux sommets adjacents). Toutefois, nous nous contentons, dans cette thése d’étudier
Veffet résultant sur v,(G) lorsque G est modifié suite a la contraction d’une aréte quel-

conque.
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Il est a rappeler que pour le nombre de domination, Walikar et Acharya [12] ont
été les premiers a étudier les graphes critiques par rapport aux arétes supprimées, suivi
par un travail de Sumner et Blitch [13] portant sur les graphes critiques pour n’importe
quelle aréte ajoutée. Depuis, de nombreuses recherches dans ce sens ont été menées pour

différents parametres de domination.

Les graphes dont le nombre de domination augmente a la suppression de tout sommet
ont été étudiés par Bauer et al [30] tandis que Brigham et al. [31] ont étudié les graphes
pour lesquels le nombre de domination diminue pour n’importe quel sommet supprimé. Les
graphes stables par rapport aux arétes supprimées ont été étudiés par Dutton et Brigham
[32]. L’étude des graphes modifiés suite a la contraction d’arétes a été initiée en 2006 par
Burton et Sumner [33]. Les auteurs de [33] ont étudié les graphes y-point-critique, c’est-
a-dire les graphes pour lesquels le nombre de domination diminue suite a la contraction
de n’importe quelle aréte.

Autres désignations seront données plus loin s’il est nécessaire.
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CHAPITRE 2

ETAT DE L’ART SUR LA DOMINATION MULTIPLE ET
LES GRAPHES MODIFIES

Afin de situer notre travail ainsi que ses contributions, il est nécessaire de mener une
analyse de 1’état de I'art lié¢ & la domination multiple et aux graphes modifiés.

Le présent chapitre est composé de deux sections. Dans la premiére nous donnons un
bref apergu sur la domination et la k-domination dans les graphes, ainsi que la domination
connexe et la k-domination connexe. Nous exposons les principales propriétés de ces types
ainsi que les résultats les plus importants les concernant. Par cette présentation, nous
voulons familiariser le lecteur avec ces types de domination tout en lui permettant de

connaitre ce qui a été fait pour ce concept.

La deuxieme section est consacrée a ’étude des graphes stables et critiques, ou nous
présentons les principaux concepts que contient cette notion. Puis nous exposons quelques
résultats antérieurs pour les graphes critiques et stables par rapport a la domination
usuelle et nous poursuivons cette présentation en donnant d’autres résultats concernant

en particulier la domination multiple.

2.1 La domination et la domination multiple dans les graphes

On s’intéresse dans cette partie a la présentation de quelques résultats obtenus sur
les deux parameétres 7 (G) et 7, (G) dans différentes classes de graphes en donnant toute

fois les relations illustrant la comparaison des deux parameétres.

2.1.1 Le nombre de domination usuelle v (G)

Beaucoup de travaux sur la domination gravitent sur la recherche de bornes pour le

nombre de domination. Il est évident que 1 < v(G) < n pour tout graphe G d’ordre n.
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L’émergence des bornes de domination remonte en 1962 par 'article de Ore qui était le
premier a publier des résultats concernant le probleme des ensembles dominants dans les

graphes.

Théoréme 2.1 (Ore [21], 1962). Si G est un graphe sans sommets isolés, alors v (G) <
n(G) /2.

Les graphes d’ordre pair pour lesquels v (G) = n (G) /2 ont été caractérisés par Payan
et Xuong [34] en 1982 et Fink, Jacobson, Kinch and Roberts en 1985. En 1998, Renderath
et Volkmann [35] et indépendamment Xu, Cockayne , Haynes, Hedetniemi et Zhou [36] en
2000 ont caractérisé les graphes d’ordre impair tels que v (G) = |n (G) /2].

Dans le méme article [21], Ore a donné une condition nécessaire est suffisante pour

qu’un ensemble dominant soit minimal.

Théoréme 2.2 (Ore [21], 1962). Un ensemble dominant D d’un graphe G est minimal si

et seulement si pour tout sommet x € D, l'une des deux conditions suivantes est vérifiée.

1. x est isolé dans D,

2. 1l existe un sommet y € V (G) — D pour lequel N (y) " D = {x}.

Le résultat suivant de Bollobas et Cockyne [37] concernant la minimalité de I’ensemble

dominant joue un roéle important dans le troisiéme chapitre.

Théoréme 2.3 (Bollobas et Cockayne [37], 1979). Si G est un graphe sans sommets isolés,
alors G' a un ensemble dominant minimum D tel que pour tout sommet d € D il existe un

voisin f(d) € V(G) —D de d avec f(d) n'est voisin a aucun sommet x € D — {d}.

Beaucoup de recherches ont été menées pour ’établissement de bornes supérieures pour
le nombre de domination en termes d’ordre et degré minimum. Des résultats importants de
ce type sont donnés dans [38, 39, 40, 41, 42]. Pour plus de compréhension sur le traitement
de la domination, nous invitons le lecteur a se référer aux livres de Haynes, Hedetniemi et

Slater [17, 22].
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2.1.2 Le nombre de la k-domination ~, (G)

Etant donné D un ensemble dominant dans un graphe G = (V, FE). L’ensemble D
peut étre vu comme étant un ensemble qui controle ou surveille les sommets de V' — D,
alors en supprimant un sommet ou une aréte arbitraire, I’ensemble D pourrait ne plus
étre un ensemble dominant. En supposant qu’en tant que situation non souhaitée, ce
probléme pourrait étre évité en augmentant le niveau de domination en exigeant de chaque
sommet en dehors de I’ensemble dominant, une fois un sommet ou une aréte a échoué (n’est
pas dominé) afin de garder toujours la propriété de dominer le graphe par I’ensemble
D. Cette idée a poussé¢ Fink et Jacobson [10, 11] & introduire lors d’une conférence a
Kalamazoo (IEtat du Michigan, aux Etats-Unis) la notion de la domination multiple en
1985. Les papiers [10, 11] parus dans les actes de la conférence contiennent les définitions
de ces nouveaux parameétres, quelques propriétés et deux conjectures dont 'une a été

prouvée par Favaron [43] et autre a fait I'objet de la thése de doctorat de Bouchou [44].
2.1.2.1 Définitions et propriétés préliminaires

Nous présentons dans ce qui suit les résultats basiques concernant ce type de domina-
tion. Dans leur article [10] Fink et Jacobson ont généralisé le concept de la domination
en considérant 'impact de la suppression d’une aréte ou d’un sommet. Cette étude a été

motivée par le résultat suivant:

Théoréme 2.4 (Fink et Jacobson[10], 1985). Si D est un v (G)-ensemble, alors au moins

un sommet de V — D est dominé par au plus deux éléments de D.

Ce théoréme indique que la propriété de domination pour un 7 (G)-ensemble donné
peut étre détruite en supprimant un sommet ou une aréte d’'un graphe. Si on exige un
degré d’assurance plus élevé de telle sorte que la suppression des arétes ne détruira pas la
propriété de domination de D, alors un degré de domination plus grand sera nécessaire.

Ce qui donne la définition suivante:

Définition 2.5 (Fink et Jacobson[10], 1985). Soient G un graphe et k un entier positif.
Un sous ensemble D de V' est dit k-dominant de G si tout sommet de V — D posséde au

moins k voisins dans D.
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Un sommet v de V — D est dit k-dominé s’il est dominé par au moins k£ sommets
de D, c’est a dire, [N (v) N D| > k. Le nombre de k-domination v, (G) est le cardinal
minimum d’un ensemble k-dominant de G. Un ensemble k-dominant D d’un graphe G est
dit v, (G)-ensemble si |D| = ~, (G). Notons que si k = 1, alors v, (G) = v(G), est le

nombre de domination usuelle.

Par définition, puisque tout sommet de V' — D est au moins k-dominé par D, alors tout
ensemble k-dominant de GG contient tous les sommets de degré inférieur & k. Par ailleurs,

sin >k, alors v, (G) > k.

Définition 2.6 ([10]). Soient G un graphe et k un entier positif. Un k-dominant de G

est minimal si pour tout sommet v de D, D — {v} n'est pas un k-dominant.

Il est clair que tout sur-ensemble k-dominant d’un graphe est un k-dominant. De plus,
tout ensemble (k + 1)-dominant est aussi un ensemble k-dominant et puisque ’ensemble
des sommets V' est 'unique ensemble (A + 1)-dominant, on a par conséquent, pour tout

graphe G :

V(G):Vl(G)SW(G)S"'SWA(G)<7A+1(G):|V|-

Fink et Jacobson [10, 11] ont donné une condition nécessaire et suffisante pour qu’un

k-dominant soit minimal dans un graphe G.

Théoréme 2.7 (Fink et Jacobson[10, 11], 1985). Soit D un ensemble k-dominant d’un

graphe G. Alors D est minimal si et seulement si pour tout sommet v de D :

1. v a moins de k voisins dans D, ou
2. il existe un sommet u € N (v) N (V — D) tel que [N (u) N D| = k.

Comme tout parameétre, il est important d’encadrer le nombre de la k-domination puis
caractériser les graphes pour lesquels les bornes sont atteintes. Le Survey de Chellali,
Favaron, Hansberg et Volkmann [45] englobe les principaux résultats sur la k-domination

et la k-indépendance dans les graphes. En s’inspirant de ce Survey, nous allons nous



37

attacher aux résultats qui nous semblent importants et nécessaires pour notre travail.
2.1.2.2 Bornes sur la k-domination

Commencons par exposer quelques bornes supérieures ou la premiére sur le nombre
de k-domination est celle fournie par Cockayne, Gamble et Shepherd [46] en 1985 et qui

généralise celle de Ore (Théoréme 2.1).

Théoréme 2.8 (Cockayne et al. [46], 1985). Si G est un graphe tel que k < § (G), alors

k
< ——n.
%(G)_k—i—ln

De nombreuses recherches ont été effectuées pour I’amélioration de cette borne, parmi
lesquelles, on cite les travaux de Caro et Roditty [47], Stracke et Volkmann [48], Chen et
Zhou [49] et Favaron, Hansberg et Volkmann [50]. Pour plus de détails sur ces résultats,

on invite le lecteur & se référer a [45].

Par ailleurs, Fink et Jacobson [10] ont présenté une borne inférieure avec une carac-

térisation de tous les graphes vérifiant ’égalité.

Rappelons qu'un graphe est dit biparti k-semi régulier si son ensemble de sommets
peut étre partitionné en deux ensembles tels que chaque sommet de 'une des deux parties

a un degré k.

Théoréme 2.9 (Fink et Jacobson [10], 1985). Soit k un entier. Pour tout graphe G

d’ordre n et de taille m:

1. 7,(G) = ,HLATL

2. 7,(G) > n — 2. De plus si m # 0, alors 7y, (G) = n— 7 si et seulement si G est un

graphe biparti k-semi régqulier.
Il est bien connu que pour les arbres d’ordre n, m = n — 1 et il en résulte du Théoréme
2.9-(2) que pour tout arbre d’ordre n et tout entier k,

k(n—1)+1

V(G) > L
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En [51], Volkmann a caractérisé les arbres extrémaux vérifiant v, (G) = [k("fkl)ﬂ-‘ :

2.1.2.3 Comparaison entre les nombres v (G) et v, (G)

La premiére question soulevée par Fink et Jacobson était sur la comparaison entre

Y (G) et v (G).

Etant donné un graphe G et un entier k tel que 2 < k < A(G). Soit D un 7, (G)-
ensemble et x un sommet de V' — D. Si X C Ng (z) N D est ensemble des voisins de x
dans D tels que | X| = k — 1, alors il est évident que tout sommet de V — ((D — X) U {z})
a au moins un voisin dans (D — X)) U {x} et donc ce dernier est un ensemble dominant de

G. Ceci donne le résultat suivant qui établit une relation entre v (G) et v, (G).

Théoréme 2.10 (Fink et Jacobson [10], 1985). Si G est un graphe avec A(G) > k > 2,
alors

(G) 2 7(G) + k-2

Un autre résultat dans ce sens établi par Chellali et al. [52] qui donne une borne

inférieure sur la différence 7, — v en fonction de 'ordre et le degré maximum de G.

Observation 2.11 (Chellali et al. [52], 2010). Si G est un graphe d’ordre n, de degré

mazimum A et de degré minimum 6 > 3, alors

5k — 3A

Ve (G) =7 (G) = m”

Les derniers résultats en cette direction sont ceux de Hansberg qui a donné des pro-

priétés de graphes pour que la borne du Théoreme 2.10 soit atteinte.

Théoréme 2.12 (Hansberg [53], 2015). Soit G un graphe conneze et k un entier tel que
A(G) > k>2. 5iv.(G) =v(G) + k — 2, alors tout sommet de G appartient ¢ un cycle

induit de longueur 4.

Comme I'indique le Théoréme 2.12, les graphes tels que v,(G) = v (G) + k — 2 conti-

ennent un nombre important de cycles induits Cy.
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Théoréme 2.13 (Hansberg [53], 2015). Soit G un graphe connexe et k un entier avec
AG) > k>2. Siv,(G) =~v(G) + k —2, alors G contient au moins (v(G) — 1)(k — 1)

cycles induits de longueur 4.

En inversant les données des deux derniers théorémes, Hansberg et autres ont obtenu
une amélioration pour la borne inférieure du Théoréme 2.10. Des classes de graphes pour
lesquelles la borne 7(G)+k—2 du Théoréme 2.10 a été légérement améliorée par v(G)+k—1

ont été déterminées.

Corollaire 2.14 (Hansberg [53], 2015). Soit G un graphe conneze. S’il existe un sommet

u €V qui n’est contenu dans aucun cycle induit de longueur 4 de G, alors
M(G) 2 (G) + k- 1.

Corollaire 2.15 (Hansberg [53], 2015). Soit G un graphe tel que A(G) < n(G) — 2 et
k un entier avec A(G) > k > 2. Si G a moins de (7(G) — 1)(k — 1) cycles induits de
longueur 4, alors

T(G) Z(G) + k-1

Corollaire 2.16 (Chellali et al. [52], 2010). Soit k un entier tel que A(G) >k >2. Si G

est un graphe sans cycles induits Cy, alors
(G) 2 7(G) + k- 1.

Puisque les graphes triangulés ne contiennent aucun cycle Cy alors le résultat suivant

est immeédiat.

Corollaire 2.17 (Chellali et al. [52], 2010). Soit k un entier tel que A(G) > k > 2. Si G

est un graphe triangulé, alors
1(G) =2 v(G) +k—1.
Voici un autre résultat dans le cas ol le nombre des cycles induits Cy et au plus k£ — 2.

Corollaire 2.18 (Chellali et al [52], 2010). Pour un entier k avec A(G) > k > 2, Si G

est un graphe avec au plus k — 2 cycles induits Cy alors

Y(G) =2 v(G) + k- 1.
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Pour le cas des arbres, le résultat suivant a été obtenu lorsque k > 3.

Théoréme 2.19 ( Chellali et al. [52], 2010). Soit T un arbre tel que A(T) > k > 3 pour
un entier k. Alors v,(T) = v(T) + k — 1 si et seulement si T est isomorphe a une étoile

subdivisée S'Sy, moins p feuilles pour un entier 1 < p < k.

Le cas k = 2 a été considéré par Hansberg et Volkmann dans [54, 55, 56] qui ont montré
que v5(G) > v(G) + 1 pour les graphes blocs ou unicycliques sans Cy. De plus ils ont
caractérisé les graphes appartenant a ces deux familles vérifiant 'égalité v,(G) = v(G) +1.

Les arbres extrémaux lorsque k£ = 2, sont donnés par le résultat suivant.

Théoréme 2.20 (Volkmann [51], 2007). Tout arbre non trivial satisfait vo(T) = v(T)+ 1
si et seulement si T est une étoile subdivisée SS; ou une étoile subdivisée SS; moins une

feuille ou une double étoile subdivisée S'Ss ;.

Hansberg et Volkmann [56] ont observé que si k = 2, alors le Théoréme 2.10 devient:

Si G est un graphe avec A(G) > 2, alors

72(G) = 7(G).
Ainsi, ils se sont intéressés a la caractérisation des graphes G tels que v,(G) = 7(G).

Théoréme 2.21 (Hansberg et Volkmann [56], 2008). Si G est un graphe connexe non
trivial tel que v5(G) = v(G), alors 6 (G) > 2.

En utilisant le Théoréme 2.3, Hansberg et Volkmann [56] ont prouvé 1’Observation

suivante:

Observation 2.22 ([56]). Soit G un graphe connexe. Si v4(G) = v(G), alors G a au

moins deuxr ensembles dominants minimums.

Rappelons qu’un graphe est dit C;-cactus s’il est obtenu a partir d’un arbre non trivial
en remplacant chaque aréte par une aréte double puis en subdivisant chacune d’elles.

Le résultat suivant donne une caractérisation des graphes cactus vérifiant v,(G) =

Y(G).
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Théoréme 2.23 (Hansberg et Volkmann [56], 2008). Soit G un graphe cactus. Alors

Y5 (G) = v(G) si et seulement si G est un Cy-cactus.

Le prochain résultat da & Hansberg, Randerath et Volkmannc [57] concerne les classes

des graphes sans griffes. Décrivons la famille H utilisée dans cette caractérisation:

Soit ‘H la famille des graphes tels que G € H si et seulement si G' provient d’un produit
Cartésien de deux graphes complets d’ordre p pour un entier p > 3 en gonflant chaque
sommet sauf ceux situés sur une diagonale en une clique d’ordre arbitraire, ou bien G est
un graphe sans griffes avec A(G) = n(G) — 2 contenant deux sommets non adjacents de

degré maximum.

Figure 2.1. Exemple de graphes de la famille H.

Théoréme 2.24 (Hansberg et al.[57], 2016). Soit G un graphe connexe sans griffes. Alors
Y(G) =74 (G) si et seulement si G € H.

On appelle graphe adjoint de G, le graphe L(G) ayant pour ensemble de sommets
I'ensemble E des arétes de G et tel que deux sommets dans £(G) sont adjacents si les
arétes correspondantes sont adjacentes dans G. A noter que les graphes adjoints sont des

graphes sans griffes.

Théoréme 2.25 (Hansberg et al.[57], 2016). Soit G un graphe adjoint Alors v4(G) = v(G)
si et seulement st G = L(K,,) ou G = L(K,) illustré dans la Figure 2.2.
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Figure 2.2. Graphe L(K}).

2.2 La domination multiple connexe

La k-domination connexe a été introduite par Volkmann [14]. Rappelons qu’un sous
ensemble D C V (G) d’'un graphe connexe G est un k-dominant connexe, si D est un
ensemble k-dominant de G et le sous graphe induit par D est connexe. Le nombre de

k-domination connexe v (G) est le cardinal minimum d’un ensemble k-dominant connexe

de G.

2.2.1 Bornes sur la k-domination connexe

Il est évident que 1 < ~5 (G) < n pour tout graphe G d’ordre n. Dans [14], Volkmann

a caractérisé tous les graphes connexes G tels que 7§ (G) = n pour un entier k > 2.

Proposition 2.26 (Volkmann [14], 2009). Soit G un graphe connexe d’ordre n > 2 et
k > 2 un entier. Alors v$(G) = n si et seulement si tous les sommets de G sont des points

d’articulation ou bien de degré inférieur a k.

Puisque tout sommet d’un arbre différent d’une feuille est un point d’articulation alors

il s’ensuit que
Corollaire 2.27 (Volkmann [14], 2009). Soit k > 2 un entier. Si T est un arbre, alors
7(T) =n(T).

Corollaire 2.28 (Volkmann [14], 2009). Si G est un graphe connexe avec §(G) > k pour
k > 2 un entier, alors

7 (G) < n(G) - 1.
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Un résultat plus général que le Corollaire 2.28 est la proposition suivante donnée par

Volkmann [14]:

Proposition 2.29 (Volkmann [14], 2009). Soient k, p deux entiers tels que k > 1 et p > 0.

Si G est un graphe connexe d’ordre n et de degré minimum 6 > p+ k, alors
Ve(G) <n—p—1

Volkmann a fourni une caractérisation de tous les graphes connexes G tels que 7§, (G) =

n — 1 lorsque ¢ (G) > k > 2. Cest le cas spécial p = 0 pour la Proposition 2.29.

Théoréme 2.30 (Volkmann [14], 2009). Soit k > 2 un entier, et soit G un graphe connexe

d’ordre n et de degré minimum 9.

1. Si6 > 2, alors v5(G) =n — 1 si et seulement si G est un cycle.

2. 816> k>3, alors v5(G) =n — 1 si et seulement si G = K.

2.2.2 Comparaison entre les nombres 7{(G) et 7.(G)

En s’inspirant du Théoréme 2.10, Volkmann a déduit que pour tout graphe connexe

T(G) 2 7(G) 2 A(G) + k=2 (+)

ce qui donne une comparaison entre 74 (G) et v(G),i.e.

Yi(G) > y(G) + k — 2.

Pour k£ > 4, Volkmann [14] a donné les familles des graphes pour lesquelles 7$(G) =
v(G) 4+ k — 2. Par ailleurs, il a donné aussi des bornes inférieures sur ~¢ pour k € {2,3}

en fonction de vy, en montrant le résultat suivant:

Théoréme 2.31 (Volkmann [14], 2009). Si G est un graphe connexe d’ordre n > 2, alors

15(G) = 7.(G) + 1 et 15(G) = 7.(G) +2.
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Les problémes ouverts suivants ont été proposés par Volkmann [14, 45]:

Probléme 2.32 (Volkmann [14], 2009. Chellali et al.[45], 2012). Soit k > 2 un entier.

Caractériser les graphes connexes G avec une des propriétés suivantes.

9. 75 (G) = [n(G) - %W 7

10. 7.(G) = [ 51932 ].

Hansberg [58] a caractérisé les graphes bloc-cactus tels que v5(G) = 7.(G) + 1 (ce
résultat sera donné un peu plus loin).

Quant a nous, nous tenons dans le chapitre trois & caractériser les graphes connexes
G avec 75 (G) = n — 2 lorsque d (G) > k > 2. Nous donnerons quelques propriétés des
graphes connexes G vérifiant 7§ (G) = n — 2. En considérant les cas k = 2 et k = 3,
nous poursuivrons notre travail par une caractérisation compléte des graphes connexes
cubiques G tels que 7§ (G) = n — 2 et les graphes connexes 4-réguliers sans griffes tels que
75 (G) = n — 2. Nous donnerons aussi quelques propriétés pour les graphes connexes G
tels que 75(G) = v(G) + 1 et d’autres pour ceux vérifiant v5(G) = (G) + 2 accompagnées

d’une caractérisation de quelques familles de graphes.

Si v(G) > k — 1, alors le résultat suivant implique que v5(G) > v(G) +k — 1.
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Théoréme 2.33 (Volkmann [14], 2009. Chellali et al.[45], 2012). Si G est un graphe

connexe d’ordre n > 2, alors
Ve(G) = min{2v(G),7(G) + k — 1}.

Un résultat analogue a celui de Fink et Jacobson [10] (Théoréme 2.10) procurant une

borne sur ¢ en fonction de 7, a été établi par Hansberg [58]. Ce résultat améliore la

borne ().

Théoréme 2.34 (Hansberg [58], 2010). Soit G un graphe connexe et k un entier avec
1 <k <6(G). Alors
7(G) 2 7(G) + k= 2.

En définissant le parameétre kp.(G) d'un graphe G, qui désigne le nombre maximum
de composantes de G — u parmi tous les sommets u € V', Hansberg [58] a amélioré d’une
certaine maniere la borne de Volkmann [14] (Théoréme 2.31) pour les graphes ayant des

points d’articulation et k = 2.

Théoréme 2.35 (Hansberg [58], 2010. Chellali et al.[45], 2012). Soit G un graphe

connexe d’ordre n > 2. Si G a un point d’articulation, alors
Y2(G) = 7:(G) + Emax(G).

L’inégalité de Volkmann 75(G) > 7,.(G) 4+ 1 du Théoréeme 2.31 assemblée avec celle du

Théoréme 2.35 implique le Corollaire suivant:

Corollaire 2.36 (Hansberg [58], 2010. Chellali et al.[45], 2012). Si G est un graphe

connexe non trivial, alors

Y5(G) 2 7(G) + Emax(G).
De cette assertion, dérivent les corollaires suivants:

Corollaire 2.37 (Hansberg [58], 2010). Si G est un graphe tel que v5(G) = v.(G) + q,
alors

kmax (G) < q.
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Corollaire 2.38 (Hansberg [58], 2010). Si G est un graphe tel que v5(G) = v.(G) + 1,
alors G ne contient pas de points d’articulation.
Il en résulte

Corollaire 2.39 (Hansberg [58], 2010). Soit G un graphe bloc-cactus. Alors v5(G) =
7.(G) + 1 si et seulement si G est un graphe complet K,, d’ordre n > 2, ou bien un cycle

C, de longueur n > 3.
D’une fagon plus générale, Hansberg [58, 45] a présenté le théoréme associé suivant.

Théoréme 2.40 (Hansberg [58], 2010). Soit G un graphe connexe et k un entier avec
2 <k <§(G). Alors
T(G) 2 7e(G) + (K = 2) fmax (G) -

Pour les graphes ayant des points d’articulation, ol fyay (G) > 2, nous gagnons le

corollaire suivant:

Corollaire 2.41 (Hansberg [58], 2010). Soit G un graphe connexe et k un entier tel que

2 <k <0(G). Si G contient un point d’articulation, alors
T(G) Z7.(G) +2(k - 2).

Théoréme 2.42 (Hansberg [58], 2010). Soit G un graphe connexe de n sommets avec un

degré minimum §(G) > 2, et soit k un entier tel que 1 < k < §(G). Alors
Yi(G) <N — Emax (G) (6 (G) — k +1).

Les résultats qu’on a cités dans ce paragraphe ne représentent -en aucun cas - toute
la littérature existante pour la domination et la domination multiple. Notre but est
d’expliciter les problémes ouverts qui font ’objet de ce document et pour que le lecteur

puisse sentir la grande importance que donnent les chercheurs a cet axe de recherche.
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2.3 Notion de graphes modifiés

En étudiant un parameétre de domination, nous nous intéressons aux graphes qui sont
dans un sens critiques ou stables par rapport a ce parameétre. En effet, nous sommes

conduits a explorer la structure de ces graphes en explicitant leurs propriétés.

Soit G = (V, E') un graphe simple. On désigne par G — v le graphe obtenu a partir de G
en supprimant le sommet v. Le graphe G — e dénote le graphe résultant de la suppression
de l'aréte e tandis que (G + e) est celui obtenu a partir de G en ajoutant l'aréte e. On
note par GG, le graphe obtenu a partir de G en contractant les deux sommets adjacents u
et v. Rappelons que la contraction de 'aréte uv est une opération qui consiste, de fagon
imagée, a fusionner les deux extrémités en les remplagant par un nouveau sommet uv. Ces

opérations sont illustrées dans la Figure 1.9.

Dans ce qui suit nous donnerons les définitions des concepts de criticité et de stabilité
pour un paramétre de domination quelconque. Nous ferons aussi un bref passage sur
I’historique de I’étude de ces deux concepts en commencant d’abord par celle faite pour le
nombre de domination puis nous citerons aussi, quand le contexte le permettra, des études

similaires menées pour d’autres types de domination.

Pour un paramétre de domination quelconque 7, différentes désignations sont at-
tribuées & un graphe modifié selon les modifications qu’il a subies, pour en citer quelques

une :
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m-sommet-stable si 71(G —v) = m(G) pour tout sommet v de V(G)
m-sommet-critique si 7(G —v) < m(G) pour tout sommet v de V(G)
7T -sommet-critique si (G — v) > 7(G) pour tout sommet v de V(G)
m-aréte-enlevée-stable si (G — e) = n(G) pour toute aréte e de E(G)
m-aréte-enlevée-critique si 7(G — e) > 7(G) pour toute aréte e de F(G)
7~ -aréte-enlevée-critique si (G — e) < (@) pour toute aréte e de E(G)
m-aréte-stable si (G + e) = 7(Q) pour toute aréte e de E(G)
m-aréte-critique si (G + e) < 7(G) pour toute aréte e de E(G)
7t -aréte-critique si (G + e) > 7(G) pour toute aréte e de E(G)
m-point-stable si m(Gyw) = ©(G) pour toute aréte uv € E (G)
m-point-critique si m(Gyy) < m(G) pour toute aréte uv € E (Q)
totalement m-point-stable  si 7(Gy,) = 7(G) pour toute aréte uv € E (G)
totalement m-point-critique si 7(Gy,) < 7(G) pour toute aréte uv € E (G)

Les notations qu’on vient de citer seront précédées par un entier positif &k si le graphe
G vérifiant 'une de ces propriétés a de plus 7(G) = k. Par exemple, un graphe G est dit
k-m-point-stable si 7(G,) = 7(G) avec m(G) = k pour toute aréte uv € E(G).

Beaucoup de chercheurs ont été motivés par les concepts cités ci-dessus a faire des
études concernant différents paramétres de domination, mais comme toute approche sur

la domination, le nombre ~ est le premier parameétre & étre étudié.

Les références qu’on donnera dans ce paragraphe ne représentent pas toute la littérature
existante pour les concepts qu’on a définis. Il s’agit juste de mettre en évidence le grand
intérét que donnent les chercheurs & ce domaine. Quand il s’agira d’un fait concernant la
contraction d’une aréte ou la domination multiple, nous allons investir dans ce concept par
détailler quelques résultats. Commencons d’abord par citer ceux concernant la domination

ordinaire.

Walikar et Acharya [12] suivis par Bauer, Harary, Nieminen et Suffel [30] ont étudié les

graphes pour lesquels le nombre de domination est altéré suite a la suppression d’une aréte
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quelconque. Ce sont les graphes y-aréte-enlevée-critique satisfaisant v(G —e) = v(G) + 1

pour toute aréte de G. Le chapitre 5 du livre [17] en contient plus de détails et de références.

L’article de Walikar et al. [12] a poussé Sumner et Blitch [13] & initier I’é¢tude des
graphes y-aréte-critiques. Ils ont consacré la plus grande partie de leurs résultats pour
I’étude du cas 1 < v < 3, ou ils ont caractérisé des graphes 1-y-aréte-critiques et 2-y-aréte-
critiques. Depuis, plusieurs articles comme [59, 60, 61, 62, 63, 64, 65] portant le théme

des graphes y-aréte critiques sont apparus.

Pour le concept des graphes y-sommet-critiques, il a été abordé pour la premiére fois
par Brigham, Chinn et Dutton [66, 67] qui ont exploré en particulier le cas v = 2. L’étude
des graphes y-sommet-critiques pour le cas v > 3 est jusqu’a présent, loin d’étre achevée

sauf quelques propriétés structurelles de ces graphes ont été établies dans [66, 67, 68, 69)].

Concernant les cas de stabilité: ~-aréte-stable, v-sommet-stable et y-aréte-enlevée-
stable, quelques articles comme [12, 70, 71, 72, 73] ont étudié les trois cas sans aboutir a

des caractérisations constructives des graphes y-aréte-stables et y-sommet-stables.

Les graphes (totalement) y-point-critiques ont été introduits par Burton et Sumner
[33]. Comme ce concept fait 'objet du quatriéme chapitre de cette thése, nous allons nous
contenter de citer quelques résultats fournis par Burton et Sumner [33].

Notons qu'un sommet est dit critique si (G — v) < v(G).

Proposition 2.43 (Burton et Sumner [33], 2006). Soient G = (V, E) un graphe simple et
a,b € V(G). Alors v(Gaw) < 7(G) si et seulement s’il existe un ~(G)-ensemble S tel que

a,b €S ou bien a ou b est critique.

Proposition 2.44. Si G est un graphe ayant v(G) = k > 2, alors G est y-point critique
(resp. totalement y-point critique) si et seulement si tout couple de sommets adjacents

non critiques appartient au méme v(G)-ensemble.



50

Burton et Sumner [33] ont également donné une caractérisation des arbres y-point

critiques.

Vers la fin de leur Article, les auteurs [33] ont laissé deux problémes ouverts portant
sur la recherche d’une borne en fonction de diamétre pour les graphes k-y-point-critiques
(resp. totalement k-7-point-critiques) pour lesquels ’ensemble des sommets critiques est
vide pour k > 4. Ce probléme a été traité dans 'article de Chengye, Yuansheng et Linlin
[74] qui ont prouvé aussi que les graphes 4-y-point-critiques (resp. totalement 4-y-point-

critiques) ont un diameétre au plus cing et cette borne est atteinte.

D’autres chercheurs se sont investis dans 1’étude de classe des graphes critiques et

stables par rapport aux différents parameétres. Citons a titre d’exemple quelques résultats:

Dans sa theése de Master, Derrick Wayne Thacker [75, 76] sous la direction de Teresa
Haynes s’est intéressée aux graphes 7y, ,-aréte-critiques ou ils ont caractérisé les cycles et
les arbres ayant cette propriété. De plus, ils ont étudié les graphes v, -aréte-critiques
ayant un nombre de domination double égal a trois ou quatre apres avoir donné quelques

propriétés de ces graphes.

Wang et Shan [77] ont élaboré des travaux concernant les graphes v, ,-aréte-critiques,
et qui viennent s’ajouter & ceux de Haynes et Thacker [75] et ce en donnant quelques
propriétés plus générales dont certaines figurent aussi dans ’article de Haynes et Thacker.
Wang et Shan [77] se sont orientés en particulier vers I’étude d’existence de couplage dans

les graphes 4-v, ,-aréte-critiques.

Dans [78], Wang et Kang ont continué I’étude des propriétés de couplages dans les
graphes 7, ,-aréte-critiques, en particulier pour ceux ayant un nombre de domination dou-

ble égal a trois ou quatre.

L’étude des graphes v, -aréte-enlevée-stables a été initié par Chellali et Haynes dans
[79]. Dans cet article, les auteurs donnent une caractérisation constructive des arbres
ayant cette propriété, ainsi que d’autres classes particulieres comme les chaines, les cycles

et les graphes bipartis complets.
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D’un autre coté, Khelifi et al. [80] se sont intéressés aux graphes v, ,-aréte critiques.
Ils ont donné une condition nécessaire et suffisante pour de tels graphes. Ils ont aussi
caractérisé quelques classe de graphes v, ,-aréte critiques a savoir: les arbres, les graphes
sans Py et sans Ps. Par ailleurs, Khelifi et Chellali [81] ont étudié les graphes 7, ,-sommet

stables (critiques).

Dans un mémoire de Master, Boukhalfa et Zahra [82] sous la direction de Chellali
se sont intéressées a 1’étude des graphes v, ,-point-stables. Ils ont établi des conditions

nécessaires pour les graphes 7, ,-point-stables dans le cas général.

Proposition 2.45 (Boukhalfa et Zahra [82], 2012). Soit G un graphe connexe d’ordre

n > 3 et u,v deux sommets adjacents de G. Alors
'7><2<G> —-2< ’Y><2(Guv> < '7><2(G> + miTL(dG(U) - 17 dG(v) - 1) -1

Proposition 2.46 (Boukhalfa et Zahra [82], 2012). Si G est un graphe v 4-point-stable,

alors G me contient pas de supports adjacents.

Proposition 2.47 (Boukhalfa et Zahra [82], 2012). Si G est un graphe 7y 4-point-stable,

alors tout support de G est adjacent a evactement une seule feuille.

Proposition 2.48 (Boukhalfa et Zahra [82], 2012). Soit G un graphe 7y 4-point-stable
conneze de maille g(G) > 4. Alors le sous graphe induit par tout v, (G)-ensemble est un

graphe 1-régulier.

Ainsi, une caractérisation des arbres v,,-point-stables a été établie dans ce mémoire.
Aussi, ils ont étudié les graphes totalement v, ,-point-stables pour quelques classes parti-

culiéres a savoir: les arbres, les cycles et les graphes unicycliques.

Les graphes stables (critiques) ont été aussi étudiés par rapport au nombre de domi-
nation totale. Les graphes 7,-point-stables ont été étudiés par Rickett et Haynes [83]. Les

auteurs ont obtenu en particulier les résultats suivants:

Théoréme 2.49 (Rickett et Haynes [83], 2011). Un graphe G est 7,-point-stable si et
seulement si pour tout v,(G)-ensemble S, le sous graphe induit par S est un graphe 1-

réqulier.
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Observation 2.50. Si G est un graphe connexe avec v,(G) > 4, alors G a un v,(G)-

ensemble ne contenant pas des sommets supports.

Théoréme 2.51 (Rickett et Haynes [83], 2011). Si G est v,-point-stable d’ordre n et
7(G) > 4, alors 7,(G) < 221,

Dans le méme contexte, Chellali et Jafari Rad [84] ont étudié le cas de I'identification
des sommets non adjacents. Par ailleurs, Chellali, Maffray et Tablennehas [85] ont consid-
éré ce probléme par rapport a la domination connexe ou ils ont étudié différentes classes

de graphes a savoir: les graphes cactus, unicycliques et les graphes scindés.

Dans [86], Chellali s’est investi dans 1’étude de la k-domination par rapport a la sup-
pression d’une aréte quelconque. En outre, il a donné une caractérisation constructive
des arbres 7,-enlevée-aréte stables apres avoir établi une condition nécessaire et suffisante

pour ces graphes qu’il a noté v, -stables.

Théoréme 2.52 (Chellali [86], 2015). Soit k un entier positif. Un graphe G est v, -
stable si et seulement si pour toute paire de sommets adjacents u,v € V(G); il existe un

v (G)-ensemble D tel que une des conditions suivantes est satisfaite:

i) u,v sont tous les deux dans D ou dans V(G) — D;

ii) siu € Detvé D alors v est (k+ 1)-dominé par D.

Nous cloturons cette partie en mentionnant que d’autres travaux sont considérés par
rapport aux paramétres de domination, Chellali et Jafari Rad [87], Hansberg , Jafari Rad
et Volkmann [88] pour la domination romaine., et Jafari Rad [89] pour la domination

2-rainbow.
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CHAPITRE 3

SUR LA k-DOMINATION CONNEXE DANS LES GRAPHES

Dans ce chapitre nous présentons nos contributions concernant des problemes ouverts

sur la caractérisation des graphes connexes.
Dans [14], Volkmann a caractérisé les graphes connexes G d’ordre n tels que 7§ (G) = n
pour tout entier k£ > 2. Il a aussi caractérisé tous les graphes connexe G tels que 7§ (G) =
n—1oud(G) >k > 2. Les problemes de caractériser tous les graphes connexe G avec

Y (G)=n—-20u0(G) >k >2(G)=7(G)+1et 75 (G) =~ (G)+ 2 restent ouverts.

Le présent chapitre comporte trois sections. Dans la premiére, nous donnons d’abord
quelques propriétés des graphes connexes G d’ordre n tels que 7§ (G) = n — 2. Ensuite,
nous fournissons une caractérisation compléte des graphes connexes cubiques G tels que
v5 (G) = n—2 et les graphes connexes 4-réguliers sans griffes tels que v§ (G) = n—2. Dans
la deuxiéme section nous traitons le probléme de la caractérisation des graphes connexes
vérifiant v5(G) = v(G) + 1, o nous donnerons quelques propriétés. Par ailleurs, nous
caractérisons ceux pour lesquels ¢ (G) = 1, ou qui sont de maille d’au moins 5, ainsi
que les graphes sans griffes. Une troisieme section comporte quelques propriétés pour
les graphes connexes G vérifiant 7§(G) = 7(G) + 2 accompagnées d’une caractérisation
de quelques familles de graphes a savoir: les graphes connexes tels que 6 (G) = 1 et les
graphes sans triangles maximaux.

Une partie des résultats présentés dans ce chapitre fait I’objet d’un article publié dans
Australasian Jounal of Combinatorics [90]. Ces résultats ont été également acceptés dans

COSI'2012.
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3.1 Propriétés des graphes connexes G avec 7{(G) =n — 2

Dans cette partie nous donnons quelques propriétés des graphes GG d’ordre n satis-
faisant 7¢(G) = n — 2. Nous commengons par quelques lemmes qui seront utiles pour la

suite.

Lemme 3.1 (Attalah et Chellali [90], 2013). Soit k > 2 un entier et G un graphe connexe
tel que v5 (G) =n —2. Alors § (G) < k+ 1.

Preuve. Soit G un graphe connexe avec v (G) = n—2 pour un entier k£ > 2. Supposons
que 0 (G) > k + 2. Soit D un 7§ (G)-ensemble et z un sommet quelconque de D tel que
G[D — {z}] est connexe. Il est clair qu'un tel sommet existe. Puisque dg(z) > k + 2, z
a au moins k voisins dans D — {x}. De plus, tout sommet de V' — D a toujours k voisins
dans D — {z}. Il en résulte que D — {z} est un ensemble k-dominant connexe de G de

taille (n — 3), une contradiction. O

Rappelons qu'un ensemble indépendant d’'un graphe G est un ensemble de sommets S,
de telle sorte qu’aucune aréte de GG n’a ses deux extrémités en S. Nous mentionnons que
nous utilisons souvent dans nos preuves le fait que dans un graphe connexe non trivial
G, il existe deux sommets tels que la suppression de chacun ne déconnecte pas le graphe

résultant.

Lemme 3.2 (Attalah et Chellali [90], 2013). Soit k > 2 un entier et G un graphe connexe
avec 0 (G) > k tel que 75 (G) = n — 2. Alors pour tout ensemble indépendant S de taille

au moins trois, G — S est un graphe non connexe.

Preuve. Soit G un graphe connexe avec 6 (G) > k > 2 tel que 7§ (G) =n — 2. Soit S
un ensemble indépendant avec |S| > 3. Etant donné que tous sommet de S a au moins
k voisins dans V' — S, le sous graphe induit par V' — S n’est pas connexe sinon V — S

deviendra un ensemble k-dominant connexe de G de cardinal inférieure a n — 2. O

Lemme 3.3 (Attalah et Chellali [90], 2013). Soit k > 2 un entier positif et G un graphe

connexe d’ordre n avec 6 (G) = k+1. Si~§ (G) = n—2, alors G ne contient pas d’isthmes.
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Preuve. Soit G un graphe connexe avec 0 (G) = k + 1 tel que ¢ (G) = n — 2 pour
k > 2. Supposons que G contient un isthme uv. Notons par GG, et G, les deux composantes
résultant de la suppression de uv, ou u € V(G,,) et v € V(G,). En outre, nous supposons
que uv est choisie de maniére qu’au moins 'une des composantes G, ou G, soit sans
isthmes, disons G,. Puisque § (G) = k+ 1 et k > 2, chacune de G, et G, est d’ordre
au moins trois. Soit maintenant w et w’ deux sommets quelconques adjacents dans G,
différents de u et soit v' # v un sommet de G, tel que G, —{v'} est connexe. Si G\, —{w,w'}
est connexe, alors V(G) —{w, w’, v'} est un ensemble k-dominant connexe de G de cardinal
(n — 3), contradiction. Ainsi, supposons que G, — {w,w’} n’est pas connexe. Notons par
G' la i®™ composante de G, — {w,w'} . Il est & noter que chaque composante G! a un
ordre au moins deux et puisque G, est supposé sans isthme, il existe au moins deux arétes

entre {w,w'} et V(G?) pour tout i. Considérons deux cas.

Cas 1. i > 3. Sans perte de généralité, soit G} et G2 deux composantes ne contenant
pas u. Soit maintenant x un sommet quelconque de G}L tel que Gi — {z} est connexe.
Similairement, Soit y un sommet quelconque de G? défini comme x. Observons que S =
{z,y,v'} est un ensemble indépendant et donc par le Lemme 3.2, G — S n’est pas connexe.
Par conséquent, ou bien G, —{z} ou G,, — {y} n’est pas connexe, disons G, — {z}. Puisqu’
il y a au moins deux arétes entre {w,w'} et V(G!), nous concluons que w et w’ sont tous
les deux adjacents & z et n’ont pas d’autres voisins dans G différents de x. Maintenant,
puisque 6 (G) = k+1 > 3, G est d’ordre au moins trois et donc soit 2/ # x un sommet de
Gl tel que GL — {2’} est connexe. Egalement, soit ¢’ un sommet de G2 avec 3y # y si y est
'unique voisin de w et w’ dans G2 et y' = y sinon. 1l est clair maintenant que {2/, v, v}
est un ensemble indépendant de G et G— {2, 4/, v’} est connexe, ce qui contredit le Lemme
3.2.

Cas 2. i = 2. Ainsi, u appartient & G ou a G?, disons G_. 1l est clair que 'un des w
et w’ doit avoir au moins un voisin dans chaque composante. Supposons que w est un tel
sommet. Soit y un sommet quelconque de G2 tel que G2 — {y} est connexe. Si w a un autre
voisin dans G2 différent de y, alors V(G) —{w’, y,v'} est un ensemble k-dominant connexe
de G de taille (n — 3), une contradiction. Par conséquent y est 'unique voisin de w dans

G?. Puisque 6 (G) = k+ 1 > 3, G? est d’ordre au moins trois et alors il y a un sommet
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y' # y dans G2 tel que G2 — {y'} est connexe. Par conséquent, V(G) — {w',y/,v'} est un
ensemble k-dominant connexe de G de cardinal (n — 3), également une contradiction. La

preuve du Lemme 3.3 est compléte. O

Lemme 3.4 (Attalah et Chellali [90], 2013). Soit k > 2 un entier et G un graphe connexe
avec 0 (G) = k + 1. Si+§ (G) = n — 2, alors pour tout couple de sommets adjacents x,y,

V(G) — {z,y} est un ensemble k-dominant connexe minimum de G.

Preuve. Soit G’ un graphe connexe avec 6 (G) = k + 1 tel que 7§ (G) = n — 2 pour un
entier k£ > 2. Soient z, y deux sommets adjacents de G. Puisque ¢ (G) = k+1, V(G)—{z, y}
k-domine G. Par conséquent, pour démontrer que V(G) — {z,y} est un 7% (G)-ensemble,
il suffit de démontrer G’ = G — {x, y} est connexe. Supposons donc le contraire, G’ n’est
pas connexe et soit C; la i*™¢ composante de G’. Notons que chaque composante C; est
non triviale et il y a au moins deux arétes entre V(C;) et {x, y}, sinon on aura un isthme,
ce qui contredit le Lemme 3.3. Maintenant, soit x; un sommet de C; tel que C; — {z;}
est connexe. Si le sous graphe induit par les sommets de (V(C;) — {z;}) U{z,y} n’est pas
connexe, alors x et y sont tous les deux adjacents a x; et n’ont pas d’autres voisins dans C}
différents de ;. Mais il existe alors un autre sommet x; dans C; tel que le sous graphe G
induit par (V(C;) — {z}}) U{z,y} est connexe. Par conséquent, sans perte de généralité,
on peut supposer qu'un tel sommet 2, existe dans chaque composante C;. Maintenant, si
G’ a trois composantes ou plus, alors les sommets 2, forment un ensemble indépendant
dont la suppression ne déconnecte pas GG, ce qui contredit le Lemme 3.2. Par conséquent,
G’ a exactement deux composantes. De plus, puisque zy n’est pas un isthme, un sommet
de x et y, disons x, a des voisins dans les deux composantes C; et Cs. Si C est d’ordre
deux, alors évidemment k = 2, § (G) = 3 et donc {z,y} 2-domine V' (C}), ce qui implique
que V(G) — (V(C1)U{z,}) est un ensemble 2-dominant connexe de G de taille n — 3, une
contradiction. Par conséquent, on peut supposer que |V (C)| > 3. Soit maintenant z un
sommet de G} différent de = et y. Rappelons que x| n’appartient pas & ;. Maintenant,
si G| — {z} est connexe, alors V(G) — {z, 2], z,} est un ensemble k-dominant connexe de
G, une contradiction. Par conséquent, Gj — {2z} n’est pas connexe, et donc z est un point

d’articulation de G7. 1l est clair que chaque composante de G} — {z} est non triviale, et
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I'une d’elles contient les deux sommets x et y. Dans ce cas, soit 2z’ un sommet quelconque
de la composante, disons C*, qui ne contient pas x et y et pour laquelle C* — {2’} est
connexe. Notons que si 2’ est 'unique voisin de z dans C*, alors on peut trouver un autre
sommet z” tel que C* — {2"} est connexe. Dans ce cas, on peut supposer que 2’ n’est pas
I'unique voisin de z dans C*. 1l est clair que nous avons maintenant V(G) — {2/, 2, 24}
est un ensemble k-dominant connexe de (G, d’ot la contradiction. Ce qui achéve la preuve

du Lemme 3.4. O

Lemme 3.5 (Attalah et Chellali [90], 2013). Soient k > 2 un entier, et G un graphe
connexe d’ordre n et degré minimum § (G) = k+ 1. Si D est un v (G)-ensemble de taille

n — 2 tel que le sous graphe induit par N (V — D) est connexe, alors pour tout sommet

z €D, Nz)n(V — D) #0.

Preuve. Soit G un graphe connexe d’ordre n et de degré minimum 0 (G) = k + 1
pour un entier k& > 2. Soit D un 7§ (G)-ensemble avec |D| =n —2, A = N(V — D) et
B = D — A. Supposons que G[A] est connexe et B # (). S’il existe un sommet = € B tel
que G [D — {x}] est connexe, alors D — {z} est un ensemble k-dominant connexe de G
plus petit que D, une contradiction. Par conséquent, chaque sommet de B est un point
d’articulation dans G[D]. Il s’ensuit que certains sommets de B, disons y, n’ont pas de
voisins dans A, sinon G[D — {y}] est connexe, ce qui contredit le fait que y est un point
d’articulation dans G[D]. Ainsi, N(y) N A = 0. Maintenant, il est clair que certaines
composantes de G[D — {y}] contiennent tout A. Soit C' une composante de G[D — {y}]
ne contenant pas A. Ainsi, chaque sommet de C' appartient & B, c’est-a-dire n’a pas de
voisins dans V' — D. Notons que C' est non triviale. Soit 3’ un sommet de C' tel que
C' — {y'} est connexe. Dans le cas ou 3’ est I'unique voisin de y dans C, alors C' a un
autre sommet y” tel que C' — {y”} est connexe. Dans ce cas, nous considérons y” au lieu
de 3. Par conséquent, nous pouvons supposer que y a un voisin dans C' autre que y'. Il
en résulte que D — {y'} est un ensemble k-dominant connexe de G plus petit que D, une

contradiction. Donc B = () et nous obtenons le résultat désiré. O
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3.1.1 Graphes connexes cubiques tels que 75 (G) =n — 2

Dans cette partie, nous donnons une caractérisation compléete des graphes connexes
cubiques G tel que 7§ (G) = n — 2. Il est bien connu qu’un graphe cubique contient un

isthme si et seulement si il contient un point d’articulation.

Théoréme 3.6 (Attalah et Chellali [90], 2013). Soit G un graphe connexe cubique d’ordre
n. Alors 5 (G) = n—2 si et seulement si G = K4, K33 ou G est le graphe complémentaire

de Cﬁ.

Preuve. 1l est facile de vérifier que si G = K4, K33 ou G est le graphe complémentaire
de Cg, alors 75 (G) =n — 2.

Inversement, soit G un graphe cubique connexe tel que 5 (G) = n — 2. D’abord, nous
supposons que G a un sommet x dont le voisinage, disons {x1,x2, 23}, est un ensemble
indépendant. Par le Lemme 3.4, V (G) — {z, 21} = V' est un 7§ (G)-ensemble. Soit A =
{z2,23} et B = N (1) — {z} = {y1,y2}. Il est clair que AN B = () puisque N(z) est
indépendant. Soit V” = V' — (AU B). Nous allons montrer que V" = (). Supposons
au contraire que V” # () et soit z un sommet quelconque de V”. Alors z est un point
d’articulation dans G[V'], sinon V (G) — {x,x1, 2z} est un ensemble 2-dominant connexe
de G de cardinal (n — 3), contradiction. Notons que chaque composante de G[V' — {z}]
contient au moins un sommet de AU B, sinon z est un point d’articulation dans G, ce qui
implique que G a un isthme, contradiction avec le Lemme 3.3. Considérons les deux cas
suivants.

Cas 1. G|V’ — {z}] contient trois composantes connexes C7,Cy et Cs. 1l est clair
que chaque C; est non triviale et z a exactement un voisin dans chaque composante C;.
De plus, puisque chaque composante contient au moins un sommet de A U B, on peut
supposer, sans perte de généralité, que y; € V(C1), zo € V (Cy) et x3,y2 € V(C3).
Maintenant, soit a € V (C) tel que a = y; si 112 ¢ E(G) et a € N (y1) — {z, 21} sinon.
Nous observons que C; — {a} est connexe, sinon a est un point d’articulation dans C} et
donc dans G, contradiction. Similairement, soit b € V' (Cs) tel que b = x9 si 222 ¢ E (G)
et b= N (z3) — {2, 2} sinon. Alors Cy — {b} est aussi connexe. En outre, soit ¢ € V (Cs3)

tel que cz ¢ E (G) et C3 — {c} est connexe. Il est évident maintenant que {a, b, c} est un
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ensemble indépendant dont la suppression ne déconnecte pas GG, ce qui contredit le Lemme
3.2.

Cas 2. G[V'—{z}] contient deux composantes connexe C; et Cy. Il est clair que chaque
C; est non triviale. Aussi, supposons, sans perte de généralité, que |N (z) N Cy| = 1. Soit
w un sommet de C; tel que Cf — {w} est connexe. Notons que C; contient au moins
deux de ces sommets w, I'un d’eux n’est pas adjacent & z. Nous examinons maintenant les

situations suivantes selon que C; contient un, deux ou trois sommets de A U B.

a) [(AUB)NV (Cy)| = 1. Sans perte de généralité, soit {z3} C V (C4). Ici nous sup-
posons seulement que w soit différent de z5. Nous observons que le sous graphe
induit par V (G) — {z,w} est connexe. Maintenant, puisque x a un voisin dans Cs,
Nous obtenons que V (G) — {z, w, z1} est un ensemble 2-dominant connexe de G de

cardinal (n — 3).

b) |V (Ci)NA| =1et |V (Cy) N B| = 1. Sans perte de généralité, soit {za,y2} C V (C}).
Supposons que wz ¢ E (G) et soit w’ € V (Cs) tel que Cy — {w'} est connexe. Alors

V(G) — {w,w, z} est un ensemble 2-dominant connexe de G de cardinal (n — 3).

c) AC V(Cy) et B C V(Cy). Supposons que wz ¢ E(G) et soit w' € V (Cy) tel que
Cy—{w'} est connexe. Il est clair que V (G) —{w, w’, z} est un ensemble 2-dominant

connexe de G de cardinal (n — 3) .

d) |[(AUB)NV (Cy)| = 3. Sans perte de généralité, supposons que {x3,y1,y2} C V (Cy)
et soit 25 € N (x2)NV (Cs) . Alors selon le Lemme 3.4, V (G) —{xs, 24} est un 72 (G)-
ensemble. Egalement, nous observons que z est adjacent a au plus un sommet de
xo et xh, sinon zf, deviendra un point d’articulation dans Cy et donc dans G, ce
qui est exclu. Maintenant, il est évident que V (G) — {xq, 2%, 21} est un ensemble

2-dominant connexe de G de cardinal (n — 3).

Il est clair que chacune des situations précédentes conduit & une contradiction. Par
conséquent, nous concluons que V" = (), ce qui implique que G est isomorphe & Kj 3.
A partir de maintenant, on peut supposer que le voisinage de tout sommet de G contient

au moins deux sommets adjacents, et donc G est un graphe sans griffes. Soit x un sommet
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de G avec Ng (x) = {z1, 29,23} et z129 € E(G). Par le Lemme 3.4, V (G) —{z, 23} =V’
est un 5 (G)-ensemble. Soit V" = V' — Ng ({x,z3}). Nous allons montrer que V" = ().
Supposons au contraire que V" # () et soit z un sommet quelconque de V”. Alors z est
un point d’articulation dans G[V'], sinon V (G) — {x, z3, 2z} est un ensemble 2-dominant
connexe de G de cardinal (n — 3), contradiction. Notons que puisque V" # (), nous avons
Ne ({x,x3}) # {x1,22}. Egalement, tous les voisins de z; et x3 dans V' n’appartiennent
pas a la méme composante de G[V' — {z}], sinon z serait un point d’articulation dans G.
D’autre part, puisque G est sans griffes, G[V'—{z}] contient exactement deux composantes
connexes C et Cy. Sans perte de généralité, let |N (z) N Cy| = 1. Nous considérons les

deux cas suivants:

e) Ng(z3) N{xy, 22} = (. Soit Ng (x3) = {x,y1,y2} . Alors y1y2 € E(G) puisque G est
sans griffes. Supposons que {1, 22} C V (C}), et soit w un sommet de C; tel que
Cy — {w} est connexe et wz ¢ E(G). Soit aussi w' € V (Cs) tel que Cy — {w'}
est connexe. Alors V (G) — {w,w’, x} est un ensemble 2-dominant connexe de G de

cardinal (n — 3), d’ou la contradiction.

£) Ng(xs) N {1, 22} # (. Puisque V" # (), alors nous avons |N(z3) N {z1,z2}| = 1. Soit
r3x9 € F (G) et Ng (v3) = {z,29,y}. Supposons que y appartient a la composante
C;, ou i = 1 ou 2. Il s’ensuit que {x1,22} C V (C5-;). Notons que si y € V(C),
alors yz ¢ E(G), sinon y serait un point d’articulation dans C et donc dans G. Soit
maintenant w’ un sommet de la composante qui contient y tel que w'z € E (G) et
w' # y. Donc d’apres le Lemme 3.4, V (G) — {w', z} est un 5 (G)-ensemble et par
conséquent V (G) — {w', z, 2} est un ensemble 2-dominant connexe de G de cardinal

(n —3), d’ou la contradiction .

D’apres ce qui a précédé, on conclut que V" = (). Maintenant, puisque G est d’ordre pair

alors n = 4 oun = 6 et par conséquent G est isomorphe a K4 ou & Cg respectivement. [
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3.1.2 Graphes connexes 4-réguliers sans griffes tels que 5 (G) =n — 2

En vertu du Lemme 3.1, il n’existe pas de graphes connexes 4-réguliers sans griffes
vérifiant la relation 5 (G) = n — 2, pour cela on s’intéressera au parameétre 7§ (G) .

Comme le titre 'indique, dans cette partie nous considérons les graphes connexes 4-

réguliers sans griffes, ot nous donnons une caractérisation de tels graphes G avec 7§ (G) =

n — 2.

Théoréme 3.7 (Attalah et Chellali [90], 2013). Soit G un graphe connexe 4-régulier sans

griffes d’ordre n. Alors 7§ (G) = n — 2 si et seulement si G est isomorphe ¢ K5 ou K 25.

Preuve. Il est facile de voir que si G € { K5, K325} alors 7§ (G) = n—2. Pour démontrer
la condition nécessaire, soit G un graphe connexe, 4-régulier sans griffes d’ordre n vérifiant
75 (G) = n — 2. Supposons d’abord que G contient un sommet dont le voisinage ouvert
induit un sous-graphe non connexe. Soit x un tel sommet avec Ng (z) = {x1, X2, 3, T4} .
Alors d’apres le Lemme 3.4, V' = V (G) — {z,x4} est un 7§ (G)-ensemble. Soit V" =
V' — Ng ({x,z4}). Nous allons démontrer que V” = (). Supposons le contraire, V"' # ()
et soit z un sommet quelconque de V. Il est clair que z est un point d’articulation dans
G[V'], sinon V (G)—{x, x4, 2} est un ensemble 3-dominant connexe de G de taille inférieure
a (n —2), contradiction. Aussi, puisque G est sans griffes, la suppression de z dans G[V”|
fournit deux composantes connexes non triviales, disons C; et Cs. Observons que le sous
graphes induit par Ng ({x, x4}) n’est pas connexe sinon par le Lemme 3.5, z serait adjacent
a x ou a x4, ce qui est impossible. Si tous les sommets de Ng ({x,x4}) appartiennent a
la méme composante dans G[V' — {z}], disons (1, alors soit ¢ un sommet de Cs tel que
Cy — {t} est connexe. Notons que si z a un unique voisin dans C, alors t est choisi de
telle sorte que tz ¢ E(G). 1l est clair maintenant que V (G) — {x, x4,t} est un ensemble
3-dominant connexe de G de cardinal (n — 3), d’ou la contradiction. Par conséquent,
chacune de C; et Cy contient au moins un sommet de Ng ({z,z4}). Puisque G est sans
griffes, nous distinguons deux cas selon que G[N (z)] = K3 U K; ou Ky U Kj.

Cas 1. G[N (z)] = K3UK;. Il y a deux situations selon que x4 appartient a K3 ou non.
Alors supposons que {z1, 9, x3} induit un K3. Dans ce cas, soit Ng (x4) = {z, y1, Y2, Y3}

Alors {y1,y2,y3} induit un K3, puisque G est sans griffes. Sans perte de généralité, on
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peut supposer que {z1,x2,x3} C V (Cy) et par conséquent {yi,y2,y3} C V(Cs). Soit
maintenant w € V (C}) et w’ € V (Cy) tel que C; — {w} et Cy — {w'} est connexe. Notons
que si z a un unique voisin dans C, alors w est choisi tel que wz ¢ E (G) . Similairement
pour w’ dans Cy. Alors V (G) — {w,w’, z} est un ensemble 3-dominant connexe de G de
cardinal (n — 3), contradiction.

Maintenant, supposons que K3 = {xs, 23,74} et soit y; le quatriéme voisin de x.
Puisque 213 € E (G), on peut supposer que {3, x3} C V (C}) et donc Cy contient au

moins un sommet de x; et y;.

a) {r1,y1} C V (Cy). Supposons que z a au moins deux voisins dans C;. Alors zx1 ¢ E(G)
sinon le voisinage fermé de x; induit une griffe. Similairement zy; ¢ E(G). Dans ce
cas, soit w’ un voisin quelconque de z dans Cs. Par le Lemme 3.4, V (G) — {z, w'} est
un 7§ (G)-ensemble et alors V(G) — {z,w’, xz} est un ensemble 3-dominant connexe
de G de cardinal (n — 3), d’ou la contradiction. Supposons maintenant que z a
exactement un voisin dans Cf. Il est clair que le voisinage de z dans (5 induit une
clique K3. Soit w’ un sommet quelconque de Cy adjacent & z et soit w un sommet
de Cy tel que wz ¢ E(G) et C; — {w} est connexe. En utilisant le Lemme 3.4, il
est clair que V(G) — {z,w', w} est un ensemble 3-dominant connexe de G de taille

inférieure a (n — 2), contradiction.

b) Maintenant, supposons que y; € V(Cs) et x; € V(C4). Notons que si z a un unique
voisin dans Cf, alors un tel sommet est différent de y;, sinon le voisinage fermé de
y induit une griffe. Alors on peut supposer que z a un voisin dans Cs, disons w
tel que w # y;. D’apres le Lemme 3.4, V (G) — {z,w} est un ~§ (G)-ensemble et
par conséquent V(G) — {z, w, z} est un ensemble 3-dominant connexe de G de taille
inférieure a (n — 2), contradiction. Le cas restant y; € V(C}) and z7 € V(Csy) peut

étre vu en utilisant un argument similaire a celui utilisé pour la situation précédente.

Cas 2. G[N(z)] = Ky U K,. Sans perte de généralité, soit 122 € E(G) et w3y
€ E(G). Aussi, soient y,y> le troisiéme et le quatriéme voisin de z4. Il s’ensuit que
y1y2 € E(G) sinon {x, 24, y1,y2} induit une griffe. Egalement, sans perte de généralité,

on peut supposer que {x1,z2} C V (C1). Considérons les situations suivantes.



63

c) {y1,y2} C V(Cy). 1l est clair que z3 appartient soit & C; ou Cy et alors laissez-
nous choisir la composante qui contient exactement deux sommets de Ng ({z,24}) .
Notons qu’une telle composante contient au moins quatre sommets. Soit maintenant
w un voisin de z dans la composante sélectionnée. En vertu du Lemme 3.4, V (G) —
{z,w} = S est un 7§ (G)-ensemble. Maintenant, si C est la composante sélectionnée,
alors z3 est dans Cy et donc S — {z4} est un ensemble 3-dominant connexe de G de
cardinal (n — 3). Si C5 est la composante sélectionnée, alors x3 est dans C et donc
S —{x} est un ensemble 3-dominant connexe de G de cardinal (n — 3). Dans chaque

cas, nous avons une contradiction.

d) {y1,52} C V(Cy). Il s’ensuit que x3 appartient a Cy. Notons que z a un unique voisin
dans (s, alors un tel sommet est différent de x3, sinon le voisinage fermé de w3
induit une griffe. Donc on peut supposer que z a un voisin dans C5, disons w, tel
que w # x3. Le Lemme 3.4 implique que V (G) — {z,w} est un ~§ (G)- ensemble
et par conséquent V (G) — {z,w, x4} est un ensemble 3-dominant connexe de G de

cardinal (n — 3), d’ou la contradiction.

Selon les cas précédents, nous concluons que V” = (). En utilisant le fait que G[N ()]
n’est pas connexe et par isomorphisme, on peut voir que le seul graphe 4-régulier sans
griffes est le graphe avec 8 sommets x, x1, xq, T3, T4, Y1, Y2, y3 tel que chacun de {zs, x5, x4}
et {y1,99,y3} induit une clique K3, x1y1,x2y2, 23y3 et x4y; € E(G) pour tout i. Mais
alors V (G) — {y1,y2, ¢} est un ensemble 3-dominant connexe de G de cardinal (n — 3),
contradiction.

A partir de maintenant, on peut supposer que le sous graphe induit par le voisinage
de chaque sommet est connexe. Soit z un sommet quelconque de G avec Ng () =
{1, 29, 23,24} . Rappelons que par le Lemme 3.4, V' = V (G) — {x, 24} est un ~§ (G)-
ensemble. Il est clair que Pensemble V" = V' — Ng ({z,24}) est vide sinon tout sommet
de V" sera un point d’articulation dans G[V'], ce qui contredit le fait que le voisinage ouvert
de chaque sommet induit un sous graphe connexe. Aussi, G[N ()] contient une chaine
P, (pas nécessairement induite), disons xi-zo-w3-14. Soit {y1,y2} = N (z4) — ({z,23}).

Supposons que y1,y2 ¢ N (z). Puisque G est sans griffes, y1y2 € F (G). D’autre part, le
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fait que G[N (z4)] est connexe implique qu'un sommet parmi y; et yo est adjacent a xs,
disons yy23 € E (G). Par suite z1y1, 1y et xoy2 € E(G). Mais alors {x1, 29, 3, 24} est
un ensemble 3-dominant connexe de G de taille inférieure a (n — 2), contradiction. Ainsi,
au moins un de y; et y appartient & N(x), disons ys. Si yo = 9, alors il est facile de
voir que G n’est pas 4-régulier. Ainsi, yo = x1, et donc N(y;) = N(z). Par conséquent,

G = Kj25. Finalement si y;,y2 € N (z), alors G = K. O
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3.2 Propriétés des graphes connexes tels que 5 (G) = v (G) + 1

Comme il a était déja mentionné dans le chapitre deux, Volkmann [14] a établi la
borne v5 (G) > v (G) + 1 pour tout graphe connexe G en posant par la suite le probléeme
de caractériser tous les graphes pour lesquels cette borne est atteinte. Dans ce qui suit,
nous donnons quelques propriétés sur les graphes connexes G tels que 75 (G) = v (G) + 1.
Ensuite, nous fournissons une caractérisation compléte des graphes connexes G tels que
0 (G) = 1, les graphes connexes de maille au moins 5 et ainsi les graphes sans griffes tels

que 75 (G) =7 (G) + 1.

Rappelons que kpax(G) désigne le nombre maximum de composantes de G — u parmi

tous les sommets u € V.

Lemme 3.8. Si G est un graphe conneze tel que v5(G) = v (G) + 1 alors

a) G n’a pas de points d’articulation.
b) Si 6 (G) > 2, alors G n'a pas d’isthmes.

Preuve. Soit G un graphe connexe tel que 75 (G) = v (G) + 1. Supposons que G a
un point d’articulation, disons x et soit p le nombre de composantes de G — {x}. Il est
clair que 2 < p < Kpax(G). Selon le Théoreme 2.35, v,.(G) +1 > v (G) + 1 = 75(G) >
Ye(G) + Emax(G) > 7.(G) + p ce qui donne p < 1, d’ou la contradiction. Par conséquent,
GG ne contient pas de points d’articulation.

Supposons maintenant que ¢ (G) > 2 et que G contient un isthme zy. Soit G, et G,
les composantes résultant de la suppression de zy, ot z € V(G,) et y € V(G,). Puisque
0 (G) > 2, chacune des composantes contient au moins deux sommets. Alors z et y sont

tous les deux des points d’articulations dans G. ce qui contredit 1’assertion a). O
Une conséquence immédiate du Lemme 3.8 est la suivante:

Proposition 3.9. Soit G un graphe connexe bloc-cactus d’ordre n > 2. Alors 75 (G) =
v (G) 4+ 1 si et seulement si G = K,, ou G = Cy.
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Preuve. Il est simple de vérifier que si G € {K,,,Cy}, alors 75 (G) = v (G) + 1.

Inversement, soit G un graphe connexe bloc-cactus tel que 7§ (G) = v (G) + 1. Par le
Lemme 3.8, G n’a pas de points d’articulation et donc GG est un graphe complet ou un cycle.
Maintenant, si G est un cycle, alors par le Théoréme 2.1 et le fait que v5 (C,,) =n—1, on
an—1=75(C,) =v(C,)+1< 5 +1 et donc n < 4. Nous déduisons que G = C3 = K3
ou G =C4. O

Proposition 3.10. Soit G un graphe conneze tel que v5(G) = v(G) + 1. Si D est un

~5 (G)-ensemble de taille au moins trois, alors

Preuve. Soit G un graphe connexe et D un 7§ (G)-ensemble tel que |D| = v (G)+1 > 3.
Soit # € D tel que D — {x} est connexe. Alors, puisque tout sommet de V (G) — D a deux
voisins dans D, nous déduisons que D — {x} est un ensemble dominant connexe, ce qui

implique que
1(G) 7 (G) £7.(G) < [D —{z}| = [D] =1 =~(G)

d’ou

[]

Notons que la réciproque de la Proposition 3.10 est fausse. Pour voir, considérons la

couronne de la chaine P;.

Lemme 3.11. Soit G un graphe conneze tel que 75 (G) = v (G)+1 alors pour toute paire

de sommets x,y dans tout v5 (G)-ensemble D, une des assertions suivantes est satisfaite:

a) un des x ety est une feuille dans (D) et l'autre est une feuille ou bien un support

adjacent & celui-ci dans (D).

b) Il existe un sommet w € V (G) — D tel que N (w)ND = {z,y}.
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Preuve. Soit G un graphe connexe tel que 75 (G) = v (G) + 1. Soit D un ~5 (G)-
ensemble et x,y une paire de sommets dans D. Puisque D est un ensemble 2-dominant
connexe, D — {x} = D’ est un ensemble dominant minimum. Si y est isolé¢ dans (D’) (Par
le Théoréme 2.2), alors y est une feuille dans (D) et clairement x est un voisin a y. Si
|D’| = 1 alors x est aussi une feuille dans (D) . Supposons que |D’| > 2. Dans ce cas, x est
un sommet support de y dans (D) . Supposons maintenant que y n’est pas isolé dans (D') .
Alors y doit avoir un voisin privé dans V (G) — D’ (Par le Théoréme 2.2). Si w = x alors

x est une feuille dans D ayant y comme un sommet support. Supposons w # x, puisque

D 2-domine G, N (w) N D = {xz,y}. O

Pour donner d’autres propriétés pour les graphes vérifiant 5 (G) = v (G) + 1, il faut
caractériser d’abord les graphes connexes de degré minimum égal & un tels que 75 (G) =

v (G) + 1.

Théoréme 3.12. Soit G un graphe conneze tel que § (G) = 1. Alors 75 (G) = v (G) + 1

st et seulement si G = P;.

Preuve. Soit G un graphe connexe avec § (G) = 1 tel que 7§ (G) = v (G)+1. Soit D un
75 (G)-ensemble de G. Puisque § (G) = 1, alors D contient toutes les feuilles de G et leurs
voisins. Soit z une feuille dans G et y son voisin. D’abord, supposons que |D| > 3 et soit
2z # x un voisin quelconque de y dans D. Alors en appliquant le Lemme 3.11 au couple
x, z, nous déduisons qu’il existe un sommet w dans V' (G) — D tel que N (w)ND = {z, z},
ce qui contredit le fait que x est une feuille. Par conséquent, |D| = 2. Puisque D 2-domine
tout V (G) — D et x est une feuille alors V (G) — D = (), ce qui entraine que G = Ps.

L’inverse est évident. O

Le Théoréme 3.12 nous conduit & déduire qu’il n’existe pas d’arbre 17" d’ordre n > 3 tel

que v5 (T') = v (T) + 1. Alors, en vertu du Théoréme 2.31 nous aurons le corollaire suivant
Corollaire 3.13. Si T est un arbre d’ordre n > 3. Alors
Y3 (T) =7 (T) + 2.

En conséquence du Théoréme 3.12, nous considérerons dans la suite des graphes de

degré minimum d’au moins deux.
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Lemme 3.14. Soit G un graphe connexe de degré minimum au moins deux tel que
Y5 (G) = v(G) + 1. Si D est un v5 (G)-ensemble dont le sous-graphe induit ne contient

pas de feuilles alors G contient au moins |D| triangles.

Preuve. Soit G un graphe connexe de degré minimum au moins deux tel que 7§ (G) =
~v(G) + 1. Supposons que § ((D)) > 2. Alors toute paire de sommets dans D satisfait
uniquement ’assertion (b) du Lemme 3.11. Puisque § ((D)) > 2, alors (D) contient au
moins |D| arétes et par conséquent toute paire de sommets adjacents de D appartient a

un triangle. O

Lemme 3.15. Soit G un graphe connexe avec 6 (G) > 2 tel que v5(G) =~v(G) + 1. Si D
est un v5 (G)-ensemble contenant un sommet u n'ayant pas de voisins dans (V (G) — D)

alors

a) 7(G) =i(G) =1, (G).

b) Le sous graphe induit par D est isomorphe & l'étoile Ky p|—1 centrée en u ot tout

sommet de G appartient a un cycle induit de longueur 4.

c) Si|D| > 4, alors pour toute paire de sommets x,y dans D différent de u, il existe deux

sommets non adjacents w,w' € V (G)—D tels que N (w)ND = N (w')ND = {z,y}.

Preuve. Soit G un graphe connexe avec 0 (G) > 2 et D un 75 (G)-ensemble tel que
75 (G) = v (G)+1. Soit v € D un sommet n’ayant pas de voisins dans V' (G)—D. Il s’ensuit
que |D| > 3 et D —{u} = D’ est un 7 (G)-ensemble. Si un sommet x € D’ a un voisin
privé dans V' (G) — D', alors un tel voisin privé est adjacent & u pour étre 2- dominé par D,
ce qui contredit le fait que u n’a pas de voisin dans V' (G) — D. Alors tout sommet de D’
n’a pas de voisin privé dans V' (G) — D’. Par le Théoréme 2.2, D’ est indépendant. Puisque
0 (G) > 2, tout sommet de V' (G) — D’ est 2-dominé par D’. Alors i (G) < |D'| =~ (G) et
Y9 (G) < |D'| = v(G) . 1l s’ensuit que v (G) =i (G) = 5 (G) . Puisque D’ est indépendant
et D est connexe, alors u est adjacent & tous les sommets de D’. Par conséquent, (D) est
une étoile Ky p|—; centrée en u. De plus, le Lemme 3.11-(b) implique que pour toute paire
de feuilles z,y il existe w € V (G) — D tel que N (w) N D = {x,y}, ce qui implique que

2,1y, u, w induisent un cycle Cy.
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Prouvons maintenant c). Supposons que |D| > 4 et soient z, y deux feuilles quelconques
de (D). Par le Lemme 3.11-b) il existe w € V (G) — D tel que N (w) N D = {z,y}. Pour
éviter que (D — {z,y,u}) U {w} soit un ensemble dominant de taille 7§ (G) — 2, il doit
exister un w’ # w dans V (G) — D avec ww' ¢ E (G) tel que N (w') N D = {z,y}. O

Une conséquence immédiate du Lemme 3.15 est le corollaire suivant:

Corollaire 3.16. Si G est un graphe connexe sans Cy avec un degré minimum au moins
deux tel que 75 (G) = v(G) + 1. Alors tout sommet d’un ensemble 2-dominant connexe

minimum D a un voisin dans V (G) — D.

Preuve. Soit G un graphe connexe sans Cy et § (G) > 2. Soit D un v§ (G)-ensemble
de taille v (G) + 1. Supposons que D contient un sommet u n’ayant pas de voisin dans
V (G) — D. Par le Lemme 3.15, tout sommet dans G appartient & un cycle induit de
longueur 4, contradiction avec le choix de G. Alors tout sommet dans D a un voisin dans

V(G) - D. O

3.2.1 Quelques familles de graphes G tels que 5 (G) =~ (G) +1

Par le résultat suivant, nous caractérisons les graphes connexes d’une maille au moins

5 tels que 75 (G) = v (G) + 1.

Théoréme 3.17. Soit G un graphe connexe d’une maille au moins 5. Alors v5(G) =

v(G) + 1 si et seulement si G = P.

Preuve. Soit G un graphe connexe tel que g (G) > 5. Supposons que § (G) = 1, alors
par le Théoréme 3.12, G = P,. Rappelons que g (P,) = co > 5. Par conséquent, supposons
que ¢ (G) > 2 et soit D un ~§ (G)-ensemble de taille v (G) 4+ 1. Si 0 ((D)) > 2 alors par
le Lemme 3.14, G contient un triangle, contradiction avec le fait que g (G) > 5. Alors
d((D)) = 1. 1l est clair que |D| > 3. Sinon G a un triangle. Soit = une feuille dans (D)
et y son voisin dans (D). Soit z un voisin quelconque de y dans D différent de z. Un
tel sommet z existe car D est connexe. Si z n’est pas une feuille dans (D) alors par le
Lemme 3.11-b), il existe un sommet w € V (G) — D tel que N (w) N D = {y, z} et donc

Y, 2, w induisent un triangle, qui est une contradiction. Donc chaque voisin de y est une
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feuille dans (D). Ce qui entraine que (D) est une étoile K p—1 centrée en y. Puisque
tout sommet de V (G) — D a deux voisins dans D et G est sans triangles, alors y n’a pas
de voisins dans V' (G) — D. Mais pour tout couple de feuilles de D, il existe un sommet
dans V (G) — D ayant comme voisinage ce couple. Ce qui induit un cycle Cy, d’ou la

contradiction avec g (G) > 5. O
Considérons maintenant les graphes connexes sans griffes tels que 7§ (G) = v (G) + 1.

Lemme 3.18. Soit G un graphe connezxe sans griffes. Si v5(G) =~ (G) + 1 alors
7(G) <2

Preuve. Soit G un graphe connexe sans griffes et D un ~§(G)-ensemble de taille
v (G) 4 1. Soit z un sommet dans D tel que D — {z} = D’ est connexe. Puisque 75 (G) =
v (G) 4+ 1 et chaque sommet de V (G) — D est 2-dominé par D, alors D’ est un ensemble
dominant minimum. Selon le Théoréme 2.3, soit z,, € V(G) — D’ le voisin privé d’un
sommet w € D'. 1l est clair que puisque D est un ensemble 2-dominant, zz, € E (G).

Supposons que |D| > 4, nous allons montrer que (D) est complet. Supposons d’abord
que (D’) n’est pas un graphe complet. Soit y un sommet de D’ ayant au moins un non-
voisin dans D', Soit A= N (y)ND" et B=D"—(AU{y}). Il est clair que A et B tous
les deux ne sont pas vides. Puisque D’ est connexe, alors il existe au moins une aréte
joignant un sommet de A, disons z, & un sommet de B, disons ¢. Si 2’ est le voisin privé de
z dans V(G) — D’ alors il clair que z, 2/, t et y induisent une griffe, d’ou la contradiction.
En utilisant le fait que dans tout graphe connexe non trivial G, il existe deux sommets
tels que la suppression de chacun d’eux de GG ne déconnecte pas le graphe résultant. Par
conséquent, en choisissant un autre sommet 2’ différent de x, nous obtenons que (D — {z'})
est aussi complet et donc (D) est complet.

Puisque la suppression de deux sommets quelconques de D ne donne pas un ensemble
dominant de G, alors selon le Lemme 3.11, pour toute paire de sommets u, v de D il existe
un sommet z,, € V (G) — D, tel que N (x,,) N D = {u,v}. Pour un sommet y € D, soit
X, 'ensemble de tous les sommets z,, € V (G) — D, ol a est un sommet quelconque de

D — {y}, puisque |D| > 4, |X,| > |D| — 1 > 3. Nous prétendons que (X,) est complet.
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Supposons le contraire, (X,) n’est pas complet et soit z,, € X, tel que z oz ¢ E ((X,))-
Puisque |D| > 4, soit ¢ € D — {y, a,b} . 1l est clair que y, 24, Ty, ¢ induisent une griffe,
d’ou la contradiction. Il s’ensuit que (X,) est complet.

Maintenant, soient a, b, c,d quatre sommets quelconques de D, et soient xpq, Tpe, Teq
leurs sommets correspondants dans V(G) — D. Comme vu ci-dessus, toute paire de ces
sommets induit un graphe complet K5, ce qui conduit & avoir aussi un graphe complet
induit par xpg, Tpe, Teg. Soit D" = (D —{b,c,d}) U xp. (rappelons que (D) est aussi un
graphe complet). Si D” domine G, alors 7 (G) < 2, contradiction avec |D| > 4. Par
conséquent, D" ne domine pas G. Donc il existe un sommet z dans V (G) — D tel que
N(z)NnD = {b,c,d} et zzp. ¢ E(G), par symétrie zapy, 22,4 ¢ F(G). Mais alors
b, a, Ty et z induisent une griffe, d’ou la contradiction. Nous concluons que |D| < 4, donc

75 (G) € {2,3} . Par conséquent, v (G) < 2. O

Avant d’énoncer le prochain résultat, définissons la famille €2 des graphes connexes

sans griffes G tels que 2 < ~§(G) < 3.

Notons que si G € €2, alors ou bien 75 (G) = 2 et dans ce cas par le Théoréme 2.31, on

a v (G) =1 ou bien 7§ (G) = 3 et dans ce cas, par le Théoréeme 2.31, 1 <~ (G) < 2.

Soit H la famille des graphes H qui sont ou bien connexes sans griffes tels que v (H) =

a (H) = 2 ou bien formés de deux cliques.

Soit F C 2 la famille des graphes tels que 7§ (G) =3 et 7 (G) = 1.

Proposition 3.19. Tout graphe G € F est obtenu d’un graphe H € 'H en ajoutant un

sommet x adjacent a tout sommet de H.

Preuve. Soit G € F. Puisque 7 (G) = 1, soit  un sommet dominant de G. Soit H le
sous graphe induit par V (G) — {z}.

Supposons d’abord que H n’est pas connexe. Il est clair que H est formé d’exactement
deux composantes connexes C et Cy car GG est sans griffes. Si ] n’est pas complet, alors
soient u et v deux sommets non adjacents de Cy. Alors z,u,v et un sommet quelconque

de (5 induisent une griffe. D’ou C et C5 sont complets.
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Supposons maintenant que H est connexe. Le fait que 75 (G) = 3 on aura v (H) > 2.

Par ailleurs, puisque G est sans griffes, alors a(H) < 2. D'ou 2 > a(H) > v(H) > 2 et
donc v (H) = a(H) = 2. Par conséquent, H € H et le résultat désiré est obtenu. O

Théoréme 3.20. Soit G un graphe connexe sans griffes. Alors 75 (G) = v(G) + 1 si et

seulement si G € Q) — F.

Preuve. Si G est un graphe connexe sans griffes tel que 75 (G) = v(G) + 1, alors
d’apres le Lemme 3.18, on a 2 < +5 (G) < 3. Puisque 75 (G) = v(G) + 1, si 75 (G) = 2
alors 7 (G) = 1. En outre, si 45 (G) = 3 alors v (G) = 2. Ce qui implique que G € 2 — F.

Inversement, il est facile de voir que si G € 2 — F alors 75 (G) = v (G) + 1. O
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3.3 Propriétés des graphes connexes tels que 7§ (G) = v (G) + 2

Parmi les problémes ouverts proposés par Volkmann [14], on trouve celui de la car-
actérisation des graphes connexes G tels que 7§ (G) = 7 (G) + 2. Similairement & ce que
nous avons déja fait, nous nous intéressons dans cette section a certaines propriétés de tels
graphes. En particulier, nous donnons une caractérisation compléte quand ¢ (G) = 1 ou

G est un graphe connexe maximal sans triangles.

Lemme 3.21. Soit G un graphe conneze. Si D est un 7§ (G)-ensemble de taille v (G) + 2

alors pour tout triplet de sommets x,y,z € D, l'une des ces conditions est satisfaite:

a) z est une feuille dans (D) adjacente a x ou y.
b) xz,y,z induisent un Ps ou Cj.
c) degp (2) > 2, et x ouy, disons y vérifie degp, (y) € {1,2} et Nipy (y) C {=, 2} .

d) Il existe un sommet w € V (G) — D tel que N (w)N D = {xz,y, z}.

Preuve. Soit G un graphe connexe tel que 7§ (G) = v (G)+2 et D un ~§ (G)-ensemble.
Soient x et y deux sommets de D tels que D —{z,y} = D’ est un 7 (G)-ensemble. Puisque
~v5 (G) > 3, il est clair qu'un tel ensemble existe. Donc d’apres le Théoréme 2.2, chaque
sommet z € D’ est isolé ou a un voisin privé dans V (G) — D’. Si la premiere situation se
produit, alors z est adjacent & au moins I'un de x et y. Il est clair que degp, (2) =1et
donc z est une feuille dans (D) dont le support et = ou y et la condition (a) se réalise.
Sinon deg,p, (2) = 2 et donc x,y, z induisent un P3 ou Cj et (b) se concrétise. Supposons
maintenant que z a un voisin privé w dans V (G) — D'. Si w € {xz,y}, disons y, alors y
ne peut étre adjacent qu’a = ou z dans D, ce qui donne (¢). Si w ¢ {z,y}, alors w est le
voisin privé de z dans V (G) — D’ et comme D est un ensemble 3-dominant, alors w est
3-dominé par {x,y,z}, i.e. N(w)ND = {z,y,z}, et finalement on a (d). Ce qui acheve

la démonstration. O
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3.3.1 Quelques familles de graphes G tels que 5 (G) =7 (G) + 2

Nous allons initier cette partie par une caractérisation des graphes connexes de degré
minimum un tels que v§ (G) = v (G) + 2.

Soit L (G) 'ensemble des feuilles dans G et D un 7§ (G)-ensemble . Il est clair que

L C D. Nous observons que si G est un graphe connexe avec § (G) = 1 tel que +§ (G) =

v (G)+2, alors G doit contenir au plus deux feuilles, sinon D — L est un ensemble dominant

de cardinal au plus ~§ (G) — 2.

Soit G’ le graphe formé d’une chaine P, et un graphe quelconque H tel que trois

sommets consécutifs de la chaine P, avec H forment un joint H + Ps.

Figure 3.1. Le graphe G'.

Théoréme 3.22. Si G est un graphe tel que 6 (G) = 1, alors v5(G) = v(G) + 2 si et
seulement si G = Py, G = Py ou G = G’ le graphe illustré dans la Figure 3.1

Preuve. Soit G un graphe connexe avec 0 (G) = 1 et D un ~§ (G)-ensemble de taille
v (G) + 2. Soit & une feuille dans G et ¢ son support. Il est clair que x,t € D. Soit
y un sommet quelconque de D différent de t tel que D — {z,y} = D’ est un v (G)-
ensemble. Comme deg,(z) = 1, donc la condition (d) du Lemme 3.21 est exclue pour
tout triplet contenant x. Aussi, puisque z est une feuille dans G, alors tout sommet dans
V (G) — D' différent de = a au moins deux voisins dans D’ pour étre 3-dominé par D. Soit
w €V (G)— D' tel que w # x et soient wy, wq ses voisins dans D'. Si wyws € E (G), alors
D—{z,y,w;} ou D—{z,y, ws} est un ensemble dominant de cardinal inférieur a 7§ (G)—2,
contradiction. Par conséquent, D’ est un ensemble indépendant. Ce qui implique que tout

sommet dans D' — {t} est une feuille dans (D’) dont y est le support. Supposons que
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|D’| > 3 et soient y',y” deux voisins de y différents de t. Alors D — {z,y/,y"} est un
ensemble dominant de cardinal inférieur a +5(G) — 2, contradiction. Par conséquent,
|D'| < 2 et donc |D| < 4. Si |D| = 4, alors D induit une chaine Py = a-t-y-y'. Si
V(G)— D =0, alors G = P,. Si V(G) — D # 0, alors tout sommet de V (G) — D est
adjacent a tout D — {z} et peut avoir d’éventuels voisins dans V' (G) — D, donc G = G'.
Si |D| = 3, alors G = P;.

Pour I'inverse, il est facile de voir que si G € {Ps, P;, G’} , alors 7§ (G) = v (G)+2. O

Avant d’énoncer le prochain résultat, rappelons qu'un graphe G sans triangles est dit

maximal si pour toute aréte e € G, le graphe G + e contient un triangle.
G" est un graphe formé de deux ensembles X, Y tels que
[ ] <X> = SLQ.

e (V) est un stable de cardinal au moins trois, ot deux sommets de Y sont adjacents
uniquement aux feuilles de .S » et au moins un sommet de Y est adjacent au support

de degré deux et les feuilles de I’autre support.

Figure 3.2. Le graphe G”.

Théoréme 3.23. Si G est un graphe connexe sans triangles maximal. Alors v5(G) =
v (G) + 2 si et seulement si G = Py, G = Cy ou G = G" le graphe illustré dans la Figure
3.2.

Preuve. Soit G un graphe connexe sans triangles maximal et D un ensemble 3-dominant
connexe de taille v (G) + 2. Si 0 (G) = 1, alors en vertu du Théoréme 3.22, G = P3. Soit
d (G) > 2. Supposons que x,y sont deux sommets dans D tels que D — {x,y} = D’ est un
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v (G)-ensemble. Soit z un voisin de = dans (D’) . D’apres le Théoréme 2.2 [21], si z a un
voisin privé dans V (G) — D', alors un tel sommet doit étre adjacent a x et donc on a un
triangle. Alors z est isolé dans D’. Par conséquent, tous les voisins de = dans (D’) sont
isolés dans D’. Similairement, puisque ¢ (G) > 2, tous les voisins de y dans (D’) sont isolés
dans D'. La connexité de D implique que D = N [z] U N [y]. Alors D’ est un ensemble
indépendant ne contenant que les voisins de x et y. Deux cas se produisent:

Cas 1. (N(z)NN(y))ND" = 0. Soient L,, L, les ensembles des feuilles de = et y
dans (D) respectivement. Puisque D est connexe, alors zy € F (G). Dans ce cas, (D) est
une étoile double de sommets supports z et y. Si |D| = 4, alors (D) = P, et puisque G
est sans triangles, V (G) — D = (). 1l s’ensuit que G = P, mais G n’est pas maximal. Par
conséquent, |D| > 5. Alors (D) contient au moins trois feuilles. Supposons d’abord que
x et y alent chacun au moins deux feuilles dans (D). Soit z; € L, et y; € L, pour i =
L...,|Ls|, 5=1,...,|Ly|. Selon le Lemme 3.21-(d), il existe un sommet w € V (G) — D
tel que N (w) N D = {x1, 22,71} . Notons qu’aucun sommet de V (G) — D n’est adjacent
a tous les z1,x,y,y; car G est sans triangles. Mais dans ce cas, (D — {z1,z,y,y1}) U {w}
est un ensemble dominant de taille 7§ (G) — 3, contradiction. Par conséquent, I'un des
sommets x ou y doit étre support d’exactement une seule feuille dans (D), disons y. Ce
qui implique que x n’a pas de voisins dans V (G) — D sinon on a triangle. Si |D| >
6, choisissons n’importe quelles trois feuilles de = dans (D) et soit w’ leur voisin privé
dans V' (G) — D. Alors G + w'y; est sans triangles, contradiction avec le fait que G est
maximal. Par conséquent, |D| = 5 ce qui entraine que (D) = Ss;. Par ailleurs, pour
éviter que (D — {1, 29, 2,71 }) U {w} soit un ensemble dominant de taille v§ (G) — 3, il
doit y exister deux sommets wy, wo tels que N (wy) N D = N (wy) N D = {x1, 22,91} avec
wiwy ¢ E(G) (car G est sans triangles). Aussi, pour éviter que (D — {z1,z2,y}) soit un
ensemble dominant de taille 7§ (G) — 3, il doit exister un sommet w3 € V (G) — D tel que
N (w3) N D = {z1,x9,y}. Il s’ensuit que G = G”.

Cas 2. (N(x)NN(y)ND # 0. Alors zy ¢ E(G) sinon G contient un triangle.
De plus, il est important de noter qu’aucun sommet de V (G) — D n’est adjacent a la
fois & x et y, sinon avec un troisieme voisin de N (z) U N (y) un triangle est formé. Soit

C = (N (z) NN (y)) N D. Supposons d’abord que ni z ni y n’est support dans (D) . Donc



7

N (z) = N (y) = C. Remarquer qu’aucun sommet de V (G) — D n’est adjacent ni a z ni a y
sinon on aura un triangle. Si |C| > 3, alors D — {x} est un ensemble 3-dominant connexe,
ie. 75 (G) < ~5(G) — 1, ce qui est impossible. Il s’ensuit que |C| < 2. Par conséquent,
G=0C4(s1|C|=2)ouG =P (si|C|=1).

Supposons maintenant, sans perte de généralité, que x est un sommet support. Soit
x1 une feuille quelconque de = dans (D). Dans ce cas, Montrons que x a exactement deux
feuilles dans (D) . Supposons que x; est 'unique feuille de x dans (D) . Ainsi, étant donné
qu’aucun sommet de V (G) — D n’est adjacent a la fois & 21 et y (sinon G contiendra un
triangle), il s’ensuit que G + x1y est sans triangles, contradiction. Maintenant, supposons
que 1, T2, x3 sont trois feuilles de x dans (D). Alors par le Lemme 3.21-(d) , il existe un
sommet w € V (G) — D tel que N (w) N D = {x1,x2,x3}. Mais le graphe G +wy est sans
triangles, contradiction. Par conséquent, x a exactement deux feuilles dans (D), disons
x1, To.

Maintenant, supposons que |C| > 2 et soient z, 2’ € C. Par le Lemme 3.21-(d) , il existe
un sommet w’ € V (G) — D tel que N (w') N D = {z1, 2,2’} . Notons qu’aucun sommet de
V (G) — D n’est adjacent aux trois sommets de {z,y, z, 2’} . Maintenant, si degp, (y) > 3,
alors (D — {z,y,z,2'}) U{w'} est un ensemble dominant de taille inférieure a v§ (G) — 2,
qui est une contradiction. D’ot degp, (y) = 2 et C' = {2,2'}. Encore une fois par le
Lemme 3.21-(d) , il existe un sommet wy; € V (G) — D tel que N (wy) N D = {1, 29,2} .
Mais le graphe G + w; 2’ est sans triangles, contradiction aussi. Par conséquent, |C] = 1.
Si y est une feuille dans (D), alors (D) = Ss; et ceci a été déja discuté dans le Cas 1
puisque z peut jouer le méme role que y.

Supposons donc que y est un sommet support dans (D). Dans ce cas, y doit avoir
exactement deux feuilles dans (D), disons 1, y2, analogiquement & . Alors |D| = 7. Par
le Lemme 3.21-(d) , il existe un sommet w” € V (G) — D tel que N (w”")ND = {x1, 22,71} .
Mais le graphe G + w”ys est sans triangles, contradiction.

Pour l'inverse, il est facile de voir que si G € {Cy, P3, G"} , alors 75 (G) = v (G)+2. O
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CHAPITRE 4

(RAPHES 2-DOMINATION POINT-STABLES ET

POINT-CRITIQUES

De nombreuses études ont été effectuées sur certains invariants de graphes lorsqu’une
aréte est ajoutée, supprimée ou contractée, et il en est de méme pour la suppression
d’un sommet. En 2006, Burton et Sumner [33] ont initié¢ 1’étude des graphes domination
point-critiques, i.e les graphes pour lesquels le nombre de domination diminue suite a
la contraction (ou l'identification de deux sommets adjacents) d’une aréte quelconque.
Ce méme concept fait I'objet de notre étude pour une variation de domination dans les

graphes, appelée 2-domination introduite par Fink et Jacobson [10].

Le présent chapitre est consacré a I’étude de l'effet de la contraction d’une aréte sur
le nombre de 2-domination d’un graphe, en particulier, lorsque ce nombre diminue ou
reste inchangé. Ce chapitre se compose de trois sections. Dans la premiére, nous présen-
tons quelques propriétés des graphes 2-domination point-stables ol nous donnons une
caractérisation de certains graphes ~y,-point-stables dont les graphes complets, les graphes
bipartis complets, les cycles et les chaines. La deuxiéme section fournit une caractérisa-
tion de tous les arbres qui sont 2-domination point-stables. Une caractérisation de tous

les arbres qui sont 2-domination point-critiques fait ’objet de la troisiéme section.

La plus grande partie des résultats qui sont présentés dans ce chapitre a été élaborée
en collaboration avec M. Chellali et fait ’objet d’un article publié dans "Asian-European

Journal of Mathematics".
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4.1 Quelques résultats préliminaires

Observation 4.1 ([91]). Toutes les feuilles de G sont dans tout ensemble 2-dominant de

G.

Rappelons que la contraction d’une aréte uv forme un nouveau sommet, désigné par
uv, dont le voisinage ouvert est (N(u) U N(v)) — {u,v}. Le graphe obtenu sera désigné

par G,.

Notre premier résultat montre que la contraction d’une aréte quelconque d’un graphe
G peut diminuer le nombre de 2-domination de G d’au plus un. Cependant, il peut

augmenter en fonction des degrés des sommets contractés.

Proposition 4.2 ( [91]). Soit G un graphe connexe d’ordre n > 2. Alors pour toute paire

de sommets adjacents u et v on a
V2 (G) =1 <73 (Guw) < 72 (G) + min (dg (u) — 1,dg (v) — 1).

Preuve. Il est clair que le résultat est valable pour n = 2. Nous supposons donc que
n > 3, et soient u, v deux sommets adjacents de G.

Pour prouver la borne inférieure, soit D un 7, (Gy,)-ensemble. Si wo € D, alors
(D — {uv}) U {u,v} est un ensemble 2-dominant de G, et donc v, (G) < 75 (Guw) + 1.
Maintenant, si wv ¢ D, alors ou bien D U {v} ou D U {u} est un ensemble 2-dominant de
G, et donc v, (G) < vy (Guw) + 1.

Maintenant, pour prouver la borne supérieure, soit D un 7, (G)-ensemble. Sup-
posons d’abord que w,v ¢ D. Alors D est un ensemble 2-dominant de G, et donc
Y9 (Guw) < |D| = 75 (G). Supposons maintenant, sans perte de généralité, que u €
D et v ¢ D. Alors (D — {u}) U {uv} est un ensemble 2-dominant de G,,, et donc
Yo (Guw) < 75 (G) . Finalement, supposons que u,v € D, et soit A 'ensemble des voisins
communs de u et v dans V (G) — D. Alors (D — {u,v}) U {uv} U A est un ensemble 2-
dominant de G,,, ce qui implique que v, (Gu) < 75 (G) — 1 + |A|. Maintenant, comme

|A| < min (dg (u) — 1,dg (v) — 1), alors la borne désirée est satisfaite. O
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Il est a noter que I'’ensemble A défini dans la preuve de la Proposition 4.2 est vide

lorsque G est un graphe sans triangles. Le corollaire suivant est donc immédiat.

Corollaire 4.3 ([91]). Soit G un graphe connexe sans triangles non trivial. Alors pour

toute paire de sommets adjacents u et v de G,

Y2 (G) =1 < 75 (Guw) <72 (G).

Une aréte e € E(G) est une aréte stable si v,(Ge) = v5(G), et elle est critique si
V2(Ge) = 72(G) — 1.

Définition 4.4. Un graphe G est appelé ~y4-point-stable si 74(Ge) = 75(G) pour toute

aréte e € E(G), autrement dit toute aréte de G est stable.

Définition 4.5. Un graphe G est appelé ~y,-point-critique si 74(Ge) = v5(G) — 1 pour

toute aréte e € E(G), autrement dit toute aréte de G est critique.

4.2 Graphes v,-point-stables

Nous commengons par présenter quelques propriétés des graphes 7y,-point-stables.

Proposition 4.6 (Attalah et Chellali [91], 2019). Il n’existe pas de caractérisation de

sous-graphe induit interdit des graphes v,-point-stables.

Preuve. Etant donné un graphe H, pour tout v € V(H) ajouter deux nouveaux
sommets v’ et v” et deux nouvelles arétes vv’ et vv” pour obtenir un graphe G. Il est facile
de voir que la contraction de n’importe quelle aréte de G ne change pas le nombre de
2-domination de G, c’est-a-dire, GG est un graphe v,-point-stable. Puisque H est un sous-
graphe induit de G, nous concluons qu’il n’existe pas de caractérisation de sous-graphe

interdit des graphes ~,-point-stables. O]

Rappelons qu’un ensemble D C V' est indépendant si ses sommets sont non adjacents

deux & deux .

Proposition 4.7 (Attalah et Chellali [91], 2019). Soit G un graphe v4-point-stable sans

triangles. Alors tout v, (G)-ensemble est indépendant.



81

Preuve. Supposons le contraire, D est un v, (G)-ensemble non indépendant. Soit u, v
deux sommets adjacent dans D. Comme G est sans triangles, u et v n’ont pas de voisins
communs dans V (G) — D. Alors (D — {u,v}) U{uv} est un ensemble 2-dominant de G,

et donc v, (Guy) < 75 (G) — 1, une contradiction. O
En vertu de I’Observation 4.1 et la Proposition 4.7, nous obtenons le corollaire suivant.

Corollaire 4.8 (Attalah et Chellali [91], 2019). Si G est un graphe y,-point-stable, alors

tout v, (G)-ensemble ne contient pas de sommets supports de G.

Proposition 4.9 (Attalah et Chellali [91], 2019). Si G est un graphe ~y,-point-stable, alors

tout sommet support de G est adjacent & au plus deux voisins feuilles.

Preuve. Soit D un 7, (G)-ensemble, et supposons que G a un sommet support v ayant
au moins trois voisins feuilles. Soit u € L,. Par ’Observation 4.1 et la Proposition 4.7,

L, C Detv¢ D.Mais D—{u} est un ensemble 2-dominant de G,,, une contradiction. []

Proposition 4.10 (Attalah et Chellali [91], 2019). Soit G un graphe ~y,-point-stable sans

sommets isolés. Alors pour tout sommet u de V(G),

Yo (G —u) > 7, (G).

Preuve. Soit u un sommet de V' et v un voisin de u. Supposons que v, (G — u) < 7, (G),
et soit D un v, (G — u)-ensemble. Si v € D, alors il est clair que D est un ensemble 2-
dominant de G, et donc 7, (Guy) < 75 (G —u) < v, (G), ce qui contredit le fait que G
est ,-point-stable. Par conséquent, v € V' — D. Puisque v est deux fois dominé par D,
alors D est un ensemble 2-dominant de (G, ce qui méne aussi & une contradiction. Nous

déduisons que v, (G — u) > 7, (G) pour tout u € V. O

Nous cloturons cette section en donnant une caractérisation de certains graphes ~,-
point-stables dont les graphes complets, les graphes bipartis complets, les cycles et les

chaines. Puisque 7, (K,) = 2 pour tout n > 2, ce qui suit est direct.

Observation 4.11 (Attalah et Chellali [91], 2019). Un graphe complet K,, est ~,-point-

stable st et seulement si n > 3.
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Il est connu [10] que v4(P,) = [(n + 1)/2] et v5(C,) = [n/2] . Puisque la contraction
d’une aréte dans une chaine ou un cycle donne une chaine ou un cycle, respectivement, les

résultats suivants sont immeédiats

Observation 4.12 (Attalah et Chellali [91], 2019). Une chaine P, est y,-point-stable si

et seulement si n > 3 et n est impair.

Observation 4.13 (Attalah et Chellali [91], 2019). Un cycle C,, est v,-point-stable si et

seulement st n = 3 oun est pair.

Proposition 4.14 (Attalah et Chellali [91], 2019). Soit G un graphe complet biparti

d’ordre n. Alors G est vy4-point-stable si et seulement si G = K ,,_o pour tout n > 3.

Preuve. Soit G un graphe complet biparti v,-point-stable de bipartition A et B ou
|A| < |B|. D’apres la Proposition 4.7, nous avons ou bien DN A =0 ou DNB =0
pour tout 7y, (G)-ensemble D. Il s’ensuit que |A| < 3, sinon deux sommets quelconques
de A avec deux sommets quelconques de B forment un 7, (G)-ensemble qui n’est pas
indépendant. Maintenant, supposons que |A| = 3, et soit x € A et y € B. Notons que A
est un v, (G)-ensemble. Alors A—{z} est un ensemble 2-dominant de G,,, ce qui contredit
le fait que G est 7,-point-stable. Par conséquent, |A| < 2. Si |A| = 1, alors G est une
étoile et il est clair que v, (G) = 7, (Ge) pour toute e € E(G) si et seulement si |B| = 2,
c’est-a-dire G = K 5. Par ailleurs, si |A| = 2, alors G = Ky ,,_o.

L’inverse est simple & voir. O]

4.3 Arbres v,-point-stables
Pour la suite, nous aurons besoin des observations suivantes.

Observation 4.15 (Attalah et Chellali [91], 2019). Soit T' l’arbre obtenu & partir d’un
arbre non trivial T et une étoile K1, (p > 2) centrée en v en ajoutant une aréte vw & un

sommet w de T". Alors

Yo(T) = 72(T") + p.
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Preuve. Tout 7,(7")-ensemble peut étre étendu a un ensemble 2-dominant de 7" en
ajoutant L(v), et donc v4(T') < v5(T") + p. D’un autre coté, soit D un ~y4(T")-ensemble.
Alors par I’Observation 4.1, L, C D. De plus, sans perte de généralité, nous avons v ¢ D
(sinon remplacer v par w dans D). Alors D — L,, 2-domine 7" et donc 7,(7") < v5(T) — p.
Dot 75(T') = 7,(T") + p- [

Observation 4.16 (Attalah et Chellali [91], 2019). Soit T l’arbre obtenu & partir d’'un
arbre non trivial T" et k chaines Py : x;y; en ajoutant des arétes x;w & un sommet w de

T" appartenant & un v, (T")-ensemble. Alors

Y2 (T) =7, (T/) + k.

Preuve. Si D’ est un 7, (7”)-ensemble contenant w, alors D’ U {y1, 2, ..., yx} est un
ensemble 2-dominant de T, et donc v, (1) < v, (17") + k. Maintenant, soit D un v, (T)-
ensemble. Alors tout y; € D (par ’Observation 4.1). Si z; € D pour un certain i, alors
la minimalité de D implique que w ¢ D, et nous pouvons remplacer z; par w dans D.
Ainsi, nous pouvons supposer que D contient z;. Il s’en suit que w € D, et alors DNV (T”)

2-domine 7”. Par conséquent, v, (T") < v, (T) — k et nous avons ’égalité. O

Notons par H la famille de tous les arbres T' obtenus & partir de p étoiles subdivisées
et de q chaines P3, oul p+¢ > 2, en ajoutant un nouveau sommet x attaché a une feuille de
chaque chaine P; et aux sommets centres des étoiles subdivisées. Si H est un arbre de 'H
enraciné a son sommet centre x, alors soit Ly I’ensemble des feuilles de H, Sy ’ensemble

des sommets supports de H et C, = Ny(x).

Observation 4.17 (Attalah et Chellali [91], 2019). Soit T' l’arbre obtenu & partir d’un
arbre non trivial T' et un arbre H € H enraciné en x en ajoutant une aréte rw & un

sommet w de T". Alors

Yo (T) =72 (T,) + |LH’ + ’Cx‘ .

Preuve. Puisque tout v, (7")-ensemble peut étre étendu & un ensemble 2-dominant
de T en ajoutant Ly U C,, alors v, (1)) < 7, (1") + |Lg| + |Cz|. D’un autre coté, soit
D un 7, (T)-ensemble. Alors d’aprés ’Observation 4.1, Ly C D, et C, C D pour 2-

dominer Sy. Par ailleurs, si x € D, alors x peut étre remplacé par w dans D. Nous
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pouvons donc supposer que = ¢ D, et alors D N V(T") 2-domine 7”. Par conséquent,
Yo (T") < 4o (T') = (|Lu| + |Cy|), et nous obtenons ’égalité. O

Dans le but de caractériser les arbres 7,-point-stables, nous définissons la famille F de
tous les arbres 7" pouvant étre obtenus par une séquence T4, Ts, ..., T; (j > 1) d’arbres,
ouT) =P, T =T}, et sij>2, T4 peut étre obtenu de maniere récursive a partir de 7;

par 1'une des opérations suivantes:

e Opération F; : Attacher une chaine P; : yxz en joignant x & un sommet w de T;

n’appartenant & aucun 7y, (7;)-ensemble.

e Opération F; : Attacher k chaines P, : z;y; en joignant chaque z; a une feuille w

de T;.

e Opération F; : Attacher un arbre H € H enraciné en x en joignant x & un sommet

w de T;.

Figure 4.1. Opération F;.

Figure 4.2. Opération F.
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Figure 4.3. Opération Fs.
Dans ce qui suit, nous prouverons:

Théoréme 4.18 (Attalah et Chellali [91], 2019). Un arbre T est v4-point-stable si et

seulement si'T' € F.
Nous allons utiliser les propositions suivantes.

Proposition 4.19 (Attalah et Chellali [91], 2019). Si T € F, alors T' est un arbre v4-

point-stable.

Preuve. Soit T un arbre de F. Alors T peut étre obtenu par séquence 17, Ts, ...,
T; (j > 1) d’arbres, o Ty = P5, T =T}, et si j > 2, T;1; peut étre obtenu de maniére
récursive a partir de T; par I'une des trois opérations définies ci-dessus. Nous utiliserons
une induction sur le nombre d’opérations effectuées pour construire 7. Il est clair que la
propriété est vraie si j = 1. Ceci établit le cas de base.

Supposons maintenant que j > 2 et que le résultat est valable pour tous les arbres
T € F pouvant étre construits a partir d'une séquence de longueur au plus j — 1, et soit
T" =T;_4. Par induction, 7" est un arbre 7,-point-stable. Soit 7" un arbre obtenu de 7"
en utilisant I'une des opérations Fi, Fs, et F3. Nous considérons chaque cas séparément.

Cas 1. T est obtenu d’un arbre 7" en utilisant 'opération F;. Par I’Observation 4.15,
79 (T') = 75 (T") + 2. Nous allons montrer que 7" est y,-point-stable. Soit uv une aréte de
E(T).



86

Supposons d’abord que uv € E (T"). Puisque T, est un arbre, alors par ’Observation
4.15, nous avons vy (T,) = v, (T7,)+2. Egalement, comme T” est un arbre ,-point-stable,
Vo (Tww) = 72 (Th,) +2 =7 (T") +2 =7, (T).

Supposons maintenant que uv = zw. Soit D’ un v, (7")-ensemble. Rappelons que par
construction, w n’appartient a aucun 7, (7”)-ensemble, et donc w ¢ D’. Alors D' U {y, z}
est un ensemble 2-dominant de T, ce qui implique que vy (Thyw) < Vo (T7) +2 = 75 (T) .
Supposons maintenant que v, (1) < 74 (T') et soit S un vy, (7;.,)-ensemble. Alors y, z € S
(par ’'Observation 4.1). Sizw € S, alors S’ = {w}US—{y, z, 7w} 2-domine 7", impliquant
que Yo (T") < 79 (Thw) —2 < 75 (T) — 2 = 5 (T") , ce qui est impossible. Par conséquent,
zw ¢ S. 1l ’ensuit que S — {y, 2z} est un ensemble 2-dominant de 7" — w. Puisque 7"
est un arbre v,-point-stable, par la Proposition 4.10, v, (T") < v, (T" —w) < |S| — 2 =
Yo (Tiw) — 2, €t donc vy (Tyw) = Vo (T") +2 = v, (T'), ce qui contredit notre hypothése que
Vo (Taw) <72 (T) . Alors v, (Tow) =72 (T) -

Finalement, supposons que uv € {xy,zz}. Sans perte de généralité, supposons que
uv = zy. Il est clair que tout 7, (7”)-ensemble peut étre étendu & un ensemble 2-dominant
de T}, en ajoutant z et Ty, et donc v, (1Ty,) < v, (17)+2 = v, (T') . Pour prouver 'égalité,
supposons que I'inégalité est stricte, i.e. vy (Tyy) < 7o (T). Soit S un 7, (T, )-ensemble.
Alors z € S. SiTy ¢ S, alors w € S et donc S — {z} est un ensemble 2-dominant de
T'. Dot vy, (T") < |S] =1 <75 (T) — 1, et donc v, (T") < 7, (1) — 2. En utilisant le fait
que v, (T") + 2 = 7, (T"), nous déduisons que S — {z} est un , (7")-ensemble contenant
w, ce qui contredit la construction. D’ou zy € S. La minimalité de S implique que
w ¢ S, et alors S — {z,Ty} est un ensemble 2-dominant de 7" — w. Sachant que 7" est
un arbre 7y,-point-stable, alors par la Proposition 4.10, v, (T7) < v, (T" —w) < |S| —2 =
Vo (Ty) — 2, et donc vy (Thu) > vo (1) +2 = 75 (T') , ce qui contredit notre hypothése que
Yo (Tow) < Y5 (T). Dot 74 (Thy) = vo (T') . Par conséquent, v, (T.) = v, (T') pour toute
aréte e € F(T') et donc T est y,-point-stable.

Cas 2. T est obtenu d’un arbre 7" en utilisant I'opération F5. Par I’Observation 4.16,
Vo (T)) = 5 (T") 4+ k. Dans la suite, nous allons démontrer que T est y,-point-stable. Soit

uv une aréte de E(T), et soit s le sommet support adjacent & u dans 7".
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Supposons d’bord que uv € E (T"). Si w ¢ {u,v}, alors w est une feuille dans 7 et
donc par 1’Observation 4.16, vy (Ty,) = 74 (T0,) + k. Puisque 7" est un arbre y,-point-
stable, Nous obtenons que v, (Tyw) = 7o (1},,) + k = 75 (I") + k = 7, (T') . Maintenant,
supposons que w € {u,v}, i.e. uv = ws. Soit D’ un 7, (1")-ensemble. Comme w € D,
s ¢ D' (par la Proposition 4.7), et T' est y,-point-stable, nous avons D* = (D — {w}) U
{ws} est un 7, (77 ,)-ensemble contenant ws. D’ou par I’Observation 4.16, v, (Tys) =
o (T! ) + k. Maintenant, puisque 7" est un arbre ~,-point-stable, nous obtenons que
Vo (Tws) =72 (Ths) + k=7, (T") + k =7, (T).

En second lieu, supposons que uv est une aréte de la forme wax;, disons wx;. Soit D’
un v, (T")-ensemble. Puisque w € D', (D' — {w}) U {wz1,y1,...,yx} est un ensemble 2-
dominant de Ty, et donc vy (Tysy) < |D'| + k = 7,(T") + k (puisque 7" est un arbre
~o-point-stable). Maintenant, supposons que v, (T, ) < Vo(T") +k et soit S un v, (Tye, )-
ensemble. Il est clair que y; € S pour tout i € {1,2,...,k}. Si k > 2, alors wz; € S pour
2-dominer tous les x; pour ¢ > 2. Mais alors S" = {w}US —{wz71, y1, ..., yx } est un ensemble
2-dominant de 7" impliquant que v, (7)) < (|S|+1) =k =1 = vy (Twa,) — k < 15(T7),
ce qui est impossible. D’ou & = 1. Si wz; € S, alors nous pouvons le remplacer par s
dans S. Donc, nous pouvons supposer que wz; ¢ S (pour 2-dominer wzy). D'ou s € S,
ce qui implique que S — {y;} est un ensemble 2-dominant de 7" — w. Puisque 7" est un
arbre ~y,-point-stable, alors par la Proposition 4.10, v, (T") < 7, (T" —w) < |S| =1 =
Yo (Twzy) =1 < (75(T") +1) — 1 = ~,(T"), ce qui est impossible. Nous déduisons que
Vo (Tway) = 72(T") + k=7, (T).

Finalement, supposons, sans perte de généralité, que uv = z,y;. D’apreés le Corollaire
4.3, Yo (Toyy1) < vo (T') . Supposons que I'inégalité est stricte vy (Th,y,) < 7o (1) et soit S
un v, (77,4, )-ensemble. Alors {Z1y1,y2, ..., yx} C S. Siw € S, alors S — {7191, y2, - . ., Ui}
est un ensemble 2-dominant de 7", et donc v, (1") < vy (Thyyy ) —k < o (T)—k =5 (T") , ce
qui est impossible. D’ot w ¢ S. Si k > 2, alors tous les x; pour i € {2, ..., k} appartiennent
a S mais 8" = {w}US —{z,, ..., 21} serait soit un ensemble 2-dominant de 77,,, plus petit
que S (ou k£ > 3) ou bien un 7, (7%,,, )-ensemble contenant w (déja vu ci-dessus). Alors
nous déduisons que k = 1, et donc S — {Z171} est un ensemble 2-dominant de 7" — w.

En utilisant le fait que v, (1) = v, (I”) 4+ 1, nous obtenons v, (1" — w) < vy (Thyy,) — 1 <
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Yo (T) =1 = (9 (T")+1) = 1 = ~v,(T"), ce qui contredit la Proposition 4.10. D’ou
Yo (Tyryy) = 7o (T) . Par Conséquent, v, (1.) = 7, (T') pour toute e € E(T') et donc T est
~vo-point-stable.

Cas 3. T est obtenu d'un arbre 7" en utilisant I'opération F3. Par I’Observation
417, 75 (T) = 75 (T") + |Lg| + |C.| . Dans ce qui suit, nous allons démontrer que 7" est
vo-point-stable. Soit uv une aréte de E(T)).

Supposons d’abord que uv € E (T"). D’aprés I’Observation 4.17, v, (T) = 4 (11.,) +
|Ly| + |Cy| . Puisque T" est vy-point-stable, v, (Tyy) = 75 (T0,) + | Lu| + |Cu| = 75 (T") +
L] + 1G] = 7 (T)

Supposons maintenant que uv = zw. Par le Corollaire 4.3, vy (Tpw) < 75 (T) . Sup-
posons que l'inégalité est stricte vy (Thy) < V5 (T) et soit D un 7y, (T}, )-ensemble. Par
I’Observation 4.1, Ly C D et C, C D (pour 2-dominer Sg). Si Tw € D, alors {w} U
D — (Ly UC, U {Tw}) est un ensemble 2-dominant de 7", et donc v, (T") < 75 (Thw) +
1 — (| L) +1]C] +1) < 7% (T) — (|Lu| +1Cs|) = 72 (T"), ce qui est impossible. D’ou
Tw ¢ D. Mais alors D — (Ly UC,) est un ensemble 2-dominant de 7" — w. Ainsi,
Yo (T" = w) <75 (Tow) = ([La| +|Cel) <7 (T) = ([Lul + [Cal) = 72 (T7), ce qui contredit
la Proposition 4.10. Par Conséquent, v, (1) = 74 (T).

Finalement supposons que uv € F (H). Par le Corollaire 4.3, nous avons 7, (Ty,) <
o (T) . Supposons que vy (Th,) < 74 (T') et soit D un 7, (T),,)-ensemble. Nous considérons
que deux situations, selon que 'aréte uv est incidente a x ou non.

Supposons d’abord que uv = z¢; pour certains ¢; € C,. Soit C, = (C, — {¢;}) U{Tc;}.
On peut facilement voir que L, UC? C D. Si DNV (T") 2-domine V(T"), alors 7, (1") <
1Dl = [Lu U G| = 72 (Tw) — (Ll +1CL]) < 7o (T) = ([Lul +CL]) = 72 (T"), ce qui
est impossible. D’ou D NV (7”) ne 2-domine pas V(1”), et donc il 2-domine 7" — w,
d'ot v, (T" —w) < |D| — |Lgp UCL| = vy (Tww) — (|Lu| + |CL]) = 75 (T") . Mais I'inégalité
Yo (T" — w) < 75 (T") contredit la Proposition 4.10. Par conséquent, v, (Ty,) = 74 (1) .

Pour la suite, nous pouvons supposer que uv n’est pas incidente & x. Supposons que uv
est une aréte appartenant a une étoile subdivisée dans H — x centrée a c;, avec les sommets
supports yi, ¥y, ..., Yr €t les feuilles ly,1ls,....lx, o k > 2. Sans perte de généralité, soit

wv = Y11y (le cas uv = ¢y, est similaire). Il est facile de voir que (Ly — {l1})U {ﬂ} cD



89

et C, C D. Puisque |C,| > 2, nous pouvons supposer que = ¢ D. D’ou DNV (T") est
un ensemble 2-dominant de 7", impliquant que v, (77) < |D| — (|Lu| + |Cs]) < 7o (T"),
ce qui est impossible. Par conséquent, v, (T,) = v, (T) . Finalement supposons que uv
est une aréte d’une certaine chaine P; : c;y;l; dans H — x. comme les arétes c;y; et y;l;
jouent le méme role, nous pouvons supposer que uv = ¢;y;. Soit C!, = C, —{¢; }. Il est clair
que Ly UC! C D. Par ailleurs, € D pour 2-dominer le sommet ¢;g;. 1l est clair que si
DNV (T') 2-domine V (T"), alors nous devrions obtenir vy, (7") < v, (7") et si DNV (T")
2-domine V (1" — w) , alors nous devrions avoir v, (7" — w) < 74 (1") . Les deux situations
donnent lieu & une contraction. D’ow v, (Ty,) = 74 (T) . Par conséquent, v, (1) = v, (T')

pour toute e € E(T') et donc T est ~y,-point-stable. O

Proposition 4.20 (Attalah et Chellali [91], 2019). Si T est un arbre y,-point-stable, alors
TeF.

Preuve. Nous allons utiliser une induction sur 'ordre n de T', avec n > 3. Il est clair
que si n = 3, alors T est la chaine P3; qui appartient & F. Supposons que tout arbre
~vo-point-stable 7" d’ordre n’, avec 3 < n’ < n, est dans F. Soit T un arbre 7,-point-stable
d’ordre n. Puisque Ps est 'unique arbre y,-point-stable de diameétre deux, supposons que
T a un diametre au moins trois. Si diam(7") = 3, alors T est la double étoile S, , et par
le Corollaire 4.8 et la Proposition 4.9, nous devons avoir p = ¢ = 2. Dans ce cas, Sy € F
parce qu’elle est obtenue & partir de T} = P3 en utilisant I’Opération F;. Nous pouvons
donc supposer que 71" a un diameétre au moins quatre.

Soit diam(T") = d et soit P = xox;...x4 une chaine diamétrale dans 7' choisie telle que
le degré de x4 est si large que possible. Enracinons 7" & xq. Il est clair que xg et x4 sont
des feuilles. D’autre part, comme x4 ; est un sommet support, alors la Proposition 4.9
implique que 2 < dr (x4-1) < 3. Notons par T, le sous-arbre induit par un sommet z et
ses descendants dans ’arbre enraciné 7T

Supposons que dr (x4_1) = 3. Il est clair que T,, , est une chaine P; centrée a x4 1

d—1

avec x4 et x); ses feuilles. Soit 7" =T — T, Par I’Observation 4.15, v, (1) = 4 (T") + 2.

Tg—1°
Rappelons que z4 et x), appartiennent & tout v, (7")-ensemble. Si z,4_o appartient a un

certain 7y, (7")-ensemble X, alors X U {z/,} est un ensemble 2-dominant de T de

ZTdTd—1
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cardinal v, (T) — 1, ce qui contredit le fait que 7" est un arbre y,-point-stable. D’ot 24 o
n’appartient & aucun 7, (7”)-ensemble. De plus, si 7" n’est pas 7,-point-stable, alors il
existe une aréte uwv € E (T") telle que 7, (7)) < 75 (T"). Dans ce cas, tout v, (77,)-
ensemble peut étre étendu & un ensemble 2-dominant de 7, en ajoutant x, et 2/, et ainsi
Yo (Tuw) < vo (T),) +2 < 75 (T") + 2 = 7, (T'), une contradiction. D’ott 7" est y,-point-
stable, et par induction sur 77, 7" € F. Il s’ensuit que T' € F parce qu’il est obtenu
a partir de 7" en utilisant ’Opération F;. A partir de maintenant, nous supposons que
dr (x4-1) = 2. Observons que x4 est différent d’un sommet support, sinon il y a un v, (7')-
ensemble contenant x4, o (pour 2-dominer x,_1) et toutes ses feuilles, ce qui contredit la
Proposition 4.7. Nous déduisons que si dy (x4_2) > 3, alors tout fils de 24 5 est un sommet,
support de degré deux, c’est-a-dire que T},

., est une étoile subdivisée. Soit D un v, (T')-

ensemble. Par I’Observation 4.1, toutes les feuilles de T, . appartiennent & D. De plus,

2
la Proposition 4.7 implique que D ne contient pas des fils de x4 5, et donc x4 o € D.
La Proposition 4.7 implique aussi que xz4_3 ¢ D. Il s'ensuit que |N(z4-3) N D| > 2. Si
dr (x4—3) > 3, alors en utilisant le fait que x4_3 ¢ D, tout sommet support dans T;, , &
distance deux de x4 3 a degré deux (comme il joue le méme role comme x4 1), et tout
sommet support est adjacent & au plus deux feuilles, nous pouvons facilement voir que
chaque sous-arbre enraciné vers un fils y de z,_3 est soit une étoile subdivisée centrée a
Y, ou bien une chaine Pj soit centrée a y ou bien ayant y comme une feuille. S’il y’a une
chaine P5 centrée a y, alors soit 7" = T — T;,. Un tel cas est analogue a celui déja traité.
Par conséquent, en utilisant le méme argument, nous verrons que 7" est 7,-point-stable,
et 7" € F (par induction sur 7”). Par conséquent, T' € F car il est obtenu a partir de
T en utilisant ’Opération F;. Nous pouvons donc supposer que chaque sous-arbre dont
la racine est y est soit une étoile subdivisée centrée a y, ou bien une chaine P3; ayant y
comme feuille. Nous distinguons entre deux cas.

Cas 1. dr(zq-3) > 3. Alors 7" =T, |
centre. Soit 7" = T — T". Par 1'Observation 4.17, v, (T) = 7, (T") + |Lrv| +

est un arbre de H avec x4_3 son sommet

C"Tdfi% )

Pour démontrer que 7" est ,-point-stable, soit uv une aréte de E(71"), et supposons que
Yo (TV,) < 7o (T"). Par Observation 4.17, vy (Tw) = 5 (1)) + |Lyn| + ‘Cmdis‘ . D’ou

Yo (Tuww) < Yo (T") + |Lyn| + ‘Czd, = 7, (T'), une contradiction. Par conséquent, 7" est

3
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~o-point-stable, et par induction sur 77, 7" € F. Il en résulte que T' € F car il est obtenu
a partir de 7" en utilisant I’Opération F3.
Cas 2. dyp(xg_3) = 2. Puisque 24 2 € D et x4 3¢ D, x4 4 € D. Soit T" I'arbre obtenu

a partir de 7" en éliminant tous les sommets de T, , sauf x4 5. Soit k = dp(r4_2) — 1.

2
Il est clair que, k& > 1. Par I’Observation 3.12, v, (T') = v, (T") + k. Soit uv une aréte de
E(T"). Nous observons que, quelle que soit l'aréte contractée, nous aurons soit x4 s ou
bien Ty 2743 comme une feuille dans 7] et donc elle appartient a tout ~y, (77, )-ensemble.
Alors par I’Observation 3.12, v, (Tw) = 75 (T0,) + k. Il S’ensuit que v, (T") + k = v, (T) =
vy (T1,) + k, et donc vy (T") = 74 (T.,), cest-a- dire que 7" est 7,-point-stable. Par
induction sur 7", 7" € F. Par conséquent, T' € F car il est obtenu & partir de 7" en

utilisant 'Opération Fs. O

Selon les Propositions 4.19 et 4.20, nous avons prouvé le Théoréme 4.18.

4.4 Arbres v,-point-critiques

Notre objectif dans cette section est de caractériser tous les arbres 7,-point-critiques. Nous

commencons par les résultats suivants.

Proposition 4.21 (Attalah et Chellali [91], 2019). Si u est une feuille dans un graphe
Yo-point-critique G, alors

Y2 (G —u) =7, (G) — 1

Preuve. Soit G un graphe 7,-point-critique et v une feuille dans G. Il est clair que
le résultat est valable si G est d’ordre n = 2. Puisque une chaine P; n’est pas 7,-point-
critique, nous pouvons supposer que n > 4. Comme tout v, (G — u)-ensemble peut étre
étendu & un ensemble 2-dominant de G en ajoutant u, nous obtenons v, (G) < v, (G — u)+
1. Soit v un sommet support adjacent & u, et soit D un vy, (G, )-ensemble. Siwuv € D, alors
D* ={v}UD—{ uv}, et siuv ¢ D, alors soit D* = D. Il est clair que |D*| = |D| et D* 2-
domine G —u, et donc 7y, (G — u) < 74 (Gy,) . Maintenant, puisque G est y,-point-critique,
il s’ensuit que v, (G — u) < vy (Guw) = 75 (G) — 1, D’ou le résultat. O
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L’observation suivante est utile pour la suite.

Observation 4.22 (Attalah et Chellali [91], 2019). Soit T l’arbre obtenu a partir d’un
arbre non trivial T et p nouveaux sommets 1, T, . .. , Tp en ajoutant des arétes r,w & un

sommet w de degré deux appartenant & une chaine pendante de longueur 2 dans T'. Alors

Yo(T) = 75(T") + p.

Preuve. Puisque chaque v, (T")-ensemble peut étre étendu a un ensemble 2-dominant
de G en ajoutant 1, xs, . .., Ty, Vo (1) < 75 (T")+p. Maintenant, soit D un vy, (7')-ensemble
et wvz la chaine pendante de longueur 2 dans 7. Alors {z,z1,22,...,2,} C D et w € D

pour 2-dominer v. Par conséquent, DNV (T") 2-domine 7" et donc v, (1T") < 4 (T)—p. O

Soit 7 la famille de tous les arbres T obtenus par une séquence 11,75, ...,T; (j > 1)
d’arbres, ou 77 = Ky, et t # 2, T =T}, et si j > 2,T;,; peut étre obtenu de maniére

récursive & partir de 7T; par I'une des opérations suivantes..

e Opération 7;: Attacher une étoile Ky, (p > 2) centrée & z en joignant x & un

sommet w de T; vérifiant v,(T; — w) = v,(T;) — 1.

e Opération 7;: Attacher une chaine P, : xy en joignant y a une feuille w de T; dont

le sommet support appartient a un v,(7;)-ensemble.

e Opération 73: Attacher p > 1 nouveaux sommets en les joignant & un sommet w

de degré deux dans 7T; et appartenant & une chaine pendante de longueur 2.

Figure 4.4. Opération 7;.
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Figure 4.5. Opération 75.

Figure 4.6. Opération7s.

La Figure 4.7 présente un exemple de deux arbres construits comme suit. L’arbre a
gauche est obtenu a partir de I'arbre T} : ab en utilisant ’Opération 7; (ajouter une étoile
K, 5 centrée a x), Opération 75 (ajouter une chaine P, : yz), puis ’Opération 7; (ajouter
trois sommets attachés au sommet b). L’arbre a droite est obtenu a partir de l'arbre

Ty = K, 3 de centre x en utilisant deux fois ’Opération 7;.

Figure 4.7. Exemples d’arbres appartenant a 7.

Dans la suite, nous allons caractériser les arbres 7,-point-critiques.
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Théoréme 4.23 (Attalah et Chellali [91], 2019). Un arbre non trivial T' est ~y,-point-

critique si et seulement si' T € T.
Nous utiliserons les propositions suivantes.

Proposition 4.24 (Attalah et Chellali [91], 2019). Si T € T, alors T' est un arbre v,-

point-critique.

Preuve. Soit T' un arbre de 7. Alors T' peut étre obtenu par une séquence 17,75, ..., T;
(j > 1) d’arbres, o T} = Ky, et t # 2, T = Tj, et si j > 2,T,41 peut étre obtenu de
maniére récursive a partir de T; par I'une des opérations définies ci-dessus. Nous utiliserons
une induction sur le nombre d’opérations effectuées pour construire 7. La propriété est
clairement vraie si j = 1. Ceci établit le cas de base.

Supposons maintenant que j > 2 et que le résultat est valable pour tous les arbres
T € T pouvant étre construits a partir d'une séquence de longueur au plus j — 1, et soit
T'" =T;_,. Par 'hypothese inductive, T" est y,-point-critique. Soit 7" un arbre obtenu de
T’ en utilisant une des opérations 77, 75, et 73. Considérons chaque cas séparément.

Cas 1. T est obtenu de 7" en utilisant ’opération 7;. Par I’Observation 4.15, v, (T') =
v5 (T") + p. Nous allons démontrer que 7" est y,-point-critique. Soit uv une aréte de E(T)
et soient x1, 29, ..., 1y, avec p > 2, les voisins feuilles de z.

Supposons d’abord que uv € FE (T"). Puisque T, est un arbre, I’Observation 4.15
implique que v, (Ty) = 74 (T2,) + p. Maintenant, puisque 7" est 7y,-point-critique, nous
obtenons v, (Tuw) = 72 (T3,) +p =7 (T") =1+ p =7, (T) - 1.

Pour la suite, supposons que uv est une aréte incidente a x. Soit D' un 7, (17" — w)-
ensemble, et rappelons que par construction le sommet w satisfait v, (7" — w) = v, (T") —
1. Si uwv = zw, alors D' U L, est un ensemble 2-dominant de T}, et donc v, (T,,) <
Vo (T"=w) +p =7 (T) = 14+p =7, (T) - 1. L'égalité v, (Tpuw) = 75 (T) — 1 découle
du Corollaire 4.3. Puisque toutes les arétes pendantes incidentes & x jouent le méme role,
nous pouvons prendre uv = xxy. Sip > 3, alors, il est clair que vy (Tysy) < 75 (T7)+p—1 =
o (T) — 1, et I'égalité découle du Corollaire 4.3. Par conséquent, supposons que p = 2. 1l
est clair que D'U{z1, w} 2-domine T, Dot vy (Tyay) < Yo (T7 —w)4+2 = 7, (T")—14+2 =
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vo (T') — 1, et Iégalité découle du Corollaire 4.3. Par conséquent, v, (1) = v, (1) — 1 pour
toute aréte e € E(T) et donc T' est y,-point-critique.

Cas 2. T est obtenu de T’ par lopération 7;. Par 1’Observation 3.12, ~, (T) =
vo (T") + 1. Pour démontrer que 7" est un arbre ~y,-point-critique, soit uv une aréte de
E(T). Soit s le sommet support adjacent a w dans 7T".

Supposons d’abord que wv € E(T”). Il est & noter que puisque s appartient a un
~5 (T")-ensemble et T" est v,-point-critique, w ou ws est dans un v, (7)., )-ensemble. Par
conséquent, selon I’Observation 3.12, nous avons v, (1) = ¥4 (11,) +1, et donc v, (Th,) =
(79 (T") = 1) + 1 = ~5(T) — 1. En particulier, lorsque uv = ws, nous avons 7, (Tys) =
75 (T') — 1. Maintenant, il reste a voir le cas uv € {xy,yw}. Observons que si uv €
{zy,yw}, alors T, est isomorphe & T, et donc v, (T\,) = v, (T') — 1. Par conséquent,
Yo (Te) = 75 (T') — 1 pour toute aréte e € E(T') et donc T est ~y,-point-critique.

Cas 3. T est obtenu de 7" par lopération 73. Par 1’Observation 4.22, v, (T) =
o (T") + p. Pour démontrer que 71" est y,-point-critique, soit uv une aréte de E(T). Soit
wzx; la chaine pendante de longueur 2 dans 7" pour a laquelle les sommets wy, wa, ..., w,
sont attachés a w.

Supposons d’abord que uwv € E (T"). Tout 7, (T, )-ensemble peut étre étendu a un
ensemble 2-dominant de T}, en ajoutant wy, ..., w, et donc v, (Ty,) < v, (T1,) + p. Main-
tenant, comme 7" est 7,-point-critique, il s’ensuit que v, (Thy) < 75 (77) — 1 + p et donc
Yo (Tuw) < 74 (T') — 1. L’égalité découle du Corollaire 4.3.

Finalement, supposons sans perte de généralité que, uv = ww,;. Selon I’Observation
4.22) vy (Toywy) = Vo (T") 4+ (p — 1) = 7, (T') — 1. Par conséquent, v, (T.) = v, (T') — 1 pour
toute aréte e € E(T) et donc T' est y,-point-critique. O

Proposition 4.25 (Attalah et Chellali [91], 2019). Si T' est un arbre non trivial y4-point-

critique, alors T € T.

Preuve. Nous utilisons une induction sur l'ordre n de T. Si n = 2, alors T" est une
chaine P, appartenant & 7. Puisque la chaine P; n’est pas 7,-point-critique, posons n > 4,
et supposons que tout arbre ,-point-critique 7" d’ordre 2 < n’ < n est dans 7. Soit T un

arbre v,-point-critique d’ordre n. Si diam(7") = 2, alors 7" est une étoile K ,, avec p > 3,
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appartenant a 7. Par conséquent, nous pouvons supposer que diam(7") > 3. Soit D un
74 (T')-ensemble.

Soit diam(7") = d et P : xgxy...x4 une chaine diamétrale dans 7. Enracinons 7" & x.
xo et xq4 sont des feuilles et dp (r4-1) > 2.

Supposons que dr (z4—1) > 3 et soit p le nombre des feuilles dans T, |, c’est a dire
p=dr (v4-1) — 1. Soit T" =T —T,, ., et rappelons que L,, , C D. Selon I’Observation
4.15, 75 (T') = 75 (T") + p. Aprés, nous allons démontrer que vo(T" — z4-2) < v, (T") — 1.
Supposons le contraire, que v,(1" — x4_2) > 7, (I") et considérons l'arbre T, ., ,. Si D*
est un ensemble 2-dominant

est un v, (T )—ensemble, alors, il est clair que D*— L

Td—1Td—2 Td—1

de T" — x4_9, et donc

Y2 (T/) < 72(T/ — Tg-g) < |D*| - |La:d_1|

=72 (Txd—lmd72) —P="72 (T) —1 —P="72 (TI) - 17

ce qui est impossible. D’ott 75(T" — 24-2) < v, (T") — 1. D’un autre coté, si 7" n’est pas
~o-point-critique, alors il existe une aréte uv € E(T") tel que v, (T),) = v, (T"). Par
I'Observation 4.15, v, (Thy) = 75 (T1,) +p =75 (I") +p = 7, ('), ce qui contredit le fait
que T est y,-point-critique. D’ou T” est 7y,-point-critique, et par induction sur 7", nous
avons 1" € 7. 1l s’ensuit que T' € T parce qu'il est obtenu de T” en utilisant I’Opération
71. A partir de maintenant, on suppose que dr (r4_1) = 2.

Cas 1. dr(z4_2) > 3. Selon ce qui a été fait précédemment, on peut supposer que
chaque fils de x4 o est différent d’une feuille ou d’'un sommet support de degré deux.
Supposons que 42 a un fils z de degré deux tel que z # x4_1, et soit 2’ le voisin feuille

de z. Soit D* un 7, (T

J— d)—ensemble. Il est clair que les sommets 2’ TgTq_1, Tq_o € D*.

D’ou {4} U D* — {Zqz4=1} 2-domine T et donc v, (T') < vy (Try 12a) =72 (T') — 1, ce qui
est impossible. Par conséquent, x,_5 n’a pas de fils de degré deux a part z4_1. Soit T”
I’arbre obtenu en éliminant toutes les feuilles de z4_5 et soit p = |L$ d_2| =dr (r4_2) — 2.
Notons que p > 1 puisque dr (x4-2) > 3. Aussi, dp (x4—2) = 2 et x4_o appartient a
une chaine pendante de longueur 2 dans 7", & savoir z4_ox4_1x4. Par ’Observation 4.22,
Yo(T) = v5(T") + p. Si diam(7") = 3, alors 7" = Py et T est une double étoile S; ;41

appartenant & 7 car il est obtenu de 77 = P; en utilisant I'opération 7;. Par conséquent,
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supposons que diam(7”) > 4.
Pour démontrer que 7" est 7y,-point-critique, soit uv une aréte de E(T"). Si uv ¢

{Ta—2Ta-1,T4-174} , alors il est clair qu’il existe un v,(7,,)-ensemble S contenant L, ,,

Tg, Tg—o (OU Tg_oTq_3 Sl uv = x4 2x4_3) et donc S — L 2-domine 77, . Donc v, (T7,) <

Td—2

Yo (Tww) — p. Sachant que T est y,-point-critique, nous avons v, (7)) < v, (T) =1 —p =

uv

v5 (T") — 1. Supposons maintenant que uv € {4 or4 1,24 124} . Nous devons d’abord
montrer que Ty_o et x4_3 tous les deux appartiennent & un v,(7)-ensemble. Effective-

Y
ment, considérons 'arbre T, .., .,

et soit D un 7, (7.

ry_szg_s)-€nsemble.  Alors L

Td—2

{24, Tq2Ta—3} C D et |D| =~,4(T) — 1, puisque T est y,-point-critique. Il en résulte que

D* ={xq 9,724 3} UD —{T3 5743} est un 7,(7T)-ensemble contenant x, 5 et x4 3. Main-

: / / : 114 —

tenant, puisque 7, .~ et T, .  sont isomorphes, considérons donc uv = x4 174 2.
. . y .

Il est clair que D* — {z4—2} U L,, , est un ensemble 2-dominant de 7. g T de cardinal

Yo (T)—=1—p = 7, (T")—1. Par conséquent, v, (T7) = 7, (T")—1 pour toute aréte e € E(T")
et donc T est y,-point-critique. Par induction sur 7”7, 7" € 7. Par conséquent, 7' € 7 car
il est obtenu de T” par I’Opération 73.

Cas 2. dp(xg2) = 2. Soit T" =T — T,

z,_,- Notons que z4_o est une feuille de 77,

et donc par ’Observation 3.12, v, (T) = v, (T") + 1. Si D’ est un (7.

vyrq_, )-€Dsemble,

alors il est clair que z4_3, Tqtq1 € D’ (pour 2-dominer x,_5) et donc D" = {x4_ o} UD" —
{ZTaZa—1} est un ensemble 2-dominant de 7". D’ou |D”| = |D'| = v (Typuy_,) = 72(T) — 1,
i.e. D" est 7, (T")-ensemble contenant les deux sommets x4 3 et x4_». Maintenant, pour
monter que 71" est ~y,-point-critique, soit uv une aréte de E(T"). Si uv = x4 o743, alors
{Taawa—3} UD" — {x4-9,24-3} est un ensemble 2-dominant de 7T et donc v,(7},) <
|D"| =1 =,(T") — 1. Si uv # x4_2x4_3, alors x4 o est dans tout v,(7",)-ensemble, et par
I’Observation 3.12, v, (Th,) = ¥4 (T,,) + 1. Puisque T est v,-point-critique, nous obtenons
Vo (T) =1 =7 (T")+1—-1=,(T),) + 1, et donc 7, (1T") = v, (T,) + 1, i.e. T" est
~vo-point-critique. Par induction sur 77, 7" € 7. Par conséquent, 7" € 7 car il est obtenu

de T par I’Opération 75. H

Selon les Propositions 4.24 et 4.25, nous avons prouvé le Théoréme 4.23.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

L’étude de la k-domination a été le but de notre these. Plus précisément, nous nous
sommes focalisés sur quelques problémes ouverts proposés par Volkmann dans [14, 45].
Puis, nous nous sommes orientés vers I’étude de la criticité et la stabilité d’'un graphe
et ce par rapport & un type de domination assez étudié ces derniéres années qui est la

2-domination.

Nous nous sommes intéressés en premier a I’état de l'art en faisant le tour de ce qui
a été fait par d’autres auteurs dans le concept de la k-domination et la k-domination
connexe en citant les problemes ouverts d’otl nous nous sommes inspiré pour réaliser ce
travail. Aussi, par souci de mettre entre les mains du lecteur un manuscrit qui donne
une idée assez générale sur ce qui se fait dans le domaine de criticité et de stabilité, nous
avons essayé de donner une bibliographie assez riche de ces notions méme pour d’autres

parameétres de domination.

Concernant le premier objectif, nous avons caractérisé des graphes vérifiant des égal-
ités qui existent dans la littérature sous forme de problémes ouverts. Nous avons donné
quelques propriétés des graphes connexes G d’ordre n tels que 7§ (G) = n — 2. Ensuite,
nous avons fourni une caractérisation compléte des graphes connexes cubiques G tels que
75 (G) = n — 2 et les graphes connexes 4-réguliers sans griffes tels que 7§ (G) = n — 2.
D’autre part, nous avons traité le probléme de la caractérisation des graphes connexes
vérifiant v5(G) = v(G) + 1 en donnant quelques propriétés. Par ailleurs, nous avons car-
actérisé des graphes pour lesquels ¢ (G) = 1, ou qui sont de maille d’au moins 5, ainsi que
les graphes sans griffes. Aussi, nous avons présenté quelques propriétés pour les graphes
connexes G vérifiant v§(G) = v(G) +2. La caractérisation de quelques familles de graphes
a savoir: les graphes connexes tels que ¢ (G) = 1 et les graphes sans triangles maximaux a
été faite. Les résultats que nous avons obtenus pour ce premier contexte ont été présentés

dans le chapitre 3.

Du point de vue théorique, la criticité et la stabilité par rapport & un parameétre de

domination est un probléme important puisqu’elle permet de mieux connaitre les propriétés
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structurelles des graphes considérés. Dans ce but, ’étude de l'effet de la contraction d’une
aréte sur le nombre de 2-domination d’un graphe, en particulier lorsque ce nombre change
ou reste inchangé a fait le second objet de cette thése. Nos contributions dans ’étude des
graphes critiques et stables par rapport a la 2-domination a concerné les graphes 7,-point-
stables et y,-point-critiques. En effet, nous avons établi des conditions nécessaires pour
les graphes y,-point-stables dans le cas général. Ainsi qu’une caractérisation de quelques
graphes 7,-point-stables a savoir: les graphes complets, les chaines, les cycles, les graphes
bipartis et les arbres . Finalement, nous avons caractérisé tous les arbres qui sont y,-
point-critiques. Les résultats que nous avons obtenus pour ce concept ont été présentés

dans le chapitre 4.

Comme perspectives, nous citons les problémes suivants:

e Les problémes ouverts proposés par Volkmann (Probleme 2.32) [14, 45]. Soit k£ > 2
un entier. Caractériser d’autres graphes connexes G avec une des propriétés suiv-

antes.

4. 95 (G) = 7.(G) +2,

e Etendre 1’étude des graphes ~y,-point-stables et ~,-point critiques pour les classes

cactus ou block graphes........

e La caractérisation des graphes id-vy,-stables i.e. les graphes dont l'identification de

deux sommets non adjacents ne change pas le nombre de 2-domination.

e La caractérisation des graphes id-vy,-critiques i.e. les graphes dont 'identification de

deux sommets non adjacents change le nombre de 2-domination.

e L’étude de la relation entre ces différentes classes (interaction) analogiquement aux

travaux de Haynes et Henning [17].
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