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RESUME

En physique théorique, la gravité f(R) est une théorie de la gravité qui modi�e la relati-
vité générale en remplaçant le scalaire de Ricci par une fonction générale de ce scalaire.
Le fait que la relativité générale soit modi�ée peut fournir une explication possible de
l'expansion accélérée de l'Univers qui ne nécessite pas l'introduction de l'énergie sombre.
Nous allons étudier, dans cette thèse, les étoiles compactes chargées électriquement,
comme application, dans le cadre de la gravité f(R) et voir les répercussions cosmo-
logiques sur cette généralisation particulière à la relativité générale.

Mots-clés : La relativité générale, la gravité f(R), les étoiles compactes chargées,
l'équation de Tolman-Oppenheimer-Volko� (TOV).



ABSTRACT

In theoretical physics, the gravity f(R) is a theory of gravity that modi�es general rela-

tivity by replacing the Ricci scalar with a general function of this scalar.

The fact that general relativity is modi�ed may provide a possible explanation for the ac-

celerated expansion of the Universe that does not require the introduction of dark energy.

We will study, in this thesis, electrically charged compact stars, as an application, in the

context of f(R) gravity and see the cosmological repercussions on this particular genera-

lization to general relativity.

Key words : General relativity, f(R) gravity, charged compact stars, Tolman-Oppenheimer-

Volko� (TOV) equation.
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INTRODUCTION

La relativité générale est largement acceptée comme théorie fondamentale pour dé-

crire les propriétés géométriques de l'espace-temps. Dans un espace-temps homogène et

isotrope, les équations du champ d'Einstein donnent naissance aux équations de Fried-

mann qui décrivent l'évolution de l'univers. En fait, la cosmologie standard du big-bang

basée sur les époques dominées par le rayonnement et la matière peut être bien décrite

dans le cadre de la relativité générale.

La théorie de la relativité générale a été testée avec succès à travers diverses ex-

périences et observations astrophysiques. Elle a également servi de base à de nombreux

modèles cosmologiques, comme le Big Bang, qui est maintenant accepté comme la théorie

décrivant le mieux le début de l'Univers depuis une singularité espace-temps. Néanmoins,

cette théorie n'arrive pas à expliquer entre autres l'accélération de l'expansion de l'uni-

vers, ce qui a mener à penser à des extensions pour cette théorie.

Au cours de la dernière décennie, les théories f(R) ont été largement étudiées comme

l'une des modi�cations les plus simples à la relativité générale.

Modi�er la relativité générale d'Einstein n'est pas une chose nouvelle, la première

personne qui a suggéré une version légèrement di�érente de la relativité générale était

Einstein lui-même. Au moment où Lemaitre et Friedmann trouvaient des solutions exactes

des équations d'Einstein prévoyant un univers en expansion, la plupart des physiciens,

y compris Einstein, croyaient en un univers statique. Alors Einstein a modi�é l'action

initiale de sa théorie, y compris la fameuse constante cosmologique Λ a�n d'éviter l'ex-

pansion prévue. Cependant, avec le temps, il y avait de plus en plus d'indications que

changer l'action de la relativité générale aurait ses avantages.

Les théories étendues de la gravité peuvent être considérées comme un nouveau pa-

radigme pour remédier aux défauts de la relativité générale aux échelles infrarouge et

1
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ultraviolette. C'est une approche qui en préservant les résultats indiscutablement positifs

de la théorie d'Einstein, vise à résoudre les problèmes conceptuels et expérimentaux ré-

cemment apparus dans les domaines de l'astrophysique, de la cosmologie et de la physique

des hautes énergies. En particulier, l'objectif est d'englober, dans un schéma cohérent, des

problèmes tels que l'in�ation, l'énergie noire, la matière noire, la structure à grande échelle

et tout d'abord, de donner au moins une description e�cace de la gravité quantique.

En raison des problèmes du modèle cosmologique standard et de l'absence d'une théo-

rie de la gravitation quantique dé�nitive, des théories de la gravité ont été proposées tout

en gardant les résultats positifs de la relativité générale. Ce sont des théories étendues de

la gravité (ETG), qui sont basés sur des corrections et des élargissements de la théorie

d'Einstein.

La première motivation importante est venue de la recherche d'une théorie uni�ée

de toutes les forces fondamentales. L'une des étapes vers une théorie ultime consiste à

quanti�er la gravité, dans le même contexte de champs quantiques que pour le reste des

interactions,l'un des principaux problèmes étant la non-renormalisabilité de la relativité

générale.

Une autre motivation à cette extension, est que des observations récentes montrent

que l'univers s'accroit à un rythme accéléré, un fait que la relativité générale ne prédit

pas. Pour attaquer ce problème deux manières générales ont été prises : introduire un

nouveau type d'énergie ou bien modi�er la théorie de la gravitation.

Dans ce travail, nous passons en revue les applications des théories f(R) à la cos-

mologie et à la gravité, telle que les étoiles compactes (les étoiles à neutrons, les naines

blanches, les trous noirs... etc.).

La forme de la fonction f(R) n'est pas spéci�ée, mais elle est contrainte de garder les

résultats positifs de la relativité générale aux échelles du système solaire. De plus, pour

préserver les autres résultats corrects de la relativité générale, des critères de viabilité

des théories étendues de la gravité doivent être appliqués, tels que une dynamique cos-

mologique correcte, la stabilité, l'absence de champs fantômes, les limites newtonienne et

post-newtonienne soit correctes, le problème de Cauchy soit bien posé et la compatibilité

des perturbations cosmologiques avec le rayonnement de fond cosmologique micro-ondes

et des structures à grande échelle.
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Notre travail est divisé en deux parties, La première partie a fait l'objet d'une commu-

nication à Khenchela [1] qui explique la modi�cation des équations de Tolman-Oppenheimer-

Volko� dans la théorie étendue de la gravité au cas des étoiles compactes chargées et la

deuxième partie a été couronnée par une publication internationale de renommée [2] qui

montre l'e�et de gravité f(R) sur les étoiles compactes chargées par rapport à la relativité

générale.

En 1924, Rosseland [3] a étudié la possibilité qu'une étoile auto-gravitante, dans la

théorie d'Eddington (où l'étoile est modelée comme une boule chaude de gaz ionisé chaud),

pourrait contenir une charge nette (voir aussi la référence [4]). Dans de telles étoiles,

les électrons, qui sont de masses légères par rapport aux autres constituants peuvent

s'échapper de la surface de l'étoile, laissant ainsi un excédent de charges. Cependant, dû

à l'établissement d'un champ électrique dans l'étoile, d'autres électrons sont stoppés de

s'échapper de la surface. Un équilibre est alors vite atteint créant ainsi une étoile chargée

d'environ 100C par masse solaire [5].

De plus, pour les étoiles très compactes, le champ électrique induit peut être sensi-

blement plus élevé que dans le cas du soleil.

Les densités pour les étoiles à neutrons exigent l'utilisation de la relativité générale.

Pour cette raison, les rayons et les masses de ces étoiles sont calculés en utilisant les

équations de TOV qui incorporent la relativité générale.

La généralisation de l'équation de TOV pour une étoile chargée a été proposée en

1971 par Bekenstein, qui a également souligné de nombreux arguments contre la stabilité

de ces étoiles [6].

En général l'objet compact désigne un astre de haute compacité et non pas nécessai-

rement de haute densité. Une étoile à neutrons, un trou noir et une naine blanche sont

des objets compacts. Des quantités importantes dans l'étude des objets compactes sont la

limite de Chandrasekhar, la limite de Buchdahl et la limite d'Oppenheimer-Volko� (OV).

L'identi�cation d'un objet compact comme un trou noir nécessite non seulement une

estimation observationnelle précise de sa masse, mais aussi la connaissance de la masse

gravitationnelle maximale d'une étoile à neutrons pour la stabilité contre son e�ondre-

ment. Ce qui fournit des informations signi�catives sur le mécanisme responsable de la

formation des étoiles à neutrons et les e�ets possibles de l'histoire évolutive de leurs



4
progénitures sur leurs masses.

Les étoiles à neutrons font partie des manifestations les plus denses d'objets massifs

dans l'univers. Ils sont des laboratoires d'astrophysique idéaux pour tester les théories de

la physique de la matière dense et établir des liens entre la physique nucléaire, la physique

des particules et l'astrophysique.

La solution la plus connue et la plus classique de l'équation de champ d'Einstein pour

les objets statique et non-rotation sont la métrique de Schwarzschild pour la charge Q = 0

qui décrivait le champ gravitationnel autour d'un point tel que la masse M et aussi qui

est la première solution statique et à symétrie sphérique est devenue disponible et d'autre

solution est la métrique de Reissner-Nordstrom pour la charge Q 6= 0 . Ces deux solutions

découvertes autour de 1916-1918 décrivent bien le comportement du champ gravitationnel

de tout corps céleste massif et de grande taille comme les planètes, les étoiles, les galaxies

et d'autres objets astrophysiques [7].

Nous étudions, en particulier, les étoiles compactes chargées électriquement dans le

cadre de cette théorie. Nous supposons que la densité de charge est proportionnelle à la

densité d'énergie. L'équation d'état polytropique est choisie pour décrire l'état du �uide

parfait chargé. Notre objectif est de trouver la limite de masse Oppenheimer Volko�

(OV) pour les étoiles compactes chargées. Une étude numérique détaillée est e�ectuée.

Nous montrons la dépendance du diagramme masse-rayon des sphères sur les valeurs du

paramètre perturbatif β, de l'exposant polytropique γ et de la fraction de charge α. Nos

résultats sont comparés avec ceux trouvés dans la littérature dans le cas de l'application

de la relativité générale.

Cette thèse est organisée comme suit : des rappels sur la relativité générale sont

donnés dans le premier chapitre. On introduit ensuite brièvement quelques propriétés de

la gravité f(R) dans le deuxième chapitre. Les équations de base en relativité générale sont

nécessaires pour le but de notre travail, à savoir les équations d'Einstein-Maxwell pour une

sphère chargée en cas de symétrie sphérique statique. Pour obtenir un système complet

des équations, on dé�nit une équation d'état polytropique (relation reliant la pression

à la densité d'énergie) et un pro�l de densité de charge (On adopte la proportionnalité

entre densité de charge et densité d'énergie).

Le troisième chapitre est consacré à l'équation de Tolman-Oppenheimer-Volko� (TOV)
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étendue au cas des étoiles compactes chargées. On écrit cette équation dans le cas de la

relativité générale puis on la redé�nit dans le cas de la théorie de la gravité f(R).

On rappelle aussi les limites de masse importantes pour l'étude des étoiles compactes

chargées et on écrit explicitement l'ensemble des équations des étoiles compactes chargées

dans le quatrième chapitre.

Ensuite, une étude numérique détaillée des étoiles compactes chargées est faite. Avec

la forme choisie pour la fonction f(R), on étudie la dépendance du rapport du rayon à la

masse en fonction du paramètre β, pour certaines valeurs �xes de l'exposant polytropique

γ et de faibles valeurs de la fraction de charge α et ensuite on déduit la limite OV. Puis

on discute nos résultats obtenus dans le cinquième chapitre. En�n, nous concluons.



Chapitre 1

RAPPELS SUR LA RELATIVITÉ

GÉNÉRALE

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons commencer par revoir la théorie de la relativité générale

qui a été élaborée entre 1907 et 1915 par Albert Einstein et son principe d'équivalence qui

s'appelle le principe d'équivalence d'Einstein. Ensuite, nous présenterons les équations

d'Einstein qui résument la gravitation à une déformation de l'espace-temps en présence

de la matière. Puis, on va résoudre ces équations dans le cas stationnaire, c'est-à-dire

la solution de Schwarzschild, (métrique à symétrique sphérique). Cette solution a été

découverte par l'astrophysicien allemand K. Schwarzschild en décembre 1915. C'est la

première solution exacte des équations d'Einstein comprenant une masse appliquée sur

une grande échelle pour l'étude des étoiles (un corps isolé neutre à symétrie sphérique

on utilise la Métrique de Schwarzschild et un corps isolé chargé à symétrie sphérique

on utilise la Métrique de Reissner-Nordstrom). En�n, on rappelle le modèle standard

cosmologique [8, 9].

1.2 La relativité générale

Einstein a proposé sa théorie de la relativité restreinte qui repose sur les deux postulats

suivants [10] :

6
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1. Les phénomènes de la nature se déroulent suivant les mêmes lois dans tous les

référentiels inertiels, par rapport à tous ces référentiels inertiels, dans le vide et dans

toutes les directions,

2. la vitesse de la lumière est la même dans tous les référentiels.

La relativité restreinte a de nombreux résultats, comme la dilatation du temps et la

contraction des longueurs. Malgré ses résultats positifs, la relativité restreinte ne s'ap-

plique qu'aux espaces plats (l'univers de Minkowski).

L'apparition de la relativité générale est le résultat de l'échec de tous les e�orts qui

ont tenté de réformer la théorie de la gravité de Newton, ainsi que le désir philosophique

d'Einstein de supprimer l'espace absolu de la physique classique de Newton.

Einstein a suggéré que les équations des lois de la physique ne doivent pas reposer

sur un système de coordonnées donné. Cette propriété ne peut être obtenue que par

utilisation du calcul tensoriel. La raison est que la formulation des équations de lois sous

la forme tensorielle a la même forme et la même composition que dans tous les autres

systèmes de coordonnées.

La relativité générale est une théorie relativiste de la gravitation, c'est-à-dire elle

décrit l'in�uence sur le mouvement des astres en présence de la matière ou en général en

présence de l'énergie, en tenant compte bien sûr des principes de la relativité restreinte.

La relativité générale englobe et supplante la théorie de la gravitation universelle d'Isaac

Newton qui représente la limite aux petites vitesses et aux champs gravitationnels faibles.

L'élaboration de la relativité générale marque le début de la cosmologie moderne, où

il devient possible de décrire l'univers dans son ensemble comme un système physique et

son évolution à grande échelle.

La relativité générale repose sur le postulat fondamental comme suit [11] : "Toutes

les lois de la nature prennent la même forme dans tous les référentiels, quel que soit leurs

états de mouvement".

Notons qu' Einstein a proposé trois tests pour la relativité générale qui sont [11] :

1. L'avance du périhélie de Mercure,

2. la déviation des rayons lumineux et

3. le décalage de la lumière visible vers le rouge (le redshift gravitationnel).
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1.2.1 Le principe d'équivalence d'Einstein

En mecanique classique, on considère une masse m soumise uniquement à un champ

gravitationnel externe uniforme et constant g. Alors le principe fondamental de la dyna-

mique de Newton appliqué dans un référentiel galiléen à cet objet, nous permet de prédire

sa position x à un instant t [12] :

m
d2x

dt2
= mg. (1.1)

Plaçons-nous dans le référentiel (non galiléen) de l'objet obtenu par la transformation

de coordonnées suivante :

x′ = x− 1

2
gt2; t′ = t. (1.2)

Alors dans ce référentiel, la force gravitationnelle est comme absorbée par le terme iner-

tiel :

m
d2x

dt2
= mg ⇔ m

d2x′

dt2
= 0. (1.3)

Le principe d'équivalence en relativité générale, postule qu'il n'y a pas lieu de distin-

guer localement un mouvement de chute libre dans un champ gravitationnel constant,

d'un mouvement uniformément accéléré en l'absence de champ gravitationnel : la gravi-

tation est (localement) équivalente au choix d'un référentiel accéléré pour l'observateur

(accélération constante ou variable) par rapport à un référentiel inertiel. Elle n'est donc

localement qu'un e�et relativiste.

1.2.2 Géodésique

En géométrie, une géodésique désigne la généralisation d'une ligne droite sur une

surface. En particulier, le chemin le plus court ou l'un des plus courts chemins, s'il en existe

plusieurs entre deux points d'un espace pourvu d'une métrique, est une géodésique. On

considère une particule se déplaçant librement sous l'in�uence de la gravité. Du principe

d'équivalence, il existe un système de coordonnées où une trajectoire rectiligne uniforme

est décrite par l'équation de mouvement [13] :

d2xµ

dτ 2
= 0, (1.4)
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où τ est le temps propre de la particule et xµ = (x0 = ct, x1, x2, x3) est le quadri-vecteur

position.

L'équation de la géodésique prend la forme :

d2xµ

dτ 2
+ Γµνσ

dxν

dτ

dxσ

dτ
= 0, (1.5)

où Γµνσ sont les symboles de Christofel dé�nis par :

Γµνσ =
1

2
gµλ
(
∂gλσ
∂xν

+
∂gνλ
∂xσ

− ∂gνσ
∂xλ

)
, (1.6)

où gνλ est la métrique covariante, qui décrit la géométrie de l'espace-temps et le tenseur

contravariant gµλ est son inverse.

1.2.3 La limite Newtonienne

La limite Newtonienne s'applique si ces trois conditions sont remplies [13, 14] :

1. La vitesse des particules est faible devant celle de la lumière,

2. le champ gravitationnel est faible et il est considéré comme une perturbation de

l'espace de Minkowski et

3. le champ est statique (ne dépendant pas du temps).

Considérons le cas d'une particule qui se trouve dans un champ de gravitation faible

et stationnaire (les gµν ne dépendant pas de x0 = ct ). Dans ce cas, on néglige
dxµ

dτ
par

rapport à
dx0

dτ
. L'équation (1.5) se réécrit alors comme :

d2xµ

dτ 2
+ Γµ00

(
dt

dτ

)2

= 0. (1.7)

À partir de l'équation (1.6), on peut écrire :

Γµ00 = −1

2
gµν∂νg00. (1.8)
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L'hypothèse du champ faible nous conduit à introduire l'approximation suivante :

gµν = ηµν + hµν , |hµν | � 1, (1.9)

ηµν est la métrique de Minkowski et hµν la perturbation, de sorte qu'au premier ordre en

les hµν et avec [15] :

gµν = ηµν − ηµαhαβηβν , (1.10)

on a

Γµ00 = −1

2
ηµν∂νh00. (1.11)

L'équation (1.7) peut donc s'écrire :

d2xµ

dτ 2
=

1

2
ηµν∂νh00

(
dt

dτ

)2

. (1.12)

Dans le référentiel de Lorentz, les η0ν sont tous nuls, sauf η00, donc :

Γk00 = −1

2
∂kh00. (1.13)

Or le champ est statique, donc
d2t

dτ 2
= 0 ce qui implique que

dt

dτ
est une constante et

l'équation géodésique se simpli�e :

d2xk

dτ 2
=

1

2

(
dt

dτ

)2

∇h00. (1.14)

En divisant les deux membres de l'équation par le carré de cette constante, il reste :

d2xk

dt2
=

1

2
∇h00. (1.15)

L'équation de Newton correspondante est :

d2xk

dt2
= −∇Φ, (1.16)
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Φ étant le potentiel gravitationnel produit par un corps de masse M ; il est donné par :

Φ(r) =
GM

r
, (1.17)

avec G la constante gravitationnelle de Newton.

La comparaison des équations du mouvement fournit donc :

h00 = −2Φ

c2
+ constante. (1.18)

Cette constante doit être choisie nulle si on veut que h00 → 0 à l'in�ni. Dans ce cas :

g00 = −
(

1 +
2Φ

c2

)
. (1.19)

On adopté la signature de la métrique (−,+,+,+).

1.3 Les équations d'Einstein

Les équations d'Einstein sont des équations aux dérivées partielles de la relativité

générale. Ce sont des équations dynamiques qui décrivent comment la matière et l'énergie

modi�ent la géométrie de l'espace-temps. Cette courbure de la géométrie autour d'une

source de matière est alors interprétée comme le champ gravitationnel de cette source.

Le mouvement des objets dans ce champ est décrit trés précisément par l'équation de sa

géodésique.

Les équations du champ d'Einstein sont généralement écrites de la manière suivante [14] :

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν = −χTµν , (1.20)

où Rµν est le tenseur de Ricci, R la courbure scalaire, gµν le tenseur métrique, Λ la

constante cosmologique, Tµν le tenseur énergie-impulsion et χ = 8πG
c4

.

Le tenseur de courbure de Riemann est donné par :

Rµ
νγσ = ∂γΓ

µ
νσ − ∂σΓµνγ + ΓµργΓ

ρ
νσ − ΓµρσΓρνγ. (1.21)
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Les proprietés de symétrie du tenseur de Riemann :

Rµ
νγσ = −Rµ

νσγ.

Rµ
νγδ +Rµ

γδν +Rµ
δνγ = 0.

Rµνγδ = Rγδµν .

Rµνγδ = −Rνµγδ.

L'identité de Bianchi s'écrit comme suit :

∂εRµνγδ + ∂γRµνγε + ∂δRµνεγ = 0. (1.22)

Le tenseur de Ricci est le tenseur de type
(
0
2

)
obtenu par contraction du tenseur de Rie-

mann. Ses composantes sont Rµν = Rλ
µλν et il est symétrique :

Rµν = Rνµ. (1.23)

La courbure scalaire est la trace du tenseur de Ricci :

R = Rµνg
µν

Le tenseur d'Einstein est dé�ni comme :

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν .

Il est symétrique Gµν = Gνµ et véri�e les identités de Bianchi contractées :

∇νGµν = 0. (1.24)

Le tenseur énergie-impulsion T µν décrit le contenu en masse et énergie de l'espace-temps.

En fait, il ne décrit que l'énergie et l'impulsion associées à la matière ou à toute autre

forme de champ non gravitationnel, comme le champ électromagnétique. Pour un �uide
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parfait en présence de gravitation, ce tenseur s'écrit sous la forme :

T µν = pgµν + (p+ ρ)UµUν , (1.25)

oú p et ρ sont respectivement la pression et la densité d'énergie du �uide (mesurable par

un observateur localement dans le référentiel du �uide) et Uµ = (c, 0, 0, 0) est la valeur

locale du quadri-vecteur vitesse du �uide. Pour un �uide statique, la normalisation de

la quadri-vitesse donne :

gµνU
µU ν = −1 =⇒ U0 =

(
−g00

) 1
2 .

Le tenseur énergie-implusion prend alors la forme simple :

T µν =


−ρg00 0 0 0

0 pg11 0 0

0 0 pg22 0

0 0 0 pg33

 (1.26)

Une conséquence importante de l'équation d'Einstein est la conservation locale de l'éner-

gie et de l'impulsion. Ce résultat apparait en utilisant les identités de Bianchi contractées

(1.24). Ce qui entraine que :

∇νT
µν = 0, (1.27)

qui exprime la conservation locale du tenseur énergie-impulsion.

Einstein a introduit la constante cosmologique Λ pour que ses équations décrivent un

univers statique, c.à.d. un univers qui ne soit pas en expansion et instable. Cependant,

Hubble a montré que notre univers n'est en fait pas statique mais en expansion (par les

observations de galaxies distantes). En fait, les techniques astronomiques améliorées ont

permis d'a�rmer une valeur non nulle de Λ. L'existence d'une constante cosmologique

est alors interprétée comme équivalente à l'existence d'une énergie du vide non nulle.

Si on considère Λ = 0 (ce qu'Einstein a �ni par admettre mais qui est controversé au-
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jourd'hui), il est possible d'écrire cette équation de manière plus compacte. On a :

Gµν = −χTµν . (1.28)

La partie gauche de (1.28) représente la courbure de la matière telle qu'elle est déterminée

par la métrique et l'éxpression de droite représente le contenu masse/énergie de l'éspace-

temps.

1.3.1 La métrique de Schawrzschild

La métrique de Schwarzschild est une solution de l'équation d'Einstein. Elle décrit la

géométrie de l'espace-temps lorsqu'elle est déformée par le champ gravitationnel d'une

masse sphérique, statique, sans rotation et non chargée, entourée de vide. Cette masse

peut être une étoile.

Soit l'équation d'Einstein dans le vide :

Rµν −
1

2
Rgµν = 0. (1.29)

La forme générale de la solution de l'équation d'Einstein dans le vide est :

ds2 = gαβdx
αdxβ = −

(
1− 2GM

c2r

)
c2dt2 +

(
1− 2GM

c2r

)−1
dr2 + r2dΩ. (1.30)

Le terme r2dΩ = r2 (dθ2 + sin θ2dϕ2) n'est autre que la distance sur une sphère de rayon

r dans un espace euclidien. Donc on peut dire que ds2 dé�nit la métrique stationnaire à

symétrie sphérique où xµ = (t, r, θ, ϕ). r est la coordonnée radiale, θ et ϕ sont les coor-

données polaires sphériques.

L'espace-temps décrit par la métrique de Schwarzschild est asymptotiquement plat ;

lorsque r → +∞, les composantes gαβ se réduisent aux composantes de la métrique

de Minkowski exprimée en coordonnées sphériques :

ds2 = gαβdx
αdxβ = −c2dt2 + dr2 + r2

(
dθ2 + sin θ2dϕ2

)
. (1.31)
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Dans cette thèse, on adopte la terminologie suivante : les indices grecs vont de 0, 1, 2, 3

et les indices latins correspondent aux variables spatiales 1, 2, 3.

La solution (1.30) semble avoir une singularité en

r = RS =
2GM

c2
, (1.32)

où RS est le rayon de Schwarzschild.

1.4 Le modèle standard cosmologique

La cosmologie est l'étude de la structure, de l'origine et de l'évolution de l'Univers

dans son ensemble à très grande échelle. Elle est principalement fondée sur la relativité

générale.

Le modèle standard cosmologique est un modèle décrivant, de nos jours, le mieux le

contenu de l'univers et les grandes étapes de son histoire.

L'univers a des propriétés identiques partout ; il fournit un moyen opérationnel de me-

sure et comparaison du temps appelé temps cosmique. Le modèle standard cosmologique

s'appuie sur le principe cosmologique, la théorie de la relativité générale dans le cadre de

la métrique de Friedmann-Robertson-Walker.

1.4.1 Le Principe Cosmologique

Le modèle standard de l'univers se présente à partir d'une hypothèse : l'univers est

homogène et isotrope à grande échelle. Ces deux faits apparents sont appelés les deux

principes cosmologiques [14, 16, 17] :

� Il n'y a pas de point particulier dans l'univers ; les galaxies sont réparties uniformé-

ment dans l'espace à grande échelle. L'univers est dit homogène à grande échelle

(le principe d'homogénéité).

� Il n'y a pas de direction spatiale particulière dans l'univers ; les galaxies sont répar-

ties uniformément dans di�érentes directions angulaires à grande échelle. L'univers

est dit isotrope (le principe d'isotropie).
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Nous savons que ces deux principes ne sont pas vrais à petite échelle car il y a quelques

inhomogénéités à petite échelle : présence de galaxies, de systèmes solaires et de planètes.

Cependant, aux plus grandes échelles, l'univers est dit homogène et isotrope. Ce principe

nous fournit les modèles cosmologiques les plus simples de l'évolution de l'univers ; les

modèles d'univers homogènes et isotropes.

1.4.2 Le modèle de Friedmann-Robertson-Walker

Le principe cosmologique permet d'introduire une métrique découlant de la relati-

vité générale adaptée aux conditions de symétrie que l'on choisit pour décrire l'univers,

appelée la métrique de Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Ce modèle donne la forme

générale de la métrique et puis établit les équations de Friedmann régissant la dynamique

de l'Univers par application des équations d'Einstein.

La métrique de l'espace-temps peut s'écrire sans faire apparaitre de termes croisés tem-

porels et spatiaux. Nous pouvons donc écrire la métrique de FRW sous la forme [14] :

ds2 = −dt2 + a(t)2
(

dr2

1− kr2
+ r2

(
dθ2 + sin θ2dϕ2

))
. (1.33)

La fonction a(t) est appelée facteur d'échelle de l'univers et k est un paramètre constant

qui ne peut prendre que trois valeurs k = −1 , +1 ou 0, chaque valeur va correspondre à

un type d'univers :

Le k = 0 correspond à une courbure nulle et est appelé espace plat. Le modèle d'univers

est plat.

Le k = −1 correspond à une courbure négative. Le modèle d'univers est ouvert. L'espace

s'étend indé�niment.

En�n, pour k = +1, la courbure est positive. On obtient un espace à courbure positive ;

il est généralement appelé modèle d'univers fermé.
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1.4.3 Les dominances d'univers par le rayonnement et la matière

Les équations de champs d'Einstein avec Λ = 0 se transforment maintenant en [14,

15, 18] :

3
ȧ2 + c2k

a2
= 8πGρ. (1.34)

− 2
ä

a
− ȧ2 + c2k

a2
=

8πGp

c2
. (1.35)

Ces équations s'appellent les équations de Friedmann.

A partir de ces deux équations (1.34) et (1.35), on trouve la relation suivante :

ρ̇+ 3
ȧ

a
(ρ+

p

c2
) = 0, (1.36)

qui peut être écrite aussi comme :

d

dt
(ρa3) +

p

c2
d

dt
a3 = 0. (1.37)

L'équation (1.37) nous renseigne sur la conservation de la masse-énergie de l'univers.

Les équations de Friedmann ne sont pas su�santes pour résoudre le système d'équations

contenant les trois inconnues a, p et ρ. Il manque l'équation d'état reliant la pression à

la densité d'énergie. Pour un �uide parfait elle s'écrit, en général, comme :

p = wρ, (1.38)

où w est une constante indépendante du temps. L'équation (1.37) devient alors :

d

dt
(ρa3) +

wρ

c2
d

dt
a3 = 0. (1.39)

Cette équation admet la solution :

ρa3(w
1
c2

+1) = ρ0, (1.40)

où ρ0 est la valeur actuelle de la densité d'énergie. Cette équation détermine l'évolution

de la densité d'énergie liée à la variation du facteur d'échelle, en fonction des proportions
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relatives de matière et de rayonnement.

Pour w = 0, l'univers est composé de matière seulement, et ρa3 = ρ0. On dit que l'univers

est dominé par la matière.

Pour w =
1

3
, l'univers est composé de rayonnement uniquement, et ρa

1+3c2

c2 = ρ0. On dit

que l'univers est dominé par le rayonnement.

A noter que w prend d'autres valeurs selon le modèle supposant l'existence d'autres

formes d'énergie ou de matière (énergie noire, matière noire, quintessence, ..etc.)



Chapitre 2

LES THÉORIES ÉTENDUE DE LA

GRAVITÉ f (R)

2.1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre précédent que la relativité générale est largement ac-

ceptée comme théorie fondamentale pour décrire les propriétés géométriques de l'espace-

temps. Dans un espace-temps homogène et isotrope (en admettant le principe cosmo-

logique), les équations d'Einstein donnent naissance aux équations de Friedmann qui

décrivent l'évolution cosmologique de l'univers.

Des observations récentes montrent que l'univers se développe à un rythme accéléré. La

relativité générale ne prédit pas cela. Pour attaquer ce problème, deux manières générales

ont été prises : introduire un nouveau type d'énergie (comme la constante cosmologique

Λ, interprétée comme une certaine forme d'énergie sombre) ou modi�er la théorie de la

gravitation (comme MOND : Modi�cation Of Newtonian Dynamics) [15-19]. Dans ce

chapitre, nous allons passer en revue la théorie de la gravité f(R), une modi�cation de

la relativité générale qui, même si sa motivation initiale ne résolvait pas le problème de

l'Univers en accélération [20-29] , cependant, les premières théories de la gravité f(R)

étaient élaborées avant cette observation.

19
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2.2 Les trois types de la gravité f (R)

La gravité f(R) est simplement une généralisation de l'action d'Einstein-Hilbert [11] :

SEH =

∫
d4x
√
−gR, (2.1)

dont la densité lagrangienne est juste le scalaire de Ricci. La gravité f(R) est donnée par

une action dans laquelle le scalaire de Ricci R est remplacé par une fonction arbitraire

f(R) [11] :

S =

∫
d4x
√
−gf(R). (2.2)

Il existe trois versions de la gravité f(R), selon le formalisme utilisé :

1) le principe variationnel appliqué à l'action pour obtenir les équations du champ. La

manière standard est de faire varier l'action par rapport à la métrique, en donnant la

métrique de gravité f(R).

2) La deuxième façon est d'utiliser l'approche de Palatini, qui est de considérer la connec-

tion indépendante de la métrique et de modi�er l'action par rapport à la métrique et à

la connexion (en même temps) qui donne la gravité f(R) selon le formalisme de Palatini,

en supposant bien sûr que l'action de la matière ne dépend pas de la connection. Notons

que ces deux méthodes conduisent aux mêmes équations de champ dans le cas de l'action

d'Einstein-Hilbert habituelle, mais dans le contexte de la gravité f(R), leurs équations

respectives di�èrent.

3) La troisième version et la plus générale est la métrique-a�ne de la gravité f(R), dans

laquelle le formalisme de Palatini est utilisé mais en abandonnant l'hypothèse que l'action

de la matière est indépendante de la connection.

2.2.1 La gravité f(R) selon le formalisme de la métrique

Pour obtenir les équations de champ de la gravité f(R) nous devons varier l'action,

par rapport à la métrique gµν [12] :

A =

∫
d4x
√
−g(f(R) + χLm) = S + Sm, (2.3)
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telle que Lm est le lagrangien de la matière.

Pour simpli�er, nous considérons le cas spécial où f(R) = Σf0R
α, telles que f0 et α sont

des constantes et f(R) est une fonction analytique de la courbure scalaire R. Le cas de

la gravité d'Einstein correspond à f0 = 1 et α = 1.

On a posé :

S =

∫
d4x
√
−gf(R) (2.4)

Sm =

∫
d4x
√
−gχLm.

On écrit la courbure scalaire R sous la forme :

R = gµνR
µν (2.5)

Variation de l'action f(R) dans le formalisme de la métrique :

Du principe de l'action minimale, nous obtenons les équations de champ par la varia-

tion δA = 0 :

δA = δ

[∫
d4x
√
−g (f(R) + χLm)

]
(2.6)

= δS + δSm = 0,

telle que :

δSm = χ

∫
d4x
√
−g (δLm) + χ

∫
d4x

(
δ
√
−g
)
Lm. (2.7)

Nous avons besoin de calculer la variation de
√
−g. Pour ce faire, nous utilisons

l'identité Tr (lnM) = ln (detM) où M est une matrice inversible et lnM est de�nie par

e(lnM) = M . La variation de cette identité et l'utilisation de la propriété cyclique de la

trace :

Tr(M−1δM) =
1

detM
δ (detM) , (2.8)

à la métrique inverse M = gµν et detM = g−1 = det gµν , nous donnent :

Tr (gµνδg
µν) = gδ

(
g−1
)
, (2.9)
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δ
(
g−1
)

=
1

g
gµνδg

µν .

On peut écrire δ
√
−g sous la forme :

δ
√
−g = δ

((
−g−1

))− 1
2 = −1

2

(
−g−1

)− 3
2 δ
(
−g−1

)
= −1

2

√
−ggµνδgµν . (2.10)

La variation de f(R) est égale à :

δf(R) =
δf

δR
δR =

δf

δR
δ (gµνRµν) =

δf

δR
δ (gµν)Rµν +

δf

δR
gµνδRµν .

Donc, la variation de l'action comprend trois parties :

δS = δ

[∫
d4x
√
−gf(R)

]
(2.11)

=

∫
d4x
√
−g δf

δR
δ (gµν)Rµν +

∫
d4x
√
−g δf

δR
gµνδRµν +

∫
d4x

(
δ
√
−g
)
f(R).

On pose :

F (R) =
δf

δR
,

telle que :

δS1 =

∫
d4x
√
−gF (R)Rµνδ (gµν) . (2.12)

δS2 =

∫
d4x
√
−gF (R) gµνδRµν . (2.13)

δS3 =

∫
d4x

(
δ
√
−g
)
f(R). (2.14)

La forme désirée pour les trois termes de l'action est une quantité multipliée par δgµν .

Pour obtenir le second terme de la même forme, nous devons varier le tenseur de Ricci :

Rµν = Rα
µαν = ∂σΓσµν − ∂νΓσµσ + ΓσµνΓ

ρ
σρ − ΓρσνΓ

σ
µρ. (2.15)

δRµν = ∇λδΓ
λ
µν −∇νδΓ

λ
µλ. (2.16)
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Donc, le deuxième terme de la variation de l'action devient :

δS2 =

∫
d4x
√
−gF (R) gµνδRµν (2.17)

=

∫
d4x
√
−gF (R) gµν

(
∇λδΓ

λ
µν −∇νδΓ

λ
µλ

)
=

∫
d4x
√
−gF (R)

(
∇λg

µνδΓλµν −∇νg
µνδΓλµλ

)
=

∫
d4x
√
−gF (R)

(
∇σg

µνδΓσµν −∇σg
µσδΓλµλ

)
=

∫
d4x
√
−gF (R)∇σ

(
gµνδΓσµν − gµσδΓλµλ

)
.

Nous pouvons maintenant insérer la variation de δΓσµν en fonction de δgµν

δΓσµν = −1

2

[
gλµ∇ν

(
δgλσ

)
+ gλµ∇µ

(
δgλσ

)
− gµαgυβ∇σ

(
δgαβ

)]
. (2.18)

δΓλµλ = −1

2

[
gµρ∇ν

(
δgλρ

)
+ gρλ∇µ

(
δgλρ

)
− gµβgλα∇λ

(
δgαβ

)]
.

En utilisant (2.18), on a :

δS2 = −1
2

∫
d4x
√
−gF (R)∇σ[gµνgλµ∇ν

(
δgλσ

)
+ gµνgλµ∇µ

(
δgλσ

)
−gµνgµαgυβ∇σ

(
δgαβ

)
− gµσgµρ∇ν

(
δgλρ

)
−gµσgρλ∇µ

(
δgλρ

)
+ gµσgµβgλα∇λ

(
δgαβ

)
].

(2.19)

où :

gµνgυσ = gλσg
λµ = δµσ . (2.20)

On peut alors écrire :

δS2 = −1
2

∫
d4x
√
−gF (R)∇σ[δυλ∇ν

(
δgλσ

)
+ δυλ∇µ

(
δgλσ

)
−δυαgυβ∇σ

(
δgαβ

)
− δσρ∇ν

(
δgλρ

)
− gµσgρλ∇µ

(
δgλρ

)
+ δσβgλα∇λ

(
δgαβ

)
].

(2.21)

Donc :

δS2 = −1
2

∫
d4x
√
−gF (R)∇σ[∇λ

(
δgλσ

)
+∇µ (δgνσ)− gαβ∇σ

(
δgαβ

)
−∇ν

(
δgλσ

)
− gρλ∇σ

(
δgλρ

)
+∇α (δgασ)].

(2.22)
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En inter-changeant les indices ν ↔ µ dans le deuxième terme de (2.22) et ν ↔ λ dans le

quatrième terme de la même équation, on obtient :

δS2 = −1
2

∫
d4x
√
−gF (R)∇σ[∇λ

(
δgλσ

)
+∇µ (δgµσ)− gαβ∇σ

(
δgαβ

)
−∇λ

(
δgλσ

)
− gρλ∇σ

(
δgλρ

)
+∇α (δgασ)].

(2.23)

Donc :

δS2 = −1

2

∫
d4x
√
−gF (R)∇σ[∇µ (δgµσ)

−gαβ∇σ
(
δgαβ

)
− gρλ∇σ

(
δgλρ

)
+∇α (δgασ)]. (2.24)

En inter-changeant les indices (α ↔ µ, β ↔ υ, ρ ↔ µ) et (λ ↔ υ), l'équation (2.24)

devient :

δS2 = −1

2

∫
d4x
√
−gF (R)∇σ [∇µ (δgµσ)− gµν∇σ (δgµν)− gµυ∇σ (δgυµ) +∇µ (δgµσ)]

= −
∫
d4x
√
−gF (R) [∇σ∇µ (δgµσ)− gµν∇σ∇σ (δgµν)] . (2.25)

En inter-changeant les indices σ ↔ ν dans le premier terme de (2.25) : ∇σ∇µ (δgµσ) =

∇ν∇µ (δgµν), cette équation devient :

δS2 = −
∫
d4x
√
−gF (R) [∇ν∇µ (δgµν)− gµν∇σ∇σ (δgµν)] . (2.26)

L'opérateur de d'Alembert s'écrit :

� = ∇σ∇σ =
∂σ
(√
−ggσβ∂β

)
√
−g

. (2.27)

Donc, en performant deux intégrations par parties et en tenant compte du fait que la

dérivée covariante de la métrique est nulle, l'équation (2.26) devient (après un détail de

calcul omis) :

δS2 = −
∫
d4x
√
−g [∇ν∇µF (R)− gµν�F (R)] δgµν . (2.28)
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La variation de l'action δS est :

δS =

∫
d4x
√
−gF (R) δ (gµν)Rµν −

∫
d4x
√
−g [∇ν∇µF (R)− gµν�F (R)] δgµν

+

∫
d4x

(
δ
√
−g
)
f(R), (2.29)

On remplace l'équation (2.10) dans l'équation (2.29) et on obtient l'équation suivante :

δS =

∫
d4x
√
−g
[
F (R)Rµν −∇ν∇µF (R) + gµν�F (R)− 1

2
gµνf(R)

]
δgµν . (2.30)

De plus, si on remplace l'équation (2.10) dans l'équation (2.7), on obtient l'équation

suivante :

δSm =

∫
d4x
√
−gχ (δLm)− 1

2

∫
d4x
√
−ggµνχLmδgµν . (2.31)

Le tenseur énergie-impulsion est dé�ni comme :

Tµν =
−1√
−g

δ (
√
−gLm)

δgµν
= − 1√

−g
δ
√
−gLm
δgµν

− δLm
δgµν

. (2.32)

On remplace l'équation (2.10) dans l'équation (2.32) et on obtient :

Tµν =
1

2
gµνLm −

δLm
δgµν

. (2.33)

A partir de l'équation (2.33), on peut écrire :

δLm = −Tµνδgµν +
1

2
gµνLmδg

µν . (2.34)

On remplace l'équation (2.34) dans l'équation (2.31) et on obtient une équation comme

suit :

δSm = −
∫
d4x
√
−gχTµνδgµν . (2.35)

Donc la variation totale de l'action s'écrit comme :

δA =

∫
d4x
√
−g
[
F (R)Rµν −∇ν∇µF (R) + gµν�F (R)− 1

2
gµνf(R)− χTµν

]
δgµν

= 0. (2.36)
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D'où :

F (R)Rµν −∇ν∇µF (R) + gµν�F (R)− 1

2
gµνf(R)− χTµν = 0. (2.37)

Pour obtenir la trace multipliée par gµν , on a :

gµνF (R)Rµν − gµν∇ν∇µF (R) + gµνgµν�F (R)− 1

2
gµνgµνf(R) = χgµνTµν . (2.38)

En utilisant le fait que gµνgµν = δµµ = 4 et que gµν∇ν∇µ = ∇ν∇ν = �, on obtient

�nalement la trace :

F (R)R + 3�F (R)− 2f(R) = χT. (2.39)

Pour f(R) = R et F (R) = 1, on véri�e aisèment qu'on retrouve les équations de champ

d'Einstein de la relativité générale.

2.2.2 La gravité f(R) à la Palatini

Comme nous le disions dans le formalisme de Palatini, nous traitons la métrique gµν et

la connexion de Levi-Civita Γσµν comme des variables indépendantes. Dans le cas de la re-

lativité générale standard d'Einstein, les deux variations conduisent aux mêmes équations

de champ. Mais dans le cas de la gravité f(R), les termes de courbure supplémentaires

fourniront deux équations distinctes. Donc, en variant l'action (2.3) par rapport à gµν

[35, 36] :

SPalatini =

∫
d4x
√
−gf (R) + Smatter [gµν , ψ

m] , (2.40)

où ψm sont les champs de matière. Les équations des champs correspondantes à l'action

(2.40) sont [35, 36] :

F (R)Rµν (Γ)− 1

2
f(R)gµν = χTµν , (2.41)

où Rµν (Γ) est le tenseur de Ricci correspondant aux connections Γσµν . Il est en général

di�érent du tenseur de Ricci calculé en termes de connexions métriques Rµν (g). La trace

de (2.41) est :

F (R)R− 2f(R) = χT. (2.42)
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2.2.3 La gravité f(R) à la métrique-a�ne

La métrique-a�ne de la gravité f(R) est semblable à la gravité f(R) à la Palatini,

dans le sens où elle prend aussi comme variables indépendantes le tenseur métrique et la

connection de Levi-Civita. Ce modèle de la gravité modi�ée est encore tout à fait nouveau

et les mathématiques qui lui sont associées nécessitent l'introduction de plusieurs concepts

et dé�nitions [37].

Dans la métrique a�ne de la gravité f(R), l'action est [38] :

Saffine =

∫
d4x
√
−gf (R) + Smatter

[
gµν ,Γ

λ
µν , ψ

m
]
. (2.43)

Les équations de champs correspondant à l'action (2.43) sont (voir [38]) :

F (R)Rµν −
1

2
f(R)gµν = χTµν , (2.44)

et

1√
−g

[
−∇′λ(

√
−gF (R)gµν) +∇′σ(

√
−gF (R)gµσ)δνλ

]
+ 2F (R)

(
gµνΓσλσ − gµρΓσρσδνλ + gµσΓνσλ

)
= χ∆µν

λ , (2.45)

où

∆µν
λ = − 2√

−g
δSM
δΓλµν

, (2.46)

et ∇′µ est la dérivée covariante par rapport à Γλµν .

Dans ce travail, nous avons choisi de travailler avec le premier formalisme. Nous allons

examiner les corrections quadratiques appelées aussi la gravité R-carré ou le modèle de

Starobinsky (le plus connu est f(R) = R + αR2) [39] comme suit :

f (R) = R +
1

2
βR2, (2.47)

à l'action de Hilbert-Einstein, parce qu'elle a montré des résultats cohérents pour certains

phénomènes cosmologiques [40]. On pose β = 2α le paramètre des corrections quadra-
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tiques du scalaire de Ricci, pour éviter toute confusion avec la fraction de charge qu'on

a appelé α. Les conditions de stabilité sont [39] : f
′
(R) > 0 et f

′′
(R) > 0 qui conduisent

à β > 0. Avec notre fonction choisie f(R) et suivant la référence [40], les équations de

champ sont trouvées comme :

Gµν + β (Rµν − gµν R/4 + gµν�− OµOν)R = −χTµν . (2.48)

2.3 Critères pour la viabilité de la théorie de la gravité

f (R)

Pour que la gravité f(R) soit acceptable, il ne su�t pas seulement qu'elle remplisse

le but pour lequel elle a été introduite dans le contexte cosmologique, mais il faut aussi

passer les tests imposés par le système solaire et les expériences terrestres sur la gravité

relativiste et elle doit satisfaire à certains critères minimaux de viabilité.

Donc, une théorie étendue de la gravité est acceptable si elle satisfait les critères suivants

[35] :

1. Posséder la dynamique cosmologique correcte,

2. ne pas sou�rir d'instabilités et fantômes,

3. avoir la limite Newtonienne et post-Newtonienne correctes,

4. donner lieu à des perturbations cosmologiques compatibles avec les données du

fond de micro-ondes cosmique et sur les structures à grande échelle,

5. avoir un problème de Cauchy (autrement dit des conditions initiales et aux limites)

bien posé.

Ces critères de viabilité sont examinés dans ce qui suit :

2.3.1 Dynamique cosmologique correcte

La théorie doit reproduire les data cosmologiques : accélération de l'expansion de

l'univers, univers plat.

De l'avis de la plupart des cosmologistes, pour être acceptable, un modèle cosmolo-

gique doit présenter une in�ation précoce (ou un moyen alternatif de résoudre l'horizon,
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la platitude et un problème de monopoles avec un mécanisme pour générer des perturba-

tions de densité), suivie d'une époque dominée par le rayonnement et une époque dominée

par la matière, puis par l'époque accélérée actuelle pour laquelle les théories f(R) ont été

ressuscitées. Les transitions entre les époques consécutives doivent être lisses.

Dans le passé, des problèmes ont été signalés avec la sortie de l'époque du rayonnement

dans certains modèles [36-40] , mais ils ont maintenant été résolus [41-46] .

2.3.2 Absence de fantômes

Qu'est-ce qu'un fantôme pour ces théories ? Un mode fantôme est un degré de liberté

en propagation avec un terme cinétique dans l'action avec un signe opposé.

Les fantômes sont des états massifs de norme négative qui causent la violation d'uni-

tarité et on les rencontrent souvent en essayant de généraliser la théorie de la gravité

d'Einstein. Les fantômes apparaissent facilement dans les théories de gravité d'ordre su-

périeur. Les théories plus générales de la forme f(R,RabR
ab, RabcdR

abcd, ...) contenant

généralement des champs de fantômes, ont été étudiées dans [47-55] . La théorie de la

gravité f(R) est sans fantôme [52, 56, 57, 58, 59, 60, 61].

2.3.3 Stabilité

La stabilité des trous noirs sous perturbation linéarisée est considérée comme un

problème important dans la physique des trous noirs. La stabilité a été étudiée dans

[57-61] et la solution de la gravité f(R) est stable d'après la référence [67]. Le cas de la

relativité générale est exclu par l'hypothèse f
′′

= 0 [35], mais la stabilité bien connue dans

ce cas permet d'étendre le critère de stabilité de la gravité de métrique f(R) à f
′
(R) > 0

et f
′′
(R) > 0.

2.3.4 Limites Newtonienne et Post-Newtonienne correctes

En fait, comme discuté par Capozziello et co [68] , nous traitons la limite Newtonienne

et Post-Newtonienne de la gravité f(R) en adoptant la symétrie sphérique. La solution
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des équations de champ peut être obtenue en considérant la métrique :

ds2 = g00(x
0, r)d(x0)2 + grr(x

0, r)dr2 − r2dΩ, (2.49)

où x0 = ct = t et dΩ est l'élément angulaire.

Pour développer la limite Newtonienne, considérons que la métrique peut être écrite sous

la forme gµν = ηµν + hµν , où hµν est une petite perturbation (hµν � ηµν) et où ηµν est

la métrique de Minkowski normalisée. Les entrées de métrique peuvent être développées

comme [68] : 

gtt(t, r) ' 1 + g
(2)
tt (t, r) + g

(4)
tt (t, r)

grr(t, r) ' −1 + g
(2)
rr (t, r)

gθθ(t, r) = −r2

gϕϕ(t, r) = −r2sin2θ

(2.50)

Le scalaire de Ricci devient :

R ∼ R(2)(t, r) +R(4)(t, r) + .... (2.51)

La dérivée n-ième de la fonction de Ricci peut être développée comme suit :

fn(R) ∼ fn(R(2) +R(4) + ...) ∼ fn(0) + fn+1(0)R(2) + fn+1(0)R(4) +
1

2
fn+2(0)(R(2))2 + ...

(2.52)

Pour obtenir le résultat le plus général, nous ne fournissons aucune forme spéci�que pour

le lagrangien de f(R). Nous supposons que le développement de Taylor de f(R) par

rapport à une certaine valeur R = R0 ' 0 est :

f(R) =
∑
n

fn(R0)

n!
(R−R0)

n ' f0 + f
′

0R +
1

2
f
′′

0R
2 +

1

6
f
′′′

0 R
3 + ....., (2.53)

où f
′
0 = df

dR
|R=0, f

′′
0 = d2f

dR2 |R=0 et f
′′′
0 = d3f

dR3 |R=0.

On peut écrire l'équation (2.53) comme suit :

f(R) ' f0 + f1R + f2R
2 + f3R

3 + ....., (2.54)
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où f1 = f

′
0, f2 = 1

2
f
′′
0 et f3 = 1

6
f
′′′
0 .

Pour obtenir l'approximation Post-Newtonienne, il faut insérer les expansions (2.50) et

(2.53) dans les équations (2.37), (2.39) et étendre le système jusqu'aux ordres O(0),

O(2) et O(4). Cette approche fournit des résultats généraux et des théories spéci�ques

(analytiques) sont sélectionnées par les coe�cients fi dans l'équation (2.53).

De l'ordre le plus bas des équations de champ (2.37) c-à-d l'ordre O(0), les équations de

champ donnent la condition :

f(0) = f0 = 0. (2.55)

Dans l'approximation de l'ordre O(2), le système d'équations (2.50) dans le vide se traduit

par (voir [68]) :



f1rR
(2) − 2f1g

(2)
tt,r + 8f2R

(2)
,r − f1rg(2)tt,rr + 4f2rR

(2) = 0

f1rR
(2) − 2f1g

(2)
rr,r + 8f2R

(2)
,r − f1rg(2)tt,rr = 0

2f1g
(2)
rr − r

[
f1rR

(2) − f1g(2)tt,r − f1g
(2)
rr,r + 4f2R

(2)
,r + 4f2rR

(2)
,rr

]
= 0

f1rR
(2) + 6f2

[
2R

(2)
,r + rR

(2)
,rr

]
= 0

2g
(2)
rr + r

[
2g

(2)
tt,r − rR(2) + 2g

(2)
rr,r + rg

(2)
tt,rr

]
= 0

(2.56)

L'équation de trace (la quatrième dans le système (2.56) ) fournit une équation di�é-

rentielle par rapport au scalaire de Ricci qui permet de résoudre exactement le système

(2.56) à l'ordre O(2).

Finalement, on obtient la solution générale (voir [68, 69]) :



g
(2)
tt = δ0 −

δ1(t)e
−r
√
−ξ

3ξr
+
δ2(t)e

r
√
−ξ

6(−ξ)3/2r

g
(2)
rr =

δ1(t)[r
√
−ξ + 1]e−r

√
−ξ

3ξr
− δ2(t)[ξr +

√
−ξ]er

√
−ξ

6ξ2r

R(2) =
δ1(t)e

−r
√
−ξ

r
− δ2(t)

√
−ξer

√
−ξ

2ξr
,

(2.57)

où δ0 est la constante d'intégration qui est sans dimension, tandis que les deux fonctions

arbitraires de temps δ1(t) et δ2(t) ont respectivement les dimensions de longueur−1 et

de longueur−2. ξ a la dimension de longueur−2, où ξ = f1
6f2

, f1 et f2 sont les coe�cients

d'expansion obtenus par le développement de Taylor de f(R) et Y est une constante
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d'intégration arbitraire.

De plus, le coe�cient f1 doit être positif pour avoir une constante gravitationnelle dé�nie

positive.

Les fonctions de temps δi(t)(i = 1; 2) sont complètement arbitraires puisque le système

d'équations di�érentielles (2.57) ne contient que des dérivées spatiales et peut être réglé

à des valeurs constantes.

La constante d'intégration δ0 peut être mise à zéro car elle représente une quantité additive

non essentielle pour le potentiel.

Le premier terme de l'équation du système (2.57) qui donne la solution du second ordre en

terme d'expansion métrique (voir (2.50)) est la limite newtonienne de la gravité f(R). Ce

terme coïncide avec le potentiel gravitationnel de Newton ; c'est le potentiel gravitationnel

modi�é pour la gravité f(R) :

gtt = 1 + 2Φgrav = 1 + g
(2)
tt . (2.58)

Le potentiel gravitationnel général de la gravité f(R) est [68, 69] :

Φgrav =
δ1(t)e

−r
√
−ξ

3ξr
+
δ2(t)e

r
√
−ξ

6(−ξ)3/2r
(2.59)

Ce résultat général signi�e que le potentiel standard de Newton n'est atteint que dans le

cas particulier f(R) = R, alors qu'il n'en est pas de même pour les modèles analytiques

génériques f(R).

En e�et, la limite Newtonienne de la relativité générale ne peut pas être obtenue direc-

tement à partir de la solution (2.59) mais à partir des équations de champ (2.56).

A�n de dériver l'approximation Post-Newtonienne pour une fonction générique f(R),

il faut spéci�er la fonction f(R) dans les équations de champ (2.37), (2.39). En e�et,

une fois qu'une certaine fonction f(R) est choisie, on obtiendra une approximation Post-

Newtonienne particulière référée à un tel choix. En général, de telles théories permettent

de retrouver les résultats de la relativité générale et la limite correcte et les conditions

asymptotiques.
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2.3.5 Problème de Cauchy

Le problème de Cauchy pour la gravité f(R) peut être dé�ni comme le problème de

Cauchy pour la théorie O'Hanlon correspondante [65-67] .

Le résultat obtenu dans [73] est que le problème de Cauchy pour la gravité f(R) à la

métrique est bien formulé et est bien posé sous vide et avec des formes "raisonnables" de

matière (des �uides parfaits, des champs scalaires, ou le champ de Maxwell), alors que

pour la gravité f(R) à la Palatini, le problème de Cauchy n'est pas bien formulé ni bien

posé en raison de la présence de dérivées plus élevées des champs de matière dans les

équations de champ et en fait qu'il est impossible d'éliminer [35].



Chapitre 3

LES ÉTOILES COMPACTES

3.1 Introduction

Ce chapitre fournit une brève description des étoiles compactes, c'est-à-dire les naines

blanches, les étoiles à neutrons et les trous noirs sont considérés comme la dernière étape

de l'évolution stellaire. L'histoire des étoiles à neutrons a commencé en 1934 par la pré-

diction géniale de Baade et Zwicky [74]. Ils ont proposé ce nouvel objet astrophysique

pour expliquer leurs observations d'un phénomène des supernovae.

Nous explorons une classe de sphères compactes formées d'un �uide parfait régi par une

équation d'état polytropique. La densité de charge est choisie pour être proportionnelle

à la densité d'énergie. L'étude est généralement réalisée en résolvant l'équation de TOV

qui décrit l'équilibre hydrostatique.

La structure des étoiles est essentiellement régie par trois lois simples, à savoir l'équilibre

hydrostatique, le transport d'énergie et la production d'énergie. Dans ce chapitre, nous

allons exprimer la loi de l'équilibre hydrostatique en termes mathématiques précis.

3.2 Équilibre hydrostatique

Une étoile a une forme sphérique stable, sa taille ne varie pas signi�cativement. Elle

est en équilibre hydrostatique et elle est en fait sujette à deux forces de sens opposés qui

s'annulent. La force de gravité tend à contracter la matière présente à l'intérieur, la force

de pression, due aux réactions thermonucléaires qui ont lieu en son centre, tend à la faire

34
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dilater [75, 76].

Dans une étoile, la force de gravité vers l'intérieur est équilibrée par la force de pression

vers l'extérieur. L'énergie est produite dans le noyau de l'étoile chaude, puis di�usée à

l'extérieur à la surface de refroidissement.

3.2.1 Description d'une étoile en symétrie sphérique

Considérons un petit élément cylindrique de masse δm, situé entre le rayon r et le

rayon r + dr dans l'étoile et soit : m = m(r) la masse intérieure à r (voir la �gure 3.1).

Figure 3.1 � L'équilibre hydrostatique à l'intérieur d'une étoile.

Alors la conservation de la masse implique que :

dm(r) = 4πr2ρ(r)dr. (3.1)

ρ(r) est la densité d'énergie, telle que l'élément de volume de cet élément est dV = 4πr2dr.

On pose s = 4πr2. L'équation précédente devient alors :

dm(r)

dr
= ρ(r)s. (3.2)

C'est la première équation de la structure stellaire.

Les forces agissant sur l'élément sont :
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Forces de gravité : L'équation suivante permet de calculer la force de gravité Fg

s'exerçant sur un petit élément de matière situé à une distance r du centre :

Fg = −Gmδm
r2

, (3.3)

telle que

δm = ρsdr (3.4)

Forces de pression : La force de pression est une force nette due à la di�érence de

pression entre les faces supérieure et inférieure.

Fp = P (r)s− P (r + dr)s = P (r)s− [P (r) +
dP

dr
dr]s = −dP

dr
sdr. (3.5)

On a l'accélération qui égale à zéro partout si l'étoile est statique. On applique alors la

deuxième loi de Newton

Fg + Fp = δm
..
r = 0, (3.6)

et on obtient la deuxième équation de la structure stellaire :

dP

dr
= −Gmρ

r2
. (3.7)

On a le potentiel gravitationnel Φ =
Gm

r
→ dΦ

dr
= −Gm

r2
. Donc l'équation précédente

devient :
dP

dr
=
dΦ

dr
ρ. (3.8)

C'est l'équation hydrostatique.

3.2.2 L'équation de Poisson

L'équation de Poisson est l'équation aux dérivées partielles du second ordre donnée

comme suit [15] :

∆Φ = H, (3.9)
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tel que ∆ est l'opérateur laplacien et H est une fonction généralement donnée. En symétrie

sphérique :

∆ =
1

r2
d

dr

(
r2
d

dr

)
. (3.10)

En combinant les équations (3.2), (3.7) et (3.10), on a :

1

r2
d

dr

[
r2
dΦ

dr

]
= −4πGρ (3.11)

C'est l'équation de Poisson.

L'approximation des champs faibles et des mouvements lents permet de retrouver l'équa-

tion de Poisson de la gravitation de Newton :

∇2Φ = −4πGρ, (3.12)

où ρ est la masse volumique.

D'autre part, Il existe une relation polytropique entre p et ρ qui est de la forme :

p = ωργ, (3.13)

où γ et ω sont des constantes. A partir des équations (3.8) et (3.13) on a :

dΦ

dr
= γωργ−2

dρ

dr
. (3.14)

C'est l'équation polytropique.

Pour γ 6= 1, on intègre l'équation (3.14) et on obtient :

ρ = AnΦn (3.15)

telle que :

An =

[
γ − 1

γω

]n
n =

1

γ − 1
.
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n c'est l'indice polytropique. On appelle γ l'exposant polytropique.

On remplace l'équation (3.11) dans l'équation (3.15) et on obtient l'équation di�érentielle

du potentiel de gravitation :

d2Φ

dr2
+

2

r

dΦ

dr
= −4πr2GAnΦn. (3.16)

3.2.3 L'équation de Lane-Emden

L'équation de Lane-Emden est nommée d'après les astrophysiciens Jonathan Homer

Lane et Robert Emden. Cette équation décrit la structure d'une étoile, qui est à symétrie

sphérique, en équilibre hydrostatique, dont l'équation d'état est celle d'un polytrope qui

est soumis à l'in�uence de son champ gravitationnel. L'équation de Lane-Emden permet

de déterminer la pression et la densité de l'étoile ainsi que les types de con�guration

(stable ou instable, d'extension �nie ou in�nie). On dé�nit la variable adimensionnelle

suivante [77] :

K(z) =
Φ

Φc

=

(
ρ

ρc

) 1
n

, (3.17)

où l'indice c désigne le centre de l'étoile et K(z) est appelée la fonction de Lane-Emden.

A partir de l'équation (3.17) on a :

Φ = K(z)Φc

ρ = Kn(z)ρc.
(3.18)

On fait le changement de variable :

r = zε. (3.19)

Le rayon r est la coordonnée spatiale qui varie de r = 0 au centre à r = ε à la surface de

l'étoile. Par contre, la fonction de Lane-Emden varie de K = 0 au centre à K = 1 à la

surface de l'étoile.

On remplace l'équation (3.14) dans l'équation (3.11) et on obtient :

1

r2
d

dr

[
γr2ωργ−2

dρ

dr

]
= −4πGρ. (3.20)
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Après avoir dé�ni la quantité n = 1

γ−1 , l'équation (3.20) devient :

1

r2
d

dr

[
r2ω

(
1

n
+ 1

)
ρ

1
n
−1dρ

dr

]
= −4πGρ. (3.21)

On remplace les équations (3.18) et (3.19) dans l'équation (3.21). Ce qui donne :

(
ω (n+ 1) ρ

1
n
−1

c

4πGε2

)
1

z2
d

dz

(
z2
dK

dz

)
+Kn = 0. (3.22)

On pose :

ε =

√
ω (n+ 1) ρ

1
n
−1

c

4πG
. (3.23)

On peut alors écrire l'équation de Lane-Emden comme :

1

z2
d

dz

(
z2
dK

dz

)
+Kn = 0. (3.24)

Elle décrit l'équilibre hydrostatique des structures stellaires dans la théorie newtonienne.

Notez que dans la suite de ce chapitre, on travaillera en unités géométriques G = c = 1.

3.2.4 Les équations des champs

Dans les sphères compactes chargées, comme décrites par les équations d'Einstein-

Maxwell avec la matière chargée électriquement, les équations de champ sont [77] :

Gµν = −χTµν . (3.25)

∇νF
µι = 4πjµ. (3.26)

Gµν est le tenseur d'Einstein dé�ni dans le chapitre 1.

Le tenseur de Faraday-Maxwell est :

Fµν = ∂µAυ − ∂νAµ. (3.27)



40
Le tenseur énergie-impulsion total est :

Tµν = Eµν +Mµν , (3.28)

où Eµν le tenseur énergie-impulsion électromagnétique :

Eµν =
1

4π

(
F γ
µFνγ −

1

4
gµνFγβF

γβ

)
, (3.29)

et Mµν le tenseur énergie-impulsion d'un �uide parfait :

Mµν = (ρ+ p)uµuν + pgµν . (3.30)

Donc :

Tµν =
1

4π

(
F γ
µFνγ −

1

4
gµνFγβF

γβ

)
+ (ρ+ p)uµuν + pgµν . (3.31)

Pour un �uide chargé, le courant électromagnétique jµ est donné en termes de densité de

charge électrique ρe comme suit :

jµ = uµρe. (3.32)

3.2.5 Les équations d'équilibre

L'élément de métrique pour un espace-temps à symétrie sphérique statique est de la

forme :

dS2 = −B (r) dt2 + A (r) dr2 + r2
(
dθ2 + sin θ2dϕ2

)
. (3.33)

Les potentiels A (r) et B (r) sont des fonctions de la coordonnée radiale r seulement. Les

éléments non nuls de la métrique covariante sont :

g00 = −B (r) , g11 = A (r) , g22 = r2, g33 = r2 sin θ2, (3.34)

et ceux de la métrique contravariante sont :

g00 = − 1

B (r)
, g11 =

1

A (r)
, g22 =

1

r2
, g33 =

1

r2 sin θ2
. (3.35)
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On utilise la métrique covariante et la métrique contravariante pour déduire les com-

posantes des symboles de Christo�el non nulles :

Γ0
01 = Γ0

10 =
1

2B (r)

dB (r)

dr
=

1√
B (r)

d
√
B (r)

dr
.

Γ1
00 =

1

2A (r)

dB (r)

dr
.

Γ1
11 =

1

2A (r)

dA (r)

dr
=

1√
A (r)

d
√
A (r)

dr
.

Γ2
12 = Γ2

21 =
1

r
, Γ2

33 = − sin θ cos θ, Γ3
13 = Γ3

31 =
1

r
.

Γ3
23 = Γ3

32 =
cos θ

sin θ
, Γ1

22 = − r
A
, Γ1

33 = −r sin θ2

A
.

On utilise la métrique covariante et la métrique contravariante ainsi que les symboles

de Christo�el pour déduire les composantes du tenseur de Ricci non nulles :

R00 = − 1

2A (r)

d2B (r)

dr2
+

1

4A (r)B (r)

(
dB (r)

dr

)2

+
1

4A (r)2
dB (r)

dr

dA (r)

dr
− 1

rA (r)

dB (r)

dr
.

(3.36)

R11 =
1

2B (r)

d2B (r)

dr2
− 1

4B (r)2

(
dB (r)

dr

)2

− 1

4B (r)A (r)

dB (r)

dr

dA (r)

dr
− 1

rA (r)

dA (r)

dr
.

(3.37)

R22 =
1

2B (r)A (r)2

(
rA (r)

dB (r)

dr
− rB (r)

dA (r)

dr
− 2B (r)

(
dA (r)

dr

)2

+ 2A (r)B (r)

)
.

(3.38)

R33 = sin θ2R22. (3.39)

On en déduit la courbure scalaire à partir des composantes non nulles du tenseur de

Ricci :

R = gµνRµν = g00R00 + g11R11 + g22R22 + g33R33. (3.40)

Donc :

R =
1

A (r)B (r)

d2B (r)

dr2
− 1

2B (r)2A (r)

(
dB (r)

dr

)2

− 1

2B (r)A (r)2
dA (r)

dr

dB (r)

dr

+
2

rA (r)B (r)

dB (r)

dr
− 2

rA (r)2
dA (r)

dr
− 2

r2
+

2

r2A (r)
. (3.41)
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Les composantes du tenseur d'Einstein Gµν non nulles sont alors :

G00 = − B (r)

r2A (r)2

(
dA (r)

dr
r + A (r)2 − A (r)

)
. (3.42)

G11 = − 1

r2B (r)

(
dB (r)

dr
r − A (r)B (r) +B (r)

)
. (3.43)

G22 = − r

4B (r)2A (r)2
(−2

dA (r)

dr
B (r)2 + 2A (r)B (r)

dB (r)

dr
(3.44)

+2rA (r)B (r)
d2B (r)

dr2
− rA (r)

(
dB (r)

dr

)2

− rB (r)
dA (r)

dr

dB (r)

dr
.

G33 = sin θ2G22. (3.45)

Les équations de champ d'Einstein s`écrivent maintenant :

Gµν = −χ (Eµν +Mµν) . (3.46)

3.2.6 La solution de Reissner-Nordström

Les équations de Maxwell dans l'espace-temps courbe, lorsqu'elles sont écrites en

termes du tenseur covariant Fµν(x) antisymétrique, sont faciles à trouver en remplaçant

les dérivées partielles par des dérivées covariantes [78] :

• L'équation de Maxwell homogène reste la même :

∂αFβγ + ∂βFγα + ∂γFαβ = 0, (3.47)

parce que les contributions des champs de connexion s'annulent en raison de l'antisymétrie

complète sous permutations de α, β et γ.

Le tenseur de Faraday-Maxwell s'écrit en fonction du champ de potentiel vecteur Aµ

comme :

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (3.48)
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• L'équation de Maxwell inhomogène est :

DµF
µ
ν = gαβDαFβν = −Jν . (3.49)

où Jν(x) est la charge électromagnétique et la distribution du courant.

L'équation (3.49) peut être réécrite comme :

∂µ
(√
−gF µν

)
= −
√
−gJν . (3.50)

Nous avons la loi de conservation :

∂µ
(√
−gJµ

)
= 0, (3.51)

car le champ de Maxwell Fµν est antisymétrique dans ses deux indices.

• La distribution d'énergie-impulsion du champ de Maxwell est :

Tµν = −FµαFα
ν +

(
1

4
FαβF

αβ − JαAα
)
gµν . (3.52)

La symétrie sphérique peut encore être utilisée comme point de départ pour la construc-

tion d'une solution des équations d'Einstein-Maxwell combinées pour les champs entou-

rant une étoile avec la charge électrique Q et la masse m.

La métrique prend la forme (3.33). Le champ électrique statique est dé�ni par

Ei(x) = F0i = −Fi0, Er = E(r), Eθ = Eϕ = 0,
−→
B = 0.

La source Jµ de ce champ est non nulle à l'intérieur de l'étoile et nulle hors de l'étoile :

Jµ = 0.

On a g = −ABr4sin2θ et F 0r = − 1
AB
E(r). L'équation (3.50) devient :

∂r

(
E(r)r2√
AB

)
= 0. (3.53)

Et par conséquent :

E(r) =
Q
√
AB

4πr2
. (3.54)
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On peut écrire Er = −∂A0, telle que A0 est le champ de potentiel scalaire.

L'équation (3.54) contribue à Tµν [78] :

T00 = −E
2

2B
= − AQ2

32π2r4
, T11 =

E2

2A
=

BQ2

32π2r4
. (3.55)

T22 = −E
2r2

2AB
= − Q2

32π2r4
, T33 = T22sin

2θ = −Q
2sin2θ

32π2r4
. (3.56)

On trouve :

T µµ = gµνTµν = 0; R = 0. (3.57)

Les équations de champ d'Einstein se lisent :

Rµν = −χTµν . (3.58)

Ces équations (3.58) conduisent à la solution suivante :

A−1 = 1− 2M

r
+
Q2

r2
; B = A−1. (3.59)

C'est la solution Reissner-Nordstrom pour une étoile chargée à symétrie sphérique élabo-

rée dans des travaux entre 1916 et 1918. Pour l'intérieur de l'étoile, on adopte la solution

suivante :
1

A (r)
= 1− 2m (r)

r
+
q2 (r)

r2
. (3.60)

B (r) =
1

A (r)
. (3.61)

3.2.7 Les composantes d'un tenseur de Faraday-Maxwell

F tr (r) = −F rt (r) sont les seules composantes non nulles et les autres sont identique-

ment nulles, à cause de la symétrie sphérique.

F tr (r) =


0 F 01 0

F 10 0 0

0 0 0

 =


0 F 01 0

−F 01 0 0

0 0 0

 . (3.62)
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La charge électrique totale :

La seule composante non nulle dans les équations de Maxwell ∇νF
µυ = 4πjµ est

donnée par :

∇νF
µν = ∂νF

µν + ΓνλνF
µλ + ΓµλνF

λν = 4πjµ. (3.63)

Les termes ΓµλνF
λν = 0 parce qu'ils contiennent une mixture d'indices symétrique et

antisymétrique. L'équation précédente devient alors :

∇νF
µν = ∂νF

µν + ΓνλνF
µλ = 4πjµ. (3.64)

Pour µ = 0 :

∇νF
0ν = 4πj0 = ∂νF

0ν + ΓνλνF
0λ (3.65)

= ∂1F
01 + Γν1νF

01 =
dF 01

dr
+ Γν1νF

01.

On calcule le terme Γν1ν :

Γν1ν = Γ0
10 + Γ1

11 + Γ2
12 + Γ3

13 (3.66)

=
1√
B (r)

d
√
B (r)

dr
+

1√
A (r)

d
√
A (r)

dr
+

2

r
.

On a :

j0 = ρe (3.67)

On remplace l'équation (3.66) et l'équation (3.67) dans l'équation (3.65) et on obtient :

dF 01

dr
+

(
1√
B (r)

d
√
B (r)

dr
+

1√
A (r)

d
√
A (r)

dr
+

2

r

)
F 01 = 4πρe. (3.68)

On multiple l'équation précédente par r2
√
A (r)B (r) et on obtient :

d

dr

(
r2
√
A (r)B (r)F 01

)
= 4πr2

√
A (r)B (r)ρe. (3.69)

telle que :

q (r) = r2
√
A (r)B (r)F 01. (3.70)



46
En remplaçant l'équation (3.70) dans l'équation (3.69), on obtient :

dq (r)

dr
= 4πr2ρe

√
A (r)B (r), (3.71)

où q (r) est la charge électrique totale à l'intérieur d'une sphère de rayon r, qui dépend

de la coordonnée r seulement.

Le tenseur énergie-impulsion total peut s'écrire comme suit :

Tµν =
1

4π

(
F γ
µFνγ −

1

4
gµνFγβF

γβ

)
+ (ρ+ p)uµuν + pgµν . (3.72)

Pour µ = 0 et ν = 0 on obtient T00 :

T00 =
1

4π

(
F γ
0 F0γ −

1

4
g00FγβF

γβ

)
+ (ρ+ p)u0u0 + pg00. (3.73)

On calcule le terme F γ
0 F0γ :

F γ
0 F0γ = F 1

0F01 = (g00)
2 g11

(
F 01
)2

(3.74)

= B2 (r)A (r)
(
F 01
)2
.

A partir de l'équation (3.70) on a :

F 01 =
q (r)

r2
√
A (r)B (r)

. (3.75)

On remplace l'équation (3.75) dans l'équation (3.74) et on obtient :

F γ
0 F0γ = B (r)

q2 (r)

r4
. (3.76)

On calcule le terme FγβF γβ :

FγβF
γβ = F0βF

0β + F1βF
1β = F01F

01 + F10F
10 (3.77)

= 2F01F
01 = 2g00g11

(
F 01
)2
.

On a : F10 = −F01 et F 10 = −F 01.



47
On remplace l'équation (3.75) dans l'équation (3.77) et on obtient :

FγβF
γβ = 2g00g11

q2 (r)

r4A (r)B (r)
. (3.78)

Dans le cas de la symétrie sphérique, on a :

FγβF
γβ = −2

q2 (r)

r4
. (3.79)

On a u0u0 = g00u
0u0 = −g00 = B (r) , l'équation (3.73) devient :

T00 = B (r)

(
1

8π

q2 (r)

r4
+ ρ

)
. (3.80)

On en déduit par l'équation précédente, que :

T 00 =
(
g00
)2
T00 =

1

B (r)

(
1

8π

q2 (r)

r4
+ ρ

)
. (3.81)

Pour µ = 1 et ν = 1, on obtient T11 :

T11 =
1

4π

(
F γ
1 F1γ −

1

4
g11FγβF

γβ

)
+ (ρ+ p)u1u1 + pg11. (3.82)

On calcule le terme F γ
1 F1γ :

F γ
1 F1γ = F 0

1F10 = (g11)
2 g00

(
F 01
)2

= −A (r)
q2 (r)

r4
. (3.83)

On a u1u1 = 0, l'équation (3.82) devient :

T11 = A (r)

(
p− 1

8π

q2 (r)

r4

)
. (3.84)

On en déduit par l'équation précédente, que :

T 11 =
(
g11
)2
T11 =

1

A (r)

(
p− 1

8π

q2 (r)

r4

)
. (3.85)
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Pour µ = 2 et ν = 2, on obtient T22 :

T22 =
1

4π

(
F γ
2 F2γ −

1

4
g22FγβF

γβ

)
+ (ρ+ p)u2u2 + pg22. (3.86)

On a u2u2 = 0 et F γ
2 F2γ = 0, l'équation (3.86) devient :

T22 = r2
(
p+

1

8π

q2 (r)

r4

)
. (3.87)

On en déduit par l'équation précédente, que :

T 22 =
(
g22
)2
T22 =

1

r2

(
p+

1

8π

q2 (r)

r4

)
. (3.88)

Pour µ = 3 et ν = 3, on obtient T33 :

T33 =
1

4π

(
F γ
3 F3γ −

1

4
g33FγβF

γβ

)
+ (ρ+ p)u3u3 + pg33. (3.89)

On a u3u3 = 0 et F γ
3 F3γ = 0, l'équation (3.89) devient :

T33 = r2 sin θ2
(
p+

1

8π

q2 (r)

r4

)
. (3.90)

On en déduit par l'équation précédente, que :

T 33 =
(
g33
)2
T33 =

1

r2 sin θ2

(
p+

1

8π

q2 (r)

r4

)
. (3.91)

On peut calculer la trace du tenseur énergie-impulsion total :

T = gµνTµν = g00T00 + g11T11 + g22T22 + g33T33 (3.92)

= 3p− ρ.

Les composantes non nulles dans les équations d'Einstein Gµν = −8πTµν sont : Pour

µ = 0 et ν = 0 on obtient G00 :

G00 = −8πT00. (3.93)
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On remplace l'équation (3.42) et l'équation (3.80) dans l'équation (3.93), on tire que :

d

dr

(
rA−1 (r)

)
= 1− 8πr2

(
ρ+

1

8π

q2 (r)

r4

)
. (3.94)

Pour µ = 1 et ν = 1 on obtient G11 :

G11 = −8πT11. (3.95)

On remplace l'équation (3.43) et l'équation (3.84) dans l'équation (3.95) puis on obtient :

r

A (r)B (r)

dB (r)

dr
+

1

A (r)
= 1 + 8πr2

(
p− 1

8π

q2 (r)

r4

)
. (3.96)

On remplace l'équation (3.60) dans l'équation (3.96), ce qui donne :

dm (r)

dr
= 4πr2ρ (r) +

q (r)

r

dq (r)

dr
. (3.97)

3.3 L'équation de Tolman-Oppenheimer-Volko� (TOV)

A partir de la conservation du tenseur ∇νT
µν = 0 on peut écrire [19] :

∇νT
νµ = ∂νT

νµ + ΓµλτT
λτ + ΓλλτT

µτ . (3.98)

Pour µ = 1 et ν = 1 :

∇1T
11 = ∂1T

11 + Γ1
λτT

λτ + ΓλλτT
1τ (3.99)

= ∂1T
11 + Γ1

λτT
λτ + Γλλ1T

11

=
dT 11

dr
+ Γ1

λτT
λτ + Γλλ1T

11 = 0.

On calcule le terme Γ1
λτT

λτ :

Γ1
λτT

λτ = Γ1
00T

00 + Γ1
11T

11 + Γ1
22T

22 + Γ1
33T

33. (3.100)
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et on calcule aussi le terme Γλλ1 :

Γλλ1 = Γ0
01 + Γ1

11 + Γ2
21 + Γ3

31. (3.101)

On remplace les équations (3.101), (3.100) et (3.85) dans l'équation (3.99). Ce qui donne :

dB (r)

dr
=

B (r)

ρ (r) + p (r)

[
q (r)

2πr4
dq (r)

dr
− 2

dp (r)

dr

]
. (3.102)

On remplace les équations (3.71) et (3.102) dans l'équation (3.96). Ce qui donne :

dp (r)

dr
= − (ρ (r) + p (r))

[
4πp (r) r + m(r)

r2
− q2(r)

r3

1− 2m(r)
r

+ q2(r)
r2

]
+ ρe

 q(r)
r2√

1− 2m(r)
r

+ q2(r)
r2

 . (3.103)
C'est l'équation de TOV modi�ée (avec charge) pour l'étude de l'équilibre d'un �uide

électriquement chargé, dans le cadre de la relativité générale. Évidemment, dans la limite

non relativiste, l'équation (3.103) se réduit à l'équation d'équilibre classique (3.7).

A l'étude de l'équilibre d'un �uide non chargé q(r) = 0, on obtient l'équation de TOV :

dp (r)

dr
= − (ρ (r) + p (r))

[
4πp (r) r + m(r)

r2

1− 2m(r)
r

]
. (3.104)

dm (r)

dr
= 4πr2ρ (r) . (3.105)

3.4 L'équation d'état

L'équation d'état d'un système à l'équilibre thermodynamique est une relation entre

di�érents paramètres physiques qui détermine son état. Les équations d'état sont généra-

lement restreintes aux phénomènes physiques donnés. Un même corps peut avoir plusieurs

équations d'état, comme son état magnétique ou son état thermodynamique. On donne

quelques exemples des équations d'état
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3.4.1 L'équation d'état d'un gaz parfait à l'équilibre thermody-

namique global

L'équation d'état d'un gaz parfait à l'équilibre thermodynamique s'écrit :

PV = NkBT (3.106)

telle que :

R = kBNA (3.107)

où kB désigne la constante de Boltzmann et R est la constante des gaz parfaits. P est la

pression en Pa, V est le volume du gaz en m3, T est la température de ce gaz en Kelvin

et NA est le nombre d'Avogadro.

Une expression équivalente de l'équation d'état est :

PV = nRT (3.108)

où n représente le nombre de moles du gaz considéré.

3.4.2 Équation d'état de Van der Waals

L'équation d'état des gaz parfaits ne permet pas de rendre compte de certaines pro-

priétés cruciales, parce que le �uide peut exister à l'état liquide et à l'état gazeux.

L'équation d'état de Van der Waals est l'équation d'état la plus simple, permettant d'ex-

pliquer l'existence de deux états di�érents pour le �uide. Elle s'écrit comme suit [79] :

(
P +

n2a

V 2

)
(V − nb) = nRT. (3.109)

Dans cette équation, des corrections sont e�ectuées sur la pression et sur le volume à

l'aide de deux coe�cients a et b : b, appelé le covolume ou le volume moléculaire propre ;

il est lié au rayon r des molécules :

b =
4π

3
NAr

3. (3.110)
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Le terme
n2a

V 2
correspond à une pression et le terme nb correspond au volume intrinsèque

occupé par les N molécules du �uide considéré.

Les paramètres b et a dépendent donc de la nature du �uide considéré. Ils peuvent dans

le cas général, être des fonctions plus ou moins compliquées des autres grandeurs ther-

modynamiques.

3.4.3 Équation d'état du viriel

L'équation du viriel est une équation d'état pour les gaz réels. Elle s'écrit sous forme

d'un développement en série de
PVm
RT

en fonction des puissances de
1

Vm
comme suit [80],

[81] :

Z =
PVm
RT

= 1 +
B1

Vm
+

B2

(Vm)2
+

B3

(Vm)3
+ ......, (3.111)

où Z est le facteur de compressibilité et Vm est le volume molaire.

Les valeurs des coe�cients B1, B2, B3, ..... étant choisies de façon que l'équation cadre

avec les données expérimentales.

3.4.4 L'équation d'état polytropique

Un polytrope est dé�ni par le fait que son équation d'état ne dépend pas explicitement

de sa température, souvent par relation adiabatique.

L'équation d'état polytropique s'écrit comme [82] :

p = ωργ, (3.112)

ω est une constante, ainsi que γ, qui est appelé exposant adiabatique, dé�nie par :

γ = 1 +
1

n
, (3.113)

alors que la quantité n est l'indice polytropique.

La densité de charge est proportionnelle à la densité d'énergie :

ρe (r) = αρ (r) , (3.114)
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où α est une constante de la fraction de charge, qui est a-dimensionnelle dans les unités

géométriques.

Le gaz obéissant à une équation d'état de cette forme est appelé le gaz polytropique. Des

exemples de type de gaz polytropique sont donnés à partir de la valeur de γ [82] :

Pour γ = 5/4, le type de gaz polytropique est non relativiste, gaz complètement dégénéré.

Pour γ = 4/3, le type de gaz polytropique est relativiste, gaz complètement dégénéré.

Pour γ = 1, le type de gaz polytropique est un gaz isotherme.

Notons que, comme cité dans les références [77, 83], pour n < 5, l'étoile polytropique a

un rayon �ni, sa masse est compatible avec la régularité au centre et que la densité de

l'étoile tend vers zéro à une certaine valeur de son rayon. Ceux-ci ont motivé le choix des

deux valeurs n = 3 et n = 4 correspondant respectivement à γ = 5/4 et γ = 4/3 dans

notre travail.



Chapitre 4

STRUCTURES STELLAIRES

CHARGÉES

4.1 Introduction

En général, les théories alternatives de la gravité sont testées en étudiant la formation

et l'évolution des étoiles. Dans ce contexte, nous visons à étudier les propriétés des étoiles

compactes électriquement chargées dans le cadre de la gravité f(R). En réalité, les étoiles

compactes sont des objets bien étudiés dans la littérature [84]. Chandrasekhar a mon-

tré que les naines blanches sont des étoiles compactes dans lesquelles la dégénérescence

quantique des électrons est responsable de leur stabilité. Ces étoiles sont froides et leur

con�guration deviennent plus compacte à mesure que les électrons deviennent de plus

en plus relativistes et le rayon peut tendre presque vers zéro (quelques kilomètres pour

certaines étoiles à neutrons).

4.2 La limite de Buchdahl

Le théorème de Buchdahl est l'inégalité que doit satisfaire la masse et le rayon d'un

objet à symétrie sphérique, d'après les lois de la relativité générale, pour pouvoir adopter

une con�guration statique. Le théorème de Buchdahl est aussi désigné comme l'inégalité

de Buchdahl et comme la limite de Buchdahl.

La limite de Buchdahl est une limite intéressante et importante dans la théorie des

54
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étoiles compactes. Elle a été établi pour une sphère �uide parfaite de rayon R et de masse

M . Cette limite est également modi�ée lorsque la charge électrique est ajoutée aux par-

ticules de matière, pour les sphères chargées. L'analogue de la limite de Buchdahl a été

travaillé en premier par Yu, Y.Q. et co [85].

En relativité générale, le rapport masse-rayon d'une étoile a une signi�cation physique,

en particulier pour un système isolé. Buchdahl a obtenu une valeur maximale du rapport

masse-rayon d'une étoile statique à symétrie sphérique sous les hypothèses physiques

suivantes [85-88] :

1. Il n'y a pas de trou noir.

2. La constitution de l'étoile est un �uide parfait.

3. La densité en tout point de l'étoile est une fonction(du rayon) positive et décrois-

sante de manière monotone.

4. Une solution intérieure de l'étoile correspond parfaitement à une solution exté-

rieure, c'est-à-dire la solution de Schwarzschild (conditions de raccordement).

A l'intérieur d'une étoile, une fonction de masse m(r) peut être dé�nie [90] . Buchdahl

a dérivé des inégalités limitant le comportement de la masse pour les solutions avec un

centre régulier (c.a.d. sans singularité) [91] :

m ≥ 4

3
πr3ρ. (4.1)

m ≤ 4

3
πr3ρc. (4.2)

0 ≥ 9

(
Gm

c2r

)2

+
4Gm

c2r
(6πr2p− 1) + 4πr2p(4πr2p− 2), (4.3)

où ρc est la densité d'énergie au centre de l'étoile [86, 92]. Alternativement, (4.3) peut

être écrite comme :
Gm

c2r
≤ 2

9

(
1− 6πr2p+

√
1 + 6πr2p

)
. (4.4)

Ces inégalités sont satisfaites par toutes les solutions régulières, mais sont des égalités

seulement pour le �uide incompressible. Pour de tels modèles, (4.1) et (4.2) caractérisent

les solutions régulières, tandis que (4.3) correspond à une certaine solution non régulière
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avec une singularité de masse positive.

Un modèle de �uide parfait à symétrie sphérique statique, s'il doit s'appliquer à une

étoile, doit avoir un rayon �ni.

A la surface de l'étoile (de rayon donné), où la pression du �uide s'annule, la solution

intérieure peut être raccordée à la solution statique de Schwarzschild (1.30).

Si (4.4) est évaluée à la surface de l'étoile, dé�ni par p = 0, on obtient [86] :

2GM

c2R
� 8

9
. (4.5)

Un objet qui ne véri�e pas cette relation s'e�ondre gravitationnellement.

4.3 La limite de Chandrasekhar

En 1931, Chandrasekhar a travaillé sur la masse maximale des naines blanches pour la

compréhension de la nature et de la structure des étoiles compactes [93]. En utilisant une

équation d'état relative à une étoile froide dans laquelle la dégénérescence de pression

des électrons est la forme de pression la plus pertinente pour le maintien d'une naine

blanche contre l'e�ondrement gravitationnel, une relation rayon-masse de ces étoiles a

été déduite[94]. Il a trouvé que lorsque le rayon de l'étoile s'approchait de zéro, la masse

allait à une valeur maximale de 1.4M�, où M� est la masse du soleil [94]. C'est la limite

de Chandrasekhar.

Nous avons utilisé l'équation de Lane-Emden dans l'équation (3.24) et la constante ε,

dé�nie dans l'équation (3.23) :

ε =

√
ω (n+ 1) ρ

1
n
−1

c

4πG
. (4.6)

Pour n = 3, l'équation précédente devient :

ε =

√
ωρ

−2
3
c

πG
⇒ ε3 = ρ−1c

( ω

πG

) 3
2
. (4.7)
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La masse correspondant à cette con�guration polytropique peut être calculée comme

suit :

M3 =

∫ ∫ ∫
ρ(r)d3r =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ rmax

0

ρ(r)sinθdrdθdϕ = 4π

∫ zmax

0

ρcK
3(εz)2εdz

= 4πρcε
3

∫ zmax

0

[
− d

dz

(
z2
dK

dz

)]
dz = 4πρcε

3

[
−z2dK

dz

]zmax
0

(4.8)

Rappelons que r = zε et

K(z) =
Φ

Φc

=

(
ρ

ρc

) 1
n

, (4.9)

La pression en fonction de la densité est obtenue en combinant l'équation suivante [95]

p =
hc

8

(
3

π

)1/3

n4/3 =
hc

8

(
3

π

)1/3(
ρ

mHµe

)4/3

, (4.10)

où mH est la masse de l'atome d'hydrogène et µe est la masse moléculaire moyenne,

dé�nie comme :
1

µe
=
∑
i

mH

me

nei =
∑
i

mH

me

ρei
ρ
. (4.11)

On peut écrire [95] :

p = 1.25× 1015

(
ρ

µe

)4/3

. (4.12)

Par identi�cation avec l'équation p = ωρ4/3, on trouve :

ω =
1.25× 1015

µe
4/3

. (4.13)

L'équation (4.8) peut donc s'écrire :

M3 = 4π

(
1.25×1015
µe4/3

πG

) 3
2 [
−z2dK

dz

]zmax
0

. (4.14)

Le terme entre parenthèses peut être évalué numériquement [96] :

[
−z2dK

dz

]zmax
0

= 2.02. (4.15)
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Donc la masse totale est [95] :

M3 =
5.81

µe
M�. (4.16)

Pour une étoile avec dégénérescence de la matière relativiste, il convient de dé�nir la

densité de la matière, due essentiellement aux ions, comme ρ = mHµene. En considérant

la contribution de l'hydrogène H, de l'hélium He et des éléments de masse atomique Z

supérieure à 4, l'équation (4.11) devient [95] :

1

µe
=
ρH
ρ

+
1

2

ρHe
ρ

+
1

2

ρZ
ρ
. (4.17)

La conservation de la masse impose que :

ρH
ρ

+
ρHe
ρ

+
ρZ
ρ

= 1⇒ ρZ
ρ

= 1− ρH
ρ
− ρHe

ρ
. (4.18)

On remplace l'équation (4.18) dans l'équation (4.17) et on obtient :

µe =
2

1 + ρH
ρ

. (4.19)

Vers la �n de leur cycle de vie, les étoiles qui subissent une dégénérescence relativiste

extrême de la matière sont très évoluées, c'est à dire la plus grande partie de leur com-

bustible d'hydrogène a été brûlée. Donc [95] :

ρH
ρ
≈ 0⇒ µe ≈ 2. (4.20)

Finalement, nous combinons ce résultat avec l'équation (4.16) pour obtenir la limite de

masse de Chandrasekhar :

Mch = 1.45M�. (4.21)

En utilisant la gravitation newtonienne, Landau dans la référence [97], a trouvé que

la limite de masse pour les naines blanches pouvait être écrite comme [94] :

M ∼
M3

pl

m2
n

, (4.22)
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où mn est la masse de proton ou le neutron et Mpl est la masse de Planck :

Mpl =
√

~c
G

=
√
~ (en unités géométriques).

L'estimation numérique de la masseM de l'étoile, donne la masse limite de Chandrasekhar

M ∼ 1M� [94].

Les corps froids comme les naines blanches ne peuvent pas dépasser la masse limite

de Chandrasekhar, mais les corps chauds comme les étoiles à neutrons encore soumis

à des reactions nucléaires peuvent dépasser la limite de Chandrasekhar, parce qu'elles

compensent leur compression gravitationnelle par la pression thermique et aussi ses pertes

par rayonnement sont compensées par l'énergie produite par les réactions nucléaires.

L'étoile à neutron qui dépasse la limite de Chandrasekhar s'e�ondre puisque la pression

des électrons dégénérés relativistes n'est pas su�sante pour contrer la gravitation [98].

Par la suite, Oppenheimer et Volko� [99] ont proposé une limite de 0.7M� de l'étoile

à neutrons en considérant un gaz neutronique complètement dégénéré. Cependant, cette

approche est inappropriée en raison des forces nucléaires fortes attractives des neutrons

et d'autres interactions fortes des hadrons lourds dans la matière dense.

4.4 La limite d'Oppenheimer-Volko�

Le calcul d'une masse maximale exacte d'une étoile à neutrons dépend de notre

connaissance de l'équation d'état de la matière neutronique jusqu'à des densités très

élevées ρ ∼ 5× 1015g/cm3 [100].

En 1939, Oppenheimer et Volko� ont éstimé la masse maximale théorique que peut avoir

une étoile à neutrons d'environ 1.5M� à 3M� [101]. C'est la limite d'Oppenheimer-Volko�

qui joue un rôle central dans l'étude théorique des états �naux de l'évolution stellaire.

Au delà de cette valeur, l'objet s'e�ondre en trou noir.

Il existe une limite ultime pour la pression, dans une étoile froide, qui compense les

e�ets de sa gravitation. Dans un milieu de densité ρ et de pression p, cela impose que :

p ≤ ρc2. Le théorème du viriel [102] appliqué à un tel corps stipule que son énergie

potentielle gravitationnelle doit être inférieure au triple de l'énergie de masse de l'étoile

mais l'égalité marque l'e�ondrement [98].

La masse maximum d'un corps froid est la limite de masse de Landau-Oppenheimer-
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Volko�, donnée comme suit [98] :

3

5

GM2

R
= 3Mc2. (4.23)

Le rayon R d'un système de N fermions de masse µ est donné par la relation suivante :

R =
N−1/3~2

2Gµ3
. (4.24)

la masse du système est égale à :

M = Nµ. (4.25)

Pour des protons, la relation précédente conduit à [98] :

NLOV =

(
5

2

)3/4

Nc, (4.26)

où :

Nc =

(
~c
Gm2

p

)3/2

, (4.27)

correspondant à une masse d'environ 3.7M�.

La valeur limite d'Oppenheimer-Volko� (OV) est à comparer avec la limite de Chan-

drasekhar pour les naines blanches.

4.5 L'équilibre hydrostatique d'une étoile chargée

4.5.1 Description d'une étoile en symétrie sphérique

On considère un petit élément cylindrique entre le rayon r et le rayon r + dr dans

l'étoile. Les forces agissant sur cet élément sont : la pression Fp, la force de gravité Fg et

la force électrique Fc. On a :

Fp = −dP (r)

dr
sdr. (4.28)

Fg = −Gm (r)

r2
dm (r) . (4.29)
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Fc =
Q (r) dq (r)

r2
. (4.30)

On applique la deuxième loi de Newton
−→
F = m−→a sur le cylindre :

− dP (r)

dr
drs− Gm (r)

r2
dm (r) +

Q (r) dq (r)

r2
= 0, (4.31)

où

dq (r) = q0ρc (r) drs, (4.32)

et

dm (r) = ρc (r) drs. (4.33)

On remplace les équations (4.32) et (4.33) dans (4.31), on obtient :

dP (r)

dr
= −Gm (r)

r2
ρc (r) +

Q (r) q0ρc (r)

r2
. (4.34)

C'est l'équation de l'équilibre hydrostatique d'une structure stellaire chargée. Comme :

Φ =
Gm (r)

r
. (4.35)

L'équation de l'équilibre hydrostatique d'une structure stellaire chargée peut alors s'écrire

sous la forme :
dP (r)

dr
=
dΦ (r)

dr
ρc (r) +

Q (r) q0ρc (r)

r2
, (4.36)

4.5.2 Couplage à la matière

Le lagrangien qui couple les champs de matière, peut s'écrire comme [103, 104] :

LEM = − 1

4π
FµνF

µν − jµAµ, (4.37)

où jµ est une fonction des champs de matière et

δF µν = ∂µδAν − ∂νδAµ. (4.38)
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Donc :

∂

∂xν
(∂µAν − ∂νAµ) =

∂2

∂xνxµ
Aν − ∂2

∂xνxν
Aµ. (4.39)

On impose la condition de jauge de Lorentz :

∂Aν

∂xν
= div

−→
A +

1

c

∂Φ

∂t
= 0, (4.40)

et
∂2

∂xνxν
Aµ =

4π

c
jµ. (4.41)

Donc, les équations du mouvement s'écrivent comme suit :

∂F µν

∂xν
=

∂

∂xν
(∂µAν − ∂νAµ) = −4π

c
jµ. (4.42)

En d'autres termes, jµ doit être un courant conservée.

4.5.3 Les équations de champ dans la gravité f(R)

La modi�cation de l'action d'Einstein Hilbert devient :

A =

∫
d4x
√
−g [f(R) + χ (Lm + LEM)] . (4.43)

Du principe d'action, nous obtenons les équations de champ par la variation :

δA = δ

[∫
d4x
√
−g [f(R) + χ (Lm + LEM)]

]
(4.44)

= δS + δSm + δSEM = 0

On pose :

SEM =

∫
d4x
√
−gχLEM . (4.45)

A partir de la relation δSEM on a :

δSEM =

∫
d4x

(
δ
√
−g
)
χLEM +

∫
d4x
√
−gχδLEM . (4.46)
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On pose :

δSEM−1 =

∫
d4x

(
δ
√
−g
)
χLEM . (4.47)

δSEM−2 =

∫
d4x
√
−gχδLEM . (4.48)

Rappelons que :

δ
√
−g = −1

2

√
−ggµνδgµν , (4.49)

On remplace les équations (4.37) et (4.49) dans l'équation (4.47), on obtient :

δSEM−1 =
1

2

∫
d4x
√
−ggµνδgµνχ

(
1

4π
FµνF

µν + jµAµ

)
, (4.50)

On remplace les équations (4.37) dans l'équation (4.48), on obtient :

δSEM−2 = −
∫
d4x
√
−gχ

[
1

4π
δ (FµνF

µν) + δ (jµAµ)

]
. (4.51)

On a :

δ (FµνF
µν) = 2FµνδF

µν = 2

(
2
∂F µν

∂xν
δAµ

)
. (4.52)

L'équation (4.52 ) devient :

δ (FµνF
µν) = −16π

c
jµδAµ. (4.53)

Si on introduit les quadri-vecteurs jµ = (j0,
−→
j ) et ∂µ =

(
∂
c∂t
,
−→
∇
)
, on peut l'exprimer

sous une forme covariante :

∂µj
µ = 0. (4.54)

On peut écrire :

δ (jµAµ) = jµδAµ. (4.55)

On remplace les équations (4.53) et (4.55) dans l'équation (4.51) , on obtient :

δSEM−2 = −
∫
d4x
√
−gχ

[
−4

c
+ 1

]
jµδAµ. (4.56)
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Rappelons que :

FγβF
γβ = −2

q2(r)

r4
. (4.57)

On remplace les équations (4.51), (4.57) et (4.50) dans l'équation (4.46), on obtient :

δSEM =

∫
d4x
√
−ggµνχ

(
− 1

4π

q2(r)

r4
+

1

2
jµAµ

)
δgµν (4.58)

−
∫
d4x
√
−gχ

[
−4

c
+ 1

]
jµδAµ.

On peut écrire la variation de l'action δA, comme suit :

δA =

∫
d4x
√
−g
[
F (R)Rµν −∇ν∇µF (R) + gµν�F (R)− 1

2
gµνf(R)− χTµν

]
δgµν

+

∫
d4x
√
−gχ

(
− 1

4π
gµν

q2(r)

r4
+

1

2
gµνj

µAµ

)
δgµν

−
∫
d4x
√
−gχ

[
−4

c
+ 1

]
jµδAµ. (4.59)

D'autre part :

δAµ = δ(gµνA
ν) = Aνδgµν + gµνδA

ν . (4.60)

On a :

δgµν = −gµαδgαβgβν . (4.61)

δgµν = −gµαδgαβgβν (4.62)

et

δAν = −ΓµσνA
σdxν . (4.63)

Du principe de l'action minimale, nous obtenons les équations de champ par la variation

δA = 0.
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4.6 Les équations d'équilibre dans la théorie étendue

de la gravité

L'expression de la gravité f(R) donne les équations qui étendent celles trouvées dans

la relativité générale,comme dans la référence [82]. Ces équations, avec l'équation de

Maxwell, peuvent être écrites explicitement comme :

dq

dr
=

4π ρer
2

√
a

, (4.64)

r2
(

2aR′

r
+ aR′′ +

a′R′

2
− R2

4
+
aRB′′

2B
+
a′RB′

4B
− aRB′2

4B2
+
aRB′

rB

)
β + 1− a− a′r

= 8πr2ρm +
q2

r2
, (4.65)

r2
(
R2

4
− aRB′′

2B
− a′RB′

4B
+
aRB′2

4B2
−aR

′B

2B
− a′R

r
− 2aR′

r

)
β − 1 + a+

arB′

B

= 8πr2p− q2

r2
, (4.66)

r2
(
R2

4
− aR′′ − a′R′

2
− aR′B′

2B
+
R

r2
− a′R

2r
−aRB

′

2rB
− aR′

r
− aR

r2

)
β + r

(
a′

2
− aB′

2B

)
+r2

(
aB′′

2B
+
a′B′

4B
−aB

′2

4B2

)
= 8πr2p+

q2

r2
. (4.67)

Notez que le symbole ′ désigne une dérivée par rapport à r.



Chapitre 5

RÉSULTATS NUMÉRIQUES ET

DISCUSSION

5.1 Les équations de TOV dans la théorie étendue de

la gravité

Ce travail a fait l'objet d'une communication à Khenchela [1].

On va retrouver les étapes de calcul du système d'équations apparu dans l'article de [82],

(dans le cadre de RG), en fonction des variables sans dimension pour les besoins de notre

calcul numérique (Voir l'appendice C). A noter que due à la complexité des équations

dans le cadre de la gravité f(R), les équations a-dimensionnelles dans notre travail ont

été trouvées à l'aide du logiciel Maple 2016.

Par souci de simplicité, nous allons omettre d'écrire la dépendance radiale de toutes les

fonctions de r.

A partir des identités de Bianchi : OµT µν = 0, il en résulte que [75, 82, 5, 86, 104] :

B′ =
qBq′

2r4π (p+ ρm)
− 2

Bp′

p+ ρm
. (5.1)

La dérivée de l'équation ci-dessus est :

B′′ = −B ((4r5πp′′ − qrq′′)(p+ ρ) + q (ρ′r + rp′ + 4p+ 4ρm) q′ − 4r5πp′ (p′ + ρ′))

2r5π(p+ ρ)2
(5.2)
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Nous substituons ces deux équations dans la première équation de la théorie de la gravité

f(R) et nous obtenons l'équation étendue de TOV dans la théorie de la gravité f(R) :

[−B ((4r5πp′′ − qrq′′)(p+ ρ) + q (ρ′r + rp′ + 4p+ 4ρ) q′ − 4r5πp′ (p′ + ρ′))AB

8r3π (p+ ρ)2

−B
2 (4p′r4π − qq′)2A
32r6π2 (p+ ρ)2

− rB2 (rA′ − 4A)

8 (p+ ρ)

(
qq′

2r4π
− 2p′

)
− B2

2

(
A2 + rA′ − A

)
]

[−B ((4r5πp′′ − qrq′′) (p+ ρ) + q (ρ′r + rp′ + 4p+ 4ρ) q′ − 4r5πp′ (p′ + ρ′))ABβ

2r3π (p+ ρ)2

−AB
2 (4p′r4π − qq′)2 β

8r6π2 (p+ ρm)2
− B2βr (rA′ + 4A)

2 (p+ ρ)

(
qq′

2r4π
− 2p′

)
+
(
−2rβA′ +

((
2r2 + 2β

)
A− 2β

)
A
)
B2] = A4B4

(
8pπr4 − q2

)
.

(5.3)

5.2 Les conditions aux limites

On a :

p(r) = ω(ρ(r))γ. (5.4)

ρe (r) = αρ (r) . (5.5)

En utilisant les équations(5.4-5.5) avec les trois équations (4.65-4.67) dans la théorie

étendue de la gravité et l'équation de Maxwell, nous avons un système de six équations à

résoudre pour trouver les six variables inconnues : q(r), m(r), B(r), ρ(r), ρe(r) et p(r).

De plus, pour obtenir un système approprié qu'on peut résoudre numériquement, nous

adoptons le système d'équations suivant, déduit des équations (4.64-4.67) de manière à

éliminer la dérivée seconde de R :

dq

dr
=

4παr2√
a

( p
ω

) 1
γ
, (5.6)

m(r) =
1

2
(1− a) r +

1

2

q2

r
, (5.7)

dp

dr
= −1

2
wp−

( p
ω

) 1
γ

(
w

2
− αq

r2
√
a

)
, (5.8)

dR

dr
=
[
2r3βa (wr + 4)

]−1 [
4r2 (Rβ + 1) (wr + 1) a −βR2r4 − 32πpr4 − 4βRr2 − 4r2 + 4q2

]
,

(5.9)
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dw

dr
=
[
12ar4 (βR + 1)

]−1
[−3βr5wR2 − 2r5Rw + 32πr5w

( p
ω

) 1
γ − 12βr3Rw(a+ 1)

−12ar3w + 12rwq2 − 12wr3 + 6βr4R2 + 192πpr4 + 128πr4
( p
ω

) 1
γ

+ 4r4R + 24q2],

(5.10)

da

dr
= −

[
6r3 (wr + 4) (βR + 1)

]−1
[32πr4 (wr + 4)

( p
ω

) 1
γ

+ 6r4a (βR + 1)w2

−3rw

(
βr4R2 +

2

3
r2R(r2 − 6βa+ 6β)− 4(ar2 − r2 + q2)

)
−6βr4R2 − 8r2R

(
r2 − 3βa+ 3β

)
+ 192πpr4 + 24(ar2 − r2 + q2)],

(5.11)

où

w = d lnB/dr.

Ici, il faut mentionner que β doit être di�érent de 0 dans l'équation (5.9) en conséquence

des combinaisons de notre système d'équations di�érentielles.

Cependant, si nous voulons récupérer les résultats trouvés dans le cas de la relativité

générale [82], nous devons recompiler le programme à partir de l'ensemble initial d'équa-

tions (4.65-4.67).

Les équations di�érentielles de structure stellaire sont intégrées numériquement du centre

à la surface de l'étoile. Nous devons établir des conditions initiales et limites, donc nous

mettons : m(r = 0) = 0, q(r = 0) = 0, p(r = 0) = pc, ρ(r = 0) = ρc, ρe(r = 0) = ρec.

Avant de procéder aux calculs numériques, notre ensemble des équations di�érentielles

est transformé en une forme a-dimensionnelle (voir les équations 5.12- 5.18 ) et complété

par les conditions aux limites pertinentes suivantes :

u(0) = 31.62, θ(0) = 1, a(0) = 1, w(0) = 1, R(0) = 0.

Notez que la valeur initiale de u(ε) peut prendre n'importe quelle valeur arbitraire en

raison de la forme de l'équation : q(r) = (4πρcr)
−1/2ε2u(ε).

De plus, en raison des rigidités des équations et pour éviter les problèmes de singularité

lors de l'intégration (en raison notamment des limites de la machine), les conditions ini-

tiales sont démarrées légèrement au-dessus du centre de la sphère.

Le rayon Rs de l'étoile compacte est atteint quand le programme numérique atteint la

condition p(Rs) = 0, à la surface de l'étoile. La solution intérieure est connectée à la mé-

trique extérieure de Reissner-Nordström, d'une manière lisse, par la condition aux limites
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suivante :

a(Rs) = [A(Rs)]
−1 = 1− 2M

Rs

+
Q2

R2
s

= −B(Rs),

avec M étant la masse totale de l'étoile compacte et Q sa charge totale.

5.3 Les conditions de jonction ou raccordement

Les conditions de jonction pour les théories de la gravité f(R), sont les conditions gé-

néralisées d'Israël [105, 106]. Ces conditions de jonction sont nécessaires pour construire

des modèles globaux des étoiles, des galaxies ..etc. L'application des conditions de jonc-

tion est une question clé dans toute théorie gravitationnelle visant à décrire de manière

satisfaisante, entre autres choses, des con�gurations stellaires ou des corps e�ondrés, où

une région du vide entoure un corps �ni en équilibre et aussi des couches de matières

[106, 107].

Les étoiles relativistes dans les gravités modi�ées ont été étudiées dans la littérature

[108, 109, 110]. On a fait valoir que les étoiles relativistes compactes sont di�ciles à exister

en raison de la divergence de la courbure scalaire R à l'intérieur de l'étoile dans f(R) [109].

Cependant, l'équation d'état réaliste dans le modèle d'énergie sombre de Starobinsky [39]

a été construite dans [111, 112], dans lequel R ne diverge pas à l'intérieur de l'étoile, de

sorte que les étoiles relativistes peuvent apparaître dans f(R) [113] .

L'étude géométrique pure est formulée dans [114], ce qui impose les conditions de jonc-

tion dans f(R) [115, 116] comme conditions supplémentaires pour résoudre les équations

de structure couplées et obtenir le résultat �nal indirectement, en pro�tant de l'équiva-

lence conforme des théories de la gravité f(R) avec la relativité générale couplée à un

champ scalaire, est fait la généralisation les conditions de jonction d'Israël pour cette

classe de théories par intégration directe des équations de champ.

5.4 Équations relativistes a-dimensionnelles polytropiques

Pour les calculs numériques, les équations relativistes polytropiques doivent être écrites

sous forme a-dimensionnelle (voir les détails de calculs dans l'appendice C dans le cas

relativité générale). Pour cela, nous présentons la charge, la masse, la pression, le rayon



70
de l'étoile en fonction de la coordonnée radiale a-dimensionnelle ε donnés par :

r =
ε√

4π ρc
, q (r) =

ε2u (ε)√
4π ρc

, m =
v (ε)√
4π ρc

,

p (r) = ω ρc
γθ (ε) , R(r) = 4 π ρcR (ε) , w(r) =

√
4π ρcrw (ε) .

(5.12)

Avec ces paramétrisations, le système d'équations a-dimensionnelles est :

du

dε
=
α θ

1
γ

√
a
− 2u

ε
, (5.13)

v =
ε

2

(
ε2u2 − a+ 1

)
, (5.14)

dθ

dε
=−wθ

2
− ρcr

1−γθ
1
γw

2ω
+
αuρcr

1−γθ
1
γ

ω
√
a

, (5.15)

dR

dε
= −[2περcrβa (wε+ 4)]−1 × [2ε2θργ−1cr ω

−a (4πρcrRβ + 1) (wε+ 1) + βπρcrR
2ε2 + 4πρcrβR− ε2u2 + 1] ,

(5.16)

da

dε
= − [ε (12πρcrRβ + 3) (wε+ 4)]−1 [4ε2 (εw + 4) θ

1
γ + 24ε2ρcr

γ−1ωθ + 12aε2×(
πρcrRβ +

1

4

)
w2 − 6

(
βR2ε2πρcr +

(
ε2

6
− 4βπρcr(a− 1)

)
R− ε2u2 − a+ 1

)
εw

−12(βR2ε2πρcr − ε2u2 − a+ 1)
(
48βπρcr(a− 1)− 4ε2

)
R],

(5.17)

dw

dε
= [24

(
πρcrRβ +

1

4

)
εa]−1[4ε (wε+ 4) θ1/γ + 24ρcr

γ−1ωθε

−6

(
βR2ε2πρcr +

(
4βπ(a+ 1)ρcr +

ε2

6

)
R− ε2u2 + a+ 1

)
w

+12ερcr

(
βπρcrR

2 + u2 +
R

6

)
].

(5.18)

Les conditions aux limites de ces équations a-dimensionnelles sont au centre, pour ε =

0, u(0) = 31.62, v(0) = 0, θ(0) = 1, a(0) = 0, w(0) = 1, R(0) = 0 et à la surface de

l'étoile, pour une certaine valeur εs (correspondant au rayon de l'étoile Rs ), la valeur de

la pression normalisée θ s'annule : θ (εs) = 0. Mais, à des �ns numériques, nous avons

choisi une certaine petite valeur de la pression pour que le programme numérique s'arrête

lorsque la pression devient négative ou inférieure à cette valeur choisie : θ (εs) = 10−10.
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5.5 Relation Masse-Rayon pour une étoile chargée

Nous présentons maintenant la structure des sphères chargées constituées des �uides

polytropiques pour l'exposant polytropique γ et pour di�érentes valeurs de la fraction de

charge α.

Dans le but de tester nos programmes numériques, nous avons pu véri�er tous les

graphes donnés dans [82] et tracer de nouveaux graphes pour un exposant polytropique

donné γ = 1.5, à l'aide du logiciel Maple 2016.

Dans la �gure 5.1, on a tracé le rayon des sphères résultantes en fonction de la

masse normalisée à la masse du Soleil M�, pour γ = 1.5 et pour quelques valeurs de

la fraction de charge. Les densités d'énergie centrales considérées se situent dans l'inter-

valle [1013, 1020]Kg/m3, qui correspondent réellement à l'ordre de grandeur des étoiles

compactes (à neutrons), cet intervalle est choisi pour pouvoir comparer l'e�et de f(R)

par rapport aux résultats de la relativité générale. Nous obtenons les graphes suivants

montrés dans la �gure 5.1 ci-dessous. Nous pouvons voir clairement la limite de masse

d'Oppenheimer-Volko� dans ces �gures.

Figure 5.1 � Le rayon des sphères résultantes en fonction de la masse pour γ = 1.5,
pour quelques valeurs de la fraction de charge α. Nous considérons les densités d'énergie
centrale dans l'intervalle [1013, 1020]kg/m3.
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5.6 Simulation

En suivant la référence [82], nous restituons la valeur de la constante gravitation-

nelle à G = 7.42611 × 10−28m/kg, en gardant c = 1 pour obtenir des résultats dans des

unités appropriées. Pour résoudre l'ensemble des équations di�érentielles, nous utilisons

la méthode de Runge-Kutta du 4ème ordre et dans certains cas où on a rencontré des

singularités, nous avons fait appel à la méthode Rosenbrock fournie par le logiciel Maple

2016.

Dans notre programme numérique, nous choisissons les énergies centrales dans l'inter-

valle [1010, 1019]kg/m3 pour une comparaison plus facile avec d'autres travaux dans la

littérature liés à certains types des étoiles compactes, à savoir les naines blanches, les

étoiles à neutrons et les trous noirs. De plus, les fractions de charge que nous considé-

rons tout au long de ce travail correspondent à des charges si faibles de telle sorte que

des e�ets spectroscopiques comme l'e�et Stark ne sont pas décelables. Bien entendu, des

fractions petites de charge α ne signi�ent pas nécessairement qu'on a de petites charges

[117]. Cependant, des travaux ultérieurs montrent que pour voir un e�et appréciable sur

la phénoménologie des étoiles compactes, la charge électrique devrait être de l'ordre de

Q ≈ 1020C. De plus, la restriction de la fraction de charge α, dans notre travail à de

petites valeurs est justi�ée comme suit :

1. Nous pensons que si des étoiles fortement chargées existent dans l'univers, alors

l'e�et de leurs champs sera observé au voisinage immédiat des étoiles.

2. La deuxième raison est purement technique en raison de l'apparition de problèmes

de singularité lors de l'exécution de notre programme numérique pour les valeurs

élevées de α.

Dans di�érents travaux liés aux étoiles compactes chargées, ces objets ne sont pas stables

et s'e�ondrent en trous noirs chargés. Cependant nous pensons à ce que les petites

charges n'a�ectent pas la stabilité de tels objets. En se référant toujours à [82], nous

avons normalisé la constante polytropique ω de manière à ce qu'elle retourne une fonc-

tion de l'exposant polytropique γ : ω(γ) = 1.47518×10−3 (1.78266× 1015)1−γ. La densité

d'énergie normalisée est alors ρ0 = 1.78266 × 1015kg/m3 correspondant à une pression

p0 = 2.62974× 1015kg/m3.
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5.7 Les résultats

Les �gures 5.2.a et 5.2.b, donnent le rayon de la sphère chargée en fonction de sa masse

M normalisée à la masse du Soleil M� (en échelle logarithmique), pour une valeur �xe

de l'exposant polytropique γ = 5/4 et respectivement pour deux valeurs de la fraction de

charge α = 0.001 et α = 0.006. Nous n'avons montré sur les �gures que les valeurs de β

qui montrent un e�et visible sur les graphes par rapport à ceux en relativité générale.

a) b)

a1) b1)

Figure 5.2 � Le diagramme masse-rayon de la sphère polytropique chargée pour dif-
férentes valeurs du paramètre de perturbation β (incluant le cas de RG). Nous avons
considéré ici le cas où γ = 5/4 respectivement pour a) α = 0.001 et b) α = 0.006, en
prenant la densité d'énergie centrale ρcr dans l'intervalle [1010, 1019] kg/m3. a1) et b1)
représentent respectivement le grossissement de a) et b) de leurs coins supérieurs droits.
Il est clair que ces �gures montrent une transition de comportement du secteur RG vers
le secteur de gravité f(R).

De même, les �gures 5.3.a et 5.3.b montrent le rayon de la sphère chargée en fonction

de sa masse normalisée M/M� pour γ = 4/3 �xe et respectivement pour deux valeurs de
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la fraction de charge α = 0.001 et α = 0.006.

a) b)

Figure 5.3 � Le diagramme masse-rayon de la sphère polytropique chargée pour di�é-
rentes valeurs du paramètre de perturbation β pour γ = 4/3, pour a) α = 0.001 et b)
α = 0.006, en prenant la densité d'énergie centrale ρcr dans l'intervalle [1010, 1019] kg/m3.

La �gure 5.4, donnent le rayon de la sphère chargée en fonction de sa masse M

normalisée à la masse du Soleil M�, pour une valeur �xe de l'exposant polytropique

γ = 1.25 et pour la valeur de la fraction de charge α = 0.001 et la valeur de β = 0.0001.

Figure 5.4 � Le diagramme masse-rayon de la sphère polytropique chargée pour la valeur
du paramètre de perturbation β = 0.0001 et pour γ = 1.25, pour α = 0.001 , en prenant
la densité d'énergie centrale ρcr dans l'intervalle [1010, 1019] kg/m3.
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Les �gures 5.5.a, 5.5.b, 5.5.c et 5.5.d montrent le diagramme masse-rayon pour une

sphère polytropique chargée en fonction de sa masse normalisée M/M� pour γ = 1.25 �xe

et pour la valeur de la fraction de charge α = 0.006 et respectivement pour des valeurs

du paramètre de perturbation β = 0.0001, β = 0.0005, β = 0.001 et β = 0.004.

a) b)

c) d)

Figure 5.5 � Le diagramme masse-rayon de la sphère polytropique chargée pour γ = 1.25
�xe et pour la valeur de la fraction de charge α = 0.006 et respectivement pour des valeurs
du paramètre de perturbation a) β = 0.0001, b) β = 0.0005, c) β = 0.001 et d) β = 0.004,
en prenant la densité d'énergie centrale ρcr dans l'intervalle [1010, 1019] kg/m3.

Les �gures 5.6.a, 5.6.b, 5.6.c et 5.6.d montrent le diagramme masse-rayon pour une

sphère polytropique chargée en fonction de sa masse normalisée M/M� pour γ = 1.25 �xe
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et pour la valeur de la fraction de charge α = 0.001 et respectivement pour des valeurs

du paramètre de perturbation β = 0.0001, β = 0.0005, β = 0.001 et β = 0.004.

a) b)

c) d)

Figure 5.6 � Le diagramme masse-rayon de la sphère polytropique chargée pour γ = 1.25
�xe et pour la valeur de la fraction de charge α = 0.001 et respectivement pour des valeurs
du paramètre de perturbation a) β = 0.0001, b) β = 0.0005, c) β = 0.001 et d) β = 0.004,
en prenant la densité d'énergie centrale ρcr dans l'intervalle [1010, 1019] kg/m3.

Les �gures 5.7, donnent le rayon de la sphère chargée en fonction de sa masse M nor-

malisée à la masse du Soleil M�, pour une valeur �xe de l'exposant polytropique γ = 4/3

et pour la valeur de la fraction de charge α = 0.006 et la valeur de β = 0.0001.
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a)

b)

Figure 5.7 � Le diagramme masse-rayon de la sphère polytropique chargée pour la valeur
du paramètre de perturbation β = 0.0001 et pour γ = 4/3, pour α = 0.006 , en prenant
la densité d'énergie centrale ρcr dans l'intervalle [1010, 1019] kg/m3.

Les �gures 5.8.a, 5.8.b, 5.8.c et 5.8.d montrent le diagramme masse-rayon pour une

sphère polytropique chargée en fonction de sa masse normalisée M/M� pour γ = 4/3 �xe

et pour la valeur de la fraction de charge α = 0.006 et respectivement pour des valeurs

du paramètre de perturbation β = 0.0001, β = 0.0005, β = 0.001 et β = 0.004.
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a) b)

c) d)

Figure 5.8 � Le diagramme masse-rayon de la sphère polytropique chargée pour γ = 4/3
�xe et pour la valeur de la fraction de charge α = 0.006 et respectivement pour des valeurs
du paramètre de perturbation a) β = 0.0001, b) β = 0.0005, c) β = 0.001 et d) β = 0.004,
en prenant la densité d'énergie centrale ρcr dans l'intervalle [1010, 1019] kg/m3.

Les �gures 5.9.a, 5.9.b, 5.9.c et 5.9.d montrent le diagramme masse-rayon pour une

sphère polytropique chargée en fonction de sa masse normalisée M/M� pour γ = 4/3 �xe

et pour la valeur de la fraction de charge α = 0.001 et respectivement pour des valeurs

du paramètre de perturbation β = 0.0001, β = 0.0005, β = 0.001 et β = 0.004.
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a) b)

c) d)

Figure 5.9 � Le diagramme masse-rayon de la sphère polytropique chargée pour γ = 4/3
�xe et pour la valeur de la fraction de charge α = 0.001 et respectivement pour des valeurs
du paramètre de perturbation a) β = 0.0001, b) β = 0.0005, c) β = 0.001 et d) β = 0.004,
en prenant la densité d'énergie centrale ρcr dans l'intervalle [1010, 1019] kg/m3.

Les �gures 5.10.a et 5.10.b montrent le diagramme masse-rayon pour une sphère po-

lytropique chargée en fonction de sa masse normalisée M/M� pour γ = 4/3 �xe et pour

du paramètre de perturbation β = 0.5, et respectivement pour deux valeurs de la fraction

de charge α = 0.001 et α = 0.006.
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a) b)

Figure 5.10 � Le diagramme masse-rayon de la sphère polytropique chargée pour γ = 4/3
�xe et pour la valeur du paramètre de perturbation β = 0.5, et respectivement pour deux
valeurs de la fraction de charge a) α = 0.001 et b) α = 0.006, en prenant la densité
d'énergie centrale ρcr dans l'intervalle [1010, 1019] kg/m3.

5.8 Discussion

Nous remarquons dans la �gure 5.2.a, pour γ = 5/4, α = 0.001 et pour plusieurs

valeurs a�chées de β, que la limite de masse de l'étoile est de 60 à 69 fois plus lourde que

dans le cas de RG et que les rayons correspondants sont de 9 à 10 fois plus grands. A noter

que ces résultats sont donnés dans [82] mais nous les avons reproduits en utilisant notre

programme numérique. Considérons que dans la �gure 5.2.b, lorsque α prend la valeur

0, 006 mais γ et β conservent les mêmes valeurs que dans la �gure 5.2.a, la limite de masse

est de 69 à 79 fois plus lourde et le rayon correspondant est 10 à 11 fois plus grand par

rapport aux résultats donnés en RG. Nous remarquons que le rapport rayon-masse est

approximativement constant (sa valeur varie de 0, 3 à 0, 5).Ce rapport est la limite OV.

Nous remarquons, d'une part, que dans toutes les �gures 5.11, par rapport au cas β = 0

correspondant le cas relativité générale, les masses et les rayons des sphères montrent une

légère augmentation en fonction du paramètre de perturbation β. Deuxièmement, il y a

un saut visible des masses et des rayons des étoiles lorsqu'on passe du secteur relativité

générale au secteur de la gravité f(R).
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Les �gures 5.3.a et 5.3.b montrent deux comportements di�érents des étoiles. Pour

le même exposant polytropique γ = 4/3 et pour la valeur de la fraction de charge α =

0.001, le rayon de la sphère diminue de façon monotone d'une valeur de 12 × 104km

(correspondant à une masse de 4, 7M� ) à 171km (correspondant à une masse de 12, 32M�

) allant des valeurs de densités faibles aux valeurs très denses. Mais pour α = 0.006, nous

voyons que la masse de la sphère chargée tombe soudainement à une petite valeur, un

résultat complètement inattendu et qui nécessite une analyse spéciale. La limite OV varie

de 0, 015 pour la �gure 2.a à 7.2 pour la �gure 2.b.

De plus, dans toutes les 4 �gures (5.2.a, 5.2.b, 5.3.a et 5.3.b), on voit que le rapport

masse-rayon augmente avec l'exposant polytropique. La �gure 5.11 montre le diagramme

masse-rayon pour une sphère polytropique non chargée. Nous remarquons un bon accord

avec les résultats donnés dans [82] pour β = 0, en relativité générale. Les étoiles compactes

non chargées ont été étudiées dans la littérature dans le cadre de la gravitéf(R) mais

di�érentes équations d'état ont été utilisées [77, 118, 119, 120].

Figure 5.11 � Le diagramme masse-rayon d'une sphère polytropique non chargée pour
di�érentes valeurs du paramètre de perturbation β et pour γ = 4/3. Notez que le cas
RG est a�ché dans le coin inférieur gauche de la �gure qui con�rme le comportement de
transition. La densité d'énergie centrale ρc est dans l'intervalle [1010, 1019] kg/m3.
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Les �gures 5.12.a et 5.12.b montre le diagramme masse-rayon pour une sphère poly-

tropique non chargée en fonction de sa masse normalisée M/M� pour γ = 1.25 �xe et

respectivement pour deux valeurs de la fraction de charge α = 0.001 et α = 0.006.

a) b)

c) d)

Figure 5.12 � Le diagramme masse-rayon de la sphère polytropique non chargée pour
la valeur du paramètre de perturbation β = 0 pour γ = 1.25, pour a) α = 0.001, b)
α = 0.006, c) α = 0.001 et d)α = 0.006, en prenant la densité d'énergie centrale ρcr dans
l'intervalle [1010, 1019] kg/m3.

De même, les �gures 5.13.a et 5.13.b montre le diagramme masse-rayon pour une

sphère polytropique non chargée en fonction de sa masse normalisée M/M� pour γ = 4/3

�xe et respectivement pour deux valeurs de la fraction de charge α = 0.001 et α = 0.006.
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a) b)

c) d)

Figure 5.13 � Le diagramme masse-rayon de la sphère polytropique non chargée pour
la valeur du paramètre de perturbation β = 0 pour γ = 4/3, pour a) α = 0.001, b)
α = 0.006, c) α = 0.001 et d) α = 0.006, en prenant la densité d'énergie centrale ρcr dans
l'intervalle [1010, 1019] kg/m3.

Les �gures 5.14 montre le diagramme masse-rayon pour une sphère polytropique non

chargée en fonction de sa masse normalisée M/M� pour γ = 5/3 �xe et pour la valeur

de la fraction de charge α = 0.006.
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Figure 5.14 � Le diagramme masse-rayon de la sphère polytropique non chargée pour
la valeur du paramètre de perturbation β = 0 pour γ = 5/3, pour α = 0.006, en prenant
la densité d'énergie centrale ρcr dans l'intervalle [1010, 1019] kg/m3.



CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons utilisé une des théories étendues de la gravité, à savoir

la gravité f(R) pour étendre l'étude de sphères polytropiques chargées électriquement

dans le contexte de la théorie d'Einstein-Maxwell. Nous avons supposé que les sphères

contiennent un �uide parfait chargé de distribution sphérique symétrique. On a admis que

la densité de charge est proportionnelle à la densité d'énergie et le �uide parfait chargé

est supposé obéir à une équation d'état polytropique.

Notre travail s'est porté sur l'étude de la dépendance du rapport rayon à masse des

sphères compactes avec le paramètre de perturbation β, pour certaines valeurs �xes de

la fraction de charge α et de l'exposant polytropique γ. Pour n < 5, comme dans les

références [77, 83], l'étoile polytropique a un rayon �ni, sa masse est compatible avec la

régularité au centre et que la densité de l'étoile tend vers zéro à une certaine valeur de

son rayon. Ceux-ci ont motivé le choix des deux valeurs n = 3 et n = 4 correspondant

respectivement à γ = 5/4 et γ = 4/3 dans ce travail.

Une di�culté principale rencontrée dans ce travail est le manque de références liées à

notre travail. Une raison est l'utilisation de di�érentes équations d'état dans l'étude des

étoiles compactes qui donnent des résultats di�érents. De l'autre côté, nous avons peu

d'informations concernant les données cosmologiques de l'évolution de ce genre d'objets

stellaires.

Ceci montre l'originalité principale de ce travail et qu'il comble un manque de réfé-

rences liées à l'étude des étoiles chargées dans le cadre des théories étendues de la gravité,

entre autres, les théories de la gravité f(R) [2].

Nous avons trouvé que les plages de rapport rayon-masse est d'environ 0,3 à 0,5 dans

le cas de γ = 5/4. Alors que pour γ = 4/3, il va de 0,015 à 7,2.

Une perspective de ce travail est de chercher 1) une limite OV étendue théoriquement
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pour comparer nos résultats et 2) la limite de Buchdahl étendue dans la gravité f(R)

pour dé�nir les conditions de stabilité de ces étoiles compactes chargées.

Il est également intéressant d'étudier des étoiles compactes chargées dans le cadre de la

théorie étendue de la gravité en considérant d'autres équations d'état.



APPENDICE A

LISTE DES SYMBOLES ET DES ABRÉVIATIONS

g : Un champ gravitationnel externe uniforme et constant.

τ : Le temps propre de la particule.

xµ : Le quadri-vecteur position.

Γµνσ : Les symboles de Christofel.

gνλ : La métrique covariante, qui décrit la géométrie de l'espace-temps.

gµλ : La métrique contravariante qui est l'inverse de gνλ.

ηµν : La métrique de Minkowski.

hµν : La perturbation de la métrique.

Φ : Le potentiel gravitationnel produit par un corps de masse M .

G : La constante gravitationnelle de Newton.

Rµν : Le tenseur de Ricci.

R : La courbure scalaire.

Λ : La constante cosmologique.

Tµν : Le tenseur énergie-impulsion.

χ : La constant de couplage.

Rµ
νγσ : Le tenseur de courbure de Riemann.

Gµν : Le tenseur d'Einstein.

c : La vitesse de la lumière dans le vide.

∇µ : La dérivée covariante.

∇µ : La dérivée contravariante.
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p : La pression du �uide.

ρ : La densité d'énergie du �uide.

Uµ : La valeur locale du quadri-vecteur vitesse du �uide.

RS : Le rayon de Schwarzschild.

a(t) : Le facteur d'échelle.

k : Une constante.

w : Une constante indépendante du temps.

ρ0 : La valeur actuelle de la densité d'énergie.

A : L'action.

δA : La variation totale de l'action.

Lm : Le lagrangien de la matière.

f(R) : Une fonction analytique de la courbure scalaire R.

� : L'opérateur de d'Alembert.

ψm : Les champs de matière.

∇′µ : La dérivée covariante par rapport à Γλµν .

β : Le paramètre des corrections quadratiques du scalaire de Ricci.

α : La fraction de charge.

δi(t) : Les fonctions de temps.

fi : Les coe�cients d'expansion obtenus par le développement de Taylor de f(R).

Y : Une constante d'intégration arbitraire.

Fp : La force de pression.

Fg : La force de gravité.

H : Une fonction généralement donnée.

n : L'indice polytropique.

γ : L'exposant polytropique.

ρc : La densité d'énergie centrale, c désigne l'indice du centre de l'étoile.

K(z) : La fonction de Lane-Emden.

Fµν : Le tenseur de Faraday-Maxwell.

Eµν : Le tenseur énergie-impulsion électromagnétique.
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Mµν : Le tenseur énergie-impulsion d'un �uide parfait.

jµ : Le courant électromagnétique.

ρe : La densité de charge électrique.

A (r) : La fonction de la coordonnée radiale r seulement.

B (r) : La fonction de la coordonnée radiale r seulement.

Aµ : Le champ de potentiel vecteur.

q(r) : La charge électrique.

Q : La charge électrique totale.

kB : La constante de Boltzmann.

NA : Le nombre d'Avogadro.

V : Le volume du gaz.

T : La température du gaz.

R : La constante des gaz parfaits.

Z : Le facteur de compressibilité.

Vm : Le volume molaire.

b : Le covolume ou le volume moléculaire propre.

M� : La masse du soleil.

R : Une sphère �uide parfaite de rayon.

mH : La masse de l'atome d'hydrogène.

µe : La masse moléculaire moyenne.

mn : La masse de proton ou le neutron.

Mpl : La masse de Planck.

Fc : La force électrique.



APPENDICE B

Pour les calculs numériques, les équations relativistes polytropique doivent être écrites

sous forme a-dimensionnelle. Pour cela, nous introduisons la coordonnée radiale a-dimensionnelle

ε donnée par :

ε = r
√

4πρc. (5.19)

υ (ε) =
√

4πρcm (r) . (5.20)

u (ε) =

√
4πρc
ε2

q (r) . (5.21)

θ (ε) =

(
ρ (r)

ρc

)γ
. (5.22)

Véri�ons que ces variables introduites sont bien sans dimension.

Analyse dimensionnelle :

Pour la constante g :

g = G
M

r2
→ [G] =

L3

MT 2
.

Pour la densité d'énergie :

[ρ] =
energie

volume
→ [ρ] =

Nm

m3
=
kgm2

m3s2
=

M

LT 2
.

[
4πGρ

c4

] 1
2

=

(
m3

Kgs4
Kg

ms2
s4

m4

) 1
2

=
1

L
.

Donc, dans le système SI, la dimension de ε est :

ε = r

√
4πGρ

c4
→ [ε] = LL−1 = 1.
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Fel =
1

4πε0

q2

r2
→
[

1

4πε0

]
= ML3T−2C−2 →

[
1√

4πε0

]
= M1/2L3/2T−1C−1.

ν(ε) =

√
4πGρ

c4
1

ε2

√
G

c2
q(r)√
4πε0

→ [ν(ε)] =
1

L

L3/2

M1/2T

T 2

L2
M1/2L3/2T−1C−1C = 1.

u(ε) =
G

c2
m(r)

√
4πGρ

c4
→ [u(ε)] =

L3

MT 2

T 2

L2
M

1

L
= 1.

Les facteurs de conversion, pour le rayon, la masse, la pression et la charge s'obtiennent

comme suit :

On prend
G

c2
= 7.42611× 10−28

m

kg
.

[ ρ
c2

]
=
kg

m3
.

m(r) =
1
G
c2

1√
4πG
c2

ρ
c2

u(ε) =
1

7.42611× 10−28
1√

4π7.42611× 10−28 ρ
c2

u(ε).

q(r) =
√

4πε0ε
2ν(ε)

1√
4πG
c2

ρ
c2

1
√
G
c2

.

r = ε
1√

4πG
c2

ρ
c2

= ε
1√

4π7.42611× 10−28 ρ
c2

.



APPENDICE C

Dans cet appendice, on va retrouver les étapes de calcul du système d'équations apparu

dans l'article de [82], (dans le cadre de RG), en fonction des variables sans dimension pour

les besoins de notre calcul numérique. A noter que due à la complexité des équations

dans le cadre de la gravité f(R), les équations a-dimensionnelles dans notre travail ont

été trouvées à l'aide du logiciel Maple 2016.

On a :
du (ε)

dε
=

√
4πρc
ε2

dq (r)

dε
− 2
√

4πρc
ε3

q (r) . (5.23)

dq (r)

dr
=
dq (r)

dε

dε

dr
. (5.24)

dε

dr
=
√

4πρc. (5.25)

ρc est la densité centrale. On a :

dq (r)

dr
=
dq (r)

dε

√
4πρc. (5.26)

D'autre part, on a :
dq (r)

dr
= 4πr2ρe

√
A (r). (5.27)

ρe = αρ. (5.28)

ρe est la densité d'énergie électrique.

A (r) =
1

1− 2m(r)
r

+ q2(r)
r2

. (5.29)
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On peut écrire :

m (r)

r
=

√
4πρc√
4πρc

m (r)

r
=
υ (ε)

ε
.

q (r)

r
=

√
4πρc√
4πρc

q (r)

r
= εu (ε) .

A (r) devient :

A (r) =
1

1− 2υ(ε)
ε

+ ε2u2 (ε)
. (5.30)

Donc :

dq (r)

dr
= 4πr2αρ

1√
1− 2m(r)

r
+ q2(r)

r2

(5.31)

= 4πr2αρ
1√

1− 2υ(ε)
ε

+ ε2u2 (ε)
.

En égalant l'équation (5.26) avec l'équation (5.31), on obtient :

4πr2αρ
1√

1− 2υ(ε)
ε

+ ε2u2 (ε)
=
dq (r)

dε

√
4πρc. (5.32)

De l'équation (5.21) on a :

q (r) = u (ε)
ε2√
4πρc

. (5.33)

La dérivée q (r) par rapport ε est donnée sous la forme suivante :

dq (r)

dε
= u (ε)

2ε√
4πρc

+
du (ε)

dε

ε2√
4πρc

. (5.34)

On remplace l'équation (5.34) dans l'équation (5.32) et on obtient :

du (ε)

dε
= −2u (ε)

ε
+

1

ε2
α4πr2ρ√

1− 2υ(ε)
ε

+ ε2u2 (ε)
. (5.35)

De l'équation (5.22) on a :

ρ (r) = ρcθ
1
γ (ε) . (5.36)
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On remplace l'équation (5.36) dans l'équation (5.35) pour obtenir :

du (ε)

dε
= −2u (ε)

ε
+

αθ
1
γ (ε)√

1− 2υ(ε)
ε

+ ε2u2 (ε)
. (5.37)

L'équation (5.20) donne :

m (r) = υ (ε)
1√

4πρc
. (5.38)

la dérivée m (r) par rapport ε est donnée sous la forme suivante :

dm (r)

dε
=
dυ (ε)

dε

1√
4πρc

. (5.39)

Et on a :
dm (r)

dr
= 4πr2ρ (r) +

q (r)

r

dq (r)

dr
. (5.40)

Où :
dm (r)

dr
=
dm (r)

dε

dε

dr
=
dm (r)

dε

√
4πρc =

dυ (ε)

dε
. (5.41)

On remplace l'équation (5.31) et l'équation (5.33) dans l'équation (5.40) et on obtient :

dm (r)

dr
= 4πr2ρ (r) +

u (ε)

r

ε2√
4πρc

4πr2αρ (r)√
1− 2υ(ε)

ε
+ ε2u2 (ε)

. (5.42)

On a ρ = ρcθ
1
γ et ε = r

√
4πρc. L'équation précédente peut alors s'écrire comme :

dm (r)

dr
= ε2θ

1
γ (ε) +

αε2u (ε) θ
1
γ (ε)√

1− 2υ(ε)
ε

+ ε2u2 (ε)
. (5.43)

Donc :
dυ (ε)

dε
= ε2θ

1
γ (ε) +

αε2u (ε) θ
1
γ (ε)√

1− 2υ(ε)
ε

+ ε2u2 (ε)
. (5.44)

De l'équation (5.22), on tire :

ργ = θ (ε) ργc . (5.45)

D'où :

p (r) = ωργ = ωθ (ε) ργc . (5.46)
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La dérivée p (r) par rapport ε est donnée sous la forme suivante :

dp (r)

dε
= ω

dθ (ε)

dε
ργc . (5.47)

On a :
dp (r)

dr
=
dp (r)

dε

dε

dr
=
dp (r)

dε

√
4πρc. (5.48)

On remplace l'équation (5.47) dans l'équation (5.48) :

dp (r)

dr
= ωργc

√
4πρc

dθ (ε)

dε
. (5.49)

On a :

dp (r)

dr
= − (ρ (r) + p (r))

[
4πp (r) r + m(r)

r2
− q2(r)

r3

1− 2m(r)
r

+ q2(r)
r2

]
+ ρe

 q(r)
r2√

1− 2m(r)
r

+ q2(r)
r2

 . (5.50)

L'équation (5.19) donne :

r =
ε√

4πρc
. (5.51)

On remplace l'équation (5.36), (5.46), (5.38), (5.33), (5.51), (5.28) et l'équation (5.30)

dans l'équation (5.50) et on obtient :

dp (r)

dr
= −

(
ρcθ

1
γ (ε) + ωθ (ε) ργc

)[4πωθ (ε) ργc
ε√
4πρc

+ 4πρc
ε2

υ(ε)√
4πρc
− εu2 (ε)

√
4πρc

1− 2υ(ε)
ε

+ ε2u2 (ε)

]

+
4παu (ε) ρ2cθ

1
γ (ε)√

4πρc

1√
1− 2υ(ε)

ε
+ ε2u2 (ε)

. (5.52)

Donc :
dθ (ε)

dε
=

1

ωργc
√

4πρc

dp (r)

dr
. (5.53)
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On remplace l'équation (5.52) dans l'équation (5.53). On tire que :

dθ (ε)

dε
= −ε

(
θ (ε) + ω−1ρ1−γc θ

1
γ (ε)

)[ωθ (ε) ρ1−γc + υ(ε)
ε3
− u2 (ε)

1− 2υ(ε)
ε

+ ε2u2 (ε)

]
. (5.54)

+
αω−1ρ1−γc θ

1
γ (ε)u (ε)√

1− 2υ(ε)
ε

+ ε2u2 (ε)
.

On a :
dB (r)

dr
=
dB (r)

dε

dε

dr
=
dB (r)

dε

√
4πρc. (5.55)

Donc :
dB (r)

dε
=

1√
4πρc

dB (r)

dr
. (5.56)

Et on a :
dB (r)

dr
=

2B (r)

ρ (r) + p (r)

[
q (r)

4πr4
dq (r)

dr
− dp (r)

dr

]
. (5.57)

On remplace l'équation (5.31), (5.33), (5.36), (5.46), (5.51) et l'équation (5.52) dans

l'équation (5.57) on obtient :

dB (r)

dr
= 2εB (r)

4πρc√
4πρc

(
ωθ (ε) ργ−1c + υ(ε)

ε3
− u2 (ε)

1− 2υ(ε)
ε

+ ε2u2 (ε)

)
. (5.58)

Donc :
dB (r)

dε
= 2εB (r)

(
ωθ (ε) ργ−1c + υ(ε)

ε3
− u2 (ε)

1− 2υ(ε)
ε

+ ε2u2 (ε)

)
. (5.59)
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