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RESUMELa théorie de �les d'attente vise à fournir la méthodologie d'évaluation deperformane quantitative dans le adre de ertaines questions pratiques pro-venant de systèmes de ommuniation et réseaux (débit, harge, temps deréponse...) et aussi une évaluation qualitative (stabilité, ergodiité, ompa-rabilité...).Étant donné que les approhes lassiques en théorie des �les d'attenteonduisent à des expressions omplexes ou ne s'appliquent pas pour des sys-tèmes omplexes (multiserveurs), plusieurs méthodes d'évaluation ont étéutilisées. Parmi les prinipales approhes introduites es dernières années, ontrouve la méthode des martingales.Les martingales onstituent une lasse très importante de proessus sto-hastiques pour laquelle les propriétés sont basées sur elles de l'espéranemathématique onditionnelle. L'interprétation de e proessus stohastiqueest intéressante. En e�et la valeur d'une martingale peut hanger ; ependant,ses espéranes restent onstantes dans le temps. Plus important, l'espéraned'une martingale n'est pas a�etée par l'éhantillonnage aléatoire (optionalsampling). A l'aide des martingales, on peut formuler des énonés générauxtrès forts, et souvent intuitivement surprenants. Outre leur intérêt d'un pointde vue purement mathématique, elles ont des appliations lés en probabi-lités appliquées, en partiulier les résultats de onvergene des martingaleset le théorème d'arrêt qui peuvent être appliqués une fois une martingaleappropriée a été trouvée. L'avantage de ette approhe est de permettre deformuler et d'analyser des problèmes plus généraux, en étudiant une exten-sion plus large, que les méthodes traditionnelles.Dans ette thèse, nous étudions l'appliation de es méthodes à quelquesmodèles de systèmes de �les d'attente.Dans un premier temps, nous présentons une nouvelle approhe basée surla théorie des martingales pour analyser le système M/G/1 ave rappels. Enutilisant l'équation réursive du proessus induit aux instants de départ dee système, nous avons onstruit une martingale arrêtée au premier instantoù le système redevient vide. Nous avons obtenu le résultat de stabilité de esystème et le nombre moyen de lients dans le système.



4Dans un deuxième temps, nous utilisons la déomposition de Doob-Meyerdes semi martingales pour analyser un système multiserveur non-markovienave pertes. Tout d'abord, nous onsidérons le problème général où les pro-essus d'arrivées et de départs sont des proessus pontuels. Nous obtenonsles équations de la distribution du nombre de lients dans le système. Ensuitenous onsidérons le as où le proessus pontuel est un proessus de Poissonhomogène et non-homogène. Nous omplétons notre travail par des exemplesnumériques illustrant la manière dont des pratiiens pourraient exploiter esrésultats du point de vue d'aide à la déision : nombre minimal de serveurspour garantir une probabilité de perte (refus) inférieure à un seuil α �xé.Mots-lés : Systèmes multiserveurs, pertes, proessus pontuels, mar-tingales et semimartingales, système ave rappels, haîne de Markov inluse,théorème d'arrêt, période d'ativité.



5ABSTRACTQueueing Theory aims to provide quantitative performane evaluationmethodology in onnetion with some pratial questions arising in Commu-niation Systems and Networks (throughput, load, response time ...) and alsoqualitative evaluation (stability, ergodiity, omparability ...). has this e�et,several evaluation tehniques were used, Another tool whih an be used tostudy the queueing systems is a martingale methode.Martingales onstitute a very important lass of stohasti proesses aboutwhih very strong, and often intuitively surprising, general statements anbe made. In addition to their interest from a purely mathematial point ofview, they have key appliations in applied probability. Its properties arebased on those of the onditional mathematial expetation. The interpreta-tion of this stohasti proess interesting in onnetion with Game Theory.Indeed a martingale's value an hange ; however, its expetation remainsonstant in time. More important, the expetation of a martingale is unaf-feted by optional sampling. Martingales onstitute a very important lassof stohasti proesses about whih very strong, and often intuitively sur-prising, general statements an be made. In addition to their interest froma purely mathematial point of view, they have key appliations in appliedprobability, in partiular the martingale onvergene results, the martingaleinequalities and the very useful optional stopping theorem an be appliedone an appropriate martingale has been found. The advantage of this ap-proah is that, it provides a deepen analysis of the system helping to studya more wide its extension, than the traditional methods.In this thesis, we study the appliation of these methods to di�erent mo-dels of queueing systems.As the �rst step, we present a new approah whih uses martingale foranalysing the M/G/1 retrial queue. Using a tehnique due to Baelli andMakowski we de�ne a disrete-time martingale stopped at the �rst passagetime where the system beomes empty with respet to an embedded proessand from this, we derive the stability ondition and study the busy period ofthis system.In the seond step, we use the martingale method for analysing a non-



6Markovian multiserver queue with n idential servers and losses. Suh a queuean be used to model a swithing enter that allows a maximum of k simulta-neous alls. We �rst state the general problem when the arrival and departureproesses are quite general point proesses where ustomers that arrive whenall servers are busy are dropped and lost. we onstrut a martingale represen-tation for the queue-length proess. Using the Doob-Meyer semimartingaledeomposition, we derives equation for the queue-length distribution andthen solve it for partiular speial ase when the arrival and departure pro-esses are Markovian and the ase when these proesses are nonhomogeneousPoisson proesses. The paper also study the problem of optimal number ofservers to derease the loss proportion for a given value.Key words :Multiserver queues, losses, point proesses, martingales andsemimartingales, Retrial queues, Embedded Markov Chain, Doob's optionalsampling theorem, Busy Period.
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12INTRODUCTIONLa Théorie des �les d'attente (Queueing Theory) est une théorie mathé-matique relevant du domaine des probabilités, qui permet de modéliser unsystème admettant un phénomène d'attente, de aluler ses performanespour aider les gestionnaires dans leurs prises de déisions.Tout a ommené au Danemark, entre 1909 et 1915, ave le dévelop-pement du téléphone. La ompagnie de Copenhague souhaitait à l'époquemettre en plae une plateforme permettant aux utilisateurs d'être mis en re-lation par l'intermédiaire d'opérateurs, mais ne savait pas quelle taille devaitavoir une telle struture, ni ombien d'appels elle aurait à gérer. Si le entreétait trop gros, l'entreprise risquait la faillite. Si elle voyait trop petit, lesutilisateurs, faute d'être onnetés, auraient manifesté leur méontentement.La ompagnie a don demandé à l'un de ses ingénieurs, Agner Krarup Er-lang, de travailler à une oneptualisation mathématique des �les d'attente.C'est don en 1909 que les bases de e formalisme sont jetées, grâe à l'artiledu mathématiien danois A.K. Erlang "The theory of probabilities and tele-phone onversations". Les premiers résultats sont variés : Erlang observe learatère poissonnier des arrivées des appels à un entral téléphonique, et learatère exponentiel des durées des appels ; il réussit à aluler de manièrerelativement simple la probabilité d'avoir un appel rejeté. La notion d'équi-libre stationnaire d'un système d'attente est introduite.À partir des années 30, les travaux de plusieurs mathématiiens à l'imagede Molina, Fry, Pollazek aux États-Unis, Kolmogorov et Khinthine en Rus-sie, Palm en Suède, ou Crommelin en Frane permettent à la théorie des �lesd'attente de se développer lentement.Ce sont ensuite les années 50 qui verront l'essor important de la théorie.Les appliations de es travaux sont alors très pratiques, et onernent lesdisiplines de reherhe opérationnelle et génie industriel. On peut iter les�ux de tra� (véhiule, avion, personnes, téléommuniations), l'ordonnan-ement, 'est-à-dire la plani�ation : les patients dans les h�pitaux, les pro-grammes d'un ordinateur, et . . . ou enore le dimensionnement (banque,poste, réseaux, téléphone, ordinateur).Dans les années 80, ette disipline devient beauoup plus mathématique,et la littérature regorge d'artiles dérivant des tehniques mathématiques



13permettant de trouver des solutions exates aux modèles.Au ours de la déennie suivante, les herheurs s'intéressent d'avantage àla réation de modèles, et au alul sienti�que assoié pour résoudre esmodèles. En e�et, le développement de la puissane des ordinateurs per-met maintenant d'obtenir des solutions approhes des modèles su�samment�ables pour être utilisées. Atuellement e sont les appliations dans le do-maine de l'analyse de performane des réseaux (téléphone mobile, Internet,multimédia,... ) qui susitent le plus de travaux. De e fait la théorie des �lesd'attente est aujourd'hui largement utilisée et ses appliations sont multiples.L'évolution rapide des systèmes informatiques et de réseaux de téléom-muniation ont montré les limites de la théorie des �les d'attente dites las-siques qui ne permettent pas d'expliquer le omportement stohastique deertains systèmes omplexes omme les systèmes téléphoniques où les abon-nés répétaient leurs appels en reomposant le numéro plusieurs fois jusqu'àl'obtention de la ommuniation. Ce qui a onduit ertains herheurs à dé-velopper d'autres modèles plus élaborés qu'on appelle "�les d'attente averappels", en anglais "Retrial Queue" (Cohen, 1957). Cependant, l'in�uenede e phénomène a été longtemps négligée durant les déennies suivantes.Ce n'est que vers les années 1970-1980 qu'on a vu un net regain d'intérêtpour ette atégorie de modèles, ave l'avènement de nouvelles tehnologies,notamment dans les systèmes de téléommuniation : réseaux ATM.Les systèmes de �les d'attente ave rappels peuvent être appliqués pourrésoudre les problèmes pratiques, tels que l'analyse du omportement desabonnés dans les réseaux téléphoniques, l'analyse du temps d'attente pouraéder à la mémoire sur les disques magnétiques, ... Ce type de modèlesse renontre également dans la modélisation de protooles spéi�ques deommuniation, tels que CSMA (Carrier Sense Multiple Aess) ou enoreles disiplines Auto-Repeat, Ring-Bak-When-Free, Repeat-LastNumber,...(Khomihkov, 1995).Par onséquent, de nombreux travaux ont été publiés dans des journaux spé-ialisés en probabilités appliquées et modèles stohastiques, statistiques etreherhe opérationnelle, téléommuniation et ingénierie industrielle, et in-formatique. Le grand intérêt de e domaine est on�rmé par l'organisationd'une série de workshops sur les systèmes de �les d'attente ave rappels :Madrid(1998), Minsk (1999, 2011), Amsterdam (2000), Cohin (2002), Seoul(2004), Mira�ores de la Sierra (2006), Athens (2008) et Beijing (2010).



14A et e�et, quelques revues de renommées internationales ont dédié desnuméros spéiaux ; 'est le as du journal Annals of Operation Researh [13℄,European Journal of Operation Researh [18℄, Mathematial and ComputerModelling [12℄ , Queueing Systems [93℄ et Top [10℄.Parmi les premières ontributions sérieuses sur les modèles d'attente averappels, on trouve elles de Cohen [[34℄, 1957℄, de Eldin [[40℄, 1967℄, de Ha-shida et Kawashima [[53℄, 1979℄ et de Lubaz et Roberts [ [74℄, 1984℄. Lesprogrès réents sont résumés dans les artiles de synthèse de A. Aïssani [[4℄,1994℄, Kulkani et Liang [[65℄, 1997), Templeton [[94℄,1999℄, dans les monogra-phies de Falin et Templeton [[46℄, 1997℄, Artalejo et Gòmez-Corral [[19℄,2008℄,Gòmez-Corral et Ramalhoto [[50℄, 2000℄ (74), Rodrigo [[84℄, 2006℄ et dans lestravaux bibliographiques de Artalejo (1999 et 2010) [11, 14℄.Pour évaluer la performane d'un système, on utilise soit les méthodesanalytiques, telles que les réseaux de �les d'attentes, soit la simulation. Cha-une de es méthodes omporte ses avantages et ses inonvénients. Les solu-tions analytiques béné�ient de temps de résolution très rapides. Les résultatspeuvent être immédiats, ar ils sont déterminés à partir d'équations mathé-matiques issues du formalisme emprunté [49℄.La théorie des martingales onstitue sans doute la tehnique mathéma-tique de base des probabilités modernes. Une martingale est un proessusaléatoire qui ne possède pas de partie prévisible relativement à l'informa-tion dont on dispose. Cette théorie a eu de grandes réperussions dans denombreux hamps d'appliation, en probabilité bien sûr, mais aussi pour larésolution numérique des équations aux dérivées partielles (voir l'UP "théoriedu potentiel", EDP), en assurane (théorie de la ruine) et en �nane.Pour les probabilistes, les martingales sont avant tout, des proessus in-tégrables véri�ant une propriété préise d'espérane onditionnelle.Outre l'usage �nanier mentionné préédemment, elles sont appliquées àdivers problèmes stohastiques ou analytiques et représentent, ave les pro-essus de Markov, l'une des atégories de proessus dépendant du passé lesplus importantes. On pourra se référer ave pro�t à [Williams, 1991℄, la no-tion semble provenir assez diretement de l'idée de stratégie pour un jeu de



15hasard. Bien que l'on ait eu très t�t l'intuition qu'une stratégie toujours ga-gnante pour un jeu défavorable n'existait pas, il faut attendre le début duvingtième sièle pour obtenir une formalisation des notions et du problème(en partie suite au débat sur les axiomes des probabilités proposés par R.von Mises).Les pionniers du onept de martingale sont alors S. Bernstein, P. Lévy,J. Ville, E. Borel et J. Doob. Cependant, on peut trouver à posteriori despremiers exemples de martingales dans des travaux plus aniens dont parexemple eux de Pasal sur le problème des partis omme l'explique Y. Der-rienni [2003℄.En e qui onerne l'origine du mot (et non du onept), la première itationse trouve dans la thèse de J. Ville introduit au hapitre IV § 3 dans l'expres-sion "système de jeu ou martingale". Mais à partir du hapitre suivant, J.Ville abandonne dé�nitivement l'appellation "système de jeu" et ne garde que"martingale". Ce dernier préise par ailleurs, [Ville, 1985℄, que la dénomina-tion est diretement empruntée au voabulaire des joueurs. le leteur urieuxde l'histoire de la théorie des martingales pourra onsulter Lévy [[70℄, 1937℄,le très intéressant petit livre de ville [[96℄, 1939℄ et le premier artile de Doob[[38℄, 1940℄ où �gurent le "lemme maximal" et les théorèmes de onvergeneles plus importants, l'artile de Snell[90℄, qui introduit la notion de sousmar-tingale et le élèbre hapitre 7 du livre de Doob [39℄. Le leteur pourra aussionsulter les ouvrages de Williams [97℄, de Neveu [75℄, et Rogers et Williams[85℄. Si l'on peut attribuer � sans trop de risque d'erreur � la déouverte dela notion de martingale à Jean Ville (1910 - 1988) exposée dans sa thèse :Étude ritique de la notion de olletif, Paris (1939), e sont les travaux de J.Doob qui développent la théorie des martingales, en établissant les théorèmesde onvergene, et de nombreuses utilisations importantes des martingales.Nous ne mentionnerons en partiulier que deux résultats fondamentaux :� le premier est le théorème d'arrêt qui exprime que la propriété de onstaneen espérane d'une martingale, espérane prise en tout temps t déterministe,s'étend lorsque l'on remplae t par n'importe quel temps d'arrêt borné T .- Un seond résultat fondamental onerne la majoration en norme Lp(p > 1)d'une sous-martingale positive {Xu, u ≤ t}, par un multiple de la norme Lpde Xt.L'objetif de notre travail est d'élargir le hamps d'appliation de la théo-rie des martingales aux systèmes de �les d'attente. Nous avons hoisi deux



16types de modèles.Le premier est le modèle M/G/1 ave rappels qui est l'un des modèlesfondamentaux de la théorie des �les d'attente ave rappels, le plus étudié parles spéialistes Falin [43℄, Artalejo [9℄, Kulkarni [71℄,... et qui a été largementutilisé pour modéliser beauoup de situations pratiques dans les systèmesde ommuniations téléphoniques et réseaux de téléommuniation. Il a étéétudié par di�érentes approhes mathématiques : méthodes de la variablesupplémentaire et semi-Markovienne, la méthode de la haine de Markov in-duite, approhe régénérative de Markov...Le seond est un modèle multiserveur non-markovien ave pertes où àl'arrivée d'un lient, si l'un des serveurs est libre, le lient sera pris en hargeimmédiatement, dans le as ontraire, le lient est perdu. Ce modèle peutêtre utilisé pour modéliser un entre de ommutation permettant un maxi-mum de k appels simultanés.Notre thèse est omposée de inq hapitres organisés omme suit :Le premier hapitre débute par une présentation détaillée des ompo-santes d'un système de �les d'attente, suivie d'une étude de quelques modèlesmarkoviens et non markoviens.Dans le hapitre 2, nous rappelons quelques notions sur les systèmes de�les d'attente ave rappels.Le hapitre 3 est onsaré aux résultats fondamentaux de la théorie desmartingales disrètes, essentiellement les théorèmes de onvergene et d'arrêt.Dans le hapitre 4, nous nous sommes intéressés à l'analyse mathéma-tique du système d'attente M/G/1 ave rappels. En utilisant l'équation ré-ursive du proessus induit aux instants de départ de e système, nous avonsonstruit une martingale arrêtée au premier instant où le système redevientvide. Nous avons obtenu la ondition de stabilité de e système et le nombremoyen de lients dans le système.En�n dans le hapitre 5, nous utilisons la déomposition de Doob-Meyerdes semi martingales pour analyser un système de �les d'attente à plusieurs



17serveurs et ave perte. Tout d'abord, nous onsidérons le problème générallorsque les proessus d'arrivées et de départs sont des proessus pontuels,ensuite nous onsidérons le as où le proessus pontuel est un proessus dePoisson homogène et non-homogène. Des exemples numériques sont donnésoù nous herhons à optimiser le nombre de serveurs pour garantir une pro-babilité de perte inférieure à un seuil �xé.les résultats issus des deux derniers hapitres ont fait l'objet d'une pu-bliation dans le journal "Advaned Studies in Contemporary Mathematis"[80℄, et de plusieurs ommuniations et publiations dans des onférenes etproeedings internationaux [[76℄, [79℄, [78℄, [77℄℄.Une onlusion �nale termine e travail, donnant quelques suggestions etperspetives pour des reherhes futures.En Annexe A, nous rappelons quelques lois de probabilités et de proes-sus stohastiques qui sont néessaires dans la modélisation des �les d'attente.L' Annexe B ontient un rappel sur les règles de aluls des espéranesonditionnelles.



Chapitre 1SYSTÈMES DE FILESD'ATTENTE
1.1 IntrodutionUn modèle de �le d'attente est une desription abstraite d'un systèmeréel de �le d'attente. Le modèle lassique de la �le d'attente onsiste en unsystème dans lequel des serveurs sont soumis à un �ux de requêtes qu'ilsdoivent traiter. Il a un grand nombre d'appliations dans les réseaux de té-léommuniation, dans les réseaux informatiques, les analyses de tra� oumême dans de "vraies" �les d'attente, au magasin, au inéma,... Il permet derépondre à des questions de temps de traitement, de struturation de réseauxou de dimensionnement.La on�guration basique d'un système de �le d'attente peut être déritede la manière suivante (Figure 1.1) : des "lients" arrivent à un ertain en-droit et rélament un ertain servie. Les instants d'arrivée et les durées deservie sont généralement des quantités aléatoires. Si un poste de servieest libre, le lient qui arrive se dirige immédiatement vers e poste où il estservi, sinon il prend sa plae dans la �le d'attente dans laquelle les lients serangent suivant leur ordre d'arrivée. Une fois le serveur libéré, le lient entreen servie et oupe le serveur pendant tout son temps de servie. Puis lelient libère le serveur et quitte le système.Un système d'attente omprend don un espae de servie ave une ou18



19plusieurs stations de servie montées en parallèle, et un espae d'attente danslequel se forme une éventuelle �le d'attente.
départ des clients

ServeursFile d’attente

Arrivée des clients

Figure 1.1 � Représentation graphique d'un système de �le d'attente simple1.2 Caratérisation des modèles de �les d'attenteLa dé�nition d'un modèle de �le d'attente néessite prinipalement laaratérisation du proessus d'arrivée, de la distribution du temps de servie,du nombre de serveurs, de la apaité du système et de la disipline de servie.1.2.1 Proessus d'arrivéeL'arrivée des lients à la station sera dérite à l'aide d'un proessus sto-hastique de omptage {N(t), t ≥ 0} où N(t) la variable aléatoire indiquantle nombre d'arrivées dans un intervalle de temps (0, t].Soit Tn = An −An−1 le temps séparant l'arrivée du (n− 1)ème lient et elledu nème lient.Un proessus de omptage {N(t), t ≥ 0} est un proessus de renouvellementsi et seulement si les variables aléatoires {Tn}n=1,2,... sont des variables indé-pendantes et identiquement distribuées (i.i.d). La loi T dérivant le tempsd'inter-arrivée su�t alors à aratériser le proessus de renouvellement.La plupart du temps, l'arrivée des lients à une �le simple est supposéedérite par un proessus de renouvellement. Le proessus d'arrivée le plussimple à étudier (et don le plus ouramment employé) est le proessus dePoisson.1.2.2 Nombre de serveursLe nombre de serveurs indique le nombre maximal d'exéutions en pa-rallèle du même servie. Dans un système de �le d'attente multiserveur, les



20lients qui arrivent se plaent dans une seule �le d'attente. Chaque fois qu'unserveur est libéré, un lient en attente dans la �le entre en servie. Les tempsde servie des serveurs sont généralement indépendants et identiquement dis-tribués.1.2.3 Capaité du systèmeDans ertains systèmes de �les d'attente, des ontraintes physiques ouorganisationnelles peuvent exister et limitent la longueur maximale de la �le.Dans es types de as, la apaité du système indique le nombre maximal delients qui peuvent se retrouver dans le système (en attente de servie et enservie). Cette apaité peut être �nie ou in�nie. Par onséquent, si un lientarrive et qu'il y a déjà C lients dans le système, le lient peut être aeptéou rejeté suivant la politique de débordement de la station.Dans un système de prodution, ette apaité peut être liée à une limite del'espae de stokage.1.2.4 Disipline de servieLa disipline de servie détermine l'ordre dans lequel les lients sont séle-tionnés pour le servie. Les disiplines les plus utilisées sont : premier arrivépremier servi (First In First Out (FIFO)), First Come First Served (FCFS),dernier arrivé premier servi (Last In First Out (LIFO)), Last Come First Ser-ved (LCFS), séletion aléatoire, temps de servie le plus ourt d'abord, règlesde priorité préemptives (le servie en ours d'exéution peut être interrompu)ou non-préemptives.1.3 Notation des modèles de �les d'attenteDans la théorie des �les d'attente, la notation de Kendall (premièrementproposée par D.G. Kendall en 1953) est un système standard pour dérireles aratéristiques essentielles d'un modèle de �le d'attente. La notation deKendall a la forme A/B/C/K/N/D où :
A : distribution des temps d'inter-arrivées
B : distribution du temps de servie
C : nombre de serveurs
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K : apaité du système
N : nombre de lients existant dans l'univers onsidéré
D : disipline de servieLes di�érents symboles utilisés pour la aratérisation de la distribution destemps d'inter-arrivées et du temps de servie sont :
M : loi exponentielle (Markovienne)
G : loi générale
GI : lois générales indépendantes
D : loi onstante (déterministe)
Ek : loi d'Erlang-k
Hk : loi hyperexponentielle-k
Ck : loi de Cox-k
PH : loi de type phaseRemarque 1.1. Lorsque un système de �le d'attente est aratérisé en uti-lisant seulement trois hamps A/B/C, on sous-entend que le système est àapaité in�nie, que la population est in�nie et que la disipline de servieest FIFO.1.4 Analyse des performanesLes réseaux des �les d'attente servent à analyser les performanes du sys-tème modélisé. Cette analyse peut être menée en étudiant le omportementdu système selon deux axes :Étude en régime transitoire : L'étude du régime transitoire permetde répondre à des questions de performane qui sont liées à des instantsdonnés ou sur des périodes de ourt terme. Par exemple, � ombien de lientsdemandant un servie X vont être servis durant la prohaine heure ? �.Étude en régime stationnaire ou permanent : dit aussi à l'équi-libre onsiste à véri�er si le système tend vers un équilibre (en terme deprobabilité) lorsque le temps roît (à long terme). Cette analyse permet derépondre aux questions telles que : durant une longue période, quel est le



22taux moyen d'oupation du serveur ?Pour étudier ela, des méthodes stohastiques sont utilisées. Elles onsistentà estimer la distribution du proessus stohastique engendré par le modèleanalysé, soit à un instant donné (analyse transitoire), ou bien à long terme (àl'équilibre). Elles permettent de aluler les probabilités pour que le systèmese trouve dans haun des états du proessus. Ces probabilités sont utiliséespour le alul des paramètres de performane.Les modèles de �les d'attente les plus simples à analyser sont les modèlesmarkoviens (distributions exponentielles des inter-arrivées et servie). Ceux-i engendre une haîne de Markov (d'où le nom markovien).1.4.1 Évaluation de performanes en régime stationnaireSoitX(t) le nombre de lients dans un système de �le d'attente (le nombrede lients en attente de servie plus le nombre de lients en servie) à l'instant
t, t ≥ 0. Sous ertaines onditions, la distribution de X(t) a une limite pour
t→ ∞ : Pn = lim

t→∞
P{X(t) = n}.L'existene de ette limite montre que, à long terme, le système atteintun régime permanent indépendant de son état initial. La limite Pn est inter-prétée omme la probabilité d'avoir exatement n lients dans le système enrégime permanent. Quand les probabilités existent, on dit que le proessusstohastique {X(t), t ≥ 0} est ergodique. Pour la plupart des systèmes de�les d'attente, la ondition générale pour l'existene des probabilités, est lastabilité du système.Un système de �le d'attente est dit stable si le nombre de lients dans lesystème ne peut pas augmenter jusqu'à l'in�ni.Les autres quantités fondamentales utilisées a�n d'analyser les perfor-manes d'un système sont :

Xf : le nombre de lients en attente dans la �le en régime permanent
W : le temps de séjour des lients dans le système en régime permanent (letemps d'attente plus le temps de servie)
Wf : le temps de séjour des lients dans la �le d'attente en régime permanent



23Dans la théorie des �les d'attente, on s'intéresse plut�t aux mesures deperformanes espérées :
n̄ = E[X ] : le nombre moyen de lients dans le système
n̄f = E[Xf ] : le nombre moyen de lients en attente
w̄ = E[W ] : le temps moyen de séjour des lients dans le système
w̄f = E[Wf ] : le temps moyen de séjour des lients dans la �le d'attente1.4.2 Formule de LittleLa formule de Little [Kleinrok [60℄, 1975℄ est une loi générale (désignedes relations entre les mesures de performanes) qui s'énone omme suit :� le nombre moyen des lients dans un système est égal au produit du débitdu système par le temps moyen passé dans le système par haque lient �.Soit X(t) le nombre de lients arrivés dans un intervalle de temps (0, t].Le taux moyen d'arrivée λa = lim

t→∞

X(t)
t

exprime le nombre moyen de lientsarrivés dans le système par unité de temps.La loi de Little indique que
E[X ] = λaE[W ] (1.1)Si on applique la loi de Little seulement à la �le d'attente, on obtient
E[Xf ] = λaE[Wf ] (1.2)La loi de Little est valide pour presque tous les systèmes de �les d'attenteindépendamment du proessus d'arrivée, du nombre de serveurs, ou de ladisipline de servie.1.5 ExemplesLes exemples que nous allons présentés sont tirés de Bruno Baynat [27℄.



241.5.1 Domaine systèmes de produtionUne ligne de prodution est la on�guration la plus simple d'un systèmede prodution. Toutes les pièes doivent, en e�et, passer par toutes les ma-hines de l'atelier et dans le même ordre. Entre haque mahine existe unstok de apaité �nie. Le nombre total de pièes en attente de la mahine iou en usinage sur ette mahine est don limité à une ertaine valeur (soitKi).
pièces brutes

Stock 1Machine 1Stock 2 Machine 2 Machine iStock i

Produits finis

b b b

K1 K2 Ki

Figure 1.2 � Ligne de produtionCe type de système se modélise naturellement par un réseau de �les d'at-tente "en tandem" à apaités limitées ave bloage après servie. Les lientsdu modèle sont alors les pièes du système de prodution. La �le d'attentede la station i modélise l'attente des pièes devant la mahine i et le serveurmodélise le temps d'usinage de la mahine i.1.5.2 Domaine systèmes informatiquesLe système onsidéré omporte une unité entrale qui exéute des proes-sus et un ensemble d'unités d'entrée-sortie (disque, disquette, bande ma-gnétique, et.). Ces di�érentes omposantes onstituent les ressoures dusystème. Les entités qui irulent dans le système sont des proessus. Cesproessus peuvent être dans les di�érents états suivant :1. Prêt : en attente de libération de l'unité entrale,2. élu : en exéution sur l'unité entral,3. en attente : en attente ou en exéution d'une entrée/sotie sur une des uni-tés de stokage.On modélise e système par un réseau de �les d'attente ouvert. Les lientsdu modèle sont les proessus du système.



251.6 Les �les d'attente markoviennesLes modèles markoviens aratérisent les systèmes dans lesquels les deuxquantités stohastiques prinipales, qui sont le temps inter-arrivées et la duréede servie, sont des variables aléatoires indépendantes et exponentiellementdistribuées. La propriété d'absene de mémoire de loi exponentielle failitel'étude de es modèles. L'étude mathématique de tels systèmes se fait parl'introdution d'un proessus stohastique approprié. Ce proessus est sou-vent le proessus {X(t), t ≥ 0} dé�ni omme étant le nombre de lients dansle système à l'instant t. L'évolution temporelle du proessus markovien estomplètement dé�nie grâe à la propriété d'absene de mémoire.1.6.1 File d'attente M/M/1La �leM/M/1 est la �le la plus simple et la plus utilisée pour modéliser lessystèmes informatiques. L'utilisation de ette �le est motivée par l'ensemblede ses résultats permettant de déterminer les paramètres de performanesmoyens. Elle est dé�nie par le proessus stohastique suivant :- le proessus d'arrivée des lients est distribué selon un proessus de Poissonde paramètre λ.- le proessus de temps de servie est indépendant du proessus d'arrivée etsuit la loi exponentielle de paramètre µ.Soit X(t) le nombre de lients dans le système à l'instant t ≥ 0. Le proessusstohastique {X(t), t ≥ 0} est une haîne de Markov à temps ontinu ayantle diagramme de transition de la Figure 1.3
0 1 2 3

λ

µ

b b b

λ λ λ

µ µ µFigure 1.3 � Diagramme de transition d'un système de �le d'attenteM/M/1Régime transitoireGrâe aux propriétés fondamentales du proessus de Poisson et de la loiexponentielle, nous avons pour un petit intervalle de temps ∆t les probabili-tés suivantes :
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P [exactement 1 arrivée pendant ∆t] = λ∆t+O(∆t)

P [aucune arrivée pendant ∆t] = 1− λ∆t +O(∆t)

P [2 arrivées ou plus pendant ∆t] = O(∆t)

P [exactement 1 départ pendant ∆t/X(t) ≥ 1] = µ∆t +O(∆t)

P [aucun départ pendant ∆t/X(t) ≥ 1] = 1− µ∆t +O(∆t)

P [2 départs ou plus pendant ∆t] = O(∆t).Ces probabilités ne dépendent ni du temps t ni de l'état X(t) dans lequel setrouve le système.Les probabilités Pn(t) = P (X(t) = n), n ≥ 0, sont les solutions du système :
P

′

n(t) = −(λ+ µ)Pn(t) + λPn−1(t) + µPn+1(t)

P
′

0(t) = −λP0(t) + µP1(t).Ces équations sont onnues sous le nom d'équations di�érentielles de Kolmo-gorov.Régime stationnaireLorsque t → ∞, on a limt→∞Pn(t) = Pn existent et indépendantes del'état initial du proessus et limt→∞P
′

n(t) = 0.On obtient un système d'équations linéaires et homogènes :
λP0 = µP1

λPn−1 + µPn+1 = (λ+ µ)Pn, n ≥ 1

∞
∑

n=0

Pn = 1La solution de e système nous donne
Pn = P{X = n} =

(

1−
λ

µ

)(λ

µ

)n
, n ≥ 1 (1.3)ave

P0 = P{X = 0} = 1−
λ

µ
(1.4)



27La variable aléatoireX suit alors une distribution de probabilité géométrique.Notons qu'une ondition néessaire pour l'existene de la probabilité Pn pour
n = 0, . . . ,∞ est λ < µ. Autrement dit, le taux d'utilisation ρ = λ

µ
quiexprime la proportion du temps pendant lequel le serveur est oupé doitsatisfaire la ondition ρ < 1. C'est la ondition de stabilité du système.Quand λ > µ, le nombre de lients dans le système augmente sans limite etdon les probabilités Pn, n ≥ 0, n'existent pas.Caratéristiques du systèmeLes mesures de performanes du système sont obtenus en utilisant lesexpressions (1.3) et (1.4) et les relations (1.1) et (1.2) où λa = λ :- Le nombre moyen de lients dans le système :

n̄ =
λ

µ− λ- Le temps moyen de séjour dans le système :
w̄ =

1

µ− λ- Le nombre moyen de lients dans la �le :
n̄f =

λ2

µ(µ− λ)- Le temps moyen d'attente dans la �le :
w̄f =

1

µ(µ− λ)1.6.2 File d'attente M/M/sOn onsidère à présent la �le d'attente M/M/s où les instants d'arrivéesont toujours poissoniens, les temps de servies exponentiels mais il y a sguihets ou "serveurs" disponibles. Si lorsque un lient arrive il y a au moinsun serveur disponible, le lient entre en servie immédiatement. Dans le asontraire, il est plaé dans la �le d'attente. Les temps de servies aux guihetssont bien sûr mutuellement indépendants.



28Soit à nouveau X(t) le nombre de lients dans le système à l'instant t.
{X(t), t ≥ 0} est un proessus de naissane et de mort dont les taux detransitions sont λn = λ, ∀n ≥ 0 et

µn =

{

nµ 0 ≤ n ≤ s
sµ n ≥ s

(1.5)On appelle sµ le taux de servie global du système.La distribution stationnaire du système :
Pn =

{ 1
n!
(λ
µ
)nP0 si n ≤ s

1
s!sn−s (

λ
µ
)nP0 si n ≥ s

(1.6)où
P0 =

[

s−1
∑

n=0

1

n!
(
λ

µ
)n +

1

s!(1− λ
sµ
)
(
λ

µ
)s
]−1

. (1.7)Ces relations sont valables si λ
sµ

= ρs < 1.La probabilité qu'un lient soit plaé dans la �le d'attente en arrivant est,
P (attente) = P (X ≥ s) =

Ps
1− ρ

(1.8)Le as s = ∞Dans e as, il y a un nombre in�ni de serveurs. Un lient entre tou-jours immédiatement en servie à son arrivée. La résolution de proessus denaissanes et de morts assoié donne :
Pn = P0

ρn

n!
(1.9)ave ∑∞

n=0 Pn = 1, on obtient P0 = e−ρ.Par onséquent la distribution stationnaire de la �le M/M/∞ est
Pn =

ρn

n!
e−ρ, n ≥ 0 (1.10)Cette distribution est identique à elle de Poisson de paramètre ρ. Notonsque ette distribution qui est la distribution limite du résultat du paragraphepréédent, existe quelles que soient les valeurs de λ et de µ. En e qui onerneles aratéristiques du système, on a :

n̄ = E(X) = λ
µ
et w̄ = 1

µ
, tandis que n̄f = w̄f = 0.



291.6.3 File d'attente M/M/s/kOn onsidère un système de �le d'attente à s serveurs et un nombrelimité de lients (s < k). Les arrivées sont poissoniens de taux λ. Les duréesde servie sont exponentielles de taux µ. Si un lient trouve à son arrivée lesystème omplet, il s'en va.Puisque les lients sont en nombre �ni k dans le système, on a alors :
λn =







λ 0 ≤ n ≤ k

0 n > k
(1.11)

µn =

{

nµ 0 < n < s
sµ s ≤ n ≤ k

(1.12)On a :
Pn = P0

n
∏

i=1

λi−1

µi
. (1.13)1. Si n ≥ k + 1 , Pn = 0.2. Si n ≤ k,a. 0 < n < s, Pn = P0

ρn

n!
,b. s ≤ n ≤ k, Pn = P0

λn

s!µnsn−s ,ave
P0 =

[

s−1
∑

n=0

1

n!

(λ

µ

)n
+

k
∑

n=s

1

s!sn−s
(λ

µ

)n]−1
.1.6.4 File d'attente M/M/s/sDans e modèle il y a s serveurs, mais pas de �le d'attente. Lorsqu'unlient arrive, s'il y a au moins un serveur disponible, le lient entre direte-ment en servie. Sinon le lient est rejeté. C'est le modèle de fontionnementd'un entral téléphonique. On établit immédiatement que

λn =







λ 0 ≤ n ≤ s

0 n > s
(1.14)



30d'où
Pn =

1

n!

(λ

µ

)n
P0, n ≤ s (1.15)ave

P0 =
[

s
∑

n=0

1

n!

(λ

µ

)n]−1 (1.16)Cette formule est onnue sous le nom de la formule d' Erlang-B.Notons qu'auune restrition ne doit être imposée à λ et µ pour assurerl'existene d'une distribution stationnaire.La probabilité de pertes du système, qui est la probabilité qu'un lient quiarrive ne puisse entrer, est égale à la probabilité pour le système de se trouverdans l'état s :
Ps =

1

s!
(
λ

µ
)sP0 (1.17)On trouve également

w̄ = 1
µ
et n̄ = λ

µ
(1− Ps), tandis que n̄f = w̄f = 0.1.7 Modèles non MarkoviensNous appellerons systèmes de �les d'attente non markoviens eux pourlesquels la distribution des intervalles du �ux d'arrivées et/ou la distributiondes temps de servie est (sont) di�érente(s) de la distribution exponentielle.La tehnique de base utilisée pour l'étude de tels systèmes onsiste à onstruireun ertain proessus de Markov judiieusement hoisi à l'aide de l'une desméthodes d'analyse suivantes :Méthode de la haîne de Markov induite : elle onsiste à hoisirune suite d'instants déterministes ou aléatoires tels que la haîne induite soitmarkovienne et homogène.Méthode des variables supplémentaires : Elle onsiste à omplé-ter l'information sur le proessus de telle manière à lui donner le aratèremarkovien.



31Simulation : C'est un proédé d'imitation arti�ielle d'un proessusréel e�etué sur ordinateur. Elle nous permet d'étudier les systèmes les plusomplexes, de prévoir leurs omportements et de aluler leurs aratéris-tiques. Les résultats obtenus ne sont qu'approximatifs, mais peuvent êtreutilisés ave une bonne préision.1.7.1 File d'attente M/G/1La �le M/G/1 est une �le à apaité illimitée ayant un seul serveur. Leproessus d'arrivée est toujours un proessus de Poisson de taux λ tandis queles durées de servie suivent une loi générale G de moyenne 1
µ
de transforméede Laplae-Stieltjes B∗(s), Re(z) > 0. Ii, le proessus X(t) n'est plus unproessus de Markov, et les tehniques préédentes ne s'appliquent plus. Enfait, la probabilité d'avoir une transition de l'état {X = n} vers l'état {X =

n− 1} dépend maintenant de la quantité de servie que le lient en servie adéjà reçu. Dans e as partiulier, on peut déterminer tous les paramètres deperformanes, même si son servie ne véri�e pas la propriété sans mémoire.Ces paramètres sont déterminés grâe à la méthode de la haîne de Markovinduite. Cette méthode onsiste à ramener l'étude à une haîne de Markov àtemps disret en onsidérant des instants d'observation partiuliers (instantsde début de servie ou instants de �n de servie).Chaîne de Markov induitePour tout n ≥ 0, on note Xn le nombre de lients dans le système justeaprès le nème départ, qui satisfait l'équation
Xn+1 = Xn + An+1 − 1{Xn>0}, n ≥ 0 (1.18)où An est le nombre de lients qui arrivent pendant le servie du nème lient.

{An, n ≥ 0} est une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-ment distribuées de loi donnée par
P (An = k) =

∫ ∞

0

(λt)k

k!
e−λtdB(t), k = 0, 1, 2, ...; n ≥ 1 (1.19)En partiulier,
E[An] = ρ =

λ

µ
(1.20)
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a(z) =

∞
∑

k=0

zkP (An = k) = B∗(λ− λz), 0 ≤ z ≤ 1. (1.21)la fontion génératrie de la distribution stationnaire est donnée par la for-mule suivante appelée formule de Pollazek-Khinthine. :
π(z) = (1− ρ)

B∗(λ− λz)(1− z)

B∗(λ− λz)− z
, pourz < 1. (1.22)La distribution stationnaire existe si ρ < 1 et de plus

πk = lim
k→∞

P (X(t) = k) = lim
k→∞

P (Xn = k) (1.23)En d'autre termes les probabilités stationnaires πn de la haîne de Markovinduite {Xn; n = 1, 2, ...} sont identiques aux probabilités stationnaires Pndu proessus à temps ontinu {X(t); t ≥ 0}.Notons ependant que e résultat, valable pour le systèmeM/G/1, ne s'étendgénéralement pas à d'autres proessus non markoviens.Paramètres de performanesTous les paramètres de performanes sont alulés dans le as où la �leest stable (λ < µ) et pour le régime stationnaire de la �le.La formule de Pollazek-Khinthine nous donne l'expression du nombre moyende lients dans la �le en fontion des deux premiers moments de la loi G :
ρ+

ρ2(1 + λ2V ar(Y ))

2(1− ρ)
(1.24)1.7.2 File d'attente G/M/mLe proessus {X(t); t ≥ 0} où X(t) est le nombre de lients dans lesystème à la date t, n'est pas markoviens. Utilisons la même méthode quepréédemment en prenant pour suite {tn} les instants d'arrivées des lientsdans le systèmes. Le proessus Xn = X(tn − 0) (nombre de lients dans lesystème à l'instant qui préède immédiatement l'arrivée du nème lient) estune haine de Markov. On a :

Xn+1 = Xn −Dn+1 + 1, n ≥ 0 (1.25)



33où Dn est le nombre de lients servis entre les arrivées des lients Cn−1 et Cn.Soit Pij = P (Xn+1 = j/Xn = i), la probabilité pour que dans l'intervalle
[tn, tn+1] il y ait exatement i+ 1− j départs.1. Si j > i+ 1 on a : Pij = 02. Si j ≤ i+ 1 ≤ m, tous les lients sont en ours de servie et

Pij =

∫ ∞

0

C i+1−j
i+1 (1− e−µx)i+1−je−µxjdA(x) (1.26)3. Si m ≤ j ≤ i+ 1, i ≥ m

Pij =

∫ ∞

0

(mµx)i+1−j

(i+ 1− j)!
e−µxmdA(x) (1.27)4. Si j < m < i+ 1

Pij =

∫ ∞

0

Cj
me

−jµx
[

∫ ∞

0

(mµy)i−m

(i−m)!
(e−µy − e−µt)m−jmydy

]

dA(x). (1.28)Connaissons la matrie de transitions P = ‖Pij‖, on peut obtenir la dis-tribution stationnaire {πk} de la haine {Xn}, qui est solution du systèmed'équations algébriques : Π = ΠP où Π = (π1, π2, ...).Si λ < mµ, la distribution stationnaire de la haine de Markov {Xn} est dela forme :
πk =







Kσk k ≥ m− 1

KRkσ
m−1 m ≤ m− 1

(1.29)où σ est l'unique solution de l'équation fontionnelle σ = Â(mµ−mµσ) dansle domaine 0 < σ < 1.Les équations Rk peuvent être déterminées réursivement










Rm−1 = 1

Rk−1 =
Rk−

∑m−1
i=k

−RiPik−
∑

∞

i=m−1 σ
i+1−mPik

Pk−1,k
k = ¯1, m− 1(1.30)et la onstante K =

[

σm−1

1−σ
+ σm−1

∑m−2
k=0 Rk

]−1.La distribution stationnaire de la haine de Markov inluse {Xn} pour lesystème G/M/1 est géométrique πk = (1 − σ)σk, k = 0, 1, ... où σ est lasolution unique de l'équation σ = Â(µ− µσ) dans le domaine 0 < σ < 1.



341.7.3 File d'attente G/G/1La �le G/G/1 généralise les modèles de �les d'attente à un seul serveur(les inter-arrivées et les servies sont arbitraires). Cette généralisation rendimpossible la détermination des résultats exats des paramètres de perfor-mane pour e modèle. En e�et, un modèle ontenant deux lois générales(non Markoviennes) ne peut ni être résolu par la détermination des probabi-lités transitoires, ni par l'intermédiaire d'une haîne de Markov induite [27℄.Les prinipaux résultats de ette �le sont des bornes inférieures et supérieuresqui enadrent le temps moyen d'attente, noté w̄, dans la �le [60℄ :
λσ2

X −X(2− ρ)

2(1− ρ)
≥ w̄ ≥

λ(σ2
T + σ2

X)

2(1− ρ)
(1.31)ave X : le temps de servie moyen.

σX : l'éart type de la variable aléatoire qui dérit le temps de servie.
σT : l'éart type de la variable aléatoire qui dérit les inter-arrivées.1.8 ConlusionDans e hapitre, nous avons rappelé et présenté les onepts et teh-niques de base de la théorie de �les d'attente lassiques. Plus préisément,nous avons exposé quelques modèles d'attente partiuliers et nous avons dé-terminé leurs prinipales aratéristiques, tout en abordant les �les marko-viennes et les �les non markoviennes.L'évolution rapide des systèmes informatiques et de réseaux de téléom-muniation ont montré les limites de la théorie des �les d'attente dites las-siques qui ne permettent pas d'expliquer le omportement stohastique deertains systèmes omplexes omme les systèmes téléphoniques. Ce qui aonduit ertains herheurs à développer d'autres modèles plus élaborés qu'onappelle "�les d'attente ave rappels". Ces systèmes d'attente ave rappels fe-ront l'objet du hapitre suivant.



Chapitre 2SYSTÈMES DE FILESD'ATTENTE AVEC RAPPELS
2.1 IntrodutionDans la théorie des �les d'attente lassique, il est supposé qu'un lientqui ne peut pas obtenir son servie immédiatement dès son arrivée, rejoint la�le d'attente ou quitte le système dé�nitivement. Une situation intermédiaireenvisage la possibilité pour un lient qui trouve le(s) serveur(s) oupé(s) derappeler ultérieurement à des intervalles aléatoires et autant de fois que né-essaire, jusqu'à e qu'il trouve le serveur libre, on parle alors de système de�les d'attente "ave rappels" ou enore "ave répétitions d'appels". Dans laterminologie Anglo-Saxonne, on utilise depuis des années le terme "RetrialQueueing Systems".Les �les d'attente ave rappels ont été largement utilisées pour modéliserde nombreux problèmes dans les systèmes de ommuniations téléphoniques,informatiques, des réseaux loaux et des situations de la vie quotidienne. Lesprogrès réents dans e domaine sont résumés dans les artiles de synthèsede Aïssani [4℄, Kulkani et Liang [65℄, Templeton [[94℄,1999℄ et dans les mo-nographies de Falin et Templeton [46℄, Artalejo et Gòmez-Corral[[19℄,2008℄,Gòmez-Corral et Ramalhoto [50℄, Rodrigo [[84℄, 2006℄ et Kim [57℄.Pour identi�er un système de �les d'attente ave rappels, il faut ajouter unenouvelle spéi�ation onernant le proessus de répétition de demandes deservie. 35



362.2 Desription du modèleLes systèmes de �les d'attente ave rappels sont aratérisés par le faitqu'un lient qui arrive et trouve le serveur et la salle d'attente oupés quittele système dé�nitivement, ou rappelle ultérieurement à des instants aléa-toires. Un lient qui attend pour rappeler est dit en "orbite" (devient soured'appels seondaires) et refait sa tentative d'avoir un servie ultérieurementselon une politique de rappels spéi�ée. Si le lient qui arrive trouve le ser-veur libre il prend son servie et quitte le système.Un système de �les d'attente ave rappels ontient un espae de servieomposé de s (s ≥ 1) dispositifs de servie et d'un espae d'attente (bu�er)ayant m− s (m ≥ s) positions d'attente et d'une orbite de apaité �nie ouin�nie. A l'arrivée d'un lient primaire, s'il y a un ou plusieurs serveurs libres,et en bon état, le lient sera servi immédiatement et quittera le système à la�n de son servie. Sinon, s'il y a une position d'attente libre, le lient rejointla �le d'attente. Lorsque tous les serveurs et positions d'attente sont oupés,le lient quittera le système dé�nitivement ave une probabilité 1 − H0 ouentre en orbite ave la probabilité H0 et rappelle ultérieurement, après untemps aléatoire suivant une loi de probabilité et une intensité de rappels biendé�nie (rappels onstants, rappels lassiques, ou bien rappels linéaires, ...).Chaun de es lients seondaires est traité omme un lient primaire.Le shéma général d'un système ave rappels est représenté par la Figure 2.1.La lassi�ation des modèles ave rappels reposera sur les notations deYang et Templeton(1987) : A/B/s/M/O/H .Comme pour les notations de Kendall, A désigne le type de la loi des inter-arrivées primaires, B elui de la loi de servie, s est le nombre de serveurs,
M est la apaité du système (attente plus servie), et O est la apaité del'orbite ( qui peut être supprimé lorsque sa apaité est in�nie). La séquene
H = {Hi, i ≥ 0} est la fontion de persévérane, où Hi est la probabilitépour qu'un abonné fasse une (i + 1)ème tentative de rappel, après une ièmetentative avortée. Lorsque tous les lients sont persévérants, Hi = 1 pourtout i, le symbole H pourra être également supprimé.



37
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Appel primaire

Appel secondaire
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1- Hk
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Hk

Serveurs

File d’attente

Figure 2.1 � Le shéma général d'un système d'attente ave rappels2.3 Exemples d'appliations de modèle de �les d'attente ave rappelsDans ette setion, nous présentons quelques exemples de problèmes dusaux appliations du monde réel pouvant être modéliser par des �les d'attenteave rappels.2.3.1 Centre d'appelUn entre d'appels ou all-enter est important pour une entreprise aril fournit un anal pour les lients pour pouvoir ontater l'entreprise. Dansun entre d'appels, les agents sont les personnes qui répondent à la demandedes lients. Lorsqu'un lient e�etue un appel téléphonique, s'il y a un agentd'appel inatif, il répond immédiatement au lient. Si tous les agents sontoupés, le lient peut entendre ertains messages par exemple "le systèmeest oupé pour le moment, veuillez patienter un instant". A e moment, lelient déide de raroher le téléphone immédiatement et peut rappeler denouveau après un ertain temps aléatoire, ou bien de ontinuer à entendrele message. L'une des mesures de performane la plus importante pour unentre d'appels est la probabilité de bloage.Un modèle de �les d'attente ave rappels est le modèle mathématique leplus approprié pour la oneption de entre d'appels .



382.3.2 Réseaux à ommutation par paquetsConsidérons un réseau de ommuniations d'ordinateurs dans lequel ontrouve un ensemble d'interfaes IMP (Interfae Message Proessors) reliéesentre elles par des âbles. Un ordinateur prinipal est onneté à l'une dees interfaes. Si l'ordinateur veut envoyer un message à un autre ordinateurprinipal, il doit en premier lieu envoyer le message ave l'adresse de desti-nation à l'interfae à laquelle il est onneté. L'interfae à son tour envoiele message à l'ordinateur destinataire diretement si elle y est onnetée, ouindiretement via d'autres interfaes. Considérons une interfae à laquelle unordinateur prinipal est onneté. Les messages arrivent de l'extérieur selonun proessus aléatoire. Après la réeption du message, l'ordinateur l'envoieimmédiatement à son interfae. S'il y a un tampon libre, le message est a-epté. Dans le as ontraire, le message est rejeté et l'ordinateur doit réessayerune autre fois après une période de temps. S'il existe des tampons libres, lemessage rejeté sera stoké dans un tampon de l'ordinateur prinipal. Dansle as ontraire, le message est onsidéré omme perdu. On peut se poser lesquestions suivantes :o Quelles sont les probabilités pour qu'un message soit rejeté par l'interfaeet par l'ordinateur prinipal ?o Quel est le nombre moyen de messages dans le tampon de IMP?o Quel est le nombre moyen de messages dans le tampon de l'ordinateurprinipal ?o Quel est le temps d'attente d'un message dans le tampon de l'ordinateurprinipal ?Le problème présenté peut être modélisé omme un système ave rappels àserveur unique (interfae IMP) possédant des tampons (positions d'attente).Le nombre de tampons de l'ordinateur prinipal onstitue la apaité del'orbite.2.3.3 Réseaux loaux : le protoole CSMADans un réseau loal (LAN), plusieurs n÷uds partagent un lien phy-sique (bus) a�n de transmettre leurs données (paquets). En supposant queplusieurs n÷uds envoient leurs paquets en même temps, une ollision peutse produire, et tous les paquets seront détruits. Or il est possible d'éviterertaines ollisions si l'on fait en sorte que haque n÷ud éoute e qui se



39passe sur le réseau avant d'émettre et évite d'émettre lorsque le réseau estoupé ompte tenu de ette propriété, CSMA "Carrier Sense Multiple A-ess" (Éoute d'un Support à Aès Multiple) protooles ont été développés.Il s'agit d'un ensemble de protooles d'aès à un média. Ceux-i véri�entque le support est disponible avant de ommener l'envoi d'une trame. Ilspermettent également de déteter ou bien éviter les ollisions de messagesdans les transmissions.Quand un n÷ud veut envoyer des données à un autre n÷ud, sa arteéoute le bus pour s'assurer qu'auun signal n'est en ours de transmission ;si le réseau est silenieux, elle émet sa trame sur le bus et les autres serontstokés dans le bu�er. Chaque n÷ud examine l'adresse du destinataire. Si latrame ne lui est pas destinée, il l'ignore. Si la trame lui est destiné, il lit lesdonnées, véri�e qu'il n'y a pas eu d'erreur, et envoie un ausé de réeption àl'émetteur qui peut alors envoyer la trame suivante. Si deux n÷uds émettentun message simultanément, la ollision entre les trames provoque un signald'interférene qui se propage sur le bus et qui est reonnu par les émet-teurs. Le premier émetteur détetant la ollision émet un signal indiquantelle-i aux autres n÷uds. Les transmissions sont alors arrêtées ; les n÷udsqui veulent émettre doivent attendre une durée aléatoire avant de herherà émettre de nouveau. Le proessus se répète jusqu'à e qu'un n÷ud puisseémettre sa trame sans qu'il y ait ollision.Pare que les ollisions dans les protooles CSMA ne peuvent être totale-ment évitées, le phénomène ave rappels se produit dans les réseaux loaux.Les modèles de �les d'attente ave rappels sont don jugés plus appropriésque les modèles de �les d'attente lassiques dans la modélisation et l'analysede performanes de es protooles.Ce problème peut-être modélisé par un système de �les d'attente averappels à un seul serveur, qui est le bus, et les bu�ers des stations représententl'orbite.2.4 Modèles markoviensLes modèles Markoviens sont des systèmes où les inter-arrivées primaires,les durées de servie et les temps inter-rappels sont des variables aléatoires



40indépendantes et exponentiellement distribuées.2.4.1 Système M/M/n ave rappelsOn onsidère un système de �les d'attente ave rappels sans positionsd'attente. Le servie est assuré par n serveurs (n ≥ 1). Les lients primairesarrivent selon un proessus de Poisson de taux λ. Les durées de servie suiventune loi exponentielle de taux µ. Les temps entre deux rappels onséutifs sontégalement exponentiels de paramètre ν.L'état du système peut être dérit par le proessus markovienX(t) = {C(t), R(t)},d'espae d'états S = {0, 1, ..., n} ×N .Où C(t) est le nombre de lients en ours de servie à la date t et R(t) est lenombre de lients en orbite à l'instant t.Les onditions d'existene d'un régime stationnaire ont été établies parFalin [43℄. Dans e as, les probabilités stationnaires
Pij = Pij(t) = P (C(t) = i, R(t) = j), i = 0, ..., n, j ≥ 0.Les probabilités de transitions à l'état stationnaire sont données par :
Pour 0 ≤ i ≤ n− 1

Pij(kl) =























λ si(k, l) = (i+ 1, j),
iµ si(k, l) = (i− 1, j),
jν si(k, l) = (i+ 1, j − 1),

−(λ+ iµ+ jν) si(k, l) = (i, j),
0 sinon

(2.1)
Pour i = n

Pnj(kl) =















λ si(k, l) = (n, j + 1),
nµ si(k, l) = (n− 1, j),
−(λ+ nµ) si(n, l) = (n, j),

0 sinon

(2.2)Dans le as où Le servie est assuré par un seul serveur .à.d n = 1, sous laondition ρ < 1, les probabilités stationnaires existent et sont données par



41[43℄.
P0j =

ρj

j!νj

j−1
∏

i=0

(λ+ iν)(1− ρ)1+
λ
ν , (2.3)

P1j =
ρj+1

j!νj

j
∏

i=0

(λ+ iν)(1 − ρ)1+
λ
ν , (2.4)de fontions génératries

P0(z) =
∞
∑

n=0

znP0n = (1− ρ)
( 1− ρ

1− ρz

)
λ
ν , (2.5)

P1(z) =

∞
∑

n=0

znP1n = ρ
( 1− ρ

1− ρz

)
λ
ν . (2.6)Toutes les mesures de performane s'obtiennent en utilisant les fontionsgénératries (voir par exemple [43℄.2.5 Modèles semi-markoviens2.5.1 Système M/G/1 ave rappelsLe modèle M/G/1 ave rappels est le modèle le plus étudié par lesspéialistes. Il existe une littérature abondante sur ses diverses propriétés[43, 51, 64, 101℄...Les lients arrivent dans le système selon un proessus de Poisson de taux

λ > 0. Le servie des lients est assuré par un seul serveur. La durée deservie est de loi générale, de distribution B(x), de transformée de Laplae-Stieltjes B∗(s), Re(s) > 0 et de moments βk = (−1)kB∗(0). La durée entredeux rappels suessifs d'une même soure seondaire est exponentiellementdistribuée de paramètre ν.Le premier résultat sur les systèmes M/G/1 ave rappels a été obtenupar Keilson, Cozzolono et Young [56℄, en utilisant la méthode de la variableauxiliaire. Ils ont obtenu les probabilités d'états et les fontions génératriesdu nombre de lients dans le système.



42L'état du système peut-être dérit par le proessus
X(t) =

{

R(t) si S(t) = 0,
{S(t), R(t), ξ(t)} si S(t) = 1.

(2.7)Où R(t) est le nombre de lients en orbite à la date t et ξ(t) est une variablealéatoire à valeurs dans R+ et désignant :- La durée de servie éoulé à la date t.- La durée de servie résiduelle à la date t.Chaîne de Markov induiteCe paragraphe introduit une tehnique qui permet d'étudier des proessusqui ne sont pas forément markoviens. Cette tehnique a été utilisée pour lapremière fois par Choo et Conolly [31℄.Pour tout n ≥ 0, soit Xi la haîne de Markov induite aux instants de départs,oùXi = Xti est le nombre de lients dans le système juste après le ième départ.Il est lair que :
Xi+1 = Xi + Ai+1 − δXi

, (2.8)où Ai est le nombre de lients qui arrivent pendant le servie du ième lient.
{An, n ≥ 0} est une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-ment distribuées de loi donnée par

P (Ai = k) =

∫ ∞

0

(λt)k

k!
e−λtdB(t), k = 0, 1, 2, ...; n ≥ 1, (2.9)de fontion génératrie

a(z) =
∞
∑

k=0

zkP (An = k) = B∗(λ− λz), 0 ≤ z ≤ 1, (2.10)et de moyenne E[Ai] = ρ = λβ1.
δXi

est la variable de Bernoulli dé�nie par :
δXi

=

{

1 si le (i+ 1)ème client servi provient de l′orbite
0 sinon.(2.11)La distribution onditionnelle de δXi

est donnée par :
P{δXn

= 0/Xn = k} =
λ

λ+ kν
, (2.12)

P{δXn
= 1/Xn = k} =

kν

λ+ kν
. (2.13)



43Caratéristiques moyennesNombre moyen de lients dans le système :
n̄ = ρ+

λ2β2
2(1− ρ

+
λρ

µ(1− ρ)
. (2.14)Nombre moyen de lients en orbite :

n̄0 = n̄− ρ =
λ2β2

2(1− ρ
+

λρ

µ(1− ρ)
. (2.15)Temps moyen d'attente d'un lient : Pour trouver le temps moyen d'attente

w̄, on utilise la formule de Little n̄ = w̄λ. On aura :
w̄ =

λ2β2
2(1− ρ

+
ρ

µ(1− ρ)
. (2.16)Régime stationnaireLa fontion génératrie du nombre de lients dans le système en régimestationnaire (ρ < 1) est :

φ(z) = (1−ρ)
B∗(λ− λz)(1− z)

B∗(λ− λz)− z
exp

(

−λ

ν

∫ z

1

1−B∗(λ− λx)

B∗(λ− λx)− x
dx

)

, pourz < 1.(2.17)En posant
ψ(z) = exp

(

−λ

ν

∫ z

0

1− B∗(λ− λx)

B∗(λ− λx)− x
dx

)

, (2.18)on obtient
φ(z) = π(z)

ψ(z)

ψ(1)
(2.19)Cette propriété de déomposition signi�e que le nombre de lients dans unsystème M/G/1 ave rappels est égal au nombre de lients dans un système

M/G/1 lassique plus une variable aléatoire positive de fontion génératrie
ψ(z)
ψ(1)

.



442.6 Période d'ativitéLa période d'ativité d'un système de �les d'attente ave rappels est dé-�nie omme étant l'intervalle de temps qui débute à l'instant t0 d'arrivéed'un premier lient dans un système vide jusqu'à l'instant t1, où le systèmeredevient vide pour la première fois :
t1 = inf{t : t > 0, S(t) = 0, R(t) = o}.On notera L = t1 − t0, la durée de la période d'ativité du système, ettepériode est onstituée d'une alternane de périodes d'ativité et d'inativitédu serveur.Falin [42℄ proède à une étude détaillée de la période d'ativité en uti-lisant la méthode des atastrophes qui permet de donner des résultats plusexpliites dans le as M/G/1. La transformée de Laplae de la distributiononjointe de la période L et du nombre de lients I servis au ours de ettepériode :

E[e−sLzI ] =
s+ λ

λ
(2.20)

−
ν

λ

∫ π∞(s,z)

0

exp{−
λ

ν

∫ x

0

s+ λ− λzB∗(s+ λ− λy)

zB∗(s+ λ− λy)− y
dy}

dx

zB∗(s+ λ− λx)− xoù π∞(s, y) = E[e−sL∞yI∞] est l'équivalent de π(s, y) pour le systèmelassiqueM/G/1 ave attente. Cette fontion est l'unique solution de l'équa-tion :
yB∗(s+ λ− λπ∞)− π∞ = 0.En outre,a. Si ρ > 1, alors P (L = ∞) = P (I = ∞) > 0.b. Si ρ = 1, alors E[I] = E[L] = ∞.. Si ρ < 1, alors

E[L] = −
1

λ

1

λ(1− ρ)
exp

(

λ

ν

∫ 1

0

1− B∗(λ− λx)

B∗(λ− λx)− x
dx

)

, (2.21)



45
E[I] =

1

1− ρ
exp

(

λ

ν

∫ 1

0

1− B∗(λ− λx)

B∗(λ− λx)− x
dx

)

. (2.22)Les probabilités de transition à une étape de la haîne sont :
Pij =

λ

λ+ iµ
Pj−1 +

iµ

λ+ iµ
Pj−i+1. (2.23)la fontion génératrie de la distribution stationnaire est donnée par la for-mule suivante appelée formule de Pollazek-Khinthine. :

π(z) = (1− ρ)
B∗(λ− λz)(1 − z)

B∗(λ− λz)− z
, pour z < 1. (2.24)2.7 Notes bibliographiquesLes �les d'attente ave rappels à un seul serveur ave appels prioritairesont été étudiées par plusieurs auteurs [45, 68℄. Di�érents problèmes théo-riques pour les �les multi-lasses ont été exposés et résolus par Kulkarni [63℄.Langaris et Moutzoukis [69℄ ont étudié le système M/G/1 ave rappels et ar-rivées par groupes, deux types de lients et ave vaation du serveur, ils ontobtenu la distribution stationnaire du système. Des ontributions réentessur ertaines situations de �les d'attente ave rappels et arrivées par groupesinluent les travaux de Aissani [5℄, Krishna Kumar et Pavai Madheswari [66℄,Artalejo et Atenia [16℄ et aussi Atenia et autres [23℄. Une variété importantede systèmes ave rappels non �able existe, nous pouvons iter les travaux deAissani [3, 6℄, Kulkarni et hoi [64℄, Artalejo [8℄, Oukid [81, 82℄, Djellab [37℄ etAlmasi Roszik et Sztrik [7℄ . Réemment, Jain et autres [55℄ en 2007 ont étu-dié le système d'attente M/G/1 ave rappels, pannes et lanement. D'autrepart, Falin [44℄ en 2010 a étudié un modèle M/G/1 ave rappels et panneslorsque le temps de servie et les temps de réparation ont des distributionsgénérales, En 2003, Wu, et autres [99℄ sont les premiers à onsidérer deux or-bites dans le système M/G/1 ave rappels. La première orbite (I) est dans lesens traditionnel ave la disipline FCFS. La deuxième orbite (II) est réservéespéi�quement pour lients interrompus par une panne de serveur. Temps deréparation et de rappels de l'orbite (I) sont généralement distribués tandisque les rappels de l'orbite (II) sont distribués de façon exponentielle. Cha-kravarthy et Dudin [29℄ ont étudié un modèle de �les d'attente ave rappelset ave deux types de lients dans lesquels les arrivées suivent des proessus



46markovien. Pour illustrer le r�le atif des �les d'attente ave rappels au oursde es dernières années, itons quelques artiles réents publiés dans la re-vue "Applied Mathamatial Modelling" [20, 32, 33, 67, 88, 95, 98℄. Pour lessystèmes ave temps de rappels général, Yang et autres [100℄, en appliquantla propriété de la déomposition stohastique, proposent une méthode d'ap-proximation e�ae pour le alul des probabilités stationnaires et les me-sures de performane du système. Réemment, Artalejo et Phung-Du [[21℄,2011℄ ont réalisé une étude détaillée de la �le d'attente M/M/1 ave rappelsà ommuniation bidiretionnelle. Les résultats obtenus sont des expressionsexpliites pour la distribution stationnaire onjointe de l'état du serveur etdu nombre de lients en orbite, ainsi que les moments fatoriels partiels. Laplupart des formules expliites dans [21℄ sont exprimées en termes de sérieshypergéométriques, en aord ave le r�le partiulier joué par es fontionsspéiales dans le alul de solutions analytiques pour beauoup d'autres �lesd'attente ave rappels [17, 30, 52, 58, 62, 83℄. En 2013 J. R. Artalejo et T.Phung-Du [22℄ ont étudié le omportement d'un état d'équilibre d'une �le
M/G/1 ave rappels dans laquelle il y'a deux �ux d'arrivées entrants à savoirles appels e�etués par des lients réguliers et les appels sortants e�etuéspar le serveur lorsqu'il est inatif. Ils ont e�etué une analyse stationnaire dusystème, y ompris la ondition de stabilité, la haîne de Markov induite, ladistribution stationnaire de l'état du serveur, le nombre de lients en orbiteet le alul des premiers moments. Ils ont aussi obtenu les résultats asymp-totiques pour le nombre de lients en orbite.2.8 ConlusionDans e hapitre nous avons présenté les résultats existants ainsi que lesdi�érentes méthodes utilisées pour analyser les modèles de �les d'attente averappels.Nous avons vu que la résolution de problèmes mathématiques de es mo-dèles sous des hypothèses di�érentes de elles des modèles lassiques est assezdi�ile. Compte tenu de es di�ultés, plusieurs auteurs ont tenté de déve-lopper des méthodes approximatives d'analyse de e type de systèmes.



Chapitre 3MARTINGALES A TEMPSDISCRET
3.1 IntrodutionLa théorie des martingales est l'un des outils les plus puissants de lathéorie des probabilités. Nous présentons ii un bref aperçu des dé�nitions etdes résultats élémentaires onernant ette théorie. Pour plus de détails onpourra onsulter les ouvrages de williams [97℄, de Neveu [75℄ ou C. Dellahe-rie [36℄ et Rogers et Williams [85, ?℄.La théorie des martingales a son origine dans l'étude des jeux : elle modé-lise d'une part le aratère aléatoire d'un phénomène mais aussi son évolutiondans le temps. On étudie ii le temps disret, 'est à dire lorsque le paramètrede temps est un entier.3.2 Dé�nitions - GénéralitésDans tout e qui suit, le triplet (Ω,ℑ, P ) désigne un espae de probabilité.3.2.1 Filtrations et martingalesDé�nition 3.1. On appelle �ltration sur (Ω,ℑ, P ) toute suite roissante
(ℑn)n≥0 de sous-tribus de ℑ : ℑ0 ⊂ ℑ1 ⊂ ... ⊂ ℑn47



48InterprétationLa �ltration est un formalisme probabiliste pour dérire l'informationdont on dispose. La dernière propriété traduit simplement que l'informationaugmente au ours du temps.Pour un proessus aléatoire X = (Xt)t≥0, il y a une �ltration naturelle,onstituée des sous-tribus engendrées par les variables aléatoires Xs, s ≤ t :
ℑt = σ(Xs, s ≤ t).Dé�nition 3.2. Soit (Xn)n≥0 une suite de variables aléatoires et (ℑn)n≥0une �ltration. On dit que la suite (Xn)n≥0 est (ℑn)n≥0 adaptée si pour tout
n, Xn est ℑn-mesurable.Dé�nition 3.3. Soit (ℑn)n≥0 une �ltration et (Xn)n≥0 une suite de variablesaléatoires. On dit que la suite (Xn)n≥0 est une martingale adaptée à la �ltra-tion (ℑn)n≥0 si1. la suite est (ℑn)n≥0 adaptée.2. Pour tout n, Xn est intégrable.3. Pour tout n, Xn = E(Xn+1/ℑn), presque sûrement.On dit que X est une sous-martingale si pour tout entier n,Xn ≥ E(Xn+1/ℑn),presque sûrement.On dit que X est une sur-martingale si pour tout entier n,Xn ≤ E(Xn+1/ℑn),presque sûrement.RemarqueLa plupart du temps, la �ltration est en fait dé�nie à partir de la suite
(Xn)n≥0 par ℑn = σ(X0, ..., Xn) (tribu du passé avant l'instant n). On dit que'est la �ltration assoiée au proessus (Xn)n≥0, ou simplement la �ltrationnaturelle.Si on ne préise pas la �ltration quand on parle d'une martingale, 'est quel'on onsidère impliitement elle-i.



493.2.2 Exemples
• Si (ℑn)n∈N est une �ltration et siX est une variable aléatoire intégrable,alors Xn = E(X|ℑn) dé�nit une martingale. C'est la martingale de Doob.
• Si (Xn)n≥0 est un proessus adapté intégrable, alors Sn = X0+ ...+Xndé�nit une martingale si et seulement si E(Xn+1|ℑn) = 0. En partiulier si

(Xn)n≥0 est une suite de variables aléatoires indépendantes entrées tellesque X0 = 0 alors Sn = X0 + ... + Xn est une martingale par rapport à
ℑn = σ(X0, ..., Xn)RemarqueUne martingale est toujours adaptée à sa �ltration naturelle.3.2.3 Interprétation dans le ontexte d'un jeu d'argentLes martingales sont utilisées pour modéliser les jeux de hasard équi-tables. Supposons en e�et qu'à un jeu de hasard, la v.a. Xn représente lafortune d'un joueur à la nème partie. La propriété de martingale stipule que,si le joueur a la onnaissane de l'évolution passée de sa fortune ('est à direjusqu'au temps n − 1) alors l'espérane de la valeur de sa fortune après lapartie suivante (la nème) est égale à elle atuelle (i.e. à n− 1). En moyenneses gains restent inhangés. Don :

• Une martingale est un jeu équilibré : on ne peut espérer ni perdre nigagner.
• Une sous-martingale (resp. sur-martingale) est un jeu avantageux (resp.désavantageux).Proposition 3.4. 1. Une martingale est onstante en moyenne,

E[Xn] = E[X0] pour tout ∀;∈ N .2. E(Xn+m/ℑn) = Xn, p.s., ∀n, m ∈ N .



503.3 Théorèmes d'arrêtIl y a en fait un seul véritable théorème d'arrêt, onnu sous le nom d'Op-tional Sampling Theorem, mais plusieurs résultats liés à l'éhantillonnagealéatoire des (sous-, sur-) martingales. Dans sa version originelle, le théorèmed'arrêt traduit le fait que si un jeu est équilibré ou au ontraire favorable àl'une des parties, ette propriété reste valable si l'on éhantillonne (sampling)le proessus à des instants aléatoires, pour peu que es instants soient hoisisde façon non antiipative (optional time).Dans un premier temps, préisons la notion d'éhantillonnage aléatoire nonantiipatif, plus ommunément appelé temps d'arrêt (optional time ou stop-ping time).3.3.1 Temps d'arrêtLorsqu'on onsidère un proessus aléatoire, on s'intéresse souvent à desinstants partiuliers tels que elui pour lequel un ertain seuil est atteint.Bien sûr, un tel instant dépend de haque trajetoire du proessus et estaléatoire. On dé�nit ainsi la notion de temps d'arrêt :Dé�nition 3.5. Soit (ℑn)n≥0 une �ltration sur (Ω,ℑ, P ) et T une variablealéatoire de Ω dans {0, 1, 2. . . ; +∞}.On dit que T est un temps d'arrêt si pour tout entier n, {T ≤ n} ∈ ℑn.Dans e as, l'ensemble ℑT = {A ∈ ℑ, A ∩ {T ≤ n} ∈ ℑn, ∀n ≥ 0} est unesous-tribu de ℑ.InterprétationLa dé�nition d'un temps d'arrêt traduit que le hoix de l'instant aléatoire
T (ω) dépend seulement du passé (au sens large : inluant le présent).Les temps d'arrêts véri�ent les propriétés élémentaires suivantes : si S et Tsont des temps d'arrêts, sup(S, T ), inf(S, T ) sont des temps d'arrêts, S + Test un temps d'arrêt. Si Sn est une suite de temps d'arrêt, alors lim supn Snet lim infn Sn sont des temps d'arrêts.NotationDans toute la suite, nous désignerons le sup par le symbole ∨ et l'inf parle symbole ∧. Ainsi sup(S, T ) = S ∨ T, inf(S, T ) = S ∧ T .



513.3.2 Théorème d'arrêtThéorème 3.6. Soit (Xn, n ∈ N) une martingale et soient S et T deuxtemps d'arrêts bornés ave S ≤ T .Alors XS et XT sont intégrables et on a :
XS = E(XT/ℑS) (3.1)Démonstration. Voir Neveu [75℄3.3.3 Propriétés des martingales par rapport aux temps d'arrêtsSoit (Xn, n ∈ N) un proessus adapté à une �ltration (ℑn)n≥0 et T untemps d'arrêt adapté à la même �ltration. On dé�nit un nouveau proessus,appelé proessus arrêté et noté XT∧n, n ≥ 0, en posant

XT∧n(w) =

{

Xn(w) si n < T (w)

XT (w)(w) si n ≥ T (w)Par onséquent on a
XT∧n(w) = Xn(w)1{n<T (w)} +XT (w)(w){T (w)≤n}e qui montre bien que e proessus est enore adapté à la �ltration (ℑn)n≥0. Une autre manière d'exprimer e proessus est la suivante

XT∧n = X01{T=0} +X11{T=1} + ...+Xn1{T=n} +Xn1{T>n}

= X0 +

n−1
∑

k=0

Xk+1 −Xk1{T>k}.Théorème 3.7. Soit (ℑn)n≥0 une �ltration et (Xn)n≥0 une martingale adap-tée à la �ltration (ℑn)n≥0. Soit T un temps d'arrêt adapté à la �ltration
(ℑn)n≥0. Alors la suite (XT∧n)n≥0 est une martingale adaptée à la �ltration
(ℑn)n≥0.En partiulier E(X0) = E(XT∧n), ∀n.Le résultat est valable en remplaçant partout martingale par sous-martingale(resp. surmartingale) et l'égalité par ≤ (resp. ≤).



523.3.4 DéompositionLa première proposition déompose une sous-martingale en la sommed'une martingale et d'une suite roissante de variables aléatoires :Théorème 3.8. soit X une sous-martingale ; il existe une martingale Met un proessus roissant prévisible A, nul en 0, uniques, tels que pour toutentier n,
Xn =Mn + An.Le proessus A est appelé "ompensateur" de X.L'uniité de la déomposition s'érit de la même façon, et remarquantque, si une telle déomposition a lieu, on doit avoir

E(Xn+1 −Xn/ℑn) = An+1 −Xn,e qui aratérise An si l'on sait que A0 = 0.3.4 Convergene des martingalesLes sous-martingales et les surmartingales sont les généralisations auxproessus des suites monotones. Si l'on impose que es proessus soient bor-nés, il est alors tout à fait naturel qu'ils onvergent. L'énoné du théorèmeest le suivant :Théorème 3.9. Soit Xn une martingale bornée dans L1, i.e.
supn≥0E(|Xn|) < ∞. Alors (Xn)n≥0 onverge presque sûrement vers unevariable aléatoire X∞ intégrable.3.4.1 Convergene des martingales dans L2Théorème 3.10. Soit (Xn)n≥0 une martingale bornée dans L2,i.e. supn≥0E(|X

2
n|) < ∞. Alors (Xn)n≥0 onverge dans L2 et presque sûre-ment vers une variable aléatoire X∞ telle que Xn = E[X∞|ℑn].En partiulier E[X∞] = E[X0]



533.4.2 Convergene des martingales dans L1Théorème 3.11. Soit (Xn)n≥0 une martingale. Les deux onditions sui-vantes sont équivalentes.(i) La suite Xn onverge vers X∞ p.s. et dans L1.(ii) Il existe une variable aléatoire Y intégrable telle que Xn = E[Y |ℑn] pourtout n ∈ N .De plus, si es onditions sont satisfaites, on peut prendre Y = X∞ dans (ii).On dit alors que la martingale est fermée.Liant la onvergene en probabilité et la onvergene L1.Théorème 3.12. Soit Xn une martingale bornée dans L1, et soit X∞ lalimite de Xn lorsque n→ ∞. Les propositions suivantes sont équivalentes1. Xn onverge dans L1 vers X∞.2. Xn est uniformément intégrable.3. Xn = E[X∞|ℑn].4. Il existe une variable intégrable X telle que Xn = E[X|ℑn]. De plus, danse as, X∞ = E[X|ℑ∞].3.5 ConlusionDans e hapitre, nous avons présenté un bref aperçu des dé�nitions etdes résultats élémentaires onernant la théorie des martingales ainsi queles théorèmes fondamentaux de ette théorie, 'est-à-dire essentiellement lesthéorèmes de onvergene et d'arrêt.



Chapitre 4ANALYSE DU SYSTÈMEM/G/1 AVEC RAPPELS
4.1 IntrodutionDans e hapitre, nous utilisons une approhe di�érente des approhestraditionnelles, elle des martingales pour analyser un système de �les d'at-tente ave rappels. Plus préisément, nous montrons omment la tehniqueproposée par F. Baelli et A. M. Makowski [24℄ peut être étendue à la �led'attenteM/G/1 ave rappels. En utilisant l'équation réursive du proessusinduit aux instants de départ de e système, nous avons onstruit une mar-tingale arrêtée au premier instant où le système redevient vide. Nous avonsobtenu le résultat de stabilité de e système et le nombre moyen de lientsdans le système. Nous avons aussi démontré l'instabilité de e système ausens de divergene de la haîne de Markov induite.Cette approhe a été introduite dans la littérature de �les d'attente parBaelli et Makowski (1985) [24℄, qui ont étudié la stabilité et la période d'a-tivité du système M/G/1 lassique. À l'aide des martingales, Rosenkrantz [86℄dérive une formule expliite pour la transformée de Laplae de la périoded'oupation d'une �le d'attente M/G/1. Kinateder et Lee [59℄ proposentune nouvelle approhe pour le alul de la transformée de Laplae de la lon-gueur de la période d'oupation d'une �le d'attente M/M/1 ave une hargede travail délimitée. Cependant, ils adoptent non seulement la méthode desmartingales, mais aussi la tehnique par laquelle Feller [47℄ alule la trans-54



55formée de Laplae pour un mouvement brownien standard ave l'absorption,et pour ette raison, la dérivation Kinateder et Lee est un peu longue. JonghoBae [26℄ obtient en utilisant uniquement l'argument de martingale la formuleexpliite de la transformée de Laplae de la période d'oupation d'une �led'attente M/M/1 ave une harge de travail délimitée (barrage �ni), unedérivation direte et beauoup plus simple est fournie, en faisant usage du�Optional Stopping Theorem �. De même M.Roughan et C. Peare(2002)ont développé une approhe alternative, en utilisant la tehnique de Baelliet Makowski, ils obtiennent la fontion génératrie de la distribution station-naire du nombre de lients dans le système M/G/1 à plusieurs phases deservie.4.2 Desription du modèleConsidérons un système de �les d'attente M/G/1 ave rappels, dans le-quel les lients arrivent suivant un proessus de Poisson de paramètre λ, letemps de servie d'un lient est distribué selon une variable aléatoire géné-rale de fontion de répartition B(x) et de transformée de Laplae -Stieljes
β(θ) =

∫∞

0
e−θtdB(t). Soient les moments βk = (−1)kβ(k)(0), l'intensité dutra� ρ = λβ1. La durée entre deux rappels suessifs d'une même soureseondaire est exponentielle de taux ν. Nous supposons également que letemps des inter arrivées, de rappels et la durée de servie sont mutuellementindépendants.Considérons le proessus {Xt, t ≥ 0}, où X(t) est le nombre de lients dansle système à l'instant t. Évidemment, e proessus n'est pas elui de Markov,mais il possède une haîne de Markov induite.A et e�et, nous onsidérons le proessus {Xn, n ≥ 1} : nombre de lientsjuste après le départ du nème lient.Le proessus {Xn = X(tn); n = 1, 2, ...} est un proessus stohastique àtemps disret (on ne s'intéresse qu'aux instants de �ns de servie), à espaed'état disret et sans mémoire. C'est don une haîne de Markov inlusepouvant être failement étudiée, dont l'équation fondamental est :

Xn+1 = Xn + An+1 − δXn
, n ≥ 0, (4.1)où An+1 est le nombre de lients primaires arrivant dans le système pendantle servie du (n + 1)ème lient. Elle ne dépend pas des événements qui se



56sont produit avant l'instant tn+1 du début de servie du (n+ 1)ème lient (lanumérotation se fait dans l'ordre de servie).La distribution de An est
P (An = k) =

∫ ∞

0

(λt)k

k!
e−λtdB(t), k = 0, 1, 2, ...; n ≥ 1, (4.2)de fontion génératrie

a(z) =
∞
∑

k=0

zkP (An = k) = β(λ− λz), 0 ≤ z ≤ 1. (4.3)La variable aléatoire δXn
est une variable de Bernoulli dé�nie par :

δXi
=

{

1 si le (i+ 1)ème client servi provient de l′orbite
0 sinon

(4.4)4.2.1 Éléments de probabilitéToutes les variables aléatoires (v.a) et éléments stohastiques présentésdans e hapitre sont dé�nies sur le même espae probabilisé (Ω,ℑ, P ).Les v.a {δXn
, n = 0, 1, ...} peuvent être représentées omme suit

δXn
= 1

[

Un+1 ≤
Xnν

λ+Xnν

]

, n = 0, 1, ... (4.5)où {Un+1, n = 0, 1, ...} est une suite de variables aléatoires indépendantesuniformément distribuées sur (0, 1).Les �ltrations {ℑn, n = 0, 1, ...} onsidérées dans e hapitre sont dé�-nies omme étant engendrées par les variables aléatoires Ai et Ui est no-tée ℑn = σ(A0, A1, ..., An; U1, ..., Un+1). Par onséquent les v.a Xn sont
ℑn-mesurables et les v.a {An+1, n = 0, 1, ...} et {Un+1, n = 0, 1, ...} sontmutuellement indépendantes. Nous noterons ℑ =

⋃∞
1 ℑn.Ave les notations i-dessus et en utilisant les propriétés de l'espéraneonditionnelle, nous obtenons

E(zXn+1/ℑn) = zXn−δXna(z) p.s. (4.6)



574.2.2 Temps d'arrêtNous onsidérons σ un temps d'arrêt arbitraire pour ℑn, et nous dé�nis-sons la variable aléatoire ν(σ) omme étant le premier instant après le temps
σ, où le système redevient vide. C'est à dire :

ν(σ) =

{

inf{n ≥ 1 : Xσ+n = 0} si σ <∞

∞ sinon,
(4.7)ave la onvention inf{∅} = +∞.4.3 MartingaleNous pouvons maintenant dé�nir une martingaleMn(z) ave la �ltration

(ℑ
n
) qui nous aidera à obtenir la majorité des résultats.Théorème 4.1. H. Oukid [80℄Pour tout 0 < z ≤ 1, on dé�nit
Mn(z) =







zX0 , si n = 0,

zXn z

∑n−1
k=0

δXk

a(z)n
, pour n = 1, 2, ....

(4.8)Le proessus {Mn(z), n ∈ N} adapté à la �ltration {ℑ
n
, n ≥ 0}, est unemartingale positive intégrable.Démonstration. Pour démontrer que la suite {Mn(z)} est une martingale,nous utiliserons (4.1) et (4.6). Nous obtenons :

E(Mn+1(z)/ℑn) = E

(

zXn+1
z
∑n

k=0 δXk

a(z)n+1
/ℑn

)

=
z
∑n

k=0 δXk

a(z)n+1
E
(

zXn+1/ℑn

)

=Mn(z) a.s. (4.9)Il est faile de véri�er que Mn(z) est intégrable, en e�et
E
(

|Mn+1(z)
∣

∣) = E
(

Mn(z)
)

<∞. (4.10)



584.4 Stabilité du systèmeDans ette setion, nous obtenons la ondition de stabilité du système
M/G/1 ave rappels par le biais de la martingale introduite à la setion 4.3.La lé de e résultat est l'utilisation du théorème d'arrêt de Doob "OptionalStopping Theorem "[75℄.Théorème 4.2. H. Oukid [80℄Si ρ ≤ 1, alors pour 0 < z ≤ 1, on a :

E

(

1[σ < ∞, ν(σ) <∞]
z
∑τ(σ)−1

k=σ
δXk

a(z)ν(σ)
/ℑσ

)

= 1[σ < ∞]z
Xσ p.s. (4.11)Démonstration. Soit σ un temps d'arrêt relatif à la suite roissante de sous-tribus {ℑn, n ∈ N} et τ(σ) = σ + ν(σ). la variable aléatoire τ(σ) est aussiun temps d'arrêt pour ℑn.Pour tout n ≥ 0 , τ(σ) ∧ n et σ ∧ n sont enore des temps d'arrêt.Il est lair que σ ∧ n ≤ τ(σ) ∧ n. Comme {Mn, n ∈ N} est une martingaleintégrable, alors d'après le théorème d'arrêt IV-2-6 [75℄, on a :

E
[

Mτ(σ)∧n(z)/ℑσ∧n

]

=Mσ∧n(z) p.s. (4.12)Qui peut s'érire sous la forme suivante
E

[

zXτ(σ)∧n
z
∑τ(σ)∧n−1

k=0 δXk

a(z)τ(σ)∧n
/ℑσ∧n

]

= zXσ∧n
z
∑σ∧n−1

k=0 δXk

a(z)σ∧n
p.s. (4.13)Ce qui onduit à :

E
[

Mτ(σ)∧n(z)−Mσ∧n(z)/ℑσ∧n

]

= 0. (4.14)Par onséquent,
E
[

1[σ < n, ν(σ) < n]Mτ(σ)(z)/ℑσ

]

= 1[σ < n]Mσ(z). (4.15)Ensuite, par onvergene monotone, en faisant tendre n vers l'in�ni, nousobtenons :
lim
n→∞

E

[

1[σ < n, ν(σ) < n]z
Xτ(σ)

z
∑τ(σ)−1

k=0 δXk

a(z)τ(σ)
/ℑσ

]
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= E

[

1[σ < ∞, ν(σ) <∞]z
Xτ(σ)

z
∑τ(σ)−1

k=0 δXk

a(z)τ(σ)
/ℑσ

]

= 1[σ < ∞]z
Xσ
z
∑σ−1

k=0 δXk

a(z)σ
p.s. (4.16)Or sur l'événement [σ < ∞, ν(σ) < ∞], nous avons [τ(σ) < ∞] et don

Xτ(σ) = 0.Finalement,
E

[

1[σ < ∞, ν(σ) <∞]
z
∑τ(σ)−1

k=0 δXk

a(z)τ(σ)
/ℑσ

]

= 1[σ <∞]z
Xσ
z
∑σ−1

k=0 δXk

a(z)σ
p.s. (4.17)En tenant ompte de la ℑσ-mesurabilité des temps d'arrêt σ et ∑σ−1

k=0 δXk
,nous obtenons (4.11), qui prouve le théorème (4.2).Corollaire 4.3. Sous la supposition ρ ≤ 1 et pour 0 < z < 1 on a

P
[

σ <∞, ν(σ) <∞/ℑσ

]

= 1[σ < ∞] p.s. (4.18)En partiulier, si σ <∞ p.s., alors ν(σ) <∞ p.s.Démonstration. En faisant tendre z → 1 dans (4.11) le orollaire (4.3) estune onséquene immédiate du théorème de Convergene dominée.4.5 Condition d'instabilitéNous étudions l'instabilité de e système au sens de divergene de lahaîne de Markov induite.Théorème 4.4. H. Oukid [76℄Si ρ > 1, alors
lim
n→∞

Xn = ∞ p.s. (4.19)



60Démonstration. Pour tout 0 < z < 1 et tout n ∈ N , la relation (4.6) impliqueque
E
[

zXn+1/ℑn

]

= zXn−δXna(z) ≤ zXn
(a(z)

z

)

p.s. (4.20)Supposons que ρ > 1 et omme la fontion a(.) est onvexe, alors d'aprèsle lemme de Takás [92℄, il existe z0 dans l'intervalle (0, 1) tel que a(z0) < z0.Soit c0 la onstante dé�nie par c0 = a(z0)
z0

< 1.Par onséquent,
E(z

Xn+1

0 /ℑn) ≤ c0z
Xn

0 ≤ zXn

0 p.s. (4.21)Ce qui prouve que la suite {zXn

0 , n ∈ N} est ℑn−surmartingale positivemajorée qui onvege p.s.De plus, par réurrene sur n, de l'équation (4.21), on en déduit que :
E(zXn

0 ) ≤ cn0E(z
X0
0 ) ≤ cn0 . (4.22)En utilisant le théorème de la onvergene dominée, nous obtenons :

lim
n
E(zXn

0 ) = E
(

lim
n
zXn

0

)

.En passant à la limite quand n tend vers l'in�ni, nous avons :
lim
n
E(zXn

0 ) = E(lim
n
zXn

0 ) = 0. (4.23)Par onséquent, limnz
Xn

0 = 0 p.s. pour 0 < z0 < 1, et le résultat (4.19) suitimmédiatement.Dans la partie suivante, nous nous intéressons au as où σ est un tempsd'arrêt pour ℑn tel que Xσ = 0 sur l'événement [σ < ∞]. Dans e as lavariable aléatoire ν(σ) représente le nombre de lients servis au ours d'unepériode d'ativité.



614.5.1 Période d'ativitéThéorème 4.5. H. Oukid [76℄Nous onsidérons σ un temps d'arrêt pour ℑn tel que Xσ = 0 sur [σ <∞].Sous la supposition ρ ≤ 1, le nombre moyen de lients servis au ours d'unepériode d'ativité est donné par
E[ν(σ)] =

{

1

1−ρ
ψ(1) si ρ < 1

∞ si ρ = 1
(4.24)où

Ψ(1) = exp

(

λ

ν

∫ 1

0

1− a(y)

a(y)− y
dy

) (4.25)Démonstration. Si ρ < 1, pour tout z dans l'intervalle (0, 1), nous avons
z < a(z) ≤ 1, hoisissons un temps d'arrêt σ �ni pour ℑn , il est lair que

E

[

1[ν(σ) <∞]
z

τ(σ)−1∑

k=σ

δXk

a(z)ν(σ)

]

− E

[

1[ν(σ) <∞]z

τ(σ)−1∑

k=σ

δXk

]

= E

[

1[ν(σ) < ∞]z

τ(σ)−1∑

k=σ

δXk

(

1− a(z)ν(σ)

a(z)ν(σ)

)]

=
(

1− a(z)
)

E

[

1[ν(σ) <∞]
z

τ(σ)−1∑

k=σ

δXk

a(z)ν(σ)

(

1− a(z)ν(σ)

1− a(z)

)]

=
(

1− a(z)
)

E

[

1[ν(σ) <∞]
z

τ(σ)−1∑

k=σ

δXk

a(z)ν(σ)

ν(σ)−1
∑

k=0

a(z)k
]

. (4.26)En plus,
lim
z→1

z

τ(σ)−1∑

k=σ

δXk

a(z)ν(σ)
= 1.



62En utilisant le théorème de la Convergene Monotone, lorsque z → 1 dans(4.26), nous obtenons
lim
z→1

E

[

1[ν(σ) < ∞]
z

τ(σ)−1∑

k=σ

δXk

a(z)ν(σ)

ν(σ)−1
∑

k=0

a(z)k
]

= E
[

1[ν(σ) <∞]ν(σ)
]

,il déoule que
lim
z→1

(

1− a(z)
)−1

(

E

[

1[ν(σ) < ∞]
z

τ(σ)−1∑

k=σ

δXk

a(z)ν(σ)

]

− E

[

1[ν(σ) < ∞]z

τ(σ)−1∑

k=σ

δXk

])

= E
[

1[ν(σ) < ∞]ν(σ)
]

. (4.27)On utilise le théorème (4.2) pour obtenir
E

[

1[ν(σ) < ∞]
z

τ(σ)−1∑

k=σ

δXk

a(z)ν(σ)

]

= E
[

zXσ
]

, (4.28)maintenant, (4.27) peut être réérite sous la forme
E
[

1[ν(σ) <∞]ν(σ)
]

= lim
z→1

(

1− a(z)
)−1

(

E
[

zXσ
]

− E

[

1[ν(σ) < ∞]z

τ(σ)−1∑

k=σ

δXk

])

. (4.29)Appliquons l'égalité suivante
E
[

1[ν(σ) < ∞]z

τ(σ)−1∑

k=σ

δXk
]

= E
[

1[ν(σ) <∞]z

ν(σ)∑

i=1
δXi

]

= ϕν(σ)[ϕδX1
(z)], (4.30)nous obtenons en vertu de (4.29) et (4.30)

E
[

1[ν(σ) < ∞]ν(σ)
]

= lim
z→1

(a(z)− 1)−1
[

ϕν(σ)(ϕδX1
(z))− E[zXσ ]

]

, (4.31)où ϕν(σ) est la fontion génératrie du nombre de lients servis au oursd'une période d'ativité (voir [43℄), donnée par
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ϕν(σ)(z) = π(0, z)

= 1−
ν

λ

∫ π∞(0,z)

0

exp{−
λ

ν

∫ x

0

1− za(y)

za(y)− y
dy}

dx

za(x)− x
. (4.32)Sur l'événement [σ < ∞], Xσ = 0 et en vertu du orollaire (4.3), on a

[ν(σ) <∞].Nous avons
E[ν(σ)] = lim

z→1

ϕν(σ)(ϕδX1
(z))− 1

a(z)− 1
. (4.33)Appliquons la règle d'h�pital, quand z → 1, de (4.33), nous obtenons

E[ν(σ)] = lim
z→1

[ϕν(σ)(ϕδX1
(z))]

′

a′(z)
= lim

z→1

ϕ
′

δX1
(z)ϕ

′

ν(σ)

(

ϕδX1
(z)

)

a′(z)
. (4.34)A�n de prouver ela, alulons la première dérivée de ϕδX1
au point z.Utilisons l'équation

ϕδX1
(z) =

1
∑

k=0

zkP (δX1 = k), (4.35)nous obtenons
ϕ

′

δX1
(z) =

1
∑

k=0

kzk−1P (δX1 = k), (4.36)
lim
z→1

ϕ
′

δX1
(z) = E(δX1) = ρ, (4.37)et

ϕ
′

ν(σ)

(

ϕδX1
(z)

)

= π
′

∞

(

0, ϕδX1
(z)

)

exp

{

λ

ν

π∞

(

0,ϕδX1
(z)
)

∫

0

1− π∞
(

0, ϕδX1
(z)

)

a(y)

π∞
(

0, ϕδX1
(z)

)

a(y)− y
dy

}

. (4.38)Notons que
π

′

∞

(

0, ϕδX1
(z)

)

= E
′

(ϕδX1
(z)I∞) =

[ ∞
∑

k=0

ϕkδX1
(z)P (I∞ = k)

]′ (4.39)
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=

∞
∑

k=0

kϕk−1
ϕδX1

(z)P (I∞ = k), (4.40)où I∞ est le nombre de lients servis au ours d'une période d'ativité dansun système M/G/1 lassique.Substituons (4.36) et (4.38) dans (4.34), nous obtenons pour 0 < z < 1

lim
z→1

ϕ
′

δX1
(z)

a′(z)
π

′

∞

(

0, ϕδX1
(z)

)

exp

{

λ

ν

π∞

(

0,ϕδX1
(z)
)

∫

0

1− π∞
(

0, ϕδX1
(z)

)

a(y)

π∞
(

0, ϕδX1
(z)

)

a(y)− y
dy

}

= E[ν(σ)]. (4.41)En tenant ompte que lim
z→1

a
′

(z) = ρ, l'équation (4.41) donne :
E[ν(σ)] = E(I∞)exp{

λ

ν

1
∫

0

1− a(y)

a(y)− y
dy}. (4.42)

En�n, le théorème suivant donne une image globale de l'évolution dusystème M/G/1 ave rappels sous l'hypothèse que ρ < 1.Théorème 4.6. Supposons que ρ = −λβ
′

(0) ≤ 1, et la séquene de tempsde servie forme une séquene de renouvellement, alors il existe une suite
{τn, n = 1, 2, ...} �nie p.s. de temps d'arrêt pour ℑ

n
, dé�nis par τn+1 = τn+

ν(τn) pour tout n > 0 tel que Xτn = 0 sur {τn < ∞} et τn + 1 ≤ τn+1, ∀n ∈
N∗. Dans e as les v.a {νn}

∞
2 forment une suite i.i.d indépendante de τ1 et

E(νn+2) =

{

1
1−ρ

Ψ(1) si ρ < 1

∞ si ρ = 1
(4.43)où

Ψ(1) = exp

(

λ

ν

∫ 1

0

1− a(y)

a(y)− y
dy

) (4.44)



65Démonstration. On dé�nit τn+1 = τn+ν(τn), n = 0, 1, ..., ave ν(τn) = νn+1et τ0 = 0.La preuve de e théorème 4.6 suit la méthodologie de Baelli et Makowski[24℄, en utilisant le théorème 4.2, le orollaire 4.3 et le fait que pour la �led'attente M/G/1 ave rappels, la période d'ativité satisfait l'équation
E
[

ν(σ)
]

= E(I∞)exp

(

λ

ν

∫ 1

0

1− a(y)

a(y)− y
dy

) (4.45)
4.6 ConlusionDans e hapitre, nous avons développé une nouvelle méthode basée sur lathéorie des Martingales pour analyser le système M/G/1 ave rappels. Nousavons onstruit une martingale à temps disret arrêtée au premier instant oùle système redevient vide. Sous la ondition de stabilité et en utilisant ettemartingale, le alul des aratéristiques du système onerné est obtenue.Nous avons aussi démontré l'instabilité de e système au sens de divergenede la haîne de Markov inluse.



Chapitre 5ANALYSE D'UN SYSTÈMEMULTISERVEURNON-MARKOVIEN AVECPERTES
5.1 IntrodutionL'utilisation de plusieurs serveurs (tels que des ordinateurs, des opéra-teurs et mahines) est omniprésente. Dans notre vie quotidienne, nous voyonssouvent plus d'un aissier dans une banque, plus d'un véri�ateur dans unsupermarhé et plus d'un aissier dans un restaurant de Fast-Food, dansles situations où un guihet unique, véri�ateur ou aissier est insu�santepour traiter le volume de lients. De même, l'utilisation de plusieurs ordi-nateurs est fréquente dans les systèmes informatiques tels que des batteriesde serveurs web et entres de alul intensif, pare que l'utilisation de plu-sieurs ordinateurs est une solution rentable et évolutive pour atteindre lahaute performane et la �abilité. Lorsque nous onevons un système multi-serveur (ou même un système de serveur unique), une étape importante estd'analyser et de omprendre leur performane. L'étude et l'analyse de per-formane des systèmes remonte à l'ouvrage de A. K. Erlang en 1917 [50℄, oùil a fourni des formules qui peuvent servir à évaluer le rendement à un en-tral téléphonique. Les formules d'Erlang étaient utilisées par les ompagniesde téléphone pour fournir les ressoures néessaires et su�santes, qui ont66



67onduit à la roissane rapide et réussi des réseaux téléphoniques. Le travaild'Erlang a été suivi par de nombreux herheurs et est devenu une théorieonnue aujourd'hui Sous � la théorie des �les d'attente �. Aujourd'hui, lessystèmes multiserveurs peuvent employer des on�gurations plus omplexeset/ou alloation de ressoures plus omplexe vers des opérations plus e�aeset plus rentables. Étant donné que les approhes lassiques en théorie des �lesd'attente onduisent à des expressions omplexes ou ne s'appliquent pas pourdes systèmes omplexes (multiserveurs), en raison de la omplexité des ré-sultats onnus. En e�et, dans la majorité des as, on se retrouve onfrontéà des systèmes d'équations dont la résolution est omplexe ou possédant dessolutions qui ne sont pas failement interprétables a�n que le pratiien puisseen béné�ier. Un autre outil qui peut être utilisé pour étudier les systèmesdes �les d'attente est la méthode des martingales. Habituellement, elle estprobabiliste et évite les aluls fastidieux. L'approhe Martingale est unetehnique analytique élégante qui donne souvent des résultats d'intérêt indé-pendant. La tehnique est également d'intérêt indépendant du point de vuede modélisation et elle peut être utilisée dans d'autres domaines d'applia-tion que la théorie des �les d'attente.Dans e hapitre, nous montrons omment ette approhe peut être adap-tée à un système multiserveur non-markovien ave pertes. Une telle �le d'at-tente peut être utilisée pour modéliser un entre de ommutation permettantun maximum de k appels simultanés.5.2 Desription du modèleOn onsidère un système de �les d'attente à plusieurs serveurs ayant lastruture suivante :- Soit A(t) la variable aléatoire indiquant le nombre d'arrivées dans unintervalle de temps [0, t] et D(t) le nombre de lients qui quittent lesystème au temps t.- A(t) etD(t) sont des proessus pontuels à aroissements stationnaireset ergodiques.- On a n serveurs.- A l'arrivée d'un lient, si l'un des serveurs est libre, le lient sera prisen harge immédiatement, dans le as ontraire, le lient est perdu.- Soit Q(t) le nombre de lients dans le système à l'instant t, e qui



68oïnide ave le nombre de serveurs oupés à l'instant t et on sup-pose que le système est initialement vide, 'est-à-dire, Q(0) = 0. Deplus, on suppose que les temps de servie sont des variables aléatoiresindépendantes, indépendantes de proessus des arrivées- Soit L(t) le nombre de lients perdus jusqu'à l'instant t.- Tous les proessus pontuels onsidérés dans le présent doument sontontinus à droite ayant de limite à gauhe.5.3 Déomposition en semimartingale du pro-essus du nombre de lientsNous pouvons obtenir une représentation sous la forme d'une martingalepour les proessus stohastiques Q(t) + L(t) à l'aide de la déomposition deDoob-Meyer des semimartingales et la méthode de Abramov [1℄. Nous avonsla représentation fondamentale suivante :
Q(t) + L(t) = A(t)−D(t), t ≥ 0, (5.1)où le proessus de départ D(t) est dé�ni à l'aide du proessus pontuel

Di(t), i = 1, ..., n omme suit
D(t) =

∫ t

0

n
∑

i=1

I{Q(s−) ≥ i}dDi(s), t ≥ 0, (5.2)ave I{A} est la fontion indiatrie de l'événement A.En tenant ompte du fait que A(t) et Di(t), i = 1, 2, ..., n sont des semi-martingales adaptées à la �ltration ℑn donnée sur l'espae de probabilité
(Ω,ℑ, P ), alors les proessus A(t) et D(t) peuvent être réérits en utilisant ladéomposition de Doob-Meyer [e.g. Liptser et Shiryayev, [72℄℄ omme suit :

A(t) = Â(t) +MA(t), (5.3)et
D(t) = D̂(t) +MD(t), (5.4)où MA(t) et MD(t) sont des martingales loales de arré intégrables, Â(t) et

D̂(t) les ompensateurs (proessus roissant prévisible) des proessus A(t) et
D(t) respetivement, admettant la représentation suivante :

Â(t) =

∫ t

0

X(s)ds, t ≥ 0, (5.5)



69et
D̂(t) =

∫ t

0

Q(s)Y (s)ds, t ≥ 0, (5.6)où X = {X(t) : t ≥ 0} et Y = {Y (t) : t ≥ 0} sont les intensités stohastiquesdes proessus pontuels A et D respetivement adaptés à la �ltration ℑ.En vertu de l'équation (5.3), (5.4) et l'équation (5.1), le proessus Q(t)+L(t)peut être réérit, en utilisant la déomposition de Doob-Meyer des semimar-tingales omme suit :
Q(t) + L(t) = Â(t)− D̂(t) +MA(t)−MB(t). (5.7)5.4 Renormalisation du proessus du nombrede lients dans le systèmeDans ette setion, nous étudions le proessus de nombre de lients dansle système sous la propriété de renormalisation.Rappelons d'abord que pour un proessus X(t); t > 0 quelonque sa renorma-lisation est notée par la lettre minusule, x(t) = 1

t
X(t). Ainsi q(t) = 1

t
Q(t),

l(t) = 1
t
L(t), mA(t) =

1
t
MA(t) et mB(t) =

1
t
MB(t).L'équation (5.7) s'érira alors sous la forme

q(t) + l(t) =
1

t
Â(t)−

1

t
D̂(t) +mA(t)−mB(t), (5.8)ou enore

q(t) + l(t) =
1

t

∫ t

0

X(s)ds−
1

t

∫ t

0

Q(s)Y (s)ds+mA(t)−mB(t). (5.9)Dans le présent doument, le nombre de lients dans le système est tou-jours limité, et la ondition de onvergene suivante est utilisée P lim
t→∞

a(t) =

λ, où P lim est la limite en probabilité. Si nous supposons de plus que t tendvers ∞, le terme q(t) onverge vers 0.Prouvons maintenant que P lim
t→∞

mA(t) = 0. En appliquant l'inégalité deLenglart-Rebolledo [[72℄, pp66℄, pour tout δ positif, nous obtenons
P{|MA(t)| > δ} ≤ P

{

sup
0≤s≤t

|mA(s)| > δ
}
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= P

{

sup
0≤s≤t

|MA(s)| > δt
}

= P
{

sup
0≤s≤t

|A(s)− Â(s)| > δt
}

≤
ǫ

δ2
+ P{

A(t)

t
> ǫt}. (5.10)Puisque ǫ est arbitraire, les deux termes de la partie droite de l'équation(5.10) onverge vers 0 quand t→ ∞, et de plus P lim

t→∞
|mA(t)| = 0.Par onséquent le terme

1

t

[

Âi(t)− Ai(t)
] (5.11)onverge en probabilité vers 0 lorsque t → ∞. Cela signi�e que les deuxtermes 1

t
Â(t) et 1

t
A(t) ont la même limite en probabilité lorsque t→ ∞.Notons, que par analogie à (5.10) nous avons le même résultat que pour leproessus Di(t) :

1

t
[D̂i(t)−Di(t)] (5.12)onverge en probabilité vers 0 quand t→ ∞, don P lim

t→∞
|mD(t)| = 0.En suite, en appliquant le théorème de la onvergene dominée, nous obtenons

P lim
t→∞

l(t) = λ− P lim
t→∞

1

t

∫ t

0

Q(s)Y (s)ds

= λ− lim
t→∞

1

t
E

∫ t

0

Q(s)Y (s)ds. (5.13)5.5 Analyse de la distribution limite du nombrede lients dans le systèmeDans ette setion nous présentons les équations relatives aux limites :
lim
t→∞

1

t
E

∫ t

0

I{Q(s) = i}dA(s), i = 1, 2, ..., n, (5.14)basé sur la déomposition de Doob-Meyer de la fontion indiatrie du nombrede lients dans le système.



71Dans e qui suit, on introduit le proessus
Ii(t) = I{Q(t) = i}; i = 0, 1, ..., n; ∀t ≥ 0. (5.15)En prenant en onsidération que I−1(t) = 0. Notons le saut du proessus Ii(t)par △Ii(t) ainsi que les sauts des proessus A(t), D(t) et Q(t) par △A(t),

△D(t) et △Q(t) respetivement. Ainsi, nous avons le théorème suivant.Théorème 5.1. H. Oukid [77℄Soit A(t) et Di(t) deux proessus pontuels à aroissements stritementstationnaires et ergodiques, nous avons le système d'équations suivant.Pour i=0,...,n-1,
lim
t→∞

1

t
E

∫ t

0

[I{Q(s) = i− 1} − I{Q(s) = i}]dA(s)

= i lim
t→∞

1

t
E

∫ t

0

I{Q(s) = i}dDi(s)

−(i+ 1) lim
t→∞

1

t

∫ t

0

I{Q(s) = i+ 1}dDi+1(s). (5.16)Pour i=n,
lim
t→∞

1

t
E

∫ t

0

[I{Q(s−) = n− 1} − I{Q(s−) = n}]dA(s)

= n lim
t→∞

1

t

∫ t

0

I{Q(s) = n}dDn(s). (5.17)Démonstration. Nous avons les équations suivantesPour i = 0, 1, ..., n− 1,

I{Q(t−) +△Q(t) = i} = Ii−1(t
−)△A(t)

+Ii+1(t
−)△Di+1(t) + Ii(t

−)[1−△A(t)][1−△Di(t)]. (5.18)Pour i = n,

I{Q(t−) +△Q(t) = n} = In−1(t
−)△A(t)



72
+In(t

−)[1−△A(t)][1−△Dn(t)]. (5.19)Aussi,
△Ii(t) = I{Q(t−) +△Q(t) = i} − I{Q(t−) = i}, i = 0, 1, ..., n. (5.20)Alors,

∑

s≤t

△Ii(s) = Ii(t)− Ii(0), (5.21)les sauts de A(t) et D(t) sont disjoints. De (5.18)-(5.21), le proessus Ii(t)peut être représenté omme suit :Pour i = 0, 1, ..., n− 1,

Ii(t) = Ii(0) +

∫ t

0

Ii−1(s
−)dA(s)

+

∫ t

0

Ii+1(s
−)dDi+1(s)−

∫ t

0

Ii(s
−)dA(s)

−

∫ t

0

Ii(s
−)dDi(s). (5.22)Pour i = n,

In(t) = In(0) +

∫ t

0

In−1(s
−)dA(s)

−

∫ t

0

In(s
−)dA(s)−

∫ t

0

In(s
−)dDn(s). (5.23)En appliquant la déomposition des semimartingales de Doob-Meyer, de(5.22) et (5.23), nous obtenons :Pour i = 0, 1, ..., n− 1,

Ii(t) = Ii(0) +

∫ t

0

[Ii−1(s
−)− Ii(s

−)]dÂ(s)

+(i+ 1)

∫ t

0

Ii+1(s)d ˆDi+1(s)− i

∫ t

0

Ii(s)dD̂i(s) +Mi(t), (5.24)ave la martingale loale de arré intégrable
Mi(t) =

∫ t

0

[Ii−1(s
−)− Ii(s

−)]dMA(s)−

∫ t

0

Ii(s
−)dMDi

(s)
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+

∫ t

0

Ii+1(s
−)dMDi+1

(s),ou enore
Mi(t) =

∫ t

0

[Ii−1(s
−)− Ii(s

−)]d
[

A(s)− Â(s)
]

−

∫ t

0

Ii(s
−)d

[

Di(s)− D̂i(s)
]

+

∫ t

0

Ii+1(s
−)d

[

Di+1(s)− ˆDi+1(s)
]

,etpour i = n,

In(t) = In(0) +

∫ t

0

[In−1(s
−)− In(s

−)]dÂ(s)

−n

∫ t

0

In(s)dD̂n(s) +Mn(t), (5.25)ave,
Mn(t) =

∫ t

0

[In−1(s
−)− In(s

−)]dMA(s)−

∫ t

0

In(s
−)dMDn

(s).Ensuite en passant à la limite quand t tend vers l'in�ni , de (5.24) et (5.25),il vientPour i = 0, 1, ..., n− 1,

P lim
t→∞

1

t
(Ii(t)− Ii(0)) = P lim

t→∞

1

t

∫ t

0

[Ii−1(s
−)− Ii(s

−)]dÂ(s)

+P lim
t→∞

(i+ 1)

t

∫ t

0

Ii+1(s)d ˆDi+1(s)− P lim
t→∞

i

t

∫ t

0

Ii(s)dD̂i(s)

+P lim
t→∞

1

t
Mi(t). (5.26)Pour i = n,

P lim
t→∞

1

t
(In(t)− In(0)) = P lim

t→∞

1

t

∫ t

0

[In−1(s
−)− In(s

−)]dÂ(s)



74
−P lim

t→∞

n

t

∫ t

0

In(s)dD̂n(s) + P lim
t→∞

1

t
Mn(t). (5.27)En utilisant le théorème de Lebesgue sur la onvergene dominée, nous ob-tenons

P lim
t→∞

1

t

∫ t

0

[Ii−1(s
−)− Ii(s

−)]dÂ(s)

= lim
t→∞

1

t
E

∫ t

0

[Ii−1(s
−)− Ii(s

−)]dÂ(s). (5.28)Laissez nous réérire la partie droite du (5.28) omme suit :
lim
t→∞

1

t
E

∫ t

0

[Ii−1(s
−)− Ii(s

−)]dÂ(s)

= lim
t→∞

1

t
E

∫ t

0

[Ii−1(s
−)− Ii(s

−)]dA(s)

− lim
t→∞

1

t
E

∫ t

0

[Ii−1(s
−)− Ii(s

−)]d[A(s)− Â(s)]. (5.29)En tenant ompte du fait que 1
t
A et 1

t
Â ont la même limite en probabilité,nous onluons que le terme

P lim
t→∞

1

t

∫ t

0

[Ii−1(s
−)− Ii(s

−)]d[A(s)− Â(s)]

= lim
t→∞

1

t
E

∫ t

0

[I{Q(s) = i− 1} − I{Q(s) = i}]d[A(s)− Â(s)], (5.30)tend vers 0 quand t→ ∞.De la ombinaison (5.28), (5.29) et (5.30), nous obtenons
P lim

t→∞

1

t

∫ t

0

[Ii−1(s
−)− Ii(s

−)]dÂ(s)

= P lim
t→∞

1

t

∫ t

0

[Ii−1(s
−)− Ii(s

−)]dA(s)

= lim
t→∞

1

t
E

∫ t

0

[I{Q(s) = i− 1} − I{Q(s) = i}]dA(s). (5.31)



75Notons que, par analogie, nous avons
P lim

t→∞

1

t

∫ t

0

Ii(s)dDi(s) = P limt→∞
1

t

∫ t

0

Ii(s)dD̂i(s)

+P lim
t→∞

1

t

∫ t

0

Ii(s)d[Di(s)− D̂i(s)]. (5.32)Gardant à l'esprit que 1
t
Di(s) et 1

t
D̂i(s) ont la même limite en probabilité,nous obtenons

P lim
t→∞

1

t

∫ t

0

Ii(s)dDi(s) = P lim
t→∞

1

t

∫ t

0

Ii(s)dD̂i(s)

= lim
t→∞

1

t
E

∫ t

0

I{Q(s) = i}dDi(s). (5.33)Le �té gauhe de (5.26) et de (5.27) est égal à zéro.Finalement, en substituant (5.31) et (5.33) dans (5.26) et (5.27), Théorème(5.1) est prouvé.5.6 Cas partiulierDans e qui suit, nous allons onsidérer deux as partiuliers de proes-sus pontuels. Le premier est le as où A(t) est un proessus de Poisson deparamètre λ, et le temps de servie est exponentiel de paramètre µ. Le se-ond est le as où A(t) et D(t) sont des proessus de Poisson non homogènes.Notons
Pi(t) = P{Q(t) = i}, i = 0, 1, ..., n, (5.34)
Pi = lim

t→∞
P{Q(t) = i}, i = 0, 1, ..., n. (5.35)Corollaire 5.2. H. Oukid [78℄Supposons que les proessus A(t) et Di(t) sont des proessus de Poissonde paramètres λ et µ respetivement, alors nous avons le système d'équationslinéaires et homogènes suivant.



76Pour i = 0,
λP0 = µP1. (5.36)Pour i = 1, 2, ..., n− 1,

(λ+ iµ)Pi = λPi−1 + (i+ 1)µPi+1. (5.37)Pour i = n,
(λ+ nµ)Pn = λPn−1. (5.38)Démonstration. Nous onsidérons le régime stationnaire du proessus Q(t) :
Pi = lim

t→∞
P{Q(t) = i}

= lim
t→∞

1

t

∫ t

0

P [Q(s) = i]ds, i = 0, 1, ..., n. (5.39)Dans le as où A(t) est un proessus de Poisson de paramètre λ, le om-pensateur Â(t) = λt. La déomposition de semimartingale du proessus dePoisson A(t), nous donne, A(t) = λt +MA(t).Le théorème de onvergene dominée de Lebesgue donne failement.Pour i = 0, 1, ..., n,

lim
t→∞

1

t
E

∫ t

0

I[Q(s−) = i]dA(s) = lim
t→∞

λ

t

∫ t

0

P [Q(s−) = i]ds

+ lim
t→∞

1

t
E

∫ t

0

I[Q(s−) = i]dMA(s). (5.40)Le premier terme de la partie droite de (5.40) est égal à λPi, et le seondterme s'annule. Et par onséquent,
lim
t→∞

1

t
E

∫ t

0

I[Q(s−) = i]dA(s) = λPi. (5.41)Ensuite, notons que par analogie à (5.40), si Di(t) sont des proessus dePoisson de paramètre µ, alors
lim
t→∞

1

t
E

∫ t

0

I{Q(s) = i}dDi(s) = lim
t→∞

µ

t

∫ t

0

P{Q(s) = i}ds

= µPi. (5.42)En Substituant (5.41) et (5.42) dans (5.16) et (5.17), le orollaire estprouvé.



77Corollaire 5.3. H. Oukid [78℄Supposons que les proessus A(t) et Di(t) sont des proessus de Poissonnon homogènes, don nous avons le système d'équations suivant.Pour i = 0, 1, ..., n− 1,

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

[Pi(s)− Pi−1(s)]X(s)ds = i lim
t→∞

1

t

∫ t

0

Pi(s)Y (s)ds

−(i+ 1) lim
t→∞

1

t

∫ t

0

Pi+1(s)Y (s)ds. (5.43)Pour i = n,

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

[Pn(s)− Pn−1(s)]X(s)ds = n lim
t→∞

1

t

∫ t

0

Pn(s)Y (s)ds. (5.44)Démonstration. Il déoule des équations (5.5), (5.6), (5.31) et (5.33) que pour
i = 0, 1, ..., n,

lim
t→∞

1

t
E

∫ t

0

I[Q(s−) = i]dA(s) = lim
t→∞

1

t
E

∫ t

0

I[Q(s−) = i]X(s)ds

= lim
t→∞

1

t

∫ t

0

P [Q(s) = i]X(s)ds, (5.45)et
lim
t→∞

1

t
E

∫ t

0

I{Q(s) = i}dDi(s) = lim
t→∞

1

t
E

∫ t

0

I[Q(s−) = i]Y (s)ds

= lim
t→∞

1

t

∫ t

0

P{Q(s) = i}Y (s)ds. (5.46)Le orollaire est prouvé, en substituant (5.45) et (5.46) dans (5.16) et(5.17).5.7 Exemples numériquesDans ette setion, nous présentons des solutions numériques pour deuxsystèmes de �les d'attente. Les paramètres λ et µ sont ensés être donnés.Don, nous herhons à onnaitre le nombre minimal de serveurs n néessairespour garantir une probabilité de perte inférieure à un seuil α �xé.



785.7.1 Exemple 1On onsidère une �le M/M/n/n de paramètres λ = 10 et µ = 1.La probabilité de pertes du système, qui est la probabilité pour le systèmede se trouver dans l'état n est :
Pn =

ρn

n!
P0, (5.47)ave

P0 = [

n
∑

i=0

ρi

i!
]−1.Pour α = 0.001, le nombre minimum de serveurs est n = 21.Pour α = 0.0001, on trouve n = 24.Pour α = 0.00001, on a n = 27.5.7.2 Exemple 2On onsidère une �le D/M/n/n où le proessus des arrivées est détermi-niste de longueur 1

10
et de paramètre µ = 1.La probabilité de pertes du système est donnée par [2℄ :
Pn =

[

n
∑

i=0

(

n

i

) i
∏

j=1

1− rj
rj

]−1
, (5.48)ave

rj =

∫ ∞

0

e−jµxdA(x),et A(x) la distribution des temps des inter-arrivées.
rj = exp

−j

10
.Pour α = 0.001, le nombre de serveurs, rendant la probabilité de perte infé-rieure à 0.001 est n = 17Pour α = 0.0001, on trouve n = 19.Pour α = 0.00001, on a n = 21.



79Nous remarquons que le nombre de serveurs néessaires pour garantir uneprobabilité de perte inférieure à un seuil �xé dans un système markovien estrelativement plus élevé que dans un système où le proessus des arrivées estdéterministe.5.8 ConlusionDans e hapitre, une analyse du système de �les d'attente multiserveurnon-markovien ave perte est fournie à l'aide de la théorie des martingales.Le système d'équations de e système est obtenu, puis le système d'équationest réduit à d'autres systèmes d'équations, semblables à elle du modèle mul-tiserveur markovien. Les résultats, obtenus dans l'étude, nous permettentd'étudier des modèles non standards des systèmes de téléommuniationsomplexes qui en déoulent dans la vie réelle.



80CONCLUSIONCette étude met en évidene l'intérêt et les appliations de la méthodedes martingales pour l'analyse des systèmes de �les d'attente. Dans e tra-vail, nous nous sommes intéressés au système d'attente M/G/1 ave rappelset au système multiserveur non-markovien ave pertes.Dans un premier temps, nous avons rappelé des résultats onnus sur lessystèmes d'attente lassiques. Ces derniers ne prennent pas en onsidérationle phénomène de répétition de demandes de servie : le phénomène en ques-tion est étudié par la théorie des �les d'attente ave rappels. nous avonsensuite présenté un bref aperçu des dé�nitions et des résultats élémentairesonernant la théorie des martingales.Nous nous sommes ensuite intéressés à l'étude de l'appliation de la mé-thode des martingales aux systèmes de �les d'attente.Tout d'abord, nous avons montré omment la tehnique proposée parBaelli et Makowski peut être étendue au système d'attente M/G/1 averappels. En utilisant l'équation réursive du proessus induit aux instants dedépart de e système, nous avons onstruit une martingale à temps disretarrêtée au premier instant où le système redevient vide. Par ailleurs, sousla ondition de stabilité et en utilisant ette martingale, nous obtenons lenombre moyen de lients servis au ours d'une période d'ativité. nous avonsaussi démontré l'instabilité de e système au sens de divergene de la haînede Markov inluse.En�n, nous avons montré omment ette approhe peut être adaptée àun système multiserveur non-markovien ave pertes où à l'arrivée d'un lient,si l'un des serveurs est libre, le lient sera pris en harge immédiatement,dans le as ontraire, le lient est perdu. nous avons utilisé la déomposi-tion de Doob-Meyer des semi martingales pour obtenir une représentationsous la forme d'une martingale du proessus stohastiques et les équationsde la distribution du nombre de lients dans le système. D'abord, nous avonsonsidéré le problème général où les proessus d'arrivées et de départs sontdes proessus pontuels, ensuite nous nous sommes intéressés aux as où leproessus pontuel est un proessus de Poisson homogène et non-homogène.Des exemples numériques sont donnés où nous herhons le nombre minimal



81de serveurs pour garantir une probabilité de perte (refus) inférieure à un seuil
α �xé.Le domaine d'appliation de la méthode des martingales aux systèmesde �les d'attente mérite d'être élargi surtout aux systèmes ave rappels. lesrésultats obtenus dans ette thèse, permettent d'envisager de nouvelles pers-petives de reherhe à savoir :- Une analyse par simulation statistique des trajetoires.- Une Analyse d'un système multiserveur ave rappels et ave perte où laapaité de l'orbite est �nie ou in�nie.- Une Analyse d'un système multiserveur ave rappels où des temps desrappels de distribution générale au lieu de distribution exponentielle généra-lement utilisée dans la littérature .



Annexe ALois de Probabilités et ProessusStohastiquesDans ette setion, nous présentons les dé�nitions des lois de probabilitéset des proessus stohastiques utilisés lors de ette thèse.A.1 Lois de probabilitésA.1.1 Loi géométriqueSoit une expériene aléatoire à deux issues : A (suès) et B (éhe) ave
P (A) = p et P (B) = 1 − p = q. On répète ette expériene, une in�nité defois, de manière indépendante et on note X le nombre d'épreuves néessairespour obtenir le premier suès. La variable aléatoire X ainsi obtenue suit uneloi géométrique de paramètre p que l'on note G(p) :

P{X = n} = (1− p)n−1p, n = 0, 1, ... (A.1)La moyenne E(X) = 1
p
et la variane V ar(X) = 1−p

p2
.A.1.2 Loi de PoissonUne variable aléatoire X prenant des valeurs disrètes et non-négativessuit une loi de Poisson de paramètre λ > 0 si sa fontion de distribution de82



83probabilité est donnée par :
P{X = n} = e−λ

λn

n!
, λ > 0, et n ∈ N (A.2)La moyenne E(X) = λ et la variane V ar(X) = λ.A.1.3 Loi exponentielleUne variable aléatoire X prenant des valeurs ontinues et non-négativessuit une loi exponentielle de paramètre λ > 0 que l'on note E(λ) si sa fontionde distribution de probabilité est donnée par :

fX(x) = λe−λx1x≥0. (A.3)Moments et propriétésa. La fontion de répartition est donnée par :
FX(x) = P (X ≤ x) = 1− e−λx1x≥0. (A.4)b. La moyenne E(X) = 1

λ
et la variane V ar(X) = 1

λ2
.En pratique, une v.a. de loi exponentielle représente une durée, typique-ment le temps d'attente d'un événement ou une durée de vie. La propriétéimportante des lois exponentielles est d'être "sans mémoire".Dans le as partiulier d'un omposant életronique dont la durée de vie se-rait modélisée par une loi exponentielle, ela signi�e que la probabilité pourque le omposant vive un temps t est la même, qu'il soit neuf ou qu'il aitdéjà véu un temps s. Cette absene de mémoire est aratéristique des loisexponentielles.Théorème A.1. Soit X une variable aléatoire exponentielle de paramètre

λ > 0. La variable aléatoire X n'a pas de mémoire :
P{X ≥ s+ t/X > s} = P{X ≥ t} (A.5)A.2 Proessus StohastiquesUn proessus stohastique est une famille de variables aléatoires {X(t)}t∈T .l'ensemble des temps T peut être disret ou ontinu. X(t) dé�nit l'état duproessus à un instant donné t.



84A.2.1 Proessus de omptageUn proessus stohastique N(t); t ∈ R+ est un proessus de omptage si
N(t) représente le nombre total d'événements qui se sont produits entre 0 et
t, il doit don satisfaire� N(t) ≥ 0,� N(t) a des valeurs entières uniquement,� pour s < t, N(t) − N(s) est le nombre d'événements qui ont eu lieuentre s et t.Un proessus de omptage est un proessus disret à temps ontinu.A.2.2 Proessus pontuelsUn proessus pontuel sur R+ est dérit par une suite roissante de va-riables aléatoires T0 < T1 < T2 < ...Tn < Tn+1..., qui véri�ent en outre
Tn → ∞ lorsque n→ ∞. En posant Sn = Tn − Tn−1, on peut interpréter :

• Tn omme l'instant où se produit le nième évènement,
• Sn omme le temps d'attente entre le (n− 1)ième et le nième évènement.Dé�nition A.2. Soit {Tn, n ∈ N} un proessus pontuel. On appelle fon-tion aléatoire de omptage (notée f.a. de omptage) le proessus {Nt, t ≥ 0},dé�ni par :

Nt = sup
n∈N

{Tn ≤ t} =
∑

j∈N∗

1{Tj≤t} (A.6)Le proessus Nt représente le nombre d'évènements qui se sont produitsjusqu'à l'instant t. On a lairement N0 = 0 et ∀t ∈ R+, Nt <∞ p.s. puisque
Tn → ∞ p.s. lorsque n→ ∞.Une trajetoire type d'une f.a. de omptage est donnée par une fontion enesalier. De plus, par dé�nition, ette trajetoire est dite .a.d.l.à.g. (ontinueà droite, limite à gauhe).Notons en�n que la donnée de {Nt, t ∈ R+} est équivalente à elle de la



85suite {Tn, n ∈ N∗}.De plus, on a le lemme suivant :Lemme A.3. Soit {Tn, n ∈ N} un proessus pontuel de f.a. de omptage
{Nt, t ≥ 0}. Alors on a :
{Nt ≥ n} = {Tn ≤ t} ; {Nt = n} = {Tn ≤ t < Tn+1} ; {Ns < n ≤ Nt} =
{s < Tn ≤ t}A.2.3 Proessus de PoissonOn appelle proessus de Poisson un proessus de omptage véri�ant lestrois onditions suivantes :
• Le proessus N(t) est homogène dans le temps. Cei signi�e que la proba-bilité d'avoir n événement dans un intervalle de longueur donnée τ ne dépendque de τ et non pas de la position de l'intervalle dans l'axe temporel :
P{N(t+ τ)−N(t) = n} = Pn(t), pour tous t, τ > 0 et n = 0, 1, ... (A.7)

• Le proessus N(t) est aroissements indépendants et stationnaires. Ceisigni�e que, pour tout système d'intervalles disjoints, les nombres d'événe-ments s'y produisant sont des variables aléatoires indépendantes.
• La probabilité que deux événements ou plus se produisent dans un inter-valle in�niment petit ∆τ , est négligeable par rapport à la probabilité qu'iln'y ait qu'un seul événement. d'une manière plus préise, on érit :

Pn(∆τ) = O(∆τ), n ≥ 2

P1(∆τ) = λ∆τ +O(∆τ)

P0(∆τ) = 1− λ∆τ +O(∆τ)Le oe�ient λ est appelé intensité du proessus de Poisson.
m(t) = E[N(t)] = λt. D'où λ = m(t)

t
. Cei montre que le paramètre λ désignele nombre moyen d'événements par unité de temps.

V ar(t) = λt.Lien ave la loi de PoissonProposition A.4. Pour tout t > 0 la variable N(t) suit une loi de Poissonde paramètre λt :
P{N(t) = n} = Pn(t) = e−λt (λt)

n

n!
, λ, t > 0, et n ∈ N



86L'apparition de la loi exponentielleLorsque l'on observe un proessus de Poisson, il est naturel de s'intéresserau temps d'attente entre les sauts ; on a alors le résultat fondamental suivant :Proposition A.5. Si Tn désigne l'instant du nième saut, alors les variables
Tn − Tn−1 sont i.i.d de loi exponentielle de paramètre λ > 0.Ce résultat justi�e la plae partiulière de la loi exponentielle dans l'étudedes modèles de durée. On en déduit que la loi de Tn est la loi d'Erlang deparamètres (n, λ).Remarque A.6. Le proessus de Poisson est le proessus stohastique leplus utilisé dans la théorie des �les d'attente. Il modélisera généralement leproessus d'arrivée des lients dans un système. On parlera alors "d'arrivéespoissoniennes".Martingales assoiées au proessus de PoissonProposition A.7. les proessus Mt = Nt − λt et M2

t − λt sont des martin-gales relativement à la �ltration σ(Ns, s ≤ t).Pour θ > 0, le proessus exp (− θNt + λt(1− e−θ)
) est également une mar-tingale relativement à la �ltration σ(Ns, s ≤ t).Démonstration. Pour le proessusMt, on érit que Es[(Nt −Ns)] = λ(t− s)par la propriété d'aroissements indépendants ; mais on a aussi

Es[(Nt − Ns)] = Es[Nt] − Ns ; en égalant les 2 formes de l'expression onobtient, Es[Nt] − λt = Ns − λs, e qui prouve le résultat. Le raisonnementest analogue pour M2
t − λt.Il déoule aisément de ette proposition que limt→∞

Nt

t
= λ, dans L2. Enfait la onvergene est même presque sur.A.2.4 Proessus de Poisson non homogèneLa di�érene entre un proessus de Poisson de base et un proessus dePoisson non homogène réside dans le fait que les aroissements ne sontplus stationnaires. Cela est plus réaliste ar, en général, le taux d'ourrened'événements dépend du temps. Par exemple, pour un ommere, le tauxd'entrée des lients varie au ours du temps. On imagine bien que pour unrestaurant, e taux sera élevé entre 11h et 13h puis faible dans l'après-midi



87(voir nul si le restaurant ferme durant ette période) puis à nouveau élevéentre 18h et 20h, après quoi il diminuera graduellement pour retomber à zéro.Dé�nition A.8. On dé�nit alors un proessus de Poisson non stationnairepar le fait que l'intensité du proessus est une fontion du temps, λ(t). Onobtient un proessus qui n'est plus stationnaire, la loi de l'aroissement
N(t + h)− N(t) est alors une loi de Poisson de paramètre ∫ t+h

t
λ(u)du. Lesdeux autres hypothèses (aroissements indépendants, 1 seule arrivée à lafois) sont onservées.



Annexe BRappels : Espéraneonditionnelle et Théorèmes deConvergene de LebesgueNous donnons dans ette setion quelques dé�nitions et propriétés quinous seront utiles dans ette thèse.B.1 Espérane onditionnelleDé�nition B.1. Pour une variable aléatoireX de (Ω,ℑ, P ) et une sous-tribude ℑ notée β, l'espérane onditionnelle de X sahant β, notée E[X | β],représente l'unique variable aléatoire β−mesurable telle que
∫

B

E[X | β]dP =

∫

B

XdP (B.1)pour tout élément B de β. L'espérane onditionnelle est également araté-risée par le fait que pour toute variable aléatoire Y bornée et β−mesurable,
E[XY ] = E[E[X | β]Y ].Les propositions suivantes résument les propriétés élémentaires de l'espé-rane onditionnelle.
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89B.1.1 Propriétés de l'espérane onditionnelle analoguesà elles de l'espéraneProposition B.2. Soit X une variable aléatoire dans L1(Ω,ℑ, P ). On note
β une sous-tribu de ℑ.a) Pour tous réels a et b et toute variable aléatoire réelle X intégrable,

E[aX + b|β] = aE[X|β] + b;et pour toutes variables aléatoires réelles X1, X2 intégrables
E[X1 +X2|β] = E[X1|β] + E[X2|β].b) Si X1 ≤ X2 p.s. alors E[X1|β] ≤ E[X2|β].) Si X et Xn sont des variables aléatoires réelles dans L1(Ω,ℑ, P ) alors
Xn → X =⇒ E[Xn|β] → E[X|β].d) Si Xn sont des variables aléatoires positives, alors
E[lim inf

n
Xn|β] ≤ lim inf

n
E[Xn|β].e) Si Xn → X p.s. ave pour tout n, Xn ≤ Z ∈ L1(Ω,ℑ, P ), alors

lim
n
E[Xn|β] = E[X|β].f) Soit f une fontion ontinue et onvexe et X une variable aléatoire réelletelle que X et f(X) sont intégrables, alors

f
(

E[X|β]
)

≤ E[f(X)|β];en partiulier
|E[X|β]| ≤ E[|X||β],et par onséquent
E
[

|E[X|β]|
]

≤ E[|X|].



90B.1.2 Propriétés spéi�ques à l'espérane onditionnelleProposition B.3. a) Si X est intégrable alors E[X|β] l'est aussi et
E[E[X|β]] = E[X ].b) Si X est une variable aléatoire réelle β-mesurable alors E[X|β] = X p.s.en partiulier E[1|β] = 1.Don si ψ est une fontion mesurable telle que ψ(Y ) est intégrable,

E[ψ(Y )|β] = ψ(Y ).) Soient X et Z deux variables aléatoires réelles intégrables telles que XZsoit aussi intégrable. Supposons Z β-mesurable alors
E[XZ|β] = ZE[X|β] p.s.;en partiulier si ψ est une fontion mesurable telle que ψ(Y ) et Xψ(Y ) soientintégrables,

E[Xψ(Y )|Y ] = ψ(Y )E[X|Y ].d) Si β1 et β2 sont deux sous-tribus de ℑ telles que β1 ⊂ β2, alors
E[E[X|β1]|β2] = E[X|β1]e) Soit β une sous-tribus de ℑ. SiX est une variable aléatoire dans L1(Ω,ℑ, P ),telle que σ(X) et β sont indépendantes, alors

E[X|β] = E[X ];en partiulier si X et Y sont deux variables aléatoires réelles indépendantestelles que X ∈ L1(Ω,ℑ, P ) alors
E[X|Y ] = E[X ];la réiproque de e dernier point étant fausse.Nota Bene Il faut noter qu'en général l'espérane onditionnelle

E[Y | X ] est une variable aléatoire et non un nombre. On peut l'interpréteromme la valeur moyenne prise par Y lorsque l'on onnaît X . Elle pourradon s'érire omme une fontion de X .



91B.2 Théorèmes de Convergene pour l'intégralede LebesgueThéorème B.4. (de onvergene monotone).Soit (fn)n∈N une suite roissante de fontions mesurables positives sur
(Ω,ℑ, P ), onvergeant pontuellement vers f . Alors f est mesurable et

lim
n→∞

∫

fndµ =

∫

fdµ.Théorème B.5. (de onvergene dominée de Lebesgue).Soit (fn)n∈N une suite de fontions telles que |fn| ≤ g où g est intégrableet fn onverge simplement vers f . Alors f est intégrable et
lim
n→∞

∫

fndµ =

∫

fdµ.Lemme B.6. (Inégalité de Lenglart-Rebolledo)).Soient X et Y deux proessus F -adapté ave trajetoire dans D (espaedes fontions àadlàg).. Supposons que Y est roissante et que pour tout Ttemps d'arrêt �ni on a E[X(T )] ≤ E[Y (T )]. Si Y est prévisible, alors Pourtout T temps d'arrêt �ni et pour tout ǫ, η > 0,
P (sup

s≥T
| Xs |≥ ǫ) ≤

η

ǫ
+ P (Y (T ) ≥ η). (B.2)Démonstration. Voir [54℄.
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