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RESUME

La théorie de files d’attente vise a fournir la méthodologie d’évaluation de
performance quantitative dans le cadre de certaines questions pratiques pro-
venant de systémes de communication et réseaux (débit, charge, temps de
réponse...) et aussi une évaluation qualitative (stabilité, ergodicité, compa-
rabilité...).

Etant donné que les approches classiques en théorie des files d’attente
conduisent a des expressions complexes ou ne s’appliquent pas pour des sys-
témes complexes (multiserveurs), plusieurs méthodes d’évaluation ont été
utilisées. Parmi les principales approches introduites ces derniéres années, on
trouve la méthode des martingales.

Les martingales constituent une classe trés importante de processus sto-
chastiques pour laquelle les propriétés sont basées sur celles de ’espérance
mathématique conditionnelle. L’interprétation de ce processus stochastique
est intéressante. En effet la valeur d’une martingale peut changer ; cependant,
ses espérances restent constantes dans le temps. Plus important, I’espérance
d’une martingale n’est pas affectée par I’échantillonnage aléatoire (optional
sampling). A I'aide des martingales, on peut formuler des énoncés généraux
trés forts, et souvent intuitivement surprenants. Outre leur intérét d’un point
de vue purement mathématique, elles ont des applications clés en probabi-
lités appliquées, en particulier les résultats de convergence des martingales
et le théoréme d’arrét qui peuvent étre appliqués une fois une martingale
appropriée a été trouvée. L’avantage de cette approche est de permettre de
formuler et d’analyser des problémes plus généraux, en étudiant une exten-
sion plus large, que les méthodes traditionnelles.

Dans cette thése, nous étudions l'application de ces méthodes a quelques
modeéles de systémes de files d’attente.

Dans un premier temps, nous présentons une nouvelle approche basée sur
la théorie des martingales pour analyser le systéme M/G/1 avec rappels. En
utilisant 1’équation récursive du processus induit aux instants de départ de
ce systéme, nous avons construit une martingale arrétée au premier instant
ou le systéme redevient vide. Nous avons obtenu le résultat de stabilité de ce
systéme et le nombre moyen de clients dans le systéme.



Dans un deuxiéme temps, nous utilisons la décomposition de Doob-Meyer
des semi martingales pour analyser un systéme multiserveur non-markovien
avec pertes. Tout d’abord, nous considérons le probléme général ou les pro-
cessus d’arrivées et de départs sont des processus ponctuels. Nous obtenons
les équations de la distribution du nombre de clients dans le systéme. Ensuite
nous considérons le cas ou le processus ponctuel est un processus de Poisson
homogéne et non-homogéne. Nous complétons notre travail par des exemples
numeériques illustrant la maniére dont des praticiens pourraient exploiter ces
résultats du point de vue d’aide a la décision : nombre minimal de serveurs
pour garantir une probabilité de perte (refus) inférieure & un seuil « fixé.

Mots-clés : Systémes multiserveurs, pertes, processus ponctuels, mar-
tingales et semimartingales, systéme avec rappels, chaine de Markov incluse,
théoréme d’arrét, période d’activité.



ABSTRACT

Queueing Theory aims to provide quantitative performance evaluation
methodology in connection with some practical questions arising in Commu-
nication Systems and Networks (throughput, load, response time ...) and also
qualitative evaluation (stability, ergodicity, comparability ...). has this effect,
several evaluation techniques were used, Another tool which can be used to
study the queueing systems is a martingale methode.

Martingales constitute a very important class of stochastic processes about
which very strong, and often intuitively surprising, general statements can
be made. In addition to their interest from a purely mathematical point of
view, they have key applications in applied probability. [ts properties are
based on those of the conditional mathematical expectation. The interpreta-
tion of this stochastic process interesting in connection with Game Theory.
Indeed a martingale’s value can change; however, its expectation remains
constant in time. More important, the expectation of a martingale is unaf-
fected by optional sampling. Martingales constitute a very important class
of stochastic processes about which very strong, and often intuitively sur-
prising, general statements can be made. In addition to their interest from
a purely mathematical point of view, they have key applications in applied
probability, in particular the martingale convergence results, the martingale
inequalities and the very useful optional stopping theorem can be applied
once an appropriate martingale has been found. The advantage of this ap-
proach is that, it provides a deepen analysis of the system helping to study
a more wide its extension, than the traditional methods.

In this thesis, we study the application of these methods to different mo-
dels of queueing systems.

As the first step, we present a new approach which uses martingale for
analysing the M/G/1 retrial queue. Using a technique due to Baccelli and
Makowski we define a discrete-time martingale stopped at the first passage
time where the system becomes empty with respect to an embedded process
and from this, we derive the stability condition and study the busy period of
this system.

In the second step, we use the martingale method for analysing a non-



Markovian multiserver queue with n identical servers and losses. Such a queue
can be used to model a switching center that allows a maximum of k simulta-
neous calls. We first state the general problem when the arrival and departure
processes are quite general point processes where customers that arrive when
all servers are busy are dropped and lost. we construct a martingale represen-
tation for the queue-length process. Using the Doob-Meyer semimartingale
decomposition, we derives equation for the queue-length distribution and
then solve it for particular special case when the arrival and departure pro-
cesses are Markovian and the case when these processes are nonhomogeneous
Poisson processes. The paper also study the problem of optimal number of
servers to decrease the loss proportion for a given value.

Key words : Multiserver queues, losses, point processes, martingales and
semimartingales, Retrial queues, Embedded Markov Chain, Doob’s optional
sampling theorem, Busy Period.
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INTRODUCTION

La Théorie des files d’attente (Queueing Theory) est une théorie mathé-
matique relevant du domaine des probabilités, qui permet de modéliser un
systéme admettant un phénoméne d’attente, de calculer ses performances
pour aider les gestionnaires dans leurs prises de décisions.

Tout a commencé au Danemark, entre 1909 et 1915, avec le dévelop-
pement du téléphone. La compagnie de Copenhague souhaitait a I’époque
mettre en place une plateforme permettant aux utilisateurs d’étre mis en re-
lation par 'intermédiaire d’opérateurs, mais ne savait pas quelle taille devait
avoir une telle structure, ni combien d’appels elle aurait a gérer. Si le centre
était trop gros, I’entreprise risquait la faillite. Si elle voyait trop petit, les
utilisateurs, faute d’étre connectés, auraient manifesté leur mécontentement.
La compagnie a donc demandé a 'un de ses ingénieurs, Agner Krarup Er-
lang, de travailler & une conceptualisation mathématique des files d’attente.
(C’est donc en 1909 que les bases de ce formalisme sont jetées, grace a ’article
du mathématicien danois A.K. Erlang "The theory of probabilities and tele-
phone conversations". Les premiers résultats sont variés : Erlang observe le
caractere poissonnier des arrivées des appels a un central téléphonique, et le
caractére exponentiel des durées des appels; il réussit a calculer de maniére
relativement simple la probabilité d’avoir un appel rejeté. La notion d’équi-
libre stationnaire d’un systéme d’attente est introduite.

A partir des années 30, les travaux de plusieurs mathématiciens a I'image

de Molina, Fry, Pollaczek aux Etats-Unis, Kolmogorov et Khintchine en Rus-
sie, Palm en Suéde, ou Crommelin en France permettent a la théorie des files
d’attente de se développer lentement.
Ce sont ensuite les années 50 qui verront 1’essor important de la théorie.
Les applications de ces travaux sont alors trés pratiques, et concernent les
disciplines de recherche opérationnelle et génie industriel. On peut citer les
flux de trafic (véhicule, avion, personnes, télécommunications), "'ordonnan-
cement, c’est-a-dire la planification : les patients dans les hopitaux, les pro-
grammes d'un ordinateur, etc . . . ou encore le dimensionnement (banque,
poste, réseaux, téléphone, ordinateur).

Dans les années 80, cette discipline devient beaucoup plus mathématique,
et la littérature regorge d’articles décrivant des techniques mathématiques
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permettant de trouver des solutions exactes aux modéles.

Au cours de la décennie suivante, les chercheurs s’intéressent d’avantage a
la création de modeéles, et au calcul scientifique associé pour résoudre ces
modeles. En effet, le développement de la puissance des ordinateurs per-
met maintenant d’obtenir des solutions approches des modéles suffisamment
fiables pour étre utilisées. Actuellement ce sont les applications dans le do-
maine de l'analyse de performance des réseaux (téléphone mobile, Internet,
multimédia,... ) qui suscitent le plus de travaux. De ce fait la théorie des files
d’attente est aujourd’hui largement utilisée et ses applications sont multiples.

L’évolution rapide des systémes informatiques et de réseaux de télécom-
munication ont montré les limites de la théorie des files d’attente dites clas-
siques qui ne permettent pas d’expliquer le comportement stochastique de
certains systémes complexes comme les systémes téléphoniques ou les abon-
nés répétaient leurs appels en recomposant le numéro plusieurs fois jusqu’a
I’obtention de la communication. Ce qui a conduit certains chercheurs a dé-
velopper d’autres modéles plus élaborés qu’on appelle "files d’attente avec
rappels”, en anglais "Retrial Queue" (Cohen, 1957). Cependant, I'influence
de ce phénomeéne a été longtemps négligée durant les décennies suivantes.
Ce n’est que vers les années 1970-1980 qu’on a vu un net regain d’intérét
pour cette catégorie de modéles, avec ’avénement de nouvelles technologies,
notamment dans les systémes de télécommunication : réseaux ATM.

Les systémes de files d’attente avec rappels peuvent étre appliqués pour

résoudre les problémes pratiques, tels que 1’analyse du comportement des
abonnés dans les réseaux téléphoniques, 'analyse du temps d’attente pour
accéder a la mémoire sur les disques magnétiques, ... Ce type de modéles
se rencontre également dans la modélisation de protocoles spécifiques de
communication, tels que CSMA (Carrier Sense Multiple Access) ou encore
les disciplines Auto-Repeat, Ring-Back-When-Free, Repeat-LastNumber,...
(Khomichkov, 1995).
Par conséquent, de nombreux travaux ont été publiés dans des journaux spé-
cialisés en probabilités appliquées et modéles stochastiques, statistiques et
recherche opérationnelle, télécommunication et ingénierie industrielle, et in-
formatique. Le grand intérét de ce domaine est confirmé par ’organisation
d’une série de workshops sur les systémes de files d’attente avec rappels :
Madrid(1998), Minsk (1999, 2011), Amsterdam (2000), Cochin (2002), Seoul
(2004), Miraflores de la Sierra (2006), Athens (2008) et Beijing (2010).



14

A cet effet, quelques revues de renommeées internationales ont dédié des
numéros spéciaux ; c’est le cas du journal Annals of Operation Research [13],
European Journal of Operation Research [18], Mathematical and Computer
Modelling [12] , Queueing Systems [93] et Top [10].

Parmi les premiéres contributions sérieuses sur les modéles d’attente avec
rappels, on trouve celles de Cohen |[|34], 1957|, de Eldin [[40], 1967|, de Ha-
shida et Kawashima [|53], 1979] et de Lubacz et Roberts | [74], 1984|. Les
progrés récents sont résumés dans les articles de synthése de A. Afssani ||4],
1994], Kulkani et Liang [[65], 1997), Templeton [[94],1999], dans les monogra-
phies de Falin et Templeton [[46], 1997], Artalejo et Gomez-Corral [[19],2008],
Gomez-Corral et Ramalhoto [[50], 2000] (74), Rodrigo [[84], 2006| et dans les
travaux bibliographiques de Artalejo (1999 et 2010) |11, 14].

Pour évaluer la performance d’un systéme, on utilise soit les méthodes
analytiques, telles que les réseaux de files d’attentes, soit la simulation. Cha-
cune de ces méthodes comporte ses avantages et ses inconvénients. Les solu-
tions analytiques bénéficient de temps de résolution trés rapides. Les résultats
peuvent étre immeédiats, car ils sont déterminés a partir d’équations mathé-
matiques issues du formalisme emprunté [49).

La théorie des martingales constitue sans doute la technique mathéma-
tique de base des probabilités modernes. Une martingale est un processus
aléatoire qui ne posséde pas de partie prévisible relativement a I'informa-
tion dont on dispose. Cette théorie a eu de grandes répercussions dans de
nombreux champs d’application, en probabilité bien str, mais aussi pour la
résolution numérique des équations aux dérivées partielles (voir I'UP "théorie
du potentiel", EDP), en assurance (théorie de la ruine) et en finance.

Pour les probabilistes, les martingales sont avant tout, des processus in-
tégrables vérifiant une propriété précise d’espérance conditionnelle.

Outre 'usage financier mentionné précédemment, elles sont appliquées a
divers problémes stochastiques ou analytiques et représentent, avec les pro-
cessus de Markov, 'une des catégories de processus dépendant du passé les
plus importantes. On pourra se référer avec profit a [Williams, 1991], la no-
tion semble provenir assez directement de I'idée de stratégie pour un jeu de
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hasard. Bien que l'on ait eu trés tot 'intuition qu'une stratégie toujours ga-
gnante pour un jeu défavorable n’existait pas, il faut attendre le début du
vingtiéme sieécle pour obtenir une formalisation des notions et du probléme
(en partie suite au débat sur les axiomes des probabilités proposés par R.
von Mises).

Les pionniers du concept de martingale sont alors S. Bernstein, P. Lévy,
J. Ville, E. Borel et J. Doob. Cependant, on peut trouver a posteriori des
premiers exemples de martingales dans des travaux plus anciens dont par
exemple ceux de Pascal sur le probléme des partis comme 'explique Y. Der-
riennic [2003].
En ce qui concerne l'origine du mot (et non du concept), la premiére citation
se trouve dans la thése de J. Ville introduit au chapitre IV § 3 dans 'expres-
sion "systéme de jeu ou martingale". Mais a partir du chapitre suivant, J.
Ville abandonne définitivement ’appellation "systéme de jeu" et ne garde que
"martingale". Ce dernier précise par ailleurs, [Ville, 1985], que la dénomina-
tion est directement empruntée au vocabulaire des joueurs. le lecteur curieux
de I’histoire de la théorie des martingales pourra consulter Lévy [[70], 1937],
le trés intéressant petit livre de ville [[96], 1939] et le premier article de Doob
[|38], 1940] ou figurent le "lemme maximal" et les théorémes de convergence
les plus importants, article de Snell[90], qui introduit la notion de sousmar-
tingale et le céleébre chapitre 7 du livre de Doob [39]. Le lecteur pourra aussi
consulter les ouvrages de Williams [97], de Neveu [75], et Rogers et Williams
[85]. Si I'on peut attribuer — sans trop de risque d’erreur — la découverte de
la notion de martingale a Jean Ville (1910 - 1988) exposée dans sa thése :
Etude critique de la notion de collectif, Paris (1939), ce sont les travaux de J.
Doob qui développent la théorie des martingales, en établissant les théorémes
de convergence, et de nombreuses utilisations importantes des martingales.
Nous ne mentionnerons en particulier que deux résultats fondamentaux :
— le premier est le théoréme d’arrét qui exprime que la propriété de constance
en espérance d’'une martingale, espérance prise en tout temps ¢t déterministe,
s’étend lorsque 1’on remplace ¢ par n’importe quel temps d’arrét borné 7'.
- Un second résultat fondamental concerne la majoration en norme LP(p > 1)
d’une sous-martingale positive {X,,u < t}, par un multiple de la norme L?
de X;.

L’objectif de notre travail est d’élargir le champs d’application de la théo-
rie des martingales aux systeémes de files d’attente. Nous avons choisi deux
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types de modéles.

Le premier est le modéle M/G/1 avec rappels qui est I'un des modéles
fondamentaux de la théorie des files d’attente avec rappels, le plus étudié par
les spécialistes Falin [43], Artalejo [9], Kulkarni [71],... et qui a été largement
utilisé pour modéliser beaucoup de situations pratiques dans les systémes
de communications téléphoniques et réseaux de télécommunication. Il a été
étudié par différentes approches mathématiques : méthodes de la variable
supplémentaire et semi-Markovienne, la méthode de la chaine de Markov in-
duite, approche régénérative de Markov...

Le second est un modéle multiserveur non-markovien avec pertes ot a
I’arrivée d’un client, si I'un des serveurs est libre, le client sera pris en charge
immédiatement, dans le cas contraire, le client est perdu. Ce modéle peut
étre utilisé pour modéliser un centre de commutation permettant un maxi-
mum de k£ appels simultanés.

Notre these est composée de cing chapitres organisés comme suit :

Le premier chapitre débute par une présentation détaillée des compo-
santes d’un systéme de files d’attente, suivie d’'une étude de quelques modéles
markoviens et non markoviens.

Dans le chapitre 2, nous rappelons quelques notions sur les systémes de
files d’attente avec rappels.

Le chapitre 3 est consacré aux résultats fondamentaux de la théorie des
martingales discrétes, essentiellement les théorémes de convergence et d’arrét.

Dans le chapitre 4, nous nous sommes intéressés a l’analyse mathéma-
tique du systéme d’attente M/G/1 avec rappels. En utilisant ’équation ré-
cursive du processus induit aux instants de départ de ce systéme, nous avons
construit une martingale arrétée au premier instant ou le systéme redevient
vide. Nous avons obtenu la condition de stabilité de ce systéme et le nombre
moyen de clients dans le systéme.

Enfin dans le chapitre 5, nous utilisons la décomposition de Doob-Meyer
des semi martingales pour analyser un systéme de files d’attente a plusieurs
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serveurs et avec perte. Tout d’abord, nous considérons le probléme général
lorsque les processus d’arrivées et de départs sont des processus ponctuels,
ensuite nous considérons le cas ou le processus ponctuel est un processus de
Poisson homogéne et non-homogéne. Des exemples numériques sont donnés
ol nous cherchons a optimiser le nombre de serveurs pour garantir une pro-
babilité de perte inférieure a un seuil fixé.

les résultats issus des deux derniers chapitres ont fait 'objet d’une pu-
blication dans le journal "Advanced Studies in Contemporary Mathematics"
[80], et de plusieurs communications et publications dans des conférences et
proceedings internationaux [[76], [79], [78], [77]]-

Une conclusion finale termine ce travail, donnant quelques suggestions et
perspectives pour des recherches futures.

En Annexe A, nous rappelons quelques lois de probabilités et de proces-
sus stochastiques qui sont nécessaires dans la modélisation des files d’attente.

L’ Annexe B contient un rappel sur les régles de calculs des espérances
conditionnelles.



Chapitre 1

SYSTEMES DE FILES
D’ATTENTE

1.1 Introduction

Un modéle de file d’attente est une description abstraite d’un systéme
réel de file d’attente. Le modéle classique de la file d’attente consiste en un
systéme dans lequel des serveurs sont soumis a un flux de requétes qu’ils
doivent traiter. Il a un grand nombre d’applications dans les réseaux de té-
lécommunication, dans les réseaux informatiques, les analyses de trafic ou
méme dans de "vraies" files d’attente, au magasin, au cinéma,... Il permet de
répondre a des questions de temps de traitement, de structuration de réseaux
ou de dimensionnement.

La configuration basique d’un systéme de file d’attente peut étre décrite
de la maniére suivante (Figure 1.1) : des "clients" arrivent a un certain en-
droit et réclament un certain service. Les instants d’arrivée et les durées de
service sont généralement des quantités aléatoires. Si un poste de service
est libre, le client qui arrive se dirige immédiatement vers ce poste ou il est
servi, sinon il prend sa place dans la file d’attente dans laquelle les clients se
rangent suivant leur ordre d’arrivée. Une fois le serveur libéré, le client entre
en service et occupe le serveur pendant tout son temps de service. Puis le
client libére le serveur et quitte le systéme.

Un systéeme d’attente comprend donc un espace de service avec une ou
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plusieurs stations de service montées en paralléle, et un espace d’attente dans
lequel se forme une éventuelle file d’attente.

Arrivée des clients__ départ des clients
—O==

File d’attente Serveurs

FIGURE 1.1 — Représentation graphique d’un systéme de file d’attente simple

1.2 Caractérisation des modéles de files d’attente

La définition d’'un modeéle de file d’attente nécessite principalement la
caractérisation du processus d’arrivée, de la distribution du temps de service,
du nombre de serveurs, de la capacité du systéme et de la discipline de service.

1.2.1 Processus d’arrivée

L’arrivée des clients a la station sera décrite a ’aide d’un processus sto-

chastique de comptage {N(t),t > 0} ou N(¢) la variable aléatoire indiquant
le nombre d’arrivées dans un intervalle de temps (0, t].
Soit T,, = A, — A,,_1 le temps séparant l'arrivée du (n — 1
du n®™e client.
Un processus de comptage {N(t),t > 0} est un processus de renouvellement
si et seulement si les variables aléatoires {1}, },—1 2. sont des variables indé-
pendantes et identiquement distribuées (i.i.d). La loi 7" décrivant le temps
d’inter-arrivée suffit alors a caractériser le processus de renouvellement.

yeme client et celle

La plupart du temps, 'arrivée des clients a une file simple est supposée
décrite par un processus de renouvellement. Le processus d’arrivée le plus
simple a étudier (et donc le plus couramment employé) est le processus de
Poisson.

1.2.2 Nombre de serveurs

Le nombre de serveurs indique le nombre maximal d’exécutions en pa-
ralléle du méme service. Dans un systéme de file d’attente multiserveur, les
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clients qui arrivent se placent dans une seule file d’attente. Chaque fois qu’un
serveur est libéré, un client en attente dans la file entre en service. Les temps
de service des serveurs sont généralement indépendants et identiquement dis-
tribués.

1.2.3 Capacité du systéme

Dans certains systémes de files d’attente, des contraintes physiques ou
organisationnelles peuvent exister et limitent la longueur maximale de la file.
Dans ces types de cas, la capacité du systéme indique le nombre maximal de
clients qui peuvent se retrouver dans le systéme (en attente de service et en
service). Cette capacité peut étre finie ou infinie. Par conséquent, si un client
arrive et qu’il y a déja C' clients dans le systéme, le client peut étre accepté
ou rejeté suivant la politique de débordement de la station.

Dans un systéme de production, cette capacité peut étre liée a une limite de
I’espace de stockage.

1.2.4 Discipline de service

La discipline de service détermine 1’ordre dans lequel les clients sont sélec-
tionnés pour le service. Les disciplines les plus utilisées sont : premier arrivé
premier servi (First In First Out (FIFO)), First Come First Served (FCFS),
dernier arrivé premier servi (Last In First Out (LIFO)), Last Come First Ser-
ved (LCFS), sélection aléatoire, temps de service le plus court d’abord, régles
de priorité préemptives (le service en cours d’exécution peut étre interrompu)
ou non-préemptives.

1.3 Notation des modéles de files d’attente

Dans la théorie des files d’attente, la notation de Kendall (premiérement
proposée par D.G. Kendall en 1953) est un systéme standard pour décrire

les caractéristiques essentielles d’un modéle de file d’attente. La notation de
Kendall a la forme A/B/C/K/N/D ou :

A : distribution des temps d’inter-arrivées
B : distribution du temps de service
C : nombre de serveurs
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K : capacité du systéme
N : nombre de clients existant dans 'univers considéré
D : discipline de service

Les différents symboles utilisés pour la caractérisation de la distribution des
temps d’inter-arrivées et du temps de service sont :

M : loi exponentielle (Markovienne)
G : loi générale

G1 : lois générales indépendantes
D : loi constante (déterministe)

Ey : loi d’Erlang-k

Hy, : loi hyperexponentielle-k

C% : loi de Cox-k

PH :loi de type phase

Remarque 1.1. Lorsque un systeme de file d’attente est caractérisé en uti-
lisant seulement trois champs A/B/C, on sous-entend que le systéme est @

capacité infinie, que la population est infinie et que la discipline de service
est FIFO.

1.4 Analyse des performances

Les réseaux des files d’attente servent a analyser les performances du sys-
teme modélisé. Cette analyse peut étre menée en étudiant le comportement
du systeéme selon deux axes :

Etude en régime transitoire : L’é¢tude du régime transitoire permet
de répondre a des questions de performance qui sont liées & des instants
donnés ou sur des périodes de court terme. Par exemple, « combien de clients
demandant un service X vont étre servis durant la prochaine heure? ».

Etude en régime stationnaire ou permanent : dit aussi a I’équi-
libre consiste a vérifier si le systéme tend vers un équilibre (en terme de
probabilité) lorsque le temps croit (a long terme). Cette analyse permet de
répondre aux questions telles que : durant une longue période, quel est le
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taux moyen d’occupation du serveur ?

Pour étudier cela, des méthodes stochastiques sont utilisées. Elles consistent
a estimer la distribution du processus stochastique engendré par le modéle
analysé, soit & un instant donné (analyse transitoire), ou bien a long terme (&
’équilibre). Elles permettent de calculer les probabilités pour que le systéme
se trouve dans chacun des états du processus. Ces probabilités sont utilisées
pour le calcul des paramétres de performance.

Les modéles de files d’attente les plus simples a analyser sont les modéles

markoviens (distributions exponentielles des inter-arrivées et service). Ceux-
ci engendre une chaine de Markov (d’ot le nom markovien).

1.4.1 Evaluation de performances en régime stationnaire

Soit X (t) le nombre de clients dans un systéme de file d’attente (le nombre
de clients en attente de service plus le nombre de clients en service) a I'instant
t, t > 0. Sous certaines conditions, la distribution de X (¢) a une limite pour
t—o00: P, :tlir?oP{X(t) =n}.

L’existence de cette limite montre que, a long terme, le systéme atteint
un régime permanent indépendant de son état initial. La limite P, est inter-
prétée comme la probabilité d’avoir exactement n clients dans le systéme en
régime permanent. Quand les probabilités existent, on dit que le processus
stochastique {X(t),t > 0} est ergodique. Pour la plupart des systémes de
files d’attente, la condition générale pour l'existence des probabilités, est la
stabilité du systéme.

Un systéme de file d’attente est dit stable si le nombre de clients dans le
systéme ne peut pas augmenter jusqu’a l'infini.

Les autres quantités fondamentales utilisées afin d’analyser les perfor-
mances d’un systéme sont :
Xy : le nombre de clients en attente dans la file en régime permanent
W : le temps de séjour des clients dans le systéme en régime permanent (le
temps d’attente plus le temps de service)
W; : le temps de séjour des clients dans la file d’attente en régime permanent
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Dans la théorie des files d’attente, on s’intéresse plutot aux mesures de
performances espérées :

n = E[X] : le nombre moyen de clients dans le systéme
ny = E[X/] : le nombre moyen de clients en attente
w = E[W] : le temps moyen de séjour des clients dans le systéme

wy = E[Wy] : le temps moyen de séjour des clients dans la file d’attente

1.4.2 Formule de Little

La formule de Little |[Kleinrock [60], 1975] est une loi générale (désigne
des relations entre les mesures de performances) qui s’énonce comme suit :
« le nombre moyen des clients dans un systéme est égal au produit du débit
du systéeme par le temps moyen passé dans le systéme par chaque client ».
Soit X (t) le nombre de clients arrivés dans un intervalle de temps (0, ¢].

X(t)

Le taux moyen d’arrivée )\a = hm == exprime 16 nombre moyen de Clients
t
t—o0

arrivés dans le systéme par unité de temps.
La loi de Little indique que

E[X] = \E[W] (1.1)
Si on applique la loi de Little seulement a la file d’attente, on obtient
E[Xy] = ME[W] (1.2)

La loi de Little est valide pour presque tous les systémes de files d’attente
indépendamment du processus d’arrivée, du nombre de serveurs, ou de la
discipline de service.

1.5 Exemples

Les exemples que nous allons présentés sont tirés de Bruno Baynat [27].
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1.5.1 Domaine systémes de production

Une ligne de production est la configuration la plus simple d’un systéme
de production. Toutes les piéces doivent, en effet, passer par toutes les ma-
chines de l'atelier et dans le méme ordre. Entre chaque machine existe un
stock de capacité finie. Le nombre total de piéces en attente de la machine ¢
ou en usinage sur cette machine est donc limité a une certaine valeur (soit K;).

Stock IMachine 1Stock 2 Machine 2 Stocki Machinei
pieces brutag

—] o o o

K1 K2 Ki Produits finis

FIGURE 1.2 — Ligne de production

Ce type de systéme se modélise naturellement par un réseau de files d’at-
tente "en tandem" & capacités limitées avec blocage aprés service. Les clients
du modéle sont alors les piéces du systéme de production. La file d’attente
de la station ¢ modélise ’attente des piéces devant la machine ¢ et le serveur
modélise le temps d’usinage de la machine 1.

1.5.2 Domaine systémes informatiques

Le systéme considéré comporte une unité centrale qui exécute des proces-
sus et un ensemble d’unités d’entrée-sortie (disque, disquette, bande ma-
gnétique, etc.). Ces différentes composantes constituent les ressources du
systéme. Les entités qui circulent dans le systéme sont des processus. Ces
processus peuvent étre dans les différents états suivant :

1. Prét : en attente de libération de I'unité centrale,

2. élu : en exécution sur ['unité central,

3. en attente : en attente ou en exécution d’une entrée/sotie sur une des uni-
tés de stockage.

On modélise ce systéme par un réseau de files d’attente ouvert. Les clients
du modéle sont les processus du systéme.
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1.6 Les files d’attente markoviennes

Les modéles markoviens caractérisent les systémes dans lesquels les deux
quantités stochastiques principales, qui sont le temps inter-arrivées et la durée
de service, sont des variables aléatoires indépendantes et exponentiellement
distribuées. La propriété d’absence de mémoire de loi exponentielle facilite
I’étude de ces modéles. L’étude mathématique de tels systémes se fait par
I’introduction d’un processus stochastique approprié. Ce processus est sou-
vent le processus { X (¢), t > 0} défini comme étant le nombre de clients dans
le systéme a 'instant t. L’évolution temporelle du processus markovien est
complétement définie grace a la propriété d’absence de mémoire.

1.6.1 File d’attente M/M/1

La file M /M /1 est la file la plus simple et la plus utilisée pour modéliser les
systémes informatiques. L’utilisation de cette file est motivée par ’ensemble
de ses résultats permettant de déterminer les paramétres de performances
moyens. Elle est définie par le processus stochastique suivant :

- le processus d’arrivée des clients est distribué selon un processus de Poisson
de parameétre \.

- le processus de temps de service est indépendant du processus d’arrivée et
suit la loi exponentielle de parameétre .

Soit X (t) le nombre de clients dans le systéme a 'instant ¢ > 0. Le processus
stochastique {X(¢), ¢ > 0} est une chaine de Markov a temps continu ayant
le diagramme de transition de la Figure 1.3

AA A
TR T 7
FIGURE 1.3 — Diagramme de transition d’un systéme de file d’attente M /M /1

Régime transitoire

Grace aux propriétés fondamentales du processus de Poisson et de la loi
exponentielle, nous avons pour un petit intervalle de temps At les probabili-
tés suivantes :
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Plexactement 1 arrivée pendant At] = AAt + O(At)
Plaucune arrivée pendant At] =1 — AAt + O(At)

P[2 arrivées ou plus pendant At] = O(At)
Plexactement 1 départ pendant At/ X (t) > 1] = pAt + O(At)
Plaucun départ pendant At/ X (t) > 1] = 1 — pAt + O(At)
P[2 départs ou plus pendant At] = O(At).

Ces probabilités ne dépendent ni du temps ¢ ni de I'état X (¢) dans lequel se
trouve le systéme.
Les probabilités P, (t) = P(X(t) =n),n > 0, sont les solutions du systéme :

/

By(t) = =+ 1) Palt) + APy () + 1Py (1)

n

/

Fy(t) = —=APy(t) + uPi(t).

Ces équations sont connues sous le nom d’équations différentielles de Kolmo-
gorov.

Régime stationnaire

Lorsque t — 00, on a limy_,.,P,(t) = P, existent et indépendantes de
P’état initial du processus et limy_.o P, (t) = 0.
On obtient un systéme d’équations linéaires et homogénes :

APy = Py

AP, 1+ puPoyr = A+ )Py, n>1

n=0

La solution de ce systéme nous donne

A\ An
Py=PAX =} = (1-2)(3)

,n>1 (1.3)

avec )\
P=P{X=0=1-2 (1.4)
W
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La variable aléatoire X suit alors une distribution de probabilité géométrique.
Notons qu’une condition nécessaire pour ’existence de la probabilité P, pour
n = 0,...,00 est A < p. Autrement dit, le taux d’utilisation p = % qui
exprime la proportion du temps pendant lequel le serveur est occupé doit
satisfaire la condition p < 1. C’est la condition de stabilité du systéme.
Quand A > p, le nombre de clients dans le systéme augmente sans limite et
donc les probabilités P,, n > 0, n’existent pas.

Caractéristiques du systéme

Les mesures de performances du systéme sont obtenus en utilisant les
expressions (1.3) et (1.4) et les relations (1.1) et (1.2) ot Ay, = A :

- Le nombre moyen de clients dans le systéme :

- A
=X
- Le temps moyen de sé¢jour dans le systéme :
_ 1
W= —-7—
w—A

- Le nombre moyen de clients dans la file :

)2
RETITESY
- Le temps moyen d’attente dans la file :
_ 1
AR

1.6.2 File d’attente M/M/s

On considére a présent la file d’attente M /M /s ou les instants d’arrivée
sont toujours poissoniens, les temps de services exponentiels mais il y a s
guichets ou "serveurs" disponibles. Si lorsque un client arrive il y a au moins
un serveur disponible, le client entre en service immédiatement. Dans le cas
contraire, il est placé dans la file d’attente. Les temps de services aux guichets
sont bien sir mutuellement indépendants.
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Soit & nouveau X (¢) le nombre de clients dans le systéme a l'instant t.
{X(t), t > 0} est un processus de naissance et de mort dont les taux de
transitions sont A\, = A\, Vn > 0 et

) onp 0<n<s
m={ e (1.5)

On appelle su le taux de service global du systéme.
La distribution stationnaire du systéme :

1/ A\\n ;
AR sin<s
P" a { 8!5711*5 (%)nPO sin 2 S (16)
ou .
— 1 A 1 ALgr-1
Po= [ =y (2 (1.7)
—nl'p s!(l—;) I

Ces relations sont valables si SA =ps < 1.
La probabilité qu’un client soit placé dans la file d’attente en arrivant est,

P
P(attente) = P(X > s) = : > (1.8)
—p

Le cas s = >

Dans ce cas, il y a un nombre infini de serveurs. Un client entre tou-
jours immédiatement en service a son arrivée. La résolution de processus de
naissances et de morts associé donne :

V2

p
avec y o~ P, =1, on obtient Py = e™”.
Par conséquent la distribution stationnaire de la file M /M /oo est
Po="c n>0 (1.10)
n!

Cette distribution est identique a celle de Poisson de parameétre p. Notons
que cette distribution qui est la distribution limite du résultat du paragraphe
précédent, existe quelles que soient les valeurs de A et de p. En ce qui concerne
les caractéristiques du systéme, on a :

ﬁ:E(X)zﬁetu_J: ﬁ,tandis que ny = wy = 0.
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1.6.3 File d’attente M /M/s/k

On considére un systéme de file d’attente a s serveurs et un nombre
limité de clients (s < k). Les arrivées sont poissoniens de taux A. Les durées
de service sont exponentielles de taux p. Si un client trouve a son arrivée le
systéme complet, il s’en va.

Puisque les clients sont en nombre fini k£ dans le systéme, on a alors :

A 0<n<k
Ap = (1.11)
0 n>k
| np O<n<s (1.12)
Hn = S/ s<n<k '
On a .
i1

a:RJI

(1.13)

1.Sin>k+1,P, =0.
2.Sin <k,
a.0<n<s, P, =P

n!?

b.sgngk‘,Pn:Po’\in

S!Mnsnfs Y

avec

[asry

k

P= [ 0+ s ()

n=s

»

Il
=)

1.6.4 File d’attente M/M/s/s

Dans ce modeéle il y a s serveurs, mais pas de file d’attente. Lorsqu’un
client arrive, s’il y a au moins un serveur disponible, le client entre directe-
ment en service. Sinon le client est rejeté. C’est le modéle de fonctionnement
d’un central téléphonique. On établit immédiatement que

A 0<n<s
Ap = (1.14)
0 n>s
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d’ou
Po==(5)"P,n<s (1.15)

avec
s

1 >\ n1—1
Py [Z G (1.16)
Cette formule est connue sous le nom de la formule d” Erlang-B.

Notons qu’aucune restriction ne doit étre imposée a A et p pour assurer
I’existence d’une distribution stationnaire.
La probabilité de pertes du systéme, qui est la probabilité qu’un client qui
arrive ne puisse entrer, est égale a la probabilité pour le systéme de se trouver
dans I’état s :

1

P, =—
st

)° Py (1.17)
On trouve également

W = % et n = %(1 — P;), tandis que ny = w; = 0.

1.7 Modéles non Markoviens

Nous appellerons systémes de files d’attente non markoviens ceux pour
lesquels la distribution des intervalles du flux d’arrivées et/ou la distribution
des temps de service est (sont) différente(s) de la distribution exponentielle.
La technique de base utilisée pour I’étude de tels systémes consiste a construire
un certain processus de Markov judicieusement choisi a l'aide de 'une des
méthodes d’analyse suivantes :

Meéthode de la chaine de Markov induite : elle consiste a choisir
une suite d’instants déterministes ou aléatoires tels que la chaine induite soit
markovienne et homogeéne.

Méthode des variables supplémentaires : Elle consiste a complé-
ter 'information sur le processus de telle maniére a lui donner le caractére
markovien.
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Simulation : C’est un procédé d’imitation artificielle d’un processus
réel effectué sur ordinateur. Elle nous permet d’étudier les systémes les plus
complexes, de prévoir leurs comportements et de calculer leurs caractéris-
tiques. Les résultats obtenus ne sont qu’approximatifs, mais peuvent étre
utilisés avec une bonne précision.

1.7.1 File d’attente M/G/1

La file M/G/1 est une file a capacité illimitée ayant un seul serveur. Le
processus d’arrivée est toujours un processus de Poisson de taux A tandis que
les durées de service suivent une loi générale G de moyenne ﬁ de transformée
de Laplace-Stieltjes B*(s), Re(z) > 0. Ici, le processus X (t) n’est plus un
processus de Markov, et les techniques précédentes ne s’appliquent plus. En
fait, la probabilité d’avoir une transition de I'état {X = n} vers 'état {X =
n — 1} dépend maintenant de la quantité de service que le client en service a
déja regu. Dans ce cas particulier, on peut déterminer tous les parameétres de
performances, méme si son service ne vérifie pas la propriété sans meémoire.
Ces paramétres sont déterminés grace a la méthode de la chaine de Markov
induite. Cette méthode consiste a ramener I’étude a une chaine de Markov a
temps discret en considérant des instants d’observation particuliers (instants
de début de service ou instants de fin de service).

Chaine de Markov induite

Pour tout n > 0, on note X,, le nombre de clients dans le systéme juste
aprés le n®™¢ départ, qui satisfait I’équation

Xo1=Xo + 4000 — Lix,501, >0 (1.18)

ol A, est le nombre de clients qui arrivent pendant le service du n®™ client.
{A,,n > 0} est une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées de loi donnée par

o [T _ ,
P(A, = k)= ¢ B, k=0,1,2,.5n> 1 (1.19)
o K

En particulier,
A
BlA,] =p =2 (1.20)
L
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a(z) =Y FP(A, =k)=B(A-X2), 0<z< 1. (1.21)
k=0
la fonction génératrice de la distribution stationnaire est donnée par la for-
mule suivante appelée formule de Pollaczek-Khintchine. :

, pourz < 1. (1.22)

La distribution stationnaire existe si p < 1 et de plus

mr = lim P(X(t) =k) = lim P(X,, =k) (1.23)
k—o0 k—o0
En d’autre termes les probabilités stationnaires 7, de la chaine de Markov
induite {X,,; n = 1,2, ...} sont identiques aux probabilités stationnaires P,
du processus a temps continu { X (¢); t > 0}.
Notons cependant que ce résultat, valable pour le systéme M/G/1, ne s’étend
généralement pas a d’autres processus non markoviens.

Parameétres de performances

Tous les paramétres de performances sont calculés dans le cas ou la file
est stable (A < p) et pour le régime stationnaire de la file.
La formule de Pollaczek-Khintchine nous donne I'expression du nombre moyen
de clients dans la file en fonction des deux premiers moments de la loi G :

P (1 + XVar(Y))
2(1-p)

p+ (1.24)

1.7.2 File d’attente G/M/m

Le processus {X(t); t > 0} ou X(¢) est le nombre de clients dans le
systéme & la date ¢, n’est pas markoviens. Utilisons la méme méthode que
précédemment en prenant pour suite {t,} les instants d’arrivées des clients
dans le systémes. Le processus X,, = X (t, — 0) (nombre de clients dans le
systéme a linstant qui précéde immédiatement Parrivée du n®™® client) est
une chaine de Markov. On a :

Xn—l—l = Xn - Dn+1 + ]_, n Z 0 (125)
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ou D,, est le nombre de clients servis entre les arrivées des clients C,,_; et C,,.
Soit P; = P(X,41 = j/X, = i), la probabilité pour que dans l'intervalle
[tn, tni1] il y ait exactement i + 1 — j départs.

1.Sij>i+1lona: =0

2. 517 <1+ 1 <m, tous les clients sont en cours de service et

oo

Py = CilT7 (1 — ehoyitl-demnmid A () (1.26)
0
3.5im<i<it+1,1>m
00 (m,ux)”l_j B
P = NI pmmamg A 1.27
= [ e A (1.27)

4.5ij<m<i+1

P; = / Ci e | / (mpy) ™"y _ e Imydy|dA(z).  (1.28)
0 o (i—m)
Connaissons la matrice de transitions P = || P;]|, on peut obtenir la dis-
tribution stationnaire {7} de la chaine {X,}, qui est solution du systéme
d’équations algébriques : I1 = IIP ou Il = (my, 7o, ...).
Si A < mpu, la distribution stationnaire de la chaine de Markov {X,} est de
la forme :
Kot k>m—1
Mo = (1.29)
KRyo™m ! m<m-—1

~

ou o est l'unique solution de I’équation fonctionnelle 0 = A(mp —mypuo) dans
le domaine 0 < o < 1.
Les équations R peuvent étre déterminées récursivement

Ry,1=1

Ri—"" ' —Ri Py -2, oitl-mp, -
Ry_y = 2 LS - k=1,m—1

Pr_1,k
(1.30)
et la constante K = [ 4 g™~ 132 Rk}_l.
La distribution stationnaire de la chaine de Markov incluse {X,} pour le
systéme G/M/1 est géométrique 1, = (1 — o)o*, k=0, 1,... oil o est la
solution unique de Péquation ¢ = A(y — po) dans le domaine 0 < o < 1.
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1.7.3 File d’attente G/G/1

La file G/G/1 généralise les modéles de files d’attente a un seul serveur
(les inter-arrivées et les services sont arbitraires). Cette généralisation rend
impossible la détermination des résultats exacts des paramétres de perfor-
mance pour ce modele. En effet, un modéle contenant deux lois générales
(non Markoviennes) ne peut ni étre résolu par la détermination des probabi-
lités transitoires, ni par I'intermédiaire d’une chaine de Markov induite [27].
Les principaux résultats de cette file sont des bornes inférieures et supérieures
qui encadrent le temps moyen d’attente, noté w, dans la file [60] :

Aok — X(2 - p)
2(1=p)
avec X : le temps de service moyen.

x : I'écart type de la variable aléatoire qui décrit le temps de service.
7 : Iécart type de la variable aléatoire qui décrit les inter-arrivées.

(UT+UX)
>w > 0=, (1.31)

1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé et présenté les concepts et tech-
niques de base de la théorie de files d’attente classiques. Plus précisément,
nous avons exposé quelques modéles d’attente particuliers et nous avons dé-
terminé leurs principales caractéristiques, tout en abordant les files marko-
viennes et les files non markoviennes.

L’évolution rapide des systémes informatiques et de réseaux de télécom-
munication ont montré les limites de la théorie des files d’attente dites clas-
siques qui ne permettent pas d’expliquer le comportement stochastique de
certains systémes complexes comme les systémes téléphoniques. Ce qui a
conduit certains chercheurs a développer d’autres modéles plus élaborés qu’on
appelle "files d’attente avec rappels". Ces systémes d’attente avec rappels fe-
ront 'objet du chapitre suivant.



Chapitre 2

SYSTEMES DE FILES
D’ATTENTE AVEC RAPPELS

2.1 Introduction

Dans la théorie des files d’attente classique, il est supposé qu'un client
qui ne peut pas obtenir son service immédiatement dés son arrivée, rejoint la
file d’attente ou quitte le systéme définitivement. Une situation intermédiaire
envisage la possibilité pour un client qui trouve le(s) serveur(s) occupé(s) de
rappeler ultérieurement a des intervalles aléatoires et autant de fois que né-
cessaire, jusqu’a ce qu’il trouve le serveur libre, on parle alors de systéeme de
files d’attente "avec rappels" ou encore "avec répétitions d’appels". Dans la
terminologie Anglo-Saxonne, on utilise depuis des années le terme "Retrial
Queueing Systems".

Les files d’attente avec rappels ont été largement utilisées pour modéliser
de nombreux problémes dans les systémes de communications téléphoniques,
informatiques, des réseaux locaux et des situations de la vie quotidienne. Les
progres récents dans ce domaine sont résumés dans les articles de synthese
de Afissani |4], Kulkani et Liang 65|, Templeton [[94],1999| et dans les mo-
nographies de Falin et Templeton [46], Artalejo et Gomez-Corral|[19],2008|,
Gomez-Corral et Ramalhoto [50], Rodrigo [[84], 2006] et Kim [57].

Pour identifier un systéme de files d’attente avec rappels, il faut ajouter une
nouvelle spécification concernant le processus de répétition de demandes de
service.

35
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2.2 Description du modéle

Les systémes de files d’attente avec rappels sont caractérisés par le fait
qu’un client qui arrive et trouve le serveur et la salle d’attente occupés quitte
le systéme définitivement, ou rappelle ultérieurement & des instants aléa-
toires. Un client qui attend pour rappeler est dit en "orbite" (devient source
d’appels secondaires) et refait sa tentative d’avoir un service ultérieurement
selon une politique de rappels spécifiée. Si le client qui arrive trouve le ser-
veur libre il prend son service et quitte le systéme.

Un systéme de files d’attente avec rappels contient un espace de service
composé de s (s > 1) dispositifs de service et d’un espace d’attente (buffer)
ayant m — s (m > s) positions d’attente et d’une orbite de capacité finie ou
infinie. A 'arrivée d’un client primaire, s’il y a un ou plusieurs serveurs libres,
et en bon état, le client sera servi immédiatement et quittera le systéme a la
fin de son service. Sinon, s’il y a une position d’attente libre, le client rejoint
la file d’attente. Lorsque tous les serveurs et positions d’attente sont occupés,
le client quittera le systéme définitivement avec une probabilité 1 — Hy ou
entre en orbite avec la probabilité H, et rappelle ultérieurement, aprés un
temps aléatoire suivant une loi de probabilité et une intensité de rappels bien
définie (rappels constants, rappels classiques, ou bien rappels linéaires, ...).
Chacun de ces clients secondaires est traité comme un client primaire.

Le schéma général d'un systéme avec rappels est représenté par la Figure 2.1.

La classification des modéles avec rappels reposera sur les notations de
Yang et Templeton(1987) : A/B/s/M/O/H.

Comme pour les notations de Kendall, A désigne le type de la loi des inter-
arrivées primaires, B celui de la loi de service, s est le nombre de serveurs,
M est la capacité du systéme (attente plus service), et O est la capacité de
lorbite ( qui peut étre supprimé lorsque sa capacité est infinie). La séquence
H = {H;, i > 0} est la fonction de persévérance, ou H; est la probabilité
pour qu'un abonné fasse une (i + 1) tentative de rappel, aprés une "
tentative avortée. Lorsque tous les clients sont persévérants, H; = 1 pour
tout ¢, le symbole H pourra étre également supprimé.
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[ [
Appel secondajre
—| [0

Appel primaire File d'attent

Clients servis

1- Hk
Appel perdu

Serveurs

FIGURE 2.1 — Le schéma général d’un systéme d’attente avec rappels

2.3 Exemples d’applications de modéle de files d’attente a

Dans cette section, nous présentons quelques exemples de problémes dus
aux applications du monde réel pouvant étre modéliser par des files d’attente
avec rappels.

2.3.1 Centre d’appel

Un centre d’appels ou call-center est important pour une entreprise car
il fournit un canal pour les clients pour pouvoir contacter I’entreprise. Dans
un centre d’appels, les agents sont les personnes qui répondent a la demande
des clients. Lorsqu’'un client effectue un appel téléphonique, s’il y a un agent
d’appel inactif, il répond immeédiatement au client. Si tous les agents sont
occupés, le client peut entendre certains messages par exemple '"le systéme
est occupé pour le moment, veuillez patienter un instant". A ce moment, le
client décide de raccrocher le téléphone immédiatement et peut rappeler de
nouveau aprés un certain temps aléatoire, ou bien de continuer & entendre
le message. L'une des mesures de performance la plus importante pour un
centre d’appels est la probabilité de blocage.

Un modéle de files d’attente avec rappels est le modéle mathématique le
plus approprié pour la conception de centre d’appels .
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2.3.2 Réseaux a commutation par paquets

Considérons un réseau de communications d’ordinateurs dans lequel on
trouve un ensemble d’interfaces IMP (Interface Message Processors) reliées
entre elles par des cables. Un ordinateur principal est connecté a l'une de
ces interfaces. Si 'ordinateur veut envoyer un message a un autre ordinateur
principal, il doit en premier lieu envoyer le message avec 'adresse de desti-
nation a l'interface & laquelle il est connecté. L’interface & son tour envoie
le message a l'ordinateur destinataire directement si elle y est connectée, ou
indirectement via d’autres interfaces. Considérons une interface a laquelle un
ordinateur principal est connecté. Les messages arrivent de ’extérieur selon
un processus aléatoire. Aprés la réception du message, I’ordinateur I’envoie
immeédiatement a son interface. S’il y a un tampon libre, le message est ac-
cepté. Dans le cas contraire, le message est rejeté et I’ordinateur doit réessayer
une autre fois aprés une période de temps. S’il existe des tampons libres, le
message rejeté sera stocké dans un tampon de l'ordinateur principal. Dans
le cas contraire, le message est considéré comme perdu. On peut se poser les
questions suivantes :

o Quelles sont les probabilités pour qu'un message soit rejeté par I'interface
et par 'ordinateur principal 7

o Quel est le nombre moyen de messages dans le tampon de IMP 7

o Quel est le nombre moyen de messages dans le tampon de l’ordinateur
principal 7

o Quel est le temps d’attente d’'un message dans le tampon de l'ordinateur
principal 7

Le probléme présenté peut étre modélisé comme un systéme avec rappels a
serveur unique (interface IMP) possédant des tampons (positions d’attente).
Le nombre de tampons de l'ordinateur principal constitue la capacité de
I’orbite.

2.3.3 Réseaux locaux : le protocole CSMA

Dans un réseau local (LAN), plusieurs nceuds partagent un lien phy-
sique (bus) afin de transmettre leurs données (paquets). En supposant que
plusieurs nceuds envoient leurs paquets en méme temps, une collision peut
se produire, et tous les paquets seront détruits. Or il est possible d’éviter
certaines collisions si I'on fait en sorte que chaque nceud écoute ce qui se
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passe sur le réseau avant d’émettre et évite d’émettre lorsque le réseau est
occupé compte tenu de cette propriété, CSMA "Carrier Sense Multiple Ac-
cess" (Ecoute d'un Support & Accés Multiple) protocoles ont été développés.
Il s’agit d’un ensemble de protocoles d’accés a un média. Ceux-ci vérifient
que le support est disponible avant de commencer I'envoi d’une trame. Ils
permettent également de détecter ou bien éviter les collisions de messages
dans les transmissions.

Quand un nceud veut envoyer des données a un autre nceud, sa carte
écoute le bus pour s’assurer qu’aucun signal n’est en cours de transmission ;
si le réseau est silencieux, elle émet sa trame sur le bus et les autres seront
stockés dans le buffer. Chaque noeud examine 'adresse du destinataire. Si la
trame ne lui est pas destinée, il I'ignore. Si la trame lui est destiné, il lit les
données, vérifie qu’il n’y a pas eu d’erreur, et envoie un accusé de réception a
I’émetteur qui peut alors envoyer la trame suivante. Si deux noeuds émettent
un message simultanément, la collision entre les trames provoque un signal
d’interférence qui se propage sur le bus et qui est reconnu par les émet-
teurs. Le premier émetteur détectant la collision émet un signal indiquant
celle-ci aux autres nceuds. Les transmissions sont alors arrétées; les noeuds
qui veulent émettre doivent attendre une durée aléatoire avant de chercher
a émettre de nouveau. Le processus se répeéte jusqu’a ce qu’un nceud puisse
émettre sa trame sans qu’il y ait collision.

Parce que les collisions dans les protocoles CSMA ne peuvent étre totale-
ment évitées, le phénomeéne avec rappels se produit dans les réseaux locaux.
Les modeles de files d’attente avec rappels sont donc jugés plus appropriés
que les modéles de files d’attente classiques dans la modélisation et ’analyse
de performances de ces protocoles.

Ce probléme peut-étre modélisé par un systéme de files d’attente avec

rappels & un seul serveur, qui est le bus, et les buffers des stations représentent
I’orbite.

2.4 Modéles markoviens

Les modeles Markoviens sont des systémes ot les inter-arrivées primaires,
les durées de service et les temps inter-rappels sont des variables aléatoires
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indépendantes et exponentiellement distribuées.

2.4.1 Systéme M /M /n avec rappels

On considére un systéeme de files d’attente avec rappels sans positions
d’attente. Le service est assuré par n serveurs (n > 1). Les clients primaires
arrivent selon un processus de Poisson de taux A. Les durées de service suivent
une loi exponentielle de taux p. Les temps entre deux rappels consécutifs sont
également exponentiels de parameétre v.

L’état du systéme peut étre décrit par le processus markovien X (t) = {C(t), R(t)},
d’espace d’états S = {0,1,...,n} x N.

Ou C(t) est le nombre de clients en cours de service a la date ¢ et R(t) est le
nombre de clients en orbite a I'instant .

Les conditions d’existence d’un régime stationnaire ont été établies par
Falin [43]. Dans ce cas, les probabilités stationnaires

Py =Py(t) = P(C(t) =4, R(t) =j), i=0,..,n, j=0.
Les probabilités de transitions a 1’état stationnaire sont données par :

Pour0<i<n-—1

A si(k,l) = (i+1,7),
Z,u Sl(k>l) = (i_1>j)>
Pij(kl) = Jv si(k,))=(i+1,j—1), (2.1)
0 sinon
Pouri=n
A si(k,0) = (n,j + 1),
. o ny SZ(]{Z,Z) = (n - 17j)7
Btk = —(\+ ) sin,) = (ng), 2P
0 sinon

Dans le cas ou Le service est assuré par un seul serveur c.a.d n = 1, sous la
condition p < 1, les probabilités stationnaires existent et sont données par
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[43].
Py = iH(A +iv)(1—p)te (2.3)
0y j'l/] p P 9 .
pitl J . \
Py = WH(AﬂLW)(l —p), (2.4)
=0
de fonctions génératrices
e 1— A
Poz) = 3P = (1= p) (72" (2.5)
n=0
Pi(z) = iz”Pm =p( L=p )% (2.6)
~ 1—pz

Toutes les mesures de performance s’obtiennent en utilisant les fonctions
génératrices (voir par exemple [43].

2.5 Modéles semi-markoviens

2.5.1 Systéme M/G/1 avec rappels

Le modéle M/G/1 avec rappels est le modeéle le plus étudié par les

spécialistes. Il existe une littérature abondante sur ses diverses propriétés
[43, 51, 64, 101]...
Les clients arrivent dans le systéme selon un processus de Poisson de taux
A > 0. Le service des clients est assuré par un seul serveur. La durée de
service est de loi générale, de distribution B(z), de transformée de Laplace-
Stieltjes B*(s), Re(s) > 0 et de moments (3 = (—1)*B*(0). La durée entre
deux rappels successifs d'une méme source secondaire est exponentiellement
distribuée de parameétre v.

Le premier résultat sur les systémes M/G/1 avec rappels a été obtenu
par Keilson, Cozzolono et Young [56], en utilisant la méthode de la variable
auxiliaire. Ils ont obtenu les probabilités d’états et les fonctions génératrices
du nombre de clients dans le systeme.
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L’état du systéme peut-étre décrit par le processus
X(t) = { R(t) si S(t) =0,
{S@), R(t), &£(t)} si S(t) = 1.
Ou R(t) est le nombre de clients en orbite a la date ¢ et £(¢) est une variable
aléatoire a valeurs dans R* et désignant :

- La durée de service écoulé a la date t.
- La durée de service résiduelle a la date ¢.

(2.7)

Chaine de Markov induite

Ce paragraphe introduit une technique qui permet d’étudier des processus
qui ne sont pas forcément markoviens. Cette technique a été utilisée pour la
premiére fois par Choo et Conolly [31].

Pour tout n > 0, soit X; la chaine de Markov induite aux instants de départs,
ot X; = X;, est le nombre de clients dans le systéme juste apreés le i“™¢ départ.
Il est clair que :

Xi+1 - XZ + Ai—i—l - 5)(“ (28)
ol A; est le nombre de clients qui arrivent pendant le service du i client.
{A,,,n > 0} est une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-

ment distribuées de loi donnée par

T S OO Ly _ ,
P(A = k) = e MdB(), k=0,12.in =1 (29)
0 .

de fonction génératrice
a(z) =Y FPA, =k)=B"(A-X2), 0<2<1, (2.10)
k=0

et de moyenne E[A;] = p = \j;.
0x, est la variable de Bernoulli définie par :

e — 1 si le (i + 1)®™ client servi provient de l'orbite
Xi 0 sinon.
(2.11)
La distribution conditionnelle de dx, est donnée par :
A
P{éx, =0/X, =k} = ——, 2.12
o, =0/, =k} = ;- (2.12)
P{ox, = 1/X, — k} = — (2.13)

A+ kv
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Caractéristiques moyennes

Nombre moyen de clients dans le systéme :

Ay Ap

n=p+ + . (2.14)
20=p  p(l—p)
Nombre moyen de clients en orbite :
A2 A
o= i p = D i (2.15)

2—p uli—p)

Temps moyen d’attente d’un client : Pour trouver le temps moyen d’attente
w, on utilise la formule de Little n = wA. On aura :

- N P
w_2(1—p+u(1—p)’ (2.16)

Régime stationnaire

La fonction génératrice du nombre de clients dans le systéme en régime
stationnaire (p < 1) est :

o(z) = (1—/))3*()\ — )1~ 2) exp(_—)\ /: 1= B"(A — ) dx), pourz < 1.

B*(A—=Xz) —z v B*(A—\x) — =z 2.17)
En posant
() = exp(_?)\ /0 2_( AB_(ix—) ixid:c), (2.18)
on obtient ) b(2)
o(2) W(Z)w(l) (2.19)

Cette propriété de décomposition signifie que le nombre de clients dans un
systéme M /G /1 avec rappels est égal au nombre de clients dans un systéme

M/G/1 classique plus une variable aléatoire positive de fonction génératrice
¥(2)
P(1)”
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2.6 Période d’activité

La période d’activité d’un systéme de files d’attente avec rappels est dé-
finie comme étant 'intervalle de temps qui débute a l'instant t, d’arrivée
d’un premier client dans un systéme vide jusqu’a I'instant £;, ou le systéme
redevient vide pour la premiére fois :

t = anf{t:t>0,8(t) =0, R(t) = o}.

On notera L = t; —ty, la durée de la période d’activité du systéme, cette
période est constituée d’une alternance de périodes d’activité et d’inactivité
du serveur.

Falin |42] procéde a une étude détaillée de la période d’activité en uti-
lisant la méthode des catastrophes qui permet de donner des résultats plus
explicites dans le cas M/G/1. La transformée de Laplace de la distribution
conjointe de la période L et du nombre de clients [ servis au cours de cette
période :

E[e—st ] — s —i): A (220)
g [
A Jo vJ)e zB*(s+A=Xy)—vy 2B* (s + A= Ar) —x

oll Too(s,y) = Ele skoyl<] est léquivalent de m(s,y) pour le systéme
classique M/G/1 avec attente. Cette fonction est 'unique solution de I’équa-
tion :

YB (s + A — M) — Too = 0.

En outre,
a. Si p> 1, alors P(L =00) = P(] =oc0) > 0.
b. Si p=1, alors E[I]| = E[L] = oc.

c. Si p < 1, alors

ElL] = _lﬁel«p(%/o 119_(5_(;:) ixid:):), (2.21)
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1 A 11— B*(\—\2)
ElI = — dr |. 2.22
1] 1—p6xp<1//0 B*(A\—=\x) —x v (222)
Les probabilités de transition a une étape de la chaine sont :
A i
P, = P.i+——P; ;1. 2.23
P T T T (223)

la fonction génératrice de la distribution stationnaire est donnée par la for-
mule suivante appelée formule de Pollaczek-Khintchine. :

() = (1)

, pour z < 1. (2.24)

2.7 Notes bibliographiques

Les files d’attente avec rappels & un seul serveur avec appels prioritaires
ont été étudiées par plusieurs auteurs |45, 68|. Différents problémes théo-
riques pour les files multi-classes ont été exposés et résolus par Kulkarni [63].
Langaris et Moutzoukis [69] ont étudié le systéme M/G/1 avec rappels et ar-
rivées par groupes, deux types de clients et avec vacation du serveur, ils ont
obtenu la distribution stationnaire du systéme. Des contributions récentes
sur certaines situations de files d’attente avec rappels et arrivées par groupes
incluent les travaux de Aissani |5, Krishna Kumar et Pavai Madheswari [66],
Artalejo et Atencia [16] et aussi Atencia et autres [23]. Une variété importante
de systémes avec rappels non fiable existe, nous pouvons citer les travaux de
Aissani |3, 6], Kulkarni et choi [64], Artalejo 8], Oukid [81, 82|, Djellab [37] et
Almasi Roszik et Sztrik |7] . Récemment, Jain et autres [55] en 2007 ont étu-
dié le systéme d’attente M/G/1 avec rappels, pannes et lancement. D’autre
part, Falin [44] en 2010 a étudié un modeéle M/G/1 avec rappels et pannes
lorsque le temps de service et les temps de réparation ont des distributions
générales, En 2003, Wu, et autres [99] sont les premiers a considérer deux or-
bites dans le systéme M/G/1 avec rappels. La premiére orbite (I) est dans le
sens traditionnel avec la discipline FCFS. La deuxiéme orbite (II) est réservée
spécifiquement pour clients interrompus par une panne de serveur. Temps de
réparation et de rappels de l'orbite (I) sont généralement distribués tandis
que les rappels de Porbite (II) sont distribués de fagon exponentielle. Cha-
kravarthy et Dudin |29] ont étudié un modéle de files d’attente avec rappels
et avec deux types de clients dans lesquels les arrivées suivent des processus
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markovien. Pour illustrer le role actif des files d’attente avec rappels au cours
de ces derniéres années, citons quelques articles récents publiés dans la re-
vue "Applied Mathamatical Modelling" |20, 32, 33, 67, 88, 95, 98|. Pour les
systémes avec temps de rappels général, Yang et autres [100|, en appliquant
la propriété de la décomposition stochastique, proposent une méthode d’ap-
proximation efficace pour le calcul des probabilités stationnaires et les me-
sures de performance du systéme. Récemment, Artalejo et Phung-Duc [[21],
2011] ont réalisé une étude détaillée de la file d’attente M /M /1 avec rappels
a communication bidirectionnelle. Les résultats obtenus sont des expressions
explicites pour la distribution stationnaire conjointe de 1’état du serveur et
du nombre de clients en orbite, ainsi que les moments factoriels partiels. La
plupart des formules explicites dans [21]| sont exprimées en termes de séries
hypergéométriques, en accord avec le role particulier joué par ces fonctions
spéciales dans le calcul de solutions analytiques pour beaucoup d’autres files
d’attente avec rappels [17, 30, 52, 58, 62, 83]. En 2013 J. R. Artalejo et T.
Phung-Duc [22] ont étudié le comportement d’un état d’équilibre d’une file
M /G /1 avec rappels dans laquelle il y’a deux flux d’arrivées entrants a savoir
les appels effectués par des clients réguliers et les appels sortants effectués
par le serveur lorsqu’il est inactif. Ils ont effectué une analyse stationnaire du
systéme, y compris la condition de stabilité, la chaine de Markov induite, la
distribution stationnaire de 1’état du serveur, le nombre de clients en orbite
et le calcul des premiers moments. Ils ont aussi obtenu les résultats asymp-
totiques pour le nombre de clients en orbite.

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté les résultats existants ainsi que les
différentes méthodes utilisées pour analyser les modéles de files d’attente avec
rappels.

Nous avons vu que la résolution de problémes mathématiques de ces mo-
déles sous des hypotheéses différentes de celles des modéles classiques est assez
difficile. Compte tenu de ces difficultés, plusieurs auteurs ont tenté de déve-
lopper des méthodes approximatives d’analyse de ce type de systémes.



Chapitre 3

MARTINGALES A TEMPS
DISCRET

3.1 Introduction

La théorie des martingales est 1'un des outils les plus puissants de la
théorie des probabilités. Nous présentons ici un bref apercu des définitions et
des résultats élémentaires concernant cette théorie. Pour plus de détails on
pourra consulter les ouvrages de williams [97], de Neveu |75] ou C. Dellache-
rie [36] et Rogers et Williams [85, ?|.

La théorie des martingales a son origine dans 1’étude des jeux : elle modé-
lise d’une part le caractére aléatoire d’un phénomeéne mais aussi son évolution
dans le temps. On étudie ici le temps discret, ¢’est a dire lorsque le paramétre
de temps est un entier.

3.2 Définitions - Généralités

Dans tout ce qui suit, le triplet (£2, 3, P) désigne un espace de probabilité.

3.2.1 Filtrations et martingales

Définition 3.1. On appelle filtration sur (€2, P) toute suite croissante
(Sn)n>0 de sous-tribus de ¥ : Jp C Iy C ... C Gy
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Interprétation

La filtration est un formalisme probabiliste pour décrire I'information
dont on dispose. La derniére propriété traduit simplement que I'information
augmente au cours du temps.

Pour un processus aléatoire X = (X;)i>0, il y a une filtration naturelle,
constituée des sous-tribus engendrées par les variables aléatoires X, s <t :
Sy =o0(Xg, s < t).

Définition 3.2. Soit (X,,),>o une suite de variables aléatoires et (J,)n>0
une filtration. On dit que la suite (X,),>0 est (3)n>0 adaptée si pour tout
n, X, est &,-mesurable.

Définition 3.3. Soit (J,,),>0 une filtration et (X,,),>¢ une suite de variables
aléatoires. On dit que la suite (X,,),>0 est une martingale adaptée a la filtra-
tion (3,)n>0 si

1. la suite est (3,),>0 adaptée.
2. Pour tout n, X,, est intégrable.
3. Pour tout n, X,, = E(X,4+1/S,), presque sirement.

On dit que X est une sous-martingale si pour tout entier n, X,, > E(X,11/S,),
presque sirement.

On dit que X est une sur-martingale si pour tout entier n, X,, < E(X,11/Sn),
presque sirement.

Remarque

La plupart du temps, la filtration est en fait définie a partir de la suite
(X3)n>o0 par S, = o(Xo, ..., X;,) (tribu du passé avant 'instant n). On dit que
c’est la filtration associée au processus (X,,)n>0, ou simplement la filtration
naturelle.

Si on ne précise pas la filtration quand on parle d’une martingale, c’est que
I’on considére implicitement celle-ci.
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3.2.2 Exemples
e Si (3, )nen est une filtration et si X est une variable aléatoire intégrable,

alors X,, = F(X|S;,) définit une martingale. C’est la martingale de Doob.

e Si (X,)n>0 est un processus adapté intégrable, alors S, = Xo+ ... + X,
définit une martingale si et seulement si E(X,+1|S,) = 0. En particulier si
(X5 )n>0 est une suite de variables aléatoires indépendantes centrées telles
que Xy = 0 alors S,, = Xy + ... + X, est une martingale par rapport a
%n = O'(XQ, >Xn)

Remarque

Une martingale est toujours adaptée a sa filtration naturelle.

3.2.3 Interprétation dans le contexte d’un jeu d’argent

Les martingales sont utilisées pour modéliser les jeux de hasard équi-
tables. Supposons en effet qu’a un jeu de hasard, la v.a. X,, représente la
fortune d’un joueur a la n®™ partie. La propriété de martingale stipule que,
si le joueur a la connaissance de 1’évolution passée de sa fortune (c’est a dire
jusqu’au temps n — 1) alors lespérance de la valeur de sa fortune aprés la
partie suivante (la n®"¢) est égale a celle actuelle (i.e. & n — 1). En moyenne
ses gains restent inchangés. Donc :

e Une martingale est un jeu équilibré : on ne peut espérer ni perdre ni
gagner.

e Une sous-martingale (resp. sur-martingale) est un jeu avantageux (resp.
désavantageux).

Proposition 3.4. 1. Une martingale est constante en moyenne,
E[X,] = E[Xo] pour tout ¥V; € N.

2. BE(Xpim/S0) = X, p.s., ¥n, m € N.
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3.3 Théorémes d’arrét

Il y a en fait un seul véritable théoréme d’arrét, connu sous le nom d’Op-
tional Sampling Theorem, mais plusieurs résultats liés a 1’échantillonnage
aléatoire des (sous-, sur-) martingales. Dans sa version originelle, le théoréme
d’arrét traduit le fait que si un jeu est équilibré ou au contraire favorable a
I'une des parties, cette propriété reste valable si I’on échantillonne (sampling)
le processus a des instants aléatoires, pour peu que ces instants soient choisis
de facon non anticipative (optional time).

Dans un premier temps, précisons la notion d’échantillonnage aléatoire non
anticipatif, plus communément appelé temps d’arrét (optional time ou stop-
ping time).

3.3.1 Temps d’arrét

Lorsqu’on considére un processus aléatoire, on s’intéresse souvent a des
instants particuliers tels que celui pour lequel un certain seuil est atteint.
Bien str, un tel instant dépend de chaque trajectoire du processus et est
aléatoire. On définit ainsi la notion de temps d’arrét :

Définition 3.5. Soit (3,),>0 une filtration sur (£2,<, P) et 7" une variable
aléatoire de Q dans {0,1,2...;4o00}.

On dit que T est un temps d’arrét si pour tout entier n, {T' < n} € .
Dans ce cas, 'ensemble S = {A € S, AN{T <n}eS,, Vn >0} est une
sous-tribu de S.

Interprétation

La définition d’un temps d’arrét traduit que le choix de 'instant aléatoire
T'(w) dépend seulement du passé (au sens large : incluant le présent).
Les temps d’arréts vérifient les propriétés élémentaires suivantes : si S et T
sont des temps d’arréts, sup(S,7T), inf(S,T') sont des temps d’arréts, S + T
est un temps d’arrét. Si S, est une suite de temps d’arrét, alors limsup,, S,
et liminf, S,, sont des temps d’arréts.

Notation

Dans toute la suite, nous désignerons le sup par le symbole V et I'inf par
le symbole A. Ainsi sup(S,7) =S VT, inf(S,7) =S AT.
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3.3.2 Théoréme d’arrét

Théoréme 3.6. Soit (X,,,n € N) une martingale et soient S et T deux
temps d’arréts bornés avec S < T.
Alors Xg et X7 sont intégrables et on a :

Xs = B(X7/Ss) (3.1)

Démonstration. Voir Neveu [75] O

3.3.3 Propriétés des martingales par rapport aux temps d’arréts

Soit (X,,n € N) un processus adapté a une filtration (3,),>0 et 7" un
temps d’arrét adapté a la méme filtration. On définit un nouveau processus,
appelé processus arrété et noté Xrna,, n > 0, en posant

Xn(w) sin < T(w)

Xran(w) = {XT(w) (w) sin>T(w)

Par conséquent on a

Xran(w) = X (W) ner(w)y + X1(w) (W) (1(w)<n}

ce qui montre bien que ce processus est encore adapté a la filtration (3,),>0
. Une autre maniére d’exprimer ce processus est la suivante

Xran = Xolyr=oy + Xilyr—1y + ... + Xolyr—py + Xolirony

n—1

= Xo+ Y Xiy1 — Xilizony.
k=0
Théoréme 3.7. Soit (3,)n>0 une filtration et (X,,)n>0 une martingale adap-
tée a la filtration (Sy)n>o0. Soit T un temps d’arrét adapté o la filtration
(Sn)n>0. Alors la suite (Xran)n>o0 est une martingale adaptée a la filtration
(Sn)nzo0-

En particulier E(Xy) = E(X7an), Vn.

Le résultat est valable en remplagant partout martingale par sous-martingale
(resp. surmartingale) et 1'égalité par < (resp. <).
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3.3.4 Décomposition

La premiére proposition décompose une sous-martingale en la somme
d’une martingale et d’une suite croissante de variables aléatoires :

Théoréme 3.8. soit X une sous-martingale; il existe une martingale M
et un processus croissant prévisible A, nul en 0, uniques, tels que pour tout
entier n,

X, =M, + A,.

Le processus A est appelé "compensateur” de X.

L’unicité de la décomposition s’écrit de la méme facon, et remarquant
que, si une telle décomposition a lieu, on doit avoir

E(Xn+1 - Xn/%n> = An—l—l - Xna

ce qui caractérise A, si I'on sait que Ay = 0.

3.4 Convergence des martingales

Les sous-martingales et les surmartingales sont les généralisations aux
processus des suites monotones. Si I’on impose que ces processus soient bor-
nés, il est alors tout a fait naturel qu’ils convergent. L’énoncé du théoréme
est le suivant :

Théoréme 3.9. Soit X,, une martingale bornée dans L', i.e.
sup,so E(|Xn|) < oo. Alors (X,)n>0 converge presque sirement vers une
variable aléatoire X, intégrable.

3.4.1 Convergence des martingales dans L>

Théoréme 3.10. Soit (X,,),>0 une martingale bornée dans L?,
i.e. sup,so E(|X2|) < oo. Alors (X,)n>0 converge dans L et presque sire-
ment vers une variable aléatoire X, telle que X,, = F[X|Sn]-

En particulier E[X | = E[Xo]
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3.4.2 Convergence des martingales dans L'

Théoréme 3.11. Soit (X,),>0 une martingale. Les deux conditions sui-
vantes sont équivalentes.

(i) La suite X,, converge vers X, p.s. et dans L'.

(i1) Il existe une variable aléatoire Y intégrable telle que X, = E[Y|S,] pour
toutn € N.

De plus, si ces conditions sont satisfaites, on peut prendre Y = X, dans (ii).
On dit alors que la martingale est fermée.

Liant la convergence en probabilité et la convergence L.

Théoréme 3.12. Soit X,, une martingale bornée dans L', et soit Xo la
limite de X,, lorsque n — oo0. Les propositions suivantes sont équivalentes

1. X,, converge dans L' vers X ..

2. X, est uniformément intégrable.

3. Xp = E[X|S0).

4. Il existe une variable intégrable X telle que X, = F[X|S3,]. De plus, dans
ce cas, Xoo = B[ XS]

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un bref apercu des définitions et
des résultats élémentaires concernant la théorie des martingales ainsi que
les théorémes fondamentaux de cette théorie, c’est-a-dire essentiellement les
théorémes de convergence et d’arrét.



Chapitre 4

ANALYSE DU SYSTEME
M/G/1 AVEC RAPPELS

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous utilisons une approche différente des approches
traditionnelles, celle des martingales pour analyser un systéme de files d’at-
tente avec rappels. Plus précisément, nous montrons comment la technique
proposée par F. Baccelli et A. M. Makowski |24] peut étre étendue a la file
d’attente M/G/1 avec rappels. En utilisant 1’équation récursive du processus
induit aux instants de départ de ce systéme, nous avons construit une mar-
tingale arrétée au premier instant ou le systéme redevient vide. Nous avons
obtenu le résultat de stabilité de ce systéeme et le nombre moyen de clients
dans le systéme. Nous avons aussi démontré 'instabilité de ce systéme au
sens de divergence de la chaine de Markov induite.

Cette approche a été introduite dans la littérature de files d’attente par
Baccelli et Makowski (1985) [24], qui ont étudié la stabilité et la période d’ac-
tivité du systéme M /G /1 classique. A I'aide des martingales, Rosenkrantz [86]
dérive une formule explicite pour la transformée de Laplace de la période
d’occupation d’une file d’attente M/G/1. Kinateder et Lee [59] proposent
une nouvelle approche pour le calcul de la transformée de Laplace de la lon-
gueur de la période d’occupation d’'une file d’attente M/M /1 avec une charge
de travail délimitée. Cependant, ils adoptent non seulement la méthode des
martingales, mais aussi la technique par laquelle Feller [47| calcule la trans-
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formée de Laplace pour un mouvement brownien standard avec ’absorption,
et pour cette raison, la dérivation Kinateder et Lee est un peu longue. Jongho
Bae [26| obtient en utilisant uniquement ’argument de martingale la formule
explicite de la transformée de Laplace de la période d’occupation d’une file
d’attente M/M/1 avec une charge de travail délimitée (barrage fini), une
dérivation directe et beaucoup plus simple est fournie, en faisant usage du
«Optional Stopping Theorem ». De méme M.Roughan et C. Pearce(2002)
ont développé une approche alternative, en utilisant la technique de Baccelli
et Makowski, ils obtiennent la fonction génératrice de la distribution station-
naire du nombre de clients dans le systéme M/G/1 a plusieurs phases de
service.

4.2 Description du modéle

Considérons un systéme de files d’attente M/G/1 avec rappels, dans le-
quel les clients arrivent suivant un processus de Poisson de paramétre A, le
temps de service d'un client est distribué selon une variable aléatoire géné-
rale de fonction de répartition B(x) et de transformée de Laplace -Stieljes
B(0) = [;° e "dB(t). Soient les moments £, = (—1)*5*(0), l'intensité du
trafic p = AB;. La durée entre deux rappels successifs d’'une méme source
secondaire est exponentielle de taux v. Nous supposons également que le
temps des inter arrivées, de rappels et la durée de service sont mutuellement
indépendants.

Considérons le processus {X¢, ¢t > 0}, on X () est le nombre de clients dans
le systéme a I'instant ¢. Evidemment, ce processus n’est pas celui de Markov,
mais il posséde une chaine de Markov induite.

A cet effet, nous considérons le processus {X,,, n > 1} : nombre de clients
juste aprés le départ du n®"¢ client.
Le processus {X, = X(t,); n = 1,2,...} est un processus stochastique a
temps discret (on ne s’intéresse qu’aux instants de fins de service), a espace
d’état discret et sans mémoire. C’est donc une chaine de Markov incluse
pouvant étre facilement étudiée, dont I’équation fondamental est :

Xn+1 = Xn + An+1 - 5Xn> n Z O, (41)

ot A, 1 est le nombre de clients primaires arrivant dans le systéme pendant
le service du (n + 1)®"¢ client. Elle ne dépend pas des événements qui se
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sont produit avant l'instant t,,,; du début de service du (n + 1)*™ client (la
numérotation se fait dans 'ordre de service).
La distribution de A,, est

o [T, _ .
P(A, =k) = € B, k=0,1,2,. 0> 1, (4.2)
0 .

de fonction génératrice

a(z) = isz(A" =k)=pA—X2), 0<z<1. (4.3)

La variable aléatoire 0y, est une variable de Bernoulli définie par :

Sy, =

7

(4.4)

1 si le (i + 1)°™ client servi provient de l'orbite
0 sinon

4.2.1 Eléments de probabilité

Toutes les variables aléatoires (v.a) et éléments stochastiques présentés
dans ce chapitre sont définies sur le méme espace probabilisé (2, S, P).

Les v.a {dx,, n =0,1,...} peuvent étre représentées comme suit

X, v

Ox. = 1|Upiqg < —2—
X [UH_)H—Xny

}, n=0,1,.. (4.5)

ou {Uys1, n = 0,1,...} est une suite de variables aléatoires indépendantes
uniformément distribuées sur (0, 1).

Les filtrations {3, n = 0,1,...} considérées dans ce chapitre sont défi-
nies comme étant engendrées par les variables aléatoires A; et U; est no-
tée S, = o(Ap, A1, ..., An; Ui, ...,Upy1). Par conséquent les v.a X, sont

3-mesurables et les via {A,11, n = 0,1,...} et {U,s1, n = 0,1,...} sont
mutuellement indépendantes. Nous noterons & = (J;~ S,

Avec les notations ci-dessus et en utilisant les propriétés de I'espérance
conditionnelle, nous obtenons

E(zX1/S,) = 250 (z) p-s. (4.6)
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4.2.2 Temps d’arrét

Nous considérons ¢ un temps d’arrét arbitraire pour S,,, et nous définis-
sons la variable aléatoire v(o) comme étant le premier instant aprées le temps
o, ol le systéme redevient vide. C’est a dire :

V(U):{z'nf{nzlzXU+n:O} st o < 00 (4.7)

00 sinon,

avec la convention inf{0} = +oc.

4.3 Martingale

Nous pouvons maintenant définir une martingale M, (z) avec la filtration
(3,,) qui nous aidera & obtenir la majorité des résultats.

Théoréme 4.1. H. Oukid [80]
Pour tout 0 < z < 1, on définit

2Xo, sin =0,

) (4.8)
E0 X pourn=1,2, ...

Mn(Z) - Xn 2z

< a(z)®

Le processus {M,(z),n € N} adapté a la filtration {S,, n > 0}, est une
martingale positive intégrable.

Démonstration. Pour démontrer que la suite {M,(z)} est une martingale,
nous utiliserons (4.1) et (4.6). Nous obtenons :

2k=00x
E(Mn+1 (Z)/%n) — E(ZX7L+1 z 09Xy C\n)

a(z)n >
ZZZ:O 6Xk
= a(z)

Il est facile de vérifier que M, (z) est intégrable, en effet

E(zX1/S,) = My(2) a.s. (4.9)

E(|Mpi1(2)]) = E(My(2)) < occ. (4.10)
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4.4 Stabilité du systéme

Dans cette section, nous obtenons la condition de stabilité du systéme
M /G /1 avec rappels par le biais de la martingale introduite a la section 4.3.
La clé de ce résultat est I'utilisation du théoréme d’arrét de Doob "Optional
Stopping Theorem "|[75].

Théoréme 4.2. H. Oukid [80]
Sip <1, alors pour0 < z <1, on a :

T(o)—1
yA k=o éxk

E(1[0<007 V(U)<OO]W/%0) = 1[0<OO]ZX0 p.S. (4.11)
Démonstration. Soit o un temps d’arrét relatif a la suite croissante de sous-
tribus {S,, n € N} et 7(0) = 0 + v(0). la variable aléatoire 7(o) est aussi
un temps d’arrét pour .

Pour tout n > 0, 7(c) An et 0 A n sont encore des temps d’arrét.
Il est clair que 0 An < 7(0) An. Comme {M,, n € N} est une martingale
intégrable, alors d’apreés le théoréme d’arrét IV-2-6 |75], on a :

E[MT(U)/\n(Z)/%J/\n} = MJ/\n(z) b.S. (4'12)

Qui peut s’écrire sous la forme suivante

T(oc)An—1 oAn—1
k=0 Ox;, szzg Oxy,

E zXT(a)Anza(Z)W/SJM = zX"A”W P.5. (4.13)
Ce qui conduit a :
B[Mroyna(2) = Mopn(2)/Sana] = 0. (4.14)
Par conséquent,
B[l < n,u(0) < Mr(0) (2)/F6] = Lo < Mo (2). (4.15)

Ensuite, par convergence monotone, en faisant tendre n vers l'infini, nous

obtenons :
7(0)715
lim F|1 Xy 2570 i /S
im zoTlo R
n—00 lo- <, v(o) <] CL(Z)T(J) 7
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7(o)—1
224k=0 O,

= RS ICo —ie
E 1[0 < 00, v(0) < x]” CL(Z)T(U) So

zzz;é ox;,
N 5. 416
[0 < o0]Z a(z)g b.s ( )
Or sur I’événement [0 < oo,v(0) < oo], nous avons [7(0) < oo] et donc
XT(O’) = 0.
Finalement,
(0)-1 so-1,
22 k=0 Xy, 2 2ak=0 X},
& | — Xo
E 1[0 < 00, V(o) < 0] CL(Z)T(U) /\S‘o = 1[0 < 0] % a(z)g p-.Ss. (417)

En tenant compte de la S,-mesurabilité des temps d’arrét o et Zg;é 0x,.,
nous obtenons (4.11), qui prouve le théoréme (4.2). O

Corollaire 4.3. Sous la supposition p < 1 et pour 0 <z <1 on a
Plo < o00,v(0) < 00/Ss] = 1ip < o) D.S. (4.18)
En particulier, si 0 < 0o p.s., alors  v(oc) <oo p.s.

Démonstration. En faisant tendre z — 1 dans (4.11) le corollaire (4.3) est

une conséquence immédiate du théoréme de Convergence dominée.
O

4.5 Condition d’instabilité

Nous étudions l'instabilité de ce systéme au sens de divergence de la
chaine de Markov induite.

Théoréme 4.4. H. Oukid [76]
St p>1, alors
lim X,, = oo p.s. (4.19)

n—o0
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Démonstration. Pour tout 0 < z < 1 et tout n € N, larelation (4.6) implique
que

B[z /S, ] = 27X %na(2) < zX”(@) p.s.  (4.20)

Supposons que p > 1 et comme la fonction a(.) est convexe, alors d’aprés
le lemme de Takacs [92], il existe z; dans l'intervalle (0, 1) tel que a(2g) < 2.
Soit ¢y la constante définie par ¢y = %ZOO) < 1.

Par conséquent,

E(z5™" /Sn) < cozp" < 2 p.s. (4.21)

Ce qui prouve que la suite {z5", n € N} est ,—surmartingale positive
majorée qui convege p.s.

De plus, par récurrence sur n, de I’équation (4.21), on en déduit que :
E(z™) < hE(2°) < e (4.22)

En utilisant le théoréeme de la convergence dominée, nous obtenons :
1i1£n E(zf) = E( 1i1£n 2").

En passant a la limite quand n tend vers l'infini, nous avouns :

lim E(z") = E(lim z5™) = 0. (4.23)

Par conséquent, lim,z)" = 0 p.s. pour 0 < zy < 1, et le résultat (4.19) suit
immeédiatement.
O

Dans la partie suivante, nous nous intéressons au cas ol ¢ est un temps
d’arrét pour S, tel que X, = 0 sur I'événement [0 < oo]. Dans ce cas la
variable aléatoire v(o) représente le nombre de clients servis au cours d’une
période d’activité.
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4.5.1 Période d’activité

Théoréme 4.5. H. Oukid [76]

Nous considérons o un temps d’arrét pour S, tel que X, = 0 sur [0 < o0].
Sous la supposition p < 1, le nombre moyen de clients servis au cours d’une
période d’activité est donné par

Elv(0)] = ?w(l) 5;:11 (4.24)

ou

w(1) = exp@ /01 1_7“@)@) (4.25)

vJo aly) —y

Démonstration. Si p < 1, pour tout z dans l'intervalle (0, 1), nous avons
z < a(z) <1, choisissons un temps d’arrét o fini pour &, , il est clair que

T(o)—1
El 1 VA kzzg éxk E 1 T(k%*l(st
[1/(0’) < OO] CL(Z)V(U) - [1/(0’) < OO]Z =0
T(o)—1
> ox, (1 —a(2)"@
g E 1 vio 0o k=oc - 2~
|: [v(0) < o0]# < CL(Z)V(U)
7(0'2):716
Xk
z k=o 1 —a(z)"@
=(1-— Ell0) < oo
(1= 000t <"y (T
7(o)—1
. kg: 0xy, v(o)—1
—(1_ - k
= (1 a(z))E{l[u(a) < o0 a(z)y(o) L a(z> ] (4'26)
En plus,
7(0)716
Xk
k=o
lim = =1
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En utilisant le théoréme de la Convergence Monotone, lorsque z — 1 dans
(4.26), nous obtenons

ll_rgE[l[y( )<oo] 2 a(z ] E1ljyo) < s¥(0)],
il découle que
T(o)—1
; 0x,, T(UX): 16
. -1 z P=e Xk
lim (1 - a(2)) (E [hu(a) < mlw} - E [hu(a) <ocl? ¥ D
= E[1p) < aqv(0)]. (4.27)

On utilise le théoréme (4.2) pour obtenir

z k=o
E ll[u(a) <ol o ] = B[], (4.28)
maintenant, (4.27) peut étre réécrite sous la forme

E [1[1/(0) < oo]V(O-)}
r(o)—1

— lim (1 —a(2)) " (E[zX"] - E{l[y(g) oz JX’“D. (4.29)

z—1

Appliquons I'égalité suivante

T(o)—1 v(o)
Z

> dx X,
Ellp <oz = "] = Ellpe) <0q2™ '] = 0uo)0sx, (2)],  (4.30)

nous obtenons en vertu de (4.29) et (4.30)
E{1po) < sv(0)] = lim(a(2) = 1)7 [puo) (#5x, (2)) = E[z77]], (4.31)

oll Yy(e) est la fonction génératrice du nombre de clients servis au cours
d’une période d’activité (voir |43]), donnée par
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Pu(o)(2) = m(0,2)

Too(0,2) A €1 d
-1-7 / exp{—2 / 2aly) gy 4T (4.32)
A Jo vi)o zaly) —y 7 za(z) —x
Sur I’événement [0 < oo|, X, = 0 et en vertu du corollaire (4.3), on a
[v(o) < o0].
Nous avons

(4.33)

— lim 901/(0)(905)(1 (z>> -1
E[V(U)] - l’—)l CL(Z) - 1

Appliquons la régle d’hopital, quand z — 1, de (4.33), nous obtenons

(4.34)

Elv(0)] = lim [60(0) 5:0(6;)1 Q) i Vo, (z)wi/(((,; gsoaxl (2)) |

Afin de prouver cela, calculons la premiére dérivée de Psx, au point z.
Utilisons I’équation

1
oy, (2) = _2"P(ox, = k), (4.35)
k=0

nous obtenons )

Psx, (2) = D kP TP(0x, = k), (4.36)
k=0
LI_I)I} Qoiixl (Z = E((SXl) =P (437)
et
901/(0) (905){1 (Z))

= 7. (0, Péx, (z))exp

: {)\ / 1 — o0 (0, 5, (2)) aly)

Notons que

!

Too (07 Péx, (Z)> = E,(Soéxl (Z)IOO)

I
1
bl
e
s
2
—~
I\
~—
e
S
8
I
w
~—
_
—
=
W
Ne)
SN
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X1

- Z kgplsz(s_l (2)P(I = k), (4.40)

ol I, est le nombre de clients servis au cours d’une période d’activité dans
un systéme M/G/1 classique.

Substituons (4.36) et (4.38) dans (4.34), nous obtenons pour 0 < z < 1

moo (0,05, (2))

. sy, (2) w0, (Z))exp{% / 1 — 7o (0, @5y, (Z))a(y)dy}

S0 d(2) oo (0, ¢y, (2)) aly) — y

= E[v(o)]. (4.41)

En tenant compte que lin% a'(z) = p, I'équation (4.41) donne :
2—

1

Elu(o)] = E(Ioo)exp{% / Cll(;)iaﬁy;dy}. (4.42)

O

Enfin, le théoréme suivant donne une image globale de I’évolution du
systéme M /G/1 avec rappels sous ’hypothése que p < 1.

Théoréme 4.6. Supposons que p = —A\3(0) < 1, et la séquence de temps
de service forme une séquence de renouvellement, alors il existe une suite
{Tn, n=1,2,...} finie p.s. de temps d’arrét pour S, , définis par 1,41 = T, +
v(1n) pour tout n > 0 tel que X, =0 sur {m, <oo} et 7, +1< 7,41, Vn €
N*. Dans ce cas les v.a {v,}3° forment une suite i.i.d indépendante de T, et

Bn) = {;?\11(1) sip<1 (043

stp=1

W(1) = eg;p(é /01 1_7“(%@/) (4.44)

a(y) —y

ol
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Démonstration. On définit 7,11 = 7, +v(7,), n =0, 1, ..., avec v(7,) = Vpi1
et T0 = 0.

La preuve de ce théoréme 4.6 suit la méthodologie de Baccelli et Makowski
[24], en utilisant le théoréme 4.2, le corollaire 4.3 et le fait que pour la file
d’attente M/G/1 avec rappels, la période d’activité satisfait I’équation

E[v(0)] = E(loo)expG /1 1_7“@)(1@/) (4.45)

vJo aly) =y
O

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé une nouvelle méthode basée sur la
théorie des Martingales pour analyser le systéme M /G /1 avec rappels. Nous
avons construit une martingale a temps discret arrétée au premier instant ou
le systéme redevient vide. Sous la condition de stabilité et en utilisant cette
martingale, le calcul des caractéristiques du systéme concerné est obtenue.
Nous avons aussi démontré l'instabilité de ce systéme au sens de divergence
de la chaine de Markov incluse.



Chapitre 5

ANALYSE D’UN SYSTEME
MULTISERVEUR
NON-MARKOVIEN AVEC
PERTES

5.1 Introduction

L’utilisation de plusieurs serveurs (tels que des ordinateurs, des opéra-
teurs et machines) est omniprésente. Dans notre vie quotidienne, nous voyons
souvent plus d’un caissier dans une banque, plus d’un vérificateur dans un
supermarché et plus d'un caissier dans un restaurant de Fast-Food, dans
les situations oul un guichet unique, vérificateur ou caissier est insuffisante
pour traiter le volume de clients. De méme, 1'utilisation de plusieurs ordi-
nateurs est fréquente dans les systémes informatiques tels que des batteries
de serveurs web et centres de calcul intensif, parce que 'utilisation de plu-
sieurs ordinateurs est une solution rentable et évolutive pour atteindre la
haute performance et la fiabilité. Lorsque nous concevons un systéme multi-
serveur (ou méme un systéme de serveur unique), une étape importante est
d’analyser et de comprendre leur performance. L’étude et ’analyse de per-
formance des systémes remonte a 'ouvrage de A. K. Erlang en 1917 [50], ou
il a fourni des formules qui peuvent servir & évaluer le rendement & un cen-
tral téléphonique. Les formules d’Erlang étaient utilisées par les compagnies
de téléphone pour fournir les ressources nécessaires et suffisantes, qui ont

66
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conduit a la croissance rapide et réussi des réseaux téléphoniques. Le travail
d’Erlang a été suivi par de nombreux chercheurs et est devenu une théorie
connue aujourd’hui Sous « la théorie des files d’attente ». Aujourd’hui, les
systémes multiserveurs peuvent employer des configurations plus complexes
et/ou allocation de ressources plus complexe vers des opérations plus efficaces
et plus rentables. Etant donné que les approches classiques en théorie des files
d’attente conduisent a des expressions complexes ou ne s’appliquent pas pour
des systémes complexes (multiserveurs), en raison de la complexité des ré-
sultats connus. En effet, dans la majorité des cas, on se retrouve confronté
a des systéemes d’équations dont la résolution est complexe ou possédant des
solutions qui ne sont pas facilement interprétables afin que le praticien puisse
en bénéficier. Un autre outil qui peut étre utilisé pour étudier les systémes
des files d’attente est la méthode des martingales. Habituellement, elle est
probabiliste et évite les calculs fastidieux. L’approche Martingale est une
technique analytique élégante qui donne souvent des résultats d’intérét indé-
pendant. La technique est également d’intérét indépendant du point de vue
de modélisation et elle peut étre utilisée dans d’autres domaines d’applica-
tion que la théorie des files d’attente.

Dans ce chapitre, nous montrons comment cette approche peut étre adap-
tée & un systéme multiserveur non-markovien avec pertes. Une telle file d’at-
tente peut étre utilisée pour modéliser un centre de commutation permettant
un maximum de k appels simultanés.

5.2 Description du modéle

On considére un systéme de files d’attente a plusieurs serveurs ayant la

structure suivante :

- Soit A(t) la variable aléatoire indiquant le nombre d’arrivées dans un
intervalle de temps [0,¢] et D(t) le nombre de clients qui quittent le
systéme au temps t.

- A(t) et D(t) sont des processus ponctuels a accroissements stationnaires
et ergodiques.

- On a n serveurs.

- A Parrivée d’un client, si 'un des serveurs est libre, le client sera pris
en charge immédiatement, dans le cas contraire, le client est perdu.

- Soit Q(t) le nombre de clients dans le systéme & l'instant ¢, ce qui



68

coincide avec le nombre de serveurs occupés a l'instant ¢ et on sup-
pose que le systéme est initialement vide, c¢’est-a-dire, Q(0) = 0. De
plus, on suppose que les temps de service sont des variables aléatoires
indépendantes, indépendantes de processus des arrivées

- Soit L(t) le nombre de clients perdus jusqu’a l'instant ¢.

- Tous les processus ponctuels considérés dans le présent document sont
continus a droite ayant de limite a gauche.

5.3 Décomposition en semimartingale du pro-
cessus du nombre de clients

Nous pouvons obtenir une représentation sous la forme d’une martingale
pour les processus stochastiques Q(t) + L(t) a I'aide de la décomposition de
Doob-Meyer des semimartingales et la méthode de Abramov [1]. Nous avons
la représentation fondamentale suivante :

Q(t) + L(t) = A(t) — D(t), t >0, (5.1)
ou le processus de départ D(t) est défini & I'aide du processus ponctuel
D;(t), i =1,...,n comme suit

D(t) = /Ot Z 1{Q(s™) > i}dDy(s), t > 0, (5.2)

avec I{A} est la fonction indicatrice de I’événement A.

En tenant compte du fait que A(t) et D;(t), i = 1,2,...,n sont des semi-
martingales adaptées a la filtration &, donnée sur l'espace de probabilité
(Q, S, P), alors les processus A(t) et D(t) peuvent étre réécrits en utilisant la
décomposition de Doob-Meyer |e.g. Liptser et Shiryayev, [72|| comme suit :

A~

A(t) = A(t) + Ma(t), (5.3)
et

D(t) = D(t) + Mp(t), (5.4)
olt M4(t) et Mp(t) sont des martingales locales de carré intégrables, At)
D(t) les compensateurs (processus croissant prévisible) des processus A(t)
D(t) respectivement, admettant la représentation suivante :

et
et

A(t) = /OtX(s)ds, t>0, (5.5)
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Q(s >0, (5.6)
0= e

ou X ={X(t):t>0}et Y ={Y(¢) : £ > 0} sont les intensités stochastiques
des processus ponctuels A et D respectivement adaptés a la filtration .
En vertu de I'équation (5.3), (5.4) et ’équation (5.1), le processus Q(t)+ L(t)
peut étre réécrit, en utilisant la décomposition de Doob-Meyer des semimar-
tingales comme suit :

Q) + L(t) = A(t) — D(t) + Ma(t) — Mp(t). (5.7)

5.4 Renormalisation du processus du nombre
de clients dans le systéme

Dans cette section, nous étudions le processus de nombre de clients dans
le systéme sous la propriété de renormalisation.
Rappelons d’abord que pour un processus X (t);¢ > 0 quelconque sa renorma-
lisation est notée par la lettre minuscule, z(t) = X (¢). Ainsi ¢(t) = 1Q(t),
[(t) = {L(t), ma(t) = { Ma(t) et mp(t) =  Mp(t).
L’équation (5.7) s’écrira alors sous la forme
1.
FA() -

&k|}—‘

q(t) +1U(t) = D(t) +ma(t) — mp(t), (5.8)

ou encore

/X ds——/ Q)Y ()ds + ma(t) — mu().  (5.9)

Dans le présent document, le nombre de clients dans le systéme est tou-

jours limité, et la condition de convergence suivante est utilisée Ptlim a(t) =
— 00

A, out Plim est la limite en probabilité. Si nous supposons de plus que t tend

vers 0o, le terme ¢(t) converge vers 0.

Prouvons maintenant que Ptlim ma(t) = 0. En appliquant l'inégalité de
—00

Lenglart-Rebolledo [|72], pp66|, pour tout § positif, nous obtenons

P{IMA(1)| > 8} < P{ sup |ma(s)| > o)
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= P{ sup |Ma(s)| > 6t}
0<s<t

= P{ sup |A(s) — A(s)] > ot}

0<s<t
€ A(t)
< —= — . .
< S+PEE > e (5.10)

Puisque € est arbitraire, les deux termes de la partie droite de 1’équation
(5.10) converge vers 0 quand ¢ — oo, et de plus Ptlim |ma(t)] = 0.
—00

Par conséquent le terme

VLA - A (5.11)

converge en probabilité vers 0 lorsque ¢ — oo. Cela signifie que les deux
termes 1 A(t) et 1A(t) ont la méme limite en probabilité lorsque ¢ — co.
Notons, que par analogie a (5.10) nous avons le méme résultat que pour le

processus D;(t) :

LD (1) = i) (5.12)

converge en probabilité vers 0 quand ¢ — oo, donc Ptlim |mp(t)] = 0.
—00

En suite, en appliquant le théoréme de la convergence dominée, nous obtenons

Plim I(f) = A— P lim %/0 Q)Y (5)ds

t—o00 t—o00

~ )\ — lim lE/t Q(s)Y (s)ds. (5.13)

t—oo t

5.5 Analyse de la distribution limite du nombre
de clients dans le systéme

Dans cette section nous présentons les équations relatives aux limites :

lim }E/t H{Q(s) =i}dA(s), i =1,2,...,n, (5.14)
t—oo ¢ 0

basé sur la décomposition de Doob-Meyer de la fonction indicatrice du nombre
de clients dans le systéme.
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Dans ce qui suit, on introduit le processus
L(t)=I{Q(t) =i}; i=0,1,...,n; Vt > 0. (5.15)

En prenant en considération que I_;(t) = 0. Notons le saut du processus ;(t)
par AI;(t) ainsi que les sauts des processus A(t), D(t) et Q(t) par AA(t),
AD(t) et AQ(t) respectivement. Ainsi, nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 5.1. H. Oukid [77]
Soit A(t) et D;(t) deuzx processus ponctuels a accroissements strictement
stationnaires et ergodiques, nous avons le systéme d’équations suivant.

Pour i=0,...,n-1,

Jim 38 [ Q) =i = 1) = 11Q(s) = HdA()

1 t
=i Jim - F /0 1{Q(s) = i}dDi(s)
—(i+1) 2tlim % t H{Q(s) =1+ 1}dD;44(s). (5.16)
—00 0
Pour i=n,

im 38 [ 11{Q(s7) =n— 1} = HQ() = n}ldA()

=n lim E Ot I{Q(s) = n}dD,(s). (5.17)

t—oo t
Démonstration. Nous avons les équations suivantes
Pour :=0,1,...,n — 1,
HQE™) + AQ() =i} = L (17)AA()
FLa () AD (1) + L)L — AA@)[L - AD(1)].  (5.18)
Pour i =n,

Q) + AQ() = n}t = I (t7) AA()
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+1,(t7)[1 — AA@®)|[1 — AD,(t)]. (5.19)
Aussi,
AL =H{QUWt")+AQ((t) =i} —I{Q(t") =i}, i=0,1,....,n.  (5.20)

Alors,
> AIL(s) = Li(t) — 1,(0), (5.21)

s<t

les sauts de A(t) et D(t) sont disjoints. De (5.18)-(5.21), le processus I;(t)
peut étre représenté comme suit :
Pour +=0,1,....,n — 1,

—/Ot I;(s7)dD;(s). (5.22)
Pour 7 =n,

L,(t) = I,(0) +/0 In-1(s7)dA(s)
_/0 ]n(g_)dA(s)—/o L(s7)dDy(s). (5.23)

En appliquant la décomposition des semimartingales de Doob-Meyer, de
(5.22) et (5.23), nous obtenons :

Pour ¢ =0,1,....,n — 1,

+(¢+1)/0 IZ-H(s)dD;H(s)—z'/O I;(s)dDy(s) + M;(t), (5.24)

avec la martingale locale de carré intégrable

Mi(t) = / Lia(s7) — I(s7)dMa(s) — / 1(s7)dMp, (s)
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t
+ / [i+1(s_)dMDi+1 (3)7
0

ou encore

—n / t I,(s)dD,(s) + M,(2), (5.25)

avec,
t t
M, (t) = / [I-1(s7) — I(s7)]dM4(s) —/ I,(s7)dMp, (s).
0 0
Ensuite en passant a la limite quand ¢ tend vers l'infini , de (5.24) et (5.25),

il vient
Pour +=0,1,...,n — 1,

1/ "
P lim S(L(#) — 1,(0)) = P lim ~ [ [ 1(s7) — Li(s™)|dA(s)
t—oo t t—oo t 0
. (i+1) [ . a1 .
+P lim Iiy1(8)dD;yq1(s) — P lim - | L;(s)dD;(s)
t—o0 0 t—o00 0
1
+P lim Mi(2). (5.26)
Pour 7 =n,
1 1 [

P lim =(I,(t) — I,(0)) = P lim = [ [Li_i(s7) — L,(s7)]dA(s)

t—oo { t—o00 0
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t

. 1
~Plim 2 | I(s)dD,(s) + P lim —M, (). (5.27)
—00

t—oo t 0

En utilisant le théoréme de Lebesgue sur la convergence dominée, nous ob-
tenons

.1 _ N1 A
Ptliglo 7] [I;_1(s7) — Li(s7)]dA(s)
1 t "
= tlim %E/ [[i—1(s™) — Li(s7)]dA(s). (5.28)
—00 0
Laissez nous réécrire la partie droite du (5.28) comme suit :
1 t N
Jim - / Fia(s™) — Li(s)|dA(s)
— 00 0
1 t
= Jim < B / Tia(s7) — Ii(s)|dA(s)
—00 0
1 t A
i I / Tia(s7) — Ii(s)d[A(s) — A(s)]. (5.29)
—00 0

En tenant compte du fait que %A et %A ont la méme limite en probabilité,
nous concluons que le terme
1 [ -
Plim = [ [Li—1(s7) — Li(s7)]d[A(s) — A(s)]

t—oo t 0

— lim 1E / H{Q(s) = i — 1) — 1{Q(s) = d[A(s) — A(s)],  (5.30)

t—oo t

tend vers 0 quand ¢ — oo.
De la combinaison (5.28), (5.29) et (5.30), nous obtenons

Plim - [a(7) = BTMaAG)
— P lim © [1a(s7) = 11aAG)

= lm %E /0 I{Q(s) =i — 1} — I{Q(s) = idA(s).  (5.31)
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Notons que, par analogie, nous avons

1/ 1/ -
Plim — [ [i(s)dD;(s) = PlimHoo—/ I;(s)dD;(s)
t—oo ¢ 0 t 0
1/ -
+P lim — [ [;(s)d[D;(s) — D;(s)]. (5.32)
t—oo ¢ 0

Gardant & Pesprit que 1D;(s) et %152(3) ont la méme limite en probabilité,
nous obtenons

t t

1 1 A
Plim — [ [;(s)dD;(s) = P lim = [ I;(s)dD;(s)
t—00 0 t—o00 0
1 t
— Jim - B / [{Q(s) = i}dDy(s). (5.33)
—00 0

Le coté gauche de (5.26) et de (5.27) est égal a zéro.
Finalement, en substituant (5.31) et (5.33) dans (5.26) et (5.27), Théoréme
(5.1) est prouvé. O

5.6 Cas particulier

Dans ce qui suit, nous allons considérer deux cas particuliers de proces-
sus ponctuels. Le premier est le cas on A(t) est un processus de Poisson de
paramétre A, et le temps de service est exponentiel de parameétre u. Le se-
cond est le cas ou A(t) et D(t) sont des processus de Poisson non homogeénes.

Notons
Pi(t) = P{Q(t) =i}, i1 =0,1,...,n, (5.34)

P = lim P{Q(t) =i}, i = 0.1,...n. (5.35)

Corollaire 5.2. H. Oukid [78]

Supposons que les processus A(t) et D;(t) sont des processus de Poisson
de parametres A et u respectivement, alors nous avons le systeme d’équations
linéaires et homogénes suivant.
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Pour 1 =0,
Pour 1=1,2,...n—1,
(A+ip) P = APy + (i + 1) Py (5.37)
Pour 1 =n,
AN+ nu)P, = AP, 1. (5.38)

Démonstration. Nous considérons le régime stationnaire du processus Q(t) :
P = lim P{Q(t) =i
i = lim P{Q(t) = i}

¢
= lim 1 P[Q(s) =i]ds, 1 =0,1,...,n. (5.39)

t—oo ¢ 0

Dans le cas o A(t) est un processus de Poisson de paramétre A, le com-

pensateur fl(t) = M. La décomposition de semimartingale du processus de
Poisson A(t), nous donne, A(t) = At + M4(t).
Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue donne facilement.

Pour +=0,1,...,n,
t

lim 1E/O 11Q(s™) = ildA(s) = Tim 2 [ PlO(s7) = ids

t—oo t t—00 0

t—o0

+ lim 1E/OtI[Q(s—) = {]dM(s). (5.40)

Le premier terme de la partie droite de (5.40) est égal & A\P;, et le second
terme s’annule. Et par conséquent,

lim L5 / 1Q(s) = ldA(s) = AP, (5.41)

t—00

Ensuite, notons que par analogie a (5.40), si D;(t) sont des processus de
Poisson de parameétre i, alors

lim %E /0 H{Q(s) = i}dD,(s) = Jim ¥ /0 PLO(s) = i}ds

= uP,. (5.42)

En Substituant (5.41) et (5.42) dans (5.16) et (5.17), le corollaire est
prouvé. 0
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Corollaire 5.3. H. Oukid [78]
Supposons que les processus A(t) et D;(t) sont des processus de Poisson
non homogénes, donc nous avons le systeme d’équations suivant.

Pour 1=0,1,....,n—1,

1 1t
i [ (P6) = Poa(lX (s = im [ PV ()
1 t
—(i+1)lim = [ Pi(s)Y(s)ds. (5.43)
t—oo t 0
Pour ©=n,
I 1 [
lim — [ [Pu(s) — Po1(9)] X (s)ds = n lim — [ P,(s)Y(s)ds. (5.44)
t—oo ¢ 0 t—oo t 0

Démonstration. 11 découle des équations (5.5), (5.6), (5.31) et (5.33) que pour
1=0,1,...,n,

lim EE/O 11Q(s™) = idA(s) = lim lE/0 11Q(s7) = i X (s)ds

:}H&% [ PlQGs) = X (s)as (5.45)
et
Jim %E /0 1{Q(s) = i}dDy(s) = lim %E /0 1Q(s™) = 4]Y (s)ds
= Jim [ P{QUs) = i)Y (s (5.46)

Le corollaire est prouvé, en substituant (5.45) et (5.46) dans (5.16) et
(5.17).
U

5.7 Exemples numériques

Dans cette section, nous présentons des solutions numériques pour deux
systémes de files d’attente. Les paramétres A et p sont censés étre donnés.
Donc, nous cherchons a connaitre le nombre minimal de serveurs n nécessaires
pour garantir une probabilité de perte inférieure a un seuil o fixé.
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5.7.1 Exemple 1

On considére une file M/M/n/n de paramétres A = 10 et p = 1.
La probabilité de pertes du systéme, qui est la probabilité pour le systéme
de se trouver dans ’état n est :

p.="2n, (5.47)
n

avec

Pour a@ = 0.001, le nombre minimum de serveurs est n = 21.
Pour a = 0.0001, on trouve n = 24.
Pour ao = 0.00001, on a n = 27.

5.7.2 Exemple 2

On considére une file D/M/n/n ou le processus des arrivées est détermi-
niste de longueur 1—10 et de parametre pu = 1.
La probabilité de pertes du systéme est donnée par |2] :

"\ g 1 — 7 -1
Pn:[z<l.)]_[ —]" (5.48)
avec -
r; = / e M dA(r),
0
et A(z) la distribution des temps des inter-arrivées.

rj = exp -
10
Pour o = 0.001, le nombre de serveurs, rendant la probabilité de perte infé-
rieure a 0.001 est n = 17
Pour a = 0.0001, on trouve n = 19.

Pour a = 0.00001, on a n = 21.
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Nous remarquons que le nombre de serveurs nécessaires pour garantir une
probabilité de perte inférieure & un seuil fixé dans un systéme markovien est
relativement plus élevé que dans un systéme ou le processus des arrivées est
déterministe.

5.8 Conclusion

Dans ce chapitre, une analyse du systéme de files d’attente multiserveur
non-markovien avec perte est fournie a l'aide de la théorie des martingales.
Le systéme d’équations de ce systéme est obtenu, puis le systéme d’équation
est réduit a d’autres systemes d’équations, semblables a celle du modéle mul-
tiserveur markovien. Les résultats, obtenus dans 1’étude, nous permettent
d’étudier des modéles non standards des systémes de télécommunications
complexes qui en découlent dans la vie réelle.
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CONCLUSION

Cette étude met en évidence l'intérét et les applications de la méthode
des martingales pour ’analyse des systémes de files d’attente. Dans ce tra-
vail, nous nous sommes intéressés au systéme d’attente M/G/1 avec rappels
et au systéme multiserveur non-markovien avec pertes.

Dans un premier temps, nous avons rappelé des résultats connus sur les
systémes d’attente classiques. Ces derniers ne prennent pas en considération
le phénoméne de répétition de demandes de service : le phénomeéne en ques-
tion est étudié par la théorie des files d’attente avec rappels. nous avons
ensuite présenté un bref apercu des définitions et des résultats élémentaires
concernant la théorie des martingales.

Nous nous sommes ensuite intéressés a ’étude de 'application de la mé-
thode des martingales aux systémes de files d’attente.

Tout d’abord, nous avons montré comment la technique proposée par
Baccelli et Makowski peut étre étendue au systéme d’attente M/G/1 avec
rappels. En utilisant 1’équation récursive du processus induit aux instants de
départ de ce systéme, nous avons construit une martingale a temps discret
arrétée au premier instant ot le systéme redevient vide. Par ailleurs, sous
la condition de stabilité et en utilisant cette martingale, nous obtenons le
nombre moyen de clients servis au cours d'une période d’activité. nous avons
aussi démontré 'instabilité de ce systéme au sens de divergence de la chaine
de Markov incluse.

Enfin, nous avons montré comment cette approche peut étre adaptée a
un systéme multiserveur non-markovien avec pertes ou a l'arrivée d’un client,
si I'un des serveurs est libre, le client sera pris en charge immédiatement,
dans le cas contraire, le client est perdu. nous avons utilisé la décomposi-
tion de Doob-Meyer des semi martingales pour obtenir une représentation
sous la forme d’une martingale du processus stochastiques et les équations
de la distribution du nombre de clients dans le systéme. D’abord, nous avons
considéré le probléme général ou les processus d’arrivées et de départs sont
des processus ponctuels, ensuite nous nous sommes intéressés aux cas ou le
processus ponctuel est un processus de Poisson homogéne et non-homogeéne.
Des exemples numériques sont donnés ot nous cherchons le nombre minimal
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de serveurs pour garantir une probabilité de perte (refus) inférieure a un seuil
a fixé.

Le domaine d’application de la méthode des martingales aux systémes
de files d’attente mérite d’étre élargi surtout aux systémes avec rappels. les
résultats obtenus dans cette thése, permettent d’envisager de nouvelles pers-
pectives de recherche & savoir :

- Une analyse par simulation statistique des trajectoires.

- Une Analyse d’un systéme multiserveur avec rappels et avec perte ou la
capacité de l'orbite est finie ou infinie.

- Une Analyse d’un systéme multiserveur avec rappels ou des temps des
rappels de distribution générale au lieu de distribution exponentielle généra-
lement utilisée dans la littérature .



Annexe A

Lois de Probabilités et Processus
Stochastiques

Dans cette section, nous présentons les définitions des lois de probabilités
et des processus stochastiques utilisés lors de cette thése.

A.1 Lois de probabilités

A.1.1 Loi géométrique

Soit une expérience aléatoire a deux issues : A (succés) et B (échec) avec
P(A) =pet P(B) =1—p=q. On répéte cette expérience, une infinité de
fois, de maniére indépendante et on note X le nombre d’épreuves nécessaires
pour obtenir le premier succes. La variable aléatoire X ainsi obtenue suit une
loi géométrique de paramétre p que l'on note G(p) :

P{X=n}=(010-p)"'p,n=0,1,.. (A.1)

La moyenne E(X) = % et la variance Var(X) = 1p;gp.

A.1.2 Loi de Poisson

Une variable aléatoire X prenant des valeurs discrétes et non-négatives
suit une loi de Poisson de paramétre A > 0 si sa fonction de distribution de

82
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probabilité est donnée par :
P{X =n} :e_)‘)\—', A>0,etn€N (A.2)
n!

La moyenne E(X) = X et la variance Var(X) = A.

A.1.3 Loi exponentielle

Une variable aléatoire X prenant des valeurs continues et non-négatives
suit une loi exponentielle de paramétre A > 0 que 'on note £(A) si sa fonction
de distribution de probabilité est donnée par :

fX(.Z’> = >\€_)\m1w20. (A3)

Moments et propriétés

a. La fonction de répartition est donnée par :

Fy(r) = P(X <2)=1—e 1,0 (A.4)

L

b. La moyenne E(X) = 1 et la variance Var(X) = 5.

En pratique, une v.a. de loi exponentielle représente une durée, typique-

ment le temps d’attente d’un événement ou une durée de vie. La propriété
importante des lois exponentielles est d’étre "sans mémoire".
Dans le cas particulier d’'un composant électronique dont la durée de vie se-
rait modélisée par une loi exponentielle, cela signifie que la probabilité pour
que le composant vive un temps t est la méme, qu’il soit neuf ou qu’il ait
déja vécu un temps s. Cette absence de mémoire est caractéristique des lois
exponentielles.

Théoréme A.l. Soit X une variable aléatoire exponentielle de parametre
A > 0. La variable aléatoire X n’a pas de mémoire :

P{X >s+t/X >s} = P{X >t} (A.5)

A.2 Processus Stochastiques

Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires { X (t) }rer.
'ensemble des temps T peut étre discret ou continu. X (¢) définit I’état du
processus a un instant donné t.
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A.2.1 Processus de comptage

Un processus stochastique N(t); t € R est un processus de comptage si
N(t) représente le nombre total d’événements qui se sont produits entre 0 et
t, il doit donc satisfaire

- N(t) >0,

— N(t) a des valeurs entiéres uniquement,

— pour s < t, N(t) — N(s) est le nombre d’événements qui ont eu lieu
entre s et t.

Un processus de comptage est un processus discret a temps continu.

A.2.2 Processus ponctuels

Un processus ponctuel sur R est décrit par une suite croissante de va-
riables aléatoires Ty < Ty < Ty, < .. T, < T,41..., qui vérifient en outre
T, — oo lorsque n — oco. En posant S,, = T,, — T,,_1, on peut interpréter :
ieme

e T, comme l'instant ou se produit le n évenement,

e S, comme le temps d’attente entre le (n — 1)*™¢ et le n**™¢ événement.

Définition A.2. Soit {7T},,n € N} un processus ponctuel. On appelle fonc-
tion aléatoire de comptage (notée f.a. de comptage) le processus { Ny, t > 0},
défini par :

Ny =sup{T, <t} = > lz,<p (A.6)

neN JEN*

Le processus V; représente le nombre d’événements qui se sont produits
jusqu’a l'instant ¢. On a clairement Ny = 0 et V&t € R*, N; < oo p.s. puisque
T,, — oo p.s. lorsque n — oo.

Une trajectoire type d’une f.a. de comptage est donnée par une fonction en
escalier. De plus, par définition, cette trajectoire est dite c.a.d.l.a.g. (continue
a droite, limite & gauche).

Notons enfin que la donnée de {N;, t € RT} est équivalente a celle de la
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suite {T},, n € N*}.
De plus, on a le lemme suivant :

Lemme A.3. Soit {T,,,n € N} un processus ponctuel de f.a. de comptage
{N, t > 0}. Alors on a :

{N; > n} ={T, <t}; {N,=n} ={T,, <t <Thu}; {Ns <n <N} =
{s<T,<t}

A.2.3 Processus de Poisson

On appelle processus de Poisson un processus de comptage vérifiant les
trois conditions suivantes :
e Le processus N(t) est homogéne dans le temps. Ceci signifie que la proba-
bilité d’avoir n événement dans un intervalle de longueur donnée 7 ne dépend
que de 7 et non pas de la position de I'intervalle dans I’axe temporel :

P{N(t+ 1) — N(t) =n} = P,(t), pour toust,7 >0etn=0,1,... (A.7)

e Le processus N(t) est accroissements indépendants et stationnaires. Ceci
signifie que, pour tout systéme d’intervalles disjoints, les nombres d’événe-
ments s’y produisant sont des variables aléatoires indépendantes.

e La probabilité que deux événements ou plus se produisent dans un inter-
valle infiniment petit A7, est négligeable par rapport a la probabilité qu’il
n’y ait qu’un seul événement. d’'une maniére plus précise, on écrit :

P,(AT) = O(AT), n > 2
P (A7) = AAT + O(AT)
Py(AT) =1—ANAT+ O(AT)
Le coefficient A\ est appelé intensité du processus de Poisson.
m(t) = E[N(t)] = A\t. D’ou A = @ Ceci montre que le paramétre \ désigne

le nombre moyen d’événements par unité de temps.

Var(t) = M.

Lien avec la loi de Poisson

Proposition A.4. Pour tout t > 0 la variable N(t) suit une loi de Poisson
de parametre \t :

P{N(t)=n}=P,(t) =e M X\ t>0, etneN
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L’apparition de la loi exponentielle

Lorsque I’on observe un processus de Poisson, il est naturel de s’intéresser
au temps d’attente entre les sauts ; on a alors le résultat fondamental suivant :
Proposition A.5. Si T, désigne Uinstant du n'*™¢ saut, alors les variables
T, —T,,_1 sont i.i.d de loi exponentielle de parameéetre A > 0.

Ce résultat justifie la place particuliere de la loi exponentielle dans [’étude
des modéles de durée. On en déduit que la loi de T, est la lot d’Erlang de
parameétres (n, \).

Remarque A.6. Le processus de Poisson est le processus stochastique le
plus utilisé dans la théorie des files d’attente. Il modélisera généralement le
processus d’arrivée des clients dans un systéeme. On parlera alors "d’arrivées
poissoniennes”.

Martingales associées au processus de Poisson

Proposition A.7. les processus My = Ny — At et M? — M\t sont des martin-
gales relativement a la filtration o(Ng, s < t).

Pour 60 > 0, le processus exp ( — 0N, + Mt(1 — 6_9)) est également une mar-
tingale relativement a la filtration o(Ng, s < t).

Démonstration. Pour le processusM;, on écrit que E [(Ny — Ng)| = A(t — s)
par la propriété d’accroissements indépendants; mais on a aussi

E [(N; — Ny)] = E4[Ny] — N;; en égalant les 2 formes de I'expression on
obtient, Fs[N;] — At = Ny — As, ce qui prouve le résultat. Le raisonnement
est analogue pour M? — At. O

Il découle aisément de cette proposition que lim;_, % = )\, dans L%. En
fait la convergence est méme presque sur.

A.2.4 Processus de Poisson non homogéne

La différence entre un processus de Poisson de base et un processus de
Poisson non homogeéne réside dans le fait que les accroissements ne sont
plus stationnaires. Cela est plus réaliste car, en général, le taux d’occurrence
d’événements dépend du temps. Par exemple, pour un commerce, le taux
d’entrée des clients varie au cours du temps. On imagine bien que pour un
restaurant, ce taux sera élevé entre 11h et 13h puis faible dans ’aprés-midi
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(voir nul si le restaurant ferme durant cette période) puis & nouveau élevé
entre 18h et 20h, aprés quoi il diminuera graduellement pour retomber a zéro.

Définition A.8. On définit alors un processus de Poisson non stationnaire
par le fait que 'intensité du processus est une fonction du temps, A(¢). On
obtient un processus qui n’est plus stationnaire, la loi de 1’accroissement
N(t + h) — N(t) est alors une loi de Poisson de paramétre ftHh AMu)du. Les
deux autres hypothéses (accroissements indépendants, 1 seule arrivée a la
fois) sont conservées.



Annexe B

Rappels : Espérance
conditionnelle et Théorémes de
Convergence de Lebesgue

Nous donnons dans cette section quelques définitions et propriétés qui
nous seront utiles dans cette thése.

B.1 Espérance conditionnelle

Définition B.1. Pour une variable aléatoire X de (€2, 3, P) et une sous-tribu
de S notée 3, l'espérance conditionnelle de X sachant §, notée E[X | f],
représente 'unique variable aléatoire S—mesurable telle que

/BE[XW]dP:/BXdP (B.1)

pour tout élément B de 8. L’espérance conditionnelle est également caracté-
risée par le fait que pour toute variable aléatoire Y bornée et S—mesurable,

E[XY] = E|[E[X | A]Y].

Les propositions suivantes résument les propriétés élémentaires de 1’espé-
rance conditionnelle.

88
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B.1.1 Propriétés de I’espérance conditionnelle analogues
a celles de ’espérance

Proposition B.2. Soit X une variable aléatoire dans L'(2, S, P). On note
B une sous-tribu de 3.
a) Pour tous réels a et b et toute variable aléatoire réelle X intégrable,

ElaX +b|f] = aE[X|B] + b;
et pour toutes variables aléatoires réelles X1, Xo intégrables
EXy + Xo|B] = E[X1|B] + E[X2|8].

b) Si X1 < Xy p.s. alors E[X4|f] < E[Xs|].
c) Si X et X, sont des variables aléatoires réelles dans L'(Q2, S, P) alors

X, - X = E[X,|5] — E[X|f].
d) Si X,, sont des variables aléatoires positives, alors

Elliminf X,|5] < liminf E[X,|f].

e) Si X, = X p.s. avec pour tout n, X,, < Z € LY, S, P), alors

lim B[X, 6] = B[X|3].

f) Soit f une fonction continue et conveze et X une variable aléatoire réelle
telle que X et f(X) sont intégrables, alors

f(E[X|8]) < E[f(X)|5];

en particulier
|E[X[5]] < E[|X]|5],

et par conséquent

E[lE[X18]] < E[X]).
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B.1.2 Propriétés spécifiques a I’espérance conditionnelle

Proposition B.3. a) Si X est intégrable alors E[X|(] Uest aussi et
E[E[X|f]] = E[X].

b) Si X est une variable aléatoire réelle -mesurable alors E[X|5] = X p.s.
en particulier E[1]5] = 1.

Done si 1 est une fonction mesurable telle que ¥(Y') est intégrable,

E[p(Y)]6] = ¢(Y).

¢) Soient X et Z deuz variables aléatoires réelles intégrables telles que X Z
soit aussi intégrable. Supposons Z [B-mesurable alors

E[XZ|p] = ZE[X|B] p-s.;

en particulier si ) est une fonction mesurable telle que (YY) et X(Y') soient
intégrables,
EX¢{)Y] = ¢(YV)E[X]Y].

d) Si By et By sont deux sous-tribus de S telles que 1 C Pa, alors
E[E[XWlHﬁz] = E[X|ﬁ1]

e) Soit 3 une sous-tribus de 3. Si X est une variable aléatoire dans L'(Q, '3, P),
telle que o(X) et B sont indépendantes, alors

E[X|8] = E[X];

en particulier st X et'Y sont deux variables aléatoires réelles indépendantes
telles que X € LY, 'S, P) alors

EX|Y] = E[X];

la réciproque de ce dernier point étant fausse.

Nota Bene Il faut noter qu’en général 'espérance conditionnelle
E[Y | X] est une variable aléatoire et non un nombre. On peut linterpréter
comme la valeur moyenne prise par Y lorsque 1'on connait X. Elle pourra
donc s’écrire comme une fonction de X.
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B.2 Théorémes de Convergence pour l'intégrale
de Lebesgue

Théoréme B.4. (de convergence monotone).
Soit (fn)nen une suite croissante de fonctions mesurables positives sur
(Q,, P), convergeant ponctuellement vers f. Alors f est mesurable et

lim fnd,u:/fdu.

Théoréme B.5. (de convergence dominée de Lebesgue).
Soit (fn)nen une suite de fonctions telles que | f,| < g ot g est intégrable
et f, converge simplement vers f. Alors f est intégrable et

lim fnd,u:/fdu.

Lemme B.6. (Inégalité de Lenglart-Rebolledo)).

Soient X et Y deux processus F-adapté avec trajectoire dans D (espace
des fonctions caadlag).. Supposons que Y est croissante et que pour tout T
temps d’arrét fini on o E[X(T)] < E[Y(T)]. SiY est prévisible, alors Pour
tout T' temps d’arrét fini et pour tout €,n > 0,

P(sup | X, |> ) < 2+ P(Y(T) = ). (B.2)

s>T

Démonstration. Voir [54]. O
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