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RESUME 

 

    Dans cette thèse, nous nous intéressons principalement à l'étude du concept du noyau dans 

les graphes orientés et nous étudions la j-indépendance et la p-domination dans un graphe non 

orienté. 

    Le concept des noyaux a été introduit par Von Neumann et Morgenstern en 1944, comme 

une généralisation du concept de solutions pour les jeux coopératifs. 

    Etant donné un graphe orienté D= (V, A), un sous-ensemble N ⊆ V est un noyau, s'il est 

indépendant (ses sommets sont non adjacents deux à deux) et absorbant (tout sommet qui 

n'appartient pas à N a au moins un successeur dans cet ensemble). 

    Nous commençons par étudier le problème de la caractérisation des graphes non orientés 

contenant un sous-ensemble qui est à la fois j-indépendant et p-dominant pour deux entiers 

positifs p, j ≤ Δ. Dans un graphe non orienté G= (V, E), un ensemble j-indépendant est un 

sous-ensemble S de V tel que le degré maximum dans le sous-graphe induit par les sommets 

de S est au plus j-1, et il est p-dominant si pour tout sommet v ∈ V\S, |N(v)∩S| ≥ p. Nous 

caractérisons les arbres T satisfaisant γp(T)=βj(T)   (γp(T) est le cardinal minimum d'un 

ensemble p-dominant de T, βj(T) est Le cardinal maximum d'un ensemble j-indépendant de T) 

pour p, j deux entiers positifs tels que 1 ≤  j < p ≤ Δ. 

     

     Ensuite, nous présentons un nouveau concept "(k,l)-plus-noyau dans les graphes orientés", 

pour lequel des résultats classiques sur les noyaux dans les graphes orientés sont généralisés. 

Nous proposons une généralisation de la fonction de Grundy et nous donnons une condition 

nécessaire et suffisante pour qu'un digraphe ait un noyau. 

 



ABSTRACT 

 

     

    In this thesis, we are mainly interested in studying the concept of kernels in directed graphs 

and we study j-independence and p-domination in undirected graph. 

    The concept of kernels was introduced by Von Neumann and Morgenstern in 1944, as a 

generalization of the concept of solutions for cooperative games. 

    Given a directed graph D= (V, A), a subset N⊆V is a kernel, if it is independent (its vertices 

are not adjacent two by two) and absobant (any vertex that does not belong to N has at least one 

successor in this set). 

    We begin by studying the problem of characterizing of undirected graphs containing a subset 

that is both j-independent and p-dominant for two positive integers p, j ≤ Δ. In an undirected 

graph G=(V,E), a j-independent set is a subset S of V such that the maximum degree in the 

subgraph induced by the vertices of S is at most j-1, and a subset S of V is a p-dominant set of 

G if for every vertex v ∈ V-S, |N(v)∩S| ≥ p. We characterize  trees  T satisfasing γp(T)= βj(T),  

where γp(T) is the minimum cardinality of p-dominant du T , βj(T) is the maximum cardinal of 

a j-independent set of T, for p, j two positive integers such that 1 ≤ j < p ≤  Δ. 

    Then, we present a new concept " (k,l)-out-kernel in directed graphs " for which classical 

results on kernels in directed graphs are generalized. We propose a generalization of the Grundy 

function and we give a necessary and sufficient condition for a directed graphs to have a kernel. 

    . 

 



 ملخص

 

 

الاستقلالية -j  ىبالإضافة ال مفهوم النواة في الرسوم البيانية الموجهة دراسة علىينصب اهتمامنا في هذه الاطروحة أساسا       
 رسم بياني غير الموجه. ة فيهيمنال p-و

 التعاونية. الألعابب  الخاص كتعميم لمفهوم الحل ، 1944تم تقديم مفهوم النواة من قبل فون نومان ومورجنسترن في عام       

هي نواة اذا كانت مستقلة ) رؤوسها ليست متجاورة  N ⊆ Vالمجموعة الجزئية  ،هرسم بياني موج D= (V, A)ليكن        
 لديه على الأقل خليفة واحد في هذه المجموعة(. N  )كل راس لا ينتمي الياصة و م مثنى مثنى(

- p مستقلة و- jالتي تحتوي على مجموعة جزئية  غير الموجهة بدراسة مشكلة تحديد خصائص الرسوم البيانيةنبدأ        
مستقلة - jالمجموعة  ،  G=(V, E). في الرسم البياني غير الموجه p, j ≤ Δ طبيعيينمهيمنة في ان واحد من اجل عددين 

هي على الأكثر  Sبحيث تكون أقصى درجة في المخطط الجزئي الناجم عن  رؤوس  Vمن  Sهي عبارة عن مجموعة جزئية 
j-1   و المجموعة الجزئيةS   منV   هي مجموعة-p مهيمنة منG رأس كل اذا كان من أجل  v ∈ V-S  لدينا|N(v)∩S| 

p≥  نحدد خصائص الشجرة .T  التي تحقق(T)jβ(T)=pγ  ((T)pγ ة موعهو الأصلي الأدنى لمجp- مهيمنة منT ،(T)jβ 
 .j< p ≤ Δ  ≥ 1ثيبح p,jطبيعيين ( من اجل عددين Tمستقلة من - jلمجموعة  قصىهو الأصلي الأ

 واةتعميم النتائج الكلاسيكية على النفي الرسوم البيانية الموجهة ، حيث يتم نواة " -زائد-(k,lنقدم مفهومًا جديداً " ) ذلك،بعد    
 .حتى يكون لبيان موجه نواة وكافيًا لازما شرطًا ونعطي رانديغ دالةلل تعميم نقترح في الرسوم البيانية الموجهة.
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INTRODUCTION

La théorie des graphes est une branche des mathématiques discrètes, consistant en

l�étude des objets nommés graphes, elle permet de modéliser et résoudre des problèmes

d�une manière simple.

Le mot graphe a été introduit par le mathématicien anglais James Joseph Sylvester

(1814-1897) en 1878. Un graphe est un ensemble de points appelés sommets éventuellement

reliés par des lignes ou des �èches appelés arêtes ou arcs respectivement.

L�histoire de la théorie des graphes, débute avec la communication du mathématicien

suisse Léonhard Euler (1707 � 1783) dans laquelle il proposait une solution au célèbre

problème des ponts de Königsberg (ce problème consistait, à partir d�un quartier quel-

conque de la ville, à traverser chacun des ponts une fois et une seule et à revenir à son

point de départ). Euler représenta cette situation à l�aide d�un dessin (graphe) où les

sommets représentent les terres et les arêtes représentent les ponts et il démontra que ce

problème n�a pas de solution.

La théorie des graphes constitue aujourd�hui un corpus de connaissance trés important,

elle trouve ses applications dans d�autres domaines de mathématiques et en informatique,

et elle s�est développée dans diverses disciplines telles que la chimie (modélisation des

structures), la biologie (génome), les sciences sociales (modélisation des relations entre les

populations) et les applications industrielles (problème du voyageur de commerce).

La domination et d�autres concepts liés aux graphes non orientés sont bien étudiés,

les analogues respectifs dans les graphes orientés n�ont pas reçu beaucoup d�attention des

chercheurs.

Nous nous sommes intéressés dans cette thèse à l�étude du concept de noyaux dans les

graphes orientés.

Le concept de noyaux a été introduit par Von Neumann et Morgenstern [5], comme

une généralisation de leur concept de solutions pour les jeux coopératifs. Ils ont aussi

prouvé que tout digraphe sans circuits a un noyau unique.

Un noyau est un sous-ensemble de sommets indépendant (ses sommets sont non adja-

cents deux à deux) et absobant (tout sommet hors de cet ensemble est l�origine d�au moins
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un arc ayant son extrémité terminale dans ce dernier).

Le problème principal sur les noyaux est : quelles propriétés structurelles d�un digraphe

impliquent l�existence d�un noyau? Ce concept a trouvé des applications par exemple dans

des jeux coopératifs à n personnes, dans des jeux de type Nim [1], dans la logique [2], ...etc

L�existence d�un noyau est un problème di¢cile : En e¤et Chvatal a montré que décider

si un digraphe possède un noyau est un problème NP -complet.

Dans la littérature nous connaissons deux principales généralisations du concept du

noyau dans les graphes orientés:

Le premier concerne les noyaux par des chemins monochromatiques. Dans un graphe

orienté D dont les arcs sont colorés avec m couleurs, un ensemble N � V (D) est dit noyau

par des chemins monochromatiques si pour chaque paire de sommets distincts fu; vg 2 N2

il n�existe pas de chemin monochromatique (un chemin dont les arcs sont colorés avec la

même couleur) entre eux et pour tout sommet x 2 V (D) nN il y a un chemin monochro-

matique de x vers un sommet y 2 N: Le concept de noyau par chemins monochromatiques

généralise le concept de noyau, comme chaque noyau par des chemins monochromatiques

dans un digraphe D où tous les arcs colorés di¤éremment est un noyau de D. Ce concept

a été étudié par plusieurs auteurs Sands, Sauer et Woodrow [22], Shen Minggang [23] et

Galeana-Sanchez [26, 27, 28].

Le second est celui des (k; l)-noyaux ( k � 2, l � 1) dans un graphe orienté, introduit

par M. Kwásnik [32]. Un (k; l)-noyau N d�un graphe orienté D est k-stable (si u; v 2 N;

u 6= v, alors d(u; v) � k) et l-absorbant (si u 2 V (D) n N alors il existe v 2 N tel

que d(u; v) � l). Un k-noyau est un (k; k � 1)-noyau. Selon cette dé�nition, un noyau

est un 2-noyau. Le problème d�existence de (k; l)-noyau dans un graphe orienté donné

a été étudié par plusieurs auteurs notamment par M. Kwasnik [33], Galeana-Sanchez et

Hernandez-Cruz [34] Szumny, A. W÷och et I. W÷och [35] et d�autres.

Le concept de domination dans les graphes non orientés est naturellement transféré à

la domination extérieure dans les graphes orientés. Pour un graphe orienté D = (V;A)

et k; l deux entiers positifs, un sous-ensemble S des sommets de D est dit k-indépendant

si le degré extérieur maximum du sous-graphe induit S est inférieur ou égal à k � 1; i.e.,

�+ (S) � k � 1. Un sous-ensemble S des sommets d�un graphe orienté D est dit l-plus-
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dominant si chaque sommet de V n S a au moins l successeurs dans S; i.e.
��N+

S (u)
�� � l;

8u 2 V n S.

Dans cette thèse, nous donnerons une nouvelle généralisation du noyau: le concept de

(k; l)-plus-noyau, notre dé�nition utilise le degré extérieur des sommets, les concepts de

k-indépendant et l-plus-dominant dans des graphes orientés. Un sous-ensemble N est un

(k; l)-plus-noyau d�un graphe orientéD si et seulement siN est un ensemble k-indépendant

et l-plus-dominant de D.

Ce document comporte trois chapitres:

Dans le premier chapitre nous introduirons les principales notions de la théorie des

graphes ainsi que les notations utilisées dans ce manuscrit, et nous donnerons un aperçu

sur la complexité algorithmique dans les graphes.

Dans le deuxième chapitre nous présenterons un état de l�art sur les noyaux dans les

graphes orientés, les noyaux par chemins monochromatiques dans les graphes orientés

m-colorés et les (k; l)-noyaux dans les graphes orientés, en citant les principaux résultats.

Le troisième chapitre sera consacré à notre contribution. Nous généraliserons le résultat

de Blidia et al. [46] en caractérisant les arbres T satisfaisant 
p(T ) = �j(T ) pour p; j deux

entiers positifs tels que 1 � j < p � �: Ensuite, nous exposerons le concept de � (k; l)-

plus-noyaux dans les graphes orientés � où nous généraliserons quelques résulats classiques

sur les noyaux dans les graphes orientés.

Nous terminerons ce mémoire par une conclusion générale et nous proposerons comme

perspective quelques axes de recherches futures.
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CHAPITRE 1

Notions générales sur les graphes orientés

Nous introduisons dans la première partie les notions et les notations usuelles de la théorie

des graphes qui seront utilisées tout au long de cette thèse, nous présentons la plupart

des classes de graphes orientés que nous considérerons dans la suite et nous rappelons

brièvement la notion du noyau dans les graphes orientés. Ces notations peuvent être

retrouvées dans [4]. D�autres notions seront introduites dans les prochains chapitres.

Dans la deuxième partie, nous présentons la plupart des classes de graphes orientés que

nous considérerons dans la suite et nous rappelons brièvement la notion du noyau dans

les graphes orientés. Dans la dernière partie, nous donnons un aperçu sur la compléxité

algorithmique en dé�nissant certaines notions élémentaires.

1.1 Dé�nitions et notations

1.1.1 Graphe orienté

Un graphe orienté D est dé�ni par la donnée d�un couple (V (D) ; A (D)) (ou simplement

(V;A)) , où V (D) est un ensemble �ni non vide dont les éléments sont appelés sommets

et A (D) un ensemble des paires ordonnées (x; y) avec x; y 2 V (D) dont les éléments sont

appelés arcs. Le cardinal de V noté n est appelé l�ordre de D.

Une boucle est un arc reliant un sommet avec lui même. Un ensemble d�arcs joignant

deux sommets x et y dans le même sens est appelé arc multiple.

Dans ce qui suit nous considérons les graphes orientés sans boucles et sans arcs mul-

tiples. On appellera un digraphe un graphe orienté, emprunté au mot anglais directed

graph.
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Figure 1:1: Exemple d�un digraphe D

Si (x; y) est un arc d�un digraphe D, alors on dit que y absorbe x et que x domine y;

et y est un successeur de x et x est un prédecesseur de y:

L�ensemble des successeurs d�un sommet x est noté par N+
D (x)

N+
D (x) = fy 2 V j xy 2 Ag et N

+
D [x] = N

+
D (x) [ fxg :

L�ensemble des prédecesseurs d�un sommet x est noté par N�
D (x)

N�
D (x) = fy 2 V j yx 2 Ag et N

�
D [x] = N

�
D (x) [ fxg :

Le degré extérieur d�un sommet x est d+D(x) =
��N+

D (x)
�� et le degré intérieur d�un

sommet x est d�D(x) =
��N�

D (x)
�� :

On note par �+(D) et ��(D) le degré extérieur maximum et le degré intérieur max-

imum dans D respectivement, et �+(D) et ��(D) le degré extérieur minimum et le degré

intérieur minimum dans D respectivement.

1.1.2 Sous-digraphe

Soit D = (V;A) et D
0

= (V
0

; A0) deux digraphes.

On dit que D
0

est un sous-digraphe de D si V
0

� V et A0 � A: Si de plus

A0 =
�
xy 2 A j x; y 2 V

0
	
alors D

0

est dit sous-digraphe induit de D:
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Figure 1:2: Exemple d�un sous-digraphe induit

Le digraphe D a pour ensemble des sommets S = fx1; x2; x3; x4;x5;x6g et le digraphe

H est un sous-digraphe de D induit par S
0

= fx1; x2; x3;x4; x5g :

Il est à noter que pour tout S � V; le sous-digraphe de D induit par S; noté par D[S]

est l�unique sous-digraphe induit de D avec l�ensemble des sommets est S:

N+
D (S) =

S

u2S

N+
D (u) et N

+
D [S] = N

+
D (S) [ S

N�
D (S) =

S

u2S

N�
D (u) et N

�
D [S] = N

�
D (S) [ S

On note �+ (D[S]), �� (D[S]) ; �+ (D[S]) et �� (D[S]) par �+ (S), �� (S) ; �+ (S) et

�� (S) ; respectivement. Le degré maximum (�+ (S) + �� (S)) (resp. le degré minimum

(�+ (S) + �� (S))) de D[S] est noté par �(S) (resp. �(S)). Le nombre des sommets dans

N+
S (x) = N

+
D (x) \ S, noté par d

+
S (x) =

��N+
S (x)

�� est le degré extérieur de x dans S, et le

nombre des sommets dans N�
S (x) = N

�
D (x) \ S, noté par d

�
S (x) =

��N�
S (x)

��, est le degré

intérieur de x dans S.

1.1.3 Chemins, Circuits

Un chemin P de longueur k est un digraphe dont l�ensemble des sommets est fx0; x1; :::; xkg

et l�ensemble des arcs est fx0x1; x1x2; :::; xk�1xkg, tel que tous les sommets et les arcs

indiqués sont distincts.
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Nous appellerons un tel chemin un x0xk-chemin, noté par x0x1:::xk�1xk:

Un circuit C de longueur k est un digraphe dont l�ensemble des sommets est fx1; :::; xkg

et l�ensemble des arcs est fx1x2; x2x3; :::; xk�1xk; xkx1g, tel que tous les sommets et les arcs

indiqués sont distincts. On notera un tel circuit par x1:::xk�1xkx1:Un circuit est dit impair

(respectivement, pair) si k est impair (respectivement, pair).

On appelle la distance entre x et y dans un digraphe D; noté par dD(x; y) la longueur

du plus court chemin reliant ces deux sommets: S�il n�existe pas un chemin de x à y dans

D on prendra dD(x; y) = +1:

L�excentricité d�un sommet est sa distance maximale à tous les autres sommets.

Un digraphe D est fortement connexe si pour tous deux sommets x et y il existe un

xy-chemin et un yx-chemin. Une composante fortement connexe d�un digraphe D est un

sous-digraphe fortement connexe maximal. La condensation SC(D) d�un digraphe D est

obtenue en contractant chaque composante fortement connexe C en un seul sommet v(C);

et il existe un arc d�un sommet v(C) à un sommet v(C 0) dans SC(D) s�il existe un arc

d�un sommet de C à un sommet de C 0: Il est clair que SC(D) est un digraphe acyclique (

un digraphe sans circuits). Une composante fortement connexe terminale d�un digraphe

D est une composante fortement connexe CT de D telle que d+
SC(D)(v(CT )) = 0; Une

composante fortement connexe initiale d�un digraphe D est une composante fortement

connexe CI de D telle que d�
SC(D)(v(CI)) = 0:

Figure 1:3: Exemple sur la forte connexité
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Le digraphe D1 est fortement connexe, tandis que D2 ne l�est pas et contient quatre

composantes fortement connexes: les sous-digraphes d�ordre 1: fx1g, fx2g, fx3g ou fx4g :

1.1.4 Quelques classes de digraphes

Soit D = (V;A) un digraphe, un arc xy 2 A est dit symétrique ( resp. asymétrique) si

yx 2 A ( resp. yx =2 A). La partie asymétrique de D; Asym(D) est un sous-digraphe de

D tel que V (Asym(D)) = V (D) et A(Asym(D)) = fxy 2 A j xy est asymétriqueg:

Un digraphe D = (V;A) est dit symétrique si A(Asym(D)) = ?:

Un digraphe D = (V;A) est dit transitif si 8 x; y; z 2 V; xy 2 A; yz 2 A alors xz 2 A.

Un digraphe D = (V;A) est dit complet si 8 x; y 2 V , xy =2 A alors yx 2 A:

Une clique est un digraphe symétrique complet.

Un tournoi est un digraphe asymétrique complet.

Un digraphe biparti est un digraphe dont les sommets peuvent être partitionnés en

deux classes X et Y telles que les sommets dans la même classe ne sont pas adjacents.

Nous désignons le digraphe biparti par BD = (X; Y;A):

1.1.5 Noyaux dans les digraphes

Soit D = (V;A) un digraphe. Un ensemble S � V est indépendant si A(D[S]) = ?;

(i:e:;�+ (S) = 0). Un noyau N de D est un ensemble de sommets indépendant tel que

tout sommet z 2 V (D) n N est absorbé par au moins un sommet de N . Un digraphe D

est dit un digraphe noyau-parfait si tout sous-digraphe induit de D a un noyau.

Nous dirons qu�un digraphe D est m�coloré si ses arcs sont colorés avec m couleurs.

Un sous-digraphe H de D est monochromatique si tous ses arcs sont colorés par une même

couleur.

Un ensemble N � V est dit un noyau par chemins monochromatiques d�un digraphe

m�coloré D = (V;A), si pour chaque paire de sommets distincts u; v 2 N il n�existe

pas un chemin monochromatique entre eux (ce qui signi�e que N est indépendant par

chemins monochromatiques) et pour tout sommet x 2 V n N il existe un chemin mono-

chromatique de x à un sommet y 2 N (ce qui signi�e que N est absorbant par chemins
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monochromatiques).

Soient k; l deux entiers tels que k � 2 et l � 1: Un ensemble N � V est dit un

(k; l)-noyau de D s�il est k-stable (si u; v 2 N; u 6= v, alors d(u; v) � k) et l-absorbant (si

u 2 V (D) nN alors il existe v 2 N tel que d(u; v) � l).

1.2 Complexité des algorithmes

Dans cette section, nous donnerons un aperçu sur la complexité algorithmique en intro-

duisant quelques éléments de base.

Les problèmes de graphes se rattachent à la grande classe des problèmes d�optimisation

combinatoire.

Un problème d�optimisation combinatoire consiste à trouver à l�aide d�un algorithme

e¢cace (ce concept est formalisé ci-dessous) une meilleure solution parmi un ensemble �ni

(de cardinalité trés grande) de solutions admissibles.

Un algorithme est une suite �nie d�opérations élémentaires permettant de résoudre

un problème donné. L�exécution des instructions de l�algorithme transforme les données

initiales (entrées) en résultats (sorties). Le mot " algorithme " vient du nom du mathé-

maticien perse Al-Khawarizmi (783�850). Il était un membre d�une académie des sciences

à Bagdad, c�est lui qui a écrit le premier traité algorithmique pour résoudre les équations

linéaires et quadratiques.

On appelle algorithme déterministe un algorithme dont les résultats qu�il produise

peuvent être déduits des spéci�cations de l�algorithme lui-même. Deux exécutions d�un

algorithme déterministe sur des entrées identiques donneront les mêmes sorties.

Un algorithme non déterministe est un algorithme composé des instructions de choix,

si le bon choix est e¤ectué, le temps de calcul est polynômial, par contre si on énumère tous

les choix possibles, l�algoritme non déterministe se transforme en un algoritme déterministe

nécessitant un temps de calcul exponentiel.

Pour évaluer et classer les divers algorithmes disponibles pour un problème de graphe,

il faut une sorte de mesure de performance, appelée complexité d�un algorithme. La théorie

de la complexité vise à fournir un cadre formel pour un certain nombre de domaine de
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recherche, et en particulier pour l�optimisation combinatoire

La complexité d�un algorithme fait correspondre pour une taille donnée le nombre

d�instructions maximum qui lui est nécessaire pour résoudre une instance quelconque dans

cette taille.

Un algorithme est dit e¢cace ou polynômial si le nombre d�opérations élémentaires

T (n), nécessaire pour résoudre un problème de taille n, est borné par un polynôme en n,

c�est-à-dire, si T (n) � c:nk (c et k étant des constantes), on dit que T (n) est O(nk); ou

encore un tel algorithme a une complexité de O(nk) (O est la notation de Landau).

Un problème de décision est un problème posé sous forme d�une question, dont la

réponse est soit " oui ", soit " non ". Par exemple, " Etant donné un graphe G, existe-il

un cycle hamiltonien (un cycle qui passe par tous les sommets de G une seule fois)? "

Un des objectifs de la complexité algorithmique est de classer chaque problème de

décision suivant son degré de di¢culté de résolution, c�est-à-dire selon la complexité du

meilleur algorithme permettant de résoudre ce problème.

La classe P : est la classe des problèmes de désicion, (dits faciles) pouvant être résolus

en un temps polynômial. Plusieurs problèmes de graphes appartiennent à P, tels : la

connexité, le couplage parfait, le plus court chemin, le �ot maximum, l�arbre de poids

minimum... etc

La classe NP (problèmes Non déterministes Polynomiaux) regroupe tous les problèmes

de décision que l�on peut résoudre à l�aide d�un algorithme non déterministe de complexité

polynômiale. Cette classe contient les problèmes classiques de la théorie des graphes par

exemple: l�indépendance, la coloration, la domination ... etc

La classe NP contient l�ensemble des problèmes où, étant donnée une instance de ce

problème, il est possible de déterminer en temps polynômial si celle-ci est une solution pour

le problème, il est alors évident que P � NP car un algorithme polynômial est également

un certi�cat. Une des grandes questions ouvertes à ce jour est: est-ce que P = NP ? En

d�autres termes, s�il est toujours facile de véri�er une solution, est-il aussi facile de trouver

une solution? Pour la plupart des problèmes de la classe NP , on ne sait pas dire s�ils

peuvent ou ne peuvent pas être résolus par un algorithme polynômial.

Plusieurs classes de compléxité sont dé�nies à l�aide de réductions, la plus utilisée est
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la réduction polynômiale.

On dit que P1 se réduit en temps polynomial à P2 s�il existe un algorithme pour P1

qui fait appel comme un sous programme, à un algorithme de résolution de P2 et si cet

algorithme de résolution de P1 est polynômial lorsque la résolution de P2 est comptabilisée

comme une opération élémentaire.

Un problème de la classe NP est dit NP -complet, si tout problème dans NP peut

lui être réduit en temps polynômial. En d�autres termes, s�il existait un algorithme

polynômial permettant de résoudre un problème NP -complet, alors il existerait un algo-

rithme polynômial pour tous les problèmes de la classe NP , et on aurait l�égalité P = NP .

Un problème d�optimisation est dit NP -di¢cile ( NP -dur) si le problème de décision

associé est NP�complet. Les problèmes NP�di¢ciles sont au moins aussi di¢ciles que

les probèmes NP�complets.
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CHAPITRE 2

Etat de l�art sur le noyau dans les graphes

orientés

En 1944, Von Neumann et Morgenstern [5] ont introduit pour la première fois le concept de

noyau dans les graphes orientés comme solutions d�un jeu. Ce concept a attiré beaucoup

d�attention parce que certains problèmes peuvent être modélisés par l�utilisation de noyaux

dans les digraphes, en e¤et plusieurs travaux ont été réalisés, notamment par H. Meyniel, P.

Duchet, C. Berge, H. Galeana-Sánchez et autres. Le concept du noyau dans les digraphes

a connu deux principales généralisations : noyau par des chemins monochromatiques et

(k; l)�noyau.

Ce chapitre est consacré à l�étude théorique sur le noyau dans les digraphes, nous

donnerons des dé�nitions et certaines propriétés de chaque concept de noyau et également

quelques résultats connus sur ces trois concepts.

2.1 Noyaux dans les graphes orientés

2.1.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 2.1. Un noyau N d�un digraphe D = (V;A) est un sous-ensemble de sommets

indépendant (A (D [N ]) = �) tel que tout sommet z 2 V (D)�N est absorbé par au moins

un sommet de N:
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Figure 2:1: Les digraphes C3 et C4

La �gure 2:1 montre qu�il existe des digraphes sans noyaux, ainsi que des digraphes à

plusieurs noyaux par exemple C3 est sans noyau et C4 possède deux noyaux fx2; x4g et

fx1; x3g.

Figure 2:2: Un digraphe avec un unique noyau

L�unique noyau du digraphe de la �gure 2:2 est fx4; x5g :

Dé�nition 2.2. Un digraphe D = (V;A) est dit noyau-parfait si tout sous-digraphe induit

de D a un noyau.

Proposition 2.3. [4] Si N est un noyau d�un digraphe D, alors N est un indépendant

maximal et un absorbant minimal (par rapport à l�inclusion).

En e¤et si N est un noyau du digraphe D et a =2 N alors fag [ N ne peut pas être

un ensemble indépendant car a est absorbé par N; donc N est un indépendant maximal.
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Si b 2 N; alors N n fbg ne peut pas être un ensemble absorbant car il n�absorbe pas b,

donc N est absorbant minimal.

Théorème 2.4. [4] Une condition nécessaire et su¢sante pour qu�un ensemble S � V (D)

soit un noyau d�un digraphe D = (V;A) est que sa fonction caractéristique 'S véri�e

8x 2 V; 'S (x) = 1� max
y2N+(x)

'S (y) avec 'S (x) =

8
<

:
1 si x 2 S

0 si x =2 S

Si N+ (x) = �, on posera par convention max
y2N+(x)

'S (y) = 0

Dé�nition 2.5. Considérons un digraphe D = (V;A). Une fonction g : V ! N est dite

une fonction de Grundy si elle véri�e les deux propriétés suivantes:

1) g(x) = k > 0; entraîne que, pour tout j < k il existe un y 2 N+ (x) avec g (y) = j:

2) g(x) = k, entraîne que tout y 2 N (x) véri�e g (y) 6= k:

Ce concept a été dé�ni par P.M. Grundy en 1939 pour les digraphes acycliques comme

suit

8x 2 V; g (x) = min
�
N n

�
g (y) : y 2 N+ (x)

	�

En outre, Grundy a prouvé que chaque digraphe acyclique a une fonction de Grundy

unique. Cependant, il existe des digraphes sans fonction de Grundy, par exemple les

circuits impairs.

Une des propriétés les plus importantes d�une fonction de Grundy est que si D a une

fonction de Grundy g; alors D a un noyau.

Proposition 2.6. [4] Si D admet une fonction de Grundy g; alors D a un noyau.

En e¤et l�ensemble S = fx 2 V= g(x) = 0g est un noyau de D:

Mais la réciproque n�est pas vraie, comme le montre la �gure 2:3
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Figure 2:3 : Un digraphe qui admet un noyau mais qui n�a pas une fonction de Grundy

Théorème 2.7. [4] Si D est un digraphe noyau-parfait alors D admet une fonction de

Grundy.

Dans [9] P. Duchet et H. Meyniel ont introduit le concept de noyau-imparfait critique

dans les digraphes.

Dé�nition 2.8. Un digraphe D est noyau-imparfait critique si D n�a pas de noyau mais

chaque sous-digraphe induit propre de D en possède au moins un.

Théorème 2.9. [9] Si D est un digraphe ne possédant pas un noyau, alors, il existe un

sous-digraphe induit de D qui est un digraphe noyau-imparfait critique.

Dé�nition 2.10. Un quasi-noyau S de D est un ensemble de sommets indépendant tel

que pour tout y 2 V (D)�S; il existe un x 2 S; la distance entre x et y dans D est soit

un soit deux .

Théorème 2.11. [13] Chaque graphe orienté a un quasi-noyau.

2.1.2 Sous-classes des digraphes noyau-parfaits

Les théorèmes suivants sont appelés les résultats classiques sur l�existence de noyaux dans

les digraphes.
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Théorème 2.12. [4] Si D est un digraphe transitif, alors D a un noyau. De plus, chaque

noyau est obtenu en choisissant un seul sommet de chaque composante fortement con-

nexe terminale. Ainsi, tous les noyaux de D ont la même cardinalité et chaque ensemble

absorbant minimal est un noyau.

Théorème 2.13. [4] Si D = (V;A) est un digraphe symétrique alors D a un noyau.

En e¤et, N � V est un noyau si et seulement si N est un ensemble indépendant maximal.

En e¤et, si N est un indépendant maximal il est aussi un absorbant car tout arc est

symétrique et donc N est un noyau. Inversement, si N est un noyau, il est indépendant

maximal (sinon N ne serait pas absorbant).

Théorème 2.14. [5] Un digraphe sans circuits admet un noyau, ce noyau est unique.

Tout digraphe sans circuits admet un puits (un puits est un sommet qui est successeur

de tous ses voisins), et tout puits doit appartenir au noyau. La démonstration se fait par

induction sur le nombre n de sommets. si n = 1 l�unique sommet est un puits et donc

le seul élément du noyau. Supposons que l�hypothèse de récurrence est vraie pour n0<

n:Soit s un puits de digraphe D sans circuits et P (s) l�ensemble des prédecesseurs de s.

Par hypothèse de récurrence, le digraphe D privé du sommet s et de ceux de P (s) a un

noyau unique N . On en déduit que N [ fsg est l�unique noyau de D:

Théorème 2.15. [6] Un digraphe sans circuits impairs est noyau-parfait.

La preuve se fait par induction sur le nombre des sommets. On considère le digraphe

condensé du digraphe D = (V;A) sans circuits impairs. Toute composante fortement con-

nexe admet un noyau. On considère toutes les composantes fortement connexes terminales

Ci et leurs noyaux Si; i = 1; :::; k. Le sous-digraphe engendré par V n

�
k
[
i=1
(Ci [N

� (Si))

�

admet un noyau par hypothèse d�induction qu�on notera S. Le sous-ensemble S[

�
k
[
i=1
Si

�

est un noyau de digraphe D:
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Le corollaire suivant découle du théorème 2.7

Corollaire 2.16. Un digraphe symétrique admet une fonction de Grundy.

Un digraphe transitif admet une fonction de Grundy.

Un digraphe sans circuits admet une fonction de Grundy.

Un digraphe sans circuits impairs admet une fonction de Grundy.

Le problème de l�existence d�un noyau dans un digraphe donné a été étudié par plusieurs

auteurs en particulier M. Richardson, P. Duchet, H. Meyniel, M. Blidia, H. Galeana-

Sánchez et V. Neumann-Lara. P. Duchet et H. Meyniel ont donné des conditions su¢santes

pour qu�un digraphe ait un noyau.

Théorème 2.17. [10] Un digraphe tel que tout circuit impair possède deux arcs symétri-

ques est noyau-parfait.

Théorème 2.18. [10] Un digraphe tel que tout circuit a au moins un arc symétrique est

noyau-parfait.

Dé�nition 2.19. Une corde d�un circuit est un arc de digraphe mais non du circuit et

dont les extrémités sont des sommets du circuit:

Une corde (xi; xj) d�un circuit x0x1:::xk�1xkx0 est dite courte si j = i+ 2 ou i = k et

j = 1:

Théorème 2.20. [12] Un digraphe tel que tout circuit impair a deux cordes courtes croisées

(c�est à dire de la forme (vi; vi+2) et (vi+1; vi+3)) est noyau-parfait.

Dé�nition 2.21. Un pôle est l�extrémité terminale d�une corde.

Théorème 2.22. [11] Un digraphe tel que tout circuit impair possède deux pôles consé-

cutifs est noyau-parfait.

Dans [14] V. Neumann-Lara a montré qu�un digraphe biparti admet un noyau et M.

Blidia [15] a prouvé qu�un digraphe de parité est noyau-parfait.

Théorème 2.23. [14] Tout digraphe biparti admet un noyau.
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Dé�nition 2.24. Un digraphe est de parité si et seulement si pour tout couple de sommets

distincts, les chemins reliant ce couple de sommets ont la même parité.

Théorème 2.25. [15] Un digraphe de parité est noyau-parfait.

P. Duchet a posé la conjecture suivante dans [16]

Conjecture 2.26. Si D est un digraphe tel que tout circuit impair possède deux cordes

courtes, alors D est noyau-parfait.

Puis il a a¢rmé cette conjecture dans le cas où tout 3-circuit est symétrique, en donnant

le théorème suivant:

Théorème 2.27. [16] Un digraphe tel que tout 3-circuit est symétrique et tout circuit

impair possède deux cordes courtes est noyau-parfait.

Dans [17] nous avons donné une autre preuve de ce résultat en utilisant la méthode de

réorientation et une méthode constructive de noyau.

L�idée de la méthode de réorientation est qu�un digraphe D possède un noyau si et

seulement si il existe un choix d�orientation des arcs symétriques de D produisant un

digraphe partiel dans lequel on peut déterminer un noyau d�une manière simple.

La méthode constructive a permis de montrer beaucoup de résultats. Elle consiste à

construire un noyau dans un digraphe D véri�ant certaines conditions.

Pour celà, on a utilisé le lemme suivant pour montrer le Théorème 2.29

Lemme 2.28. [17] Si D est un digraphe tel que tout 3-circuit est symétrique alors il existe

une réorientation D
0

du digraphe D sans 3-circuit.

Théorème 2.29. [17] Si D est un digraphe tel que tout 3-circuit est symétrique, et tout

circuit impair de D possède deux cordes courtes, alors il existe une réorientation D
0

de D,

tel que D
0

est un digraphe antisymétrique dont chaque circuit impair possède deux cordes

courtes.

Puis nous avons utilisé une méthode constructive, pour montrer que le digraphe obtenu

par une réorientation de digraphe qui véri�e les conditions du théorème, est noyau-parfait.
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Théorème 2.30. [17] Un digraphe antisymétrique tel que tout circuit impair possède deux

cordes courtes est noyau-parfait.

Par ailleurs, nous avons a¢rmé la Conjecture 2.26 dans le cas où le graphe non orienté

associé au digraphe partiel formé seulement des arcs symétriques est de comparabilité.

Dé�nition 2.31. Un graphe simple est de comparabilité si ses arêtes peuvent être orientés

transitivement sans circuits.

Théorème 2.32. [17] Si D est un digraphe tel que tout circuit possède deux cordes courtes

et si le graphe non orienté associé au digraphe partiel SY (D) est un graphe de compara-

bilité, alors D est noyau-parfait.

2.1.3 Etude algorithmique de la recherche d�un noyau dans certaines classes

de digraphes noyau-parfaits

L�existence d�un noyau est un problème di¢cile : En e¤et Chvatal [18] a montré que

décider si un digraphe possède un noyau est un problème NP -complet. Fraenkel [19] a

montré qu�il reste NP -complet pour les digraphes planaires avec de petits degrés (Un

graphe est planaire s�il est possible de le représenter sur un plan sans que deux de ses arcs

ne se rencontrent en dehors de leurs extrémités).

Néanmoins, des algorithmes plynomiaux ont été proposé pour ce problème dans cer-

taines classes de digraphes noyau-parfaits.

Z. Zemir [20] a fourni un algorithme plynomial pour la recherche d�un noyau dans un

digraphe D = (V;A) sans circuits, de complexité O(jV j2) et un autre dans un digraphe

D = (V;A) sans circuits impairs de complexité O(jAj : jV j2): Dans le même manuscrit, un

algorithme en au plus (jV j4+jV j) opérations a été donné pour la recherche d�un noyau dans

un graphe triangulé (tout cycle de longueur > 3 admet une corde) muni d�une orientation

normale ( toute clique possède un puit).

M. Abbas, Y. Saoula [21] ont élaboré trois algorithmes plynomiaux pour la recherche

d�un noyau dans un graphe G = (V;E) muni d�une orientation: le premier est de com-

plexité O(jEj : jV j2) si G est un graphe de comparabilté (ses arêtes peuvent être orientés

transitivement et sans circuits) relativement à M-orientation (tout circuit de longueur trois
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possède deux arcs symétriques), le deuxième est aussi de complexité O(jEj : jV j2) pour un

graphe de permutation (si V = fv1; v2; :::; vng il existe une permutation P des entiers

1; 2; :::; n telle que vi est adjacent à vj dans G si et seulement si
P (i)�P (j)

i�j
< 0) muni d�une

orientation normale et le troisème dont la complexité O(jEj : jV j) lorsque G est un graphe

sans P4 (G ne possède pas un sous-graphe avec 4 sommets a; b; c; d et les arêtes ab; bc et

cd) muni d�une orientation normale.

2.2 Noyaux par chemins monochromatiques

dans un digraphe m-coloré

La notion de noyau par chemins monochromatiques dans un digraphe m-coloré est plus

générale que celle du noyau dans un digraphe.

2.2.1 Dé�nitions

Un digraphe D = (V;A) est dit m-coloré si ses arcs sont colorés avec m couleurs.

Un chemin dans un digraphe m-coloré est dit monochromatique si ses arcs ont la même

couleur.

Un circuit dans un digraphe m-coloré est dit quasi-monochromatique si tous ses arcs,

à l�exception d�au plus un, ont la même couleur.

Un noyau par chemins monochromatiques dans un digraphe m- coloré D = (V;A) est

un sous-ensemble N � V qui satisfait aux conditions suivantes:

1) 8x 2 N; il n�existe pas dans D un chemin monochromatique reliant x et y:

2) 8x 2 V nN; il existe dans D un chemin monochromatique de x vers un sommet

de N:

Dans [26] Galeana-Sánchez a établi une relation entre le concept de noyau et le concept

de noyau par chemins monochromatiques comme suit:

La fermeture par chemins monochromatiques d�un digraphe m-coloré D = (V;A) est

un digraphe m-coloré noté C(D) où l�ensemble des sommets V (C(D)) = V et l�ensemble
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des arcs

A (C(D)) = A
m
[
i=1

8
<

:
uv coloré avec la couleur i = il existe dans D; un chemin

monochromatique de couleur i reliant les sommets u et v

9
=

;

Notons que pour tout digraphe D;

1. C(C(D)) et C(D) sont ismorphes:

2. N est un noyau par chemins monochromatiques de D si et seulment si N

est un noyau de C(D):

Figure 2:4: Un digraphe D et sa fermeture par chemins monochromatiques

C (D)

La fermeture par chemins monochromatiques C (D) du digraphe D (voir �gure 2:4)

admet fx3; x5g comme noyau donc D admet fx3; x5g comme noyau par chemins mono-

chromatiques.

2.2.2 Quelques résultats

Pour m = 1 c�est à dire si un digraphe D dont les arcs sont colorés avec la même couleur

alors la fermeture par chemins monochromatiques C(D) est un digraphe transitif qui admet

un noyau donc D a un noyau par chemins monochromatiques.

L�étude de l�existence des noyaux par chemins monochromatiques dans les digraphes

m-coloré commence par le théorème de Sands, Sauer et Woodrow prouvé dans [22] en

étudiant le cas où m = 2, et en particuliers si le digraphe est un tournoi.
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Théorème 2.33. [22] Tout digraphe 2-coloré a un noyau par chemins monochromotiques.

Corollaire 2.34. [22] Si T est un tournoi dont les arcs sont colorés avec 2 couleurs alors

il existe un sommet v de T tel que pour tout sommet x autre que v de T; il existe un

chemin monochromotique de x vers v:

Dans le même article, les auteurs ont posé le problème suivant:

00 Soit T un tournoi 3-coloré tel que tout circuit de longueur 3 est quasi-monochrom-

atique, est-il vrai que T contient un sommet v tel que pour tout sommet x de T autre que

v; il existe un chemin monochromatique de x à v?00

Shen Minggan a étudié ce problème dans [23] et il a fourni le résultat suivant:

Théorème 2.35. [23] Si T est un tournoi m-coloré tel que tout circuit de longueur 3

est quasi-monochromatique et tout tournoi transitif d�ordre 3 est quasi-monochromatique,

alors T a un noyau par chemins monochromatiques.

Shen Minggan a montré aussi dans [23], que le digraphe G5 de la �gure 2:5; est un

tournoi 5-coloré tel que tout circuit de longueur 3 est quasi-monochromatique, mais il n�a

pas de noyau par chemins monochromatiques.

Figure 2:5: Le digraphe G5
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H. Galeana-Sánchez et R. Rojas-Monoroy ont montré dans [27], en utilisant le con-

tre exemple de la �gure 2:6; qu�un tournoi 4-coloré tel que tout 3-circuit est quasi-

monochromatique, mais pourtant il n�a pas de chemins monochromatiques.

Figure 2:6: Le tournoi G6

Dans [25], H. Galeana-Sánchez a donné une condition su¢sante pour qu�un tournoi

m-coloré admette un noyau par chemins monochromatiques.

Théorème 2.36. [25] Si T est un tournoi m-coloré tel que tout circuit de longueur 3 est

monochromatique, alors T admet un noyau par chemins monochromatiques

Théorème 2.37. [25] Si T un tournoi m-coloré tel que tout circuit de longueur au plus 4

est quasi-monochromatique, alors C (T ) est noyau-parfait et donc T admet un noyau par

chemins monochromatiques.

Dans un autre article, Galeana-Sánchez a montré en utilisant le Lemme 2.38, qu�un

digraphe obtenu à partir de la suppression d�un seul arc d�un tournoi et qui véri�e la

condition du Théorème 2.37 admet un noyau par chemins monochromatiques.

Lemme 2.38. [26] Soit D un digraphe m-coloré résultant de la suppression d�un seul arc

[x; y] d�un tournoi m-coloré Tn: Si tout sous-digraphe induit propre de D a un noyau par

chemins monochromatiques, alors au moins l�une des deux conditions suivantes est véri�ée

(i) D a un noyau par chemins monochromatiques
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(ii) Il existe un circuit 
 � Asym(C(D)) tel que fx; yg � V (
):

Théorème 2.39. [26] Soit D un digraphe m-coloré obtenu à partir de la suppression d�un

arc d�un tournoi Tn. Si tout circuit contenu dans D de longueur au plus 4 est quasi-

monochromatique alors D a un noyau par chemins monochromatiques.

Dans notre mémoire de Magister [29], nous avons donné une preuve du théorème de

Shen 2.35 en utilisant le théorème 2.18 et nous avons fourni un algorithme polynomial

pour la recherche d�un noyau par chemins monochromatiques dans un tournoi m-coloré,

de complexité O(n6) où n est l�ordre du tournoi .

Dans [30], H. Galeana-Sánchez a donné une approche di¤érente pour obtenir des con-

ditions su¢santes pour l�existence d�un noyau par des chemins monochromatiques dans un

digraphem�coloré, en introduisant le concept de digraphe de classe-couleur d�un digraphe

D m-coloré.

Dé�nition 2.40. Soit D un digraphe m-coloré. Le digraphe de classe -couleur de D noté

{C (D) est un digraphe dont les sommets sont les couleurs représentées dans les arcs de

D; et (i; j) 2 A
�
{C (D)

�
si et seulement si il existe deux arcs (u; v) et (v; w) dans D tels

que (u; v) a la couleur i et (v; w) a la couleur j:

A partir de la dé�nition de la fermeture et du digraphe de classe-couleur, il en résulte

que {C (D) peut avoir des boucles et {C (D) = {C (C (D)).

Le résultat principal de H. Galeana-Sánchez dans [30] est le suivant:

Théorème 2.41. [30] Soit D un digraphe m-couleur et {C (D) son digraphe de classe-

couleur. Si {C (D) est un digraphe biparti, alors D a un noyau par chemins monochroma-

tiques.

Dé�nition 2.42. [31] Soit D un digraphe m-coloré. Si B � f1; :::;mg (le symbole �

dénote un sous-ensemble propre), alors notons DB le sous-digraphe de D induit par les
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arcs dont les couleurs sont dans B: On dit que D est un digraphe quasi couleur-parfait si

pour tout B � V
�
{C (D)

�
on a C (DB ) est un digraphe noyau-parfait. Si D a un noyau

par des chemins monochromatiques et il est un digraphe quasi couleur-parfait, alors D est

dit un digraphe couleur-parfait.

Théorème 2.43. [31] Soit D un digraphe m-coloré et {C (D) son digraphe de classe

-couleur tel que {C (D) n�est pas fortement connexe. Si D est un digraphe quasi couleur-

parfait, alors D a un noyau par des chemins monochromatiques (et donc D est dit un

digraphe couleur-parfait).

2.3 (k,l)-Noyaux dans un digraphe

La deuxième généralisation du noyau, introduite par M. Kwásnik [32], est (k; l)-noyau

dans les digraphes. Elle utilise la distance entre deux sommets.

2.3.1 Dé�nitions

Soit D = (V;A) un digraphe. Soient k; l deux entiers naturels tels que k � 2 et l � 1: Un

ensemble N � V est dit un (k; l)-noyau de digraphe D si

1) 8x; x0 2 N; x 6= x0 on a dD (x; x
0) � k:

2) 8y 2 (V nN) ; 9x 2 N tel que dD (y; x) � l:

Un k�noyau est un (k; k � 1)-noyau.

Pour k = 2 et l = 1; un (k; l)-noyau est un noyau au sens de Berge[4] .

Pour k = 2 et l = 2; (k; l)-noyau est un quasi-noyau.

Un digraphe tel que tout sous-digraphe induit admet un (k; l)-noyau ( k � 2; l � 1)

est dit un (k; l)-noyau-parfait.
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Figure 2:7: Un digraphe qui admet deux

(k; l)-noyaux

Le digraphe de la �gure 2:7 admet fx2; x4; x6g comme un (2; 1)-noyau et fx2; x4g comme

un (3; 2)-noyau.

Figure 2:8: Un digraphe qui n�admet

pas de k-noyaux

Le (k; l)-noyau peut ne pas exister, en e¤et le digraphe de la �gure 2:8 n�admet pas un

3-noyau.

2.3.2 Quelques résultats

Une généralisation de la notion quasi-noyau.

Théorème 2.44. [36] Tout digraphe a un (k; 2k � 2)-noyau.
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Un (k; l)-noyau d�un digraphe D est aussi un (k; l0)-noyau pour tout l0 � l:

Corollaire 2.45. [36] Tout digraphe a un (k; l)-noyau pour l � 2k � 2:

Corollaire 2.46. [36] Tout digraphe possède un quasi-noyau.

Dé�nition 2.47. Soit D = (V;A) un digraphe. On appelle puissance p-i�eme de D le

digraphe, noté Dp; qui a le même ensemble que D: Deux sommets x et y sont reliés par

un arc (x; y) dans Dp s�il existe dans D un chemin de x à y de longueur � p:

Théorème 2.48. [37] Si N est un (k; l)-noyau d�un digraphe D; pour k � 3 et l � k� 1;

alors N est un (2; 1)-noyau de Dk�1:

Théorème 2.49. [37] N est un (k; k � 1)-noyau d�un digraphe D si et seulement si N

est un (2; 2� i)-noyau de Dk�1; pour k � 3 et i = 0; 1:

Théorème 2.50. [38] Un digraphe sans circuits a un (k; k � 1)-noyau, pour k � 2:

Le théorème suivant est une généralisation du Théorème 2.17.

Théorème 2.51. [39] Soit un digraphe D tel que ASY(D) est fortement connexe. En

plus, on suppose que pour tout circuit C de longueur 6= 0 (mod k) ou bien (a) ou bien (b)

est satisfait

(a) Tout arc de C est un arc symétrique de D

(b) C a au moins k arcs symétriques

alors le digraphe D a un (k; k � 1)-noyau.

Théorème 2.52. [39] Soit un digraphe D fortement connexe tel que tout circuit de D est

de longueur = 0(modk); k � 2 alors D a un k-noyau.

Théorème 2.53. [38] Si un digraphe D fortement connexe a au plus un circuit C de

longueur 6= 0(mod k) de la forme C = x1; x2; :::; xnk+r; x1; n � 1; k � 2; 0< r < k

ayant r + 1 cordes de type (xi; xi+r+1) ; (xi+1; xi+r+2) ; :::; (xi+r; xi+2r+1) ; pour un i �xé

1 � i � nk + r; alors le digraphe D a un (k; k � 1)-noyau.
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Dans [40] C. Balbuena et al. ont proposé une généralisation de la fonction de Grundy

appelée fonction (k; l)-Grundy: Pour celà, ils ont introduit une notation pour les suc-

cesseurs à distance r d�un sommet x 2 V

N+
r (x) = fy 2 V = 1 � d (x; y) � rg

Dé�nition 2.54. Considérons un digrphe D = (V;A) et soit l � 1 et k � 2 deux entiers.

Une fonction g : V ! N est dite une fonction de (k; l)-Grundy si elle véri�e les deux

propriétés suivantes:

1) g(x) = t > 0; entraîne que, pour tout j < t il existe un y 2 N+
l (x) avec g (y) = j;

2) g(x) = t, entraîne que tout y 2 N+
k�1 (x) véri�e g (y) 6= t:

Figure 2:9: Un digraphe avec une fonction (2; 2)-Grundy et un digraphe avec

une fonction (3; 2)-Grundy

Remarque 2.55. [40] Si un digraphe D a une fonction (k; l)-Grundy g, alors S =

fx 2 V = g (x) = 0g est un (k; l)-noyau de D:
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CHAPITRE 3

(k; l)-plus-noyau dans les graphes orientés

Ce Chapitre est composé de deux sections. Dans la première section, nous étudions la

j-indépendance et la p-domination dans les graphes non orientés simples. Nous général-

isons un résultat de Blidia et al. [46] en caractérisant les arbres T tels que 
p(T ) = �j(T )

pour p; j deux entiers positifs tels que 1 � j < p � �: Ensuite, nous exposerons un nou-

veau concept "(k; l)-plus-noyau dans les graphes orientés" où nous généraliserons quelques

résulats classiques sur les noyaux dans les graphes orientés.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont fait l�objet d�une publication [49] et d�une

communication [50].

3.1 Caractérisation des arbres admettant un sous-ensemble

qui est à la fois j-indépendant et p-dominant

La domination dans les graphes est bien étudiée, pour plus de détails sur ce sujet, nous

invitons le lecteur à se référer aux ouvrages de Haynes, Hedetniemi et Slater [41, 42]

Nous considérons des graphes G; non orientés et �nis, avec ensemble des sommets V

et ensemble des arêtes E.

Le voisinage ouvert d�un sommet v 2 V est N(v) = fu 2 V = uv 2 Eg et le voisinage

fermé est N [v] = N(v)[fvg: Le degré d�un sommet v de G est le cardinal de son voisinage

ouvert, i.e. dG(v) = jN(v)j :

Nous désignons par � = �(G) le degré maximum de G:

Pour un sous-ensemble A de V , G[A] désignera le sous-graphe induit par les sommets

de A:

Un sous-ensemble S � V est un ensemble indépendant si �(G[S]) < 1:

Un sous-ensemble S � V est un ensemble dominant de G si pour tout sommet v 2

V r S, N(v) \ S 6= ;. Le nombre d�indépendance �(G) est le cardinal maximum d�un
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ensemble indépendant de G: Le nombre de domination 
(G) est le cardinal minimum

d�un ensemble dominant de G: On a pour tout graphe G; �(G) > 
(G):

Dans [43, 44] Fink et Jacobson ont introduit les concepts de j-indépendance et p-

domination.

Un ensemble j-indépendant est un sous-ensemble S de V tel que le degré maximum

dans le sous-graphe induit par les sommets de S est au plus j � 1:

Un sous-ensemble S de V est un ensemble p-dominant de G si pour tout sommet

v 2 V r S; jN(v) \ Sj � p:

Le nombre de j-indépendance �j(G) est le cardinal maximum d�un ensemble j-indép-

endant de G:

Le nombre de p-domination 
p(G) est le cardinal minimum d�un ensemble p-dominant

de G:

Notons qu�un ensemble 1-indépendant (respectivement 1-dominant) est un ensemble

indépendant (respectivement dominant) de G, et ainsi �1(G) = �(G); 
(G) = 
1(G):

Nous notons également que pour tout graphe, un ensemble j-indépendant existe et un

ensemble p-dominant existe. En e¤et, un ensemble indépendant maximal est un ensemble

j-indépendant de G et l�ensemble de sommets V (G) est un p-dominant de G: Puisque

tout ensemble j-indépendant est un (j + 1) -indépendant, la séquence (�j) est faiblement

croissante et donc

�(G) � �2(G) � : : : � ��(G) < ��+1(G) = n:

Aussi, puisque tout ensemble p-dominant est un (p � 1) -dominant, la séquence (
p)

augmente faiblement et donc


(G) � 
2(G) � : : : � 
�(G) < 
�+1(G) = n:

Dans [45] Chellali, Favaron, Hansberg et Volkman ont donné une étude complète sur

la k-indépendance et k-domination.
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3.1.1 Résultats préliminaires

Nous commençons par donner quelques résultats connus qui seront utiles par la suite.

Observation 1. Chaque ensemble p-dominant d�un graphe G contient tout sommet de

degré au plus p� 1:

Théorème 3.1 ([46] ). Si T est un arbre, alors pour tout entier positif p > 2; 
p(T ) >

�p�1(T ):

Puisque �p�1(T ) � �j(T ) pour tout entiers positifs j; p avec 1 � j < p � �; on en

déduit le résultat suivant.

Proposition 3.2. Si T est un arbre, alors pour tous entiers positifs j; p tels que 1 � j <

p � �; 
p(T ) � �j(T ):

Le résultat suivant dû à Favaron [47] a¢rme que dans tout graphe G = (V;E); il existe

un sous-ensemble qui est à la fois j-indépendant et j-dominant pour tout entier positif

j � �.

Théorème 3.3 ( [47]). Pour tout graphe G et j un entier positif j � �, tout ensemble

S qui est j-indépendant tel que 'j(S) = jjSj � jE(G[S])j est maximum, est un ensemble

j-dominant de G.

La preuve du Théorème 3.3 permet de construire un sous-ensemble qui est à la fois j-

indépendant et j-dominant à partir d�un sous-ensemble j-indépendant. De tels ensembles

existent quand p = j avec 1 � j � �, et par conséquent pour chaque 1 � p � j � �

puisque pour p0 < p , tout ensemble p-dominant est p0-dominant. La question naturelle

est: Que se passe-t-il quand 1 � j < p � �?

Nous étudions maintenant le problème de l�existence d�un sous-ensemble de sommets

d�un graphe donné qui est à la fois j-indépendant et p-dominant pour tous les entiers

positifs p, j � �:
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Proposition 3.4. Soit G un graphe de degré maximum �; G contient un sous-ensemble

qui est à la fois 1-indépendant et �-dominant si et seulement si G contient un sous-

ensemble qui est à la fois j-indépendant et p-dominant pour tous les entiers positifs

p; j � �.

Preuve. Soit G un graphe de degré maximum �: Si 1 � p � j � �; alors d�aprés

le Théorème 3.3 il existe un sous-ensemble qui est à la fois j-indépendant et p-dominant

dans G: Puisque chaque ensemble 1-indépendant est j-indépendant dans G pour j � 1 et

chaque ensemble �-dominant est p-dominant dans G pour p � �, si 1 � j < p � �; alors

il est claire que G contient un ensemble j-indépendant qui est p-dominant. La réciproque

est évidente.

Proposition 3.5. Un graphe r-régulier G contient un sous-ensemble qui est j-indépendant

et p-dominant pour tous deux entiers p; j � r si et seulement si G est biparti.

Preuve. Si G contient un sous-ensemble qui est j-indépendant et p-dominant pour

tous deux entiers p; j � �; alors il contient un ensemble 1-indépendant qui est r-dominant.

Cependant, il est facile de voir queG est biparti. Maintenant, soitG = (A;B;E) un graphe

biparti r-régulier, alors A (resp. B) est un ensemble 1-indépendant qui est r-dominant

dans G et par la Proposition 3.4 G contient un sous-ensemble qui est j-indépendant et

p-dominant pour tous deux entiers p; j � r:

Le graphe de Petersen (voir la Figure 3:1) a un sous-ensemble (sommets noirs) qui est

à la fois 1-indépendant et 2-dominant mais il n�a pas un sous-ensemble qui est à la fois

1-indépendant et 3-dominant.
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Figure 3:1: Graphe de Petersen

En particulier, le graphe complet n�a pas de sous-ensemble qui est à la fois j-indé-

pendant et p-dominant quand j < p.

Proposition 3.6. Soit G un graphe complet d�ordre n, p et j deux entiers positifs tels que

p; j � �. Alors G contient un sous-ensemble qui est à la fois j-indépendant et p-dominant

dans G si et seulement si p � j:

Preuve. Soit G un graphe complet d�ordre n, p et j deux entiers positifs. Si p � j;

alors par le Théorème 3.3 il existe un sous-ensemble qui est à la fois j-indépendant et

p-dominant dans G: Si p > j; alors chaque ensemble j-indépendant dans G contient au

plus j sommets et chaque ensemble p-dominant contient au plus p sommets. Alors, pour

p > j il n�existe pas un sous-ensemble qui est à la fois j-indépendant et p-dominant dans

G:

Nous généralisons d�abord le résultat de Blidia et al. [46] par la caractérisation des

arbres T qui véri�ent 
p(T ) = �j(T ) pour p; j deux entiers positifs tels que 1 � j < p � �.
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Pour celà, la dé�nition suivante est importante.

Dé�nition 3.7. Soit T un arbre et p; j deux entiers positifs tels que 1 � j < p � �:

(a) Un arbre non trivial T est dit un N j
p -arbre si T contient un sommet w de degré au

moins p � 1 et pour tout sommet x 2 V (T ) r fwg, dT (x) 6 j: On appellera w le

sommet spécial de T:

(b) Un N j
p -arbre de sommet spécial w est dit exacte si dT (w) = p� 1:

(c) Un N j
p -arbre T de sommet spécial w est dit faible si dT (x) 6 j � 1 pour tout sommet

x 2 V (T )rN [w]:

Figure 3:2: N 4
5�arbre

Figure 3:3: N 4
5�arbre faible et N

4
5�arbre exacte
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L�étoile subdivisée K1;p est un exemple d�un N
j
p -arbre pour 2 � j < p � �:

Proposition 3.8. Si p; j deux entiers positifs tels que 1 � j < p � � et T est un arbre

obtenu à partir d�un N j
p -arbre T0 de sommet spécial w en ajoutant une arête entre w et

un sommet v d�un arbre T 0, alors

(1) �j(T ) � �j(T
0) + (jV (T0)j � 1).

(2) 
p(T
0) � 
p(T )� (jV (T0)j � 1) avec égalité si dT0(w) > p ou dT 0(v) � p� 1.

Preuve. Soit T un arbre obtenu à partir d�un N j
p -arbre T0 du sommet spécial w en

ajoutant une arête entre w et un sommet v d�un arbre T 0.

(1) Si S est un �j(T )-ensemble, alors �j(T ) = jSj = jS \ V (T
0)j + jS \ V (T0)j �

�j(T
0) + (jV (T0)j � 1)

(2) Soit S un 
p(T )-ensemble. Alors d�aprés l�Observation 1, S contient V (T0)rfwg et

sans perte de généralité w =2 S sinon on remplace w dans S par v. Ainsi S�(V (T0)�fwg)

est un ensemble p-dominant de T 0; alors 
p(T
0) � 
p(T ) � (jV (T0)j � 1). Maintenant si

dT0(w) > p alors w est p dominé par ses voisins de T0 et si dT 0(v) � p � 1 alors v est

dans chaque 
p(T
0)-ensemble. Il s�ensuit que chaque 
p(T

0)-ensemble peut être étendu

à un ensemble p-dominant de T en ajoutant l�ensemble V (T0) r fwg; donc nous avons


p(T ) � 
p(T
0) + (jV (T0)j � 1) ce qui implique l�égalité.

Soient T un arbre et p; j deux entiers positifs tels que 1 � j < p � �.

Pour caractériser les arbres T contenants un sous-ensemble qui est à la fois j-indépenda-

nt et p-dominant, nous introduisons la famille des arbres Ajp de tous les arbres T obtenus

à partir d�une séquence d�arbres T1, T2, : : :, Tk (k � 1), où T1 est un N
j
p -arbre faible

du sommet spécial w de degré au moins p, T = Tk, et si k � 2, Ti+1 peut être obtenu

récursivement à partir de Ti par les deux opérations dé�nies ci-dessous. Soit A(T1) =

V (T1)r fwg:

� Opération T1: Ajouter un N
j
p -arbre T0 faible de sommet spécial w de degré au

moins p et joindre w à un sommet Ti: Soit A(Ti+1) = A(Ti) [ (V (T0)r fwg).
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� Opération T2: Ajouter un N
j
p -arbre T0 faible et exacte de sommet spécial w et

joindre w à un sommet de A(Ti): Soit A(Ti+1) = A(Ti) [ (V (T0)r fwg).

Nous énonçons un lemme.

Lemme 3.9. Soit T un arbre et p; j deux entiers positifs tels que 1 � j < p � �.

Si T 2 Ajp , alors A(T ) est à la fois l�unique �j(T )-ensemble et l�unique 
p(T )-ensemble.

Preuve. Soit T un arbre de Ajp: Alors, T est obtenu à partir d�une séquence d�arbres T1,

T2, : : :, Tk (k � 1), où T1 est un N
j
p -arbre faible de sommet spécial w de degré au moins

p; T = Tk, et, si k � 2, alors Ti+1 peut être obtenu récursivement à partir de Ti par les

opérations dé�nies ci-dessus. Nous procéderons par induction sur k: Si k = 1; alors T est

un N j
p -arbre faible du sommet spécial w de degré au moins p; alors A(T ) = V (T ) r fwg

est en e¤et à la fois l�unique �j(T )-ensemble et l�unique 
p(T )-ensemble. Cela établit le

cas de base.

Supposons que k > 2, et le résultat est valable pour chaque arbre de Ajp qui peut être

construit à partir d�une séquence de longueur au plus k�1 opérations. Soit T 0 = Tk�1: En

appliquant l�hypothèse d�induction sur T 0 on sait que A(T 0) est à la fois l�unique �j(T
0)-

ensemble et l�unique 
p(T
0)-ensemble. Soit T un arbre de Ajp obtenu à partir de T

0. Nous

considérons deux cas:

1er Cas. T est obtenu à partir de T 0 par l�opération T1.

Soit T0 un N
j
p -arbre faible du sommet spécial w de degré au moins p attaché à un som-

met v 2 T 0: Soit A(T ) = A(T 0)[ (V (T0)r fwg): Puisque chaque ensemble j-indépendant

maximum de T 0 peut être étendu à un ensemble j-indépendant de T en ajoutant l�ensemble

V (T0)� fwg;il en résulte que �j(T ) � �j(T
0) + (jV (T0)j � 1). Par la Proposition 3.8 item

(1) on a �j(T ) = �j(T
0) + (jV (T0)j � 1). Par conséquent, il en résulte que A(T ) est un

�j(T )-ensemble: Maintenant, puisque dT0(w) > p; tout ensemble p-dominant maximum de

T 0 peut être étendu à un ensemble p-dominant de T en ajoutant l�ensemble V (T0)r fwg;

il en résulte que 
p(T ) � 
p(T
0) + (jV (T0)j � 1). Par la Proposition 3.8 item (2) on a


p(T ) = 
p(T
0) + (jV (T0)j � 1): Par conséquent, A(T ) est un 
p(T )-ensemble:
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Comme chaque �j(T )-ensemble doit contenir V (T0) r fwg il s�ensuit que A(T ) est

l�unique �j(T )-ensemble.

Supposons maintenant que A(T ) n�est pas l�unique 
p(T )-ensemble et soit S un second


p(T )-ensemble. Alors S doit contenir w sinon S r (V (T0) r fwg) est un second 
p(T
0)-

ensemble; contredisant l�unicité de A(T 0): Aussi, v =2 S et v a exactement p � 1 voisins

dans S \ T 0 sinon S \ T 0 est un ensemble p-dominant de T 0 de taille inférieure à A(T 0)

ou v n�est pas p-dominé par S. Ainsi S 0 = fvg [ S r fwg est un 
p(T )-ensemble et il en

résulte que S 0 \ T 0 = A(T 0) ce qui implique que v est de degré p� 1 dans le sous-graphe

induit par A(T 0), contredisant le fait que A(T 0) est un �j(T )-ensemble, puisque j < p.

2ème Cas . T est obtenu à partir de T 0 par l�opération T2.

Soit T0 unN
j
p -arbre faible exacte du sommet spécial w attaché à un sommet v 2 A(T

0):

De même que ci-dessus, on a �j(T ) = �j(T
0) + (jV (T0)j � 1): il en résulte que A(T ) est

un �j(T )-ensemble: Par la Proposition 3.8 item (2) 
p(T
0) � 
p(T ) � (jV (T0)j � 1) et

puisque A(T 0) peut être étendu à un ensemble p-dominant de T en ajoutant V (T0)�fwg

on a 
p(T ) � 
p(T
0) + (jV (T0)j � 1) ce qui implique l�égalité, il en résulte que A(T ) est

un 
p(T )-ensemble. En utilisant un argument similaire comme avant, nous concluons que

A(T ) est à la fois l�unique �j(T )-ensemble et l�unique 
p(T )-ensemble.

Théorème 3.10. Si T est un arbre et p; j deux entiers positifs tels que 1 � j < p � �,

alors les propositions suivantes sont équivalentes

1. 
p(T ) = �j(T ):

2. �(T ) � j � 1 ou T 2 Ajp:

3. T a un unique �j(T )-ensemble qui est un unique 
p(T )-ensemble.

Preuve. (1)implique (2): Soient p; j deux entiers positifs tels que 1 � j < p � � et T un

arbre avec 
p(T ) = �j(T ): Supposons que �(T ) � j et puisqu�il n�y a pas d�arbre T avec


p(T ) = �j(T ) et j � �(T ) � p� 1; donc �(T ) � p: Soit B(T ) = fx 2 V (T )=dT (x) > pg:

Nous procéderons par induction sur la taille de B(T ): Si jB(T )j = 1 alors 
p(T ) = n�1 =
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�j(T ) et donc T est un N j
p -arbre faible du sommet spécial de degré au moins p, donc

T 2 Ajp. Celà établit le cas de base.

Soit jB(T )j > 2 et supposons que chaque arbre T 0 avec jB(T 0)j < jB(T )j tel que


p(T
0) = �j(T

0) est dans Ajp. Soit T un arbre avec 
p(T ) = �j(T ) et S est un �j(T )-

ensemble.

On enracine T à un sommet r d�excentricité maximale et soit w un sommet de degré

au moins p de la distance maximale de r. Alors Tw est un N
p�1
p -arbre (exacte) . Soit u

un parent de w dans l�arbre enraciné. Soit T 0 = T r Tw: Alors B(T
0) 6= ? sinon comme

supposé ci-dessus nous aurons B(T ) = fw; ug avec dT (u) = p: Dans ce cas 
p(T ) = n�1 >

�j(T ); contradiction. D�aprés la Proposition 3.8, 
p(T ) = 
p(T
0) + jD(Tw)j et �j(T ) �

�j(T
0) + jD(Tw)j. Supposons que �j(T ) < �j(T

0) + jD(Tw)j ; alors 
p(T
0) + jD(Tw)j =


p(T ) = �j(T ) < �j(T
0) + jD(Tw)j ce qui implique que 
p(T

0) < �j(T
0); contredisant la

Proposition 3.2. Ainsi �j(T ) = �j(T
0)+ jD(Tw)j : Comme D(Tw) � S; nous concluons que

dT (x) � j � 1 pour tout x 2 D(Tw) r C(w) et dT (x) � j pour tout x 2 C(w): Alors, Tw

est un N j
p -arbre faible (exacte) du sommet spécial w de degré au moins p: A partir des

deux égalités ci-dessus sur 
p(T ) et �j(T ) on a 
p(T
0) = �j(T

0): Appliquons l�hypothèse

de récurrence à T 0. Il en résulte que T 0 2 Ajp: Donc T 2 A
j
p et peut être vu comme suit:

Si dT (w) � p + 1 alors Tw est un N
j
p -arbre faible du sommet spécial w, donc T est

obtenu à partir de T 0 en utilisant l�opération T1:

Si dT (w) = p alors Tw est un N
j
p -arbre faible exacte du sommet spécial w, donc T est

obtenu à partir de T 0 en utilisant l�opération T2:

(2) implique (3): Si �(T ) � j � 1 alors V (T ) est à la fois un unique �j(T )-ensemble

qui est aussi un unique 
p(T )-ensemble. Maintenant si T 2 A
j
p alors d�aprés le Lemme 3.9

A(T ) est à la fois un unique �j(T )-ensemble et un unique 
p(T )-ensemble.

(3) implique (1): Evidente.

Corollaire 3.11. Soit T un arbre et p; j deux entiers positifs tels que 1 � j < p � �.

T a un sous-ensemble qui est à la fois j-indépendant et p-dominant si et seulement si

�(T ) � j � 1 ou T 2 Ajp.

Preuve. Soit T un arbre et p; j deux entiers positifs tels que 1 � j < p � �. Si T a un
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sous-ensemble S qui est à la fois j-indépendant et p-dominant, alors 
p(T ) � jSj � �j(T ):

Alors, d�aprés la Proposition 3.2, on a 
p(T ) = �j(T ): D�aprés le Théorème 3.10 on a

�(T ) � j � 1 ou T 2 Ajp. L�inverse découle du Théorème 3.10.

Maintenant, la caractérisation des arbres contenant un sous-ensemble à la fois j-

indépendant et p-dominant pour tous les entiers positifs j; p � � peut être donnée.

Si 1 � p � j � �; alors d�aprés le Théorème 3.3 il existe un sous-ensemble qui est à la

fois j-indépendant et p-dominant dans T . Si 1 � j < p � �; d�aprés la Proposition 3.4 et

le Corollaire 3.11, nous avons les résultats suivants.

Proposition 3.12. Un arbre non trivial T a un sous-ensemble qui est à la fois j-indé-

pendant et p-dominant pour tous deux entiers positifs p; j � � si et seulement si T 2 A1�.

3.2 (k,l)-plus-noyau dans les digraphes

Dé�nition 3.13. Un sous-ensemble N est un (k; l)-plus-noyau d�un digraphe D = (V;A)

si et seulement si N est un ensemble k-indépendant et l-plus-dominant de D (i.e �+ (N) �

k � 1 et 8u 2 V nN;
��N+

N (u)
�� � l).

Un digraphe tel que tout sous-digraphe induit a un (k; l)-plus-noyau est appelé (k; l)-

plus-noyau parfait.

Un k-plus-noyau est un (k; k)-plus-noyau. Un noyau est 1-plus-noyau ou (1; 1)-plus-

noyau.

Il est clair que dans un digraphe D, si k > �+(D) alors V est un (k; l)-plus-noyau de

D. Donc, on peut supposer que k � �+(D).

Le digraphe de la �gure 3:4 admet fx1; x2; x3g comme (2; 3)-plus-noyau.
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Figure 3:4: Un digraphe qui admet un

(2; 3)�plus-noyau

Observation 2. Soit D un digraphe et k; l deux entiers positifs tels que l > �+(D): Alors

D a un (k; l)-plus-noyau si et seulment si k > �+(D):

Dans la suite nous supposons que l � �+(D) et k � �+(D):

Observation 3. Soit D un digraphe et k; l deux entiers positifs tels que 1 � l � k �

�+(D). Si D admet un (k; l)-plus-noyau, alors pour tout l0 tel que l0 � l et tout k0 tel que

k � k0 � �+(D); D admet un (k0; l0)-plus-noyau.

Notons qu�un ensemble (k; l)-plus-noyau de D est aussi un ensemble (�+(D); 1)-plus-

noyau de D:

Lorsqu�une propriété P relative à l�orientation du graphe non orienté associé à D (par

exemple: un digraphe avec une orientation transitive, un digraphe orienté sans circuits

etc...) est aussi satisfaite pour tout sous-digraphe de D, on dit que la propriété est hérédi-

taire dans D:
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Observation 4. Soit D un digraphe avec une propriété héréditaire et k; l deux entiers

positifs tels que 1 � l � k � �+(D). D est (k; l)-plus-noyau parfait si et seulement si D

a un ensemble (k; l)-plus-noyau.

Puisque un digraphe (n � 1)=2-régulier dont l�ordre est impair n�a pas un (n � 1)=2-

plus-noyau, la question qui se pose: quels sont les digraphes qui ont un (k; l)-plus-noyau?

Nous étudions le problème de l�existence de (k; l)-plus-noyau dans les digraphes,et nous

généralisons quelques résultats classiques sur les noyaux dans les digraphes.

3.2.1 Digraphes symétriques

Théorème 3.14. Si D est un digraphe symétrique et k; l deux entiers positifs tels que

1 � l � k � �+(D), alors D est (k; l)-plus-noyau parfait.

Preuve. Soit D un digraphe symétrique. Considérons UG(D) le graphe non orienté

associé à D: D�aprés le Théorème 3.3, il existe un sous-ensemble S qui est k-indépendant

et k-dominant (voir Figure 3:5). Puisque tous les arcs de D sont symétriques, S est k-

indépendant et k-plus-dominant dans D. Par conséquent S est un (k; k)-plus-noyau de D.

D�aprés l�Observation 3, S est aussi un (k; l)-plus-noyau de D; pour 1 � l � k � �+(D).

Comme la propriété de la symétrie est héréditaire pour les sous-digraphes de D, et d�aprés

l�Observation 4 D est (k; l)-plus-noyau parfait.
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Figure 3:5: Un digraphe symétrique D tel que UG (D) = P6

Figure 3:5 montre un digraphe D avec deux ensembles 2-indépendants maximaux dans

UG(D) = P6; le premier (a) (les sommets noirs) n�est pas un 2-plus-noyau dans D et le

deuxième (b) (les sommets noirs) est un 2-plus-noyau et (2; 1)-plus-noyau dans D. Notons

que dans D il n�existe pas un (1; 2)-plus-noyau.

Corollaire 3.15. Si D = (V;A) est un digraphe symétrique complet et k; l deux entiers

positifs inférieurs ou égaux à �+(D), alors D est (k; l)-plus-noyau parfait si et seulement

si l � k:

Preuve. D�aprés le Théorème 3.14, la condition nécessaire est véri�ée. Pour la con-

dition su¢sante, nous supposons qu�au contraire l > k: Puisque D = (V;A) est un di-

graphe symétrique complet, tout ensemble k-indépendant S de D a un nombre de som-

mets inférieur ou égal à k. S�il n�existe pas de sommets dans V n S; alors S = V et

l > k > �+(S) = �+(D); contradiction. Sinon pour x 2 V n S;
��N+

D (x) \ S
�� � k < l,

ce qui implique que S n�est pas un (k; l)-plus-noyau de D et D n�est pas un digraphe

(k; l)-plus-noyau parfait.

Etant donné que pour l > k il existe un digraphe symétrique qui n�a pas un ensemble
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(k; l)-plus-noyau , la question intéressante est de caractériser les digraphes symétriques

qui ont (k; l)-plus-noyau pour l > k:

Dans ce qui suit, nous donnons une réponse positive à cette question pour une classe

spéciale de digraphes symétriques. En e¤et, nous caractérisons tous les digraphes sy-

métriques D tels que UG(D) est un arbre qui a (k; l)-plus-noyau pour chaque paire

d�entiers l > k.

Dans la première partie de ce chapitre, nous avons caractérisé tous les arbres T con-

tenant un sous-ensemble qui est à la fois k-indépendant et l-dominant pour tous les entiers

positifs k, l avec1 � k < l � �:

Le théorème suivant donne la famille des arbres orientés symétriques qui admettent un

(k; l)-plus-noyau pour 1 � k < l � �+(D).

Théorème 3.16. Si
 !
T est un arbre orienté symétrique et k; l deux entiers positifs tels

que 1 � k < l � �+(
 !
T ), alors

 !
T a un ensemble (k; l)-plus-noyau unique si seulement si

�(UG(
 !
T )) � k � 1 ou UG(

 !
T ) 2 Akl :

Preuve. Soit UG(
 !
T ) = T tel �(T ) � k � 1 ou T 2 Akl : D�aprés le Corollaire 3.11 il

existe un sous-ensemble S qui est à la fois l�unique k-indépendant et l�unique l-dominant

dans l�arbre non orienté T . Puisque
 !
T est symétrique, il est facile de voir que S est un

unique ensemble (k; l)-plus-noyau de
 !
T . Inversement, Soit S l�unique ensemble (k; l)-plus-

noyau de
 !
T avec k; l deux entiers positifs tels que 1 � k < l ��+(

 !
T ): Alors S est l�unique

sous-ensemble qui est à la fois k-indépendant et l-dominant dans l�arbre non orienté T .

Alors, 
l(T ) � jSj � �k(T ): Puisque k � l� 1; �l�1(T ) � �k(T ): D�aprés le Théorème 3.1,

on en déduit que �l�1(T ) � 
l(T ) � jSj � �k(T ) � �l�1(T ) et donc, jSj = �k(T ) = 
l(T ):

Par conséquent S est un sous-ensemble qui est à la fois l�unique ensemble k-indépendant

maximum et l�unique ensemble l-dominant minimum de T . D�aprés le Théorème 3.10

�(T ) � k � 1 ou T 2 Akl :

De l�Observation 3 et le Théorème 3.16, On peut déduire le résultat suivant.

Corollaire 3.17. Si
 !
T est un arbre orienté symétrique et k; l deux entiers positifs,

alors
 !
T a un ensemble (k; l)-plus-noyau pour tout 1 � k; l � �+(

 !
T ) si et seulement
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si UG(
 !
T ) 2 A1�.

3.2.2 Digraphes transitifs

Nous montrons que pour un digraphe transitif D et pour k; l deux entiers positifs tels que

1 � l � k � �+(D); D est un digraphe (k; l)-plus-noyau parfait.

Théorème 3.18. Si D est un digraphe transitif et k; l deux entiers positifs tels que 1 �

l � k � �+(D), alors D est (k; l)-plus-noyau parfait.

Preuve. Soit D un digraphe transitif et k; l deux entiers positifs tels que 1 � l � k �

�+(D): Puisque la propriété de transitivité est héréditaire pour les sous-digraphes induits

de D, d�aprés l�Observation 3 et l�Observation 4, il su¢t de prouver que D a un k-plus-

noyau. La preuve se fait par induction sur le nombre de sommets. Le théorème est trivial

pour les digraphes de petit ordre. Si le nombre de sommets de D = (V;A) est inférieur ou

égal à k , alors �+(D) < k; donc V est un k-plus-noyau. Ainsi, On peut supposer sans

perte de généralité que jV j = n � k + 1 et pour tout sous-digraphe D0 de D dont l�ordre

n0 < n, D0 admet un k-plus-noyau. Considérons la condensation SC(D) du digraphe D.

C�est claire que SC(D) est un digraphe acyclique et chaque composante fortement connexe

de D est complète et symétrique. Soit CI la composante initiale de D (une composante

fortement connexe avec d�
SC(D)(v(CI)) = 0). Soit D

0 le subdigraphe induit obtenu de D en

supprimant tous les sommets de CI . Puisque D
0 est un sous-digraphe transitif et contient

moins de n sommets, D0 possède un k-plus-noyau S 0. Maintenant nous construisons le

sous-ensemble k-plus-noyau de D comme suit.

S�il existe un sommet x de CI tel que d
+
S0(x) =

��N+
D (x) \ S

0
�� � k; alors S 0 est un k-plus-

noyau de D car tous les sommets y de CI satisfont d
+
S0(y) = d

+
S0(x) =

��N+
D (y) \ S

0
�� � k;

puisque D est transitif: S�il n�y a pas de sommet x tel que d+S0(x) =
��N+

D (x) \ S
0
�� � k; soit

S = S 0 [ S 00 tel que S est un ensemble k-indépendant maximal dans D et S 00 � V (CI). Il

est facile de voir que S est un k-plus-noyau de D car chaque sommet de V (CI) n S
00 a un

degré d�au moins k dans S. Comme D est transitif, tous les sommets de V (CI) n S
00 ont

le même degré dans S (dans D). Donc D admet un k-plus-noyau.
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3.2.3 Digraphes sans circuits et digraphes sans circuits impairs

Nous généralisons les résultats classiques de Von Neumann et Morgenstern [5] et Richard-

son [6, 51].

D�abord nous généralisons le résultat classique de Von Neumann et Morgenstern [5] .

Théorème 3.19. Si D un digraphe sans circuits et k; l deux entiers positifs tels que

1 � l � k � �+(D), alors D est (k; l)-plus-noyau parfait.

Preuve. Soit D un digraphe sans circuits et k; l deux entiers positifs tels que 1 �

l � k � �+(D): Puisque la propriété 0sans circuit0 est héréditaire pour le sous-digraphe

du D, d�aprés l�Observation 3 et l�Observation 4, il su¢t de prouver que D a un k-plus-

noyau. La preuve se fait par induction sur le nombre de sommets. Le théorème est trivial

pour les digraphes de petit ordre. Si D = (V;A) est d�ordre inférieur ou égal à k, alors

�+(D) < k; donc V est un k-plus-noyau. Ainsi, on peut supposer sans perte de généralité

que jV j = n � k+1 et pour tout sous-digraphe D0 de D avec l�ordre n0 < n, D0 admet un

k-plus-noyau. Soit x un sommet source; c�est-à-dire N�
D (x) = ?: Comme le digraphe D

est sans circuits, un tel sommet existe dans D et D n�a pas d�arc symétrique . Soit D0 le

sous-digraphe induit obtenu à partir de D en supprimant x. Puisque D0 est sans circuits

et contient moins de n sommets, D0 possède un k-plus-noyau S 0. On distingue deux cas:

1er cas .
��N+

D (x) \ S
0
�� � k. Alors S 0 est un k-plus-noyau de D car x a au moins k

successeurs dans S 0.

2ème cas.
��N+

D (x) \ S
0
�� < k: Comme N�

D (x) = ?, S 0 [ fxg est un ensemble k-

indépendant et un ensemble k-plus-dominant. Donc, S 0 [ fxg est un k-plus-noyau de

D.

Par conséquent, dans tous les cas D a un k-plus-noyau.

Dans [7] Berge et Duchet montrent que:

Théorème 3.20. [7] Un digraphe complet est noyau-parfait si et seulement si tout circuit

a un arc symétrique.

Théorème 3.21 ([8] ). Un digraphe tel que tout circuit a un arc symétrique est un digraphe

noyau-parfait.
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Dans ce qui suit, nous généralisons le Théorème 3.20 à un digraphe (k; l)-plus-noyau

parfait pour 1 � l � k � �+(D) et nous construisons une famille de contre-exemples au

Théorème 3.21 pour k � 2:

Proposition 3.22. Si D est un digraphe complet et k; l deux entiers positifs tels que

1 � l � k � �+(D), alors D est (k; l)-plus-noyau parfait si et seulement si tout circuit

dans D a un arc symétrique.

Preuve. Nous montrons d�abord la condition su¢sante. Soit D un graphe complet

tel que tout circuit a un arc symétrique et k; l deux entiers positifs tels que 1 � l � k �

�+(D): Notons que pour chaque sous-digraphe D0 de D, il existe un sommet source x dans

Asym(D0) car Asym(D0) est sans circuits; alors d+D0(x) = jV (D0)j� 1: Comme la propriété

0 chaque circuit a un arc symétrique0 est héréditaire pour le sous-digraphe D, d�aprés

l�Observation 3 et l�Observation 4, il su¢t de montrer que D a un k-plus-noyau. Si le

nombre de sommets deD = (V;A) est inférieur ou égal à k, alors�+(D) < k; donc V est un

k-plus-noyau. Alors, sans perte de généralité on peut supposer que jV j = n � k+1. Aussi

un k-plus-noyau S dans un tel digraphe D avec l�ordre au moins k + 1, satisfait jSj = k;

puisque le sous-digraphe contient un sommet source x tel que d+S (x) = jSj � 1 � k � 1

et pour y 2 V n S;
��N+

D (y) \ S
�� � k: Maintenant, il su¢t de prouver que D possède un

k-plus-noyau. La preuve se fait par induction sur le nombre de sommets. Le théorème est

trivial pour les digraphes de petit ordre et pour tout sous-digraphe D0 de D avec un ordre

n0 < n, D0 admet un k-plus-noyau. Soit x un sommet source dans Asym(D). Soit D0 le

sous-digraphe induit obtenu à partir de D en supprimant x. Par induction D0 possède un

k-plus-noyau S 0. Comme d+D(x) = jV (D)j � 1 � k � l; S
0 est k-plus-noyau de D: Alors D

admet un k-plus-noyau.

Maintenant, prouvons la condition nécessaire. Soit D un digraphe complet qui est un

digraphe (k; l)-plus-noyau parfait et nous supposons au contraire qu�il existe un circuit qui

n�a pas un arc symétrique. D�aprés Théorème 3.20 D n�est pas un 1-plus-noyau parfait,

alors il n�est pas un (k; l)-plus-noyau parfait pour k = l = 1.

La Proposition 3.22 n�est pas vraie pour tout digraphe dont tout circuit a un arc

sy-métrique où k; l sont des entiers positifs tels que k � �+(D) (voir la �gure 3:6):
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Figure 3:6: Un digraphe tel que chaque circuit a un arc symétrique

Proposition 3.23. Pour tout k � 2; il existe un digraphe dont chaque circuit a un arc

symétrique et qui n�a pas un k-plus-noyau.

Preuve. Pour k � 2; le digrapheD dans la Figure 3:6 n�admet pas un k-plus-noyau. En

e¤et, soit
 �!
Kk�1 un digraphe complet symétrique d�ordre k�1 (voir Figure 3:6). Supposons

au contraire que D possède un k-plus-noyau S; alors x4 et avec au plus une exception,

tous les sommets de
 �!
Kk�1 doivent être dans S: Si tous les sommets de

 �!
Kk�1 sont dans S,

alors x1; x2; x3 =2 S; sinon S n�est pas un k-indépendant:

Puisque x1 n�est pas k-plus-dominé, S n�est pas k-plus-dominant de D: Pas conséquent

S n�est pas un k-plus-noyau, contradiction. Si avec exactement une exception, tous les

sommets de
 �!
Kk�1 sont dans S; alors x1; x2; x3 2 S; sinon S n�est pas un k-plus-dominant:

Comme d+(x1) = k; S n�est pas un k-indépendant de D. Par conséquent S n�est pas un
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k-plus-noyau, contradiction.

Rappelons qu�un digraphe biparti est un digraphe dont les sommets peuvent être par-

titionner en deux classes X et Y telles que les sommets dans la même classe ne sont

pas adjacents. Nous désignons le digraphe biparti par BD = (X;Y;A): Pour un som-

met x dans X et Y 0 � Y (respectivement y dans Y et X 0 � X), nous désignons par

d+Y 0(x) =
��N+

BD (x) \ Y
0
�� (respectivement d+X0(y) =

��N+
BD (y) \X

0
��):

Théorème 3.24. Si BD = (X; Y;A) est un digraphe biparti et k; l deux entiers positifs

tels que 1 � l � k � �+(D), alors BD est (k; l)-plus-noyau parfait.

Preuve. Puisque la propriété d�orientation bipartite est héréditaire pour les sous-

digraphes induits de BD, d�aprés l�Observation 3 et l�Observation 4, il su¢t de prouver

que BD a un k-plus-noyau. Soit BD = (X; Y;A) un digraphe biparti. Nous dé�nissons

les sous-ensembles

X1(0); X2(0); X1(1); X2(1); :::; X1(m); X2(m) de X

et les sous-ensembles

Y1(0); Y2(0); Y1(1); Y2(1); :::; Y1(m); Y2(m) de Y

comme suit.

X1(0) =
�
x 2 X j d+Y (x) < k

	

Y1(0) =
�
y 2 Y j d+X(y) < k

	

X2(0) =
n
x 2 X nX1(0) j d

+
Y1(0)

(x) � k
o

Y2(0) =
n
y 2 Y n Y1(0) j d

+
X1(0)

(y) � k
o

X1(1) =
n
x 2 X n (X1(0) [X2(0)) j d

+
Y nY2(0)

(x) < k
o

Y1(1) =
n
y 2 Y n (Y1(0) [ Y2(0)) j d

+
XnX2(0)

(y) < k
o

X2(1) =
n
x 2 X n (X1(0) [X2(0) [X1(1)) j d

+
Y1(0)[Y1(1)

(x) � k
o
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Y2(1) =
n
y 2 Y n (Y1(0) [ Y2(0) [ Y1(1)) j d

+
X1(0)[X1(1)

(y) � k
o

.

.

.X1(m) =

8
<

:
x 2 X n

m�1S

i=0

(X1(i) [X2(i)) j d
+

Y n
m�1S

i=0
Y2(i)

(x) < k

9
=

;

Y1(m) =

8
<

:
y 2 Y n

m�1S

i=0

(Y1(i) [ Y2(i)) j d
+

Xn
m�1S

j=0
X2(i)

(y) < k

9
=

;

X2(m) =

8
<

:
x 2 X n

m�1S

i=0

(X1(i) [X2(i) [X1(i+ 1)) j d
+
mS

i=0
Y1(i)

(x) � k

9
=

;

Y2(m) =

8
<

:
y 2 Y n

m�1S

i=0

(Y1(i) [ Y2(i) [ Y1(i+ 1)) j d
+
mS

i=0
X1(i)

(y) � k

9
=

;

Nous continuons cette procédure jusqu�à ce que nous terminons tous les sommets de

BD. Soit r le plus petit entier tel que X1(r + 1) = X2(r + 1) = ? et soit p le plus petit

entier tel que Y1(p + 1) = Y2(p + 1) = ?: Par la construction ci-dessus nous pouvons

voir facilement que le sous-ensemble S =

�
rS

i=0

X1(i)

�
[

 
pS

j=0

Y1(j)

!

est un k-plus-noyau

de BD. En e¤et, puisque BD est un digraphe biparti les seuls arcs sont entre X1(i) et

Y1(j) où i = 0; :::; r et j = 0; :::; p: Montrons que S est k-indépendant: soit x 2 S: Si

x 2
rS

i=0

X1(i); alors il existe l 2 f0; 1; :::; rg tel que x 2 X1(l); donc d
+

Y n
p�1S

i=0
Y2(j)

(x) < k: Si

x 2
pS

i=0

Y1(j); alors il existe l
0 2 f0; 1; :::; pg tel que x 2 Y1(l

0); donc d+

Xn
r�1S

j=0
X2(i)

(x) < k:

Par La construction ci-dessus, nous pouvons voir que

 
pS

j=0

Y1(j)

!

�

�
Y n

p�1S

i=0

Y2(j)

�
et

�
rS

i=0

X1(i)

�
�

 

X n
r�1S

j=0

X2(i)

!

: Par conséquent, d+S (x) < k: Montrons que S est k-plus-

dominant, soit x 2 V n S: Il est clair que x 2

"�
rS

i=0

X2(i)

�
[

 
pS

j=0

Y2(j)

!#

: Si x 2

rS

i=0

X2(i); alors il existe l 2 f0; 1; :::; rg tel que x 2 X2(l) et par la construction ci-dessus

on a d+pS
i=0
Y1(i)

(x) � k: Si x 2
pS

j=0

Y2(j); alors il existe l
0 2 f0; 1; :::; pg tel que x 2 Y2(l

0) et

par la construction ci-dessus on a d+rS
i=0
X1(i)

(x) � k:
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Nous généralisons le résultat classique de Richardson [6, 51]

Théorème 3.25. Si D est un digraphe sans circuits impairs et k; l deux entiers positifs

tels que 1 � l � k � �+(D), alors D est (k; l)-plus-noyau parfait.

Preuve. Etant donné que la propriété 0sans circuits impairs0 est héréditaire pour le

sous-digraphe de D, d�aprés l�Observation 3 et l�Observation 4, il su¢t de prouver que D

a un k-plus-noyau. La preuve se fait par induction sur le nombre de sommets. Le théorème

est trivial pour les petits digraphes. Si D = (V;A) est d�ordre inférieur ou égal à k, alors

�+(D) < k; ainsi V est un k-plus-noyau donc, on peut supposer sans perte de généralité

que jV j = n � k + 1 et pour tout sous-digraphe induit D0 de D avec un ordre n0 < n, D0

admet un k-plus-noyau. Considérons la condensation SC(D) du digraphe D. Il est clair

que SC(D) est un digraphe acyclique et chaque composante fortement connexe de D est

un sous-digraphe biparti. Soit CI la composante initiale de D (la composante fortement

connexes avec d�
SC(D)(v(CI)) = 0). Soit D

0 le sous-digraphe induit obtenu à partir de D

en supprimant tous les sommets de CI . Comme D
0 est sans circuits impairs et contient

moins de n sommets, D0 possède un k-plus-noyau S 0. Nous construisons le sous-ensemble

k-plus-noyau de D comme suit.

Tout d�abord, nous supprimons tous les sommets x de CI avec d
+
S0(x) =

��N+
D (x) \ S

0
�� �

k: Soit C 0I le sous-digraphe induit de CI obtenue en supprimant tous ces sommets. Puisque

CI est un sous-digraphe biparti, C
0
I est aussi biparti. Nous appliquons maintenant la

construction similaire utilisée dans la démonstration du Théorème 3.24.

Soit C 0I = (X;Y;A(C 0I)) un sous-digraphe biparti induit de D: Nous dé�nissons les

sous-ensembles

X1(0); X2(0); X1(1); X2(1); :::; X1(m); X2(m) de X

et les sous-ensembles

Y1(0); Y2(0); Y1(1); Y2(1); :::; Y1(m); Y2(m) de Y

en considérant S 0, comme suit.

X1(0) =
�
x 2 X j d+Y [S0(x) < k

	

Y1(0) =
�
y 2 Y j d+X[S0(y) < k
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X2(0) =
n
x 2 X nX1(0) j d

+
Y1(0)[S0

(x) � k
o

Y2(0) =
n
y 2 Y n Y1(0) j d

+
X1(0)[S0

(y) � k
o

X1(1) =
n
x 2 X n (X1(0) [X2(0)) j d

+
Y [S0nY2(0)

(x) < k
o

Y1(1) =
n
y 2 Y n (Y1(0) [ Y2(0)) j d

+
X[S0nX2(0)

(y) < k
o

X2(1) =
n
x 2 X n (X1(0) [X2(0) [X1(1)) j d

+
Y1(0)[Y1(1)[S0

(x) � k
o

Y2(1) =
n
y 2 Y n (Y1(0) [ Y2(0) [ Y1(1)) j d

+
X1(0)[X1(1)[S0

(y) � k
o

.

.

.

X1(m) =

8
<

:
x 2 X n

m�1S

i=0

(X1(i) [X2(i)) j d
+

Y [S0n
m�1S

i=0
Y2(i)

(x) < k

9
=

;

Y1(m) =

8
<

:
y 2 Y n

m�1S

i=0

(Y1(i) [ Y2(i)) j d
+

X[S0n
m�1S

j=0
X2(i)

(y) < k

9
=

;

X2(m) =

8
<

:
x 2 X n

m�1S

i=0

(X1(i) [X2(i) [X1(i+ 1)) j d
+
mS

i=0
Y1(i)[S0

(x) � k

9
=

;

Y2(m) =

8
<

:
y 2 Y n

m�1S

i=0

(Y1(i) [ Y2(i) [ Y1(i+ 1)) j d
+
mS

i=0
X1(i)[S0

(y) � k

9
=

;

Nous continuons cette procédure jusqu�à l�épuisement de tous les sommets C 0I . Soit r

le plus petit entier tel que X1(r+ 1) = X2(r+ 1) = ? et soit p le plus petit entier tel que

Y1(p+ 1) = Y2(p+ 1) = ?: Comme il n�y a pas d�arcs symétriques entre les composantes

fortement connexes de D, Par la construction ci-dessus nous pouvons voir facilement que

le sous-ensemble S = S 0 [

�
rS

i=0

X1(i)

�
[

 
pS

j=0

Y1(j)

!

est un k-plus-noyau de D. Montrons

que S est un k-indépendant, soit x 2 S: Si x 2 S 0; alors d+S0(x) < k; puisque il n�y a pas

d�arcs entre les sommest de S 0 et les sommets de

�
rS

i=0

X1(i)

�
[

 
pS

j=0

Y1(j)

!

; d+S (x) < k: Si

x 2
rS

i=0

X1(i); alors il existe l 2 f0; 1; :::; rg tel que x 2 X1(l); donc d
+

Y [S0n
p�1S

i=0
Y2(j)

(x) < k: Si
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x 2
pS

i=0

Y1(j); alors il existe l
0 2 f0; 1; :::; pg tel que x 2 Y1(l

0); donc d+

X[S0n
r�1S

j=0
X2(i)

(x) < k:

Par la construction ci-dessus, nous pouvons voir que

 
pS

j=0

Y1(j)

!

�

�
Y [ S 0 n

p�1S

i=0

Y2(j)

�

et

�
rS

i=0

X1(i)

�
�

 

X [ S 0 n
r�1S

j=0

X2(i)

!

: Par conséquent, dans tous les cas, nous avons

d+S (x) < k: Montrons que S est un k-plus-dominant. Soit x 2 V n S; il est clair que

x 2

"�
rS

i=0

X2(i)

�
[

 
pS

j=0

Y2(j)

!#

: Si x 2
rS

i=0

X2(i); alors il existe l 2 f0; 1; :::; rg tel que

x 2 X2(l) et d�aprés la construction ci-dessus on a d
+
pS

i=0
Y1(i)[S0

(x) � k: Si x 2
pS

j=0

Y2(j);

alors il existe l0 2 f0; 1; :::; pg tel que x 2 Y2(l
0) et par la construction ci-dessus on a

d+rS
i=0
X1(i)[S0

(x) � k:

3.2.4 La fonction k-Grundy et la fonction caractéristique

Dans cette section, nous généralisons la notion de fonction Grundy donnée par Berge dans

[1] à la fonction k-Grundy dans les digraphes où k est un entier positif et nous généralisons

également quelques résultats concernant la fonction Grundy et la fonction caractéristique.

Dé�nition 3.26. Soit D = (V;A) un digraphe. Une fonction g : V ! N est une fonction

k-Grundy si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

1. Si g(x) = l > 0, alors pour tout j 2 N; 0 � j < l; il existe au moins k sommets

y 2 N+
D (x) avec g(y) = j:

2. Si g(x) = l, alors il existe au plus (k � 1) sommets y 2 N+
D (x) avec g(y) = l:

Théorème 3.27. Soit D = (V;A) un digraphe. Si D admet une fonction k-Grundy, alors

S = fx 2 V j g(x) = 0g est un k-plus-noyau.

Preuve. Soit D = (V;A) un digraphe, S = fx 2 V j g(x) = 0g et y un sommet de D.

On distingue deux cas.
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Cas 1. y 2 S: Alors g(y) = 0; d�aprés la condition 2 de la Dé�nition 3.26 il existe

au plus (k � 1) sommets x 2 N+
D (y) avec g(x) = 0: Par conséquent, �

+(S) < k; Ce qui

implique que S est k-indépendant.

Cas 2. y =2 S: Dans ce cas g(y) = l > 0; d�aprés la condition 1 de la Dé�nition 3.26,

pour tout j 2 N; 0 � j < l; il existe au moins k sommets z 2 N+
D (y) avec g(z) = j: Par

conséquent, pour j = 0, il existe au moins k sommets z 2 N+
D (y) avec g(z) = 0; ce qui

implique que d+S (y) =
��N+

D (y) \ S
�� � k: Donc S est k-plus-dominant.

Notons qu�il existe des digraphes qui ont un k-plus-noyau mais ils n�ont pas de fonction

k-Grundy (voir Figure 3:7).

Figure 3:7: Un digraphe qui possède un k � plus-noyau

mais qui n�a pas une fonction k �Grundy

Proposition 3.28. Pour tout k � 2; il existe un digraphe D qui a un k-plus-noyau et n�a

pas de fonction k-Grundy.

Preuve. Pour k � 2; soit D = (V;A) le digraphe dont V = V1 [ V2 [ fx1; x2; x3g où V1

est un ensemble indépendant de cardinalité k et D[V2] =
 �!
Kk�1 est un digraphe symétrique

complet d�ordre k � 1 comme dans la �gure 3:7. V1 est un k-plus-noyau de D. Nous
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montrons que D n�admet pas une fonction k-Grundy. Supposons au contraire que D a

une fonction k-Grundy g. D�aprés la Dé�nition 3.26, il est clair que chaque sommet v 2 V1

(resp. y 2 V2) satisfait g(v) = 0 (resp. g(y) = 1): Par symétrie, nous ne considérons que

les possibilités de la valeur de g prise par x1: Si g(x1) = 1; alors g(x3) = 2 et dans ce cas

nous ne pouvons pas donner une valeur à g(x2). En e¤et, si g(x2) = 1 alors la valeur de

g(x1) contredit la condition 2 de la Dé�nition 3.26. Si g(x2) = 2 alors nous avons une

contradiction avec la condition 1 de la Dé�nition 3.26. Si g(x1) = 2; alors g(x2) = 1 et

dans ce cas nous ne pouvons pas donner une valeur à g(x3). En e¤et, si g(x3) = 1 alors

la valeur de g(x2) contredit la condition 2 de la Dé�nition 3.26. Si g(x3) = 2 alors nous

avons une contradiction avec la condition 1 de la Dé�nition 3.26.

Théorème 3.29. Si un digraphe D = (V;A) est k-plus-noyau parfait, alors D admet une

fonction k-Grundy.

Preuve. Soit D = (V;A) un digraphe. Comme D est k-plus-noyau parfait, il admet un

k-plus-noyau. Soit N(0) un k-plus-noyau de D. Pour tout sommet v de N(0), nous posons

g(v) = 0. Nous allons dé�nir une séquence d�ensembles N(i) pour tout i = 1; :::; l comme

suit. A l�étape i, puisque D est k-plus-noyau parfait, Le sous-digraphe D[V n
i�1S

j=0

N(j)]

admet un k-plus-noyau N(i);pour tout sommet u of de N(i), nous posons g(u) = i: Soit

l le plus petit entier tel que V n
lS

j=0

N(j) = ?: Si g(x) = l, alors il existe au plus (k � 1)

sommets y 2 N+
D (x) avec g(y) = l: Si g(x) = l > 0, alors pour tout j 2 N; 0 � j < l; il

existe au moins k sommets y 2 N+
D (x) avec g(y) = j: Ainsi, la fonction g dé�nie ci-dessus

est bien une fonction k-Grundy.

Corollaire 3.30. Soit D = (V;A) un digraphe. D est k-plus-noyau parfait si et seulement

si chaque sous-digraphe D0 de D, D0 admet une fonction k-Grundy.

Corollaire 3.31. Soit D = (V;A) un digraphe.

1. Si D est un digraphe symétrique, alors il admet une fonction k-Grundy.

2. Si D est un digraphe transitif, alors il admet une fonction k-Grundy.
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3. Si D est un digraphe sans circuits, alors il admet une fonction k-Grundy.

4. Si D est un digraphe sans circuits impairs, alors il admet une fonction k-Grundy.

Une fonction caractéristique d�un sous-ensemble S dans le digraphe D = (V;A) est

une fonction 'S : V ! f0; 1g dé�nie comme suit.

'S (x) =

8
<

:
1 si x 2 S

0 si x =2 S

Théorème 3.32. Soit D = (V;A) un digraphe et k un entier positif tel que k � 2: Un

sous-ensemble S de V est un k-plus-noyau si et seulement si sa fonction caractéristique

'S véri�e

'S (x) = 1�min

8
><

>:

6666
4

P

y2N+
D
(x)

'S(y)

k

7777
5 ; 1

9
>=

>;
; 8x 2 V:

Preuve. Soit D = (V;A) un digraphe et k un entier positif tel que k � 2: Soit

S un k-plus-noyau de D. Si x 2 S; alors 'S(x) = 1: Comme S est k-indépendant,
��N+

D (x) \ S
�� < k; il existe au plus (k � 1) sommets y 2 N+

D (x) tels que y 2 S; il existe

donc au plus (k� 1) sommets tels que 'S(y) = 1; ce qui implique que
P

y2N+
D
(x)

'S(y) < k et

P

y2N
+
D
(x)

'S(y)

k
< 1: D�où

666
4

P

y2N
+
D
(x)

'S(y)

k

777
5 = 0 et min

8
<

:

666
4

P

y2N
+
D
(x)

'S(y)

k

777
5 ; 1

9
=

;
= 0: Par conséquent,

nous avons 'S(x) = 1�min

8
<

:

666
4

P

y2N
+
D
(x)

'S(y)

k

777
5 ; 1

9
=

;
:

Si x =2 S; alors 'S(x) = 0: Puisque S est k-plus-dominant,
��N+

D (x) \ S
�� � k; il existe

au moins k sommets y 2 N+
D (x) tels que y 2 S, donc il existe au moins k sommets

y 2 N+
D (x)\S et ainsi 'S(y) = 1; ce qui implique que

P

y2N+
D
(x)

'S(y) � k et

P

y2N
+
D
(x)

'S(y)

k
� 1:

D�où

666
4

P

y2N
+
D
(x)

'S(y)

k

777
5 � 1 et min

8
<

:

666
4

P

y2N
+
D
(x)

'S(y)

k

777
5 ; 1

9
=

;
= 1: Par conséquent, nous avons

'S(x) = 1�min

8
<

:

666
4

P

y2N
+
D
(x)

'S(y)

k

777
5 ; 1

9
=

;
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Inversement, soit 'S la fonction caractéristique d�un ensemble S � V avec 'S(x) = 1�

min

8
<

:

666
4

P

y2N
+
D
(x)

'S(y)

k

777
5 ; 1

9
=

;
8x 2 V: Si x 2 S; alors 'S(x) = 1 = 1�min

8
<

:

666
4

P

y2N
+
D
(x)

'S(y)

k

777
5 ; 1

9
=

;

D�où min

8
<

:

666
4

P

y2N
+
D
(x)

'S(y)

k

777
5 ; 1

9
=

;
= 0 et

666
4

P

y2N
+
D
(x)

'S(y)

k

777
5 = 0: Alors,

P

y2N
+
D
(x)

'S(y)

k
< 1; ce qui

implique que
P

y2N+
D
(x)

'S(y) < k et
��N+

D (x) \ S
�� < k: Alors, d+S (x) < k; 8x 2 S c�est-à-

dire �+(S) < k: Par conséquent S est k-indépendant. Si x =2 S; alors 'S(x) = 0 =

1 � min

8
<

:

666
4

P

y2N
+
D
(x)

'S(y)

k

777
5 ; 1

9
=

;
; d�où min

8
<

:

666
4

P

y2N
+
D
(x)

'S(y)

k

777
5 ; 1

9
=

;
= 1 et

666
4

P

y2N
+
D
(x)

'S(y)

k

777
5 � 1:

Alors,

P

y2N
+
D
(x)

'S(y)

k
� 1; ce qui implique que

P

y2N+
D
(x)

'S(y) � k et
��N+

D (x) \ S
�� � k: Alors,

d+S (x) � k; 8x =2 S: Par conséquent S est k-plus-dominant. Ainsi, S est k-plus-noyau.
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CONCLUSION

Au cours de cette thèse, nous nous sommes intéressés à l�étude des concepts de j-

indépendance et p-domination dans les graphes non orientés simples et celui du noyau

dans les graphes orientés.

Dans un premier lieu, nous avons étudié le problème de la caractérisation des graphes

non orientés contenant un sous-ensemble qui est à la fois j-indépendant et p-dominant

pour deux entiers positifs p, j � �: Nous avons caractérisé un arbre T qui satisfait


p(T ) = �j(T ) pour p; j deux entiers positifs tels 1 � j < p � � et nous avons déduit la

caractérisation de tous les arbres T contenant un sous-ensemble à la fois j-indépendant et

p-dominant pour tous les entiers positifs p, j avec 1 � j < p � �:

Dans un second lieu, nous avons introduit un nouveau concept le � (k; l)�plus-noyau�

en généralisant quelques résultats classiques sur le noyau dans les graphes orientés et nous

avons étudié le problème d�existence du (k; l)�plus-noyau dans certaines classes de graphes

orientés.

Les travaux réalisés durant cette thèse ouvrent plusieurs perspectives de travaux futurs.

Nous proposons des axes qui peuvent faire l�objet de travaux et de recherches ulterieures.

1. Caractériser les graphes bipartis qui admettent un ensemble qui est à la fois j-

indépendant et p-dominant pour tout p; j deux entiers positifs.

2. Donner une preuve de la conjecture de P. Duchet.

3. Donner une preuve de la conjecture de Sands, Sauer et Woodrow.

4. Déterminer des algorithmes polynomiaux pour la recherche du (k; l)�noyau dans

les digraphes et (k; l)�plus-noyau dans les digraphes.

5. Est-il vrai qu�un digraphe tel que chaque circuit impair a deux arcs symétriques,

possède un k-plus-noyau?
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