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RESUME

L’étude des modèles de files d’attende avec rappels est motivée par diverses applications no-

tamment l’émergence de nouveaux systèmes de communication (Mobile, ATM, Réseaux locaux,

Internet. . . .) et de production (ateliers flexibles,...). On les rencontre également en intelligence

artificielle pour la modélisation de réseaux de neurones et autres systèmes intelligents. Avec

le developpement technologique des réseaux de communication, la demande d’attribuer la

priorité d’une tâche par rapport à d’autres tâches a augmenté rapidement, ainsi qu’en pratique,

on rencontre souvent des cas où les serveurs sont sujets à des pannes aléatoires, par conséquent

il est plus réaliste de considérer les files d’attente avec des répétitions d’appels et le serveur

exposé à des interruptions aléatoires qui empêchent la continuité du service des clients.

Dans cette thèse, nous étudions la fiabilité des modèles d’attente avec rappels à interrup-

tions de service (interruptions dues aux pannes aléatoires ou à des priorités).

En premier lieu, nous actualisons les sysnthèse existante sur les systèmes avec rappels, avec

rappels et pannes, avec rappels, pannes et priorité.

En second lieu, nous considérons un système M/M/2 avec rappels et pannes aléatoires et en

appliquant « phase merging algorithm », nous obtenons des approxiamtions de certains indices

de fiabilité. Ensuite, nous évaluons ces approximations par quelques illustrations numériques.

En dernier lieu, nous analysons mathématiquement le système de files d’attente M/G/1

avec rappels, pannes et priorité absolue. Notre analyse inclut : description de la chaîne de

Markov induite, condition d’érgodicité, distribution stationnaire de l’état du système, obtention

de mesures de performance et de quelques indices de fiabilité. Des illustrations numériques

sont également introduites.



ABSTRACT

The study of the retrial queues models is motivated by various applications including

the emergence of new communication systems (Mobile, ATM, Local networks, Internet ....),

Production (flexible workshops,...). They are also encountered in artificial intelligence for

the modeling of networks of neurons and other intelligent systems. With ever-fast growth in

communication networks technology, the demand to assign priority to one type of jobs over

other type of jobs has been growing rapidly, and in practice, there are often cases where servers

are subject to random failures, so it is more realistic to consider queues with repeted calls and

the server exposed to random interruptions that prevent the continuity of customer service.

In this thesis, we study the reliability of retrial retrial queues models with interruptions of

service (interruptions due to random failures or priorities).

First, we update the work on retrial queues with breakdowns.

Secondly, we consider an M/M/2 retrial queue with active and idle breakdowns and by

applying "phase merging algorithm", we obtain Some approximate reliability indexes. Next, we

evaluate these approximations with some numerical illustrations.

Finally, we analyze mathematically the M/G/1 retrial queuing system with failures and

priority. Our analysis includes : description of the embedded Markov chain, ergodicity condition,

stationary distribution of the system state, obtaining some performance measures and some

reliability indexes. Digital illustrations are also introduced.



 حهخٛص

يخُٕعت  يحفضة بًجًوػت انخذيت بطهب انتنبیھ إػادة خاصیت نھا انتي الانتظاس طوابیش نظى      دساست 

، انشبكاث انًحهٛت  ٔ ATMيٕباٚم، )يٍ انخطبٛقاث خاصت بظٕٓر أَظًت الاحصالاث اندذٚذة 

، كًا أٌ نٓا حطبٛقاث فٙ يدال انذكاء ...(َظى انخصُٛع انًزَت)ٔ أَظًت الإَخاج  (....الإَخزَج 

 يع انخطٕر انخكُٕنٕخٙ نشبكاث  .الاصطُاعٙ نًُذخت انشبكاث انعصبٛت ٔالأَظًت انذكٛت الأخزٖ

الاحصالاث، طهب حعٍٛٛ أٔنٕٚت سبٌٕ بانُسبت إنٙ سبٌٕ آخز ٚشداد ٕٚيٛا  ٔ فٙ انًدال انخطبٛقٙ غانبا 

يا َٕاخّ انحالاث انخٙ ٚكٌٕ فٛٓا انخٕادو حخضع لأعطال عشٕائٛت، نذنك ْٕ أكثز ٔاقعٛت نهُظز فٙ 

 ٔ انخٙ حخعزض لاَقطاعاث عشٕائٛت انخٙ انخذيت بطهب انتنبیھ إػادة خاصیت نھا انتي الانتظاسطٕابٛز 

 .ححٕل دٌٔ اسخًزارٚت خذيت انشبائٍ

 بطهب انتنبیھ إػادة خاصیت نھا انتي الانتظاس طوابیش نظىَقٕو بذراست يٕثٕقٛت  انؼًم راھ في      
 . أو أػطال ػشوائیتيطهقت بأونویت یتًتغ صبوٌ قذوو سببھ یكوٌ انزي انخذيت انقطاع  يع انخذيت

 

 بطهب انتنبیھ إػادة يغ  غٛز انًٕثٕق بٓاانطابوس لأنظًت انًكشست اننتائج بؼض بتحذیث نقووأولا،      

 .انخذيت
 ٔ أعطال عشٕائٛت ٔبخطبٛق انخذيت بطهب انتنبیھ إػادة بخاصیت M / M / 2       ثاَٛا، َعخبز َظاو

"phase merging algorithm" ، ثى َقٛى ْذِ  .نبعط يؤشزاث انًٕثٕقٛت حقذٚزاث عهَٗخحصم

 .انُخائح بٕاسطت أيثهت عذدٚت
 

 ٔالأٔنٕٚت انخذيت بطهب انخُبّٛ إعادة بخاصٛت M/G/1نُظاو  انعشٕائٛت بخحهٛم َقٕو الأخٛز     فٙ

 شزط إعطاء انًضًُت، ياركٕف سهسهت ٔصف: ياٚهٙ ٚخضًٍ أخزُٚاِ انذ٘ انعشٕائٛت ححهٛم .انًطهقت
الأداء  يقاٚٛس بعط عهٗ انحصٕل انُظاو، نحانت انثابج انخٕسٚع أخزٖ، يزة انخذيت حذٔد احخًال

 .ٔبعط يؤشزاث انًٕثٕقٛت
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INTRODUCTION

La théorie des files d’attente s’attache à modéliser et à analyser de nombreuses situations

en apparence très diverses, mais qui relèvent néanmoins toutes du schéma descriptif général

suivant. Des clients arrivent à intervalles aléatoires dans un système comportant plusieurs

serveurs auxquels ils vont adresser une requête. La durée du service auprès de chaque serveur

est elle-même aléatoire. Après avoir été servis (ce qui suppose un arrêt chez un ou plusieurs

serveurs selon le cas), les clients quittent le système.

L’origine des études sur les phénomènes d’attente remonte aux années 1909-1920 avec les

travaux de A.K. Erlang concernant le réseau téléphonique de Copenhague. La théorie mathé-

matique s’est ensuite développée notamment grâce aux contributions de Palm, Kolmogorov,

Khintchine, Pollaczek,... et fait actuellement toujours l’objet de nombreuses publications scien-

tifiques. Cette théorie s’est ensuite étendue à de nombreux champs d’application comme la

gestion de stocks, les télécommunications en général, la fiabilité de systèmes complexes,...

Cette théorie de files d’attente classique s’est trés vite montrée inefficace face à des systèmes

réels de plus en plus complexes, tels que les systèmes téléphoniques où les abonnés répétaient

leurs appels en recomposant le numéro plusieurs fois jusqu’à l’obtention de la communication.

Dés la fin des années 1940, des chercheurs tels que KOSTEN [1] et WILKINSON ont mis en

évidence les limites de la théorie classique des files d’attente qui ne permettait pas d’expliquer

le comportement stochastique de ce type de système.

Ce phénomène de répétition de demandes du service a poussé certains chercheurs à étendre

le modèle d’attente classique à celui dit avec rappels. Ce type de systèmes de files d’attente

avec rappels peut être appliqué pour résoudre les problèmes pratiques, tels que l’analyse du

comportement des abonnés dans les réseaux téléphoniques et l’analyse du temps d’attente

pour accéder à la mémoire sur les disques magnétiques. Ce type de modèles se rencontre

également dans la modélisation de protocoles spécifiques de communication, tels que CSMA
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(Carrier Sens Multiple Access) ou encore les disciplines Auto-Repeat, Ring-Back-When-Free,

Repeat-Last-Number. Les progrés récents dans ce domaine sont résumés dans les articles de

synthèse de AISSANI (1988) [2], FALIN (1990)[3], KULKARNI et LIANG(1997) [4], TEMPLETON

(1999) [5] et dans les monographies de FALIN et TEMPLETON (1997) [6] et ARTALEJO et GOMEZ

(2008) [7].

Dans le but d’étudier mathématiquement un système de files d’attente avec rappels, en pre-

mier lieu, on doit introduire un processus stochastique décrivant l’état du système à un instant

donné. En général, on distingue deux catégories de processus stochastique décrivant l’état du

système de file d’attente : les processus stochastiques Markoviens et ceux non-Markoviens. Ce-

pendant, on dispose de plusieurs méthodes qui permettent de rendre ces derniers Markoviens

moyennant certaines transformations (méthode de la chaine de Markov induite, méthode des

variables supplémentaires). Puis, en fonction des quantités qui déterminent la structure du

système, on cherche à calculer le régime transitoire. Il est constaté que le calcul explicite de

ce dernier est pénible (voir impossible) pour la majorité des modèles. C’est pourquoi, il est

souvent préférable de se contenter par la détermination du régime stationnaire. La distribution

stationnaire du processus stochastique introduit permet d’obtenir les indices de performance

du système : le temps d’attente d’un client, le nombre moyen de client dans le système, le taux

d’occupation des dispositifs de service,. . . .

Habituellement, lors de l’étude des problèmes de la théorie des files d’attente classique

ou celle avec rappels, on supposait que le service s’effectue d’une manière continue et bien

déterminée (sans interruptions). Cependant en pratique, on rencontre souvent des cas où le

service d’un client est interrompu à cause d’arrivée d’un client prioritaire. La priorité peut être

absolue ou relative. Par priorité absolue, on entend que le service d’un client moins prioritaire

sera suspendu lorsqu’un client plus prioritaire se présente devant le serveur. Ce dernier venu

commence son service immédiatement. Si la priorité est celle relative, un nouveau client

plus prioritaire attend la fin du service avant de commencer le sien. Dans le cas de priorité

absolue, deux possibilités se présentent : soit le client suspendu reprend son service là où il a

été interrompu, soit il le reprend depuis le début. Ainsi qu’on rencontre des cas où les serveurs

sont sujets à des pannes aléatoires (serveurs non fiables).

La théorie de fiabilité est une branche de la théorie des probabilités et de la statistique

mathématique. C’est la discipline scientifique qui étudie les méthodes générales et les procédés

à suivre lors de la réception, le transport, le stockage et/ou l’exploitation du système pour
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garantir une efficacité maximale.

- Elle étudie la loi d’exploitation des défaillances et les méthodes de leur prévision.

- Elle établit et étudie les caractéristiques quantitatives (critères) de sûreté de fonctionne-

ment.

- Elle élabore les méthodes de contrôle de la fiabilité et les procédures d’essais de fiabilité.

- Elle étudie les méthodes d’évaluation de la fiabilité à l’étape de la conception, par exemple,

le choix de la structure optimale du système qui garantit une fiabilité donnée.

- Elle établit les méthodes de maintenance préventive (choix optimal des dates de renou-

vellement prophylactique) ainsi que les méthodes permettant de conserver la fiabilité à son

niveau maximal au cours de l’exploitation.

L’objet principal des études de la fiabilité est donc de choisir des méthodes de décision, des

techniques de fabrication... qui assurent l’incidence la plus faible de l’intervention humaine

sur la fiabilité intrinsèque du système. Les modèles de fiabilité servent à comprendre comment,

pourquoi et quand un système tombe en panne.

La théorie analytique des modèles d’attente avec rappels non fiables s’avère d’une portée

limitée en raison de la complexité des résultats connus. En effet, dans la majorité des cas, on

se retrouve confronté à des systèmes d’équations dont la résolution est complexe ou possé-

dant des solutions qui ne sont pas facilement interpretables afin que le praticien puisse en

bénéficier. Cette difficulté réside essentiellement dans l’utilisation des inverses des transfor-

mées de Laplace-Stieljes et des distributions marginales. Pour pallier à toutes ces difficultés,

les chercheurs ont recouru aux méthodes d’approximation. Parmi les principales approches

développées ces dernières années, on trouve les méthodes de comparaison stochastique [8],

qui permettent d’avoir des estimations qualitatives pour certaines mesures de performance, la

méthode de stabilité forte [9] qui permet de réaliser aussi bien une analyse quantitative qu’une

analyse qualitative des systèmes complexes et l’algorithme de phase merging [10], [11] qui est

utile pour l’analyse de chaînes de Markov bidimensionnelles à temps continu et qui permet de

déterminer les distributions approximatives de probabilité à l’état stationnaire.

L’objectif de notre travail est d’élargir le champs d’application de la fiabilté sur des systèmes

d’attente avec rappels non fiables, en particulier, nous nous intéressons à l’étude de l’influence

de la non-fiabilité des serveurs sur les caractéristiques du système. Nous avons choisi deux

types de modèles dont l’étude est sans aucun doute très importante pour les applications

pratiques, notamment avec l’évolution rapide des systèmes informatiques et des réseaux de
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télécommunication.

Le premier est un modèle markovien avec deux serveurs qui sont sujets à des pannes

aléatoires qui peuvent se produire aussi bien lorsqu’ils sont libres que lorsqu’ils sont actifs.

Les clients qui sont dans l’incapacité d’accéder à un serveur à cause de la panne ou de la

congestion et les clients dont le service est interrompu par une panne doivent décider de

rejoindre l’orbite ou de quitter le système définitivement. En général, les sysèmes d’attente avec

rappels à multiserveurs non fiables sont difficiles à analyser d’un point de vue mathématique et

nous constatons qu’il n’y a pas de solutions exactes lorsque le nombre de serveurs dépasse un.

Par conséquent nous cherchons à obtenir des approximations de certains indices de fiabilité

en utilisant les probabilités approximatives d’état déterminées en appliquant l’algorithme de

phase merging.

Le deuxième est un modèle semi markovien avec rappels à un seul serveur non fiable

et priorité absolue. Nous considérons deux types de clients (plus prioritaire type 1 et moins

prioritaire type 2). Un client type 1, arrivant dans le système et trouvant un autre client type

1 dans le serveur ou trouvant le serveur sous réparation, rejoint l’orbite et devient source de

tentatives répétées. Un client type 1, arrivant dans le système et trouvant un client type 2 dans

le serveur, interrompt le service en cours et commence le sien. Le client dont le service a été

interrompu, reste auprès du serveur pour terminer son service ultérieurement. En outre, les

clients type 2, arrivant dans le système et trouvant le serveur occupé, quittent le système sans

entrer dans l’espace de service.

Cette étude est structurée comme suit :

- Le premier chapitre comprend une synthèse des principaux résultats analytiques sur

les systèmes d’attente avec rappels et les systèmes avec rappels à interruptions de service,

notamment ceux relatifs aux systèmes d’attente de type M/G/1.

- Dans le deuxième chapitre, nous introduisons des notions préliminaires de la fiabilité.

Ainsi, on a axé notre présentation principalement sur les éléments essentiels nous permettant

d’aborder le problème de la fiabilité des systèmes d’attente considérés dans ce travail.

- Le troisième chapitre est consacré à l’application de l’algorithme de phase merging au sys-

tème de files d’attente M/M/2 avec rappels et pannes. En effet, aprés clarification de la manière

d’application de l’algorithme pour avoir les probabilités approximatives d’état, nous obtenons

des approximations de certains indices de fiabilité et nous évaluons ces approximations par

des illustrations numériques sous MATLAB.
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- Une partie du quatrième chapitre, est consacrée aux travaux de BOUTERFA et DJELLAB

[12] concernant l’obtention de la condition d’ergodicité et quelques mesures de performance

de modèle M/G/1 avec rappels, priorité et serveur fiable. Dans l’autre partie, nous présentons

notre contribution à l’étude du modèle M/G/1 avec rappels, priorité et serveur non fiable en

appliquant la méthode des variables supplémentaires. Notre analyse inclut : description de la

chaîne de Markov induite, condition d’ergodicité, distribution stationnaire de l’état du système,

obtention de mesures de performance et de quelques indices de fiabilité. Ces études théoriques

sont soutenues par des illustrations numériques.

- Le travail s’achève par une conclusion mettant l’accent sur les perspectives et les directions

de recherche induites par les résultats obtenus.

- Dans l’annexe, nous présentons les programmes développés dans le logiciel MATLAB

permettant de réaliser les illustrations numériques fournis dans cette étude.



CHAPITRE 1

SYSTEMES D’ATTENTE AVEC RAPPELS

1.1 Introduction

La théorie des files d’attente, ou des queues, est un des outils analytiques les plus puissants

pour la modélisation de systèmes de logistiques et de communication. Le phénomène de base

de files d’attente surgit chaque fois qu’un serveur est consulté pour son service par un grand

nombre de tâche ou de clients. La théorie des files d’attente classique offre deux possibilités

pour résoudre le conflit qui apparaît lorsqu’un client arrive dans le système à serveur unique et

trouve le serveur occupé :

- Le client arrivé se place dans la file d’attente et attend son tour selon l’une des disciplines :

FIFO, LIFO ou Random.

- Le client peut quitter le système définitivement. C’est le système classique d’Erlang (avec

refus ou avec perte).

Une possibilité alternative est que le client qui ne peut être servi, libère l’espace du serveur

mais après une durée aléatoire revient au système pour répéter sa demande de service. Entre les

appels successifs, le client en question se trouve en "orbite". Un tel système est appelé système

de files d’attente avec "rappels".

Les systèmes de files d’attente avec rappels sont identifiés par la nature stochastique du pro-

cessus des arrivées, la distribution du temps de service, le nombre de serveurs qui composent

l’espace de service, la capacité et la discipline d’attente ainsi que la spécification concernant le

processus de répétition d’appels.

Lors de l’étude des problèmes de la théorie de files d’attente on supposait que les serveurs
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étaient absolument fiables. Cependant en pratique, on rencontre souvent des cas où les serveurs

sont sujets à des pannes aléatoires et par conséquent, durant un certain intervalle de temps, le

service des clients est interrompu.

Dans ce chapitre, nous allons présenter une synthèse bibliographique de certains résultats

concernant les modèles de files d’attente avec rappels, ainsi que les différentes approches

utilisées pour l’analyse de ce type de modèles. Cette synthèse actualise celle de OUKID [ thèse

de doctorat ] [13].

1.2 Modèles d’attente avec rappels

Le modèle général d’un système de files d’attente avec répétition d’appels peut être décrit

comme suit : Le système est composé de C (C ≥ 1) serveurs identiques et indépendants, d’un

espace d’attente de capacité K−C (K ≥ 1) et d’un orbite de capacité finie ou infinie. A l’arrivée

d’un client, si tous les serveurs et positions d’attentes sont occupés le client rejoint l’orbite

et devient source d’appels secondaires et il rappellera ultèrieurement. Un client est admis

au serveur uniquement lorsque le serveur est trouvé inactif et en bon état. Les clients dont

le service est interrompu par une panne peuvent avoir la possibilité de rester sur le serveur

jusqu’à ce que la réparation soit terminée, de laisser le système entièrement ou de rejoindre

l’orbite pour répéter ou reprendre le service.

Tout client en orbite est supposé rappeler pour le service à des intervalles de temps suivant

une loi de probabilité. Chacun de ces clients secondaires est traité comme un nouveau client

qui arrive de l’extérieur du système (client primaire). La structure générale d’un système avec

rappels est présentée dans la figure 1.1.

A notre connaissance, l’étude des modèles de files d’attente avec rappels remonte déjà

aux travaux de KOSTEN (1947) [1] et CLOS (1948)[14]. Il faut attendre 1957 pour voir publier

l’article de COHEN [15] lors de la modélisation d’un central téléphonique. Cet article contient

une analyse systématique du modèle Markovien M/M/m. Une décennie plus tard, KEILSON,

COZZOLINO et YOUNG [16] ont examiné le système M/G/1 et le système M/M/2 avec rappels.

Pour le M/G/1, les clients qui trouvent le serveur occupé entrent en orbite et deviennent source

d’appel secondaire. Puisque les temps de service sont supposés être généralement distribués,

les auteurs utilisent la méthode des variables supplémentaires pour transformer le processus

stochastique en un processus markovien. Le cas de M/M/2 est etudié par la résolution des
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FIGURE 1.1 – La structure du système

équations de balance en utilisant l’équation de normalisation.

Ce n’est que vers les années 1970-1980 qu’on constate un regain d’intérét pour cette caté-

gorie de modèles, en raison de nouveaux développements technologiques des systèmes de

télécommunications. Les systèmes avec rappels permettent en effet de mieux modéliser des

protocoles spécifiques de communication, tels que CSMA ( Carrier Sense Multiple Access) ou

encore les disciplines Ring-back-when-free, Repeatlastnumber, Auto-repeat ALEXANDROV

[17]. Une description complète de situations de systèmes de files d’attente avec rappels peut

être trouvée dans la monographie de FALIN et TEMPLETON (1997) [6] et dans [4; 18–20] . Une

classification bibliographique est donnée dans les articles de ARTALEJO (1999) [21] et (2010)

[22] .

1.2.1 Modèle d’attente M/G/1 avec rappels

Le modèle M/G/1 avec rappels est le modèle le plus étudié par les spécialistes. Il existe une

littérature abondante sur ses diverses propriétés [23–27].

Description du modèle

Les clients arrivent dans le système selon un processus de Poisson de taux λ> 0. Le service

des clients est assuré par un seul serveur. La durée de service τ suit une loi générale de fonction

de répartition B(x) et de transformée de Laplace-Stieltjes B̃(s), Re(s) > 0. Soient les moments

βk = (−1)k B̃(k)
i (0), l’intensité du trafic ρ = λβ1 et µ = 1

β1
. La durée entre deux rappels successifs
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d’une même source secondaire est exponentiellement distribuée de paramètre θ> 0. Le système

évolue de la manière suivante : On suppose que le (i−1)ème appel termine son service à l’instant

tdi−1 (les appels sont numérotés dans l’ordre de service) et le serveur devient libre. Même s’il y

a des clients dans le système, ils ne peuvent occuper le service immédiatement. Donc le i ème

appel suivant, n’entre en service qu’aprés un intervalle de temps Ri durant lequel le canal est

libre, bien qu’en général il y ait des clients qui attendent. A l’instant ξi = tdi−1 +Ri , le i ème client

débute le service durant un temps Si . Tous les rappels qui arrivent durant ce temps de service

n’influent pas sur le processus. Alors à l’instant tdi = ξi +Si , le i ème client achève son service et

le canal devient encore libre et ainsi de suite.

Chaîne de Markov induite

L’état du système peut-être décrit par le processus

X(t ) =

N(t ), si C(t ) = 0,

{C(t ),N(t ),ξ(t )}, si C(t ) = 1.
(1.1)

où C(t ) est le nombre de serveurs occupés, N(t ) est le nombre de clients en orbite, ξ(t ) est une

variable supplémentaire à valeurs dans ℜ+ et désignant la durée de service écoulée à la date t .

ce processus n’est pas un processus de Markov, mais il possède une chaîne de Markov

induite. Cette chaîne a été décrite pour la première fois par Choo et Conolly (1979) [28] . Soit

(Xi ) la chaîne de Markov induite aux instants de départs, où Xi = N(tdi ) représente le nombre

de clients en orbite après le i ème départ, dont l’équation fondamentale est :

Xi+1 = Xi −Bi +νi+1

où νi+1 est le nombre de clients primaires arrivant dans le système durant le service du (i+1)ème

client. Elle ne dépend pas des événements qui se sont produits avant l’instant ξi+1 du début de

service du (i +1)ème client. La distribution de νi+1 est la suivante :

P(νi = n) = kn =
∫ ∞

0
exp(−λx)

(λx)n

n!
dB(x)

avec une fonction génératrice

K(z) =
∞∑

n=0
znkn = B̃(λ−λz),
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et une moyenne

E[νi ] = K′(1) =
∞∑

n=0
nkn = ρ.

La variable aléatoire Bi est une variable de Bernoulli définie par

Bi =

1, si le (i +1)ème client servi provient de l’orbite,

0, si (i +1)ème client servi est primaire.

Elle dépend de Xi+1 et sa distribution conditionnelle est donnée par

P(Bi = 1/Xi = n) =
nθ

λ+nθ
,

P(Bi = 0/Xi = n) =
λ

λ+nθ
.

Les probabilités de transition de l’état n à l’état m (m ≥ 0 et 0 ≤ n ≤ m) sont

rn m =
λ

λ+nθ
km−n + nθ

λ+nθ
km−n+1

La condition d’existence du régime stationnaire peut être obtenue comme suit :

L’accroissement moyen de la chaîne vaut

E[Xi+1 −Xi /Xi = n] = E[νi+1]−E[Bi = 1/Xi = n] = ρ− nθ

λ+nθ
.

Si ρ < 1, alors lim
n−→∞ E[Xi+1 −Xi /Xi = n] = ρ−1 et la chaîne est donc ergodique. Par contre, si

ρ ≥ 1, alors lim
n−→∞ E[Xi+1 −Xi /Xi = n] = ρ− nθ

λ+nθ ≥ 1− nθ
λ+nθ = λ

λ+nθ > 0. Puisque la chaîne est

bornée inférieurement par la chaîne induite du système M/G/1 classique, donc la chaîne n’est

pas ergodique (elle est transitoire).

Théoreme 1.2.1. [29] Soit ρ < 1. La distribution stationnaire de la chaîne de Markov induite

possède la fonction génératrice suivante :

ϕ(z) =
∞∑

i =0
ziπi =

(1−ρ)(1− z)B̃(λ−λz)

B̃(λ−λz)− z
exp

{
λ

θ

∫ z

1

1− B̃(λ−λu)

B̃(λ−λu)−u
du

}
.

Distribution stationnaire de l’état du système

L’état du système au temps t est décrit par le processus (1.1). Lorsque ρ< 1, le système est

en régime stationnaire. Dénotons par

P0i = lim
t−→∞ P(C(t ) = 0,N(t ) = i );
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P1i (x) = lim
t−→∞

d

d x
P(C(t ) = 1,ξ(t ) ≤ x,N(t ) = i );

P1i =
∫ ∞

0
P1i (x)d x.

Théoreme 1.2.2. Les fonctions génératrices de la distribution stationnaire conjointe de l’état du

serveur et de la taille de l’orbite en régime stationnaire (ρ< 1) sont données par

P0(z) =
∞∑

i =0
zi p0i = (1−ρ)exp

{
λ

θ

∫ z

1

1− B̃(λ−λu)

B̃(λ−λu)−u
du

}
,P1(z) =

∞∑
i =0

zi p1i =
1− B̃(λ−λz)

B̃(λ−λz)− z
P0(z).

Par conséquent, la distribution marginale du nombre de serveurs occupés s’exprime de la

manière suivante

P0 = lim
t−→∞ P(C(t ) = 0) = P0(1) = 1−ρ,

P1 = lim
t−→∞ P(C(t ) = 1) = P1(1) = ρ.

La fonction génératrice de la distribution marginale de la taille de l’orbite est définie par

P(z) = P0(z)+P1(z) =
1− z

B̃(λ−λz)− z
P0(z),

et la fonction génératrice de la distribution de l’état stationnaire du nombre de clients dans le

système est

Q(z) =
(1−ρ)(1− z)B̃(λ−λz)

B̃(λ−λz)− z
exp

{
λ

θ

∫ z

1

1− B̃(λ−λu)

B̃(λ−λu)−u
du

}
.

Mesures de performance

Les caractéristiques du modèle sont [30]

– Nombre moyen de clients dans le système

n̄ = Q′(1) = ρ+ λ2β2

2(1−ρ)
+ λρ

θ(1−ρ)
.

– Nombre moyen de clients en orbite

n̄0 = P′(1) = n̄ −ρ =
λ2β2

2(1−ρ)
+ λρ

θ(1−ρ)
.

– Temps moyen d’attente d’un client

W̄ =
n̄0

λ
=

λβ2

2(1−ρ)
+ ρ

θ(1−ρ)
.

– Nombre moyen de rappels par client (d’après la formule de Little)

R̄ = W̄θ =
λθβ2

2(1−ρ)
+ ρ

(1−ρ)
.
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1.3 Modèles d’attente avec rappels et interruptions de service

Les systèmes de files d’attente avec interruptions du service sont courants dans la modélisa-

tion des systèmes informatiques et dans les réseaux de télécommunication [31]. D’un point de

vue pratique, il est plus réaliste de considérer les files d’attente avec des répétitions d’appels

et le serveur exposé à des interruptions aléatoires qui empêchent la continuité du service des

clients. Les modèles d’attente avec des interruptions de service se sont révélés trés utiles dans

les situations où un serveur est partagé par plusieurs files d’attente, lorsque le serveur est sujet

à des pannes ou l’arrivée de clients de haute priorité.

Ces systèmes ont été étudiés par de nombreux auteurs. FIEMS et al (2008) [32] ont considéré

le système M/G/1 avec divers types d’interruptions et KERNANE (2013) [33] a généralisé ce

travail au cas d’un système avec rappels. GRAVER [34] considére le cas d’interruption avec

préemption (l’interruption intervient pendant le service d’un client) où le client reprend le

service à partir du point d’interruption ou dès le début.

1.3.1 Modèles d’attente avec rappels et pannes

Les systèmes d’attente avec rappels et interruptions dûes aux pannes aléatoires des serveurs

sont d’une grande importance et ils ont les mêmes caractéristiques que les modèles précédem-

ment étudiés dans la section (1.2). Ce qui les distingue, est le risque des pannes qui présentent

un moyen supplémentaire pour qu’un client arrivant rejoint l’orbite. Les types de pannes de

serveur les plus rencontrés en littérature sont ARTALEJO [35] :

– Pannes avec perte momentanée du client : Dés que la panne se produit, le client entre en

orbite.

– Pannes avec perte définitive du client : Dés que la panne se produit, le client quitte le

système définitivement.

– Pannes conservatrices : Dés que la panne se produit, le client attend que la réparation soit

terminée et le service reprend en tenant compte de la partie de service déjà acquise.

– Pannes non conservatrices : Le client attend que la réparation soit terminée, mais le

service doit-être repris à zéro.

Ces types de systèmes ont été étudiés indépendamment par Aissani [2] en 1988 et par

KULKARNI et CHOI [36] en 1989. AISSANI [2] a considéré un système de file d’attente M/G/1/1

avec rappels et un serveur non fiable. KULKARNI et CHOI ont considéré deux modèles différents
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de types M/G/1. Dans le premier modèle, un client dont le service est interrompu par une

défaillance du serveur rejoint l’orbite avec une probabilité P ou quitte le système avec une

probabilité 1−P. Le deuxième modèle permet au client de rester à la station service pendant

que le serveur est en réparation et le service est redémarré une fois la réparation terminée.

AISSANI et ARTALEJO [37] ont fait une extension des résultats de KULKARNI et CHOI [36]

en se concentrant sur la fiabilité d’un système M/G/1 avec rappels et pannes. En 1993 AISSANI

[38] a continué son travail sur le système M/G/1 avec rappels et cette fois en considérant des

hypothèses plus générales et il a obtenu la distribution du nombre de clients en orbite et du

nombre de clients dans le système à l’état stationnaire en appliquant la méthode des variables

supplémentatires.

Une variété importante de système M/G/1 avec rappels non fiable existent. YANG et LI ont

écrit deux ouvrages [39] et [40] dans lesquels ils ont étudié davantage le système M/G/1 avec

rappels et pannes et le système avec rappels et vacances du serveur. De leur coté, J.WANG,

J.CAO et Q.LI [41] en 2001, considèrent le modèle M/G/1 avec rappels, pannes et réparations,

ils donnent une analyse détaillée de la fiabilité du serveur en utilisant la méthode des variables

supplémentaires, ils ont obtenus les expressions explicites de certains indices de fiabilité

comme la disponibilité et la fréquence de défaillance. DJELLAB [42–44] en 2002 a étudié la

propriété de décomposition stochastique du système de files d’attente M/G/1 avec rappels et

serveur non fiable dans le cas de la distribution générale du temps des inter-rappels, et elle a

aussi analysé les effets du type de distribution du temps des inter-rappels, de l’intensité des

rappels ainsi que des pannes sur la performance du modèle.

Certains auteurs ont étudié les systèmes M/M/1 avec rappels et pannes. En 2005, AL-

MASI, ROSZIK et SZTRIK [45] considéraient un système de source finie avec des pannes et

des réparations, le serveur sujet à des pannes actives et passives. Les durrées de pannes sont

généralement destribuées et les durées de réparation sont exponentielles. Les clients préemptés

par une panne peuvent choisir de rester sur le serveur et de reprendre le service une fois la

réparation terminée, ou de rejoindre l’orbite. Les durées de rappels sont de taux exponentiel.

Les auteurs ont obtenu certaines mesures de tels systèmes à l’état stationnaire. LI et ZHAO [46]

ont assumé un système M/M/1 avec deux files d’attente à la fois pour les clients en attente ou

préemptés. Toutes les durées sont distribuées exponentiellement et seules les pannes actives

sont considérées. En 2006 SHERMAN et KHAROUFEH [47] ont étudié le système M/M/1 avec

rappels et pannes actives et passives, un orbite de capacité infinie et une file d’attente. Ils ont
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fournit la condition de stabilité ainsi que plusieurs résultats de décomposition stochastique.

Plus récemment, JAIN et al. [48] en 2007 ont étudié le système d’attente M/G/1 avec rappels,

pannes et lancement. D’autre part, FALIN [49] en 2010 a étudié un modèle d’attente avec

rappels et pannes du type M/G/1, il a trouvé une distribution conjointe de l’état de serveur, le

nombre de client dans la file et le nombre de client dans le groupe de rappel dans l’état stable

quand le temps de service et le temps de réparation ont une distribution générale en utilisant

la méthode de variables supplémentaires.

Modèle d’attente M/G/1 avec rappels et pannes

Description du modèle

Le système concidéré est M/G/1 avec rappels et pannes. Le flot des arrivées primaires est

poissonnien de taux λ. Le temps de service est distribué suivant une loi arbitraire, de fonction

de répartition B(x) et de transformée de Laplace-Stieltjes B̃(s), Re(s) > 0. Nous supposons

qu’il n’y a pas d’espace d’attente et donc si un client primaire trouve le serveur libre, il est

immédiatement pris en charge. Sinon, il entre en orbite et devient source d’appels secondaires.

La durée entre deux rappels successifs d’une mème source secondaire est exponentielle de

paramètre θ. Le flux d’entrée des arrivées primaires, les temps de service et les intervalles entre

les essais répétés sont supposés mutuellement indépendants. En outre, le système est soumis à

deux types d’interruptions poissoniennes, actives et inactives. Dans ce modèle, Le client qui est

incapable d’accéder à un serveur à cause de la panne ou la congestion peut choisir d’entrer en

orbite avec une probabilité PI ou de quitter le système avec une probabilité (1−PI). On suppose

aussi que les clients dont le service est interrompu par une panne active, doivent décider, soit de

rejoindre le groupe de rappels avec une probabilité Pa ou de quitter définitivement le système

aprés interruption avec une probabilité (1−Pa). Le flot des pannes du serveur lorsqu’il est

inactif (C(t) = 0) est poissonnien de taux α0 ( respectivement α1, lorsque le serveur est actif).

Les temps de réparation sont des variables aléatoires d0 de fonction de répartition R0(x) et

de transformée de Laplace-Stieltjes R̃0(s) dans le cas d’une panne passive et des variables

aléatoires d1 de fonction de répartition R1(x) et de transformée de Laplace-Stieltjes R̃1(s) dans

le cas d’une panne active. Ces nouvelles variables aléatoires et tous les processus vérifient

l’hypothèse d’indépendance mutuelle.
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L’état du système peut-être décrit par le processus

X(t ) = {C(t ),N(t ), t ≥ 0},

où N(t ) est le nombre de clients en orbite à l’instant t et C(t ) (l’état du serveur à l’instant t ) est

défini comme suit :

X(t ) =


0 si le serveur est libre et en bon état à l’instant t

1 si le serveur est occupé et en bon état à l’instant t

2 si le serveur est en panne à l’instant t

(1.2)

ce processus n’est pas un processus de Markov, Pour le rendre markovien, on introduit une

variable supplémentaire ξ(t ) à valeurs dans ℜ+ avec

ξ(t ) =

est la durée de service écoulée si C(t ) = 1

est la durée de réparation écoulée si C(t ) = 2
(1.3)

Soit la chaîne de Markov induite {Ni , i ≥ 0} où Ni = N(ξi ) est le nombre de clients en orbite à la

date ξi lorsque le serveur devient libre et en bon état pour la i éme fois. La fonction génératrice

de la distribution stationnaire de la chaîne de Markov induite Ni est donnée par [36]

ϕ(z) = K
α(z)

β(z)
exp

{−1

θ

∫ z

1

1

u

(λ+α0)β(u)−α(u)

β(u)
du

}
,

où

β(z) = (1− β̃(z))

α(z) = α̃(z)− (α0 +λ)β̃(z)),

α̃(z) = α0R̃0(λ−λz)+λα1
1−β̃(λ−λz+α1)R̃1(λ−λz)(1−Pa (1−z))

λ−λz+α1
+λβ̃(λ−λz +α1)

β̃(z) = α1
(1−β̃(λ−λz+α1))R̃1(λ−λz)

λ−λz+α1
(Pa + 1−Pa

z )+ 1
z β̃(λ−λz +α1),

K = 1−ρ
λ(1+α0E(d0))+α0(1−ρ)

ρ = λ1−β̃(α1)
α1

[
1+α1(E(d1)+ Pa

λ )
]

.

Distributions stationnaires

Soit Nt ; t ≥ 0 un processus stochastique, qui représente le nombre de clients en orbite à la

date t . La fonction génératrice de la distribution stationnaire de Nt , t →∞ est donnée par [36]

Q(z) = P0(z)+P1(z)+P2(z),
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P0(z) =
1

A
M(z),

P1(z) =
1

A

(
1− β̃(λ−λz +α1)

λ−λz +α1

)
(λM(z)+θM′(z)),

P2(z) =
1

A

[
1− R̃0(λ−λz)

λ−λz
α0M(z)+M(z)N(z)(λ(1−Pa)+λPa z)+M′(z)N(z)(θ(1−Pa)+θPa z)

]
,

N(z) = α1
β̃(λ−λz +α1)

λ−λz +α1

1− R̃1(λ−λz)

λ−λz
,

M(z) =
∞∑
j =0

π j z j

λ+α0 + jθ
,

A = K(1+α0E(d0))+ (
1− β̃(α1)

)
(1−α0K)

(
E(d1)+ 1

α1

)
,

Donc

Q(z) =
1

A
[M(z)+ 1− β̃(λ−λz +α1)

λ−λz +α1
(λM(z)+θM′(z))+ 1− R̃0(λ−λz)

λ−λz
α0M(z)

+M(z)N(z)(λ(1−Pa)+λPa z)+M′(z)N(z)(θ(1−Pa)+θPa)].

1.3.2 Modèles d’attente avec rappels et priorité

De nos jours, tout en analysant les scénarios de files d’attente, presque toutes les zones sont

affectées par le service prioritaire d’un client par rapport à un autre client. La priorité peut être

préemptive ou non préemptive. Dans le cas de priorité préemptive, le service d’un client moins

prioritaire sera suspendu lorsqu’un client plus prioritaire se présente devant le serveur et le

client suspendu reprend son service là où il a été interrompu, ou il le reprend depuis le début.

Si la priorité est non préemptive, un nouveau client plus prioritaire attend la fin du service

avant de commencer le sien. Plusieurs auteurs ont étudié les systèmes d’attente avec rappels

et priorités. CHOI et PARK (1990) [50] optent pour la méthode de la variable supplémentaire

pour étudier une file d’attente M1,M2/G/1 avec rappels à deux types d’appels, avec une file

d’attente prioritaire infinie pour le type d’appels I et un orbite infini de type d’appels II et ils ont

obtenu la fonction génératrice commune des longueurs de la file d’attente. Ces même mesures

de performance ont été obtenues par MOUTZOUKIS et LANGARIS (1995) [51] pour un modèle

avec deux types d’appels et priorité préemptive, alors que FALIN et al. (1993) [52] ont étendu

les résultats du CHOI et PARK [50] du cas où deux types d’appels peuvent avoir différentes

distributions du temps de service. CHOI et CHANG (1999) [53] ont analysé divers systèmes

d’attente avec rappels et priorité et d’autres caractéristiques comme la perte géométrique, les
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pannes, etc. ARTALEJO et al. (2001) [54] ont effectué une analyse stationnaire d’un système

d’attente avec rappels préemptifs. Les modèles prioritaires M/M/1 et M/M/1/1 ont été utilisés

dans [54] pour discuter l’influence de divers critères d’accès sur le débit des clients de type

2. Récemment, ARTALEJO et PHUNG-DUC (2011) [55] ont effectué une étude détaillée de

la file d’attente M/M/1 avec rappels à communication bidirectionnelle. Ils ont obtenu des

expressions explicites pour la distribution stationnaire du nombre de clients en orbite, ainsi

que les moments partiels. En (2013), ARTALEJO et al [56] ont étudié le comportement d’un

état d’équilibre d’une file M/G/1 avec rappels dans laquelle il y’a deux flux d’arrivée entrants

à savoir les appels effectués par des clients réguliers et les appels sortants effectués par le

serveur lorsqu’il est inactif. Ils ont effectué une analyse stationnaire du système, y compris

la condition de stabilité, la chaine de Markov induite, la distribution stationnaire de l’état du

serveur, le nombre de clients en orbite et le calcul des premiers moments. Ils ont aussi obtenu

les résultats asymptotiques pour le nombre de clients en orbite. DIMITRIOU (2013) [57] a

étudié le système d’attente avec rappels, priorités, arrivées négatives, un serveur non fiable et

des vacances multiples et a exploré les conditions de stabilité ainsi que les probabilités d’état

du système. BOUTERFA (2015) et al. [12] ont réalisé l’analyse stochastique de fles d’attente

M1,M2/G1,G2/1 avec rappels et priorité préemptive.

Modèle d’attente avec rappels de type M/G/1 et priorité non préemptive

Description du modèle

Le système considéré est formé d’une file de capacité infinie, et d’un unique serveur. Deux

types de clients (type1-prioritaire et type2-non prioritaire)arrivent dans le système selon un

processus de Poisson de taux λ1 et λ2 respectivement. Les durées de services des deux types

des clients sont des variables aléatoires positives et de lois générales différentes de fonction de

répartition Bi (x) et de transformée de Laplace-Stieltjes B̃i (s), Re(s) > 0

et i = 1,2. Soient les moments βi k = (−1)k B̃(k)
i (0) et l’intensité instantanée du service est

bi (x) =
B′

i (x)

1−Bi (x)
, i = 1,2.

La durée entre deux rappels d’une même source secondaire est exponentielle de taux θ. Le

comportement d’un client, qui trouve à son arrivée le serveur occupé par le service d’un client,

dépend de son type de priorité. S’il est prioritaire, il prend place dans la file d’attente. S’il est
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non prioritaire, il entre en orbite et devient source d’appels secondaires (rappels). Toutes les

variables définies précédemment sont supposées mutuellement indépendantes.

Soit ρ = ρ1 +ρ2, où ρi = λiβi ,1, i = 1,2 qui est la charge contribuée par des clients de type i .

De Choi et Chang [53], la condition pour que le système se trouve en régime stationnaire est

ρ< 1. On a également

ki ,m ,n =
∫ ∞

0

(λ1x)m

m!
e −λ1x (λ2x)n

n!
e −λ2xdBi (x)

la distribution conjointe du nombre de clients primaires de deux types arrivant dans le système

durant le temps de service d’un client de type i = 1,2. Sa fonction génératrice est donnée par :

Ki (z1, z2) = B̃i (λ1 −λ1z1 +λ2 −λ2z2).

Distributions stationnaires

L’état du système à la date t peut être décrit à l’aide d’un processus de Markov à temps

continu, tel que

X(t ) = {C(t ),N1(t ),N2(t ),ξ(t ), t ≥ 0},

C(t ) : La variable aléatoire indiquant l’état du serveur à l’instant t .

C(t ) = 0 si le serveur est libre à l’instant t .

C(t ) = 1 si le serveur est occupé à l’instant t par un client de type 1.

C(t ) = 2 si le serveur est occupé à l’instant t par un client de type 2.

N1(t ) : Le nombre de clients de type 1 dans la file d’attente à l’instant t .

N2(t ) : Le nombre de clients de type 2 dans l’orbite à l’instant t .

ξ(t) est une variable supplémentaire à valeurs dans ℜ+ et désignant la durée de service

écoulée à la date t .

Supposons ρ< 1, nous présentons le système d’équations de balance comme suit

(λ1 +λ2 + jθ)P00 j =
∫ ∞

0
P10 j (x)b1(x)d x +

∫ ∞

0
P20 j (x)b2(x)d x, i = 0, j ≥ 0;

P′
1i j (x) = −(λ1 +λ2 +b1(x))P1i j (x)+λ1P1i−1 j (x)+λ2P1i j −1(x);

P1i j (0) = λ1P00 jδi 0 +
∫ ∞

0
P1i+1 j (x)b1(x)d x +

∫ ∞

0
P2i+1 j (x)b2(x)d x;
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P′
2i j (x) = −(λ1 +λ2 +b2(x))P2i j (x)+λ1P2i−1 j (x)+λ2P2i j −1(x);

P2i j (0) = λ2P00 j + ( j +1)θP00 j , i = 0, j ≥ 0;

où δi 0 est la fonction de Kronecker.

En appliquant la méthode des fonctions génératrices nous obtenons les probabilités sta-

tionnaires P0n m , P1n m , et P2n m ,

P0(z2) = (1−ρ1 −ρ2)exp

{
1

θ

∫ z2

1

λ1 −λ1h(u)+λ2 −λ2K2(h(u),u)

K2(h(u),u)−u
du

}
;

P1(z1, z2) =[(λ1 −λ1h(z2)+λ2 −λ2K2(h(z2), z2))(K2(z1, z2)− z2)

− (λ1 −λ1z1 +λ2 −λ2K2(z1, z2))(K2(h(z2), z2)− z2)]

× 1

(K2(h(z2), z2)− z2)(z1 −K1(z1, z2))
× 1−K1(z1, z2)

λ1 −λ1z +λ2 −λ2z
P0(z2);

P2(z1, z2) =
λ1 −λ1h(z2)+λ2 −λ2z2

K2(h(z2), z2)− z2
× 1−K2(z1, z2)

λ1 −λ1z1 +λ2 −λ2z2
P0(z2);

Mesures de performance

A l’aide des fonctions génératrices P0(z2), P1(z1, z2) et P2(z1, z2) on obtient les mesures de

performance suivantes :

- Le nombre moyen de clients de type 1 dans le système

N1 =
λ1(λ1β12 +λ2β22)

2(1−ρ1)
.

- Le nombre moyen de clients de type 2 dans le système

N2 =
λ2(λ1β12 +λ2β22)

2(1−ρ1)(1−ρ1 −ρ2)

λ2(ρ1 +ρ2)

θ(1−ρ1 −ρ2)
.

- La probailité que le serveur soit occupé

P(C(t ) = 1) = ρ1 +ρ2.
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1.4 Autres modèles

Les systèmes avec rappels à source finie sont étudiés par FALIN et ARTALEJO [58] qui ont

fait l’analyse de la distribution des arrivées, la période d’occupation et le temps d’attente. Les

périodes d’activité et d’inactivité de l’orbite d’un système M/G/1 ont fait l’objet de l’article

de ARTALEJO et FALIN [59] où ils obtiennent la probabilité conjointe des deux périodes et le

nombre correspondant de clients servis pendant ces périodes ainsi que la relation entre la

période d’activité de l’orbite et celle du système.

Les systèmes à arrivées par groupes ont été étudiés par FALIN [60] qui a considéré le cas des

clients persistants. Plus tard plusieurs auteurs ont présenté un algorithme d’approximation

pour un système avec arrivées par lots et clients non persistants. Une analyse détaillée de ce

modèle a été donné par FALIN [61] qui a étudié le régime transitoire et la pèriode d’activité. Une

autre approche a été proposée par YANG et TEMPLETON [62] où des expressions analytiques

des caractéristiques probabilistes du modèle ont été obtenues.

Les systèmes à multiserveurs sont décrits par BOOTS et TIJMS [63] ainsi que par HAN-

SCHKE [64]. Ce dernier a montré que les fonctions génératrices partielles des probabilités

d’états stationnaires peuvent-être exprimées en termes de fonctions hypergéométriques géné-

ralisées. Dans son article, il propose un test simple pour obtenir les conditions suffisantes pour

l’ergodicité des systèmes avec rappels et multi-serveurs. L’investigation sur les files d’attente

à multi-serveurs est plus difficile que celle des files d’attente à un seul serveur. Néanmoins,

les files d’attente avec rappels et multi-serveurs sont plus flexibles et applicables en pratique

que les files d’attente avec rappels et un seul serveur. Pour les files d’attente avec rappels et

multi-serveurs, les lecteurs peuvent se référer à NEUTS et RAO [65], CHOI et al. [66], ARTALEJO

et POZO [67], KRISHNA KUMAR et RAJA [68], KIM et al. [69] et d’autres.

1.5 Exemples de systèmes modélisés par des files d’attente avec rappels

1.5.1 Problème de réservation

C’est l’exemple le plus simple d’un client qui sollicite une réservation par téléphone dans un

restaurant. Il y a une ligne unique qui est consacrée à répondre aux requêtes des réservations.

Ainsi, si un client appelle et trouve la ligne occupée, il renouvellera sa tentative après une

certaine période de temps aléatoire avec la probabilité p qui, en pratique, est strictement
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inférieure à 1 car le client ne peut rappeler indéfiniment. Cet exemple peut ètre modélisé par

une file d’attente M/G/1 avec rappels et avec perte en considérant que le processus d’arrivées

des appels est poissonnien. L’étude de ce genre de problèmes permet de prédire le temps

d’attente du client, le nombre de clients perdus dû à ce blocage,...

1.5.2 Système informatique à temps réel

Dans un système informatique à temps réel, on trouve M terminaux et S canaux de trans-

mission tels que M > S. Pour qu’un terminal soit connecté à l’ordinateur, il suffit d’un canal

de transmission libre. L’illustration de ce genre de système est le centre de calcul où arrive

un étudiant pour utiliser l’ordinateur pendant une période de temps aléatoire. Celui-ci doit

d’abord trouver un terminal libre pour se connecter. S’il n’y a aucun terminal disponible, il

retentera sa chance après un temps aléatoire. Sinon, il envoie sa demande au commutateur

central pour se connecter à l’ordinateur. Le terminal est alors connecté selon que le canal serait

disponible ou pas. Dans ce dernier cas, la demande est mise dans la file par le commutateur en

attente de libération d’un canal. Ce système peut ètre modilisé par une file G/G/S avec rappels,

avec un tampon (espace d’attente) de capacité M et une orbite de taille infinie, où les canaux

de transmission correspondent aux serveurs et les terminaux au tampon.

1.5.3 Le protocole de communication CSMA

Un réseau local simple est composé de stations interconnectées par un bus unique qui est

le canal de communication. Ainsi, les stations communiquent les unes avec les autres via le

bus qui peut ètre utilisé par une seule station à la fois. Un des protocoles de communication le

plus généralement utilisé dans les réseaux locaux est le protocole non-persistant CSMA qui est

une méthode d’accés à un réseau local fondée sur la reconnaissance par les différents stations

de l’état de liaison (libre ou occupé) à un instant donné. Sous ce protocole, des messages de

longueur variable arrivent aux stations du monde extérieur. A la réception d’un message, la

station le découpe en un nombre de paquets (de longueur fixe) et vérifie immédiatement si le

bus est occupé ou libre. S’il est libre, l’un de ces paquets est transmis via ce bus à la station de

destination, et les autres paquets sont stockés dans le tampon pour une transmission ultérieure.

Si par contre, le bus est occupé, tous les paquets sont stockés dans le buffer, et la station peut

réessayer la transmission aprés une période de temps dite temps de rappels. Ce problème peut

être modélisé comme un système de files d’attente avec rappels et un seul serveur, qui est le
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bus, et les buffers des stations représentent l’orbite.

1.6 Exemples de systèmes modélisés par des files d’attente avec rappels et

interruptions de service

1.6.1 Systèmes réels modélisables comme un système de files d’attente avec rappels et

priorité

Systèmes téléphoniques modernes

Dans les échanges téléphoniques modernes, les lignes des abonnés sont connectées aux

modules qui traitent les appels arrivants et ceux sortants. Dans le cas du blocage (les canaux

sont occupés), les appels sortants sont placés en attente dans un tampon (de capacité infinie)

tandis que les appels arrivants sont refusés et plus tard réinitialisés pour établir la connexion.

Lorsque l’un des canaux se libère, un appel sortant (s’il se trouve dans le tampon) l’occupe

immédiatement. De ce fait, les appels arrivants ne réussissent pas à établir la connexion aussi

longtemps qu’il y a des appels dans le tampon. Ce comportement implique que les appels

sortants possèdent une priorité non préemptive sur les appels arrivants.

Réseaux de communication

Dans des réseaux de communication, des messages de longueur variables arrivent à une

station de service qui les traite dans deux étapes par un seul serveur. A l’étape de prétraitement

(le service préliminaire), le serveur peut interrompre le message actuel du processus en cours

pour satisfaire le nouveau message prioritaire en arrivée. Après l’achèvement de prétraitement,

si le message est qualifié, le traitement principal commencera et si autrement, il doit quitter le

système. Le serveur est bloqué pendant le traitement principal pour qu’un message arrivant soit

acheminé à l’orbite pour faire des rappels. Ce système à été modélisé par un système M/G/1,

service à deux phases et priorité préemptive dans[70].

1.6.2 Systèmes réels modélisables comme un système de files d’attente avec rappels et

serveurs non fiables
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Transmission des messages à travers des réseaux fac-similes

Le modèle M/G/1 avec rappels et pannes peut être utilisé pour étudier le problème pro-

venant des possibilités "autorepeat" pour la transmission des messages à travers des réseaux

fac-similes. Considérons une entreprise de communication. Cette dernière réserve une machine

fac-simile, spécifique pour envoyer des messages aux destinataires se trouvant à l’extérieur de

l’entreprise en question. A l’arrivée d’un utilisateur désirant envoyer un message, si le medium

de transmission est libre, la transmission commence. Dans le cas contraire, le message est soit

stocké dans un tampon et la demande sera réinitialisée après une certaine durée aléatoire ou

quitte le medium pour toujours. Si la transmission d’un massage ne se termine pas avec succès

pour des raisons telles qu’un blocage dans les lignes extérieurs ou une erreur de transmission,

le message en question quitte le medium et, également, rejoint le tampon. Il est utile d’indiquer

que l’équipement fac-simile reste opérationnel et les interruptions du service sont dues aux

facteurs extérieurs. La correspondance avec le modèle est la suivante : les clients en orbite, la

distribution du temps inter-rappels et la distribution du temps de service sont, respectivement,

les messages bloqués/interrompus et stockés dans le tampon, le protocole de retransmission et

le temps de transmission.

Réseaux informatiques avec infection virale

Quand il n’y a aucun virus, les réseaux informatiques peuvent être modélisés et analysés

en utilisant des réseaux de files d’attente conventionnels avec ou sans rappels. Les clients

représentent l’exécution des opérations algorithmiques et logiques, et les noeuds représentent

les dispositifs CPUS, I/O,. . . etc. Quand un virus entre dans un noeud, un ou plusieurs fichiers

peuvent être infectés et l’administrateur système devrait passer un certain nombre de sau-

vegardes afin de récupérer les fichiers infectés. Dans certains cas, ils ne peuvent pas être

récupérables. Un virus peut émaner de l’extérieure du réseau, par exemple, disquette, ou peut

venir d’un autre noeud dans le réseau, par exemple, un courrier électronique. Le temps de

récupération des fichiers infectés peut être considéré comme le temps de réparation du serveur

(le noeud) par suite d’une arrivée de client négatif (le virus). Ce cas réel a été modélisé par un

système Géo/Géo/1 avec rappels, clients négatifs et serveur non fiable dans [71] où les auteurs

ont étudié l’impact des clients négatifs et le facteur de manque de fiabilité sur les performances

du système.
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Interaction hôte-parasite (application biologique)

Considérons le cas d’un seul hôte (un organisme qui héberge un parasite) qui est né, sans

parasite, au temps t=0 et dont sa durée de vie est exposée aux parasites de temps en temps dans

une zone infectée. A un instant d’exposition, l’hôte acquiert un seul parasite indépendamment

d’une exposition à une autre. Le nombre de parasites dans l’hôte peut augmenter en raison

de la reproduction de parasites et peut provoquer la mortalité de l’hôte (quand il atteint un

certain nombre m) à l’âget0. L’intérêt du biologiste est au nombre de parasites acquis par l’hôte

jusqu’à l’instant t quand l’hôte a été déplacé vers une zone non infectée à un certain âge t0 < t

. L’hôte entre dans la zone non infectée seulement s’il est vivant et infecté à l’âge t0. Dans

la zone non infectée, l’hôte vit dans des conditions non infectieuses. Cela signifie que l’hôte

n’acquiert pas de nouveaux parasites et subit un traitement concret pour diminuer le nombre

de parasites acquis jusqu’à l’instant de déplacement. L’interaction précédemment décrite

peut être modélisé par un système de files d’attente avec rappels [72] (les tentatives faites

par un parasite à fin de s’héberger dans l’hôte qui lui résiste), un orbite (la zone infectée) de

capacité infinie et un seul serveur (l’hôte) sujet à des pannes (infection par m ou plus parasites)

réparables (le traitement de diminution de parasites représente la réparation de l’hôte).

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons effectué une synthèse bibliographique sur les modèles d’at-

tente non fiables et préesenté les résultats existants ainsi que les différentes approches utilisées

pour l’analyse de ce type de modèles. Une attention particulière a été accordée au modèle

d’attente M/G/1 avec rappels et M/G/1 avec rappels et interruptions de services ( interrup-

tions dues aux pannes aléatoires de serveurs ou à des priorités). En passant en revue certaines

recherches effectuées sur les modèles avec rappels non fiables, nous avons constaté que leur

analyse présente de grandes difficultés analytiques qui augmentent avec le nombre de serveurs

ou lorsqu’on considère une structure complexe des pannes de serveurs. Pour pallier à ces

difficultés, plusieurs auteurs ont tenté de développer des méthodes approximatives d’analyse

de ce type de systèmes. Nous avons constaté aussi que peu de travaux traitent l’analyse de

fiabilité des systèmes avec rappels non fiables.



CHAPITRE 2

NOTIONS PRELIMINAIRES DE FIABILITE

2.1 Introduction

La fiabilité est l’une des composantes essentielles de la qualité d’un produit et elle est

retenue en tant que critère fondamental pour leur élaboration. Elle est prise en considération

dés le stade de la conception. La fiabilité est la caractéristique d’un dispositif exprimée par la

probabilité que ce dispositif accomplisse une fonction requise dans des conditions d’utilisa-

tion et pour une période de temps déterminée. Les calculs de fiabilité font désormais partie

intégrante de la démarche de qualité dans la production industrielle.

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions que nous utiliserons dans ce travail. Le

lecteur peut trouver plus de détails dans les ouvrages suivants : [73–76]

2.2 Vocabulaire de la fiabilité

On définit les notions de base :

- Fiabilité (Reliability) : Comme nous l’avons vu précédemment, la fiabilité " R " est la

probabilité qu’un dispositif prélevé au hasard dans la population considérée accomplisse

de manière satisfaisante, une fonction requise, sous des conditions données et pendant une

période de temps donnée.

- Disponibilité (Availability) La disponibilité est l’aptitude d’un équipement ou d’un sys-

tème à être en état d’accomplir les fonctions requises dans les conditions données et à un

instant donné. Elle est caractérisée par la probabilité A(t) que l’équipement E soit en état, à
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l’instant t, d’accomplir les fonctions requises dans des conditions données.

A(t ) = P[E non déffaillant à l’instant t]

- Maintenabilité (Maintainability) : La maintenabilité est l’aptitude d’une entité à être

maintenue ou rétablie dans un état dans lequel elle peut accomplir une fonction requise,

lorsque la maintenance est réalisée dans des conditions données avec des procédures et des

moyens prescrits. Elle est caractérisée par la probabilité M(t) que l’entité E soit en état, à

l’instant t , d’accomplir ses fonctions, sachant que l’entité était en panne à l’instant 0.

M(t ) = P[E est réparée sur [0, t ]]

- Sécurité (Safety) : C’est l’aptitude d’une entité à éviter de faire apparaître, dans des condi-

tions données, des événements critiques ou catastrophiques. Elle est caractérisée par la proba-

bilité S(t ) que l’entité E ne laisse pas apparaître dans des conditions données, des événements

critiques ou catastrophiques.

S(t ) = P[E évite des évènements critiques ou catastrophiques sur[0, t ]]

- Défaillance (Failure) : Une défaillance est la cessation du système à accomplir la fonction

pour laquelle il a été conçu. Le système passe alors à l’état de panne. Pour un système donné,

on peux alors observer le schéma suivant :

FIGURE 2.1 – Evolution temporelle de l’état d’un système.

- Durée de réparation : L’intervalle de temps qui s’écoule entre la manifestation d’une

panne et la remise en service du système.

- Durée de vie : La durée de vie X d’un système est une variable aléatoire non négative qui

représente l’intervalle de temps entre la mise en exploitation jusqu’à la première défaillance.

- Durée de bon fonctionnement : c’est la période pendant laquelle le dispositif, en activité

ou en service, est exposé à des défaillances.
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2.3 Indices de fiabilité

On considère un équipement qui commence à fonctionner à l’instant t0. Soit X une variable

aléatoire positive et possédant une densité de probabilité f , représentant la durée de vie de cet

équipement.

La fiabilité peut être évaluée à l’aide de plusieurs indices, parmi lesquels on peux citer :

2.3.1 Fonction de défaillance. Fonction de Fiabilité

Définition 2.3.1. La fonction de défaillance de l’équipement est définie par :

F(t ) = P(X ≤ t ) =
∫ t

0
f (x)d x,pour x ≥ 0.

F(t ) représente la probabilité que l’équipement tombe en panne avant l’instant t .

Définition 2.3.2. La fonction de fiabilité est définie par :

R(t ) = P(X > t ) = 1−F(t ),pour t ≥ 0.

R(t) est la probabilité que l’équipement fonctionne au-delà de l’instant t. On l’appelle aussi

fonction de survie. C’est une fonction continue, strictement positive et décroissante, qui vaut 1 en

t = 0 et qui tend vers 0 quand t tend vers l’infini.

La Figure 2.2 présente une allure de la fonction R(t) en fonction du temps.

FIGURE 2.2 – Courbe de survie ou de fiabilité.

- F est la fonction de distribution (répartition) de la variable aléatoire X.

Les fonctions R et F ont des variations complémentaires (figure 2.3).
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FIGURE 2.3 – Fonctions de distribution F(t ) et de fiabilité R(t ).

2.3.2 Taux de défaillance

Le taux de défaillance λ(t ) est l’un des principaux indicateurs de la fiabilité utilisés indus-

triellement. Il caractérise la vitesse de variation de la fiabilité au cours du temps.

λ(t ) =
f (t )

1−F(t )
,

Il est facile d’établir le lien entre le taux de défaillance et la fonction de fiabilité :

∀t ≥ 0,λ(t ) = lim
x−→0

P(X ≤ t +x/X > t )

x

λ(t ) représente la probabilité que le système tombe en panne entre t et t +x sachant qu’il a

bien fonctionné entre 0 et t .

La fiabilité s’exprime à l’aide du taux de défaillance comme suit :

R(t ) = exp

{
−

∫ t

0
λ(y)d y

}
.

Il est fréquent de représenter l’évolution du taux de défaillance λ(t) au cours du temps t

selon une courbe caractéristique dite en "baignoire" (voir figure 2.4).

Cette courbe se décompose en trois parties :

– La première partie est la période de défaillance précoce ( ou période de jeunesse ) : c’est

le début de la vie du produit et les défaillances sont dites " de jeunesse " ( composant neufs

présentant des défauts de fabrication . . . ). Le taux de défaillance λ décroît rapidement au cours

du temps.

– la deuxième partie est caractérisée par un taux de défaillance approximativement constant.

c’est la zone de maturité ou de pleine activité du produit. C’est également le domaine des

défaillances imprévisibles se produisant de façon aléatoire.
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FIGURE 2.4 – Courbe en baignoire.

– la troisième partie correspond aux défaillances dues à des phénomènes d’usure, de vieillis-

sement,...C’est la période de fin de vie du produit. Le taux de défaillance λ croît rapidement

avec le temps, du fait de la dégradation du matériel ( usures mécaniques, phénomènes de

fatigue, dérive des composants électroniques, . . . )

2.3.3 Taux de défaillance cumulé

La fonction Λ définie par :

Λ(t ) =
∫ t

0
λ(x)d x

s’appelle fonction de hasard et représente le taux de défaillance cumulé jusqu’à l’instant t .

2.3.4 MTTF (mean time to faillure)

Le temps moyen de fonctionnement jusqu’à la première défaillance, noté M.T.T.F

(" Mean Time To Failure ") est une autre grandeur associée à la fiabilité, elle permet notamment

de visualiser plus concrètement la fiabilité d’un matériel. Le MTTF correspond à l’espérance de

la durée de vie X

MTTF = E[X] =
∫ ∞

0
f (x)d x =

∫ ∞

0
R(t )d t .

2.3.5 Durée de vie résiduelle d’un élément d’âge t

Lorsqu’un élément a fonctionné jusqu’à la date t, le temps d’attente de la panne est appelé la

durée de survie de l’élément au temps t ou la durée de vie résiduelle, elle représente la variable

aléatoire Xt = X− t conditionnée par l’événement X > t .
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La fonction de répartition de Xt notée Ft est définie par :

Ft (x) =P(Xt ≤ x/X > t ) = P(X− t ≤ x/X > t )

=
P(t < X ≤ t +x)

P(X > t )

=
F(t +x)−F(t )

R(t )
.

Sa fonction de fiabilité est alors Rt donnée par :

Rt (x) =
R(t +x)

R(t )
.

2.4 Principales lois de probabilité utilisées en fiabilité

Nous présentons dans cette section quelques distributions de vie qui interviennent le

plus fréquemment dans l’analyse de la fiabilité. Nous parlerons en particuliers des lois conti-

nues. Nous énoncerons les principales propriétés de ces lois, les fonctions de survie (Fiabilité)

associées ainsi que les taux de défaillance.

2.4.1 La loi Exponentielle

Cette loi a de nombreuses applications dans plusieurs domaines. C’est une loi simple, très

utilisée en fiabilité dont le taux de défaillance est constant. Elle décrit la vie des matériels qui

subissent des défaillances brutales.

La fonction de survie d’une loi exponentielle de paramètre θ est :

R(t ) = exp {−θt }pour t > 0

Le temps moyen de bon fonctionnement est :

MTTF =
1

θ
.

Le taux de défaillance est :

λ(t ) = θ.

2.4.2 Loi de Weibull

La plus populaire des lois, souvent utilisée aussi bien en électronique qu’en mécanique ;

elle caractérise mieux le comportement du produit dans les trois phases de vie : période de

jeunesse, période de vie utile et période d’usure ou vieillissement.



39

- La fonction de survie d’une loi de Weibull de paramètres η et β est :

R(t ) = exp

{
−

(
t

η

)β}
pour t > 0.

- Le taux de défaillance :

λ(t ) =
β

η

(
t

η

)β−1

.

2.4.3 La loi normale

La loi normale est très répandue parmi les lois de probabilité car elle s’applique à de

nombreux phénomènes. En fiabilité, la distribution normale est utilisée pour représenter la

distribution des durées de vie de dispositifs en fin de vie (usure) car le taux de défaillance est

toujours croissant. On ne l’utilisera que si la moyenne des durées de vie est supérieur à 3 fois

l’écart type.

La fonction de densité est définie par la moyenne µ et l’écart type σ :

f (t ) = 1
σ
p

2π
e
− 1

2

(
(t−µ)
σ

)2

pour t ∈ℜ
La fonction de répartition s’écrit :

F(t ) =
1

σ
p

2π

∫ t

−∞
e
− 1

2

(
(x−µ)
σ

)2

d x.

La fiabilité est donnée par :

R(t ) = 1−φ
(

t −µ
σ

)
.

Où φ est la fonction de répartition de la loi normale centrée (µ = 0) réduite (σ = 1) :

φ(t ) =
1p
2π

∫ t

−∞
exp

{
−x2

2

}
d x.

2.4.4 La loi lognormale

Une variable aléatoire continue et positive t est distribuée selon une loi lognormale si son

logarithme est distribué suivant une loi normale. Cette distribution est utilisée en fiabilité pour

modéliser les défaillances par fatigue.

- La fonction de survie d’une loi lognormale de paramètres µ et σ est :

R(t ) = 1−φ
(

l og t −µ
σ

)
pour t > 0.
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- Le taux de défaillance est donné par :

λ(t ) =
exp

{
−1

2

(
log t−µ

σ

)2
}

t
∫ ∞

0 σ
p

2π f (t )d t
.

2.4.5 La loi Gamma

Elle représente la loi de probabilité d’occurence de α événements dans un processus pois-

sonien. Par exemple si ti est le temps entre les défaillances successives d’un système, et que ti

suit une distribution exponentielle, le temps cumulé d’apparition de α défaillances suit une loi

Gamma de densité de probabilité :

f (t ) =
βαtα−1e−βt

Γ(α)
, t > 0.

- Le taux de défaillance est donné par :

λ(t ) =
βαtα−1e−βt∫ ∞

t Γ(α) f (µ)dµ
.

2.5 Fiabilité d’un système

Les systèmes sont généralement constitués de plusieurs composants élémentaires, et leurs

fiabilité dépend à la fois de la fiabilité de ses composants et de la façon dont le bon fonction-

nement ou la panne de chaque composant influe sur le bon fonctionnement ou la panne du

système tout entier. Dans la suite, nous allons calculer la fiabilité de quelques systèmes simples

fréquemment rencontrés dans la pratique. Soit alors X la durée de fonctionnement du système

et xi la durée de fonctionnement du composant i .

2.5.1 Système en série

Un système en série est un système qui ne fonctionne que si tous ses composants fonc-

tionnent. Le diagramme de fiabilité est représenté dans la figure 2.5.

FIGURE 2.5 – Diagramme de fiabilité pour un système en série.
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Dans ce cas, la durée de vie du système est définie par :

X = mi n(X1,X2, ...,Xn),

La fiabilité du système est alors :

R(t ) = P(X > t ) = P(mi n(X1,X2, ...,Xn) > t ) = P
(∩n

i =1 [Xi > t ]
}

,

comme les Xi sont indépendantes alors :

R(t ) =
n∏

i =1
Ri (t ),

on a donc :

R(t ) =
n∏

i =1
exp

{
−

∫ t

0
λi (x)d x

}
= exp

{
−

n∑
i =1

∫ t

0
λi (x)d x

}
= exp

{
−

∫ t

0

n∑
i =1
λi (x)d x

}
.

Le taux de défaillance du système est défini par :

λ(t ) =
n∑

i =1
λi (t ).

2.5.2 Système en parallèle

Un système en parallèle est un système tel qu’il suffit qu’un seul de ses composants fonc-

tionne pour qu’il fonctionne. Autrement dit, la défaillance du système survient quand tous ses

composants sont en panne. Dans les systèmes parallèles, on distingue deux cas :

- La redondance passive ou stand-by : un seul composant fonctionne à la fois. Quand

le composant qui fonctionne tombe en panne, il est instantanément remplacé par un des

composants en attente. Dans ce cas, X =
∑

i =1 nXi .

- La redondance active : les n composants fonctionnent en même temps.

On se place dans la suite de cette section dans le cas de la redondance active. Le diagramme

de fiabilité est donné dans la figure 2.6.

On a évidemment :

X = max(X1,X2, ...,Xn).

La fiabilité de ce système est :

R(t ) = P(max(X1,X2, ...,Xn) > t ) = 1−P(max(X1,X2, ...,Xn) ≤ t ) = 1− (∩n
i =1 [Xi ≤ t ]

}
,
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FIGURE 2.6 – Diagramme de fiabilité pour un système en parallèle.

comme les Xi sont indépendantes, alors

R(t ) = 1−
n∏

i =1
(1−Ri (t )),

en écrivant :

R(t ) = 1−
n∏

i =1

(
1−exp

{
−

∫ t

0
λi (x)d x

}
.

Puis :

λ(t ) = −R′(t )

R(t )
,

on obtient le taux de défaillance :

λ(t ) =

∑n
i =1λi (t )exp

{−∫ t
0 λi (x)d x

}∏
j
(
1−exp

{−∫ t
0 λ j (x)d x

}
1−∏n

i =1

(
1−exp

{−∫ t
0 λi (x)d x

}) .

2.6 Méthodologies dynamiques pour l’étude de la fiabilité d’un système

2.6.1 Chaînes de Markov

Les chaînes de Markov -ou Méthode de l’Espace des Etats (MEE)- ont été développées dans

les années 1950 pour l’analyse de la fiabilité des systèmes réparables [77; 78].

Cette méthode consiste à représenter le fonctionnement d’un système par un ensemble de

composants pouvant se trouver dans un nombre fini d’états de fonctionnement et de panne.

Un support graphique (le graphe des états) permet de visualiser les diférents états d’un système

qui sont représentés par des cercles et relier entre eux par des arcs orientés qui correspondent

aux transitions (pannes et réparations) entre états. Pour un système à n composants, si chaque
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FIGURE 2.7 – Un modèle Markovien.

composant a deux états (fonctionnement et panne), le nombre maximum d’états est 2n . Un

modèle Markovien est présenté sur la Figure 2.7.

Pour réaliser cette analyse, il faut tout d’abord recenser tous les états du système, les classer

en états de fonctionnement ou en états de panne. Ensuite, il est nécessaire de chercher com-

ment passer d’un état à un autre lors d’un dysfonctionnement ou d’une réparation. A chaque

transition de l’état Ei vers l’état E j , un taux de transition Li j est associé qui est défini de telle

façon que Li j .d t est égal à la probabilité de passer de Ei vers E j entre deux instants trés proches

t et t +d t sachant que l’on est à l’instant t en Ei . Enfin, la dernière étape consiste à calculer

les probabilités de se trouver dans les diférents états au cours d’une pèriode de vie du système

ainsi que de calculer les caractéristiques de sûreté de fonctionnement (MTTF, MTBF, MTTR,

etc.) [78].

2.6.2 Réseaux Bayésiens

Le problème de la modélisation et de l’analyse de la fiabilité dynamique se pose dés lors

que l’état de fonctionnement du système et l’état des variables fonctionnelles du système

s’inuencent mutuellement [79]. Les Réseaux Bayésiens Dynamiques (DBN) constituent un

outil mathématique intéressant pour modéliser ce problème en permettant une représentation

graphique des processus stochastiques. Ces DBN sont utilisés pour représenter l’interaction

complexe entre l’état du système et l’état des variables processus, d’une part, et le processus et

la perturbation externe, d’autre part.

2.6.3 Méthode des réseaux de Petri

Les réseaux de Petri ont été inventés en 1962 par CARL ADAM PETRI [80]. Ils sont basés

sur la théorie des automates. Ces réseaux permettent de représenter le comportement des

systèmes dans les conditions de fonctionnement normal ainsi que leur comportement en cas

de défaillance de leurs composants [81–84].
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Le principal avantage des réseaux de Petri est la possibilité d’analyser le comportement

dynamique d’un système en présence de défaillances. Cette modélisation dynamique permet

d’obtenir des mesures en termes de fiabilité. Un réseau de Petri permet de modéliser d’une part

le fonctionnement d’un système et d’autre part les occurrences de défaillances.

Les réseaux de Petri sont décrits par un 7-tuplé, (P,T, A,W,M0;Pr e;Post ), défini par :

- l’ensemble des places pi de P, tel que pi ∈ P, est fini et non vide ;

- l’ensemble des transitions ti de T, tel que ti ∈ T, est fini et non vide ;

- l’ensemble des arcs ai de A, tel que ai ∈ A ;

- L’ensemble des poids wi affectés aux arcs ai , tel que wi ∈ W, souvent égale à 1 pour les

réseaux déterministes, évalué à partir de probabilité pour les réseaux stochastiques ;

- Le marquage initial M0 avec ses jetons J. C’est le caractère dynamique du réseau de Petri

et sa capacité à supplanter les chaînes de Markov, dans son utilisation en fiabilité des systemes ;

- Pr e(pi ; ti ) est l’application d’incidence avant, de type P×T → N correspond aux arcs allant

d’une place vers une transition ;

- Post(pi ; ti ) est l’application d’incidence arrière, de type T×P → N correspond aux arcs

allant d’une transition vers une place.

La figure 2.8 illustre un exemple d’un réseau de Petri.

FIGURE 2.8 – Réseau de Petri.

Les réseaux de Petri sont trés utilisés dans la modélisation des systèmes à évènements

discrets et dans les études de sûreté de fonctionnement des systèmes dynamiques. Ils sont

caractérisés par une évolution asynchrone dans laquelle les transitions des composantes

parallèles sont franchies les unes aprés les autres, et par une représentation explicite des

synchronisations et des mécanismes d’allocation. Plusieurs extensions des réseaux de Petri ont
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été élaborées pour répondre à la modélisation des problèmes spécifiques et pour maîtriser la

taille et la lisibilité des modèles.

2.7 Les applications de la fiabilité

La fiabilité est un concept qui intéresse de nombreux domaines de l’activité humaine :

économique, scientifique, technique, industriel et technologique. Elle est liée à des notions de

sécurité de fonctionnement, de qualité, d’efficacité et de performance. Son objectif principal

est l’analyse de la probabilité de défaillance d’un système et concerne plus particulièrement le

domaine mathématique. Dans cette section, nous allons présenter quelques travaux concer-

nant l’étude de fiabilité de quelques systèmes dans des différents domaines : mécanique, file

d’attente...

2.7.1 Modélisation de la fiabilité des équipements mécaniques

Procédure générale

La détermination de la fiabilité d’un système électronique, mécanique ou autre nécessite

tout d’abord de connaître la loi de la fiabilité (ou la loi de défaillance) de chacun des composants

intervenant dans le système [77; 85; 86]. Ceci est simple pour certains types de systèmes tels

que les systèmes électroniques, or ce n’est pas le cas pour des systèmes mécaniques à cause de

la complexité de la structure du système étudié. Les systèmes mécaniques sont des ensembles

d’éléments technologiques liés par des relations statiques et dynamiques assez complexes.

Pour un système électronique chaque composant a un poids important dans la fiabilité du

système, la fiabilité du système est donc calculée en fonction de la fiabilité de tous ses com-

posants. Les calculs sont effectués sous l’hypothèse que les taux de défaillance sont constants

dans le temps, une hypothèse acceptable pour la plupart des composants, ce qui rend les

calculs beaucoup plus simple. La détermination des taux de défaillance des composants est

effectuée soit à partir des modèles développés dans des bases de données disponibles, soit à

partir d’essais effectués sur les composants ou bien à partir des résultats d’exploitation des

produits.

La fiabilité d’un système mécanique, contrairement à l’électronique, repose sur la fiabilité de

quelques composants élémentaires responsables de son dysfonctionnement, dits composants "

responsables " ou " critiques " (parfois un seul), contribuant presque totalement à la probabilité
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de défaillance de l’ensemble. Voir [87; 88]. Les autres composants pouvant être considérés

de probabilité de défaillance pratiquement nulle. L’identification de ces composants se fait

en effectuant des analyses qualitatives, telles que l’APR (Analyse Préliminaire des Risques) et

l’AMDEC (Analyse de Modes de défaillance, de leurs effets et de leurs criticité),et des analyses

quantitatives telles que l’analyse par arbres de défaillance. Ensuite, nous en créerons un modèle

à partir d’un diagramme de fiabilité, par exemple sous forme d’un schéma bloc. Le taux de

défaillance du système sera donc calculé en fonction de l’architecture du système donnée par

ce schéma.

Illustration

À l’aide d’un exemple tiré de [76], nous éclaircissons la procédure. Soit le réducteur de

vitesse, représenté par la figure 2.9.

FIGURE 2.9 – Réducteur de vitesse.

1) Données

Les différents composants critiques vis-à-vis de la fiabilité sont les suivants : deux roues

dentées, un engrenage, deux roulements et deux joints à lèvres. Bertsche et Lechner proposent

de leurs associer comme loi de défaillance la distribution de Weibull dont les paramètres

figurent dans le tableau 2.1 (η s’exprime en tours d’arbre d’entrée), en supposant les paramètres

de décalage nuls (γ = 0).

2) Modélisation du système

En général, un système se représente sous forme d’un schéma bloc. Ceci sous-entend

qu’une analyse topologique préalable du système doit être réalisée. La défaillance de tel compo-
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Composant Mode de défaillance η β

Composant 1 Roue d’entée 1 Rupture de la roue dentée 1 38.000 1,4

Composant 2 Roue d’entée 2 Rupture de la roue dentée 2 70.500 1,8

Composant3 Engrounage Pitting de l’engrenage 1.966.600 1,3

composant 4 Roulement 1 Défaillance du roulement 1 9.100.000 1,11

Composant 5 Roulement 2 Défaillance du roulement 2 15.200.000 1,11

Composant 6 Joint à lèvre radial 1 Défaillance du joint à lèvres radial 1 66.000.000 1,0

Composant 7 Joint à lèvre radial 2 Défaillance du joint à lèvres radial 2 6.000.000 1,0

TABLEAU 2.1 – Paramètres de la loi de défaillance des éléments du réducteur (distribution de Weibull).

sant entraîne-t-elle la défaillance du système ? Si la réponse est affirmative alors ce composant

doit être associé en série.

FIGURE 2.10 – Exemple d’une modélisation du réducteur en schéma bloc.

3) Calcul et résultats

La fiabilité du système est calculée en fonction des fiabilités des sept composants qui

le constituent : R(t) =
∏7

i =1 Ri (t) où Ri (t) = exp

{
−

(
t
ηi

)β
i

}
t ≥ 0 i = 1, ...,7. Les résultats sont

représentés par un seul graphique (voir figure 2.11).

On remarque que la courbe des deux premiers composants (les deux roues dentées) sont

prépondérantes. Il en résulte que la fiabilité du réducteur de vitesse dépend principalement de

la fiabilité des deux roues dentées.
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FIGURE 2.11 – Présentation graphique de la fiabilité du système et de ses composants.

2.7.2 File d’attente et fiabilité

l’analyse de fiabilité d’un système avec rappels et un serveur sujet à des pannes et des réparations

[41] Ce travail propose une analyse détaillée de la notion de fiabilité de système M/G/1 avec

rappels non fiable. Danc ce qui suit, nous allons présenter les principaux résultats obtenus par

les auteurs.

Description du modèle

Un système d’attente à un seul serveur est considéré. Les nouveaux clients (clients primaires)

arrivent selon un processus de Poisson de taux λ> 0. Si un client primaire trouve le serveur

libre, il obtient son service immédiatement et quitte le système après la fin du service. Sinon,

si le serveur est trouvé occupé ou en panne, le client rejoint l’orbite et il devient une source

d’appels secondaires. L’orbite de sources d’appels secondaires peut être considéré comme

une sorte de file d’attente avec une capacité infinie. Les clients qui retournent se comportent

indépendamment les uns des autres et sont persistants en ce sens qu’ils continuent de faire des

rappels jusqu’à ce qu’ils reçoivent leur service demandé. La durée entre deux rappels successifs

d’une même source secondaire est exponentiellement distribuée de paramètre θ> 0.

Les temps de service des clients suivent une distribution générale de fonction de répartition

B(x), de transformée de Laplace-Stieltjes b∗(s), Re(s) > 0, de fonction de densité b(x) définie

par

b(x) =µ(x)exp

{
−

∫ x

0
µ(t )d t

}
,
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avec µ(x) est le taux d’achèvement du service tel que

µ(x) =
b(x)

1−B(x)

Soient les moments d’ordre k, βk = (−1)k b∗(k)(0).

le système est soumis à des pannes aléatoires et à des réparations. Les pannes se produisent

indépendamment via un processus de Poisson de tauxα. Lorsque le serveur tombe en panne, les

réparations commencent immédiatement et le temps de réparation est une variables aléatoires

Y et suit une distribution générale de fonction de répartition G(y), de transformée de Laplace-

Stieltjes g∗(s), Re(s) > 0, de fonction de densité g (y) définie par

g (y) = β(y)exp

{
−

∫ y

0
β(t )d t

}
,

avec β(y) est le taux d’achèvement de réparation tel que

β(y) =
g (y)

1−G(y)

Soient les moments d’ordre k, γk = (−1)k g∗(k)(0) et l’intensité du trafic ρ = λβ1 due aux appels

primaires.

Le flux d’entrée des arrivées primaires, les temps de service, les intervalles entre les essais

répétés, les temps de panne et les temps de réparation sont supposés mutuellement indépen-

dants.

La condition de stabilité et la distribution stationnaire de l’état du système

L’état du système à la date t peut être décrit par le processus {N(t ),X(t ),Y(t ), t ≥ 0}, où N(t )

est le nombre de clients dans le système (en orbite et en service) à l’instant t , X(t) est une

variable suplémentaire à valeurs dans ℜ+ désignant la durée de service écoulée à la date t

et Y(t) est une variable supplémentaire à valeurs dans ℜ+ désignant la durée de réparation

écoulée à la date t . Les probabilités d’états sont définies par :

- PW i 1(t , x)d x est la probabilité conjointe qu’à l’instant t il y a i clients en orbite, le serveur

est occupé et le temps de service écoulé entre x et x +d x (i ≥ 0).

- PRi 1(t , x, y)d y est la probabilité conjointe qu’au moment t il y a i clients en orbite, le

temps de service écoulé par le client sous sevice est égal à x et le serveur est en réparation avec

le temps de réparation écoulé entre y et y +d y (i ≥ 0).

- PIi 0(t ) est la probabilité que le serveur est inactif et il y a i clients en orbite.
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Ainsi le processus stochastique {N(t ),X(t ),Y(t ), t ≥ 0} d’espace d’états {(I, i ,0), (W, i ,1),

(R, i ,1, x, y)|0 ≤ i ≤+∞,0, y <+∞}.

La condition nécessaire et suffisante pour que ce système soit stable est :

ρ(1+αγ1) < 1.

- à l’état stationnaire, la fonction génératrice de la distribution conjoine de l’état de serveur

et le nombre de clients dans le système est :

QIi 0(z) =
[
1−ρ(1+αγ1)

]×exp

{
−λ
θ

∫ 1

z

b[λ(1−µ)+αḡ∗(λ(1−µ))]−1

µ−b[λ(1−µ)+αḡ∗(λ(1−µ))]
dµ

}
,

QW 1(z, x) =
λ(z −1)

z −b∗(λ(1− z)+αḡ∗(λ−λz))
×exp

{−[
λ(1− z)+αḡ∗ (λ(1− z))

]
x
}

B̄(x)QI0(z),

QR1(z, x, y) =
αλ(z −1)

z −b∗(λ(1− z)+αḡ∗(λ−λz))
×exp

{−[
λ(1− z)+αḡ∗ (λ(1− z))

]
x
}

B̄(x)

×exp
{−λ(1− z)y

}
Ḡ(y)QI0(z).

- La probabilité que le serveur est inactif est I = 1−ρ(1+αγ1).

-La probabilité que le serveur est occupé est B = ρ.

- La probabilité que le serveur est en réparation est R = ραγ1.

- La fonction génératrice de la distribution du nombre de clients en orbite est :

p(z) = QI0(z)+QW 1(z)+QR1(z)

=
[
1−ρ(1+αγ1)

] 1− z

b∗[λ(1− z)+αḡ∗λ(1− z))]− z

×exp

{
−λ
θ

∫ 1

z

b∗[λ(1−u)+αḡ∗(λ(1−u))]−1

u −b∗[λ(1−u)+αḡ∗(λ(1−u))]
du

}
.

- Le nombre moyen de clients en orbite EN(t ) est donné par

EN(t ) =
λ2

1−ρ(1+αγ1)

[
αβ1γ2 + (1+αγ1)2β2

2
+ (1+αγ1)β1

θ

]
.

- La fonction génératrice de la distribution du nombre de clients dans le système est :

Q(z) =
[
1−ρ(1+αγ1)

] (1− z)b∗[λ(1− z)+αḡ∗(λ(1− z))]

b∗[λ(1− z)+αḡ∗λ(1− z))]− z

×exp

{
−λ
θ

∫ 1

z

b∗[λ(1−u)+αḡ∗(λ(1−u))]−1

u −b∗[λ(1−u)+αḡ∗(λ(1−u))]
du

}
.

- Le nombre moyen de clients dans le système EK(t ) est donné par

EK(t ) = ρ(1+αγ1)+ λ2

1−ρ(1+αγ1)

[
αβ1γ2 + (1+αγ1)2β2

2
+ (1+αγ1)β1

θ

]
.
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Les indices de fiabilité du serveur

Les indices de fiabilité obtenus par [41] sont :

- La disponibilité du serveur à l’état stationnaire est

A =
∞∑

i =0
PIi 0 +

∞∑
i =0

∫ ∞

i =0
PW i 1(x)d x = lim

z−→1

[
QI0(z)+

∫ ∞

0
QW 1(z, x)d x

]
= 1−ραγ1.

- La fréquence de panne du serveur à l’état stationnaire est

W f =
∞∑

i =0

∫ ∞

i =0
W i 1(x)d x = lim

z−→1

∫ ∞

0
W 1(z, x)d x = αρ.

- La transformée de laplace de la fonction de fiabilité R(t ) est donnée par

R∗(s) =
1

s +α + α

s +α
∫ ω

1

1

θ[b∗(s +α+λ(1− y))− y](1− y)

×exp

{
1

θ

∫ 1

y

s +λ−λb∗(s +α+λ(1−x))

b∗(s +α+λ(1−x))−x
d x

}
d y,

où ω est la racine de l’équation z = b∗(s +α+λ(1− z)), Re(s) > 0.

- Le temps moyen de bon fonctionnement est donné par

MTTF =
1

α
+

∫ ω

1

1

θ[b∗(α+λ(1− y))− y](1− y)

×exp

{
1

θ

∫ 1

y

λ−λb∗(α+λ(1−x))

b∗(α+λ(1−x))−x
d x

}
d y,

où ω est la racine de l’équation z = b∗(s +α+λ(1− z)), |z| = 1.

2.8 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons passé en revue les notions de base de la fiabilité, nous

avons présenté aussi les méthodologies dynamiques pour déterminer la fiabilité d’un système

complexe et quelques exemples d’applications de la fiabilité dans divers domaines.

Dans les prochains chapitres, nous allons nous intérésser à l’étude de la fiabilité de certains

systèmes d’attente avec rappels non fiables en utilisant la méthode des chaînes de Markov.



CHAPITRE 3

ANALYSE APPROXIMATIVE DE LA

FIABILITE DU SYSTEME M/M/2 AVEC

RAPPELS

3.1 Introduction

Les sysèmes d’attente avec rappels à multiserveurs non fiables ont été considérés pour la

première fois par ARTALEJO [35] en 1994. L’auteur a examiné un système avec rappels M/M/c/k

dans lequel le serveur est soumis uniquement à des pannes actives. En 2005, GHARBI et IOUA-

LALEN [89] ont étudié un système avec rappels à source finie avec plusieurs serveurs soumis à

des pannes (passives et actives) et des réparations. Les auteurs incluent un scénario de décom-

position dépendant dans lequel la probabilité de défaillance dépend de l’état du serveur. Les

clients dont le service est intérrompu par une panne rentrent en orbite avec une mémoire de

leur temps de service écoulé. Les auteurs ont utilisé un modèle généralisé de réseau de Petri

stochastique (GSPN) pour obtenir plusieurs mesures de performance et indices de fiabilité.

Ces systèmes sont encore à l’heure actuelle peu étudiés et les modèles proposés sont d’ailleurs

étudiés sous des hypothèses trés restrictives. La théorie analytique actuelle de ces systèmes a

une portée limitée en raison de la complexité des résultats connus. En effet, plusieurs formules

analytiques (complexes) sont difficilement exploitables en pratique. C’est pour cela que, lors

de l’étude des systèmes concrets on est souvent amené à remplacer le système réel (générale-

ment complexe), par un système plus simple et pour lequel il existe des résultats analytiques
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exploitables, ce qui a poussé les auteurs à tenter de développer des méthodes approximatives

d’analyse des phénomènes de répétition d’appels. Des méthodes d’approximation pour ce

type de modèles ont été développées ces dernières années. Dans [13; 90], il est obtenu des

inégalités et bornes pour certaines caractéristiques du système moyennant les techniques de

comparaisons stochastiques. De leur coté, CRAWFORD [91] a utilisé l’algorithme de "phase-

merging" pour analyser approximativement un modèle généralisé du modèle d’attente M/M/1

avec pannes et rappels introduit initialement par SHERMAN [47].

Ce chapitre traite l’analyse de la fiabilité de système M/M/2 avec rappels pour lequel les

deux serveurs sont sujets à des pannes. Nous obtenons des expressions approximatives de

certains indices de fiabilté comme la disponibilité, la fréquence de panne des serveurs en

utilisant l’algorithme de "phase merging". Nous fournissons également quelques illustrations

numériques pour évaluer les résultats théoriques obtenus. Ces résultats font l’objet de l’étude

réalisée dans [92].

3.2 description du modèle

Nous considérons le système M/M/2 avec rappels et pannes dans lequel les clients arrivent

selon un processus de Poisson de taux λ (λ> 0). Les temps de service sont distribués suivant

une loi exponentielle, avec un taux µ. Nous supposons qu’il n’y a pas d’espace d’attente et donc

si un client primaire trouve au moins un serveur libre et en bon état, il est immédiatement

pris en charge. Sinon, il peut choisir d’entrer en orbite avec une probabilité PI et devenir une

source d’appels secondaires ou de quitter le système avec une probabilité 1−PI. Il est également

supposé que le client dont le service est interrompu par une panne active, doit décider, soit de

rejoindre le groupe de rappels avec une probabilité PA ou de quitter définitivement le système

aprés interruption avec une probabilité 1−PA. La structure générale du système est illustrée

dans la figure 3.1.

La durée entre deux rappels successifs d’une mème source secondaire est exponentielle

de paramètre ν. Le flux d’entrée des arrivées primaires, les temps de service et les intervalles

entre les essais répétés sont supposés mutuellement indépendants. Les pannes pour les deux

serveurs se produisent indépendamment via un processus de Poisson de taux α et les temps de

réparation pour chaque serveur sont des variables aléatoires distribuées exponentiellement

avec un taux β. On suppose que les réparations commencent immédiatement après un échec.
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FIGURE 3.1 – La structure du système.

Ces nouvelles variables aléatoires et tous les processus vérifient l’hypothèse d’indépendance

mutuelle.

L’état du système à l’instant t peut être décrit par le processus Markovien

X(t ) = {(N(t ),C(t ),R(t ))}, (3.1)

d’espace d’états S = {(i , j ,k) : i ≥ 0, j +k ≤ 2, j ,k ∈ {0,1,2}}, où N(t) est le nombre de clients en

orbite à l’instant t , C(t ) est le nombre de serveurs occupés à l’instant t et R(t ) est le nombre de

sreveurs en panne à l’instant t .

Soit :

Pi j k = lim
t−→∞ P(N(t ) = i ,C(t ) = j ,R(t ) = k), (3.2)

avec i ≥ 0 , et ( j ,k) ∈ E tel que : E = {(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (2,0)}, la distribution station-

naire du procesus (3.1). La figure 3.2 représente le diagramme de transition pour la CMTC.
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FIGURE 3.2 – Graphe de transitions du système M/M/2 avec rappels et pannes.

3.3 Indices de fiabilité des serveurs

Dans cette section, nous fournissons des approximations pour la disponibilité et la fré-

quence de pannes de serveurs.

Théoreme 3.3.1. Soit A(t) la probabilité que le serveur soit fiable à l’instant t , qui est définie

comme la disponibilité des serveurs et définissons la disponibilité des serveurs comme

A = lim
t−→∞ A(t ).

La disponibilité approximative des serveurs est

A≈
β2

H
[(β+λ+µ)(2µ2 +2λµ+λ2)+2α(λ+µ)2], (3.3)

Où la constante H est donnée par,

H =µ2α2λ+6µ2α2β+2µ3α2 +2µ2α3 +6β2µαλ+2µβ3λ

+4λβ2µ2 +λ2β3 +3λ2β2µ+λ3β2 +2αλ2β2 +4µ3αβ

+6β2µ2α+2µ2β3 +2µ3β2 +2µαλ2β+6µ2αλβ+4βµα2λ. (3.4)

Preuve 3.3.1. A est obtenue en considérant l’équation suivante

A =
∞∑

i =0
Pi 00 +

∞∑
i =0

Pi 10 +
∞∑

i =0
Pi 20. (3.5)

A partir du graphe de transitions (figure 3.2), les probabilités Pi j k vérifient le système d’équations

de balance :
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Pour i = 0

(λ+2α)P000 =µP010 +βP001

Pour i ≥ 1

(λ+ iν+2α)Pi 00 =µpi 10 +βPi 01

(λ+ iν+α+αPA +µ)Pi 10 = λPi 00 +βPi 11 +2µPi 20 + (i +1)νPi+100

(λPI +2µ+2αPA)Pi 20 = λPIPi−120 +λPi 10 + (i +1)νPi+110

(λPI +µ+αPA +β)Pi 11 = λPIPi−111 +λPi 01 + (i +1)νPi+101 +αPi 10 +2αPAPi−120

(λ+ iν+α+β)Pi 01 =µPi 11 +αPAPi−110 +2αPi 00 +2βPi 02

(λPI +2β)Pi 02 = λPIPI−102 +αPi 01 +αPAPi−111

∞∑
i =0

[Pi 00 +Pi 10 +Pi 20 +Pi 11 +Pi 01 +Pi 02] = 1.

La résolution de ce système de manière récursive est trés compliquée. Une autre façon de

calculer les probabilités d’état stationnaire est la méthode des fonctions génératrices. En utlisant

les fonctions génératrices définiees par :p j k (z) =
∑∞

i =0 zi Pi j k , ( j ,k) ∈ E,

le système d’équations de balance devient :

(λ+2α)p00(z)+νzp ′
00(z) =µp10(z)+βp01(z)

(λ+α+αPA +µ)p10(z)+νzp ′
10(z) = λp00(z)+βp11(z)+2µp20(z)+νp ′

00(z)

(λPI +2µ+2αPA)p20(z) = λPIzp20(z)+λp10(z)+νp ′
10(z)

(λPI +µ+αPI +β)p11(z) = λPIzp11(z)+λp01 +νp ′
01(z)+αp10(z)+2αPAzp20(z)

(λ+α+β)p01(z)+νzp ′
01(z) =µp11(z)+αPAzp10(z)+2αp00(z)+2βp02(z)

(λPI +2β)p02(z) = λzp02(z)+αp01(z)+αPAzp11(z)∑
( j ,k)∈E

p j k (1) = 1

La résolution de ce sysème d’équations pour avoir les probabilités d’état est aussi compliquée,

par conséquent, nous ferons recours à une analyse approximative du système. Pour déterminer les

distributions approximatives de probabilité à l’état stationnaire, nous appliquons l’algorithme

de "phase merging" qui a été développé dans [10] et [11] et nous procédons de la manière suivante.

la première étape consiste à déterminer la distribution de probabilité conditionnelle de l’état des
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serveurs à l’instant t étant donné le nombre du clients en orbite à l’instant t , puis on rapproche

la distribution de probabilité marginale du nombre de clients en orbite.

Afin de rapprocher avec précision la distribution de probabilité conjointe de l’état des serveurs

et du nombre de clients en orbite, nous supposons que les intensités de transition entre les états

du même niveau sont significativement plus grande que les intensités de transition circulant

entre les niveaux. Chaque niveau est analysée comme une CTMC à partir de laquelle on obtient

les probabilités conditionnelles approximatives.

1) Pour trouver les Pl\i nous réduisons la dimension de l’espace d’état en définissant Y(t)

comme l’état des serveurs à l’instant t , tel que :

Y(t ) = {C(t ),R(t ) : t ≥ 0}

où C(t ) et R(t ) sont définis dans (3.1). Soit

Pl\i = lim
t−→∞ P{(Y(t ) = l \ N(t ) = i ), l = 1,2, ...,6}

avec l’indice l comme défini :

l ′ét at (j,k) (0,0) (1,0) (2,0) (1,1) (0,1) (0,2)

l ′i ndi ce l 1 2 3 4 5 6

TABLEAU 3.1 – Les susbstititions des états de serveurs.

Cette étape aboutit à un nombre infini de niveaux qui peuvent être analysés individuellement.

La figure (3.3) représente le niveau du système.

FIGURE 3.3 – une classe du modèle M/M/2 avec rappels et pannes.
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Pour chaque i ≥ 0, les taux de transition du processus Y(t ) sont décrits par la matrice :

Qi =



−(λ+2α) λ 0 0 2α 0

µ −(λ+α+µ) λ α 0 0

0 2µ −2µ 0 0 0

0 β 0 −(β+µ) µ 0

β 0 0 λ −(λ+α+β) α

0 0 0 0 2β −2β


Soit : Pi = Pl\i

La résolution de l’équation pi Qi = 0 nécessite la résolution du système suivant

(λ+2α)P1\i =µP2\i +βP5\i

(λ+α+µ)P2\i = λP1\i +2µP3\i +βP4\i

2µP3\i = λP2\i

(β+µ)P4\i = αP2\i +λP5\i

(λ+α+β)P5\i = 2αP1\i +µP4\i +2βP6\i

2βP6\i = αP5\i∑6
l=1 Pl\i = 1

(3.6)

En résolvant le système ci dessus, On obtient les formules des probabilités conditionnelles pour

tout i ≥ 0 :

P1\i =
1

H
(2(β+λ+α+µ)β2µ2); (3.7)

P2\i =
1

H
(2(β+µ+λ+2α)β2µλ); (3.8)

P3\i =
1

H
((β+µ+λ+2α)β2λ2); (3.9)

P4\i =
1

H
(2(β+λ+2µ+2α)βµαλ); (3.10)

P5\i =
1

H
(2αβµ2(λ+2β+2µ+2α)); (3.11)

P6\i =
1

H
(µ2α2(λ+2β+2µ+2α)). (3.12)

Où la constante H est donnée par(3.4).

2) Chaque niveau est ensuite considéré comme un état d’une CTMC regroupée, où les taux de

transition entre les niveaux correspondent aux clients entrant ou sortant de l’orbite. L’analyse de

ce système des états regroupés donne la distribution de probabilité marginale approximative du

nombre de clients en orbite.
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Les taux de transition entre les états regroupés peuvent ètre exprimés par

qi j =



αPAP2\i + (λPI +2αPA)P3\i + (λPI +αPA)P4\i +λPIP6\i , i ≥ 0, j = i +1;

iν(P1\i +P2\i +P5\i ), i ≥ 1, j = i −1;

−[αPAP2\i + (λPI +2αPA)P3\i + (λPI +αPA)P4\i

+λPIP6\i + iν(P1\i +P2\i +P5\i ], i = j ;

0 el sewher e.

(3.13)

Posons

Λ = αPAP2\i + (λPI +2αPA)P3\i + (λPI +αPA)P4\i +λPIP6\i ;

υ = iν(P1\i +P2\i +P5\i );

L’analyse de ce nouveau modèle est analogue à celle du système M/M/∞, donc on obtient la

distribution de probabilité marginale

πi =
1

i !
(
Λ

υ
)iπ0, i ≥ 0; (3.14)

En utilisant l’équation de normalisation
∑∞

j =0π j = 1 on obtient

π0 = e−Λυ . (3.15)

3) une approximation de la distribution de probabilité conjointe de l’état des serveurs et du

nombre de client en orbite à l’état stationnaire peut être obtenue en prenant le produit de la

probabilité conditionnelle approximative et la probabilité marginale.

Pi l ≈ P̂i l ;

Avec

P̂i l = Pl\i ×πi =
Pl\i

i !
(
Λ

υ
)i e−Λυ . (3.16)

À l’aide de (3.3), la disponibilité approximative des serveurs devient

A ≈
∞∑

i =0
P̂i 1 +

∞∑
i =0

P̂i 2 +
∞∑

i =0
P̂i 3; (3.17)

De (3.16), nous avons
∞∑

i =0
P̂i 1 =

∞∑
i =0

P1\i ×πi ; (3.18)

∞∑
i =0

P̂i 2 =
∞∑

i =0
P2\i ×πi ; (3.19)

∞∑
i =0

P̂i 3 =
∞∑

i =0
P3\i ×πi . (3.20)
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En substituant (3.18), (3.19), (3.20) dans (3.17) on obtient :

A ≈
∞∑

i =0
P1\i ×πi +

∞∑
i =0

P2\i ×πi +
∞∑

i =0
P3\i ×πi

≈
∞∑

i =0

[
P1\i

i !
(
Λ

υ
)i e−Λυ + P2\i

i !
(
Λ

υ
)i e−Λυ + P3\i

i !
(
Λ

υ
)i e−Λυ

]

≈
∞∑

i =0

[
(P1\i +P2\i +P3\i )

(
1

i !

)(
Λ

υ

)i

e−Λυ
]

≈ (P1\i +P2\i +P3\i )e−Λυ
∞∑

i =0

(
1

i !

)(
Λ

υ

)i

≈ (P1\i +P2\i +P3\i )e−Λυ e
Λ
υ

Donc

A ≈ P1\i +P2\i +P3\i (3.21)

En substituant (3.7), (3.8), (3.9) dans (3.21) et en effectuant tous les calculs nécéssaires, on aboutit

à la formule (3.3).

Théoreme 3.3.2. Soit F la fréquence de panne des serveurs. La fréquence de défaillance approxi-

mative des serveurs est donnée par

F ≈ µα

H
[(β+λ+2µ+2α)(2βλ+2βµ+µα)+βµ(2β+α)]; (3.22)

Où la constante H est donnée par(3.4).

Preuve 3.3.2. F est donnée par

F =
∞∑

i =0
Pi 11 +

∞∑
i =0

Pi 01 +
∞∑

i =0
Pi 02; (3.23)

En utilisant la table 1 et (3.16), nous obtenons

∞∑
i =0

Pi 11 ≈
∞∑

i =0
P̂i 4 =

∞∑
i =0

P4\i ×πi ; (3.24)

∞∑
i =0

Pi 01 ≈
∞∑

i =0
P̂i 5 =

∞∑
i =0

P5\i ×πi ; (3.25)

∞∑
i =0

Pi 02 ≈
∞∑

i =0
P̂i 6 =

∞∑
i =0

P6\i ×πi . (3.26)
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En substituant (3.24), (3.25), (3.26) dans (3.23) on obtient :

F ≈
∞∑

i =0
P4\i ×πi +

∞∑
i =0

P5\i ×πi +
∞∑

i =0
P6\i ×πi

≈
∞∑

i =0

[
P4\i

i !
(
Λ

υ
)i e−Λυ + P5\i

i !
(
Λ

υ
)i e−Λυ + P6\i

i !
(
Λ

υ
)i e−Λυ

]

≈
∞∑

i =0

[
(P4\i +P5\i +P6\i )

(
1

i !

)(
Λ

υ

)i

e−Λυ
]

≈ (P4\i +P5\i +P6\i )e−Λυ
∞∑

i =0

(
1

i !

)(
Λ

υ

)i

≈ (P4\i +P5\i +P6\i )e−Λυ e
Λ
υ

Donc

F ≈ P4\i +P5\i +P6\i (3.27)

En substituant (3.10), (3.11), (3.12) dans (3.27) et aprés quelques calculs algebrique on obtient la

formule (3.22).

3.4 Illustrations numériques

Dans la première partie, nous présentons des illustrations numériques pour évaluer la qua-

lité de l’approximation de "phase merging algorithm" utilisée pour rapprocher les indices de

fiabilité du système M/M/2 avec rappels et pannes. (Section (3.4.1)). Dans la deuxième partie,

nous étudions l’impact des paramètres sur la disponibilité et la fréquence de panne des serveurs

sans tenir compte du taux de rappels. Puisque ces indices sont indépendants de ce paramètre,

nous ne varierons donc que λ, µ, α, β. Rappelons que pour que l’algorithme produise des résul-

tats efficaces, les intensités de transition entre les états du même niveau sont significativement

plus grande que les intensités de transition circulant entre les niveaux.(Section (3.4.2))

3.4.1 Evaluation de la qualité de l’approximation de l’algorithme "phase merging"

Pour évaluer la qualité des approximations que nous avons obtenu, nous présentons deux

exemples.

Example 1. Dans cet exemple, nous fixons µ = 6, λ = 4, β = 0.1 et varions α de 0 à 2 par

incréments de 0.01.
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FIGURE 3.4 – Disponibilté et fréquence de panne vs.α

La figure 3.4 décrit l’influence du paramètre α sur la disponibilité et la fréquence de panne

des serveurs. Comme prévu (intuitivement), avec l’augmentation du taux de pannes α, la

probabilité de trouver un serveur en bon état est presque nulle ce qui conduit à diminuer la

disponibilité des serveurs et augmenter la fréquence de pannes des serveurs.

Example 2. Dans cet exemple, nous fixons µ = 5, α = 0.1, λ = 2 et varions β de 0 à 1 par pas

de 0.01.

FIGURE 3.5 – Disponibilité et fréquence de panne vs.β

Dans la figure 3.5, nous décrivons les variations de la disponibilité et de la fréquence de panne

des serveurs en fonction du taux de réparation. Il est également intuitif que si le taux de service

est supérieur au taux d’arrivée et avec l’augmentation du taux de réparation, les serveurs seront

souvent disponibles ce qui conduit à diminuer la fréquence de panne.
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3.4.2 Impact des paramètres sur les indices de fiabilité approximatifs calculés

Premièrement, nous présentons un exemple où l’hypothèse selon laquelle les taux à l’in-

térieur des niveaux de l’orbite sont significativement supérieurs à ceux entre les niveaux est

violée. Puis nous donnons deux exemples qui nous montrent comment choisir les paramètres

λ et µ pour avoir une bonne disponibilité de serveur.

Example 3. Nous fixons µ = 10, β = 5, α = 30 et varions λ de 0 à 200 par pas de 0.1.

FIGURE 3.6 – Disponibilité et fréquence de panne vs.λ

Dans cet exemple, nous pouvons voir que l’hypothèse est violée. Dans la figure 3.6, nous mon-

trons que la disponibilité augmente rapidement et que la fréquence des défaillances diminue,

alors que le taux de réparation est très faible comparé au taux de panne. En outre, le taux de

service est faible et le taux d’arrivée est en augmentation. Donc, si les hypothèses mentionnées

ci-dessus, sont violées, la méthode peut fonctionner très mal.

Example 4. Dans cet exemple, dans un premier temps, nous fixons λ = 10, α = 0.1, β = 2 et

varions µ de 1 à 200 par pas de 0.1, ensuite nous mettons λ = 70 et gardons les même valeurs

pour les autres paramètres.

En regardant la figure 3.7, nous remarquons que la disponibilité diminue avec des valeurs

croissantes de µ, d’autre part la fréquence de panne connaît une petite augmentation puis elle

diminue. Cependant, la disponibilité sera plus grande lorsque le taux d’arrivée est élevé, donc

pour une bonne disponibilité du serveur et une fréquence de panne plus petite, les paramètres

λ et µ doivent se rapprocher.
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FIGURE 3.7 – Disponibilité et fréquence de panne vs.µ

Example 5. Finalement, nous fixons λ = 4, µ = 6, α = 0.1 et varions β de 0 à 5 par pas de 0.01.

FIGURE 3.8 – Disponibilité et fréquence de panne vs.β

La figure 3.8 décrit l’influence du paramètre β sur la disponibilité et la fréquence de panne.

Nous observons qu’avec des valeurs croissantes de taux de réparation, la fréquence de

panne diminue et la disponibilité du serveur augmente (ce qui est très logique). Mais à partir

d’un certain rang des taux de réparation, la disponibilité commence à diminuer, donc un petit

taux de panne a besoin d’un petit taux de réparation.

3.5 Conclusion

Le système M/M/2 avec rappels et pannes a été étudié. Des approximations de quelques

indices de fiabilité du modèle sont obtenues en utilisant les probabilités approximatives d’état
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déterminées en appliquant l’algorithme de phase merging. Ces investigations théoriques sont

illustrées par des illustrations numériques. Le modèle présenté dans ce chapitre est nouveau et

il est réaliste car il peut être applicable à diverses situations de congestion rencontrées dans

les systèmes de télécommunication, les réseaux informatiques et les banques qui impliquent

l’utilisation de plusieurs serveurs en même temps.



CHAPITRE 4

MODELE D’ATTENTE AVEC RAPPELS,

PANNES ET PRIORITE

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le système d’attente de type M/G/1 avec rappels, pannes

et priorité. Premièrement, nous discutons la condition d’ergodicité, nous obtenons les fonctions

génératrices partielles de la distribution stationnaire de l’état du système et quelques mesures

de performances en utilisant la méthode des variables supplémentaires. Dans un deuxième

temps, nous obtenons quelques indices de fiabilité d’un tel système. Ces résultats font l’objet

de l’étude réalisée dans [93] et ils sont des extensions de ceux de BOUTERFA et DJELLAB [12],

obtenus pour le système M/G/1 avec rappels et priorité, pour lequel le serveur est absolument

fiable. La section suivante sera consacrée aux résultats de BOUTERFA et DJELLAB [12] que

nous utilisons pour la suite du travail.

4.2 Modèle d’attente avec rappels et priorité absolue

4.2.1 Description du modèle

Considérons un système de files d’attente à un seul serveur, auquel deux types différents

de clients primaires arrivent selon des processus de Poisson indépendants de taux λ1 et λ2

respectivement. Les clients du premier flux de taux λ1 > 0 ont une priorité absolue sur les

clients du deuxième flux de taux λ2 > 0. Ainsi, les règles suivantes gouvernent la dynamique
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des clients :

- Tout client primaire arrivant et trouvant le serveur inoccupé, occupe immédiatement le

serveur et quitte le système après l’achèvement du service.

- Tout client prioritaire arrivant et trouvant le serveur occupé par le service d’un autre client

prioritaire, rejoint l’orbite. La durée entre deux rappels successifs d’un même client en orbite

suit une loi exponentielle de taux θ> 0.

- Tout client prioritaire arrivant (primaire ou de l’orbite) et trouvant le serveur occupé

par le service d’un client non prioritaire, entre directement dans la station de service. Le

client non prioritaire, dont le service a été interrompu, persiste dans la zone de service jusqu’à

l’achèvement du service du client prioritaire pour reprendre son service d’où il a été interrompu

(la politique "preemptive resume").

- Tout client primaire non prioritaire arrivant et trouvant le serveur occupé quitte le système

sans service.

Les durées de service des deux types de clients suivent une distribution générale de fonction

de répartition Bi (x), i ∈ {1,2}, de transformée de Laplace- Stieltjes

B̃i (s) =
∫ ∞

0 exp(−sx)dBi (x) et Re(s) > 0. Soient les moments d’ordre k, βi ,k = (−1)k B̃(k)
i (0) de

la durée de service à partir de l’origine ; bi (x) =
B′

i (x)
1−Bi (x) , est l’intensité instantanée du service

du client de type i , étant donné que la durée de service écoulée est égale à x. Ki (z1, z2) =

B̃i (λ1 −λ1z1 +λ2 −λ2z2) est la fonction génératrice du nombre de clients primaires de deux

types arrivant dans le système durant le temps de service d’un client de type i ( i ∈ {1,2}).

Finalement, nous admettons l’hypothèse de l’indépendance mutuelle entre toutes les variables

aléatoires définies précédemment.

4.2.2 La condition de stabilité et la distribution stationnaire de l’état du système

L’état du système à la date t peut être décrit à l’aide d’un processus de Markov à temps

continu, tel que

{C(t ),No(t ),ξ1(t ),ξ2(t ), t ≥ 0} , (4.1)

Où No(t) est le nombre de clients prioritaires en orbite et C(t) représente l’état de station-

service à la date t . C(t ) est égal à 0, 1, 2 ou 3 selon le fait que le serveur est inoccupé, un client

prioritaire est servi et il n’y a aucun client non prioritaire dont le service a été interrompu dans

la zone de service, un client non prioritaire est servi ou un client prioritaire est servi et il y a un
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client non prioritaire dont le service a été interrompu dans la zone de service. Si C(t ) ∈ {1,3} (If

C(t ) = 2), ξ1(t ), (ξ2(t ))représente le temps de service écoulé du client prioritaire (du client non

prioritaire) dans le serveur à la date t .

Les probabilités d’états sont définies par :

P0i = lim
t−→∞ P(C(t ) = 0,No(t ) = i ), i ≥ 0;

P1i (x) = lim
t−→∞

d

d x
P(C(t ) = 1,ξ1(t ) ≤ x,No(t ) = i ), i ≥ 0 et x ≥ 0;

P2i (y) = lim
t−→∞

d

d y
P(C(t ) = 2,ξ2(t ) ≤ y,No(t ) = i ), i ≥ 0 et y ≥ 0;

P3i (x, y) = lim
t−→∞

d

d x
P(C(t ) = 3,ξ1(t ) ≤ x,ξ2(t ) ≤ y,No(t ) = i ), i ≥ 0, x ≥ 0 et y ≥ 0 .

Soit ρ1 = λ1βl ,1, la condition nécessaire et suffisante pour que ce système soit stable est :

ρ1 < 1.

- à l’état stationnaire, la fonction génératrice du nombre de clients en orbite est

Q(z1) =

(
(1− z)

(
1+λ2(

∫ ∞
0 (1−B2(y))d y

)
2(1+λ1 +λ2)λ2(K1(z1,1)− z1)

exp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z1,1)

θ(K1(z1,1)
d z1

}
.

- La fonction génératrice du nombre de clients prioritaires dans le système

H(z1) =
K1(z1,1)(1− z1)

(
1+λ2(

∫ ∞
0 (1−B2(y))d y)

2(1+λ1 +λ2)λ2(K1(z1,1)− z1)
exp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z1,1)

θ(K1(z1,1)
d z1

}
.

- La probabilité p1 que le serveur est occupé par le service d’un client prioritaire et il n’y a

aucun client non prioritaire dont le service a été interrompu dans la station-service

p1 =
ρ1

2λ2(1−ρ1)(1+λ1 +λ2)
.

- La probabilité p2 que le serveur est occupé par le service d’un client non prioritaire

p2 =
1

2(1+λ1 +λ2)

∫ ∞

0
(1−B2(y))d y.

- La probabilité p3 que le serveur est occupé par le service d’un client prioritaire et il y a un

client non prioritaire dont le service a été interrompu dans la station service

p3 =
ρ1

2(1+λ1 +λ2)(1−ρ1)

∫ ∞

0
(1−B2(y))d y

- Nombre moyen de clients prioritaires en orbite n̄o

n̄o =
2ρ1λ1 +θ(1−ρ1)β1,2 +4ρ1λ1β1,1 +2λ1β1,1

2

4θ(1−ρ1)(1+λ1 +λ2)λ2(1+β1,1)2

(
1+λ2

∫ ∞

0
(1−B2(y))d y

)
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- Nombre moyen de clients prioritaires dans le système n̄

n̄ =
2ρ1λ1 +θ(1−ρ1β1,2 +4ρ1λ1β1,1 +2λ1β1,

2
1

4θ(1−ρ1)(1+λ1 +λ2)λ2(1+β1,1)2

×
(
1+λ2

∫ ∞

0
(1−B2(y))d y

)
+ ρ1

(
1+λ2

∫ ∞
0 (1−B2(y))d y

)
2(1−ρ1)λ2(1+λ1 +λ2)

.

Dans le reste de ce chapitre, nous allons présenter notre contribution à ce sujet, en faisant

l’extension à un système M/G/1 avec rappels, priorité et serveur non fiable.

4.3 Modèle M/G/1 avec rappels, pannes et priorité absolue

4.3.1 description du modèle

Nous considérons un système de files d’attente à un seul serveur avec deux types différents

de clients primaires qui arrivent selon des processus de poisson indépendants de taux λ1 et λ2 .

Les durées de services des deux types de clients suivent une distribution générale de fonction

de répartition Bi (x), i ∈ {1,2}, de transformée de Laplace-Stieltjes B̃i (s) =
∫ ∞

0 exp(−sx)dBi (x)

et Re(s) > 0. Soient les moments d’ordre k, βi ,k = (−1)k B̃(k)
i (0) de la durée de service à partir

de l’origine ; βi ,k = (−1)k B̃(k)
i (0) est l’intensité instantanée du service du client de type i, étant

donné que la durée de service écoulée est égale à x. Ki (z1, z2) = B̃i (λ1 −λ1z1 +λ2 −λ2z2) est la

fonction génératrice du nombre de clients primaires des deux types de clients arrivant dans le

système durant le temps de service d’un client de type i . Les clients du premier flux de taux

λ1 > 0 ont une priorité absolue sur les clients du deuxième flux de taux λ2 > 0. Si un client

primaire trouve le serveur libre, il occupe immédiatement le serveur et il quitte le système après

l’achevemnt du service.

Nous supposons que le serveur est sujet à des pannes actives. Les pannes se produisent

indépendamment via un processus de poison de taux α1 et α2 respectivement. Une fois le

serveur occupé tombe en panne, la réparation commence immédiatement. Si le serveur tombe

en panne au moment de servir les clients de type i , (i = {1;2}) les durées de réparation sont

des variables aléatoires suivent une distribution générale de fontion de répartition Gi (x), de

fonction de densité gi (x), de transformée de Laplace-Stieltjes G̃i (s) =
∫ ∞

0 exp(−sx)dGi (x) et

Re(s) > 0. Soit γi (x) =
G′

i (x)
1−Gi (x) l’intensité instantanée de réparation lorsque la rupture du type i

se produit, étant donné que la durée de réparation écoulée est égale à y . Ai (z) = G̃i (λ1−λ1z) est

la fonction génératrice du nombre de clients primaires de deux types de clients arrivant dans le

système durant le temps de réparation d’un client de type i .
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Donc l’état du serveur peut être libre, occupé ou sous réparation. Si le serveur se trouve

occupé ou sous réparation, le comportement d’un client primaire arrivant dépend de son type :

- Tout client primaire prioritaire arrivant et trouvant le serveur occupé par un autre client

prioritaire ou sous réparation rejoint l’orbite. La durée entre deux rappels successifs d’un même

client en orbite suit une loi exponentielle de taux θ> 0.

- Tout client prioritaire arrivant et trouvant le serveur occupé par le service d’un client non

prioritaire occupe immédiatement le serveur. Le client dont le service a été interrompu, persiste

dans la zone de service jusquà ce que le serveur devient disponible pour reprendre son service

d’où il a été interrompu.

- Tout client primaire non prioritaire arrivant et trouvant le serveur occupé quitte le système

sans service.

Toutes les variables aléatoires définies précédemment vérifient l’hypothèse d’indépendance

mutuelle.

L’état du système à la date t peut être décrit à l’aide d’un processus de Markov à temps

continu, tel que

X(t ) = {C(t ),N(t ),ξ1(t ),ξ2(t ),ξ3(t ), t ≥ 0}, (4.2)

Où

N(t ) est le nombre de clients prioritaires en orbite.

C(t ) représente l’état du serveur à la date t .

C(t ) = 0 si le serveur est inoccupé.

C(t ) = 1 si un client prioritaire est servi et il n’y a aucun client non prioritaire dont le service

a été interrompu dans la station-service.

C(t ) = 2 si un client non prioritaire est servi.

C(t ) = 3 si un client prioritaire est servi et il y a un client non prioritaire dont le service a été

interrompu dans la station-service.

C(t ) = 4 si le serveur tombe en panne lorsqu’un client prioritaire est servi et il n’y a aucun

client non prioritaire dont le service a été interrompu dans la station-service.

C(t ) = 5 si le serveur tombe en panne lorsqu’un client non prioritaire est servi.

C(t ) = 6 si le serveur tombe en panne lorsqu’un client prioritaire est servi et il y a un client

non prioritaire dont le service a été interrompu dans la station-service.

Si C(t) ∈ {1,3,4,6} (If C(t) ∈ {2,5}), ξ1(t), (ξ2(t)) représente le temps de service écoulé du
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client prioritaire (du client non prioritaire) dans le serveur à la date t . Si C(t) ∈ {4,5,6} (ξ3(t))

représente le temps de réparation écoulé du serveur en cours de réparation.

Les transitions entre les états sont définies comme suit :

- C(t ) = 0, i ≥ 0 - C(t ) = 1, i ≥ 0 - C(t ) = 2, i ≥ 0

- C(t ) = 3, i ≥ 0

- C(t ) = 4, i ≥ 0
- C(t ) = 5, i ≥ 0

- C(t ) = 6, i ≥ 0

4.3.2 Condition d’ergodicité

Pour prouver l’ergodicité, nous définissons Ti n , le temps de service généralisé de nème

client de type i , c’est la durée du début de service de nème client de type i jusqu’à fin de son

service. Ainsi, Ti n inclut certains temps d’arrêt possibles du serveur en raison des pannes et des

réparations du serveur pendant la période de service du nème client de type i . Il a été montré

dans [94] que les durées de service généralisées successives Ti n sont des variables aléatoires

identiques et généralement distribuées avec une fonction de distribution

Di (t ), Pr {Ti n ≤ t } =
∞∑

i =0

∫ t

0
G(

i
l )(t −u)e −αi u (αi u)l

l !
dBi (u),i = 1,2,
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qui est indépendante de n.

une transformée de Laplace-Stieltjes

D̃i (s) =
∫ ∞

0
exp(−st )dDi (t ) = B̃i (s +αi −αi G̃i (s));

et une valeur moyenne donnée par

E(Ti n) = −dDi (s)

ds
|s =0 = βi 1(1+αiγi 1). (4.3)

Soit td la date de dème depart. La suite de vecteurs alééatoires Xd = (Ud ,N1,d ,N2,d ),

d ≥ 1, forme une chaîne de Markov à espace d’états S = {1,2}×Z+× {0,1}, où N1,d (N2,d ) est le

nombre de clients prioritaires (non prioritaires) en orbite resp. (dans la station service) juste

avant l’instant td et Ud est le type de dème client servis qui peut être 1 ou 2 selon que le client

en question est un client prioritaire ou non prioritaire. Nous avons les équations fondamentales

suivantes :

N1,d = N1,d−1 −Vd +Y1,d ; (4.4)

N2,d = N2,d−1 ×Bd ,Y2,d = 0. (4.5)

Où Vd est égale à 0 ou 1, selon que le dème client servi est client prioritaire primaire ou

secondaire ; Y1,d (Y2,d ) est le nombre de clients prioritaire ( non prioritaire ) arrivant au système

pendant le temps de service généralisé du dème client ; Bd est égale à 0 ou 1 selon que le dème

client servi est non prioroitaire ou prioritaire. Dénontons par Ud le type du dème client servi

(qui peut être 1 ou 2 selon que le client en question est un client prioritaire ou non prioritaire).

Le vecteur aléatoire (Ud ,Vd ) dépend de l’histoire du système avant le temps td seulement

par le vecteur (N1,d−1,N2,d−1). Sa distribution conditionnelle est définie par

P
(
(Ud = 1,Vd = 1)/

((
N1,d−1,N2,d−1

)
= (m,n)

))
=

mθ

λ1 +λ2 +mθ
;

P
(
(Ud = 1,Vd = 0)/

((
N1,d−1,N2,d−1

)
= (m,n)

))
=

λ1

λ1 +λ2 +mθ
;

P
(
(Ud = 2,Vd = 1)/

((
N1,d−1,N2,d−1

)
= (m,n)

))
= 0;

P
(
(Ud = 2,Vd = 0)/

((
N1,d−1,N2,d−1

)
= (m,n)

))
=

λ2

λ1 +λ2 +mθ
.
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Soit

ki ,m ,n =
∫ ∞

0

(λ1x)m

m!
e −λ1x (λ2x)n

n!
e −λ2xdDi (x)

la distribution conjointe du nombre de clients primaires des deux types qui arrivent pendant le

temps de service généralisé de i ème client.

Les probabilités de transition à une étape de la chaîne de Markov induite r(l ,m ,n )(c ,i , j ) =

P
(
Xd =

(
c, i , j )/Xd−1 = (l ,m,n)

)
, où c ∈ {1,2}, sont données par :

r(l ,m ,n )(2,i , j ) =
λ2

λ1 +λ2 +mθ
k2,i−m ,0,n ∈ {0,1}m = 1; (4.6)

r(l ,m ,n )(1,i , j ) =
λ1

λ1 +λ2 +mθ
k1,i−m ,0 + mθ

λ1 +λ2 +mθ
k1,i−m+1,0. (4.7)

Le problème à étudier par la suite est celui de l’ergodicité de notre chaîne. Comme les équa-

tions fondamentales ont une structure récursive, nous utilisons le critère de Foster [95] et

nous considérons la fonction de Lyapounov f (s), s ∈ S tel que f (l ,m,n) = m + (1 − ρ1)n,

où ρ1 = λ1β11(1 + α1γ11), l’accroissement moyen de la chaîne induite xl ,m ,n = E[( f (Xd ) −
f (Xd−1))/Xd−1 = (l ,m,n)] peut être obtenu de la manière suivante :

- Si n = 0, les équations (4.4), (4.5) deviennent N1,d = N1,d−1−Vd +Y1,d = m−Vd +Y1,d ;N2,d =

0. Donc f (Xd−1) = m et f (Xd ) = m −Vd +Y1,d , ce qui implique que

x(1)
l ,m,n = E

[(−Vd +Y1,d
)

/
((

N1,d−1,N2,d−1
)

= (m,0)
]

= E
[
Y1,d /

(
N1,d−1,N2,d−1

)
= (m,0)

]−E
[
Vd /

(
N1,d−1,N2,d−1

)
= (m,0)

]
=

λ1 +mθ

λ1 +λ2 +mθ
λ1β11(1+α1γ11)− mθ

λ1 +λ2 +mθ
.

- Si n = 1, les équations (4.4), (4.5) deviennent N1,d = N1,d−1−Vd +Y1,d = m−Vd +Y1,d ;N2,d =

Bd . Donc f (Xd )− f (Xd−1) = −Vd +Y1,d + (
1−ρ1

)
(Bd −1). Ainsi

x(2)
l ,m,n = E

[(−Vd +Y1,d + (
1−ρ1

)
(Bd −1)

)
/
(
N1,d−1,N2,d−1

)
= (m,1)

]
= E

[(−Vd +Y1,d
)

/
(
N1,d−1,N2,d−1

)
= (m,1)

]+ (
1−ρ1

)
E

[
Ud /

(
N1,d−1,N2,d−1

)
= (m,1)

]− (
1−ρ1

)
= − mθ

λ1 +λ2 +mθ
+ λ1 +mθ

λ1 +λ2 +mθ
λ1β11(1+α1γ11)+ (1−ρ1)

(
λ1 +mθ

λ1 +λ2 +mθ
−1

)
lim

m−→∞x(1)
l ,m,n = lim

m−→∞x(2)
l ,m,n = ρ1 −1. Cette limite est négative si ρ1 < 1. Donc, la condition

suffisante est ρ1 < 1. Puisque r(l ,m ,n )(1,i , j ) = r(l ,m ,n )(2,i , j ) = 0 pour i < m −1, ρ1 < 1 est aussi

une condition nécéssaire pour l’ergodicité de notre chaîne de Markov induite. Finalement, la

condition nécéssaire et suffisante pour que le système soit stable est ρ1 < 1.
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4.3.3 Distribution stationnaire de l’état du système

Dans cette section, nous étudions le système à l’état stationnaire. Par conséquent, nous

supposons que la condition ρ1 < 1 est réalisée et introduisons les fonctions suivantes qui

décrivent la distribution conjointe de l’état du serveur et le nombre de clients en orbite :

P0i = lim
t−→∞ P(C(t ) = 0,N(t ) = i );

P1i (x1) = lim
t−→∞

d

d x1
P(C(t ) = 1,ξ1(t ) ≤ x1,N(t ) = i );

P2i (x2) = lim
t−→∞

d

d x2
P(C(t ) = 2,ξ2(t ) ≤ x2,N(t ) = i );

P3i (x1, x2) = lim
t−→∞

d

d x1
P(C(t ) = 3,ξ1(t ) ≤ x1,ξ2(t ) ≤ x2,N(t ) = i );

P4i (x1, y) = lim
t−→∞

d

d y
P(C(t ) = 4,ξ1(t ) ≤ x1,ξ3(t ) ≤ y,N(t ) = i );

P5i (x2, y) = lim
t−→∞

d

d y
P(C(t ) = 5,ξ2(t ) ≤ x2,ξ3(t ) ≤ y,N(t ) = i );

P6i (x1, x2, y) = lim
t−→∞

d

d y
P(C(t ) = 6,ξ1(t ) ≤ x1,ξ2(t ) ≤ x2,ξ3(t ) ≤ y,N(t ) = i ).

Alors, en suivant la méthode des variables supplémentaires, nous constatons que les proba-

bilités considérées satisfont les équations d’équilibre statistique suivantes :

(λ1 +λ2 + iθ)Pi 0 =
∫ ∞

0
P1i b1(x1)d x1 +

∫ ∞

0
P2i b2(x2)d x2; (4.8)

P′
1i = −(λ1 +b1(x1)+α1)P1i (x1)+λ1P1i−1(x1)+

∫ ∞

0
P4i (x1, y)γ1(y)d y ; (4.9)

P1i (0) = λ1P0i + (i +1)θP0i+1; (4.10)

P′
2i = −(λ1 +b2(x2)+α2 + iθ)P2i (x2)+

∫ ∞

0
P3i (x1, x2)b1(x1)d x1 (4.11)

+
∫ ∞

0
P5i (x2, y)γ2(y)d y ;
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P2i (0) = λ2P0i ; (4.12)

P′
3i = −(λ1 +b1(x1)+α1)P3i (x1, x2)+λ1P3i−1(x1, x2)+

∫ ∞

0
P6i (x1, x2, y)γ1(y)d y ; (4.13)

P3i (0, x2) = λ1P2i (x2)+ (i +1)θP2i+1(x2); (4.14)

∂P4i (x1, y)

∂y
= −(λ1 +γ1(y))P4i (x1, y)+λ1P4i−1(x1, y); (4.15)

P4i (x1,0) = α1P1i (x1); (4.16)

∂P5i (x2, y)

∂y
= −(λ1 +γ2(y))P5i (x2, y)+λ1P5i−1(x2, y); (4.17)

P5i (x2,0) = α2P2i (x2); (4.18)

∂P6i (x1, x2, y)

∂y
= −(λ1 +γ1(y))P6i (x1, x2, y)+λ1P6i−1(x1, x2, y); (4.19)

P6i (x1, x2,0) = α1P3i (x1, x2). (4.20)

La résolution du système (4.8)-(4.20) est trés compliquée. A l’aide des fonctions génératrices

P1(z, x1) =
∑∞

i =0 zi P1i (x1), P2(z, x2) =
∑∞

i =0 zi P2i (x2), P3(z, x1, x2) =
∑∞

i =0 zi P3i (x1, x2), P4(z, x1, y) =∑∞
i =0 zi P4i (x1, y), P5(z, x2, y) =

∑∞
i =0 zi P5i (x2, y), P6(z, x1, x2, y) =

∑∞
i =0 zi P3i (x1, x2, y), le système

(4.8)-(4.20) devient
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zθ
dP0(z)

d z
= −(λ1 +λ2)P0(z)+

∫ ∞

0
P1(z, x1)b1(x1)d x1 +

∫ ∞

0
P2(z, x2)b2(x2)d x2; (4.21)

∂P1(z, x1)

∂x1
= −(λ1 +b1(x1)+α1 −λ1z)P1(z, x1)+

∫ ∞

0
P4(z, x1, y)γ1(y)d y ; (4.22)

P1(z,0) = λ1P0(z)+θdP0(z)

d z
; (4.23)

∂P2(z, x2)

∂x2
= −(λ1 +b2(x2)+α2)P2(z, x2)−θz

∂P2(z, x2)

∂z
+

∫ ∞

0
P3(z, x1, x2)b1(x1)d x1 (4.24)

+
∫ ∞

0
P5(z, x2, y)γ2(y)d y ;

P2(z,0) = λ2P0(z); (4.25)

∂P3(z, x1, x2)

∂x1
= −(λ1 +b1(x1)+α1 −λ1z)P3(z, x1, x2)+

∫ ∞

0
P6(z, x1, x2, y)γ1(y)d y ; (4.26)

P3(z,0, x2) = λ1P2(z, x2)+θ∂P2(z, y)

∂z
; (4.27)

∂P4(z, x1, y)

∂y
= −(λ1 +γ1(y)−λ1z)P4(z, x1, y); (4.28)

P4(z, x1,0) = α1P1(z, x1); (4.29)

∂P5(z, x2, y)

∂y
= −(λ1 +γ2(y)−λ1z)P5(z, x2, y); (4.30)
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P5(z, x2,0) = α2P2(z, x2); (4.31)

∂P6(z, x1, x2, y)

∂y
= −(λ1 +γ1(y)−λ1z)P6(z, x1, x2, y); (4.32)

P6(z, x1, x2,0) = α1P3(z, x1, x2). (4.33)

La résolution du système (4.21)-(4.33) est moins compliquée que celle du système (4.8)-

(4.20) et peut être faite en procédant de la manière suivante : des équations (4.28), (4.30) et

(4.32) on trouve P4(z, x1, y), P5(z, x2, y) et P6(z, x1, x2, y) en fonction de P1(z, x1), P2(z, x2) et

P3(z, x1, x2) (respectivement) comme suit :

- l’intégration des deux parties de l’équation (4.28) donne∫ y

0

dP4(z, x1, y)

P4(z, x1, y)
=

∫ y

0
(−λ1 −γ1(y)+λ1z)d y ;∫ y

0

dP4(z, x1, y)

P4(z, x1, y)
=

∫ y

0

−G′
1(y)

1−G1(y)
d y +

∫ y

0
(−λ1 +λ1z)d y ;

l n
(
P4(z, x1, y)

)− ln (P4(z, x1,0)) =
[
l n

(
1−G1(y)

)− ln (1−G1(0))
]+ (−λ1 +λ1z)y ;

l n

(
P4(z, x1, y)

P4(z, x1,0)

)
= ln

(
1−G1(y)

)+ (−λ1 +λ1z)y,
((

G1(0) = 0,(par convention) ⇒ (ln (1−G1(0)) = 0)
)

;

D’où

P4(z, x1, y) = P4(z, x1,0)
(
1−G1(y)

)
exp

{
(−λ1 +λ1z) y

}
; (4.34)

= α1P1(z, x1)
(
1−G1(y)

)
exp

{
(−λ1 +λ1z) y

}
.

- l’intégration des deux parties de l’équation (4.30) donne∫ y

0

dP5(z, x2, y)

P5(z, x2, y)
=

∫ y

0

(−λ1 −γ2(y)+λ1z
)

d y ;∫ y

0

dP5(z, x2, y)

P5(z, x2, y)
=

∫ y

0

−G′
2(y)

1−G2(y)
d y +

∫ y

0
(−λ1 +λ1z)d y ;

l n
(
P5(z, x2, y)

)− ln (P5(z, x2,0)) =
[
l n

(
1−G2(y)

)− ln (1−G2(0))
]+ (−λ1 +λ1z)y ;

l n

(
P5(z, x2, y)

P5(z, x2,0)

)
= ln

(
1−G2(y)

)+ (−λ1 +λ1z)y,
((

G2(0) = 0,(par convention) ⇒ (ln (1−G2(0)) = 0)
)

;



78

D’où

P5(z, x2, y) = P5(z, x2,0)
(
1−G2(y)

)
exp

{
(−λ1 +λ1z) y

}
; (4.35)

= α2P2(z, x2)
(
1−G2(y)

)
exp

{
(−λ1 +λ1z) y

}
.

- l’intégration des deux parties de l’équation (4.32) donne∫ y

0

dP6(z, x1, x2, y)

P6(z, x1, x2, y)
=

∫ y

0

(−λ1 −γ1(y)+λ1z
)

d y ;∫ y

0

dP6(z, x1, x2, y)

P6(z, x1, x2, y)
=

∫ y

0

−G′
1(y)

1−G1(y)
d y +

∫ y

0
(−λ1 +λ1z)d y ;

l n
(
P6(z, x1, x2, y)

)− ln (P6(z, x1, x2,0)) =
[
ln

(
1−G1(y)

)− ln (1−G1(0))
]+ (−λ1 +λ1z)y ;

l n

(
P6(z, x1, x2, y)

P6(z, x1, x2,0)

)
= ln

(
1−G1(y)

)+ (−λ1 +λ1z)y,
((

G1(0) = 0,(par convention) ⇒ (l n (1−G1(0)) = 0)
)

;

D’où

P6(z, x1, x2, y) = P6(z, x1, x2,0)
(
1−G1(y)

)
exp

{
(−λ1 +λ1z) y

}
; (4.36)

= α1P3(z, x1, x2)
(
1−G1(y)

)
exp

{
(−λ1 +λ1z) y

}
.

- En remplaçant P4(z, x1, y) par son expression donnée par (4.34) dans l’équation (4.22), on

obtient

∂P1(z, x1)

∂x1
= −(λ1 +b1(x1)+α1 −λ1z)P1(z, x1)+

∫ ∞

0
P4(z, x1,0)

(
1−G1(y) exp

{
(−λ1 +λ1z) y

}
γ1(y)d y ;

= −(λ1 +b1(x1)+α1 −λ1z)P1(z, x1)+P4(z, x1,0)
∫ ∞

0
exp

{
(−λ1 +λ1z) y

}
dG1(y);

= −(λ1 +b1(x1)+α1 −λ1z)P1(z, x1)+α1P1(z, x1)A1(z);

∂P1(z, x1)

∂x1
= (−λ1 +λ1z −α1 −b1(x1)+α1A1(z))P1(z, x1);

dP1(z, x1)

P1(z, x1)
= (−α1 −λ1 +λ1z)−b1(x1)+α1A1(z) (4.37)

- L’intégration des deux parties de l’équation (4.37) donne∫ x1

0

dP1(z, x1)

P1(z, x1)
=

∫ x1

0
((−α1 −λ1 +λ1z)−b1(x1)+α1A1(z))d x1;

[ln (P1(z, x1))− ln (P1(z,0))] = ln (1−B1(x1))+ (−α1 −λ1 +λ1z)x1 +α1x1A1(z);

ln

(
P1(z, x1)

P1(z,0)

)
= l n (1−B1(x1))+ (−α1 −λ1 +λ1z)x1 +α1x1A1(z);
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D’où

P1(z, x1) = P1(z,0)(1−B1(x1))exp {(−λ1 +λ1z −α1 +α1A1(z)) x1} . (4.38)

- En remplaçant P6(z, x1, x2, , y) par son expression donnée par (4.36) dans l’équation (4.26),

on obtient

∂P3(z, x1, x2)

∂x1
= −(λ1 +b1(x1)+α1 −λ1z)P3(z, x1, x2)

+
∫ ∞

0
P6(z, x1, x2,0)

(
1−G1(y) exp

{
(−λ1 +λ1z) yγ1(y)d y ;

= −(λ1 +b1(x1)+α1 −λ1z)P3(z, x1, x2)

+
∫ ∞

0
α1P3(z, x1, x2)

(
1−G1(y) exp

{
(−λ1 +λ1z) y

}
γ1(y)d y ;

= −(λ1 +b1(x1)+α1 −λ1z)P3(z, x1, x2)+α1P3(z, x1, x2)
∫ ∞

0
exp

{
(−λ1 +λ1z) y

}
dG1(y);

∂P3(z, x1, x2)

∂x1
= (−λ1 −b1(x1)−α1 +λ1z)P3(z, x1, x2)+α1P3(z, x1, x2)A1(z); (4.39)

- L’intégration des deux parties de l’équation (4.39) donne∫ x1

0

dP3(z, x1, x2)

P3(z, x1, x2)
=

∫ x1

0
((−α1 −λ1 +λ1z)−b1(x1)+α1A1(z))d x1;

ln (P3(z, x1, x2))− ln (P3(z,0, x2)) = ln (1−B1(x1))+ (−α1 −λ1 +λ1z) x1 +α1x1A1(z);

ln

(
P3(z, x1, x2)

P3(z,0, x2)

)
= ln (1−B1(x1))+ (−α1 −λ1 +λ1z) x1 +α1x1A1(z); dot ted

D’où

P3(z, x1, x2) = P3(z,0, x2) (1−B1(x1))exp {(−λ1 +λ1z −α1 +α1A1(z)) x1} . (4.40)

- En remplaçant P5(z, x2, y) par son expression donnée par (4.35) dans l’équation (4.24), on

obtient
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∂P2(z, x2)

∂x2
= −(λ1 +b2(x2)+α2)P2(z, x2)−θz

∂P2(z, x2)

∂z
+

∫ ∞

0
P3(z, x1, x2)b1(x1)d x1

+
∫ ∞

0
P5(z, x2,0)

(
1−G2(y)

)
exp

{
(−λ1 +λ1z) y

}
γ2(y)d y ;

= −(λ1 +b2(x2)+α2)P2(z, x2)−θz
∂P2(z, x2)

∂z
+

∫ ∞

0
P3(z, x1, x2)b1(x1)d x1

+
∫ ∞

0
α2P2(z, x2)

(
1−G2(y)

)
exp

{
(−λ1 +λ1z) y

}
γ2(y)d y ;

= −(λ1 +b2(x2)+α2)P2(z, x2)−θz
∂P2(z, x2)

∂z
+

∫ ∞

0
P3(z, x1, x2)b1(x1)d x1

+α2P2(z, x2)
∫ ∞

0
exp

{
(−λ1 +λ1z) y

}
2 (z);

∂P2(z, x2)

∂x2
= −(λ1 +b2(x2)+α2)P2(z, x2)−θz

∂P2(z, x2)

∂z
(4.41)

+
∫ ∞

0
P3(z, x1, x2)b1(x1)d x1 +α2P2(z, x2)A2(z);

En remplaçant P3(z, x1, x2) par son expréssion donnée par (4.40) dans l’équation (4.41) , on

obtient :

∂P2(z, x2)

∂x2
= −(λ1 +b2(x2)+α2)P2(z, x2)−θz

∂P2(z, x2)

∂z
+α2P2(z, x2)A2(z)

+
∫ ∞

0
P3(z,0, x2) (1−B1(x1))exp {(−λ1 +λ1z −α1 +α1A1(z)) x1}b1(x1)dx 1;

= −(λ1 +b2(x2)+α2)P2(z, x2)−θz
∂P2(z, x2)

∂z
+α2P2(z, x2)A2(z)

+P3(z,0, x2)
∫ ∞

0
exp {(−λ1 +λ1z −α1 +α1A1(z)) x1}dB1(x1);

∂P2(z, x2)

∂x2
= −(λ1 +b2(x2)+α2)P2(z, x2)−θz

∂P2(z, x2)

∂z
+α2P2(z, x2)A2(z) (4.42)

+P3(z,0, x2)K1(z, A1(z))

En remplaçant P3(z,0, x2) par son expression donnée par (4.27) dans l’équation (4.42) , on

obtient :

∂P2(z, x2)

∂x2
= −(λ1 +b2(x2)+α2)P2(z, x2)−θz

∂P2(z, x2)

∂z
+α2P2(z, x2)A2(z)

+
(
λ1P2(z, x2)+θ∂P2(z, y)

∂z

)
K1(z, A1(z)).
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∂P2(z, x2)

∂x2
= (−λ1 −b2(x2)−α2 +α2A2(z)+λ1K1(z, A1(z))) (4.43)

+θ (−z +K1(z, A1(z)))
∂P2(z, y)

∂z
.

L’équation (4.43) admet comme solution

P2(z, x2) = const .exp

{∫ x2

0
b2(x2)d x2

}
.exp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z, A1(z))+α2 −α2A2(z)

θ(K1(z, A1(z))− z)
d z

}
;

= const . (1−B2(x2)) .exp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z, A1(z))+α2 −α2A2(z)

θ(K1(z, A1(z))− z)
d z

}
. (4.44)

En prenant x2 = 0 dans léquation (4.44), on obtient une deuxième expression de P2(z,0), la

première est donnée par l’équation (4.25)

P2(z,0) = const .exp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z, A1(z))+α2 −α2A2(z)

θ(K1(z, A1(z))− z)
d z

}
. (4.45)

Pour avoir l’expression de P2(z), il suffit d’intégrer l’équation (4.44) par rapport à x2

P2(z) =
∫ ∞

0
P2(z, x2)d x2

= const

(∫ ∞

0
(1−B2(x2))d x2

)
exp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z, A1(z))+α2 −α2A2(z)

θ(K1(z, A1(z))− z)
d z

}
; (4.46)

À l’aide de l’équation (4.25) on obtient

P0(z) =
const

λ2
exp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z, A1(z))+α2 −α2A2(z)

θ(K1(z, A1(z))− z)
d z

}
. (4.47)

À présent, en remplaçant P0(z) par son expression donnée par (4.47) dans l’équation (4.23),

on obtient

P1(z,0) =
const

λ2
.

[
λ1 −λ1z +α2 −α2A2(z)

K1(z, A1(z))− z

]
(4.48)

×exp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z, A1(z))+α2 −α2A2(z)

θ(K1(z, A1(z))− z)
d z

}
.

En remplaçant P1(z,0) par son expression donnée par (4.48) dans l’équation (4.38) , on obtien

P1(z, x1) =
const

λ2

[
λ1 −λ1z +α2 −α2A2(z)

K1(z, A1(z))− z

]
(1−B1(x1))exp {(λ1z −λ1 +α1A1(z)−α1)x1}

(4.49)

×exp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z, A1(z))+α2 −α2A2(z)

θ(K1(z, A1(z))− z)
d z

}
;

Pour avoir l’expression de P1(z), il suffit d’intégrer l’équation (4.49) par rapport à x1



82

P1(z) =
∫ ∞

0
P1(z, x1)d x1

=
const

λ2

[
λ1 −λ1z +α2 −α2A2(z)

K1(z, A1(z))− z

]∫ ∞

0
(1−B1(x1))exp {(λ1z −λ1 +α1A1(z)−α1)x1)}d x1

×exp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z, A1(z))+α2 −α2A2(z)

θ(K1(z, A1(z))− z)
d z

}
;

Nous savons que :∫ ∞

0
(1−B1(x1))exp {(λ1z −λ1 +α1A1(z)−α1)x1)}d x1 =

1−K1 (z, A1(z))

(λ1 −λ1z +α1 −α1A1(z))
;

Alors

P1(z) =
const

λ2

[
λ1 −λ1z +α2 −α2A2(z)

λ1 −λ1z +α1 −α1A1(z)
× 1−K1(z, A1(z))

K1(z, A1(z))− z

]
(4.50)

×exp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z, A1(z))+α2 −α2A2(z)

θ(K1(z, A1(z))− z)
d z

}
.

En remplaçant P2(z, x2) par son expression donnée par (4.44) dans l’équation (4.27), on

obtient :

P3(z,0, x2) = λ1const (1−B2(x2))exp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z, A1(z))+α2 −α2A2(z)

θ(K1(z, A1(z))− z)
d z

}
+θ

[
(1−B2(x2))× λ1 −λ1K1(z, A1(z))+α2 −α2A2(z)

θ(K1(z, A1(z))− z)

× exp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z, A1(z))+α2 −α2A2(z)

θ(K1(z, A1(z))− z)
d z

}]
= λ1const (1−B2(x2))

[
λ1 −λ1z +α2 −α2A2(z)

K1(z, A1(z))− z

]
exp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z, A1(z))+α2 −α2A2(z)

θ(K1(z, A1(z))− z)
d z

}
;

Donc

P3(z, x1, x2) = const

[
λ1 −λ1z +α2 −α2A2(z)

K1(z, A1(z))− z

]
(1−B2(x2))(1−B1(x1))

×exp {(λ1z −λ1 +α1A1(z)−α1)x1} (4.51)

×exp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z, A1(z))+α2 −α2A2(z)

θ(K1(z, A1(z))− z)
d z

}
;

Une intégration double de (4.51) par rapport à x1 et x2 donne l’expression de P3(z)
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P3(z) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0
P3(z, x1, x2)d x1d x2

= const

(∫ ∞

0
(1−B2(x2))d x2

)[
λ1 −λ1z +α2 −α2A2(z)

λ1 −λ1z +α1 −α1A1(z)
× 1−K1(z, A1(z))

K1(z, A1(z))− z

]
(4.52)

×exp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z, A1(z))+α2 −α2A2(z)

θ(K1(z, A1(z))− z)
d z

}
.

Pour avoir l’expression de P4(z), il suffit de calculer l’intégrale double de l’équation (4.34)

par rapport à x1 et y

P4(z) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0
P4(z, x1, y)d x1d y

= α1P1(z)
1−A1(z)

λ1 −λ1z

= α1
1−A1(z)

λ1 −λ1z
× const

λ2

[
λ1 −λ1z +α2 −α2A2(z)

λ1 −λ1z +α1 −α1A1(z)
× 1−K1(z, A1(z))

K1(z, A1(z))− z

]
(4.53)

×exp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z, A1(z))+α2 −α2A2(z)

θ(K1(z, A1(z))− z)
d z

}
.

Pour avoir l’expression de P5(z), il suffit de calculer l’intégrale double de l’équation (4.35)

par rapport à x2 et y

P5(z) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0
P5(z, x2, y)d x2d y

= α2P2(z)
1−A2(z)

λ1 −λ1z
;

= α2
1−A2(z)

λ1 −λ1z
× const

(∫ ∞

0
(1−B2(x2))d x2

)
(4.54)

×exp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z, A1(z))+α2 −α2A2(z)

θ(K1(z, A1(z))− z)
d z

}
.

Pour avoir l’expression de P6(z), il suffit de calculer l’intégrale triple de l’équation (4.36) par

rapport à x1, x2 et y

P6(z) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ ∞

0
P6(z, x1, x2, y)d x1d x2d y

= α1P3(z)
1−A1(z)

λ1 −λ1z

= const .α1
1−A1(z)

λ1 −λ1z

(∫ ∞

0
(1−B2(x2))d x2

)[
λ1 −λ1z +α2 −α2A2(z)

λ1 −λ1z +α1 −α1A1(z)
× 1−K1(z, A1(z))

K1(z, A1(z))− z

]
×exp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z, A1(z))+α2 −α2A2(z)

θ(K1(z, A1(z))− z)
d z

}
; (4.55)
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Pour rendre les expressions de P0(z), P1(z), P2(z), P3(z), P4(z), P5(z) et P6(z) définies et

continues au point z = 1, il suffit prolonger la fonction
[
λ1−λ1z+α2−α2A2(z)
λ1−λ1z+α1−α1A1(z) × 1−K1(z,A1(z))

K1(z,A1(z))−z

]
par

continuité au point z = 1. Alors, on doit calculer la limite suivante

lim
z−→1

[
λ1 −λ1z +α2 −α2A2(z)

λ1 −λ1z +α1 −α1A1(z)
× 1−K1(z, A1(z))

K1(z, A1(z))− z

]
= lim

z−→1

1−K1(z, A1(z))

K1(z, A1(z))− z
× lim

z−→1

λ1 −λ1z +α2 −α2A2(z)

λ1 −λ1z +α1 −α1A1(z)

= lim
z−→1

1− B̃ (−λ1 +λ1z −α1 +α1A1(z))

B̃ (−λ1 +λ1z −α1 +α1A1(z))− z

× lim
z−→1

λ1 −λ1z +α2 −α2G̃2 (λ1 −λ1z)

λ1 −λ1z +α1 −α1G̃1 (λ1 −λ1z)

= lim
z−→1

(
−λ1 −α1λ1G̃(1)

1 (−λ1 +λ1z)
)

B̃(1)
1 (−λ1 +λ1z −α1 +α1A1(z))(

λ1 +α1λ1G̃(1)
1 (−λ1 +λ1z)

)
B̃(1)

1 (−λ1 +λ1z −α1 +α1A1(z))−1

× lim
z−→1

−λ1 −λ1α2G̃(1)
2 (λ1 −λ1z)

−λ1 −λ1α2G̃(1)
1 (λ1 −λ1z)

=

(−λ1 −α1λ1γ11
)
β11(

λ1 +α1λ1γ11
)
β11

× λ1 +α2λ1γ21

λ1 +α1λ1γ11

=

(
1+α1γ11

)
λ1β11

1− (
1+α1γ11

)
λ1β11

× 1+α2γ21

1+α1γ11

=
λ1β11

(
1+α2γ21

)
1−ρ1

.

Par suite, les expressions (4.46), (4.47), (4.46), (4.50), (4.52), (4.53), (4.54) et (4.55) deviennent au

point z = 1

P0(1) =
const

λ2
,

P1(1) =
const .λ1β11(1+α2γ21)

λ2(1−ρ1)
,

P2(1) = const
∫ ∞

0
(1−B2(x2))d x2,

P3(1) =
const .λ1β11(1+α2γ21)

1−ρ1

∫ ∞

0
(1−B2(x2))d x2,

P4(1) = α1γ11
const .λ1β11(1+α2γ21)

λ2(1−ρ1)
,

P5(1) = α2γ21const
∫ ∞

0
(1−B2(x2))d x2,
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P6(1) = α1γ11
const .λ1β11(1+α2γ21)

1−ρ1

∫ ∞

0
(1−B2(x2))d x2.

Posons Const = H, à l’aide de l’équation de normalisation

P0(1)+P1(1)+P2(2)+P3(1)+P4(1)+P5(1)+P6(1) = 1,

on trouve que

H =
λ2(1−ρ1)

1+λ2
∫ ∞

0 (1−B2(x2))d x2 +α2γ21
(
ρ1 +λ2

∫ ∞
0 (1−B2(x2))d x2

) .

A présent, nous pouvons trouver la fonction génératrice du nombre de clients en orbite

Qo(z) = P0(z)+P1(z)+P2(z)+P3(z)+P4(z)+P5(z)+P6(z)

=

(
(1− z)(1+λ2(

∫ ∞
0 (1−B2(x2))d x2)

λ2(K1(z, A1(z))− z)
+ (α2 −α2A2(z))(

∫ ∞
0 (1−B2(x2))d x2)

λ1(K1(z, A1(z))− z)

+ (α2 −α2A2(z))(1−K1(z, A1(z)))

λ2(λ1 −λ1z)(K1(z, A1(z))− z)

)
Hexp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z, A1(z))+α2 −α2A2(z)

θ(K1(z, A1(z))− z)
d z

}
.

Aussi, la fonction génératrice du nombre de clients prioritaires dans le système

Qs(z) = P0(z)+ zP1(z)+P2(z)+ zP3(z)+ zP4(z)+P5(z)+ zP6(z)

=

(
K1(z, A1(z))(1− z)(1+λ2(

∫ ∞
0 (1−B2(x2))d x2)

λ2(K1(z, A1(z))− z)
+ K1(z, A1(z))(α2 −α2A2(z))(

∫ ∞
0 (1−B2(x2))d x2)

λ1(K1(z, A1(z))− z)

+ (α2 −α2A2(z))(1−K1(z, A1(z)))

λ2(λ1 −λ1z)(K1(z, A1(z))− z)

)
Hexp

{∫ z

1

λ1 −λ1K1(z, A1(z))+α2 −α2A2(z)

θ(K1(z, A1(z))− z)
d z

}
.

4.3.4 Mesures de performance

A l’aide des fonctions génératrices obtenues, nous pouvons calculer plusieurs mesures de perfor-

mance du système, telles que :

- La probabilité p1, un client prioritaire est servi et il n’y a aucun client non prioritaire dont le service

a été interrompu dans la station-service

p1 = P1(1) =
Hλ1β11(1+α2γ21)

λ2(1−ρ1)
.

- La probabilité p2, qu’un client non prioritaire est servi

p2 = P2(1) = H
∫ ∞

0
(1−B2(x2))d x2.

- La probabilité p3, un client prioritaire est servi et il y a un client non prioritaire dont le service a été

interrompu dans la station-service

p3 = P3(1) =
Hλ1β11(1+α2γ21)

1−ρ1

∫ ∞

0
(1−B2(x2))d x2.
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- La probabilité p4, que le serveur tombe en panne lorsqu’un client prioritaire est servi et il n’y a

aucun client non prioritaire dont le service a été interrompu dans la station-service

p4 = P4(1) = α1γ11
Hλ1β11(1+α2γ21)

λ2(1−ρ1)
.

- La probabilité p5, le serveur tombe en panne lorsqu’un client non prioritaire est servi

p5 = P5(1) = α2γ21H
∫ ∞

0
(1−B2(x2))d x2.

- La probabilité p6, le serveur tombe en panne lorsqu’un client prioritaire est servi et il y a un client

non prioritaire dont le service a été interrompu dans la station-service

p6 = P6(1) = α1γ11
Hλ1β11(1+α2γ21)

1−ρ1

∫ ∞

0
(1−B2(x2))d x2.

4.3.5 Indices de fiabilité du serveur

Dans cette section, nous fournissons la disponibilité et la fréquence de panne du serveur.

Soit A(t ) la probabilité que le serveur soit disponible à l’instatnt t et définissons la disponibilité du

serveur comme

A = lim
t−→∞ A(t ).

A est obtenue en considérant l’équation suivante

A =
∞∑

i =0
P0i +

∞∑
i =0

∫ ∞

0
P1i (x1)d x1 +

∞∑
i =0

∫ ∞

0
P2i (x2)d x2 +

∞∑
i =0

∫ ∞

0

∫ ∞

0
P3i (x1, x2)d x1d x2

= lim
z−→1

[
P0(z)+

∫ ∞

0
P1(z, x1)d x1 +

∫ ∞

0
P2(z, x2)d x2 +

∫ ∞

0

∫ ∞

0
P3(z, x1, x2)d x1d x2

]
.

Alors

A =
(1+λ1β11(α2γ21 −α1γ11)

(
1+λ2

∫ ∞
0 (1−B2(x2))d x2)

)
(1+λ2

∫ ∞
0 (1−B2(x2))d x2))+α2γ21(ρ1 +λ2

(∫ ∞
0 (1−B2(x2))d x2

) .

Soit F la fréquence de panne du serveur. Étant donné que la fréquence de panne à l’état stationnaire

du service est

F =
∞∑

i =0

∫ ∞

0
α1P1i (x1)d x1 +

∞∑
i =0

∫ ∞

0
α2P2i (x2)d x2 +

∞∑
i =0

∫ ∞

0

∫ ∞

0
α1P3i (x1, x2)d x1d x2

= lim
z−→1

[∫ ∞

0
α1P1(z, x1)d x1 +

∫ ∞

0
α2P2(z, x2)d x2 +

∫ ∞

0

∫ ∞

0
α1P3(z, x1, x2)d x1d x2

]
.

On obtient

F =
α1λ1β11(1+α2γ21)

(
1+λ2

∫ ∞
0 (1−B2(x2))d x2

)(
1+λ2

∫ ∞
0 (1−B2(x2))d x2

)+α2γ21(ρ1 +λ2
∫ ∞

0 (1−B2(x2))d x2)
+α2H

∫ ∞

0
(1−B2(x2))d x2.
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4.4 Illustrations numériques

Dans cette section, nous fournissons des illustrations numériques qui sont réalisées en développant

un programme dans le logiciel MATLAB pour valider la traçabilité et l’applicabilité de l’approche de

calcul proposée pour le modèle avec rappels concerné. Nous étudions l’effet des pannes sur la sensibilité

du système et sur la disponibilité et la fréquence de panne du serveur. Les valeurs des paramètres par

défaut sont choisies comme suit : λ1 = 0.3, λ2 = 0.2 et α1 = 0.1. Les temps de service et les temps de

réparation sont supposés distribués exponentiellement avec les moments β11 = β21 = γ11 = γ21 = 1. Il faut

noter qu’avec ce choix, la condition d’ergodicité (ρ1 < 1) est respectée. Dans un premier temps, nous

analysons l’impact du taux de panne α2 sur les indices de fiabilité obtenus précédemment. L’impact en

question est illustré dans la figure 4.1 en considérant l’ensemble des paramètres par défaut et en variant

α2 de 0 à 2 par incréments de 0,01.

FIGURE 4.1 – Disponibilité et fréquence de panne vs.α2

Comme prévu (intuitivement), avec l’augmentation du taux de panne de serveur lorsque des clients

non prioritaires sont servi α2, la probabilité de trouver un serveur en bon état est faible, ce qui augmente

la fréquence de panne du serveur.

Maintenant, nous étudions l’influence des taux de pannes α1 et α2 sur les mesures de performance

comme les probabilités p4, p5 et p6. Pour les mêmes valeurs de paramètres par défaut et en variant α1

et α2 de 0 à 2 par incréments de 0,01, nous avons obtenu un ensemble de valeurs numériques pour les

probabilités mentionnées ci-dessus. L’ensemble en question est présenté dans la figure 4.2.

intuitivement, avec l’augmentation de taux de panne du serveur au moment de servir les clients non

prioritaires α2, la probabilité que le serveur tombe en panne lorsqu’un client non prioritaire est servi
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FIGURE 4.2 – Le comportement des probabilités p4,p5 et p6 vs.α1 and α2

augmente alors que la probabilité que le serveur tombe en panne lorsque le client prioritaire est servi

soit presque nulle et vice versa avec l’augmentation du taux de panne de serveur au moment de servir

les clients prioritaires α1.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré un système d’attente avec rappels, pannes et priorité absolue.

La méthode des variables supplémentaires est proposée pour déterminer la condition d’ergodicité et les

fonctions génératrices partielles de la distribution stationnaire de l’état du système. Diverses mesures de

performance et certains indices de fiabilité sont obtenus en utilisant les probabilités d’état. Ces études

théoriques sont soutenues par des illustrations numériques. Le modèle présenté dans ce travail est

nouveau et il est réaliste car il peut s’appliquer à diverses situations de congestion rencontrées dans les

systèmes de télécommunication, les hôpitaux, les banques, les systèmes de fabrication qui impliquent

l’entretien de deux types de clients selon certaines règles de priorité.



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce travail, nous nous sommes intéréssés aux modèles d’attente avec rappels lorsque le service

est sujet à des interruptions dues aux pannes aléatoires des serveurs ou à l’arrivée d’un client prioritaire.

Dans un premier temps, nous avons passé en revue certains résultats consacrés aux systèmes

d’attente avec rappels. Ainsi, nous avons actualisé la synthèse des résultats connus sur les systèmes

d’attente avec rappels à interruptions de service : les modèles avec pannes aléatoires et les modèles avec

priorité, où une attention particulière a été accordée au modèle M/G/1 fiable, non fiable et avec priorité.

Nous avons constaté que la théorie analytique des systèmes d’attente avec rappels non fiables a une

portée limitée en raison de la complexité des résultats connus, particulièrement, lorsque le nombre de

serveurs dépasse un ou lorsque le système a une structure plus complexe telle que les systèmes d’attente

avec rappels, les pannes et arrivées négatives, les systèmes d’attente avec rappels, pannes et priorité...

Dans un deuxième temps, nous avons réalisé une analyse approximative de la fiabilité du modèle

M/M/2 avec rappels et pannes en appliquant « phase merging algorithm ». Nous avons obtenu des

approximations de quelques indices de fiabilité et nous avons évalué ces résultats par des illustrations

numériques. Enfin, Nous avons réalisé une analyse mathématique du système d’attente M/G/1 avec

rappels panne et priorité absolue. A cet effet, la chaîne de Markov induite est décrite, la condition

d’ergodicité est établie à l’aide du critère de Foster et condition de Kaplan, la distribution stationnaire de

l’état du système est trouvée en appliquant la méthode des variables supplémentaires et les mesures de

performance sont obtenues. En outre, nous avons étudié la fiabilité de tel système en calculant certains

indices de fiabilité et en présentant des illustrations numériques indiquant l’influence du taux de pannes

sur les mesures de performance.

Les résultats obtenus dans cette thèse, permettent d’envisager de nouvelles perspectives de re-

cherche :

1. Extension des résultats obtenus dans le chapitre 3 à des systèmes M/M/C (C > 2) qui sont plus

complexes.

2. Extension des résultats obtenus dans le chapitre 4 à des systèmes à plusieurs serveurs non fiables

avec d’autres politiques de priorité.
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3. Application des résultats obtenus pour évaluer les performances des systèmes réels.



ANNEXES

Code MATLAB : Cas du modèle M/M/2 avec rappels et pannes

Disponibilité et fréquence de panne vs.λ

% l e s paramè t r e s

% l ( lambda) taux des a r r i v ées

% m (mu) taux de service

% a ( alpha ) taux de pannes

% b ( beta ) taux de r éparation

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

m=10; a=30; b=5;

A = [ ] ;

F = [ ] ;

C= [ ] ;

D= [ ] ;

E = [ ] ;

H= [ ] ;

l = 0 : 0 . 1 : 2 0 0 ;

H=m^2*a^2* l +6*m^2*a^2*b+2*m^3*a^2+2*m^2*a^3+6*b^2*m*a* l +2*m*b^3* l + . . .

+4*b^2*m^2* l +b^3* l .^2+3*b^2*m* l .^2+b^2* l .^3+2*a*b^2* l .^2+4*m^3*a*b + . . .

+6*b^2*m^2*a+2*m^2*b^3+2*m^3*b^3+2*m^3*b^2+2*m*a*b* l .^2+6*m^2*a*b* l +4*b*m*a^2* l ;

C=b^2./H;

B1=(b+ l +m) ;

k1 =(2*m^2+2*m* l + l . ^ 2 ) ;

o1=2*( l +m) . ^ 2 * a ;
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v1=B1 . * k1+o1 ;

% l a d i s p o n i b i l i t é de serveurs

A=C. * v1

% l a f r équence de pannes

B2=(b+ l +2*m+2*a ) ;

k2 =(2*b* l +2*b*m+m*a ) ;

o2=(a+2*b ) *m*b ;

v2=B2 . * k2+o2 ;

E=(m*a ) . /H;

F=E . * v2

% l e s graphes

f i g u r e

hold on

plot ( l , A ( : ) , ’ b ’ )

plot ( l , F ( : ) , ’ r ’ )

x label ( ’ Taux des a r r i v ées { \ lambda } ’ )

y label ( ’ D i s p o n i b i l i t é et f r équence de panne ’ )

grid

hold o f f

H

A

F

Disponibilté et fréquence de panne vs.α

m=06; l =04; b= 0 . 1 ;

A = [ ] ;

F = [ ] ;

C= [ ] ;

D= [ ] ;

E = [ ] ;

H= [ ] ;

a = 0 : 0 . 1 : 2 ;

H=m^2*a .^2* l +6*m^2*a .^2*b+2*m^3*a.^2+2*m^2*a.^3+6*b^2*m*a* l +2*m*b^3* l + . . .

+4*b^2*m^2* l +b^3* l ^2+3*b^2*m* l ^2+b^2* l ^3+2*a*b^2* l ^2+4*m^3*a*b + . . .
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+6*b^2*m^2*a+2*m^2*b^3+2*m^3*b^3+2*m^3*b^2+2*m*a*b* l ^2+6*m^2*a*b* l +4*b*m*a .^2* l ;

C=b^2./H;

B1=(b+ l +m) ;

k1 =(2*m^2+2*m* l + l ^ 2 ) ;

o1=2*( l +m)^2*a ;

v1=B1 . * k1+o1 ;

% l a d i s p o n i b i l i t é de serveurs

A=C. * v1

% l a f r équence de pannes

B2=(b+ l +2*m+2*a ) ;

k2 =(2*b* l +2*b*m+m*a ) ;

o2=(b*m* ( 2 *b+a ) ) ;

v2=B2 . * k2+o2 ;

E=(m*a ) . /H;

F=E . * v2

% l e s graphes

f i g u r e

hold on

plot ( a , A ( : ) , ’ b ’ )

plot ( a , F ( : ) , ’ r ’ )

x label ( ’ Taux de panne { \ alpha } ’ )

y label ( ’ D i s p o n i b i l i t é et f r équence de panne ’ )

grid

hold o f f

H

A

F

Disponibilité et fréquence de panne vs.β

a = 0 . 1 ; l =2; m=5;

A = [ ] ;

F = [ ] ;

C= [ ] ;

D= [ ] ;
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E = [ ] ;

H= [ ] ;

b = 0 : 0 . 0 1 : 1 ;

H=m^2*a^2* l +6*m^2*a^2*b+2*m^3*a^2+2*m^2*a^3+6*b.^2*m*a* l +2*m*b.^3* l + . . .

+4*b.^2*m^2* l +b.^3* l ^2+3*b.^2*m* l ^2+b.^2* l ^3+2*a*b.^2* l ^2+4*m^3*a*b + . . .

+6*b.^2*m^2*a+2*m^2*b.^3+2*m^3*b.^3+2*m^3*b.^2+2*m*a*b* l ^2+6*m^2*a*b* l +4*b*m*a^2* l ;

C=b . ^ 2 . /H;

B1=(b+ l +m) ;

k1 =(2*m^2+2*m* l + l ^ 2 ) ;

o1=2*( l +m)^2*a ;

v1=B1 . * k1+o1 ;

% l a d i s p o n i b i l i t é de serveurs

A=C. * v1

% l a f r équence de pannes

B2=(b+ l +2*m+2*a ) ;

k2 =(2*b* l +2*b*m+m*a ) ;

o2=(a+2*b ) *m. * b ;

v2=B2 . * k2+o2 ;

E=(m*a ) . /H;

F=E . * v2

% l e s graphes

f i g u r e

hold on

plot (b , A ( : ) , ’ b ’ )

plot (b , F ( : ) , ’ r ’ )

x label ( ’ Taux de r éparation { \ beta } ’ )

y label ( ’ Disponibilt é et f r équence de panne ’ )

grid

hold o f f

H

A

F

Disponibilité et fréquence de panne vs.µ
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a = 0 . 1 ; l =70; b=2; l 1 =10;

A = [ ] ;

F = [ ] ;

C= [ ] ;

D= [ ] ;

E = [ ] ;

H= [ ] ;

m= 1 : 0 . 1 : 2 0 0 ;

H=m.^2* a^2* l +6*m.^2* a^2*b+2*m.^3* a^2+2*m.^2* a^3+6*b^2*m*a* l +2*m*b^3* l + . . .

+4*b^2*m.^2* l +b^3* l ^2+3*b^2*m* l ^2+b^2* l ^3+2*a*b^2* l ^2+4*m.^3* a*b + . . .

+6*b^2*m.^2* a+2*m.^2*b^3+2*m.^3*b^3+2*m.^3*b^2+2*m*a*b* l ^2+6*m.^2* a*b* l +4*b*m*a^2* l ;

C=b^2./H;

B1=(b+ l +m) ;

k1 =(2*m.^2+2*m* l + l ^ 2 ) ;

o1=2*( l +m) . ^ 2 * a ;

v1=B1 . * k1+o1 ;

% l a d i s p o n i b i l i t é de serveurs

A=C. * v1

%calcul er A pour une autre valeur de lambda

H1=m.^2* a^2* l 1 +6*m.^2* a^2*b+2*m.^3* a^2+2*m.^2* a^3+6*b^2*m*a* l 1 +2*m*b^3* l 1 + . . .

+4*b^2*m.^2* l 1 +b^3* l 1 ^2+3*b^2*m* l 1 ^2+b^2* l 1 ^3+2*a*b^2* l 1 ^2+4*m.^3* a*b + . . .

+6*b^2*m.^2* a+2*m.^2*b^3+2*m.^3*b^3+2*m.^3*b^2+2*m*a*b* l 1 ^2+6*m.^2* a*b* l 1 +4*b*m*a^2* l 1 ;

C1=b^2./H1;

B3=(b+ l 1 +m) ;

k3 =(2*m.^2+2*m* l 1 + l 1 ^ 2 ) ;

o3=2*( l 1 +m) . ^ 2 * a ;

v3=B3 . * k3+o3 ;

% l a d i s p o n i b i l i t é de serveurs

A1=C1 . * v3

% l a f r équence de pannes

B2=(b+ l +2*m+2*a ) ;

k2 =(2*b* l +2*b*m+m*a ) ;

o2=(2*b+a ) * b*m;

v2=B2 . * k2+o2 ;
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E=(m*a ) . /H;

F=E . * v2

% calcul er l a f r équence de pannes pour une autre valeur de lambda

B5=(b+ l 1 +m+2*a ) ;

k5 =(2*b* l 1 +2*b+m*a ) ;

o2=(2*a ^ 2 ) ;

v5=B5 . * k5+o2 ;

E1=(m*a ) . /H1;

F1=E1 . * v5

% l e s graphes

f i g u r e

hold on

plot (m, A ( : ) ,m, A1 ( : ) , ’ b ’ )

plot (m, F ( : ) , ’ r ’ ,m, F1 ( : ) , ’ r ’ )

x label ( ’ Taux de service { \mu} ’ )

ylabel ( ’ D i s p o n i b i l i t é et f r équence de panne ’ )

grid

gtext ( ’ { \ lambda=70} ’ )

gtext ( ’ { \ lambda=10} ’ )

gtext ( ’ { \ lambda=70} ’ )

gtext ( ’ { \ lambda=10} ’ )

hold o f f

H

A

F

Code MATLAB : Cas du modèle M/G/1 avec rappels, pannes et priorité

Disponibilité et fréquence de panne vs.α2

% l e s paramè t r e s *

% l 1 taux des a r r i v ées des c l i e n t s de type1

% l 2 taux des a r r i v ées des c l i e n t s de type2

% m1 taux de service des c l i e n t s de type1

% m2 taux de service des c l i e n t s de type2
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% a1 taux de pannes de serveur au moment de s e r v i r des c l i e n t s de type1

% a2 taux de pannes de serveur au moment de s e r v i r des c l i e n t s de type2

% b1 taux de r éparation de serveur au moment où i l tombe en panne lorsque l e c l i e n t de

type 1 est en cours de service

% b2 taux de r éparation de serveur au moment où i l tombe en panne lorsque l e c l i e n t de

type 2 est en cours de service

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

l 1 = 0 . 3 ; l 2 = 0 . 2 ; a1 = 0 . 1 ;m1=1;m2=1;B11=1;B21=1;G11=1;G21=1;

B2= i n l i n e ( ’1−exp(−1*x ) ’ , ’ x ’ )

R01= l 1 *B11*(1+ a1 *G11)

I =1;

R1= l 1 *B11*(1+ a1 *G11)

H= [ ] ;

F = [ ] ;

A = [ ] ;

a2 = 0 : 0 . 0 1 : 2 ;

%calcule de H

L1= l 2 *(1−R1 ) ;

L22=R1+ l 2 * I ;

L2=(1+ l 2 * I )+L22*G21 . * a2 ;

H=L1 . / L2 ;

%calcule de F

F1=a2 . *H;

F2=(1+ l 2 * I ) * ( a1 * l 1 *B11 )*(1+G21 . * a2 ) ;

F3=(1+ l 2 * I ) +(R1+ l 2 * I ) * ( G21 . * a2 )

F5=F2 . / F3 ;

F8= I . * F1 ; F=F5+F8 ;

%calcule de A

A1=(1+ l 2 * I ) ;

A2=(−a1 *G11) + (G21 . * a2 ) ;

A3=A1*(1+ l 1 *B11 . * A2 ) ;

A=A3 . / F3

% l e s graphes

f i g u r e
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hold on

plot ( a2 , F ( : ) , ’ r ’ )

plot ( a2 , A ( : ) , ’ b ’ )

t i t l e ( ’A and F vs { \ alpha_2 } ’ )

x label ( ’ f a i l l u r e rate { \ alpha_2 } ’ )

gtext ( ’A ’ )

gtext ( ’ F ’ )

y label ( ’ A v a i l a b i l i t y and Failure frequency ’ )

grid

hold o f f

H

A

F

Le comportement des probabilités p4,p5 et p6 vs.α1 et α2

l 1 = 0 . 3 ; l 2 = 0 . 2 ; m1= 0 . 1 ;m2= 0 . 3 ; B11=1;B21=1;G11=1;G21=1;

B2= i n l i n e ( ’1−exp(−1*x ) ’ , ’ x ’ )

a2 = 0 . 1 ;

I =1;

R1 = [ ] ;

a1 = 0 : 0 . 0 1 : 2 ;

R1= l 1 *B11*(1+G11 . * a1 ) ;

H= [ ] ;

P4 = [ ] ;

P5 = [ ] ;

P6 = [ ] ;

%calcule de H

L1= l 2 *(1−R1 ) ;

L22=R1+ l 2 * I ;

L2=(1+ l 2 * I )+L22*G21 . * a2 ;

H=L1 . / L2 ;

%calcule de P1

P11=( l 1 *B11 )*(1+G21*a2 ) ;

P13= l 2 *(1−R1)
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P12=1./P13 ;

P15=P11 . * P12 ;

P1=H. * P15 ;

%calcul de P2

P2= I . *H;

%calcul de P3

P31= I ./(1−R1 ) ;

P32=P31 . * P11 ;

P3=P32 . *H;

%calcul de P4

P41=G11 . * a1 . * P1 ;

P4=P41 . * a1 ;

%calcul de P5

P51=G21 . * P2 ;

P5=P51*a2 ;

%calcul de P6

P61=G11 . * P3 ;

P6=P61 . * a1 ;

%Graphe

f i g u r e

hold on

plot ( a1 , P5 ( : ) , ’ r ’ )

plot ( a1 , P6 ( : ) , ’ b ’ )

plot ( a1 , P4 ( : ) , ’ g ’ )

x label ( ’ f a i l l u r e rate { \ alpha_1 } ’ )

y label ( ’ ’ )

gtext ( ’ p_5 ’ )

gtext ( ’ p_6 ’ )

gtext ( ’ p_4 ’ )

t i t l e ( ’ p_4 , p_5 and p_6 vs { \ alpha_1 } ’ )

grid

hold o f f
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