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Introduction générale

La théorie quantique permet de décrire le comportement de la matiére aux tres petites échelles.
Cette théorie n’a pour I'heure jamais été mise en défaut et 'un des axiomes principaux de la
mécanique quantique impose aux observables physiques d’étre hermitiques. Cela principalement

dans le but de leur assurer des valeurs propres réelles.

La découverte de la P7-symétrie en 1998 par Bender et ses collaborateurs [1] , ouvre la porte
largement sur une large classe d’Hamiltoniens qui se révéele avoir des valeurs propres réelles
en étant non hermitiens. Ils ont montré qu’'un Hamiltonien invariant par réflexion de ’espace
et par renversement du temps posséde un spectre réel si la P7-symétrie n’est pas brisée.
Cette mécanique quantique non hermitienne est considérée par beaucoup de physiciens comme
I’extension de la mécanique quantique ordinaire. On parle alors de la mécanique quantique P7

-symétrique.

La tentative de construire une théorie quantique valable & partir de tels Hamiltoniens se heurte
a la non positivité du produit scalaire P7 -symétrique. Cependant, il a été démontré que pour
un systéme dont la symétrie P7 est non brisée, il suffit de lui correspondre une symétrie
du Hamiltonien décrite par 'opérateur C, analogue a la conjugaison de charge dans la théorie
quantique des champs. Celui-ci permet de construire, via le produit CP7 , un nouveau produit
scalaire défini positif pour lequel les normes des états sont positives et I’évolution temporelle

est unitaire

En 2002, on a assisté a l'extension de la P7 -symétrie vers un nouveau concept, encore plus
abstrait, appelé la pseudo-hermiticité, réalisé dans les travaux de Mostafazadeh [2, 3, 4] . Ce
dernier a démontré que la pseudo-hermiticité est plus large que la P7 -symétrie et contient les

fondements élémentaires de la mécanique quantique "usuelle".

Le concept de la pseudo-Herméticité a été introduit dans les années 1940 par Dirac et Pauli



[5, 6, 7, 8, 9] , et discuté plus tard par Lee, Wick et Sudarshan [10, 11, 12, 13] , qui essayaient
de résoudre les problémes qui se posent dans la quantification de I’électrodynamique et dans
d’autres théories quantiques des champs ou les états de norme négative apparaissent comme
une conséquence de la quantification canonique des champs. Une autre notion liée a la pseudo-
hermiticité est la quasi-hermiticité, qui a été fortement discutée en 1992 par Scholtz et ses
collaborateurs [14]. Ils ont montré comment construire une transformation similaire des opéra-
teurs Hermitiens vers les opérateurs quasi-Hermitiens correspondants, sans oublier Dieudonné
qui a démontré que le spéctre des Hamiltoniens Quasi-hermitien n’est pas obligatoirement réel

[15].

Dans le premier chapitre de ce travail, on va présenter premiérement les symétries discrétes
en mécanique quantique, plus précisément, on va étudier trois symétries trés importantes en
physique des particules, soient les symétries de parité P , de renversement du temps 7 et de
conjugaison de charge C , ainsi leurs combinaisons qui sont d’un intérét fondamental, la symétrie

PT.

On va d’abord introduire les notions mathématiques nécessaires au traitement des symétries
étudiées.

Le deuxiéme chapitre est consacré & la présention de la nouvelle théorie quantique P7 -
symeétrique, est de remplacer 'herméticité par la symétrie de réflexion d’espace-temps (symétrie

PT) sans violer aucun des axiomes physiques de la mécanique quantique.

Dans le troisiéme chapitre, on aborde les définitions et les propriétés de la pseudo-hermiticité
et la quasi-hermiticité avec leur comparaison accompagnees par un exemple qui traite un Ha-
miltonien non hermitien. On discutera aussi la meilleure condition mathématique qui assure la

réalité des valeurs propres et 'unitarité d’évolution du systéme étudié.



Chapitre 1

Symeétries discrétes en mécanique

quantique

1.1 Introduction

La symétrie est une transformation laissant invariable des objet (sens géométrique ou lois ),
qui jouent un role important, non seulement dans la résolution de nombreuse problémes en

physique, mais aussi elle est la base des théories des intéractions fondamentales.

Il existe deux grandes classe de symétrie les transformations continues (rotation d’une sphére

par exemple ) et les transformation discrétes (symétrie du cube).

Dans ce travail, on va traiter la deuxiéme classe de symétrie en mécanique quantique pour
laquelle il ne peut y avoir que des valeurs discretes, plus précisement, on va étudier trois

symétries trés importantes : la parité, le renversement du temps et de conjugaison de charge.

On utilise les références suivantes [16, 17, 18, 19, 20] pour présenter les bases de la mécanique

quantique nécessaires a la compréhension de ce travail.



1.2 Outils mathématique

1.2.1 L’espace de Hilbert

Un espace vectoriel normé (H, ||, ||) sur C (ou R ) est dit de Hilbert si sa norme provient d'un
produit scalaire et s’il est complet. Nous nous placons dans tout ce qui suit, dans le cas d'un
espace vectoriel complexe, tous les résultats étant immédiatement adaptables au cas réel. Pour

z=1xz+1y € C;(z,y € R), nous notons z* son conjugué.

Nous rappelons que le produit scalaire (,) est défini positif, c’est-a-dire qu’il posséde les pro-

priétés suivantes pour tous f,g,h € H et tout a € C

(f,9) =19, 1)", (1.1)
(f+g,h)=(f h)+(g,h), (1.2)
(af,g) = (g,af)" =a" (g, f)", (1.3)
(f.f) = 0; VfeH, (1.4)
(f,f)=0=f=0. (1.5)

Opérateurs adjoints

Si O est un opérateur linéaire, 'opérateur adjoint de O est un opérateur linéaire, noté¢ OF,

vérifiant la relation suivante
(Ovlo)= (|0 9)vIo), (W|en, (16)
La relation ci-dessus définit bien 'opérateur adjoint de fagon unique
AT A
(01) =o. (1.7)

on a



(01 + 02)* _ Ol 40l (1.9)
<0T>n = (O")T pour n € N, (1.10)

Notation de Dirac :

Pour un opérateur linéaire O , on note que
(61010)=(OMw]o)=(v]09). (L.11)

Les opérateurs hermitiens (ou auto adjoints)

L’opérateur linéaire O est auto-adjoint ou hermétique si O = O cest a dire si
(Ovley=(v100)Vie), (v]en. (1.12)

Base orthonormeée

Une suite de vecteurs |V;) € H , i = 1,2, ... forme une base orthonormée de Iespace H si
ou tout vecteur |¢) € H se décompose sous la forme :

[9) =D _oilVa), (1.14)

avec ¢; € C est une composante de cette base.

Si la suite de vecteur est infinie, on dit que I’espace vectoriel H est de dimension infinie, sinon,

on dit que H est de dimension finie.
Propriétés et remarques
- L’espace des fonctions d’onde est de dimension infinie H = LL € (R).

- Les composantes ¢; € C du vecteur |¢) dans la base |V;) sont obtenues par le produit scalaire

b = (Vi | )

10



En effet :
Vi | ¢) = quj Vi | Vy) qujaij:@, (1.15)

on a alors

(@] ¢) = Zr@ : (1.16)

Relation de fermeture

D’apres les équations (1.14) et (1.15) on a :

@) = > (Vi | 9) Vi), (1.17)

i

que l'on écrit de la fagon suivante :

- (Dm <m) ), (1.18)

d’ou

(Dw <m> =1 (1.19)

Cette expression qui donnant I'opérateur identité a partir des vecteurs d’une base orthonormée,

s’appelle la relation de fermeture.

Soit U un opérateur de I'espace de Hilbert correspondant & une transformation de symétrie, 9

et ¢’ sont les fonctions d’onde décrivant le systéme avant et aprés la transformation tel que

Y= U, (1.20)

avec U™ est 'opérateur adjoin de U.

Si la valeur moyenne d’un operateur A est invariante par rapport a cette transformation

(WAl = (¢ U AU ) = (V| Al ), (1.21)

alors A commute avec U

[A,U] =0, (1.22)
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et I'opérateur U est linéaire et unitaire
UT=UT et U(N) = UL (¥), (1.23)
ou antiunitaire (anti-linéaire et unitaire )

Ut =U"et U (N) = XU (). (1.24)

Si la dynamique du systéme décrite par 'Hamiltonien H, est invariante sous l’action de cette

transformation alors H commute avec U
[H,U] =0, (1.25)

et comme UT = U~ alors

H=UHU". (1.26)

1.2.2 Postulats de la mécanique quantique

c’est connu qu’il n’est pas possible de déterminer exactement la trajectoire des particules. On
peut cependant accéder a la probabilité de trouver le systéme en un point donné de I’espace. Cet
aspect probabiliste de la théorie quantique conduit a une formulation mathématique totalement

différente de celle de la mécanique déterministe de Newton.
Postulat 1 (Définition de ’état quantique) :

Si un systéme quantique est défini, & l'instant ¢y fixé, par la fonction complexe 1 (ty) € H
(appelée fonction d’onde) ,alors I’état du systéme, a I'instant ¢, est complétement contenue dans

le vecteur normalisable ¥ (t) € H .
Postulat 2 (Opérateur représentant une grandeur physique) :

A toute grandeur physique mesurable A, on fait correspondre un opérateur hermitien A qui

agit sur les fonctions propres ¢ (¢,t). On dit que cet opérateur est une observable physique.
Postulat 3 (la mésure) :

Les valeurs propres de I'opérateur fl, correspondant & une grandeur physique A, sont les seuls

12



valeurs mesurables, c’est-a-dire la mésure d’une grandeur physique A ne peut donner comme

résultat qu'une des valeurs propres de 'opérateur A.
Postulat 4 (Equation de Schrédinger) :
L’opérateur Hamiltonien H d’un systéme est celui associé & ’énergie totale de ce systéme.

L’évolution dans le temps de 'amplitude 1 (q,t) de probabilité est régie par 1’équation de

Schrodinger
.0
Postulat 5 (Probabilité d’obtention d’une valeur propre non dégénérées lors d’une

mesure) :

Soit A une grandeur physique d’un systéme quantique, et A I'opérateur correspondant dont le
spectre ne comporte que des valeurs propres non dégénérées «,, associées aux fonctions propres
normées v, (q). Lorsqu’on mesure A ’état quelconque v (¢,t) de norme unité, la probabilité

P(a,,) d’obtenir comme résultat de mesure la valeur n est donnée par :

P(an) = [(¢n (9) | ¥ (0, 6))]- (1.28)

1.3 Opérateur de parité

La parité ou symétrie P physiquement est équivalente a une symétrie de renversement spaciale

par rapport a 'origine.

Mathématiquement la symétrie P correspond & remplacer toutes les coordonnées spaciales par
leurs opposées

x— 1 = —ux,

et puisque 'opérateur de quantité de mouvement dans l’espace de configuration a une forme

comme suit

_ he
p:_~v:v7
1

13



ceci implique que I'impulsion se transforme de la maniére suivante
I _
p—pP =D
et les fonctions d’onde se transforment comme suit

P (r,t) = (—rt). (1.29)

1.3.1 Propriété de opérateur parité

Si on applique 'opérateur de parité deux fois successive cela va inverser deux fois ’espace et

par conséquent on revient a la situation intiale
PPIry =P |-r)=]r), (1.30)

donc

Pl=1=P=P1, (1.31)
donc, 'opérateur de parité est égale a son inverse.

Pour la deuxiéme propriété on calcule la quantité suivante

(e (NIPP I (r) = (o (=r) | ¢ (1)),

I’étap suivant se fait par la définition d’ un produit scalaire en mécanique quantique (espace

d’Hilbert)

—+00

(wnlwn) = [ e (v,

—0o0

on fait le changement de variable ' = —r

[ cnvin = [ e aee).

o0 o0

r’est une variable muette

[ e e = [ are e = e o) 1w e,

—00 e}



alors

(o (MIPTPIY(r)) = {p(r) | ¥ (1)),
d’ou

PP =1, (1.32)

on déduit de (1.31) et (1.32) que
pl=p=pL (1.33)

par conséquent ’opérateur de parité est un opérateur hermitien et unitaire.

1.3.2 Vecteurs propres de opérateur parité

On commence par 1’équation aux valeurs propres (équation carractéristique)

P (r) = ) (r), (1.34)

d’out A est une valeur propre de P.

Apres une deuxiéme réflexion de 'espace, la fonction d’onde reste inchangée comme (1.31)

U (r) =N (r),

d’out les valeurs propres sont

M=1= A=+l (1.35)

Si A = +1 la fonction propre de P est paire

U (=r)=+v(r), (1.36)
et pour A = —1 la fonction propre de P est impaire
(=r) == (r). (1.37)
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1.3.3 Commutation de opérateur parité avec les observables cou-

rantes
1.3.3.1 Commutation de P avec r et p

Les opérateurs position et impulsion se transforment sous ’action de I'opérateur parité comme

suit
PxP=—-x, PpP=-—p. (1.38)
donc par définition on a
[P,a] 0, (1.39)
[P, p] # 0. (1.40)

Alors, P ne commute pas avec les opérateurs de position et d’impulsion mais ils se anticom-

mutent

{7)’ *75} =0,

{P.p}=0.

1.3.3.2 Commutation de P avec H
On définit 'Hamiltonien d’un systeme quelconque a une dimention
p
H=—+V(2), (1.41)

avec p = —iﬁa%, alors

on calcule la quantité suivanteP Hy (z)

PHY (x) = ——mP — +V (:c)} v (x), (1.42)

pour faire ce calcul, il suffit de savoir que le carré de l'opérateur de position z? est invariant
sous la transformation P

P 2*P =27,

16



d'on
[P,2%] = {7’ A ] =0, (1.43)

" 02

aussi on prend le cas ou V(z) est une fonction paire de x
Vi(—z)=V(x), (1.44)
aprés un calcul simple, ou en utilisant (1.29), (1.43) et (1.44), on obtient
PHy (x) = HPY (x) = PH = HP,

d’otl P et H commutent

[P,H] = 0. (1.45)
Un systéme (ou des interactions) qui conserve la parité est décrit par un hamiltonien qui
commute avec P.

On note que la parité est une quantité conservé dans les interaction électromagnétique et forte

par ailleurs les interaction faible ne respectent pas cette symétrie.

1.4 Opérateur de renversement du temps 7

En mécanique classique le renversement du temps 7 est ’analogue temporel de la réflexion de
I’espace. Cette transformation ne doit pas étre pergue comme une inversion de I'axe du temps
impliquant simplement un retour en arriére ou plus comme inversion du mouvement qui suit la

méme trajectoire dans la direction opposée.

Chaque mobile a une position donnée x et une impulsion donnée p, si nous inversions la direction

du temps, la position de la particule reste la méme mais son impulsion s’inverse.

En d’autre terme

t—t =—t,
r—r=r, (1.46)
p—p =-p.

17



En mécanique quantique, on n’est pas str que l'opérateur renversement du temps affecte le

temps au moins jusqu’a présent.

L’operateur anti-linéaire 7 a l'effet de changer les signes de I'operateur impulsion et le nombre
imaginaire pure

TiT'— —ietT pT=—p, (1.47)

tandis que 'opérateur position reste inchangé sous l'effet de 'opérateur 7 .

TiT =3 (1.48)

1.4.1 Commutation de ’opérateur de renversement du temps 7 avec

les observables courantes
1.4.1.1 Commutation de 7 et 7

On a par définition que l'opérateur r est invariant par 7, donc
TxT =,

cela implique
[T,z] =0, (1.49)

I'opérateur renversement du temps commute avec x.

1.4.1.2 commutation de 7 et p
Puisque l'opérateur 7 inverse I'impulsion p
T ﬁ T = _ﬁ7

cela implique
[7,p] # 0, (1.50)

I’opérateur renversement du temps se commute avec p.

18



1.4.2 Propriétés de opérateur de renversement du temps

Les propriétés de I'opérateur renversement du temps comme I’hermiticité et unitarité sont

pareils & celles de 'opérateur de parité.

Avec les mémes étapes de calcul on obtient

T=T=77", (1.51)

L’anti-unitarité de Popérateur 7 preserve la relation de commutation [r, p| = ih

T r,p| T~ =|[r,—p| = —ih=[r,p]". (1.52)

L’opérateur 7 n’est pas une observable parce qu’il est anti-lineaire et son effet & une fonction

complexe est

T (rt) =" (r,t). (1.53)

1.5 Opérateur conjugaison de charge

La conjugaison de charge ou l'opérateur C qui change une particule en son antiparticule de
masse, spin, impulsion p et position x identique, mais en échange le signe de toute les autres

charges (charge électrique, nombre barionique, nombre lebtonique ...).

Considérons une opération C qui transforme une particule en son anti-particule, donc on a

CiC =3z,

CpC =p, (1.54)
et

Clv)=|v),

(|t = (v], (1.55)

avec [1)) est I’état quantique d’une particule et W> est I’état quantique de ’anti-particule.
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1.5.1 Propriété de opérateur conjugaison de charge C

Les deux états quantique (¢)| et 1)) doivent étre normalisable de sorte que

WICTCl) = (W | ¥) =1= (¥ | ), (1.56)

ceci implique que C est unitaire, d’autre sorte, en agissant deux fois I’opérateur C sur la paricule

C?ly) =Cl¢) = |¥), (1.57)

on voit que C? =1 donc C = C~ L.

En réunissant tout cela nous voyons que

C=C =C', (1.58)

Si ’'Hamiltonien du systéme H reste invariant sous l'action de l'opérateur de conjugaison de
charge C, alors

[H,C|] =0, (1.59)

et si une particule est identique & sa propre antiparticule, c’est a dire, tous les nombres quan-
tiques qui se transforment sous I'action de C sont nuls, alors le vecteur d’état de H est un état

propre de C avec les valeurs propres +1 [21].

En mécanique quantique conventionnelle, 'opérateur C n’existe pas en tant qu’entité distincte,
par contre il existe en mécanique quantique P7 -symétrique, ot on utilise la notation C car il a
presque les mémes propriétés que 'opérateur de conjugaison de charge. L’opérateur C représente

I’observable qui décrit la mesure de la signature de la norme P7T .

20



Chapitre 2

Mécanique quantiqge P7 -symétrique

2.1 introduction

En mécanique quantique ’état d’'un systéme, ses niveaux d’énergies et son évolution dans le
temps, sont déterminé par un opérateur Hamiltonien H. On définit I’équation stationaire de
Schrodinger

Hy, (r,t) = Eptby, (r,1), (2.1)

avec F, sont les valeurs propres de 'opérateur H, ou cette derniére doit étre réelle . v, (1, 1)
sont les fonctions d’onde qui nous donnent la densité de probabilité de présence d’une particule

au temps ¢, et considéré comme une solution du systéme étudié.

—iEpt

U (ryt) =e 7 4y, (1,0). (2.2)

L’opérateur d’évolution U (t) = e= 7™ doit étre unitaire, se que conserve la probalilité de

présence. Pour assurer ces propriétés ’Hamiltonien H doit etre hermitien [20].

2.2 Propriétés des Hamiltoniens P7 -symétriques

En 1998 Bender et Boettcher par un calcul numérique ont révélé I'existence d’une classe d’Ha-

miltoniens non-hermitiens dont les valeurs propres sont réelles, c’est le début d’extension vers
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une mécanique quantique non hermitienne [1]

H =p*+2%(iz)". (2.3)

Il est claire que cet Hamiltonien n’est pas hermitien pour les valeurs impaires de v, malgré
¢a, il posséde un spectre d’énergie réel pour v > 0 et complexe pour v < 0. Ce résultat
impressionnant attira les chercheurs pour trouver le secret de réalité du spectre d’énergie de
cette classe d’hamiltonien. Ils ont trouvé que la cause est 'invariance des ces Hamiltoniens par
une transformation appelée P7 - symétrie, plus tard ils ont découvert que cette condition n’est
pas suffisante mais il faut aussi que les fonctions propres de ces Hamiltoniens soient aussi P7

-symétrique (soient des fonctions propres de 'opérateur P7) [1, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30].

Alors, 'idée principale de ce théoréme est de remplacer la condition de I’herméticité par la

symétrie P7 qui assure la réalité des valeurs propres.

2.2.1 Propriété de I'opérateur P7T

La transformation P7 est la composition des deux transformations de parité et de renversement

du temps, c’est-a-dire, action simultanée.

L’ordre des opérations n’est pas important du fait que les deux opérateurs, P et 7 , commutent.

En combinant les propriétés précédentes, on peut écrire :
PT & PT = -1z, (2.4)

et
PT pPT = p. (2.5)

En particulier, P7 est un opérateur antilinéaire, puisque c’est le produit d’un opérateur linéaire

et d’'un opérateur antilinéaire

PT i PT = —i. (2.6)
L’opérateur P7 est hermitien puisque P et 7 commutent entre eux :

(PT)'=TMpl=TP = PT, (2.7)
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d’autre part P7 est un opérateur unitaire :

(PT)(PT)'=PT Tipi=1, (2.8)
donc
(PT)” = 1. (2.9)
On résume
PT =PT '=PT". (2.10)

Notons enfin que 'action de P7 sur les fonctions d’onde 9 (r) s’écrit :
PTY (r)=v¢*(—r). (2.11)

On dit qu’un hamiltonien est P7- symétrique, s’il reste invariant par la transformation P7T
c-a-d

H=(PT) H (PT), (2.12)

d’ou

[H7 PT] =0, (213)

2.2.2 Reéalité des valeurs propres d’un Hamiltonien P7-symétrique

La réalité des valeurs propres d’'un Hamiltonien P7 -symétrique est une conséquence de la non
brisure de la symétrie P7, qui signifie que les fonctions propres de H sont simultanément

fonctions propres de P7 .

Ainsi, pour construire une théorie quantique valable & partir des Hamiltoniens P7 -symétriques,
on exige de plus que la symétrie ne soit pas brisée. Il faut noter cependant que cette condi-
tion n’est pas suffisante, car il n’existe aucun moyen pour affirmer qu’'une telle symétrie d’un
Hamiltonien P7 -symétrique est brisée ou pas. Il faut tout d’abord déterminer les fonctions
propres pour en tirer une conclusion. Avec cette condition supplémentaire, on peut démontrer

la réalité des valeurs propres d’'un Hamiltonien P7 -symétrique
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En effet, soit {¢,, (z),n =0,1,2..}, Pensemble des fonctions propres communes & H et P7T

H, (x) = By, (), (2.14)
et

ol les valeurs propres FE, sont généralement complexes, par contre, la valeur propre A, de

lopérateur P7 est toujours réelle parce qu'il est hermitien. En plus, 'Eq. (2.9) implique que

A o=1. (2.16)

n

L’opérateur P7 a la valeur propore A, = 1 si les fonctions 1, (z) sont paires, et A, = —1 si

les fonctions v, sont impaires.

En utilisant les relation (2.12), (2.14) et (2.16) on calcule

Hyy, (x) = PTHPT Y, (),

= ENPT Y, (),

= B} [\l u ().

= Eqn (2),

= E,, (z), (2.17)
d’ou

E,=FE. (2.18)

Cela nous donne la confirmation que F, est réel pour tout Hamiltonien qui comute avec P7 .

2.3 Produit scalaire P7 -symétrique

La question qui se pose maintenant est de savoir si les Hamiltoniens possédant une P7 -symétrie
non brisée peuvent décrire la dynamique des systémes physiques réels. En d’autres termes, il

faut vérifier que la norme d’un vecteur propre de H dans I’espace de Hilbert doit étre positive,
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et que I’évolution au cours du temps des états propres demeure unitaire. La premiére permet
d’interpréter la norme d’un état comme une probabilité, qui doit étre défini positive, alors que
la deuxiéme condition garantie justement I'indépendance de cette probabilité par rapport au
temps. Bien entendu, ces deux caractéristiques des Hamiltoniens hermitiens sont a la base de la
théorie quantique ordinaire et notamment de 'interprétation probabiliste. Elles devraient donc

étre satisfaites dans toute théorie d’extension de la mécanique quantique.

Pour cela, Bender et Boettcher ont définit un produit scalaire P7 associés aux Hamiltonien

PT -symétrique, sous la relation suivante : [25, 27].

(. 9)py = / 1 [PTf (2)] g (2), (2.19)

ol ¢ est un contour dans le plans complexe, et

PTS(2) = f* (~a), (2.20)

Ce choix du produit scalaire P7 nous permet de vérifier que la norme d’une fonction d’onde
est une quantité indépendante du temps. Mais avec ce choix on est confronté & un probléme de
taille, qui est la possibilité de la non positivité de la norme des états propres d’Hamiltonien P7T

-symétrique. Considérons 1, (x) et 1, (z), les fonctions propres de H, qui sont orthogonaux

(U (@), o ())py = / 0x [PT i, (2)] e (),
- / 4z (—2) thm (2)

= (=1)" 8- (2.21)

Alors, pour n = m,les fonctions propres des Hamiltonien P7 -symétrique vérifient la relation

suivante

(% (33) s Un (37))737' = (_1)n . (2'22)

Dans cette construction, le contour se trouve dans les lignes de Stockes, alors dans ce contexte
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on définit une relation de fermeture simple et inhabituelle qui est
o0

D (D PT e, (@) g (2) = 6 (x — ) = 1, (2.23)

n

D’apres la relation (2.22) , nous voyons que pour les valeurs impaires de 7, la norme est negative,
qui n’est pas conforme & la nature de la probabilité. En plus, les fonctions propres dans la

relation (2.23) ne forment pas un espace d’Hilbert usuel complet [26].

Pour lever ce probléme, Bender et Boettcher ont exploité une nouvelle symétrie cachée pour

les Hamiltoniens P7 -symétrique, représentée par un opérateur linéaire noté C qui commute
avec H et PT
C,H] =0 et [C,PT]=0, (2.24)

et par conséquent

[H,CPT] = 0. (2.25)

2.3.1 Construction de C

Bender a cherché de construire un opérateur C qui commute avec H et P7 , de fagcon que les

fonctions d’onde communes & H et CP7 n’admettent pas les anomalies précédentes [29).

On définit 'opérateur C dans ’espace de configuration par
(2] Cly) =C(x,y) =Y (@) ¥ (y), (2:26)

cet opérateur est défini en fonction des états propres P7 -symétriques de I’hamiltonien, c-a-d C
est une fonction de H. En effet

[C,H] = 0. (2.27)

Dans 'espace de configuration la relation suivante est vérifiée

/dyC (x,y)C(y,2z) = d(x — 2), (2.28)

Cc

I'opérateur C est la racine carré de 'opérateur unité d (z — y), donc les valeurs propres de cet
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opérateur sont +1

C? =1, (2.29)

c’est-a-dire

Cip = (—1)" . (2.30)

L’opérateur C n’a pas une définition unique comme P et 7 , sa définition dépend de la dy-
namique du systéme étudie, par conséquent 'opérateur C représente I’observable qui décrit la
mesure de la signature de la norme P7. Cependant, 'appellation "opérateur de conjugaison
de charge" est introduite seulement par analogie avec la théorie des champs, car les propriétés
de cet opérateur sont presque identiques & ceux de l'opérateur de la conjugaison de la charge
dans la théorie quantique des champs sauf que 'opérateur C n’a rien a voir avec la charge des

particules.

2.3.2 Produit scalaire CP7T

Apres la construction de I'opérateur C on a tout ce qu’il nous manque pour définir le nouveau

produit scalaire & partir du produit des trois opérateurs C,P et 7 [27, 31|

(f.9) = / 12 [CPTS (2))g (). (2.31)
d’ou
(n (@), - / 0z [CPT Y, (2)] v ().
= (2.32)

et la relation de ferméture s’écrit maintenant comme suit

D [CPT o, ()] b (y) = bz — ), (2.33)

n

Le produit scalaire CP7 et les axiomes de la mécanique quantique ne se contredisent pas, et la

définition de ce produit scalaire dépend du systéme étudié. Cette propriété est une résultat de
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Iopérateur C qui n’est pas unique.

On termine par cette figure qui résume ce chapitre.

2.4 Exemple illustratif

Dans cet exemple, on va suivre la procédure de Bender dans I’article [31] pour un systéme a

deux niveau, qui est représenté par ’Hamiltonien P7 -symétrique suivant
H = , (2.34)

ou les parameétres r, s et 0 sont réels. Notez que cet Hamiltonien n’est pas hermitien
H+ HT, (2.35)

nous choisissons 'opérateur de parité comme
1
P = , (2.36)

H est PT -symétrique parce que il satisfait la relation (2.12).

On utilise ’équation caractéristique pour tirer les valeurs propres
H ) = ely) <= (H —el) [§)) = 0, (2.37)

pour résoudre cette équation, on calcul le déterminant de la matrice (H — el) qui doit étre nul

ret? — e s
det (H — el) = det , =0,
S re " — ¢

—= 2 — 24+ 12 — 2recosf = 0,
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en résolvant cette équation on obtient dans les deux racines suivantes
g1 =rcosl +vs?—r2sinh?,

qui sont réelles si
s? > r?sin 62,
qui représente la condition de la non brisure de symétrie P7 .

Pour faciliter le calcul on supose

. ro.
sina = —sin 6,
s

donc

€+ =rcosf £ scosa.

Puisque H est une matrice 2x2 donc |¢)) a la forme suivante

re" —e S a 0

cela nous donne un systéme a deux équations

(re” —€)a+sb=0,
sa+ (re7 —e)b=0,

sachons que

e = cosf +isiné,

en remplacant (2.41) et (2.44) dans (2.43), on obtiens
plagant (2.41) et (2.44) ;

(rcosf + irsinf —rcosf — scosa)a+ sb =0,

sa + (rcos —irsinf — rcosf — scosa) b = 0.
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On simplifie et on utilise 'équation (2.40)

—s(—isina +cosa)a+ sb =0,

(2.45)
sa — s (+isina+ cosa) b =0,
d’ou
—e g +b =0,
. (2.46)
a—e*b=0.
Alors, on peut écrire a en fonction de b
a = be"™. (2.47)
L’état propre |1, ) de H vérifie le PT -produit scalaire (2.21)
a * *
(1/J+!¢+)pT:(b* a*) b =b'a+a'b=1. (2.48)
D’aure part, on a
PTw) = | (2.49)
a

pour que les valeurs propres soient réelles la symétrie P7 ne doit pas étre brisée c’est-a-dire

PT [¢1) = [¢4) (2.50)
b*
~ | “], (2.51)
a* b
donc
b*=aeta" =b, (2.52)
de (2.48) et (2.52) on obtient
a? +b* = 1. (2.53)
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On remplace (2.47) dans (2.53), on obtient

b= (2.54)

On calcule la quantité e?® + 1 sachons que
—sina + 1 = cos® a,
alors

2 41 =€+ 1
= (cosa + isina) (cosa + isina) + 1
= cos? a + 2icos asina — sin® a + 1
= 2cos” o + 2i cos asin o
= 2cosa (cos o + isin )

= 2cosa €, (2.55)

substituions ce résultat dans (2.54), on obtiens

1 e 2
b= = , 2.56
V2cosa el 2cosa ( )
a partir de (2.47) on trouve
. 6_% e""lg
a=¢e" (2.57)

B \/2(30504:\/200504’
on a a et b, il suffit de remplacer pour trouver le premier ket propre |, ) de H qui correspond
a la valeur propre €,

1 s

[+ = V2cosa | ¢3°

(2.58)

Pour calculer le deuxiéme ket propre on fait les mémes étapes de calculs sauf le P7 -produit

scalaire est négatif

(- |- )ppr = -1 (2.59)
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La relation entre a et b dans le cas ou la valeur propre est €_, est la suivante
b= —ae", (2.60)

on utilise les Eqgs.(2.60) et (2.59) ,on obtient [¢)_) qui correspond & la valeur propre €_

7 ez

) = Jrema | o | (2.61)
en utilisant la définition du produit scalaire P7 -symétrique (2.19), on trouve
(Vs [ Ya)pr = £1, (2.62)
et
(s | Yg)pr = 0. (2.63)

Pour éliminer les norme négatives des états propres, on définit 'opérateur C qui est donné par
la formule (2.26)
1 7sin o 1

C= . (2.64)

Cos v 1 —4sin o

Cet opérateur commute avec 'Hamiltonien H, est ses valeurs propres sont exactement les

valeurs propres de P7 pour des kets propres correspondant

Clys) = £ s, (2.65)

PT [¢+) = £[¢) . (2.66)

A’ Taide des Eq. (2.31) et (2.64) on définit le nouveau produit scalaire CP7 qui a une signature
positive

(g | ¢i>c7>7 = +1, (2.67)

et par conséquent

(Vx| Yx)epr = 0. (2.68)
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Chapitre 3

Systémes quantiques pseudo-hermitiens

3.1 introduction

En 2002, Ali Mustafazadeh a publié trois articles [2, 3, 4], dans lesquels, il a proposé une théorie
alternative a la mécanique quantique conventionnelle, pour les Hamiltoniens non-hermitiens
dont le spectre est réel. Cette théorie s’appelle la pseudo-hermiticité, et elle est plus générale

que la P7T -symétrie, ot il a montré que tout Hamiltonien de spectre réel est pseudo-hermitien

3.2 Définitions et propriétés

Dans ce qui suit, nous allons introduire les définitions et les propriétés principales des Hamil-
toniens pseudo-Hermitiens en utilisant les références suivante [2, 3, 4, 32].

Considérant un espace de Hilbert H muni d’un produit scalaire (., .)

Définition 1

Un opérateur linéaire A : H —— H est dit pseudo-Hermitien (ou n—pseudo Hermitien) si et

seulement si, il existe un opérateur linéaire, inversible et hermitien n tel que
A= A% =yt Alp, (3.1)
ot A" dénote l'opérateur pseudo-hermitien adjoint de A.
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Définition 2

Un opérateur linéaire A : H —— H est dit quasi-Hermitien si et seulement si, il existe un

opérateur linéaire, hermitian et positif n tel que.

nA="ny (3.2)

Définition 3

Soit n un opérateur linéaire n : H —— H on dit que n est un opérateur positif et on note

n > 0, si pour tout ¢ € H,on a (p, go>n > 0.
Remarque

Notons que lopérateur n satisfaisant ’équation (3.1) n’est pas unique. L’ensemble de ces opé-

rateurs est notée D (A), c’est-a-dire

neD(A) = A" =nAn, (3.3)

3.3 Quasi-herméticité et pseudo-herméticité.

3.3.1 Le pseudo produit-scalaire

Les valeurs propres de I’hamiltonien hermétien h vérifie produit scalaire usuel

<¢m¢n> = 5mn, (34)

mais les valeurs propres de I’hamiltonien pseudo-hermitien

H ne vérifie pas ce produit scalaire.

Mustaphazadeh a introduire un nouveau produit scalaire appelé pseudo produit scalaire, définit

positif et noté par ((, )), [33, 34]

({Lm>@n))n = (@m0 Pm) = Omn- (3.5)
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On note que ce produit scalaire est vérifié si H est pseudo-hermétien, on verra ¢a avec I’équation

de Schrodinger
0
h— o) = Hlpn) , 3.6
th [@n) |on) (3.6)

en utilise les Eq. (3.5) et (3.6) on trouve

2 o, eally = SomlnH — Honlon) | (3.7

donc le nouveau produit scalaire est indépendant du temps ssi H est quasi-hermitien.

3.3.2 Hamiltonien quasi-hermitien

Supposant maintenant que I’Hamiltionien H est pseudo-hermétien et indépendant du temps,

alors I’équation de Schrodinger (3.6) est équivalente a I’équation aux valeurs propres suivante

Hln) = Enlthn), (3.8)

alors ’équation (3.8) donne

(B = En) (Ymlnlyn) = 0. (3.9)

Cette relation implique :

- Si les valeurs Propres E,, sont complexes, alors pour n = m

(B — En) #0= (¢nln]¢n) =0, (3.10)

c’est-a-dire les normes d’états | ¢,,) s’annulent.

- Tous les états propres ¢, et sont n-orthogonaux sauf pour F,, = F,

EL # En = (Yn|nltn) = 0. (3.11)

En particulier, les états propres associés aux valeurs propres réelles sont orthogonaux. Main-
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tenant, supposant que I’hamiltonien H admet un ensemble bi-orthonormé de vecteurs propres

{|tn) , |Pn) }, c’est-a-dire

H|Yn) = Ey|tn) et HY [Pn) = B3, [¢n) (3.12)

avec
<¢m| ¢n> = Omn, (3-13)

et

> ) (bal = 1. (3.14)

Alors, on a
(Ol HYn) = Eubn et (Yn] H b)) = B} 0ns (3.15)
de tel sorte que, si les valeurs propres sont réelles, £ = FE,, nous avons une condition nécessaire

mais pas suffisant pour que le spectre de H soit réel

(G| H [on) = (¥n] H' |$m) , (3.16)

en utilise la relation entre les états propres de H et H' respectivement

|Pm) = n|Ym), (3.17)
ce qui nous conduit a
(Yl H [9n) = (| H'n [ 1) (3.18)
c’est-a-dire
nH = H'p, (3.19)

alors, tout opérateur
H qui vérifie 'Eq. (3.19) est appelé opérateur quasi-hermitien. De plus, Dieudonné a montre que
le spectre H n’est pas nécessairement réel, et que H' n’est pas nécessairement quasi-hermitien
[11]. En effet, la relation de quasi-herméticité (3.19) n’assure pas la realité du spectre de H

c’est a dire, c’est une condition nécessaire mais non suffisante [29].
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3.3.3 Reéalité du spectre des Hamiltoniens pseudo-hermitiens

Théoréme

L’Hamiltonien H a un spectre réel si et seulement si, il existe un opérateur linéaire, hermitien

et inversible n : H — H tel que H est pseudo-hermitien et n = p™p.

Pour démontrer ce théoréme, on considére la base orthonormée {|n)} de I'espace de Hilbert H,
c’est a dire

(m|n)y = bmn,, (3.20)

et

> fn)(n| = 1. (3.21)
On définit 'Hamiltonien hermitien h : H — H comme suit
ho= Y |E)(n| (3.22)
et considére un opérateur p : H — H défini par
po=> I nl, (3.23)
il est claire que I'opérateur p et inversible, ol p~! est donné par
i = ) (el (3.24)
a partir des Eqs. (3.22), (3.23) et (3.24), il est facile de montrer que
pHp™' = h. (3.25)
Supposons maintenant que le spectre H soit réel, alors h est hermitien. En prenant 1’adjoint

des deux cotés on a

pHp™' = h=~hl = (p_l)T Hipl (3.26)
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alors

H= pt(p ) Hppl
= (pp') " Hfpp!
=n""H', (3.27)

ou

n=pp'. (3.28)

Ce qui implique que H est n-pseudo-hermitien. Si on suppose maintenant que 1’hermitien H

est n-pseudo-hermitien, par conséquent les deux Eqgs. (3.26) et (3.27) sont satisfaites.

En substituant la relation (3.25) dans 1’équation aux valeurs propres de H, on trouve
P hp |thn) = En ) (3.29)
multiplions les deux membres de cette équation a gauche par p, on obtient

alors les Hamiltoniens H et h sont iso-spectraux, et les états propres [i,) de H et les états

propres |¢,) de h sont liés par la relation

[n) = ptn), (3.31)

et
(nl M lon) = (Gul H [thn) = (n| nH |tn) (3.32)
6n) =0 1Yn) = p" lon) (3.33)

ce que veut dire que 'Hamiltonien H est hermitien dans le nouvau espace de Hilbert muni d’un

n—produit scalaire de ses vecteurs propres |1,).

D’autre part, I'Eq. (3.32) implique que 'Hamiltonien H est pseudo-hermitien et son spectre
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est réel, mais elle n’est pas suffisante pour avoir un produit scalaire positif. Donc, il est plus

judicieux de choisir 'opérateur métrique 7 positif.

Le nouveau opérateur métrique p relie Uespace de Hilbert usuel H des vecteurs propres |, ) de
h, & un autre espace de Hilbert H,, des vecteurs propres [¢,,) de H. En plus, p transforme I’'Ha-
miltonien non hermitien H en un Hamiltonien hermitien A via la relation (3.25), et transforme

aussi les opérateurs position et impulsion de la maniére suivante
X = pzp ! et P = ppp !, (3.34)
de sort que la relation de commutation canonique reste invariante
[z,p] = [X,P] = ih, (3.35)

et 'Hamiltonien non hermitien H (z,p) peut s’écrire comme un Hamiltonien hermitien en

fonction des nouvelles coordonnées canonique X et P

H (z,p) = ph (z,p)p~" = h (pxp~",ppp™") = h (X, P). (3.36)

Alors, 'opérateur métrique p est une transformation de l’espace de Hilbert usuel H a un
nouveau espace de Hilbert noté par H,, ou les opérateurs H, X et P ne sont pas hermi-
tiens dans I'espace de Hilbert usuel H, mais ils sont dans le nouveau espace de Hilbert H,,
ce qui implique que H,X et P sont des observables dans H,. Par contre, les opérateurs

h,x et p sont hermitiens dans I'espace de Hilbert usuel ‘H et ils ne le sont pas dans H,,.

Les propriétés de 'opérateur métrique 7 définissent la différence entre la quasi-herméticité et
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la pseudo-herméticité. Dans le tableau suivant nous exposons les différents cas possibles 77

HY = ptpH (pip) ™ H'in=nH HY =nHn™!
hermiticité de n v v v
inversibilité de n v X v
positivité de n v v X
n—produit scalaire positif positif positif ou négatif
spectre de H réel réel ou complexe réel
terminologie de H | quasi-pseudo hermitien | quasi-hermitien | pseudo-hermitien.

Si lopérateur métrique est linéaire et positif mais non inversible, I’Hamiltonien vérifiant la
condition H'n = nH est appelée Hamiltonien quasi-hermitien. Tandis que, si 'opérateur mé-
trique est linéaire, inversible et hermitien, alors la condition Hn = nH peut s’écrire sous la
forme H' = nHn~! et dans ce cas ’Hamiltonien est pseudo-hermitien. Concernant la construc-
tion d'un opérateur métrique, la pseudo-hermiticité peut conduire & une métrique indéfinie et
un produit scalaire positif ou négatif, qui est en contradiction avec la mécanique quantique,
tandis que la quasi-herméticité garantit I’existence d’une métrique définie positive avec un pro-
duit scalaire positif. En ce qui concerne les propriétés spectrales de H, la pseudo-hermiticité
assure la réalité du spectre, cependant dans le cas de la quasi-hérmiticité le spectre peut étre

réel ou complexe [32].

Il convient de souligner la caractérisation des hamiltoniens non hermitiens avec un spectre réel
donné par le théoréme précédent s’applique aux Hamiltoniens qui admettent un systéme biotho-
normal complet des vecteurs propres. Une généralisation de ce résultat au cas des hamiltoniens

arbitraires n’est pas connue.

3.4 Relation entre la P7-symétrie et la pseudo hermiti-
cité

Dans cette partie, on va suivre les travaux de Mostaphazadeh [35, 36], o il a montré que la

réalité du spectre des Hamiltoniens P7 —symétriques vient de leur pseudo hermiticité, c’est a
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dire, tout Hamiltonien P7 —symétrique, ot la symétrie P7 n’est pas brisée, est un hamiltonien

pseudo-hermitien.

Pour trouver la relation entre la pseudo-hermiticité et la P7 —symétrique, nous écrivons ’opé-

rateur métrique 7 sous la forme suivante
n=">_|¢n) (¢nl, (3.37)

et par conséquent

= " [tbn) (], (3.38)

d’autre part I'opérateur de parité est donné comme suit
P = Z )" [6n) (60l (3.39)

alors

NP = Z )" [thn) (0] (3.40)
Dans la représentation des positions, 'opérateur =P s’écrit comme suit

(@l ' Ply) =D (=1)" 5 (@) du (y). (3.41)

n

Puisque nous avons considéré que la symétrie P7 n’est pas brisée, alors Alors, on a

(=1)" ¢y (z) = (2), (3.42)

et la relation (3.41) devient
(@ Ply) = tn () én (1) (3.43)

cette relation coincide avec 'équation (2.26) qui défini Popérateur C, donc

n'P=C (3.44)
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3.5 ApplicationS des Hamiltoniens non-hermitiens

3.5.1 Etude du systéme a deux niveaux en cas pseudo-Hermiticité

On reprend 'exemple précédent qu’on fait pour les Hamiltonient P7 —symétrique dont 1’'Ha-

miltonien
re s
H = , , (3.45)
s re ¥
et les valeurs propres sont don-
nées par
e+ =rcosf £ scosa, (3.46)
avec
,
sinaw = — sinf. (3.47)
s

En utilusant 'Eq. (3.48) , et puisque l'opérateur C est unitaire et hermitien, alors I'opérateur

métrique est donné par

1 0 1 18in o 1
n="PC= (3.48)
cosa \ 1 0 1 —isin a
d’ou
1 1 —isin o
Cos@ \ gsina 1
En calculant 'opérateur p = 77%, on obtient la forme suivante
1 sing —icoss
p= 2 2, (3.50)

cosa 1 COS % sin %

a partir de cette relation, on peut trouver I’Hamiltonien hermitien h correspondant & 1’Hamil-

tonien pseudo-hermitien H, comme suit

. rcos) —scosa
h=pHp " = , (3.51)

—scosa rcost
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les valeurs propres et les états propres de h sont données par

Ey =7rcosf =+ scosa

(3.52)
et

) -5(7),

|E_) = %G) (3.53)

on note que F = e4.,c’est a dire que h et H sont iso-spectraux.

Les états propres de H sont deduits a partie de ceux de h par la relation

|¢:‘:> = p_l |Eﬂ:> ’

(3.54)
donc .
thy) = . (612) (3.55)
T Vacosa\eE) '
et .
) e "2
, — o |- 3.56
o) = =—(“ i) (3.56)
Les états prores de H sont orthogonaux
(Yl hg) =0, (3.57)
et ils vérifient le n—pseudo scalaire
(Vsln ) =1

(3.58)

par contre les états propres de h sont aussi orthogonaux et vérifient le produit scalaire usuel,
alors

(Bl Ey) =1, (3.59)
et

(Ex| Ex) =0, (3.60)
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3.5.2 Hamiltonien pseudo-hermitien équivalent & I’Hamiltonien de

P’oscillateur harmonique

On considére "'Hamiltonien suivant [30]

p2

H=1"—if@)p+ B (). (3.61)

ou f(x) et 5 (x) sont des fonctions réelles de x.

Il est claire que I’'Hamiltonien H n’est pas hermitien, ou son adjoint est donné par

HT—ﬁJr'
2

= - +if @p+ T (@) + 8 (), (3.62)

puisque l'opérateur métrique n’est pas unique, on le prend comme suit

n =, (3.63)

pour trouver la fonction A (z), en utilisant les Egs. (3.61), (??), (3.63) et la relation de pseudo-

hermiticité en substituant dans la relation de pseudo-hermiticité
H' =nHn™", (3.64)

pour déterminer I’éffet de 'opérateur métrique sur les opérateurs position et impulsion, on

utilise la propriété suivante

1 1
e*Be™ = B+ [A, B] + o [A, [A, B]] + 3 [A, [A, [A, B]]] + ... (3.65)

alors
nant = et npnt = p+iN (2), (3.66)
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alors 'Eq (3.64) devient

1
HY = — (p+iXN) —i(p+iN) + 8,

2m
1 ) ' /\/ )\/2 )\//
= 2 AN AN SV
5P i (m f)p o T o TN B (@),
en comparant les Eq. (3.62) et (3.67), on trouve
Yo f=i

)\/2 P o
—om t g H N =T
la solution de ce systéme d’équations est
)\':2mf:/\:2m/f(x)d:17,

alors 'opérateur métrique dans ce cas est donné par

0 — exp {2m/dxf (x)] |

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

Pour trouver I’Hamiltonien hermitien A qui correspond I’Hamiltonien H, en utilisant la relation

n = ptp, et puisque 7 est réel, alors

-

donc

prp =,

ppp~ " = p+imf,
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et

h=pHp*
. 2
ZW—if(pﬂmeﬁ
— %+%f2+f/+ﬁ. (3.74)

On note que les fonctions prores |¢) et |¢)) de h et H respectivement sont reliées par la relation

suivante

o) =exp | [[def ()] 10). (3.75)

Maintenant, prenons un exemple pour un Hamiltonien non hermitien ou f () = —wz , 8 = —¢

et w est la fréquence est une fonction alors I’Hamiltonien est donné par
p* w
H=——wzp+ —, 3.76
5 Pt (3.76)
alors 'Hamiltonien adjoint est donné par

2

H = f—m +iwap — ‘5" (3.77)

et 'opérateur métrique est le suivant

7N = exp [—mwa] ,

donc
o [T
10 - p 2 9
et
prp ' =z, (3.78)
popp L = p — imwz, (3.79)

dans ce cas, I'expression de I’Hamiltonien hermitien équivalent h coincide avec celle de 1’oscil-
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lateur harmonique

2
_p 1 2 2
h = G- + 5w (3.80)

et sa soluion de I’équation de de Schrodinger est la suivante

mwy 1 1 mw _mw 2
on@) = () gt () (381)

ou H, ( %x) est le polynome d’Hermite avec h = 1.

La solution de I’équation de Schrodinger de I’Hamiltonien non hermitien H est donné a partir

de la formule (3.81) par
Un (2) = p 7 on (@) = €72 " (). (3.82)

On note que le spéctre d’energie est commun entre les hamiltonien h et H, et il est donné par

B, = <n + %) . (3.83)

3.5.3 Hamiltonien d’un Oscillateur harmonique dans un potentiel

linéaire complexe

En consédirant que ’'Hamiltonien H s’exprime dans ce cas sous la forme suivante [30]

P’ Lo 9o, .
H = o Hgmwt + AT, (3.84)

oll A est un parameétre réel.

Il est claire que H n’est pas hermitien et que H' est donné par

2
1
HT:p——I——mw2

2 s
5 T3 r° — i\, (3.85)

I’Hamiltonien H soit pseudo-hermitien si et seulement s’il satisfait la relation de pseudo-
hermiticité suivante

H' =nHn™!, (3.86)
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et puisque 'opérateur métrique n’est pas unique, on peut le prendre comme suit

n=e, (3.87)
alors
7]:1:77_1 = —1a et 77]77]_1 =D, (3'88)
qui signifie que
1 p2 1 2 2
:%%—ﬁmwx +i(/\—mwoz)x+/\a—§mwa, (3.89)

en comparant les relations (3.85) et (3.89), on trouve

A —mw?a = -\
(3.90)
Ao — %muﬂa? =0,
la solution le ce systéme d’équations est
2\
alors
2)
7’] = emp, (392)
et dans ce cas, la forme la plus simple de 'opérateur p est donnée comme suit
A
10 = 6mw2p, (393)

L’opérateur p commute avec 'opérateur impulsion, par contre ’action de p sur l'opérateur

position x donne
(3.94)
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alors I’Hamiltonien hermitien correspondant

h=pHp*
2 2

D 1 2
—%—l—émw (ZL’—Zm 2) —i—z/\(x—zmwz)

p2 2 2 A’
" om * me + 2mw?

)\2
Bose + — (3.95)

ol h,s. est ’Hamiltonien de 'oscillateur harmonique. La solution de I’équation de Schrodinger

pour I"'Hamiltonien (3.95) est donnée par

.22

On (2,1) = '2m2', (1), (3.96)

avec ¢, (x) est la soulution de 'équation de Schrodinger de P'oscillateur harmonique et elle est

donnée par la relation (3.81).

Les valeurs propres de ’Hamiltonien (3.95) sont

E, = (n + 1) wo N (3.97)

2 C 2mw?’

Finalement, la solution de I’équation de Schrodinger pour ’Hamiltonien non hermitien (3.84)

est donnée par

Yo () = pn (2) = e 7P, (2) (3.98)

en utilisant la propriété suivante
ePo, (z) = ¢ (T + i), (3.99)

alors

(@) = 700 (0) = 0 (05, (3100
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3.5.4 Oscillateur Harmonique a deux dimensions dans le potentiel

i[A(zy + 22) + B (p1 + p2)]

Dans ce cas, on étudie ’'Hamiltonien non hermitien, qui représente 'oscillateur harmonique a

deux dimensions dans un potentiel complexe

1 :
H =2 (01 +05) + 5 (01 +3) +i[A (@ +22) + B (pr+p2)] (3.101)

DN | —

ou A et B sont constants réels, x; et p; sont les opérateurs position et impulsion respectivement,

qui satisfont aux relations de commutation standard de Heisenberg
[, pk] = 003, (3.102)

et
[25, 2] = [pj, pa] = 0, (3.103)
ouj, k=12

Il est claire que ’'Hamiltonien H n’est pas hermitien, et que

1 .
H' = (pf +p§) + B (93% + :1:%) —i[A (21 +22) + B (p1 +p2)], (3.104)

DO | —

il est claire aussi que I’Hamiltonien H n’est pas P7 -symétrique car

1
PTHPT == (p} +p3) + 3 (23 4+ 23) +i[A(z1 +22) — B(p1 + p2)], (3.105)

N | —

alors
PTHPT + H. (3.106)

Maintenant, on cherche un opérateur métrique qui fait I’Hamiltonien h pseudo-hermitien
HY =nHn™, (3.107)
nous choisissons 'opérateur métrique sous la forme

n =exp|a(pr + p2) + B (x1 + x2)], (3.108)
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alors son inverse est

n "t =exp[—fB(z1 +22) — a(p1 +p2)], (3.109)
d’ou
nzn =z —ia, (3.110)
et
npm ' = p; +iB, (3.111)

en substituant dans la relation (3.107), on trouve

1 : 1 . 1 . 1 .
77H7771 = 5 (P1 + Zﬁ)Q + 5 (pz + 25)2 + 5 (xl — 204)2 + 5 (xg — 2a)2
1 1 )
=5 (W7 +p3) + 5 (e1 +23) +i(B+ B) (1 + o)

+i(A+a)(z +32) — 32— o +24a — 2BS. (3.112)

L’Hamiltonien H soit pseudo-hermitien si et seulement si L’éq. (3.112) est égal a 1’éq. (3.104) ,

c’est a dire

HY = - (02 +p3) + 5 (a2 +22) —i[A (21 + 22) + B (p1 + ps))]

- (p%—l—pg) + (ﬁ"‘xg) +i(B+ B) (p1 + p2)

NN
NN -

+i(A—a)(z; +29) — B2 — o + 2Aa — 2B,
qui a conduit au systéme d’équations suivant

B+ B=-B
A—a=-A (3.113)
—B%—a?+24a — 2BB =0,

donc § = —2B et a = 2A, et opérateur métrique devient

n =exp |24 (p1 + p2) — 2B (21 + x3)] . (3.114)
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On peut choisir 'opérateur p comme suit
p=-exp|A(p1 + p2) — B (21 + x9)], (3.115)
alors, ’action de ce dernier sur les opérateur position et impulsion est donné par
prip ' =x; —iA, (3.116)
et

ppip~ " = p; —iB, (3.117)

en substituant dans la relation qui relie I’Hamiltonien non-hermitien H pas son hamiltonien

hermitien correspondent, on trouve

h=pHp! (3.118)

= SR g (a4 ) A B

qui représente I’Hamiltonien de 'oscillateur harmonique a deux dimensions ot m =w = h = 1.
L’équation de Schrodinger pour cet Hamiltonien est la suivante

1

1
3 (p} +23) + 3 (p3 + 23) | @ (w1, 32) = e (z1,22) (3.119)

oue = E,,, — A?— B2 Cette derniére équation est elle-méme séparable en z; et x5, c’est-a-dire

@ (21, m2) = X (1) € (22) (3.120)

alors
5 (7 +23) x () = By () (3121)
(3 + 73 € w) = Bk (). (3122)

Ces derniéres équations sont celles d’un oscillateur harmonique & une dimension, x (x;) et & (x2)
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ont la méme la forme dans la relation (3.81), et

1 1
e=F +FE, ou E1:n+§ et E2:m+§, (3.123)

alors ’énergie du systeme étudie est

Epm =€+ A%+ B?

=n+m+1+A*+ B (3.124)

L’Hamiltonien non-hermitien H a le méme spectre d’énergie F, ,,, tendis que sons vecteurs

propres sont donnés par

Unn (21, 22) = p~ @ (1, 22)
= exp [A (p1 +p2) — B (21 + 22)] X (1) § (2)
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Chapitre 4

Conclusion générale

Ce mémoire est consacré a I’étude des Hamiltoniens non-hermitiens indépendants du temps,
aves des spectres réels. Apres avoir introduit les outils mathématiques et les symétries discrétes
en mécanique quantique, nous avons présenté la théorie quantique P7 symétrique introduite par
Carl Bender et Stefan boettcher en 1998. Cette derniére a pour objet 1’étude des Hamiltoniens
non-hermitiens qui restent invariants sous l'action de l'opérateur P7, ou P est I'opérateur
parité et 7 est 'opérateur de renversement du temps. Si la symétrie P7 n’est pas brisée, alors,
les Hamiltoniens P7 -symétriques ont des valeurs propres réels, et ils sont invariants aussi sous
la transformation représenter par 'opérateur de conjugaison de charge C. Dans ce cas, le CP7 -
produit scalaire est défini positif. A la fin de ce chapitre, nous donnons un exemple sur les

Hamiltoniens P7 -symétriques 2x2.

Dans le dernier chapitre, nous avons présenté la théorie quantique pseudo-hermitienne. Cette
théorie est introduite par Ali Mostafazadeh en 2002, ou il a montré que chaque Hamiltonien
qui satisfait la relation H' = nHn~' est pseudo-hermitien, ot 1 est 'opérateur métrique, qu’il
devait étre défini positif et Hermitien.

Nous avons aussi vu que la pseudo-herméticité est une condition nécessaire et suffisante pour
garantir la réalité des spectres des Hamiltoniens, c’est-a-dire que chaque hamiltonien de spectre
réel est pseudo-hermitien, et I'inverse est tout aussi vrai. Alors, la théorie quantique pseudo-

hermitienne est plus générale que la PT-symétrie, et en particulier, les Hamiltoniens P7 -

symétriques appartiennent a la classe des Hamiltoniens pseudo-hermitiens.

On peut résumer les résultats des deux derniers chapitres par le diagramme suivant
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1 Hamiltonien
naon brisure de

Z pseudo-
Brisure de PT PTsymetie o itien
symétrie PTip = ¢
PT + ¢
3g,£* [H.PT] =0 i

o

Figure 5.1 : Diagramme de llinteraction entre la classe des

Hamiltoniens pseudo — hermitians et PT — symétries [30]

A 1a fin de ce chapitre nous avons donné quatre exemples des hamiltoniens pseudo-hermitiens,

ol nous avons trouvé la solution de ’équation de Schrédinger pour chacun et nous avons montré
la réalité de son spectre.
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Résumeé:

Ce mémoire est consacré a 1’étude des systémes quantiques non-Hermitiens ayant
des spectres réels.

Nous avons commencé ce mémoire par une présentation générale des outils
mathématiques, postulats de la mécanique quantique et les symétries disctrétes.

Nous avons introduit ensuite la théorie quantique P7-Symétrique, dévelop-
pée par C. M. Bender and S. Boettcher en1998, o ils ont montré que les spectres
des Hamiltoniens invariants sous l'action d’opérateur P7, ou la symétrie P7T
n’est pas brisée, sont réel, et le CP7 -produit scalaire est défini positif, avec P,
T et C sont respectivement les opérateurs de parité , de renversement du temps
et conjugaison de charge.

En 2002, A. Mostafazadeh a introduit la théorie quantique pseudo-Hermitienne,

ou il a montré que les valeurs propres de chaque Hamiltonien satisfaisant la
relation HY = nHn~" sont réelles et le pseudo-produit scalaire est défini positif.
n est opérateur métrique, il est un Hermitien et inversible.

A. Mostafazadeh a montré aussi que chaque Hamiltonian P7 -symétrique,
ou la symétrie P7 n’est pas brisée, est pseudu-hermitien.

Dans la derniére partie de ce travail, nous avons donné quelques applications
sur les Hamiltoniens P7 -symetriques et les Hamiltoniens pseudo-hermitiens.

Mots- clés :

Hamiltoniens non -hermitiens, P7-symétrie, CP7 -produit scalaire, pseudo-
hemiticité, opérateur métrique.



Summary:

This thesis is devoted to the study of non-Hermitian quantum systems having
real spectra.

We started this thesis with a general presentation of mathematical tools,
postulates of quantum mechanics and discrete symmetries.

Then, we introduced the P7-Symmetric quantum theory, developed by C.M.
Bender and S. Boettcher in 1998, where they showed that the spectra of Hamil-
tonians invariant under the action of the operator P7, where the P7-symmetry
is not broken, are real, and the CP7-inner product is positive definite, where
P, T and C are the parity, time reversal and charge conjugation operators,
respectively.

In 2002, A. Mostafazadeh introduced the pseudo-Hermitian quantum theory,

where he showed that the eigenvalues of each Hamiltonian satisfying the
relation Hf = nHn are real and the pseudo-inner product is definite positive.
We note that the metric operator n is Hermitian and invertible.

A. Mostafazadeh also showed that each Hamiltonian P7 -symmetric, where
the P7 symmetry is not broken, is pseudu-Hermitian.

In the last part of this work, we have given some applications on P7-
symmetric Hamiltonians and pseudo-Hermitian Hamiltonians.

Keywords :
Hamiltonians non-Hermitians, PT-symmetry, CPT-scalar product, pseudo-
hemiticity, metric operator.
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