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Résumé

Ce travail a consist¢ & faire une étude de la méthode numérique de
génération de maillage en deux dimensions.

Le principe de la méthode est exposé, ainsi que les différentes techniques
utilisées. Parmi ces techniques on a choisi le modéle elliptique (équation de
Poisson) qui est basé sur la résolution des équations aux dérivées partielles.

La méthode de génération de maillage est ensuite appliquée a un
écoulement externe subsonique.

Pour effectuer la génération de maillage ainsi que la résolution des
équations du probléme physique étudié, on a élaboré un programme appel€
“Maillage”, ou les programmes sources sont édités en langage fortran.

En fin, des confrontations avec des résultats publiés dans la littérature ont
permis de valider les résultats obtenus.

Mots clés : Méthodes numériques - Génération de maillage - Méthode des
différences finies - Aérodynamique - Ecoulement potentiel incompressible.

Abstract

This work has consisted in making a study of the grid generation numerical
method in two dimensions.

The principle of the method is exposed, as well as the different techniques
used. Among these techniques we have chosen the elliptical model (Poisson
equation) which is based on the resolution of the partial differential equations.

The grid generation method is then applied to a subsonic external flow.

To realize the grid generation as well as the resolution of the equations of
the studied physical problem, we have elaborated a programme called
“Maillage”, where the source programmes are edited in FORTRAN language.

At last, confrontations with published results in literature have permitted to
validate the obtained results.

Keywords, Numerical methods - Grid generation -Finite differences method -
Aerodynamics - Incompressible potential flow.
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INTRODUCTION

L utilisation des méthodes numériques dans les études d’aérodynamique sert & fournir
un moyen rapide et bon marché de simuler les écoulements des fluides ainsi qu’a mettre au
point des outils complémentaires aux données obtenues dans les tunnels aé¢rodynamiques en
vue de la conception des véhicules aérospatiaux. Les méthodes numériques ménent aussi 4
des modéles hybrides (théorie expérience) qui favorisent la compréhension de phénomenes
trés complexes comme la turbulence et le décrochage dynamique. La simulation numérique,
qui est en relation directe avec la physique (problémes posés par la turbulence et le transfert
de chaleur), les mathématiques (développement d’algorithmes toujours plus efficaces) et
I’informatique (développement de langages, de compilateurs et d’ordinateurs toujours plus
puissants), représente un moyen de recherche courant dont I’évolution et les performances
des moyens de calculs ont permis I'essor de I’industrie aérospatiale. On reconnait
aujourd’hui la simulation numérigue comme un moyen de conception efficace et
indispensable a I’élargissement du champ d’application de I’aérodynamique. Dans la phase
de conception d’un nouveau design d’avion, par exemple, la simulation numeérique donne
I’occasion :
- de simuler des phénoménes physiques complexes ;
- d’étudier les interactions de  plusieurs disciplines  (thermodynamique,
aéroélasticite, efc.) ;
- d’améliorer les modéles théoriques en passant des fluides parfaits (équation d’Euler)
aux fluides réels (équations de Navier Stokes) ;
- de mieux optimiser P’appareil en tenant compte d’un plus grande nombre de
paramétres, donc en se rapprochant de plus en plus de I’écoulement réel ;
- de raccourcir la durée de mise au point du prototype finale.

Parmi les méthodes numériques utilisées dans le domaine d'aérodynamique, les
méthodes des panneaux, la méthode de génération de maillage qui fait 'objet du présent

travail.
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La génération automatique de maillage s'est développée ces derniéres années en une
théorie & part. Elle a connu un progrés considérable dans le domaine de génération des
systémes de coordonnées résolus numériquement. Une grande variété de ces systemes a éte
présentée dans la littérature. L'application des maillages obtenus a été généralisce a
différents domaines d'écoulements externes et internes des fluides, en particulier au domaine
de 'aérodynamique.

Notre travail présente les différentes techniques de génération de maillage quadrilatére
en deux dimensions, ainsi D’application de cette méthode a un écoulement externe
subsonique.

Les différentes méthodes de génération de maillage sont présentées dans le chapitre 1.
La formulation mathématique et la résolution numérique de la méthode choisie pour générer
le maillage sont présentées dans le chapitre 2. Dans le chapitre 3, nous présenions
’application de cette méthode a un écoulement externe subsonique. En plus, le code de
génération de maillage et le code de la résolution du probléeme physique étudié sont
présentés dans le chapitre 4. En fin, des résultats de génération de maillage et de son

application sont présentés dans le chapitre 5.
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Génération de maillage

La génération automatique de maillage consiste a générer un systeme de coordonnées
curvilignes qui détermine le champ de calcule dans lequel seront exprimées toutes les
équations du probléme physique. Ce champ est un rectangle monobloc ou multi blocs
obtenu par transformation du domaine physique en domaine computationel. De nombreux
développements des techniques de génération de maillage ont été effectués notamment en ce
qui concerne les problémes a deux dimensions pour des résolutions numériques utilisant soit
les éléments finies soit les volumes finies ou les différences finies.

Les différentes méthodes de la génération de maillage différent les unes des autres par
les propriétés que vérifient les maillages générés par les modeles mathématique
correspondants. Il est alors nécessaire, avant tout  choix de 'une de
ces méthodes, de connaitre les propriétés optimales que doit vérifier le maillage. Ces
proprié€tes sont :

e Bonne régularité du maillage (lissage) ;

e Adaptation du maillage aux conditions aux frontieres ;

e Adaptation du maillage aux propriétés des différentes régions du domaine physique (les
régions a forts gradients) ;

e Orthogonalité.

Vu la grande variété des travaux relatifs a la génération de maillage qui existent dans la
littérature, nous nous limiterons & ceux qui connaissent une grande application dans les
domaines de mécanique des fluides et de transfert de chaleur. Ces travaux sont bas¢s
essentiellement sur les méthodes des différences finies.

Les approches les plus pgpﬁﬁwes pour la résolution du probleme de valeur limite et la
génération des points inte’rieu?gs, s:}ﬂ:t les suivantes :

e approche utilisant les transformations conformes par interpolation lin€aire
des nceuds internes
e approche par interpolations linéaires des nceuds internes ;

e approche par résolution numérique des équations différentielles aux dérivées partielles.
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L1. Classification des techniques de génération de maillages :
L1.1, Transformations conformes :

Les approches les plus classiques dans la génération des maillages sont les
transformations conformes. Elles utilisent les fonctions élémentaires dans le plan complexe.
Dans ces techniques il est possible d’écrire la relation entre les domaines physique (x, y) et

computationel (£, 1), a deux dimensions, comme :

dx _ hcos@ - hsin8 || d& (Ll
dy| | hsin@ hcos@ ||dn ‘
Avec, h: facteur scalaire.

8 : Angle entre latangente a la droite £ et ’axe x.

Lorsqu’une transformation conforme est utilisée, le plan computationel (§, ) est relié
au plan physique (x,y) par les équations de Laplace :

Exx TE&y =0 (1.2)
MNxx + Ny =0

Et les conditions de Cauchy Riemann £ =1, et &, = -n . Ainsi il est possible de
construire les solutions & (x,y) et mn (X, y) par superposition et par des transformations
conformes (Milne-Thompson, 1968) [3].

En utilisant les variables complexes, z = x + iy et { = £ + in, une transformation
conforme peut étre exprimée symboliquement comme, Z= F ({), ou sous une forme plus
pratique :

dZ=Hd{ oubien  Z=[Hd(
Ou H=he"=h (cosb + i sind).

Nous savons que la transformation conforme est généralement utilisée afin
d’obtenir les solutions d’écoulements potentiels bidimensionnels autour des
configurations relativement complexes , en ramenant, par une transformation
appropriée, le probleme a celui d” un écoulement autour d’un obstacle simple tel
qu’un cercle de rayon égale 4 'unité. Comme dans toute technique de génération de

maillage , une transformation conforme consiste 4 :
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il est par conséquent utilisé pour la génération de maillage dans des domaines avec
frontiéres externes arbitrairement localisées.

Les modéles hyperboliques ont été traités par Starius et al. Il sont rapides et générent
des maillages orthogonaux mais présentent I’inconvénient non généraux et de propager les
discontinuités des frontiéres vers I’intérieur du champ d’étude.

Les modéles paraboliques sont aussi rapides que les modeles hyperboliques. Les
maillages qu’ils générent sont plus réguliers que ceux des systémes hyperboliques mais
moins que ceux des systémes elliptiques.

Quant aux modéles elliptiques, ils nécessitent généralement la résolution d’un systeme
d’équations différentielles aux dérivées partielles, souvent non linéaires, avec des conditions
aux limites spécifiées sur toutes les frontiéres. Ces modéles sont plus difficiles 4 mettre en
ceuvre et plus lents que les modéles paraboliques ou hyperboliques mais d’un autre coté, ils
présentent |’avantage d’étre plus généraux, s’appliquer a des configurations de frontiéres un
peu plus complexes. Par ailleurs, les maillages générés par ces modéies sont tres réguliers
méme si les domaines considérés présentent des irrégularités sur les frontieres ou
distribution des points aux frontiéres non uniforme. De plus, ces systemes elliptiques ne
propagent pas les discontinuités des frontiéres vers le champ étudié et générent des
maillages dont orthogonalité est beaucoup mieux vérifiée que dans le cas des methodes
algébriques. En outre, la conformité des maillages est souvent requise avec des systemes
elliptiques, en particulier le systéme de Laplace. Cependant, vu la non linéarité des
équations de ces systémes, il est en général, nécessaire de leur joindre d’autres méthodes
de génération de maillage, plus rapides, telles que les méthodes algébriques afin d’assurer
une meilleure convergence de la solution.

L’utilisation de ce type de systémes de coordonnées, a ét€ initialement appliquee aux

domaines bidimensionnels simplement connexes

.L.2. Aspects physiques :
Avant d’entamer ces techniques, il convient d’éclaircir les relations existant entre le
domaine computation (transformé) et le domaine physique. La schématisation d’une

frontiére typique entre les domaines physique et computationel peut étre interprétée comme
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étant la relation entre une région doublement connexe et simplement connexe.

I.2.1 Région simplement connexe :
Définition : On dit d’un domaine D qu’il est simplement connexe si n’importe quelle
surface fermée , dont tous les points sont contenus dans le domaine , délimite un sous

domaine contenu intégralement dans le domaine D,[4] .

1.2.2 Région doublement (multi-) connexe :

Définition : Une région est dit doublement connexe s’il n’existe que deux chemins non
conciliables pour relier deux points quelconques. Dans cette région, 1l n’existe alors qu’un
seul contour fermer irréductible [1].

On peut facilement généraliser ces concepts pour définir des régions multi connexes en
terme du nombre de contours irréductibles. Le nombre minimal de coupures nécessaires
pour obtenir un domaine simplement connexe, auquel on ajoute 1, indique 'ordre de
multiplicité :

N multiplicit¢ =N coupures + 1

L.3. Transformation du domaine physique ¢n domaine de calcul :

La génération de maillage a été initialement appliquée a des domaines simplement
connexes (ne possédant pas d’obstacies). Cette théorie s’est généralisée aux domaines
doublement connexes (ayant un obstacle) et aux domaines muiti connexes a plusteurs
obstacles. Lors de la génération de maillage, il y a transformation du domaine physique en
un domaine computatione! ou de calcul, dans lequel aura lieu la résolution numérique du
modéle mathématique .Plusieurs méthode de transformation existent. Nous présentons, dans

ce qui suit, les méthodes de transformation les plus utilisées [1].

L3.1. Transformation des domaines simplement connexes :
L’exemple le plus simple qu'on peut citer, est la transformation d’un domaine
simplement connexe en un domaine rectangulaire monobloc ou multi blocs. Nous pouvons

illustrer cette transformation & travers les différents types existants :
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Type 1:
Ce type de transformation est le plus simple et consiste a transformer un domaine
délimité par quatre courbes en un rectangle dans le domaine de calcul.On obtient alors une

correspondance entre les discontinuités du domaine transformé avec les sommets A,B,C et

D du rectangle.
D c D . c ’
A B A B’
v n
L. L.
3
Domaine physique Domaine computationel

Figure. (I.1). Transformation d’un domaine simplement connexe délimité par
quatre courbes en un simple rectangle dans le champ de calcul
Type 2: Ce type de transformation est un peu plus complexe du fait qu’on passe d’un
domaine arbitraire de forme en L, qui peut étre monobloc ou composé de plusieurs blocs,
vers un autre plus régulier. Dans ce cas, deux types de configurations sont possibles :
a) Transformation d’un domaine physique en forme de L tordu, en un domaine régulier

ayant la méme forme L dans le domaine de calcul.
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i :

F E
\ C

D "

T\ ° )
B
! : 0 l N B’
. : £ . ;
Domaine physique Domaine computationel

Figure. (1.2).Transformation d’un domaine simplement connexe en forme de L

en un domaine régulier possédant la méme forme en L.

b) Transformation d’un domaine simplement connexe en forme de L en un domaine
rectangulaire monobloc dans le champ de calcul.Ce type de configuration assure une
grande facilité dans 1’établissement d’un algorithme de calcul dans le champ transforme.
Cependant, il convient de la mauvaise précision du maillage au voisinage des points A et D
a cause de la discontinuité qui existe en ces points.

(3 D’ C
|
y "l nI F’ A B’
x Domaine physique tDomaine computationel

Figure (L.3) : Transformation d’un domaine physique en forme de L
en un rectangle monobloc
Type 3 :Lorsque la frontiére du domaine physique est de forme plus compliquée, ia
configuration du champ transformé est plus variée .Ainsi pour le méme domaine physique,
plusieurs cas sont possibles comme illustré dans ce qui suit :
a) Le cas de la transformation de la figure (1.4) alieu lorsqu’on a un écoulement autour
d’un obstacle courbe ABD et dont les points A et D représentent les points d’arrét Dans ce

cas , ce type de transformation est trés appropri€.



Chapitre [ Génération de maillage
G F G’ F’
I
\ !
//"‘
< !
i
Y l A B D 3 '1‘ A B’ c’ D’ £
x 3
Domaine physique Domaine computationel

Figure. (1.4). Transformation par aplatissement de I’obstacle.

b) Le cas de la transformation de figure (1.5) se rencontre lorsque le point C subit une
grande distorsion du fait qu’un grand nombre de points peuvent étre attirés au voisinage de

ce demnier.

G F Go Fl’

-
-l
&

Y. A 8 6_ E 1 | A 8D E
x 13

Domaine physique Domaine computationel

Figure. (L5). Transformation de I’obstacle en un plaque.
¢) Ce type de configuration de est similaire a celui de Fig (1.3), a ’exception de la plus
grande distorsion du maillage qui apparait, dans ce cas ,aux points G et F au lieu des points
B et D comme dans le cas de la Fig (1.3). En outre, puisque les points G et F se trouvent sur
la frontiére extérieure ol régne I’écoulement uniforme, I’erreur en ces points est plus faible

qu’aux points B et D.

10
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G
G’ F i
¥
Y I A B
x - ¢ D'
Domaine physique Domaine computationel

Figure. (1.6). Transformation par aplatissement de I’obstacle avec une bonne

résolution.

1.3.2. Transformation des domaines doublements (multi-) connexes :
Nous avons déja cité dans I’aspect physique les différents régions topologiques que l’on
peut rencontrer et parmi les quelles on trouve les régions doublement connexes. L’ exemple
le plus typique est 1’écoulement interne dans une conduite avec obstacles .En outre, on peut
aussi citer 1’écoulement externe autour d’un ou plusieurs obstacles comme dans le cas des
ailettes d’une hélice ou les profils d’ailes et qui fait I'objet de la présente ¢tude 11 est
important de noter que ces transformations dépendent essentieliement de la forme des
obstacles. Nous présentons maintenant quelques exemples illustratifs dans les paragraphes,
qui suivent.
1.3.2.1. Transformation des obstacles en sous régions :

Lorsqu’on posséde un obstacle ayant une épaisseur relativement plus importante
comparée a son allongement, il est plus approprié¢ de le transformer dans ce cas en un

rectangle, en essayant de conserver le méme degré de connexité,

i1
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H G
Dl
A B
| | E’ F
§
Domaine physique Domaine computationel

Figure. (1.7). Transformation de I’obstacle en sous région.

1.3.2.2. Transformation des obstacles en segments de droites :

Ce type de transformation s’effectue dans le cas ou les obstacles considérés ont des

épaisseurs relativement faibles .Un exemple d’illustration est donné dans ce cas :

Domaine physique Domaine computationel

Figure. (L8). Transformation de I’obstacle en ur segment de droite.

12



Chapitre 1 Génération de maillage

1.3.2.3. Transformation des obstacles par coupure :

Cette technique constitue un outil tres efficace pour palier au probléme de distorsion qui
apparait lors de la transformation de 1’obstacle en une sous région ou en segment dans le
champ de calcul. Elle permet }’obtention d’un domaine transformé rectangulaire simplement
connexe et cela peut étre effectué par l'introduction d’une (ou plus) coupure dans le
domaine physique.

Les types de configurations les plus utilisées en aérodynamique externe sont le type "O"
et le type "C".

Configuration de type "C":

7 6
1 2 3 4 5
L.
&
Domaine physique Domaine computationel

Figure. (1.9). Transformation du domaine physique par coupure
(Configuration type C)
Configuration de type "O" :

Domaine physique Domaine computationel

Figure. (1.10). Transformation du domaine physique par coupure

(Configuration type O).

13
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I.4. Formulation et analyse des techniques de génération de maillage :

Compte tenu de la grande variété des travaux relatifs a la génération de mailiage
existent dans la littérature, nous nous limiterons & ceux qui connaissent une grande
application en aérodynamique .Nous présentons dans ce qui suit les techniques les plus

utilisées pour générer le plan transformé :

I.4.1. Techniques algébriques :

Les méthodes algébriques les plus utilisées dans la génération des maiilages sont celles
qui interpolent les points des frontiéres pour générer les points intérieurs. L interpolation
explicite peut étre en une dimension ou en deux dimension.

La qualité demandée est que le maillage généré doit étre bien conditionné en le variant
doucement vers un maillage orthogonal, car ces techniques ont I’inconvénient de propager
les discontinuités vers ’intérieur du domaine.

La distribution des points du maillage a I’intérieur est gouvernée par les fonctions de

condensation, Stretching, aux frontieres.

1.4,1.1. Fonctions de condensation « stretching » unidimensionnelles :
Les fonctions de condensation sont largement utilisées pour la distribution des points le
long des frontiéres particuliéres ainsi que des régions spécifiques (a forts gradienis) du
domaine qui nécessite un traitement avec une grande précision. Pour les écoulements autour
des corps, il est nécessaire d’introduire ces fonctions pour résoudre les problemes ot les
gradients des variables physiques sont larges.

11 est désirable d’exprimer les variables dépendantes et indépendantes dans la fonction
de condensation «Stretching» sous une forme normalisée. Dans ce cas, la variable

indépendante appropriée est

. n—n,
n = 13
n, —1n, (13)

avec: 0<mp <1 o mnm<Ensn

14
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Une fonction de condensation « Stretching » proposée par Robert (1971) et modifiée

par Eisemann (1979) [3], est la suivante :

S=an +(1 ~—a}{l - ta“h[bl(l_”*)]]

tanh(?,) (14)

Ou @ et b, sont des paramétres de condensation des lignes coordonnées.

1.4.1.2. Technique de deux parois :

Cette méthode est généralement illustrée par un canal bidimensionnel courbe, voir Fig.
(1.11). Tl est souvent nécessaire que les fonctions de condensation « Stretching », S ap(M’) et
Spc(n’) soient définies pour contrdler la distribution des points au dessous des frontiéres.
Des équations équivalentes a celles de (1.4) sont utilisées pour générer SAD(n*) et SBC(n*).
Pour obtenir la valeur de S entre les surfaces AD et BC, une simple interpolation linéaire est

recommandée, d’ol ;

S=Sap+& (Sec~ Sap) (L5)
Ou

‘f_fl

5*:_.__________

‘fz_‘fl

YI_. Re=N; E"El

X Figure. (1.11). Canal bidimensionnel curviligne.
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De la méme fagon, la distribution des points le long des frontieres AB et CD est
contrdlée par les fonctions « Stretching » rpc(E) et rap(£). Si rap et rpe sont considérées
comme étant les coordonnées généralisées mesurées le long de la surface, alors Xap(rag) et
Y as(ras) se suivent directement. Il en est de méme pour Xpe (r'pc) et Yope(rpe) -

La technique des deux parois utilise des moyens d’interpolation pour générer les points
intérieurs entre les deux frontiéres AB et DC. Une simple interpolation linéaire est donnée

dans ce qui suit :

X (€)= (1-S)Xap (ras) + S Xpc (rpc) (L6)
Y (En) = (1-8)Y s (raB) + 8 Ypc(rnc)

Ou S est donnée par (1.4).

La difficulté dans I’interpolation précédente réside dans le fait que les points du
maillage, adjacents a la frontiére, peuvent devenir tordus si les points sur les frontiéres
correspondantes (Xag,Yas ) et (Xpc,Ype) sont en dehors de I'alignement. Par conséquent,

il est préférable de remplacer (1.6) par :

Y, dfye )
XEm=px (S)XAB("AB)”*UUQ(S)Xl)c'(roc)"'];%(s{% (rAB))+7;ﬂ4 (S{d— (pe)

AB "o Y,

dX dXpe )
Y&, m=u (S)YAB("AB)"*'ﬂz(S)ch(rpc)_n!‘z(S)(d—@“ (rAB)]-T2ﬂ4(S{T (rDC))

T %
ou:
f,(s)=2s>-3s +1 . My (s)=-25"+35? (1.7)

2

(s)=5-25"+s C H(s) =5~

Les paramétres T, et T, sont utilisés pour controler la distance & I’intérieur du maillage

a partir de laquelle I’orthogonalité est renforcée.

16
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L.4.1.3. Technique de Gilding :

Dans ce paragraphe, une nouvelle technique de génération de maillage est développée
pour répondre aux besoins de nombreux problémes physiques pratiques.
Cette technique a été proposée par B.H.Gilding (1988) [1].Comme dans toute technique
algebrique, elle utilise les fonctions de condensation.

Considérons un domaine D simplement connexe dans le plan physique rapporté a un
systéme de coordonnées cartésiennes (x, y).Comme précédemment, on choisit une région de

forme quadrilatérale.
R={(En) &i<&<& ., m <n<m}

D = {(x(&, 1), Y(E)): & <& <& Yol &, M &)ty <1 <1y
U{(x(faﬂz),y(s‘,ﬂz)) . fz 2 ‘5 2 gl}u {(x(gl’ﬂ)sy(gliﬂ)) n,2n2 771}

Notre objectif est de trouver ’expression qui définit le domaine :

D = &(@m. yE.m): €. € R

n
D’ o

M2

m| A | B’

J
-

Domdlne rectanguFTaire Domaine simplement connexe

Figure. (1.12). Transformation du domaine physique en un domaine

rectangulaire par la technique de Gilding.

17



Chapitre [ Génération de maillage

Pour tout points (§, )€ R ,on pose a (&n) la projection normale du points
(x (&), ¥(€, n)) sur la ligne reliant les points (x (&1, ).y (&1, M) et (x (& ,n).y (&2, 1)) dans

fe plan physique. L équation de la droite joignant les deux points,susmentionnés, est donnee

par :

Sy ~n&.m}=3,mx~x(&,m)}
Avec : (1.8)

6.(m) = x(&,,m) = x(&,,1)
5,;(77) = y(&,,m) — y(§1-1)

D’autre part, I’équation de la normale a cette droite, obtenue en projetant le point

(x (E),¥(E, n ))sur elle, est donnée par :
8, (miy - y(&,mi=6,(mix — x(.m) 19

Le Point (x,,ys) d’intersection de la projection avec cette ligne, est défini par .

x, (&) = x(&,m)+ a(&,m)d, (1) (1.10)
v (&= y(&Lm+a(&,md,(n)

ou :

& - 2L mis. ) + & m - p&mis, ()]
|62 +820m)]

a(fs 77) =

De la méme fagon, on définit la projection normalisée du point (x(§,n) ,y(&,n)) sur la
ligne d’extrémité (x(&,m),y(&m)) et (X(&, n2).y(En2)) comme :

xg(&,m) = x(&,m) + B, mE.(S) @11

18
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v &m = y(&m)+ B&.me,(S)
ou:
l{x(&.m) - x(&,n)}e (&) + (&) - & m)s, O
e +e©)

£.(&) = x(&,m,)—x(&.m)
£ (&)= WS.m)— ¥S1)

pS.m=

on pose : a; (€) = a(E;mp)
Avec:1=1,2

Bi (m) =P (&, n)

On suppose que « ; (§) et i (n) sont définis et continus sur: § < § <€, et

m <1n < 1, respectivement. De plus, on pose :

a; (& )0 o (&0

et avec:1=1,2

Bi m)=0 Bi(m2)=0

Ainsi, on définit la forme normalisée par :

a (&)= {1-pEn)} a1 (§) + BEN) @2(8) (1.12)
BEn) = {1-a (En)} B r(n) +alGn) B2 (V)

Pour tout (§,7) € R,en éliminant les deux inconnues dans les deux équations précedents

L vient
_ - smja© + e, ©
a(&,n) A
_f-a,@OBm +a (&AM
BE.n) A1 (1.13)
Avee d(&.7) = 1-{,(&) - (OB - B}
19



Chapitre | Génération de maillage

Finalement, notons que si o; (£)>0, a; ()<l et Pi(m) >0, B2(m) < 1, alors le
dénominateur d(¢,1)) dans (1.13) est différent de zéro. Par conséquent, il est clair que
O<a(En)<1et0<p(En)<1.Enoutre, si a;(§)=a,(£) pour quelques valeurs de
£ e [£, &].alors Pexpression de o se réduit & B (E,n) = B1 (§n) = B 2(&.n) pour tout n e[n;
,Mz]. De méme, si B; () = B2(n) pour quelques valeurs de 1 € [, ny].alors

I’expression de a se réduit 2 B(E,n) = P (En) =Pz (&) pour tout & €[§).5:] - Avec
a (&n) et B(En) définis par (1.13), inversion des équations (1.9) et (I.11) nous donne

I’expression générale de tout point (x ,y) € D,comme :

b (0.7 + v, Em)S, (e, (E) ~ 4 EELE) + ¥ &M (DD, ()]

A= A1)
k(& e, ()43 5 (& e (D5 (M~ (€S, (m)+ v, (&), (e, (6)]
wém=
AE, M)
Avec: A(E,n)=6.(me,(5)—€.(£5)0,() (1.14)

1.4.2.Génération de maillages par la résolution des équations différentielles aux
dérivées partielles :

La majorité des problémes de physique et de technologie peuvent étre décrits en termes
d’équations différentielles aux dérivées partielles .En outre, la plupart de ces problemes
s’inscrivent naturellement dans 1’une des trois catégories suivantes :

e Probléme d’équilibre.
e Probléme a valeurs propres.
® Probléme de propagation.

Avant de résoudre de tels problémes par des méthodes, il faut générer le maillage. On
peut alors opter pour la résolution d’un autre systéme d’équations différentielles aux
dérivées partielle afin de déterminer le maillage. Les propriétés des maillages générés par
cette approche sont notamment reliées aux propriétés des équations différentielles aux

dérivées pértielles utilisées comme équations de génération de maillage.
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Cependant, I’utilisation de ces équation conduit & un systéme d’équations non linéaires
couplées en x et y, notées par :
@ Xz -2PXen FYmkim = (X + x4Q) (L17)
O myee -2BrYen HYmYm = (VP + Y1 Q)
Avec ;
Om= xzq F yzn
Bro =Xg ¥n ¥ Xq (1.18)
Ym=X" +Yt
J = Xe Yy Xn¥e
Les équations (1.17) avec (1.18) ont été dérivées et popularisées par Thompson et al
(1974) [3], en transformant le systéme d’équations suggéré, comme générateur de maillage.
Tl est & noter que Om, P €t Ym sont les coefficients métriques. Dans le cas ou B,=0, le
maillage est orthogonal. 1i est alors conseillé de substituer B,=0 dans (1.17). Cependant,
cette contrainte n’assure pas |'orthogonalité. Par contre, cela peut conduire a une
intersection a angle droit des lignes coordonnées du maillage avec les frontiéres (surface du
profile). La solution de ce systéme d’équations peut étre obtenue par I’utilisation d’une
linéarisation appropriée et d’une représentation des dérivées par des différences finies
centrales.
Remarque :

Dans tout ce qui suivre, on pose A& = An =1 dans le plan computationel. Ce choix
n"affecte pas le maillage dans le plan physique.
1.4.2.1.1.b. Discrétisation et algorithme de calcul :

La résolution du systéme (I.17) est effectuée dans le champ transformé muni des
coordonnées curviligne (£1). Les opérateurs de dérivation sont approchés par des schémas
aux différences finies centrées d’ordre deux.

Pour P = Q = 0, le résidu en maillage carré pour &=ih (i=0,... N), n=jh,(j=0,... . M), peut

étre représenté comme :

E Ol}: ( i+l ZIf +UL_]) zﬂ:[m_]( i+ —l,j+l (A NE +[f—|,j—l)+}{ng [];“‘—2[)* +U’; l)
(1.19)

ou U=U (x, y) représente I’inconnue au point (i, j) a I’itération direct k.
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De méme, les paramétres métriques Om , Bm €t Ym sont approchés par des schémas aux

différences finies centrées d’ordre deux , d’on :

-025[ (XU+1 l) +( r]+1 f(j—l)z]
ﬁmr‘,j = 025 [(/Ylk-i-lj Xkl;)( iJ+ K’; 1)+( i+l j #Yk]j)(X’rkJWl ‘ij-l)] (120)

ko\2
ym:;_ozs [(XH-I_] :l_;) +( i+]j_—)/;—1,j) ]
1l s’ensuit que la solution de (I.17) peut étre obtenue en utilisant le schéma stationnaire

linéaire de poinis successifs en surlaxation SOR :
k
@ apl Ri ¥

Ut =U}, + ’ 121
R TS 20

Ou ® o est le paramétre de relaxation défini dans I'intervalle [1,2].
La méme procédure est utilisée dans le cas ot on introduit les fonctions de contréle

dans le résidu R;;"

1.4.2.1.1.c. Fonctions de contréle de maillage :

Les propriétés de filtrage inhérentes aux équations de Laplace assurent que, dans le cas
d’absence d’une frontiére curviligne, les lignes coordonnées sont éventuellement espacées.
Cependant, prés des frontiéres convexes, I’espacement des mailles devient serré. Tandis que
prés des frontiéres concaves, 1’espacement du maillage devient clairsemé. Ces propriétés ne
sont pas, souvent, désirables pour la génération de maillage ou il est essentiel que le
maiilage prés de la frontiére, réfléchit I’image de celle-ci .Le controle de 1’espacement des
lignes coordonnées peut étre obtenu par {’introduction des fonctions sources dans ’équation
de Laplace qui sont ainsi converties en équation de type Poisson .Le probléme majeur, pour
une génération de maillage automatique, est de choisir ces fonction sources d’une maniere
judicieuse. Des méthodes automatiques ont ét¢ développées (Thomas, Middlecoff et St
Eger 1979-1980 ).dans ce sens .Dans I’approche qui va suivre, une forme simplifiée des

termes sources P et Q est donnée par [1] :
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P =Po(&)e M (122)

Q= Qﬂ(g)e—b(ﬂ—m)

Ou 1, correspond 4 1N min de la frontiere interne (profil),
P, , Qo constantes qui varient dans la direction de &
et a,bdes constants usuelles .

Un autre type de fonctions sources toujours proposées par T.D.Thomas et
J.F.Middlecoff, est le cas ot les fonctions P et Q sont de type linéaire. L’idée de base de
cette approche est d’utiliser les points aux frontiéres pour calculer ces fonctions sources, qui
sont alors interpolées dans le champ. En utilisant les équations elliptiques Précédentes et en
supposant que toutes ies dérivées secondes qui traversent la frontiére sont nulles, on obtient

les équation suivantes [1]

(x:§x§ + J’:.ﬂ:";) 2 )
LRSI a2
(xﬂ"? x'f + y'?ﬂ xﬂ) 2 2
Q=- x,f+y: (ﬂx+77,v)

A partir d’ici et pour une distribution des points aux frontiéres parfaite, les fonctions de

controles peuvent étre calculées pour réfléchir cet espacement dans ie champ.

1.4.2.1.2, Equations de Laplace :
1.4.2.1.2.a. Formulation mathématique :

Dans cette partie, un autre type de systéme elliptique est présenté. Cependant, Ives
(1982) [3] recommande, pour générer les points intérieurs rapidement aprés avoir spécifié

les points sur les frontiéres, la résolution des équations suivantes :

Xg+Xm=0 (1.24)
Yg&“‘ Y,m =0
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Il convient de signaler que cette procédure peut étre généralisée a plusieurs obstacles isolés

tels que les profils d’aile et volets.

1.4.2.1.2.b. Discrétisation et algorithme de calcul :

Les opérateurs de dérivation sont approchés par des schémas aux différences finies

centrées d’ordre deux .Ainsi, nous obtenons les équations suivantes :

XK —2X + X5 XS -2X + X =0 (1.25)
VA =2+ Y YK 21 + Y =0

En appliquant le schéma itératif SOR aux équations précédentes, on obtient :

X =0, X5+ (-0,)X]; (1.26)
K +1 K *
Yi,j wop[ Y; of + (1 - opf )Yi,j

1.4.2.2. Procédure de génération de maillage hyperbolique :
Ce type de procédure de génération de maillage est moins développé que ceux des
procédures elliptiques bien qu’il posséde des caractéristiques désirables. Cependant, le type,

qu’on a utilisé, est celui développé par Starius, St Eger et Chaussée, qui est donné par [1]

Vg‘vﬂ = §xﬂx + fyﬂy = ¢ (127)
Sy =6, =J

Ou J et ¢ Représentent le jacobien et la fonction sources respectivement.
L’orthogonalité est obtenue par une simple élimination de ¢ (¢=0). L.’ inconvénient de
cette technique est li¢ au manque de contrdle direct de la distribution des points sur les

frontiéres extérieures.

25



Chapitre | Génération de maillage

Par ailleurs, les valeurs de xu* et YiJ* sont données par :

X (A B+ (A= Bk - BGE —xh )
Xij - ! . = +Sx (131)
, 1+24
o _ Yugn H(AF BYY + (A= B)yl = B~ Vi)
) = +$
! 1+24 ’

Pour les indices, 1 variede 2 4 IMAX -1 et jvariede 2 a JMAX -1

L4.3. Conditions aux limites :

La frontiére externe, qui délimite le domaine physique, est prise de forme O
(circulaire), de forme C ou de forme H. Par contre, le domaine computationel obtenu est un
domaine rectangulaire monobloc permettant ainsi de simplifter tout calcul basé sur lui. Ce
demier est obtenu par introduction d’une ou plusieurs coupures dans le domaine physique.
Ces coupures, qui se trouvent & l'intérieur du champ physique, constituent alors des
frontiéres fictives reliant la frontiére externe aux contours des obstacles. Cependant, dans le
domaine computationel, ces coupures correspondent & des paires de segments superposables
représentés sur les ¢6tés du rectangle. Elles doivent vérifier un certain nombre de propriéics,
qui sont :

- périodicité de la solution sur les coupures :
Les coordonnées et les caractéristiques physiques (fonction de courant, le nombre de Mach,
la masse volumique,... ) sont identiques sur les segments d’une méme pair de coupures ;
- les segments d’une méme paire de coupure (€, 1)), ont des valeurs égales ou opposées.
D’autre part, les contours des obstacles et la frontiére externe sont aussi représentés par
des segments sur les c6tés du domaine computationel. Par ailleurs, sachant que la frontiére
externe peut influer sur la solution physique son éloignement ainsi que par sa configuration
géométrique, un choix judicieux de cette fronti¢re est alors indispensable.
En outre, Pexistence de ces coupures impose une grande complexité dans la
programmation. De ce fait, il est préférabie d’évaluer les dérivées des fonctions au niveau
de ces segments a part, comme par exemple dans le cas d’une frontiére extérieure de type O

ouona:;
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Pour générer le maillage, nous avons choisi pour notre étude le modele elliptique (par
équation de poisson) parmi les méthodes de génération de maillage par résolution des
équations différentielles aux dérivées partielles, proposé par Thompson (1974) [3], et ce
pour les propriétés qu’il vérifie qui sont :

- Adaptation du maillage aux frontiéres ;
- Distribution réguliére des lignes coordonnées ;
- Transformation biunivoque du domaine physique au domaine d’étude (c'est-a-dire, le

systéme ne propage pas les discontinuités des frontiéres vers le champ étudi€) ;

L’orthogonalité.

I1.1. Formulation mathématique :

11.1.1. Equations de poisson :

Le modéle elliptique que nous avons choisi est constitué d’un systéme d’équation aux

dérivées partielles non linéaires donné par :

et &, =P(&,1) (IL1)
Q(.n)

Mo T 1y

ou P et Q sont des fonctions utilisées pour contréler le maillage intérieur.

La résolution de ce systéme est effectuée dans le domaine transformé des coordonnées
curvilignes (£,7 ).

Ce systéme dans le domaine transform¢ est donné par :

aX&: *ZﬂX@ +)/XmJr +5(PX§ +QX,])=0 (I1.2)
oY, —2pY, +yY, +O6(PY,+QY, )=0
Ou:
CZ:X:+Y,72

B=X7Y +1.X,
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Chapitre 11 Résolution numérnique

y=X:+Y/
5:(X§YH_X'7Y¢)Z

avec les condition aux frontiéres de type Dirichlet, données par :

X

X, (&.1) (11.3)

Y Y,-(f,r])

il

aveci=1,N.
N: nombre total de segments correspondant aux contours des obstacles, aux

coupures et a la frontiére externe.

11.1.2. Fonctions de contrdle :

Pour contrdler le maillage nous avons choisi les fonctions proposées par Thompson et

al (1977) [3] donnés par :

PE,7) = - Z a;sgn(¢ — &)exp(—c | — &)

-ib,ﬂ sgn( & —5,,,)exp[— dm[(g ~£ ¥+ —77,,,)2]%]

L
Q,n) = -Zal sgn(n - ﬂi)exp(—ci|'7 - 771')
I=1

3, Sg"(ﬂ—”m)exp[~dm[(§—§m)2+(n—rz,.,)’}%]

m=1
(11.4)
La fonction sgn est définie par :
sgn(x)= 1 si x est positive,

=0 s1 x=0,

=.]1 si X estnégative.
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Attraction des lignes coordonnées de méme Répulsion des lignes coordonnées de méme

Nature?] vers la frontiére convexe nature 77 de la frontiére concave

Figure.Il .1. Attraction et répulsion des lignes coordonnées.

Ces fonctions sont constituées de deux types de termes :

Termes & attraction (répulsion) vers les lignes :

Ils sont représentés par :

L
Y g sgn(& - &)exp(—c|é - &) (dans P(£,1)),
1=t
L
_> a, sgn(n —n,) exp(=c, |1 = m,)) (dans Q(£.7)) .
=1

Dans le premier terme, les lignes coordonnées du maillage, sur lesquelles la

coordonnée curviligne & est constante, s’attirent ou se repoussent suivant le signe de P,

vers les lignes coordonnées choisies de méme type (& =cte 1=1,L).
Le méme raisonnement est valable pour le deuxi¢éme terme avec les lignes coordonnées sur

lesquelles la coordonnée curviligne 77 est constante.
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Termes a attraction (répulsion) vers des points :

Ils sont représentés par :

ib sgn((Hm)exp{—d,,, e-¢.) +@-n,) ]ﬂ (dans P(&,77)),

b, sgn(ri*fz,,.)exp[—af,,,[(f—é‘,,,)2 +(n—fzm)"]ﬂ (dans Q(&.7)) .

m=1

Dans le premier terme, les lignes du maillage sur lesquelles la coordonnée curviligne

é: est constante sont attirées ou repoussées vers des points choisis

((gm’nm) m = laM )
Le méme raisonnement est applicable au deuxiéme terme pour des lignes coordonnées

sur lesquelles la variable 7] est constante.

Les amplitudes 4,,b,, de méme que les coefficients d’amortissement C,,d,,,

peuvent avoir des valeurs différentes, dans les deux fonctions P et Q. Ces coefficients
peuvent aussi étre différentes sur les lignes ou sur les points choisis vers lesquels sont

attirées ou repoussées les autre lignes.

I1.2. Traitement des conditions aux frontiéres :
IL2.1. Répartition des points sur les contours du champ physique :

La répartition des points sur la frontiére externe, les contours des obstacles et sur les
coupures sont effectués par la fonction de condensation « Stretching ». Les coordonnées des
points sont introduites, a partir d’une origine choisie, en partant dans le sens contraire des

aiguillés d’une montre.

1L.2.2. Répartition des points sur les contours du champ transformé :
La répartition des points dans le champ transformé dépend de la configuration choisie,
une variété de configurations du champ transformé existe. Elle dépend essentiellement du

type de domaine d’étude, celui-ci pouvant étre simplement, doublement connexe ou multi-
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connexe. Par ailleurs, cette multitude de configurations dépend aussi d’une part du nombre
de segments par lesquels sont représentés les contours des obstacles et la frontiere externe,
d’autre part du type de disposition des segments des contours et des coupures sur les cotés
du rectangle (le champ transformé).

Pour cela, la premiére étape consiste & choisir les points localisés sur les frontiéres
(fictives ou réelles) du domaine physique, qui correspondent aux extrémités du champ
transformé (les points sommets du rectangle).

Pour les domaines doublement connexes, les segments correspondant a la frontiere
externe et au contour de ’obstacle sont représentés sur deux cotés opposés du champ
transformé . Les deux autres cotés du rectangle correspondent, dans ce cas, a des segments
de coupure (Figure.Il.2)

Pour les domaines multi-connexes, le contour d’un obstacle ainsi que la frontiere
externe peuvent correspondre a un ou plusieurs segments dans le champ transforme. Ces
segments ainsi que ceux des coupures peuvent étre représentés soit sur plusieurs cotés soit
sur le méme coté du rectangle (Figure.I1.3). Dans ce cas également, I’égalité¢ du nombre de
points sur les deux cotés opposés du rectangle est toujours vérifiée. Les segments de
coupure d’une méme paire sont positionnés nécessairement sur le méme coté du rectangle

ou sur deux cotés opposés.

L

Champ physique

X3
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. ‘
i s Champ transformé

Figure.IL2.Transformation d’un domaine doublement connexe.

y ‘[_?
Champ physique

10 9 8
1 2 3 4 5 6 7

Champ transformé

Figure.IL.3.Transformation d’un domaine multi-connexe
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I1.3.4.Test de convergence :
Les itérations de systéme (IL.7) sont stoppées & la convergence, le critére de

convergence est donné par :

X - xkE vt -vt
Max | [~ g F L] B 5} < 10 (IL.10)
i j i I

-
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Chapitre 111 Application & un écoulement externe subsonique.

on peut définit les coefficients :

L
de la portance : c, = q_;—S_
D
de la trainée : Cp = ——,
q .S
N
de la force normal : C 5 = ===
q .S
. T
de la force axiale : C 4 =2 ——,
q o S
M
et de moment de tangage : C, = _'q w Sl'

Ou S et | sont respectivement la surface de référence et la longueur de référence.

I11.2. Hypothéses :

Considérons 1’écoulement bidimensionnel, stationnaire et irrotationnel d’un fluide
parfait (homogéne, incompressible et non visqueux) .On supposera de plus qu’iln’y a pas
de décollement de I’écoulement de la surface du corps.

La bidirectionnalité de I’écoulement est assurée pour une section d’aile assez loin des
extrémités, afin de négliger les effets de bord.

L’hypothése d’irrotationnalité, qui suppose que le fluide part de I’état de repos ou
d’écoulement uniforme sous I’influence de forces dérivant d’un potentiel.

L’écoulement résultant a chaque instant est alors irrotationnel.
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I11.3. Equations de I’écoulement :

L’étude de cet écoulement consiste essentieliement a résoudre 1’équation de Laplace

pour la fonction de courant ‘¥ :

I 4 I 4
Py + T =0 (111.6)

avec les conditions aux frontiéres :

e Sur la frontiére de 1’obstacle :
Y(x,y) =cte

e A I’infini :

Dans le cas général, I’écoulement arrive avec une vitesse V. et incidence 6,d’ou :
Y(x,y) = ycosf — xsinf

La fonction de courant ‘Hx,y) est adimensionnée relativement & la corde C du profil

d’aile et & la vitesse V,, du fluide & I’infini.

La frontiere externe qui délimite le domaine physique est prise de forme O
(circulation).

La résolution du systéme précédent s’effectue dans le champ transformé (£,17) sur le
maillage généré. Par conséquent, le systéme, composé de I’équation physique et des

conditions aux frontiéres, est transformé dans le champ des coordonnées curvilignes (&.n).
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Frontiére externe

T

L'obstacle
¥ ‘[ n I
x
Champ physique Champ transforme

Figure.lIL4. Le champ physique et le champ transformé.

L’équation de Laplace en ¥ est transformée comme suit :
a¥, = 200, + ¥, + 0¥, + 03 = 0 (111.7)

oud, f},y.0 et T sont des coefficients obtenus lors de la transformation(Annexe-A-).

Avec les conditions aux frontiéres :

e Sur la frontiére de I’obstacle :
La frontiére de 1’obstacle coincide avec la ligne coordonnée 77 = 77, soit
Wit.n)=Yo avec Yo: valeur a déterminer.

e Sur la frontiére externe :

La frontiére externe coincide avec la ligne coordonnee 77 = 77,

W(&.n) = W(&,17,)cos0 — X(&,17,)sinb
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I1L4. Condition de Kutta-Joukowsky :

Cette condition provient de I’étude de 1’écoulement autour du bord de fuite observé
pour la premiére fois par le mathématicien allemand Wilhelm Kutta en 1902 et qui permet
de trouver une valeur unique de la circulation au bord de fuite du profil.

Afin d’examiner ’écoulement stationnaire d’un fluide parfait incompressible, nous

tiendrons compte de deux formes différentes pour la géométrie du bord de fuite du profil et
nous exprimerons la condition de Kutta comme suit :
a) Pour un profil se terminant par un diédre, le bord de fuite lui-méme est un point d’arrét.
Soit les vitesses de ’écoulement au bord de fuite, BF, V, tangente a I’extrados et V.
tangente a I’intrados ; on a deux vitesse de directions différentes en un méme point BF, ce
qui n’est possible que si les deux vitesses sont nulles et que le point BF est un point d’arrét
ou V, =V, =o.

b) Pour un profil se terminant par un point de rebroussement, la vitesse a I’extrados et a

’intrados au bord de fuite a la méme valeur finie. Dans ce cas, les vitesse V.et V, ontla

méme direction au point BF et ont toutes deux une valeur finie. Cependant, la pression au
bord de fuite a une valeur unique PBF et I’équation de Bernoulli, appliquée a I’extrados et 4
I’intrados du profil dans la proximité du bord de fuit, conduit a :

1 1
P t —-Z—pVez = P T ?pViz

11 en résuite que Vv, =V,, [4].
IIL5. Détermination de champ de vitesse :

Dans le champ de calcul (&.1), les composantes (u, v) de la vitesse ;V s’expriment

par (Annexe-A-):

oY
v
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Ou J constitue le Jacobien de la transformation.
La paroi de 1’obstacle confondue avec la ligne coordonnée 77 = 7}, correspond a une
ligne de courant, d’ou ‘Pg = (. De 14, nous obtenons :
u=x,¥Y 1J (111.9)
v=y\¥, /J
Dans le champ (£ ,7), la vitesse tangentielle est obtenue par projection de ll;"(u,v) sur

le vecteur unitaire tangent a la surface de I’obstacle.

IV, VP (111.10)

avec : 'yvecteur tangent unitaire donné par (Annexe-A-) .

E=xd+y NIy (IHL.11)

d’ou, I’expression de la vitesse tangentielle en fonction de u, v
4 e
Y, = (ux,d +wDINY m.12)

et en fonctionde ¥

v, =W Jy/J (IIL13)
La dérivée ‘¥, au obstacle est calculée par un schéma aux différences finies décentrées
d’ordre 2 (Annexe-B-).
Le bord de fuite étant un point de discontinuité de la vitesse tangentielle &: , le calcul de

celle-ci s’effectue par extrapolation sur I’intrados et ’extrados.
L’extrapolation choisie est linéaire, donnant [2] :

- Du coté de I’intrados :

r.)=2/,2)-V,03) (IIL14)
- Du coté de I’extrados :
Vild oo ) =2V, (U =D -V, (Lo = 2) (111.15)
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I11.6. Caractéristiques aérodynamiques des profils d’ailes :
I11.6.1. Coefficient de pression :

Le coefficient de pression (ou le nombre d’Euler, Eu) permet d’indiquer les pressions
sous forme adimensionnelle. Il s’agit du rapport entre les forces de pression et les forces

d’inertie [4]:

= (LPVZJ (1I1.16) ou :

Ap=p-p,

P = pression local.

L’application de 1’équation de Bernoulli donneée par :

1
ptopV P = cte (IIL17)

Entre I’infini et un point quelconque sur la frontiére de 1’obstacle donne :

pot—pVi=p+ —;—pV.z

2
1 V2
_p o =—pV1-—t
= P-P. zpm( V:)
P=Pu __ Vi
= 1 ., Ty (11L.18)
5PV *
2
V2 ¥

@i etqiL1g) = Cp=1-75= 1“72"‘{’,,2.

o

En fin, on peut écrire :

Chp =1—7}/T‘P,,2 | (111.19)
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I11.6.2. Coefficients de portance et de trainée :
Dans un fluide parfait, la force qui apparait sur ’obstacle se réduit a la force de pression
exercée par le fluide, les forces de viscosité et de gravité étant supposées negligeables. En

conséquence, nous avons sous forme adimensionnelle (2] :
k= —‘jlcpgd" (H11.20)

ol r est I’abscisse curviligne et ¥ la normale 2 la surface de I’obstacle.

On peut aussi écrire :

= p p v P |

=C,J, + Cpiy dans (4 J;) (repére Eiffel) . (11.21)
P 4

F =C vJ T C Al dans (!, /) (repére Lilienthal).

En plus, on peut montrer (Annexe-A-) que nous avons ausst :

R=(- y;, +x”;') )/ Jr (111.22)
dr = \Jydé
En fin, on détermine :
L = -cj'Cpx A& (111.23)
Co = Cpy dé

HL6.3. Coefficient de moment :
On le définit par :

Cu = (ff Cpx Rjdr - Cpy Riar) (111.24)

2
C
111.6.4. Type de profils étudiés :

Les profils considérés dans ce travail sont de type NACA XXY, ils sont symétriques

par rapport & la ligne moyenne, le premier chiffre (X) représente la cambrure relative
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maximale en pourcentage de la corde, le deuxiéme indique la position de cette cambrure en
pourcentage de la corde et les deux derniers chiffres (YY) représentent 1’épaisseur relative
maximale, toujours en pourcentage de la corde. Par exemple, dans le cas du profil
NACA4412 :

- le 4 représente la cambrure relative maximale (4 %) ;

- le 4 représente la position de la cambrure maximale (40 %) ;

- le 12 représente |’épaisseur relative maximale (12 %).

Dans le cas des profils symétriques de cette famille, on se sert de I’expression

suivante pour calculer la forme géométrique [4] :

+Y = 6%(0.2969& —0.1260x —0.3537x +0.2843¢° —0.1015x*) (I11.25)

Ou e représente 1’épaisseur maximum du profil par rapport a la corde.
I11.7. Résolution numérique :
IIL.7.1. Discrétisation de I’équation :

Par application des schémas aux différences finies 4 I’équation (II1.7) on obtient

I’équation discréte suivante pour la fonction de courant ¥

¥

i-1j+

+¥

¥, = _ S (‘P + ‘P,-_u)——ﬂé-— (‘P- Y, ;'—1.1—1)

2(a 4 7) i+Lj 4(6! + }’) S ZS R O I
_r T _ o ~
+ 2(6! P },) (‘PLJH + T:‘.H)'*' 4( - }’) (LPHl,j qji-»‘l,j)+ 4(a n 7) (LP: it 4 j—l) (I11.26)

avec i variede 2 aimax -1 et jde2 ajmax -1.

Les opérateurs de dérivation de I’équation (IIL.7) sont également approchés a la
coupure par des schémas aux différences finies d’ordre deux. Cependant, vu que la
coupure est considérée comme frontiére fictive, une transformation de ces scheémas est
alors nécessaire. Cette transformation, basée sur la vérification de la propriét¢ de continuité
a la coupure, est fonction de la disposition des segments de cette coupure sur les cotés du

rectangle (champ transformé).
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L’équation précédente, discrétisée a la coupure, est donnee pour le premier segment de

coupure par :
W o= o ( -+ 1) ____ﬂ__(‘}'z.l—l{’_l_l{l_ L+ l)
e e e

Y T
)(‘Pmﬁ‘l’m) qar7) y)(‘l’z, .m_;,) 4(a+y)( e ‘I’l,,-_l) (I.27)

* A+

Pouri=1etjallant de 2 a jmax — 1.

La méme discrétisation pour le deuxiéme segment de coupure (i = imax ), puisque les

deux segments sont SUperposes .

I11.7.2. Algorithme de résolution :
Les équations discrétisées (111.26) et (I11.27) de la fonction de courant ¥ sont résolues

numériquement par la méthode de surelaxation (SOR) par points.

A I’aide de cette méthode, I’expression du niéme +1 itération de ‘P ,au nceud (1, ))
S’écrit :
¥ = (-, W, +0,,Y] (I11.28)
ol :

@, : Coefficient d’accélération de convergence de la méthode de surlaxation SOR.

¥ ,", : Donnée par les équations (111.26) et (IIL.27).

La vérification de la convergence de la solution de ¥ est effectuée par le test suvant :

<107 (111.29)

48



Chapitre 111 Application a un écoulement externe subsonique.

I11.7.3. Coefficients aérodynamiques :
Le systéme d’équations (Il .23) des coefficients de portance et de trainée, et

I’équation (IIT .24) de coefficient de moment sont résolus numériquement par la méthode de

quadrature trapézoidale, suivant le schéma qui suit :

Imax-1

rac= —;-( S+ fmax D)+ 3 G (I11.30)

Le contour de ['obstacle est confondu avec une ligne coordonnée 7= cte

correspondante d j=1.
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Chapitre IV Présentation du programme « Maillage »

Nous présentons dans cette partic de notre travail le programme de calcul qu’on a
élaboré, pour effectuer la génération de maillage et la résolution des équations li€es au
probléme physique étudie.

Nous avons congu a cette opération deux programmes informatiques édités en langage
FORTRAN, I’un a consisté a développer P’algorithme de technique de génération de
maillage exposé dans le chapitre 2 ainsi que les algorithmes des techniques algéebriques
adoptées pour la génération de maillage initial, dans un seul programme de calcul, tandis

que, le deuxiéme programme qu’on a congu, permet la résolution des équations physiques.

IV.1. Présentation de programme génération de maillage :

IV.1.1.Structure général :
Le programme qu’on a développé, est congu suivant une structure modulaire. Cette

derniére signifie qu’il est composé d’une partie principale assurant la gestion globale et d’un
ensemble de modules ou sous-programmes.

Dans ce programme, le déroulement des calcul est effectué en deux étapes principales
de calcul de (x, y). La premiére étape, qui consistc elle-méme en plusieurs sous-
programmes, permet la détermination des points (x,y) sur toute la frontiére du domaine
(frontiére externe,frontiéres des obstacles et les coupures) en partant dans le sens contraire
des aiguilles d’'une montre. Ensuite et une fois les coordonnées de toute la frontiére

déterminées, on passe 4 la deuxiéme étape qui permet la détermination des points intérieurs

de maillage.
L’exploitation de ce programme peut étre effectuée pour la génération des maillages

indépendamment de la résolution des équations physiques.
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1V.1.2. Principaux modules :

Notre programme est constitué de cing modules principaux gérés par un programme

principal :

Module 1:

Le sous-programme « Lregion », pour le calcul de la longueur d’une région spécifique,
c'est-d-dire la longueur entre deux points de contrdle successifs sur la frontiére, suivant x et
y.

Module 2:

Le sous-programme « Lcdte », pour le calcul de la longueur total de chaque cote,
suivant x et y.

Module 3:

Le sous-programme « Position », pour calculer les coordonnées (x, y) et déterminer les
indices (i, j) de chague point incrément sur la frontiére.
Module 4 :

Le sous-programme « Minitial », pour générer le maillage initial,

Module 5:
Le sous-programme «Poisson », pour déterminer la distribution des nceuds internes de

maillage par résolution des équations de Poisson.

IV.1.3.Entrée du programme :

CHOIX : Choix de technique de génération de maillage.

N,M :Les dimensions des tableaux xety .

NNS :Le nombre de points spécifiques sur toute la frontiere. XPC[NNS],YPC{NNS] :Les
coordonnées des points spécifiques.

OMEGA :Le paramétre de relaxation du schéma itératif SOR.

EPS :La précision voulu pour le schéma itératif SOR.

al[4],b1[4] : Coefficients de la fonction de condensation Stretching pour chaque cote.
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Présentation du programme « Maillage »

Calcul de la longueur entre le nceud ‘k’ et le neeud
gauche de la cbte.

|

Calcul de la longueur entre le nceud ‘k’ et le noeud
gauche de la région spécifie.

|

Calcul des coordonnées x, y ainsi que les indices i, j
Pour le nceud ‘K’, par le sous programmePosition’.

k=k+1

Non

k >NNC(ICOTE)

ICOTE=ICOTE + 1
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Présentation du programme « Maillage »

C

|

Calcul des valeurs initiales (x, y) des nceuds
internes, par le sous programme ‘Minitial’

h

Calcul des valeurs finals (x, y) des nceuds internes
par le sous programme ‘Poisson’

4

/Impression des résultats /

Fermeture des fichiers

h 4
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Présentation du programme « Maillage »

Organigramme du sous-programme «Poisson » :

Début du calcul itératif
ITER=1

i

v

Détermination des fonctions de controle

|

Détermination des coordonnées x, y par
le schéma itératif 'SOR'

ITER=ITER + 1

Test sur la

convergence

Retour au programme principal
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IV.2. Présentation du programme de résolution des systémes physiques :
IV.2.1.Structure général :

Le programme qu’on a congu permet la résolution de I’équation de courant ¥ dans le
champ transformé par application de la méthode de géncration de maillage, ainsi que la
détermination des coefficients de portance et de trainée.

Ce programme est composé de trois modules principaux, le premier permet de calculer
les coefficients métriques aux différents points du maillage généré par le premier
programme, le calcul de ces coefficients est effectu¢ par des schémas approchés aux
différences finies. Ces schémas différent les une des autres suivant la position du point
étudié, & I’intérieur de domaine physique, sur les coupures ou sur le contour des obstacles.
Le deuxiéme module permet de calculer ¥ "a I’intérieur du domaine et sur les coupures
par le schémas itératif “SOR’ et le troisiéme module permet de déterminer les coefficients
de portance, de trainée et de moment.

Le cheminement de calcul du programme est résumé par l’organigramme
suivant :
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Organigramme de calcul:

A 4
Lecture des valeurs de (x,y),
calculées par le programme
de maillage

/ Lecture des données/

Calcul des coefficients métrique par le
Sous-programme ‘Métrique’

Initialisation de ¥

Calcul de WV dans le champ et sur les coupures C
par le schéma itératif ‘SOR’
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Chapitre IV

Présentation du programme « Maillage »

Non
Convergence de

b g

Calcul de la vitesse tangentielle Vy,
Sur I’obstacle

Non

Condition de
Kutta

Calcul des coefficients aérodynamique :

Coefficient de pression : C,
Coefficient de portance : C,

Coefficient de trainée : C,

Coefficient de moment : C,

/ Impression des résultats /
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ChapitreV Application par ICEM-CFD et fluent

V.1. INTRODUCTION :

e CFD: est l'acronyme anglais de « Computational Fluid Dynamics » désignant
conventionnellement le large domaine incluant les solutions numériques des équations
décrivant le mouvement d'un fluide par des méthodes numériques, les équations de
Navier Stokes , de continuité ainsi que de toutes les autres équations de conservation.
La CFD s’est développée d'une curiosité mathématique pour devenir un outil essentiel
dans pratiquement toutes les branches de la dynamique des fluides, de la propulsion
aérospatiale e aux prédictions météorologiques en passant par le dessin des coques de
bateaux.

La simulation des écoulements turbulents peut prendre différentes formes, la premiere
dite simulation directe, consiste a4 résoudre les équations de Navier- Stokes in
stationnaires sans aucune modélisation. Pour pouvoir englober toutes les échelles de
turbulence, le recours & des codes numériques assez complexes et des maillages tres
fins rend ce type de simulation inapplicable au domaine industriel. La deuxieme,
établie par Brown et Roshko, simule les grandes échelles (Large Eddy Simulation :
LES) permettant 'emploie des maillages de grandes tailles. Les échelles plus fines
sont calculées en utilisant des schémas de fermeture (Sub Gris Modelling : SGM).
Malgré ces propriétés, son temps de calcul assez grand lui a réservé le méme sort due
sa précédente. Le dernier type de simulation est la procédure classique de traitement
statistique, qui consiste 4 un passage a la moyenne apres décomposition en valeur
moyenne et fluctuante. Un systéme ouvert d'équations est alors nécessitant des
schémas de fermeture.

Le profil :

Pendant longtemps, le profil a été considéré, principalement, a cause de sa forme
comme un organe annexe dont le role consiste essentieliement & assurer la portance
des avions & un régime donné grace & une adaptation convenable de sa forme
géométrique.

Au fur du temps, CFD avait évolué, permettant actuellement de répondre a cette

condition avec une précision satisfaisante.
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L'objectif, de ce travail, est de présent une simulation d’un écoulement autour d’un
profil. Bien que I'écoulement du cas étudier & une géométrie simple, et il est considére
comme une étape indispensable pour évaluer les capacités et puissances de différentes
approches. En outre, la simplicité du cas test permet d’examiner tous les parameétres
numériques impliqués dans les simulations et de comprendre les causes entre les
différents résultats obtenus.

V.2.description numérigue

V.2.1.Modélisation mathématique du probleme

Le logiciel Fluent propose un nombre assez important d'options qui déterminent la
forme des équations de Navier Stokes et des équations de transport des scalaires
supplémentaires. L'utilisateur a le choix entre un écoulement tridimensionnel ou
bidimensionnel, monophasique ou multiphasique (homogéne ou non), turbulent ou
laminaire, permanent ou non permanent, incompressible {(avec ou sans approximation
de Boussinesq) ou compressible, avec ou sans transfert de chaleur, avec ou sans
introduction de substances. Pour les écoulements turbulents, Fluent permet d'utiliser
les deux catégories classiques les modéles reposant sur le concept de la viscosité
turbulente et les modeles de fermeture du second ordre. Ainsi, l'utilisateur peut
employer :

e soit le modéle ke classique

e soit le modele " ke bas-Reynolds" adapté aux faibles nombres de Reynolds

e soit le modele " RNG- ke " qui est une alternative au modéle ke pour les tres grands
nombres de Reynolds. Dans ce modéle, seule I'équation en & est modifice.

Ce qui concerne notre travail on a  choisi un écoulement bidimensionnel,
incompressible stationnaire.

V.2.2.Domaine de I’écoulement

V.2.2.1.Géométrie

Dans un premier temps, I’utilisateur est tenu de choisir un systéme de coordonnées
afin de caractériser sa géométrie. Les domaines pouvant varier suivant les études, il
peut employer des coordonnées cartésiennes ou cylindriques. Il peut alors définir son
domaine d’écoulement. Dans le cas d'une géométrie trés simple, engendrée au pire par

un assemblage de blocs rectangulaires positionnés dans les directions du systéme de
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coordonnées, il suffit de donner au logiciel les dimensions (en nombre de cellules) de
chacun des blocs ainsi que la maniére dont ils sont soudés les uns aux autres. Dans le
cas d’une géométrie plus compliquée, I’ utilisateur doit avoir recours au pré- processeur
afin d’indiquer, dans le systtme de coordonnées choisi, les coordonnées des points
délimitant chaque bloc de formes potentiellement irrégulieres. Dans les deux cas, il est
ensuite possible d’introduire une zone solide dans l’espace ainsi défini de fagon a
pouvoir inclure un obstacle dans I’écoulement. Comme cette inclusion consiste a
fournir au logiciel les "numéros” des cellules qui devront étre considérées comme des
cellules solides, la forme de cette zone ne peut étre choisie quelconque puisqu'elle
dépend directement du maillage. Dans le cas ou ’utilisateur aurait a imposer un
obstacle solide de forme trop complexe pour étre définie grice a l’assemblage de
cellules de la grille, il pourrait I’introduire au départ comme partie intégrante de la
géométrie. Enfin, dans le systéme de coordonnées choisi, il est tenu de spécifier les
valeurs des composantes du vecteur de la gravité.

Dans notre travail la géométrie de profil a était réalisé¢ par le code Solid Works est

montré sur la figure suivante.

Fig V.1: Aile d’avion (NACA 0012) fait par le logiciel Solid Works.

V.3. Maillage

Le maillage a était réalisé par le code ICEM.CFD aussi. Et cela par transformation du
domaine physique en un domaine numérique

Cette opération consiste a définir un certain nombre de nceuds en divisant le domaine
de calcule en un nombre fini de volume de contrdle ; le maillage doit couvrir le

domaine physique (contenir au moins la couche limite et suivre son développement le
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long du domaine. Cette transformation du domaine physique en un domaine de calcul

permet la bonne définition des conditions aux limites du domaine décrit.

V.4.conditions initiales
Le logiciel Fluent permet de fournir des conditions initiales qui représentent ’état de
base du modéle a I’instant ol commence la simulation.

Dans ce travail on a pris les conditions initiales suivantes :

V.4.1.Condition aux limites:

Wall

\‘ Symmetry

|
- /7

Pressure outlet

Velocity inlet

/ Ul=21.6

FigV.2.: condition aux limites pour 2D.

V.5. Résolution numérique (méthode de volume finis)

Les équations moyennes de transport sont trés complexe et ne peuvent pas étre
résolues analytiquement ; cependant il existe des méthodes numériques permettant la
résolution de ces équation avec une précision concéderable telle que la méthode des
éléments finis, la méthode de différences finies et la méthode des volumes finis; cette
derniére est la plus utiliser actuellement dans les code de calculs commerciales. La
méthode des volumes finis a été introduite dans le domaine du calcul numérique des

écoulements par MacDonald (1971), Mac Cormack et Pully (1972), pour la résolution
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des écoulements bidimensionnels, et par Rizzi et Inouye (1973) pour la résolution des
écoulements tridimensionnels. L'avantage de la résolution par la méthode des volumes
finis réside dans le caractére conservatif des équations, ainsi que dans la simplicité de

la discrétisation du domaine d'écoulement.

V.5.1.Principe de la méthode des volumes finis

Le domaine de calcul est divisé en une série de sous domaines appelés volumes de
contrdle. Ces volumes de contrble enveloppent tout le domaine de calcul sans
chevauchement, de telle fagon que la somme de leurs volumes soit égale exactement
au volume du domaine de calcul. Un point est positionné au centre de chaque volume
et est appelé centre du volume de contrdle, 1l sera note P, figure (111.4). Les nceuds des
volumes voisins seront notés suivant leurs positions N, S, W, E, T et B (se rapportant
aux directions North, South, West, East, Top et Bottom respectivement). Dans la
méthode des volumes finis les lois de conservation (de la masse, de la quantit¢ de
mouvement et de I’énergie) sont exprimées localement sous une forme intégrale. La
pierre angulaire de cette méthode réside dans le théoréeme de Gauss (appelé aussi le
théoréme de la divergence ou théoréme d’Ostrogradski) et qui permet de transformer
une intégrale de volume en une intégrale de surface. Le but de cette méthode est de
convertir I’équation différentielle générale en un systéme d’équations algébriques en
mettant en relation les valeurs de la variable considérée ¢ aux points nodaux adjacents
d’un volume de contrdle typique. Cela est obtenu par I'intégration de I’équation
différentielle gouvernante dans ce volume de contrble avec I’approximation des

différents termes (convection, diffusion et source).
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Fig .V.3: Volume de contrdle dans un maillage tri dimensionnel non orthogonal.

V.5.2. Discrétisation des équations gouvernantes utilisée dans le code Fluent

Chaque noeud est entouré par un ensemble de surfaces qui comportent un élément de
volume. Toutes les variables du probléme et les propriétés du fluide sont stockées aux
noeud de I'élément. Considérant la forme moyenne des équations de conservation de la
masse, quantité de mouvement et I'énergie, exprimés en coordonnées cartésiennes. ou

sous la forme générale suivante :

5p+ 0 ( _

N A PUj)_O

A omy (VL5)
0 0 oP 0 ou. 0U,
—(DUi)*"—(DUjUa)=*—+_(uﬂ(~—L+—iD

at ox, o, ox, | lox, o, .
0 ) 5, o

E(p¢)+3;:(p Ujd)) = Xj(reﬁ [—aZJ}+S¢ (VL7)

Ou :
I est le terme de diffusion.

S est le terme source.
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Ces équations peuvent étre intégrées dans un volume de contrdle, en utilisant le
théoréme de la divergence de Gauss pour convertir les intégrales de volume en

intégrales de surface comme suit :

EIP dv+ [pU; dn; =0 oo (1ILB)
oty )
0 ou, au,
‘é"t"[pUl dv+£p UJUI dn}:-—-—‘!P dnJ+JS‘ueﬁ-[axJ + ax:]dnj'l’isul (iV ------- 001(111.9)
2 fppdv+ [pUsbdn =Tyl 2| dn;+[s, av (I11.10)
at p p .| J_ eff ax _] ¢ sesesssess W

v S S ] A"

La premiére étape pour résoudre numériquement ces équations continues est
d'employant des fonctions discrétes. Considérant maintenant un élément de maille

isolé tel que celui montré ci-dessous (figure VI.5)

n2

nt

Integration Point

Element Face Centroid

Sectors

Figure V.4. Présentation d’un points d’intégration point dans un volume de

controle.

Les points d'intégration, ipn, sont situées au centre de chaque segment de surface dans
un élément 3D entourant le volume de controle. La forme discréte des équations

intégrales sont écrites comme suit :
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V(p;poJ+Z(pUj An) =0 (LL11)
t ip

ip

v[pU -p°U, )+me(U) _Z( An;) +Z(ueﬁ[ax ZngAnj lp+§u,v

p

(IIL12)

(e gln(3 ) o

1p

(I11.13)

Sachant que :

V : est le volume d’intégration de la grandeur @

ip : est I’indice d’intégration par point (intégration point.)

Ay : est la surface d’intégration de la grandeur @

At ; est un intervalle de temps (timestep)

Notant qu'un schéma arriére du premier ordre a été utilisé dans cette équation.

L’indice supérieur % se rapporte au vieux niveau de temps. Le débit massique discret

m;, traversent une surface du volume de contrdle est donnée par :

my; =(pU; An,), (VL14)

V.5.3.Les critéres de convergence

Une procédure est convergente si toute erreur tend a décroitre au cours des itérations.
Elle a convergée lorsque les itérations ne produisent plus de changements significatifs
sur les variables selon un critére qui doit étre défini par 'utilisateur. Le critere de
convergence est donc utilisé pour stopper le processus itératif lorsqu'il est satisfait. Le
critére de convergence utilisé par Fluent repose sur le résidu d'une €quation du
probléme définie par l'utilisateur. En toute rigueur, le résidu correspond 4 la somme,
sur toutes les mailles, des erreurs effectuées sur I'équation discrétisée en question
lorsque les variables déterminées par le processus sont réintégrées dans I'équation

discrétisée. Par définition :
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R=) [Zanb +85, —apq’p] (VL11)

mailles \ nb

En choisissant une équation du systéme ainsi quune valeur de résidu a ne pas
dépasser sur cette équation, l'utilisateur fixe un indicateur de convergence. A chaque
itération, le résidu est calculé sur 'équation choisie et dés que le résidu passe en dega
de la valeur fixée, le processus s'arréte considérant que les calculs ont convergé et
passe au pas de temps suivant . il est important de noter que la valeur de résidu a
imposer n'est pas adimensionnelle. Enfin un nombre maximum d'itérations pour
chaque pas de temps est requis afin que le processus de résolution soit stopp¢ en cas
d'oscillation ou de divergence, méme si le critere de convergence n'est pas encore
satisfait. Un nombre minimum d'itérations est également demandé pour forcer la
procédure itérative méme si le critére de convergence est déja verifié.

En ce qui concerne les sous itérations du solveur linéaire, il est nécessaire de spécifier
pour chaque équation, soit un nombre fixe de sous itérations, soit un facteur de
réduction du résidu (résidu final/résidu initial) compris entre O et 1 associé a un

nombre maximum et minimum d'itérations.
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Chapitre VI Analvse des résultats

Nous exposons, dans ce chapitre , quelques résultats que nous avons obtenus par
utilisation du programme « Maillage » décrit dans le chapitre III, pour la génération de
maillage et la détermination de 1’écoulement potentiel incompressible stationnaire autour
d’un profil d’aile .

La méthode de génération de maillage est mise en valeur par les maillages que nous
avons générés pour des domaines d’études simplement connexes, doublement connexes ou
multi connexes. Nous présentons également les maillages obtenus par [’utilisation de la
fonction de condensation. D’autre part le raffinement de maillage et I’influence de choix du
maillage initiale 4 1a convergence sont étudiés.

En fin une mise en valeur de la méthode de génération de maillage est effectuce par son
application & un écoulement potentiel incompressible stationnaire autour d’un profil d’aile
avec une configuration de la frontiére externe du domaine de type « O ». Les résultats ont
été comparés avec les résultats publies dans la littérature.

On présente aussi dans ce chapitre la génération de maillage par le logiciel CFD et son
application dans le logiciel Fluent & un écoulement potentiel incompressible stationnaire

autour d’un profil d’aile

V1.1. Génération de maillage :
VL1.1. Domaines d’étude :
VI.1.1.1. Domaines simplement connexes :
La méthode de génération de maillage est appliquée et testée sur plusieurs domaines
simplement connexes de forme rectangulaire courbée qui représente I’¢coulement interne

dans une tuyére (Fig.V.1) ou dans une conduite (Fig.V .2).

V1.1.1.2. Domaines doublement connexes :

La génération de maillage est ensuite appliquée au domaines doublements connexes (a
un obstacle), pour différentes formes géométriques d’obstacles; forme cylindrique
(Fig.V.3), forme d’un profil d’aile NACA0012 (Fig.V.4 ), (Fig.V.5) et NACA4412
(Fig.V.6).
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VI.1.1.3. Domaines multi connexes :

Les domaines multi connexes (a deux ou plusieurs obstacles) représentent en générale
les champs ou la génération de maillages réguliers peut s’avérer tres difficile lorsqu’elle
s’effectue par des méthodes autres que la méthode elliptique, en particulier par les méthodes
algébriques.

Nous avons représenté dans la figure (Fig.V.7) L’écoulement autour d’une combinaison

aile-empennage, puis 1’écoulement autour de deux cylindres (Fig.V.8).
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Fig.VL.1.Maillage d’un domaine simplement connexe

(écoulement dans une tuyeére)
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Maillage Sans la fonction de controle :
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Fig.VL.4. Maillage autour d’un profil NACA0012
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Maillage sans fonction de controle

Fig.V1.6. Maillage autour d’un profil NACA4412
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Fig.VL.7. Maillage autour de deux profils d’ailes
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Fig.VL.8. Maillage autour de deux cylindres
77

Chapitre VI
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VI.1.2. Choix de maillage initial :

Le choix de maillage initial nécessite la prise en compte du temps de convergence du
processus itératif du modéle elliptique. Ce choix dépend essentiellement de la configuration
de champ transformé et de la forme géométrique de 'obstacle également, nous avons
choisi dans notre étude la méthode de deux parois pour générer le maillage initiale.

Nous résumons les résultats concernant les temps du convergence pour différentes

valeurs du paramétre de relaxation dans les tableaux suivants :

Parametre de | 1.2 1.3 1.5 1.6 1.7 1.75 |18 1.85 |19

relaxation

Nombre 6 8 22 33 34 32 9 2 3

d’itérations

Tableau VI-1 : Evolution de la convergence en fonction du parameétre

de relaxation ,pour la figure (V-3-).

Parameétre de | 1.2 1.3 LS 1.6 1.7 175 |18 1.85 |19

relaxation

Nombre 31 61 85 75 38 3 9 7 5

d’itérations

Tableau VI-2 : Evolution de la convergence en fonction du parametre

de relaxation,pour la figure (V-4-).
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Paramétrede | 1.2 1.3 1.5 1.6 1.7 1.75 1.8 1.85 1.9
relaxation

Nombre 26 48 79 72 57 2 6 5 5

d’itérations

Tableau VI-3 : Evolution de la convergence en fonction du parametre

V1.1.3. Raffinement de maillage :

de relaxation, pour la figure (V-6-).

Dans certains problémes physiques ou la précision des calculs est demandée le

raffinement de maillage peut jouer un role trés important. On appel la solution standard le

type de maillage trés raffiné, c'est-a-dire qu’au dela de ce raffinement la solution finale

(optimale) du probléme physique ne change pas. D’autre part, si le probléme physique

étudié est plus simple et ne nécessite pas la précision des caiculs, il est préférable d’utiliser

un maillage moins raffiné permet de gagner beaucoup de temps et d’espace mémoire.
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Maillage 41x20

Maillage 81x40

Fig.VL9. Raffinement de maillage. (NACA0012)
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VI1.1.4. Répartition des lignes coordonnées :

La répartition des lignes coordonnées dans le maillage peut jouer un role trés important
dans certains problémes physiques. Cette répartition des lignes coordonnée est traduite par
la condensation de ces derniéres dans des zones biens définies et suivant une direction (& et

n ), selon la nature du probléme 4 traiter, tel que des probiémes de couche limite ou de

I’apparition d’onde de choc.

Nous avons utilisés la fonction de condensation « Stretching » dans certaines zones de
maillage comme, les parois d’une tuyére (Fig.V.12) (Fig.V.13), 'entrée d’une tuyére
(Fig.V.10), oi la sortie d’une tuyére (Fig.V.11). D’aprés ces figures, on peut constater la
régularité de maillage intérieur, cette régularité ne peut étre obtenue que par un choix
judicieux des paramétres a; et by intervenant dans la fonction de condensation
« Stretching » .Généralement, ces parameétres sont déterminés aprés plusieurs essais, en les
faisant varier de chaque ¢6t¢ du rectangle (champ transformé).

Les valeurs de ces paramétres, relatives aux exemples que nous avons présentés sont

regroupées dans les tableaux suivants :
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Analyse des résultats
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Valeurs des paramétres de la fonction Stretching pour la figure (V-12)

1.0
20

RO S T TS TR

-rﬂﬂﬂﬂﬁﬂﬂh&&ﬂhﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂhﬂ”ﬂﬂﬁ/.
I RO T R

Fig.VIL.12. condensation des lignes coordonnées sur la paroi
supérieur.
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Cote

Cote 1

Coté 3

Coté

al

1.0

1.0

0.1

20

20

20

bl 2.0

Tableau VI-7 : Valeurs des paramétres de la fonction Stretching pour la figure (V-13)
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N

. / |/

Fig.V1.14. : Maillage autour un cylindre.

Fig.VL.15. Maillage autour de deux cylindres
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Fig.V1.16. Maillage autour d’un profil NACA4412

Fig.VL.17. Maillage autour d’un profil NACA0012
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» résultats de CFD profil NACA 0012
@ nos résultats
@ M.panneaux [10]
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Fig.VL.19. Distribution du coefficient de pression sur la surface du profil
NACA 0012
Maillage de type <<O>>  69x18

Mach=0.3 a=2
CL=0.19348 Cd=-0.01048 Cm=-0.05183
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« résultats de CFD profil NACA 0012
@ nos résultats
oM. panneaux [10]
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Fig.VL20. Distribution du coefficient de pression sur la surface du profil
NACA 0012

Maillage de type <<O>> 69x18

Mach=0.3 o=5

CL=0.48258 Cd=-0.50651 Cm=-0.12931
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« résultats de CFD profil NACA 0012

@ nos résultats
» M.panneaux [10]
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Fig.V1.21. Distribution du coefficient de pression sur la surface du profil
NACA 0012

Maillage de type <<O>>69x18

Mach=0.3 a=7

CL~=0.673049 Cd=-0.096222 Cm=-0.180354
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« résultats de CFD profil NACA 0012

# nos résultats
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Fig.V1.22. Distribution du coefficient de pression sur la surface du profil
NACA 0012
Maillage de type <<O>> 69x18

Mach=0.3 ‘ =12
CL= 0.9530364 ( Cd=-0.1916780 Cm=-0.2553743
dn OLL a l/xw
ot
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« résultats de CFD profil NACA 0012
@ nos résultats
® M.panneaux [10]
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Fig.V1.23. Distribution du coefficient de pression sur la surface du profil
NACA 0012

Maillage de type <<O>> 69x18

Mach=0.3 a=16

CL= 1.134566 Cd=-0.2735361 Cm= -0.3040069
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Fig.V1.24. Evolution de la portance en fonction de I’angle d’incidence.
pour le profil NACA0012
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Conclusion

Ce travail a consisté 4 faire une étude de la méthode numérique de génération de
maillage en deux dimensions. En particulier, nous avons développé et appliqué la méthode a
coordonnées curvilignes régie par un modele elliptique (équation de poisson).

Outre cette méthode, nous nous sommes également intéressés & un certain nombre de
techniques algébriques de génération de maillage, ces méthodes se distinguent des méthodes
& coordonnées curvilignes essentiellement par la simplicité et la rapidité avec laquelle les
maillages sont générés. Cepondant et contrairement a la méthode & coordonnées curvilignes,
elliptique, I"application d’une de ces méthodes algébriques peut &tre conditionnée par le
type de configuration du domaine choisi.Par ailleurs les maillages correspondants peuvent
comporter des irrégularités dues principalement a la propagation des discontinuités & partir
des frontiéres vers I’intérieur du champ. Les maillages obtenus par ces méthodes ont servi
essentiellement a accélérer la convergence de la solution de modéle elliptique.

Par ailleurs, afin d’obtenir une meilleure adaptation du maillage, les fonctions de
condensation sont utilisées pour la distribution des points le long des fronti¢res particuli¢res
ainsi que des régions spécifiques du domaine qui nécessitent un traitement avec une grande
précision. D’autre par, des fonctions de contrdle sont introduites dans I’équation de poisson
pour contrdler I’espacement des lignes coordonnées.

D’aprés les résultats de maillage obtenus,nous avons pu conclure que la méthode a
coordonnées curvilignes elliptique est générale, pouvant s’appliquer dans des domaines
d’étude simplement connexes , doublement connexes ou multi-connexes. Par ailleurs, cette
méthode est applicable avec des formes arbitraires d’obstacles et de la frontiére externe.

En fin, comme I’objectif de 1’étude de tous probléme de génération de maillage est sont
application 4 un probléme physique réel, nous avons appliqués cette méthode a coordonnées
curvilignes, associée aux techniques algébriques & un écoulement potentiel ,incompresstble,
autour de différents types de profils d’ailes.

L’analyse des résultats de cette application nous a révéle que cette méthode de
génération de maillage constitue un trés bon outil de calcul numérigque, permettant de
décrire les phénoménes physiques avec une trés bonne approche des résultats
expérimentaux. Il a noter également que I’application de la méthode de génération de

maillage est indépendante de la nature mathématique des équations qui régissent le
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probléme physique et qui peut étre : elliptique, parabolique ou hyperbolique. De ce fait, lors
de I’application de cette méthode, aucune condition n’est imposée sur la nature physique du
probléme a étudier. Ce qui permet d’avancer que cette méthode pourrait s’appliquer 4 des
problémes physiques autre que celui de I’écoulement potentiel, tels que les problémes de

transfert de chaleur ou d’écoulement visqueux.

Ainsi que, Les résultats obtenus avec le code de calcul, nous avons donné une idée sur
I’intérét de la modélisation et la simulation numérique avec les logiciels.

En général, les résultats obtenus avec ce code de calcul sont en bonne concordance avec les
résultats expérimentaux.

Pour cela, beaucoup de recommandations doivent étre prisenten considération en
particulier, le maillage doit étre aussi fin prés de la paroi du profil, afin de détecter les

détails de I’écoulement quantitativement et qualitativement.
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Annexe -A-

Transformations du plan de coordonnées cartésiennes(x,y) aux plan

de coordonnées généralisées(<,7 ) :

La transformation du domaine (x,y) au domaine (&, ) se fait par le passage de
plusieurs étapes et a I’aide des différentes procédures. On présente dans cette partie

quelques procédures de ce passage. Nous supposons dans ce qui suit ;

f(x,y) : estune fonction deux fois continiiment dérivable.

F (x,y) : est une fonction vectorielle continfiment dérivable, donnée par :
Foy=Fop !+ Fay |

A-1 Dérivées :
A-1-1 Dérivées de ¢ (x,y) et 77 (x,y) :
Préliminaire :

La transformation du champ (x,y) en champ s’effectue par :

(:] i {m,w
n n(x,y)

On détermine les dérivées de & et?7 par :

dé =& dx+&,dy
dn =ndx+n,dy

I.a matrice de passage est :

99



. &
5 [5 y
m. 71,
La transformation inverse, si elle existe est donnée par :
(x] _ {x(é 70
y) W&m
De la méme maniére, on détermine les dérivées de x ety :

dx = x,d¢ + x,dn
dy =y, dé+y,dn

La matrice inverse J,, de la matrice de passage J,.est:
J = Xy Xy
’ y{ yq
Soit J =det J, =X:¥, — VX,

ILa relation entre les deux matrices est :

J, = %(la matrice transposée des cofacteurs de /)

[éx fy}:i[y,, —xq}
. ”y J _yg xf
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D’ou les expressions des dérivées premieres :

7 1
Et des dérivées secondes :
b= Cuvy +ny, Y - €20+ EnT, )
£, ==(n,%, + £ e ) -7, +EN )
£y =00, +E 0 I 65T + €T )Y

Mo =~Eve + 1y, )T - 0.8 020, )0
Ny = (ﬂyxén . ‘;:yxé’: )/‘] - (‘fyﬂy‘]é +7732'Jn )/J

ﬂxy = (Uyyé‘fi * ng¢g )/J - (ﬂxny‘]n # gxnx‘]é )/J

A-1-2 Dérivées de f{x,y) :

i

1=(Z) =Guti-st )

&J’

(%] —(x, f, - 5,1 )9

X

Js

A-2 Transformation des dérivées des vecteurs :

Laplacien de f :

Vif= (af«:; = 2Bfey + W' )/J2 +(ax¢§ = 2%, + Xy, Xy;f,, ‘“-ane:)/J3
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+ (ayéfé —2ﬂy«fv W anffﬂ '_xri-f;’)/‘]3

Cette expression est équivalente a :
Vif= (afr:: =28 t Wy +Of, t ’fcf)/‘jz
Avec :
J = XeV, — X, Y¢
a =x'+y,
B =Xy, % yex,
Xi+ y;
o=y —x.dv)/J
5= (xﬂdy —~ y,,dx)/J

de = axy, —2fx, +px,,

~
fl

& = ayg _2‘By§fr ALY

Gradient de f:
A2 (R V) S (YA T

Divergent de ﬁ -
6 .ﬁ = [yq(Fl)g _yé"(Fl)q +x§(F2)q _xr;(Fz)g]/J

A-3 Les vecteurs tangent et normale dans le champ (§, ) :

Les vecteurs tangent et normal a la courbe f(x,y) sont données par :
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Py M
[V/]

Pour f(x,y) correspondant a 77 (X,y),cette expression devient :

En utilisant I°équation de gradient de f, le vecteur unitaire normal & une ligne

n =cte est donné par :

A = (‘“ y:’P’L x«:ﬂ/\/;

De la méme maniére, on définit 1’expression du vecteur unitaire normal a une

ligne coordonnée & =cte :

g@) = l%g—! = (yn?_xﬂfp)/‘/g

Les vecteurs tangents a la ligne coordonnée 77 =cte, respectivement a la ligne

& =cte sont donnés par :

Pon _ Povx g = (xglp_i_yg}")/\/;

Per _ Porxg - _(xn,*’+yq;-')/\/g
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Annexe -B-
Approximation par la méthode des différences finies

B-1 Approximation par les différences centrées d’ordre 2 :

Soit une fonction deux fois continiment dérivable £ (£, 7 ), définie pour :

2<is I, -1

2<j<J, ~1

max

L’approximation des dérivées premicres donne :

(fé ),J = (f;+l.j - ff—l,f)/z
(fn ),-,j = (fi,j+l = i )/2

L’approximation des dérivées secondes donné :
(fs‘f)f,j = fiﬂ,j - z-f:-; + fr‘l—l,j

(,fg;; )J',j = (,f;+l,j+l - f;+1,j—1 + f;'],f—l - ‘f;“l,j+1)/4

(fﬂn ),, = J:JH - 21;.;‘ + j;,j—l
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B-2 Approximation par les différences décentrées d'ordre 2,des
dérivées premiéres:

Cette approche est appliquée sur les segments correspondant aux frontieres
d'obstacles ou de frontiére externe. Suivant la position du segment sur le coté du

rectangle, nous obtenons:

B-2-1 Sur le coté bas:
Il Iz

J=1
Pour I, <I<1,:
S, =-0.5(f(1,3)-4(1,2)+ S
Au point (I;,1) :
fe=-0.5(f(1, +2,)-4(, +L1)+31(1,.1))
Au point (I5,1)
fe =0.5(f (I, =2.)—4(1, - L1)+37(I,.1)

B-2-2 Sur le coté haut:
I; I,

J=T mex
Pour I, <I<1l;:
S =05/, ax =2) =4, J e =D +3 (L, )
Au point (I,,1) :
Je==05(f1, +2,J pue ) -4, +1,J 0 )+ 3511, )
Au point (I,,1)
Le=05(f(1y 2, J g )~ M3 =L, T o) +3 /U350 ue))
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B-2-3 Sur le coté gauche:
J2

PourJ, <J< )
f§ =-05(fB,Jy-42,H)+3f(1,J)

Aupoint (1,]) :
fﬂ =-0.5(/Q,J,+2)-4(,J, + D+3f(LJ,)

Au point (1,1,) :

[, =05(f,J, -2)~-4(LJ, -D+3f(,];))

B-2-4 Sur le coté droit:

1= Lo
Ji

PourJ, < J< ]
fr=05( Uy —2,0)= 4 e ~ L) +3f U s J)

Au point (Iyax.Jd1) :
[ = =05(f sy +2) = 4 oSy + D+ 3 U s /1))

Au point (1,3,)
[ =05(f Uy sd s = 2) = 4 s S 2 =D+ 3 U e s 2

107



Annexes

B-3 Approximations par les différences centrées d’ordre 2 aux

coupures :

Les segments de coupure d’une méme paire peuvent étre disposées sur le méme
coté du rectangle (champ transformé) qui correspond a4 une méme ligne coordonnée
ou sur des cotés opposés. Nous donnons ci-dessous les schémas aux différences finies
correspondant aux différentes dispositions des segments de coupure sur les cotés du

rectangle.

B-3-1 Un segment en bas, un autre en haut :

Is I
""""""""""" _] =j max
------------------ j=1
Ii Iz

Surlecotébas: I <i<L
x, = 0.5(x(@ +1,1) — x(i - L1))
x, = 0.5(x(,2) — x(i,J o = 1))
Xy = X(0,2) = 2x(6,1) + X, J = D

Xey = 0.250x( +1,2) ~ %G +1,J gy =D+ =L pp — D= x( =1,2)

Les valeurs de dérivées pour le coté haut sont identiques a celles du coté bas a cause

de la superposition des deux segments disposés sur les deux cotes.
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B-3-2 Un segment a gauche, un autre a droite :

Jz v Ja

Ti I3
I=1 I=Imax

Sur le coté gauche : Ji<j<l:
x, = 0.5(x(2, ) -5 =1 )

x, =0.5(x(1, j +1)~x(1, j-1))

X = %25 1) = 201, ) + 5Ly~ 1)
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