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Résumé :

L’intégration et le développement des systémes de commande a€ronautique pour les avions
modernes permettent d’estimer les qualités de vol désirées en utilisant les méthodes classiques et
modernes. L’objectif de ce travail est de synthétisé des lois de commande pour un autopilote
d’un avion commercial rigide. La premiére étape aprés la revue bibliographique est de faire une
étude théorique sur les lois de commande envisagée tel que les commandes classiques (Bode ,
Nyquist, etc....) ou les commandes optimales modernes ( LQ, LQG, H; et H.). La deuxiéme
étape est de faire une étude sur la modélisation des équations de la dynamique de vol d’un avion.
Nous avons d’abord obtenue un modéle non linéaire, puis aprés linéarisation et découplage un
modele longitudinal linéanisé en toute condition de wvol. Une derniére étape consiste a
I’application en simulation des lois de commandes choisi pour commander I’avion B747 et de

voire les performances atteintes. Un programme MATLAB/SIMULINK est réalisé a cet effet.

Abstract:

The integration and the developpement of the modern flight control let estimate the desired
handling qualities by the using classical and modern methods. The main goal of this work is to
design control law for rigid commercial airplane autopilot. The first step after a review is
theorique study of law control like classical law (Bode, Nyquist... ) and optimal control law like (
LQ, LQG, H; and H,). Secondly is to study the equations of the flight dynamics. First a non
linear mode! is obtained, after linearization and decoupling a linear longitudinal model for all
flight condition. The last step consisted in application of the control law to simulated and
commanded B747 airplane. A program MATLAB/SIMULINK is did.
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R : vitesse de rotation en lacet (rad.s™).

R; : Matrice de rotation d'angle 1.

R, : Repére normal terrestre, ou NED.

R, : Repére avion.

R, : Repére de stabilité, ou aérodynamique.

Ry;; : Matrice de passage du repére i au repére j.

p : Masse volumique de I'air a une altitude donnée (kg.m™).
po - Masse volumique de l'air au niveau de lamer : h=0m (kg.m”)
T : module de 1a poussée (N).

V - module de 1a vitesse aérodynamique de l'avion (m.s™).
V : vitesse équivalente de I'avion (m.s™).

g=9.81 ms”, accélération de la gravité.

po=1.225 kg.m'3, masse volumique de I'air au sol.

S : surface de référence (de I'aile).

A : Matrice d’état du systéme lin€aire

B : Matrice d’entrée du systéme linéaire

C : Matrice d’état de sortie du systeéme lin€aire

D : Matrice de commande de sortie du systéme linéaire



Notion de la partie commande :
I : Matrice d’identité
R : Corps des nombre réels

R* : Corps des nombre réels positif ou nuls

C™ : Corps de vecteurs complexes de dimension n

J : nombre complexe tel que j>=-1

s ou p : variable de Laplace

R.(.) : Partie réelle de ()

Im(.) : Partie imaginaire de (.)

w : Pulsation (rad/s)

AT : Matrice transposée de A

F(jw) : Matrice de transfert pour s=jw
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W1, W), W, : pondération de la commande H,
LFT : transformée linéaire fractionnelle

K. : gain de commande
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Chapitre I S ~ Geénéralites

I.1 Introduction :

Les grands constructeurs aéronautiques souhaitent, depuis quelques décennies, construire des avions
toujours plus gros, plus performants ¢t plus confortables dans la gamme des long-courriers : le récent
programme A380 d Airbus Industrie en est la preuve. Cette évolution s'est naturellement effectuée en
relation avec les progrés de la connaissance scientifique, notamment dans les domaines de la
mécanique du vol et des structures, avec lapparition de nouveaux matériaux souples et résistants, et
é¢galement dans le domaine de l'automatisme. En effet lorsque l'on parle de tels appareils, il est
nécessaire de concevoir des aides au pilotage dans la mesure ou un pilote ne peut pas manceuvrer
réguli¢rement pendant de longues durées, et ce pour des questions évidentes de sécurité et de confort
des passagers.

La compagnie Boeing inc. Est major dans cette catégorie, puisque cest elle qui a congu le premier
jumbo-jet B-747, dont la mise en service a eu lieu en 1970. Depuis, cet appareil n'a cessé de subir
des évolutions techniques.

C'est dans ce contexte que nous nous sommes intéressé a 1’application de loi de commande robuste
pour un autopilote d'avion commercial. Disposant des données et des études afin de valider nous
reésultats. pour le B-747, nous avons naturellement choisi d'étudier cet appareil. En effet, avant de
concevoir un quelconque dispositif dautopilotage pour un avion, il est nécessaire de prendre
connaissance de son comportement dynamique par des simulations, et donc de disposer de son
modele mécanique. Cependant, lors des différentes phases de vol : décollage, croisiére ou approche,
on observe des variations de modeéle, dues aux variations de plusieurs parameétres, dont par exemple
laltitude. En effet, le modéle de l'atmosphére n'est pas le méme au niveau de la mer qu'a 11 000
métres daltitude, et le comportement de I'avion sen ressent,

Notre travail est divisé en quatre chapitres :

Le premier chapitre est une généralité sur la loi de commande robuste.

Le chapitre II est consacré & 1’¢tude théorique de la commande robuste qui est I’étude de la
commande classique (Bode , nyquist,....)et moderne (LQ,LQG,H,, H,, ).

Le chapitre 11I est consacré a la modélisation de la dynamique de vol de I’avion longitudinal.

Le chapitre IV est une étude dans le cadre de simulation, et consacré & I'implantation de la loi de
commande, dont 'é¢tude théorique est l'objet du chapitre II. Il contient 'application pratique de la
commande quadratique LQ ,LQG et la synthése H,LQG, H,, ainsi que la wvalidation des

performances de la structure compléte de commande.



Chapitrel: ~_ Géneralites

1.2 Historique de la commande H,/H ,: [2]

Dés les années 30, Bode mit en évidence l'intérét fondamental du principe de la contre-
réaction en introduisant dans le cadre d'une représentation fréquentielle d'un processus mono variable
, les notions de marges de gain et de marges de phase. Il donna alors une interprétation graphique de
la robustesse grice au tracé fréquentiel des lieux de Bode (ou de Nyquist ou de Black) et énonga les
premiers criteres de maintien de la stabilité en présence d'incertitude.

Cependant, malgré I'importance considérable de ces travaux. Les études sur la robustesse ont
perdu de leur intensité jusqu'aux années 70 pour faire place 4 un développement considérable dans le
domaine des représentations d'état et polynomiales (observabilité, commandabilité, estimation, fiitre
de Kalman ... ).

Ce nest que récemment que se développent certaines extensions au cas multivariable des
travaux de Bode (généralisation du critére de Nyquist Cependant, ces méthodes se sont rapidement
révélées insuffisantes pour I'étude de la robustesse car leur domaine d'application était trop restrictif.
Il faudra attendre les années 80 pour qu'apparaissent les premiers résultats importants pour les
systemes lin€aires invariants (Zames, Lehtomaki, Doyle, Safonov ...} qui initialisérent un regain
d'intérét considérable pour la robustesse. Ce regain fit motivé par l'introduction d'un nouvel outil
d'analyse fondé essentiellement sur l'utilisation des normes de matrices de transfert. Parmi les
méthodes  de synthese les plus importantes, on peut citer &tes extensions robustes du LQG
(LOG/LTR Doyle et Stein), la méthode QFT et ses extensions qui analysent les réponses
fréquentielles du systéme pour faire la synthése de compensateurs robustes vis 4 vis des variations
paramétriques ( Horowvitz, Sidi, Oustaloup) D'autres méthodologies se sont progressivement
développées dans les années 80, parmi lesquelles les plus importantes sont les H, et H,,, synthéses qui
suscitent toujours un grand intérét au sein de la communauté scientifique. Le probléme et de
formuler en terme d'une optimisation de la norme H; et H,d'une matrice de transfert représentant les

objectifs de robustesse et/ou de performance pour les systémes linéaires et invariants.
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1.3 Etude de robustesse :

Le premier probléme a résoudre pour pouvoir appliquer la théorie mathématique est la
modélisation des processus physiques. La génération de ces modéles qui nécessite de nombreuses
simplifications aboutit & une représentation imparfaite de la réalité, on dit alors que ce modele est
soumis a des phénomeénes perturbateurs.

Les erreurs de modéle trouvent leurs origines dans les nombreux phénomeénes non linéaires
qui sont négligés car leur caractérisation est souvent trop complexe pour pouvoir étre prise en compte
mais aussi dans l'idéalisation de certains phénoménes notamment aux niveaux des organes de
commandes (actionneurs) ou ceux de la chaine de mesure (capteurs). De plus, comme, il est souvent
souhaité, le systéme est lindarisé autour d'un point de fonctionnement du processus physique. Le
modéle n'est alors valide que dans le voisinage de ce point et les phénomenes non linéaires sont
totalement négligés. Pour de tels modéles, de plus simple simplifications peuvent encore étre

effectuées pour diminuer sa complexite.

Le processus physique peut aussi étre soumis & des perturbations extérieures qui généralement
ne sont pas prises en compte par la modélisation. Dans le domaine aéronautique par exemple, elles
peuvent provenir de diverses origines telles que le vent, les turbulences atmosphériques...

Finalement, I'ensemble de ces simplifications font que le probléme de la validité des lois de
commande générées a partir de ces modeles est crucial. Clest ainsi que depuis la naissance de
I'aéronautique, les chercheurs se sont intéressés au probiéme de la robustesse. Cette proprieté traduit
I'invariance ou la résistance du comportement du systéme lorsqu'il est soumis 4 des incertitudes de
nature diverse. Généralement c'est la robustesse en stabilité qui intéresse les chercheurs .Celle-ci
traduit le maintien de la stabilit¢ du systéme de présence d'incertitudes. Cependant, on désire
également conserver certaines caractéristiques spécifiées initialement (temps de réponse,

dépassement....), on parle alors de robustesse en performance.
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1.5 Objective de la thése:

Notre principal objectif, aprés la modélisation des équations de mouvement d'un avion et
I'étude théorique de commande 4 été d'étudier I'applicabilité de cet technique dans guidage d'un
avion.

L'avion est un systtme complexe avec de nombreuses non-linéarités (interaction
aérodynamique, aéroélasticité...), naturellement instable. De plus les modeles linéaires ne
prennent pas en compte les incertitudes de modélisation, c'est la raison pour laquelle nous avons
analysé les possibilités de ces commandes.

Les problémes importants qui se posent pour I'élaboration des lois de commande sont
d'une part le choix de filtres introduits généralement au niveau des commande ou/et des sorties du
systéme. Ces filtres sélectionnent de domaines fréquentielle et permettent ainsi de gérer compromis
robustesse/performance. Nous avons défini une stratégie de recherche systématique des filtres
fréquentiels permettant d'obtenir des correcteurs d'ordre raisonnable vis a vis du probléme posé.

Pour les systémes aéronautiques et en particulier pour les avions, la localisation de
dynamique en boucle fermée fait partie intégrante des spécifications imposées aux lois de
commande. Un modéle mal amorti peut en effet, s'il est excité¢ engendrer un comportement
inacceptable. Par essence, la technique de H,, synthése adopte un point de vue entrée-sortie pour
I'étude des systémes. Elle ne traite donc pas explicitement la position des modes du systeme en
boucle fermée. 11 faut noter que la littérature sur ce sujet est extrémement réduite et n'apporte pas

véritablement de réponse.

Lobjet de la commande robuste que nous proposons est de répondre aux exigences
suivantes:

¢ Compromis robustesse/performance

Robustesse vis a vis de la dynamique négligée

Modes bien amortis

Robustesse vis-a-vis des variations paramétrique bien satisfaisante.
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II-1-Introduction:

Ce chapitre constitue une introduction a la théorie de commande, 1’étude, I'analyse, et la
synthése des systémes de commande. Il a pour objectif d'introduire les principaux concepts de
I'Automatique: la notion de modéle d'un systéme, la structure de commande & contre-réaction et le
concept de stabilité des systémes dynamiques et le probléme de stabilité posé par l'introduction de
la contre-réaction. Et I’étude de la commande robuste classique ~ Bode,nyquistlieu de
black,...etc.”” et les commande modernes
“LQ,LOGH2.H,, .

I1.2. Théorie des systémes et de la commande:[1]

I1.2.1 Notion de systéme:

Un systéme est constitué naturellement ou artificiellement afin d'accomplir une tache
prédéfinie. Son état est affecté par une ou plusieurs variables, les entrées du systeme. Le résultat de
l'action des entrées est la réponse du systéme qui peut étre caractérisée par le comportement d'une
ou plusieurs variables de sorties. Le syst¢tme complet ou un des €éléments le composant est

généralement représenté schématiquement par un schéma fonctionnel de la figure ci-dessous.

o(t) ey SYSEME ey 5(1)

Fig. IL.1- Schéma fonctionnel
Les entrées affectant un systéme peuvent étre de nature différente. Les unes ont pour but
d'exercer des actions entrainant le fonctionnement souhaité du systéme; ce sont les commandes.

Les autres entrées troublent le fonctionnement désiré et sont définies comme des perturbations.

‘ d(t)

o(t) i | .Sy_stéme . S(t)

Fig. IL.2 — Commandes e(t) et perturbations d(t)
Chaque élément constitutif de I'ensemble systéme peut étre caractérisé par un nombre fini de
variables et l'interdépendance des variables caractérisant chaque €lément peut étre exprimée sous la
forme d'une loi mathématique. Ainsi la relation entre les entrées et les sorties du systeme est

l'expression des lois de la physique associées au systeme, c'est a dire la combinaison des lois



mathématiques précédentes. L'ensemble des lois mathématiques régissant la causalit¢ entre les

entrées et les sorties du systéme constitue le modéle mathématique du systeme. La modélisation,
étape préliminaire de 1'analyse d'un systéme quelconque, indépendamment de sa nature physique,
de sa composition et de son dégrée de complexité comporte donc les €tapes suivantes:

° identification des variables pertinentes pour la caractérisation de chaque élément constituant
le systeme,

o caractérisation des relations entre ces variables,

® représentation mathématique des interactions entre les éléments a travers la représentation

mathématique des interactions entre les variables,

* formation d'un systéme de relations entre les variables caracterisant le systtme comme un
tout,

. formation d'un systéme de relations entre les variables d'entrée et les variables de sortie.

. Les systémes linéaires :

Une classe particuliére dont l'importance pratique est remarquable est celle des systémes
décrits par des équations différentielles linéaires. On parle alors de systémes lin€aires. Si ¢elle n'est
strictement que rarement vérifiée en pratique, cette hypothése de linéarité peut étre accepteée pour de
nombreux systémes évoluant autour d'une position d'équilibre sous lhypothése des faibles
déviations. Un processus de linéarisation est alors nécessaire. D’un point de vue purement
technique, les systémes linéaires vérifient le principe de superposition et le principe
d’homogénéité.
> Principe de superposition:

La réponse s (t) d’un systéme linéaire a une entrée e (t) composée de la combinaison linéaire

de plusieurs entrées e(t) = ZL L akex(t) est la somme des réponses élémentaires sk(t) a chacune

des entrées individuelles s(t) = 3, __ axsi(t)
» Principe d’homogénéité:

Un systéme vérifie le principe d’homogénéité si pour une entrée ae(r), la sortie est donnée
par as(f).

I1.2.2 Théorie de la commande :

*,

s  La commande passive:

Le principe de la commande passive consiste a modifier structurellement le systeme a
commander afin qu'il réalise au mieux les fonctions souhaitées. Connue également sous la
dénomination de commande structurelle, cette technique s'applique principalement dans les
domaines du contréle des vibrations (acoustiques, mécaniques) affectant les structures mécaniques

6
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et dans le domaine du controle des écoulements laminaires et turbulents.

«»  La commande active :

A la différence de la commande passive, la commande active suppose l'emploi d’un
dispositif spécifique appelé systéme de commande afin de modifier le comportement dynamique du
systéme étudié. Le but d'un systétme de commande est donc d'exercer des actions entrainant une
amélioration du comportement du systéme et de ses performances. L'ensemble des méthodes
permettant l'analyse du comportement d'un systtme donné et la synthese d'un systéeme de
commande satisfaisant des spécifications de performance précises définit la théorie de la
commande.

la théorie de la commande permet la conception de systémes de commande pour des
domaines aussi variés que l'aéronautique, le spatial, l'industrie chimique, I'automobile, le génie-
électrique... Quelle que soit la nature du systéme a commander, il est toujours possible de classer les
différentes structures de commande en deux grandes familles. Les structures de commande en
boucle ouverte et les structures de commande a contre-réaction appelées également structures de
commande en boucle fermée.
<  La commande en boucle ouverte :

En l'absence d'entrées perturbatrices et en supposant que le modéle mathématique du
systéme est parfait, il est imaginable de générer un signal de commande produisant le signal de
sortie souhaité. Cela constitue le principe de la commande en boucle ouverte qui exploite la
connaissance des dynamiques du systéme afin de générer les entrées adéquates (7). Ces derniers ne

sont donc pas influencés par la connaissance des signaux de sortie ().

&Iti Loi de d(t) Actionneur ; Systéeme S(t)l
« commande P y

Entrée de consigne /)Signal de commande ‘Sortie réelle
Fig. I1.3 — Commande en boucle ouverte
%  La commande en boucle fermée :

Toutefois, si le systéme a commander n'est pas parfaitement connu ou si des perturbations
l'affectent, les signaux de sortic ne seront pas ceux souhaités. L'introduction d'un retour
d'information sur les sorties mesurées s'avére alors nécessaire. Le principe de commande en boucle
fermée est illustré sur la figure suivante et définit la structure de commande 2 contre-réaction

(feedback en anglais). On parle alors de systéme bouclé (figure 11.4), par opposition aux systémes

7
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en boucle ouverte (figure I1.3).

Signal de référence
pe

et) + S(ti Loi de c(t) Actionneur u(t Systéme S(ti

’ «  Commande <
- & ’ 4 ,
Sortie d'érreur Signal de commande
Sortie mesurée Sortie réelle

Capteur

Fig. IL.4 — Commande en boucle fermée
Un systéme bouclé vérifie en quelque sorte que la réponse du systéme correspond a l'entrée
de référence tandis qu'un systéme en boucle ouverte commande sans contrdler l'effet de son action.
Les systémes de commande en boucle fermée sont ainsi préférables quand des perturbations non
modélisables et/ou des variations imprévisibles des parameétres sont présentes. Cette structure de
commande permet ainsi d'améliorer les performances dynamiques du systéme commandé (rapidite,
rejet de perturbation, meilleur suivi de consignes, moindre sensibilité aux variations paramétriques

du modele, stabilisation de systémes instables en boucle ouverte).

11.2.3 outils d’analyse des asservissements :
I1.2.3.1 Diagramme de Bode:
Définition :
Le diagramme de Bode d'un systéme de réponse fréquentiel H(jw) est composé de deux

traces :
* le gain (ou amplitude) en décibels (dB). Sa valeur est calculée a partir de 0logo (|H(jwW)|)

B la phase en degré, donnée par arg (H(jw)) .

L'échelle des pulsations est logarithmique et est exprimée en rad/s (radian par seconde).

L'échelle logarithmique permet un tracé trés lisible, car composé majoritairement de trongons

linéaires.



a) Systémes du premier ordre :

Soit la fonction de transfert du systéme du premier ordre:

H(s) =+ (IL1)

La pulsation wy est appelée pulsation de coupure.

Le tracé s'obtient en prenant l'opposé du module en dB et de la phase du systéme du premier ordre.
Un systéme sera stable en boucle fermée si le diagramme de Bode de la F7BO fait apparaitre que

pour la pulsation @ _,,,., la courbe de gain passe en dessous du niveau 0 dB.

:'\:' L] Ll Ll Ll L) L Ll Ll L L LS L4 LR
& 0 a .
=) +——— Gain margin
_8 _:(] - 4 . . -
2 .
k- -40 -
L]
= —-60 - -
-_x'-, A A A A A AL L A A A 'S A A Al
1! 10° 10!
Frequency (radfsec)
‘] LJ 5 | L | ¥y VN PV T 1 L] LR LB L
% =100 7 -
3 " Phasc margin ——
é‘ e L o : -
=) = -
i 1 L1 a1 aa1al 1 i [ W W T W |
10! iy 10!

Frequency (rad/sec)
Fig. I1..5 - Diagramme de Bode d'ordre 1.

b) Systémes du second ordre :

Soit la fonction de transfert du Systémes du second ordre :

H(s) = ——— (1L.2)
1+2£wio+ (Wio)

Le tracé s'obtient en prenant l'opposé du module en dB et de la phase du Systémes du second ordre.
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Fig. I1..6 - Second ordre

FTBO: Fonction de Transfer en Boucle Ouvert
11.2.3.2 Diagramme de Nyquist :

Le diagramme de Nyquist représente la fonction G( jw) dans le plan complexe.
A chaque fréquence w on associe le point de coordonnées R(G( jw)) et Im(G(jw)) . Le contour
de Nyquist est la courbe formée par ces points. Il est orienté dans le sens des w croissants de -o0_ a
+o0.
Le contour de Nyquist de la fonction de transfert est représenté a la Figure I1.7

Le tracé de Nyquist joue un role important dans I’analyse de la stabilité¢ en boucle fermée
d’un asservissement. Il s’agit ici de la stabilit¢é BIBO puisqu’on s’intéresse a la stabilit¢ de la

fonction de transfert

1
S(s) = 1+G(s)K(s)

=1—-T(s) (IL.3)
Le critére de Nyquist fournit un moyen graphique simple pour étudier la stabilité de S(s) a

partir du seul tracé de Nyquist du transfert en boucle ouverte F(s) = G(s)K(s). Ce critere s’applique

dés que F(s) n’a pas de pdle sur I’axe imaginaire et peut s’énoncer comme suit.

Critere de Nyquist:

le systéme bouclé est BIBO stable si et seulement si le contour de Nyquist de F(s)=G(s)K(s)

parcouru de w = —o0 a w = +o0, entoure le point critique (-1;0) un nombre de fois égal au nombre

de poles instables de F(s).
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| >>num=[0.5]; den=[1210.5 |;
»>=>gys=tf(num,den);
>>nyquist(sys)

1.5

1.0

05

el point;

Imaginary Axis
o

=10

—1.5
-1 -08 —-06 -04 —02 0 02 04 06 08 1

Real Axis

Fig. IL.7 - Contour de Nyquist.

I1.2.3.3 Diagramme de Black:

Dernier diagramme souvent utilis¢ en Automatique: le lieu de Black (ou diagramme de
Nichols). Ici la phase Arg(G( jw)) est portée en abscisses (en degrés) et le gain |G( jw)| est porté en
ordonnées (en dB). La courbe des points G( jw) ainsi obtenue représente la réponse fréquentielle.

Le diagramme de Black s’utilise pour déterminer le gain et la phase du transfert consigne/sortie

_ _G(s)K(s)
T(s)= 1+G(s)K(s)

(IL4)
a partir du tracé du transfert en boucle ouverte /() = G(s)K(s). Les abaques de Black permettent de
lire directement cette information en chaque point du tracé de F(s) sur le lieu de Black.
Le lieu de Black est représenté a la Figure I1.8.
Ce lieu tangente le cercle de gain constant 6 dB (|G (jw)| =2) a la fréquence w = 0.

Dans le plan de Black, le systéme est stable en boucle fermée si sa réponse fréquentielle en

boucle ouverte laisse le point critique (-180° , 0 dB) a droite pour les fréquences croissantes.

11
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46 T L] L]
Cdb
20F 025 db B
0.5db
20 1db e ab
Iy
1k 3db -
) 13 db
E fdb
Qo . +8cb
s' -13F +12db
g. -2 4aCdb
«agk 4
-4 L i 1 40 db
-270 =-1&0 -0 0

open-loop phase (deg)

Fig. IL.8 — Licu de Black.
I1.2.3.5 Critére de Routh:

Le critetre de Routh est un critére permettant de déterminer a partir du polyndme
caractéristique (dénominateur de la fonction de transfert en boucle fermée), le signe des racines de
ce polyndme sans résoudre 1’équation caractérnistique :
1+G(p)=0 (IL5)
Remarque : Dans la suite la FTBO est notée G(p).

Soit I’équation caractéristique de 1’asservissement :

E(p)=1+F.T.B.O=1+G({p)=0 (I1.6)
(Déterminant de la F. T.B.F)

On la met sous forme polynomiale :

E(p)=1+ap"+ap1p" ' +-+a;p+ay=0 (1.7)

On construit la table de Routh (Tab.IL.1) :

n

p a, Ap.2 | Qn-4
n-1

Ap-1 | @n-3 | Ap-s
n=-2

p bm bm——l bm-z
n—3

Cm b1 | b2
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_ 1 Qn An-21 _ An-1Qn-2 — Qnln-3
by, = - det [%—1 an_g} = g
_ 1 An  Qn-4] _ Qpn-1Qn-4 — Apln-s
by = =g det g " g7 = =T
o = —idet An-1 %—3] _ bmln-3 — bn-10n-1
m by, bm  bm-a b,
1 An-1  Qn-5] _ bman-s—bm-z@n—
Cim—1 = ""b—m'det[ bm bm—Z] = b (IL8)

La procédure est itérée jusqu’a p0 =0
Le systeme est stable si tous les coefficients de la premiére colonne sont de méme signe.

Le nombre de pdles instable (partie réelle positive) de la F.T.B.F est égale au nombre de
changements de signe sur la premiére colonne.
Remarque :
1 - si au cours de calcul on trouve un zéros dans la premiére colonne seulement on le remplace par
un g<<1I et on continue le calcul. Pour I’analyse de stabilité on fait tendre & vers 6.
2 - L’obtention des zéros sur une ligne entiére correspond a une paire de pdles imaginaires
conjugueés.
Exemple 1 : soit ’équation caractéristique d’un asservissement
E(p)=p*+6p°+13p2+12p+4=0

La table de Routh correspondantes est la suivante :

p! 1 13 4
pP 6 12 0
P2 11 4 0
p! 982 0 0
il 4 0 0

1l n’y a pas de changement de signe
D’ou La FTBF n’a pas de pdles a partie réelle positive
Le systéme asservi est stable en boucle fermée

Le critére de Routh est trés utile lorsque les coefficients du polyndme sont des parametres de
réglage de I’asservissement.
Remarque : le critére mathématique et celui de Routh, sont des critéres de stabilité absolue, ils ne
permettent pas de préciser les marges de stabilité du systéme. En d’autres termes, ils n’indiquent
pas le degré de stabilité ou d’instabihité.
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I1.3 Les Commandes Classiques: [1]
I1.3.1 Le régulateur PID:

Le régulateur PID (Proportionnel Intégral Dérivé) combine les trois modes de correction de

Base suivent :

. P: le simple gain proportionnel
. I: I'effet retard de phase
. D: l'effet avance de phase.

Ce régulateur est le plus populaire (et de loin!) dans le milieu industriel est spicialement en
aéronautique la on trouve la plupart des avions sont controlés par ces modeles. A ce succés, on peut
trouver plusieurs causes:

® sa simplicité (3 parameétres 2 régler en général})

. sa souplesse: on peut modifier facilement sa structure en fonction de l'application ou des
speécifications (on peut faire du PI-D, du I-PD, du PID2, etc...)

Dans son expression la plus simple, la fonction de transfert du PID est donnée par:

— up) _ 1
R(s) = ) K,(1+ Toop + T4 *+p) (IL.9)

Ou K, Ti et Td sont respectivement les gains proportionnel, intégral et dérivé.
Remarque : le régulateur PID 3 trouver son limite avec le développement de I’avion vis-a-vis a sa
robustesse. Pour cela les constructeurs sont entrain de renouvelés les lois de pilotage en utilisant des

lois modernes adaptées aux ces nouvelles générateurs des avions.

(t) u(t) ¥(®)
0 | - = D p Syseme

Fig. IL9 - Asservissement par un régulateur PID
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11.4 Les Commandes Moderne : [3]

Dans ce chapitre on a spécifie les commandes optimales suivants :
I1.4.1 La commande LQ : (linéaire quadratique)

11.4.1.1 Principe:

Considérons un systéme linéaire :

{X(t) = Ax()+ Bu(t) Xx€R" ueR™ (IL10)
z(t) = Nx(t) zZ € R1

AER™™ BgRY™™

X € R" : désigne le vecteur d’état

u € R™ : désigne le vecteur de commande

Z € RY : désigne le vecteur de sortie régulée

La synthése linéaire quadratique dénommée LQ consiste au la recherche d’une matrice gain K.

jtelle que la commande par retour d’état u(t) = —K.x(t) stabilise le systéme et minimise le

critére quadratique :

J = [ (©0z() + v (DRu(D))dt = [ (xT ()@, x(t) + uT (ORu(t))dt (IL.11)

Ou les matrices de pondération Q, Q,, R satisfaisant :

R>0,0=0etQ, = NTQN, on peut trouvé la matrice de gain K. par la relation :

K.=R1B'P, (I1.12)
et P, solution positive (symétrique) de I'équation de RICCATI :
PA+A"P.—PBR'B'TP.+Q,=0 (IL13)

Démonstration : La dynamique du systéme en boucle fermée sur la loi de commande

u(t) = —Kx(t) obéit a I'équation :

%(t) = (A — BK)X(t) (TL14)
La réponse autonome de x(t) s'écrit alors : x(t) = eAtx, avec Af = (A — BK)etxy = x(t = 0).
Le critére J devient :

J = f, (xT(D)Qxx(t) + uT ()Ru(L))dt

= [ xT(t)(Qx + KTRK)x(t)dt

=X (fow et (Q, + KTRK)e‘f‘dt) Xo

J =Py aL.15)

15



Chapitre II : Théorie de la loi de commande robuste
avec
P = [ e*(Q, + KTRK)e? dt . (11.16)

La contrainte As stable entraine que P vérifie I'équation de LYAPUNOV:

ATP+PA;+ Q.+ K"RK =0 (IL17)
Par ailleurs P > O car] = x) P.xg et ] >0 Vx, (critére quadratique).

Soit K, la valeur optimale de K qui minimise J et Pc la solution correspondante de L'équation de
LYAPUNOV 11.17, soit :

(A-BK)TPc + Pc(A—BK)+ Q, + KTRK =0 (11.18)
K.=R1BTP,. (I1.19)
Si on reporte cette équation dans I'équation II.18, nous obtenons I'équation de RICCATI de
commande :

PcA+ ATPc —BPcR'B"P+Q, =0 (11.20)

Remarque : on peut retrouver directement l'équation de LYAPUNOV en boucle fermée 11.18 a
partir de I'équation de RICCATI en boucle ouverte 11.20 et de I1.19. Il suffit de rajouter et de
retrancher BPcR BT P dans 11.20.

¢- Schéma de Principe:

&(t)=0 u . X x(1)
- = P ep  wp s
g ST . :
1 |
rd A
X
z(t)
K. . - N e
Fig. I1.10 - Schéma général de la commande linéaire quadratique.
Transfert du systéme : (s désigne la variable de LAPLACE).
20) )
xI . =Bu(s)+ A =
——(SI;A) Z(s) = Bu(s)
Gou(s) =7 (s) = N(sl — A)"'B (IL21)
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Transfert de boucle ouverte corrigée : (on coupe en (1))
L.(s) = K (sl -A)"'B (11.22)
d- Robustesse de la commande LQ:
Le transfert de la boucle ouverte corrigée Lc(s) vérifie la propriété :
(1+ LE(=5)) R(I + Le(5)) = R+ GL,(~5)Q6 () (11.23)
Démonstration : en ajoutant et retranchant sPc a I'équation de RICCATI (11.20), nous obtenons:
NTQN - P.BR'BTP_ — (—sl — AT)P.— P.(s — A) = 0 (1124)
En multipliant chaque terme de cette demiére expression, a gauche par (sl — AT)™'BT et a droite
par (sl — A)"B nous obtenons :

BT(—sl — AT)"INTQN(sl — A)"!B -~ BT(—sl — AT)"1P.BR"'BTP,(sl — A)~1B — BT(sI — A)"'B

—BT(—si—AT)"'BP. =0

En tenant compte de la définition de G, en (I1.21) et du fait que Kc = R™'BTP, nous
Gr(—5)QG 1y (s) — L{(—5)RL.(s) — RL.(s) — LL(—s)R = 0 (IL.25)

Obtenons : que ’on peut réécrire sous la forme :

(I + LEGE)R(I + Le()) = R + G (=5)QGCp,(s)

Dans le cas mono-variable, on obtient :

1+ |L.(w)| = 10u (S, (jw)| < 1,vw.

La figure 1I.14 illustre cette propriété dans le plan de Nyquist. Il en résulte des marges de stabilité
confortables : Marge de gain ¢ [0.5; +c0]Marge de phase & [—60; +60°]

Cette propnéte n’est plus vérifiée pour les synthéses LQ dont le critére tient compte de pondérations

croisées état/commande : J = fom(xTQxx + 2x7S, + uTRu)dt (I1.26)
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]

L(j)

w—0

Fig. 11.11 - Lieu de NYQUIST de la fonction de transfert de boucle LQ.
11.4.2 La commande LQG:

11.4.2.1 Principe général de la commande LQG:

Considérons le systéme linéaire d’ordre n suivant :

x= Ax+ Bu+Mw
y = Cx+Du+v (IL.27)

Z = Nx
X € R" : désigne le vecteur d’état
u € R™ : désigne le vecteur de commande
z € R9 : désigne le vecteur de sortie régulée
A€ER™ BeRM™™
Ou w et v représentent des bruits blancs, de moyenne nulle, indépendants, avec respectivement pour
matrice de covariance W et V.
Elw®w(t + D)7 = WS(DE[v()v(t + )T = v6()E[w(v(t +1)T] = 0 (1L.28)
Avec W>0o0uV >0
On note aussi W, = MW M7 la matrice de covariance du bruit d'état.
A partir du vecteur y de mesures bruitées (retour de sortie), nous recherchons une lot de commande
qui minimise le critére
] =limp_E [} (z7Qz + uTRu)dt] (11.29)
ou z = Nx désigne le vecteur a réguler et Q et R deux matrices de pondération avec, comme
précédemment,
Q=Q"=0etR=R"T>0
La solution de ce probléme s'appuie sur le principe de séparation qui établit que la commande

optimale est obtenue.
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______________ .
e + u * ) 4 \“ ¥ !
—-bx-q-}Bﬂb-x—iS‘l C = x < I
¥ I
= i | » Ey I
| ]
L :l g I
System | Ks |
] I
I l I
I . |
I, & 1
e B =4 X == g-l] = I
|
|
]
I
I
]

% Estimateur

K-: ————————— - - m— o — -

Retour d’état

Fig. IL12 - La structure du correcteur LQG (la transmission directe D n'est pas représentée pour des

raisons de clarté).

a) en recherchant I’estimé optimal bx (au sens de la variance d’erreur minimale) de 1'état x par la
méthode du Filtre de KALMAN, c¢’est-a-dire on estime 1'état x par I'équation classique du filtre de
KALMAN a condition que le triplet A, MW /2 et C soit détectable et stabilisable.
x =A% +Bu+K;(y — C2— Du)
Avec:
K; = PrCTV ™" ou Probéit a I'équation de RICCATI suivante :
PAT + AP; — P;CTV7CP; + MWMT = 0 (11.30)
Avec Pr = P{ >0
— b) en employant cet estime comme s’il était la mesure exacte du vecteur d’etat, pour résoudre le
probléme de commande optimale linéaire déterministe (méthode LQ) ; soit (si A,B, Q2N est
détectable et stabilisable) :

u=Kx
avec :

K. =R 1BTP,
P.A+ ATP.— P.BR!BTP, + NTQN =0

La figure I1.16 représente la structure du correcteur LQG dans le boucle de régulation.

(IL31)

La représentation d'état du correcteur LQG s'écrt :
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[ .,J [A BK, - Kch+KfDK lgfl[ﬂ A3

11.5.2.2 Propriétés:
On peut montrer que la représentation d'état du transfert en boucle fermée entre e et

L4 -
£, s'éerit:

[E] A-BK, BK. Bjx

E|= 0 A-K;C 0 [ex] (11.33)
0 C

Ou g, = x — X désigne l'erreur d'estimation de I'état.

A partir de cette représentation, le principe de séparation apparait clairement et peut étre formulé de

la fagon suivante :

. les valeurs propres de la boucle fermée peuvent Etre séparées selon les n valeurs propres du

retour d'état spec(A — BK,) et les n valeurs propres du filtre d’estimationspec (A — CKy),

. les n valeurs propres du filtre d'estimation sont ingouvernables par e,

. les n valeurs propres du retour d'état sont inobservables par g,

Le transfert de e vers &, est donc toujours nul.

11.4.2.3 Synthése LQG/LTR:

L'objectif de la procédure de réglage L'TR est d’augmenté les marges de stabilité “idéale” du
retour d'état de la commande LQ (du filtre de KALMAN).
a- Hypothéses d’application:

Le systéme strictement propre définit par la représentation (A, B, C et D) vérifie :

. D = 0 (strictement propre),
) C(sl - A) 1B a minimum de phase (pas de zéros instables),
o nombre égal d'entrées et de sorties.

b- Recouvrement en entrée:

La procédure de synthése LQG/LTR consiste a :
a) Synthétiser, dans une premiére étape, le correcteur 1.Q par un choix approprié des
pondérations Q. et R obéissant aux exigences du cahier des charges. Les aspects de cette premiére
synthése concernent le comportement basse fréquence des valeurs singuli¢res du transfert
~K.(—sl — A)™1B , les fréquences de coupures correspondantes, I'affaiblissement haute fréquence,
etc ...
b) Dans une seconde étape, a partir d'un réglage nominal Wy et Vy du filtre de

KALMAN, on augmentera le paramétre q du nouveau réglage :
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e ' O

W,=W,+qBBT,V=V, (I1.34)

Jusqu'a ce que le transfert de boucle K(s)G(s) du correcteur LQG recouvre, sur une bande de

fréquence suffisamment large, le transfert de boucle de retour d'état LQ :

lim, ., K ()6(s) = —K (—s1 - A)"'B (IL.35)

¢- Recouvrement en sortie:

a) Synthétiser le filtre de KALMAN en manipulant les covariances W, et V afin que le transfert

—C(s] — A)"1K; soit satisfaisant 4 la sortie du systéme.

b) Dans une seconde étape, a partir d'un réglage nominal Qy et Ro du retour d'état

LQ, on augmentera le paramétre q du nouveau réglage :

Q,=0Q,+gC"C,.R=R, (11.36)
Jusqu'a ce que le transfert de boucle G(s)K(s) du correcteur LQG recouvre, sur une bande de

fréquence suffisamment large, le transfert de boucle du filtre de KALMAN :

limg ., G(s) K (s) = —C(sl — A)"'Ky (11.37)

La figure I1.15 visualise I'effet du paramétre q (noté a sur la figure) sur le lieu de black du gain de

boucle K(s)G(s) (recouvrement en entrée).

11.4.3 Synthése de contréleurs H,:{4]
Les méthodes H,, ont été étudiées par de nombreux chercheurs, et peuvent étre abordées
de différentes fagons. Nous définirons tout d'abord le probleme H,, standard, puis nous étudierons

succinctement le choix des fonctions de pondération a travers la mise en forme du problémeHo,.

I1.4.3.1 Présentation du probléme Hstandard :

Il consiste avant tout en un probléme de réjection de perturbations, c'est-a-dire en la minimisation
de I'influence de signaux d'entrée perturbateurs sur la sortie du systéme. Cette tAche est accomplie
par le correcteur, qui, ayant accés a l'observation de certains signaux de sortie, €labore une loi de
commande adéquate pour corriger le systéme.

Considérons le schéma de la figure (11.13), ou V représente un vecteur de signaux de référence ou
de perturbation, Z un vecteur contenant les signaux a surveiller, u la commande du systéme et Y
le vecteur des sorties mesurées ou observées, et V(s), Z(s), U(s), Y(s) leurs transformées de

Laplace respectives.
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YV — P(s) —LZ
R ————
U b
K(S) |

Fig. IL.13 - Probléme H,, standard

La matrice de transfert P(s) reliant V (s), U(s), Z(s) et Y(s) s'écrit alors :

vol =7 futo) = et el e (1

la fonction de transfert de V a Z est donnée par :

Z(s) = (Py1 + P12K(I — P22K) 1P, V(s) = R(P,K)V(s) (11.39)
ou F; (P, K) est la transformée linéaire fractionnelle (LFT) du systéme. L'indice « 1 »,
pour l'anglais « lower », rappelle que le correcteur K(s) boucle le systeme a partir des entrées et

sorties inférieures de P(s).

Comme nous voulons minimiser l'influence des entrées V(t) sur certains signaux choisis,

regroupés dans le vecteur z(t), I'objectif est alors de minimiser la norme :

SUp fzl _
otz — |IFP, K)lle (11.40)

et la synthése du correcteur K peut alors étre formulé comme suit :
Probléme Hoo standard : Etant donné un systéme P(s) et un réel y > 0, trouver un
compensateur K(s) qui stabilise internement le systéme et assure : ||F(P, K)o <¥

Un autre probléme H,, , dit optimal, consiste @ minimiser ||Fj(P,K)||o sur I'ensemble des
compensateurs K(s) qui stabilisent internement le systéme ; le minimum y,p sera alors nomme «
gain H, optimal » A noter qu'une autre approche est de considérer comme critere
YIF1(P,K)|le < 1, ce qui donne comme valeur maximale de la norme 1/y , et non plus v : la
fonction MATLAB hinfopt, que nous utiliserons ultérieurement pour la synthése des contrdleurs,

utilise cette approche.
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11.4.3 .2 Résolution du probléme H,,:
a- Hypothéses :

Soit le schéma de la figure (I1.13) et une réalisation minimale (A, B, C, D) du systéme P(s) :

ez P11(S) P1z(s) - D11 D12 C1 _ _
B = P21(s) Pz(s) _[921 D22]+{Cz] (s1— A)7'{By B] (IL41)

o, si lon considére le systtme dordre n,A € R™" , B, € R™™ B, € R™™e  (C; € RP*D
, C; € RP2*1 D,, € RP**™ D, € RP*™M2 D, € RP2*™ D,, € RPz*Mz Cette réalisation
permet décrire le modéle associé dans l'espace d'état suivant, avec X comme vecteur d'état :

X(t) = AX(t) + B1'U(t) + lel(t)

2() = Cux(t) + Dy w(®)+ Dyu(t) (IL42)
yt) = Cx(t) + D2v(t) + Dyu(t)

ou les dimensions des vecteurs sont : x(t) € R", (t) € R™ ,u(t) € R™z, z(t) € RP1 et

y(t) € RP2 ; on supposera que m; > P2 et p; > m,.
Avec ces notations, les hypothéses suivantes doivent étre satisfaites avant d'appliquer
'algorithme :
(H1) (A, B;, C2) stabilisable et détectable : ceci est une condition nécessaire et suffisante
pour qu'il existe au moins un compensateur stabilisant internement le systeme,
(H2) les matrices D), et D;; sont de plein rang :
rang(D;;) = m;, et rang(D,;) = p»
(H3) P2 (s) et P2 (s) n'ont pas de zéro sur 1'axe imaginaire ; la formulation mathématique de ces

hypothéses de régularité est Ia sutvante :

A — jwl B
Pour tout w € ]Rl,rang([ C]oo n Dz]) =n+m,,
1 12

et: rang ([A ”Clz wiy 3211]) =n+p, (11.43)

Deux hypothéses supplémentaires, dites de normalisation, simplifient la résolution mais ne lui
sont pas nécessaires ; elles peuvent d'ailleurs toujours étre satisfaites par des transformations

approprié¢es, étudiées entre autre par Safonov, Limebeer et Chiang. Les voicti :

(H4) D;; =0 etDy =0,

B 0
(HS) DLIC, Dyl =[0 Imlet [ [ph =[] ]
D21 Ipz
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b- Solution au probléme H,:
Avec ces hypothéses vérifides, les deux théorémes suivants fournissent une solution au
probléme standard :
Théoréme 1:
Le systéme défini par le modéle d'état (11.42), vérifiant les hypothéses (H1)-(HS) ci-dessus
peut étre stabilisé par un compensateur K(s) assurant:
IFi (P, K)llee < ¥

si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) les matrices

AT yIClC - CIG

T

A  y™?B;B]~ B;B
H., = 2] et = 11.44
Y { o Ly —B;B] ~A ( )

-cic, —AT

n'ont pas de valeurs propres sur laxe imaginaire,

(ii) Les équations de Riccati
XA+A™ +X(y2B,B] -B;B,)X+ClC =0 (IL45)
YAT + YA + Y(y2¢]¢, - €Ic)Y+BBT =0 (11.46)

ont chacune une solution définie positive, respectivement Xy et Yy,
(iff)  la plus grande valeur propre du produit Xy Yy est inférieure a y2 :

Amax(XYYY) < ¥2

Le second théoreme, énoncé ci-dessous, fournit des formules explicites pour une solution
particuliére du probléme de paramétre y :
Théoréme 2 :Sous les conditions du théoréme 1, un compensateur K(s) stabilisant le systéme P(s)

et satisfaisant :
IFi(P. K)o < ¥

est décnt par la représentation d'état suivante :

{xc(t) = AX(D+ By(® (IL47)
l.l(t) = chc(t)

avec .
A.=A+Yy7?B,BIX, —B,B X, ~ZY,CIC,
B, = Z,Y,C7
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C.=-BiX,etZ, 2 (I-y2Y,X,)™? (11.48)

Cette solution particuli¢re du probléme H,, est appelée compensateur central.

c- Algorithme de y —itération:[7]

Nous pouvons faire deux remarques sur la solution particuliére donnée au théoreme 2 : d'abord le
correcteur obtenu est strictement propre et a le méme ordre que le systéme (11.42), qui représente,
comme nous allons le voir, le systéme a réguler - l'avion dans notre cas - augmenté de différentes
fonctions de pondération. Ensuite, la valeur optimale yqp. de v en dessous de laquelle l'une des
conditions du théoréme 1 n'est plus satisfaite constitue la valeur minimale de 1a norme ||F;(P, K)|| -
Cette derniére remarque suggére un algorithme permettant dapprocher par dichotomie la valeur
optimale, et d'obtenir ainsi un correcteur proche du correcteur optimal du probleme standard : cet
algorithme est appelé une y -itération. En voici les principales €tapes :

1. choisir deux valeurs Yinf €t Ysup €t une tolérance n; la valeur de v, doit étre telle que si l'une

des conditions du théoréme 1 n'est pas vérifiée pour y = vy;,s alors elles doivent toutes 1'étre pour

Y= Ysup »

2. tester les conditions (¥) & (iii) pour la nouvelle valeur :
+ -

3. y = Ysup2 Yinf

chotsir y = ygyp €t garder yjqs st elles sont vérifiées, sinon prendre yiu¢ = y et garder ygup ,
4, si la différence entre les deux derniéres valeurs calculées de y est supérieure a 7, retourner a
létape 2,
5.  calculer le compensateur central pour la valeur de y ainsi obtenue et vérifiant les conditions
(i) a (iii).

En général, l'optimum est caractérisé par I'égalité de la plus grande valeur propre du produit
Y, Xy avec Y2 ; ceci entraine la singularité des formules de calcul (I1.48) du compensateur central
K(s), puisque Y,X, avecy? n'est plus inversible. K. tend alors du vers un compensateur d'ordre
réduit, la chute d'ordre étant égale a la chute de rang de —y“ZYyXY .

Nous allons maintenant voir comment obtenir le systéme augmenté P(s) en ajoutant des
pondérations sur les signaux a surveiller, et comment choisir ces signaux et pondérations : c'est
'objet du paragraphe suivant, ot nous choisissons de traiter le probléme de la sensibilité mixte,

facilement généralisable.
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Le probléme standard sans pondération consisterait a trouver un critére y €t un correcteur K(s) tel
. . ES
que l'on ait : ]” <Yy (I11.50)
 RALPS

Cependant ce probléme manque de souplesse, puisqu'il impose des contraintes beaucoup trop

conservatrices sur l'ensemble du spectre fréquentiel des fonctions S et T. En effet, la valeur
singuliére O,qa.(S(jw)) doit généralement étre faible 4 basse fréquence, par exemple pour réduire
l'erreur statique, et 0pq,(T(jw)) faible a haute fréquence pour minimiser l'influence des
perturbations sur la sortie. La relation fondamentale I = S(s) +T(s) est contradictoire avec cet
objectif : nous allons donc rechercher un compromis en introduisant des pondérations dans le

domaine fréquentiel, qui seront des gabarits pour ces fonctions, comme le montre la figure (11.16).

CompromisentraS et T

amplitude (dB)

40t . 'j:... DR ol e e
o ‘1 = gensibitité S

5ol o= sonalite T
_so—f- SRR
obim i i 2 b
10~ 10° 10' 10°

fréquence (rad/sec)

Fig. I1.16 - Valeurs singuliéres maximales des fonctions de sensibilité S ef 7

Remarquons que les contraintes s'appliqueront sur les valeurs singuliéres minimales Oy, (S(jw))
en haute fréquence et 0,,;, (T (jw))en basse fréquence !

Omax(S(jw)) <« 1 en basses fréquences

Omax(T(j@)) << 1 en hautes fréquences

b- Ajout des pondérations au niveau de H,, :

Nous appliquons donc cette stratégie, en affectant des gabarits a certains transferts, tels que la

sensibilité S ou la sensibilité complémentaire T. Ainsi :

. Y .
Omax(SY@)) < s soit WSl < ¥ (IL51)
, 4 .
Omax(T(@)) < - soit [WTllo < ¥ (IL52)
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Chapitre 111 : ~_ modélisation longitudinal d’un avion

I11.1 Introduction :

Ce chapitre comporte deux parties : la premiere partie (repérage de l'avion dans l'espace) et la seconde
partie (Modéle longitudinal de la dynamique de l'avion).

La premiére définit les repéres et notations utiles au repérage de l'avion dans I'espace, pour que les
développements des chapitres suivants soient clairs.

La seconde présente le modéle théorique non linéaire d'un avion, puis le modéle linéarisé du vol

longitudinal ; ils seront ensuite appliqués au Boeing 747.

I11.2.Repérage de I'avion dans l'espace :

Dans cette premiére partie nous allons définir les outils nécessaires au repérage d'un avion dans l'espace,
non seulement en position, mais aussi en orientation. Pour ce faire, il va falloir définir les reperes
permettant de situer l'avion par rapport a la terre, et par rapport a un référentiel inertiel, dans lequel
nous pourrons appliquer les équations de la mécanique. Puis nous définirons les angles

caractéristiques de l'orientation de l'avion avec les relations qui les lient.

I11.2.1 Repéres de base :

Voici les repéres utiles que nous allons utiliser pour mettre le systéme en équation : chacun d'entre eux
permet de localiser l'aéronef, sa direction et sa vitesse par rapport a la terre, mais ils correspondent a
des objectifs différents :

le repére NED Ry (« North-East-Down ») Xped s ¥oq ++ Zned » @ COMME Origine I'intersection de la

verticale du lien ou se trouve l'avion et de la surface de la terre, et son axe Zpeq est dirigé et orienté
par le vecteur d'accélération de la gravité g vers le centre de la terre. Ses axes Xped s¥pyeq - POINteNt
respectivement vers le nord et I'est, vus de l'avion .

Le repére « avion » R, (X;,Va,Z,) a comme origine le centre de gravité de I'avion, et son axe ¥
pointe vers I'avant, dans la direction du fuselage. L'axe Z, est dans le plan de symétrie vertical de
lavion, orienté vers le ventre de lavion, et 'axe ¥,, compléte le triedre direct, c'est-a-dire qu'il est
perpendiculaire au plan de symétrie et orienté vers la droite, point de vue « pilote ». Ce repere sera
utilisé pour étudier le mouvement de 'avion.

Le repére de stabilité, ou aérodynamique R, (X;,¥:.Z;) a la méme origine G que les deux
précédents, X, est porté et orienté par le vecteur vitesse V de l'avion, Z; est dans le plan de symétrie

X,, Z, et perpendiculaire a X; , et yg compléte le triedre direct.
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Les figures suivantes illustrent ces trois repéres R,, R, et Rs, et serviront définir les angles caractéri -
stiques a la section suivante. La premiére (I1I.1) montre le repere NED et le repére avion, ainsi que

les angles d'Euler ., 8 et @ :

s m————,

Y
Iﬂ'
V.
@
-
Ya
ER

Fig. I11.1 —placement des repéres Ro et Ra par rapport 4 l'avion.

Ou X,.y, etZ, sont des vecteurs intermédiaires et ou les deux cercles représentent le plan horizontal

contenant les vecteurs Xpea, X, et le plan vertical contenant les vecteurs Zneq €tZ; La position

courante de lavion est le résultat de trois rotations successives, qui seront étudiées plus en détail au

paragraphe suivant:

e une premiére rotation définie par I'angle d'azimut ¥ et I'axe Zned Qqui transforme Xned en X; et

Voea €1 Y,

o une deuxiéme rotation définie par I'angle d'assiette © et d'axe ¥, qui transformez X, en X, et
Zpeden Z, .

o une troisiéme rotation définie par langle de gite qui transforme yen ¥, et Z,en Z;

la seconde figure (IT1-2) représente le repére de stabilité R, par rapport au repére avion R, , et définit

d'une part l'incidence (ou l'angle d'attaque) a comme l'angle formé par Xa et X, et dautre part le

dérapage Pcomme l'angle formé par X; et V , si on note X, la projection du vecteur vitesse V surle

plan (X3, Z,) -
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Fie. IIL2 - Les repéres avion R, et de stabilité R;.

Nous verrons au début de deuxiéme partie que le repére Ro est considéré étre en translation par
rapport 4 la terre, et que nous pouvons donc y écrire le principe fondamental de la dynamique.

Voyons maintenant comment situer Ro, R, et R, entre eux, en définissant les angles entre les reperes.

I11.2.2 Angles entre les repéres :

Ayant défini plusieurs repéres fondamentaux, on s'intéresse ici a leurs positions relatives, que l'on va
définir au moyen d'angles caractéristiques. Les solutions nétant pas uniques, celles qui sont présentées

sont les plus couramment utilisées.
H1.2.2.1 passage du repére ned Ry au repére avion R, :

Nous souhaitons positionner R, par rapport 4 Ro , comme ces repéres ont la méme origine, trois
rotations fondamentales suffiront a fournir le positionnement désiré. Les voici avec les trois angles et

axes correspondants, dont l'illustration est donnée a la figure (111.1).

- premiére rotation, dont I'angle est I'azimut P et I'axe Zyeq -
- deuxiéme rotation, dont l'angle est l'assiette 8 et l'axe y; .
- troisiéme rotation, dont l'angle est la gite @ et l'axe X, .

Le tableau III.1 résume les valeurs extrémes usuelles pour ces trois angles, évitant plusieurs
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représentations pour un méme point.

Tab. I11.1 - Valeurs limites des angles d'Euler.[10]

Angle Valeur min. | Valeur max.
WY - s
9 -n/2 n/2
-7 T

Chacune des rotations précédentes est caractérisée géométriquement par une matrice 3 x 3; on cherche
alors a obtenir la matrice globale de rotation, cest-a-dire la matrice de passage de Ry a R, égal Ry, .

Si Ry, R@ R® sont les matrices de rotation correspondant aux transformations d'Euler ci-dessus, on
obtient l'orientation E de R, par rapport 3 Ry en effectuant leur produit dans l'ordre des

transformations comme indiqué a I'équation (H1.1) :

E=R{y/*RO*RP (11L.1)
ou E est appelée la « Matrice d'Euler ». Son expression est la suivante, en fonction des angles d'Euler
cos\pcosO sinycosb —sin©
E= (cos YsinOsin® — sinycos® sinPsinOsin® +cosPcos® cosbsin tb) (H1.2)
cosPsinfcos® +sinysin® sinPsinBcos® —cosyPsin® cosbcos®

La matrice de passage cherchée sécrit donc suivant 'équation (1.3) :
Ro—. =E (1L 3)

Ainsi, si X; est un vecteur de l'espace X, , son expression dans le repére avion Ry et Xg son expression

dans le repére Ry, la relation les reliant est la suivante :
Xa=Ry—. X, (11L4)

Une matrice de rotation étant orthogonale, son inverse est égale 4 sa transposée ; on aura donc :
R a0 T Ro_’a T-
111.2.2.2 Equations auxiliaires :

Dans ce paragraphe, nous allons définir les vitesses de rotation de l'avion
¢ enroulis P autour de 'axe Xa ,

e entangage Q autour de laxe ya,
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¢ en lacet R autour de l'axe Za
et les exprimer en fonction des vitesses angulaires des angles d'Euler s , @ et @ gréce aux équations

auxiliaires.

Les rotations d'angles © et § se font respectivement autour d'axes que l'on exprime dans le repére
NED R,, tandis que & s'effectue autour de Yaxe Xa du repére avion R, On en déduit la relation

sulvante:

P\ /d 0
(Q)=( 0 )"‘Ro‘“’- (Q) (11L5)
R/ \0 y

1'angle P correspond au cap suivi par l'avion, et ne présente donc pas dintérét dans notre étude du
modéle mécanique, puisque nous ne nous intéressons pas a l'aspect « navigation » @ on pose ainsi
arbitrairement = 0. L'expression (1I1.1) de la matrice d'Euler et I'équation (1IL.5) se simplifient donc
pour obtenir le systéme de trois équations (I11.6) suivant :
P=®—{'sin®
Q=06cos®+ YcosOsin® (111.6)
R=-0sin®+ YcosOBcosP
Cependant, on aura accés de préférence aux vitesses de rotation dans le repere avion P, Q et R au

moyen de capteurs, d ol I'équation suivante (I11.7), inverse de la relation (I11.6):

& 1 sin®tan® cos®tan®\ ,p

= 0 cos P —sin®
6 . g5 S0 *(Q),aveclﬂl * /2 (11L.7)
"I" cos@ cos@ R

Les relations (I1L.6) et (II1.7) permettent ainsi d'exprimer les vitesses de rotation de l'avion P, QetR

en fonction des vitesses de rotation des angles dEuler {r, 8 , & , et réciproquement.

Etudions maintenant le passage des repéres Ry, a R;.
I11.2.2.3Passage du repére Ra au repére de stabilité Rs :

Nous souhaitons maintenant positionner R, par rapport & R, ; ces repéres ont la méme origine, mais
contrairement au cas du paragraphe I11.2.2.1, deux rotations successives, illustrées a la figure (111.2),
suffisent a passer dun repére a lautre :

Premiére rotation, par aport a I'axe ¥, avec un angle d'incidence a

Seconde rotation, paraport a l'axe Zg avec un angle de dérapagep.
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En utilisant la méme méthode quau paragraphe I11.2..2.1, on veut obtenir la matrice de passage R,—, de
R. 2 R,. Notons Ra et Rf les matrices de rotation correspondant aux transformations ci-dessus ; compte
tenu de leur chronologie, lorientation de R, par rapport 2 R, est le produit des transformations comme
indiquéal'équation(II1.8):

R,»;,=Rp * Ra (111.8)

La matrice de passage cherchée sécrit suivant léquation (JT1.9):

cosacosP sinf sina cosf
Ra—s = (—cos asinf cosp -—sinasin ) (I11.9)
—-sina 0 cosa

et on a de méme que précédemment R ,.— , = R, T,

Si X est un vecteur de l'espace, X; , son expression dans le repére de stabilité R, et X; son expression

dans le repére avion R, , la relation les reliant est la suivante :
Xe = Ro.s X, (I1L.10)
111.2.3Mouvement de I'avion en translation :

111.2.3.1 Décomposition du vecteur vitesse de I'avion :

L'avion se déplace dans un espace a trois dimensions ; cet espace est rempli de Fair de 'atmosphere, qui
n'est pas immobile a cause de nombreux effets climatiques. L'avion se déplace donc par rapport a ces

masses dair en mouvement, qui elles-mémes se déplacent par rapport a un repére.
Notons V7, le vecteur vitesse vent par rapport a la terre, et V le vecteur vitesse aérodynamique de

l'avion par rapport au vent. Le vecteur VI vitesse de l'avion par rapport a la terre est défini par .

—

Vi=V + V7 (1IL11)
Nous ne tiendrons pas compte du vent dans la modélisation, de telle maniére que V_ﬁ =V.

111.2.3.2 Mouvement longitudinal de I'avion :

Nous donnerons les hypothéses du vol longitudinal au deuxi¢me partie ; cependant, nous considérerons

dans ce paragraphe que le mouvement est longitudinal de I'avion, soit § = 0, et que le cap suivi par
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I'avion est ¥ =0. Nous référant & la figure (II1.3), et connaissant le vecteur vitesse V de l'avion,

colinéaire 3 X, nous pouvons observer trois angles, dont deux que nous avons déja rencontre

e l'angle d'incidence ou d'attaque a, entre X, et le vecteur vitesse V.

o l'angle de pente v, entre Vet Xped

e T'angle d'assiette 8, somme des deux précédents.

|
|
|
]
|
—Y
zned ?

Fig. I11. 3 - Les repéres et angles caractéristiques du mouvement longitudinal.

I11.2.3.3 Relations dans le repére avion:
Dans ce paragraphe, nous allons donner les relations utiles entre les angles définis précédemment et le
vecteur vitesse V et ses projections sur les axes du repére avion R, . Ces projections sont définies par la
relation (I11.12) :

V=UF T +V Vit W, T, (111.12)

L'expression du module de ¥ en fonction de Uy, Vyet W, est :

II_VTf=JU§ +VZ+ W3 (I1L13)

Les composantes U, , Vy et W,  s'écrivent en fonction du module |[V]| et des angles & et # selon

1'équation (1I1.14) suivante (selon la figure I11.2) il vient:
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U, = ||| * cosB cosa
V, = ||V|| + sinp (111.14)

W, = msln a cosp

Enfin, les angles d'incidence a et de dérapage B s'expriment a partir des composantes du vecteur

vitesse ¥ dans le repére avion selon les relations (I1I1.15) et (I11.16):

a = arctany* (LIL15)

x

a=arc sin”‘%|i (111.16)

Nous avons défini dans ce premier partie les repéres et les grandeurs utiles au repérage de l'avion
dans l'espace, qui vont nous permettre d'écrire les équations mécaniques régissant son mouvement : c'est
l'objet de la deuxiéme partie , dans lequel nous allons obtenir le modele linéarisé de I'avion autour d'une
condition de vol, aprés avoir fait les hypothéses et simplifications pertinentes en vue de notre étude du

vol longitudinal.
II1.3-Modéle longitudinal de la dynamique de I'avion :

Aprés avoir défini dans la premiére partie les repéres et grandeurs utiles au repérage de l'avion
dans l'espace, tout est en place pour écrire les différentes équations issues de la mécanique.
Préalablement, un certain nombre d'hypothéses simplificatrices sont faites et justifiées sur l'avion et
son environnement. Puis I'étude des forces s'appliquant a laéronef nous aménera aux équations non
linéaires complétes, avant de linéariser le modéle du vol longitudinal auquel nous nous intéresserons

par la suite.
IT11.3.1.Hypothése et données par la modélisation :

Cette partie présente les hypothéses que I'on fait dans le but d'obtenir un modéle complet, mais

néanmoins suffisamment simple pour demeurer exploitable & des fins de commande.
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I111.3.1.1 Hypothése relatives a I'avion :[5]

Nous allons faire trois hypothéses relatives a I'avion avant d'en donner les principales caractéristiques:
e l'avion est un corps rigide et indéformable : les déformations de sa structure, notamment des ailes
qui ont une élasticité plus élevée que le fuselage, sont négligées,

e il posséde un plan de symétrie géométrique et mécanique, défini par les vecteurs X, et Z; du repére
R.;

e samasse en vol est constante - considérant que sa variation est suffisamment faible dans lintervalle
détude pour étre négligée dans les équations.

La premiére hypothése de rigidité est bien vérifiée en pratique, puisque méme I'étude plus fine des
effets de 1a souplesse de l'avion s'effectue en perturbant le modele rigide : considérer l'avion comme
rigide et indéformable est donc une étape nécessaire.

L'hypothése de symétrie est naturelle pour un avion commercial ; I'appareil que nous étudions dans
notre cas , Boeing 747 est symétrique.

La derniére hypothése de constance de la masse est justifiée par le calcul suivant : considérons le
systéme {S} composé de l'avion et des gaz éjectés. Sa quantité de mouvement a un instant t s'écrit
dans un repére inertiel : p(t) = m(t) V (t). De plus, si I'on note Am et Av les variations respectives de

la masse m et de la vitesse V pendant l'intervalle de temps At, alors on peut écrire a l'instant t +At :
p(t + At) = (m(t) + Am)(V(L) + Av) + (—am)(V (D) + v,) (I11.17)

ol v, représente la vitesse d'éjection des gaz et —Am la masse qui a « quitté » l'avion. Un
développement limité au ler ordre de I'équation (I11.17) permet d'exprimer la variation de quantité de
mouvement du systéme Ap pendant l'intervalle de temps At:

Ap = p(t + AL) — p(t) = mAY — v.Am + AmAv = mAv — v.Am (111.18)
En divisant les termes de l'équation (I11.18) par At, et en prenant la limite dt lorsque At — 0, on

arrive a I'équation suivante :

e mi'f -, ‘;—':' = ¥ F{s) (111.20)

ou ¥ F{S} est la somme des forces extérieures appliquées au systéme {S} défini plus haut. L'équation

précédente s'écrit ainsi :

m%Z = $F{s}+ v, = LF(S)+ T, (11L.21)
t t
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Dans I'équation (IT11.21), le terme T, ne correspond qu'a la contribution de la poussée due a I'¢jection
de la composante —Am de la masse totale, et devient une force extérieure si 'on considére le systéme

{avion}, de masse constante m et de vitesse V.

Nous écrirons donc les équations en considérant la masse m constante sur l'intervalle d'étude, et la

force T, extérieure est négligeable ; cette derniére hypothése, vérifiée dans la pratique, signifie que la

poussée due a la seule variation de masse est négligeable ( %—"—' est de Yordre de 0,02% a 0, 2% de la
&

masse totale).

I11.3.1.2 Hypothéses relatives a I'environnement terrestre :

Les hypothéses couramment faites sur l'environnement terrestre dans le domaine du vol
atmosphérique sont les suivantes :
¢ la terre est plate et fixe par rapport a un repére galiléen de référence, par exemple le repére EC1

(« Earth Centered Inertial »),
e le vecteur gravité g est constant, vertical et dirigé vers le centre de la terre aux altitudes usuelles de
vol (0 a 12 000 m).
La premiére hypothése de la terre plate et immobile a le grand avantage de considérer tout repére
fixe par rapport a la terre comme galiléen : c'est une simplification intéressante puisque nous pourrons
écrire les équations de la mécanique dans le repére NED Ro . Pour pouvoir considérer que la terre est
immobile, étudions le rapport entre I'accélération de Coriolis - due a sa rotation - et l'accélération de la
pesanteur :

Acoriolis _ 20¢erreV
g g

Ou Q,eeest la vitesse de rotation de la terre, et V la vitesse de l'avion ; Qp.preétant égale a 7,3. 107

‘rad.s™ ce rapport est de l'ordre de 0, 4% pour Mach 0, 9 4 une altitude de 10 000 m, ce qui confirme
la validité de cette hypothése.
L'hypothése de la terre plate peut également se justifier en calculant la vitesse de rotation du repere
NED par rapport a la terre :

|4

0 =
Ned) terre  Riprre

qui vaut environ 4.10” rad.s” pour une vitesse de Mach 0, 9 a une altitude de 10 000 m et le rayon de
la terre Rierre = 6, 4.10° m .Cette vitesse est suffisamment faible pour considérer le repére NED R, fixe
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par rapport 2 la terre.

La seconde hypothése de constance de l'accélération de la gravité g simplifie également les
équations.

Ces hypothéses étant posées, nous allons exprimer les équations de la mécanique dans le repére NED

R, que l'on retient comme étant galiléen.

H1.3.2 Modéle mécanique de I'avion :

Le mouvement de 'avion dans l'atmosphére est caractérisé par la translation de son centre de masse
par rapport au repére R, d'une part, et d'autre part son orientation et sa vitesse de rotation autour de
son centre de masse. Aprés avoir défini Iés caractéristiques mécaniques de I'avion, nous allons pouvoir

écrire les deux relations fondamentales de la mécanique caractérisant ce mouvement.

I11.3.2.1 Caractéristiques de I'avion :

Cette section a pour objet de définir les grandeurs et notations que nous alions utiliser par la suite,
pour ce qui Concerne :

o les vitesses linéaires et de rotation de l'avion, leurs dérivées,

o les efforts qui sont appliqués a l'avion,

e ses caractéristiques techniques et mécaniques.

En effet, nous allons voir au paragraphe suivant que les équations de la mécanique seront écrites dans le
repére NED, puis transférées dans les repéres avion et de stabilité.

A) Données mécaniques de I'avion :

Pour appliquer le théoréme de la résultante dynamique, on notera m la masse de l'avion ; pour
appliquer le théoréme du moment cinétique, nous aurons besoin de ses données inertielles, regroupées

dans la matrice d'inertie [I], dont I'expression générale est donnée par la relation suivante :

Ixx _’xy _’xz
Ml=[-Ixy Iy -1y, (I11.22)
""Ixz _Iyz I;;

L'hypothése de symétrie de l'avion faite au paragraphe I11.3.1.1 permet de simplifier certains

termes ; en effet, les produits d'inertie Iy, et Iy, sont nuls du fait de cette symétrie. Justifions

rapidement ce résultat par un bref raisonnement qualitatif, en considérant par exemple le terme
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I xy dm : i chaque élément de masse infinitésimale dm de coordonnées (x, y) correspond

xy ~“Javion

un élément de masse identique en (x-y). On arrive ainsi a la relation :

favionxy dm =[ovion xy dm + favton xydm
y=0 ys0
=favionxy dm—favim xy dm=0 (111.23)
yz0 y=0

En appliquant le méme résultat au produit dinertie Ly; =) ppion YZ A, il reste donc finalement :

Ixx 0 —Ixz
[l] = 0 Iyy 0 (111.24)
_Ixz 0 Izz

Voyons maintenant les notations de la cinématique et de la dynamique avant d'écrire les équations.

B) Notations :
Le vecteur rotation de l'avion, et donc du repére R, par rapport au repére R, est noté {49, dont on

rappelle les composantes dans le repére avion:

0a/0=PX;+Q¥;+RZ, (111.25)

et Q g, est la rotation du repére de stabilité R par rapport a R,, dont les composantes sont dans le

repére de stabilité :
0500 xsXgH 0y Vo N6 Zg (11L.26)

Puis le vecteur moment cinétique oG exprimé dans le repére Ra est défini par la relation (I11. 27) :

0G, = [11Qq/0 (111.27)

Ses dérivées temporelles sont notées:

T

doG i

- dt“)o dans le repére Ry |
doG .

— #)q  dans le repére R,

et sont reliées entre elles par la relation fondamentale de la cinématique, donnée a l'¢quation

suivante ;
doG, deGg, _— —
=g = - 2 )a + (a/0 A 0G4 (111.28)
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D'autre part, nous noterons le vecteur vitesse V = VX; et 1 accélération

av ,
— Sera notée ;
d;
av ,
== )¢ dans le repére Ro
£

dv : .
—-‘—t:)s = VX, dans lerepére Rs

ces deux expressions étant reliées par le méme type de relation que celle donnée en (111.28)

dav d — =
_Z)o = _a_:)‘+ﬂs/°’\v (11L.29)
Les relations (I11.28) et (I11.29) auront une grande importance pour transférer les équations de la

mécanique du repére R, aux repéres R, et R,.

C) Efforts appliqués a I'avion :

Les efforts appliqués a Iavion seront étudiés en détail au paragraphe I11.3.3, et sont donc

provisoirement

—_— . ———— oot
¥ F.,.: pour les forces extérieures et . M,,, pour les moments extérieurs.

111.3.2.2 Choix du repére de travail :

Ce paragraphe a pour objectif de donner et justifier la stratégie suivie dans I'écriture des équattons.
Nous allons ainsi écrire les relations de la dynamique dans le repére NED Ro que I'on a considéré
comme galiléen, et donc dans lequel le principe fondamental de la dynamique s'applique. Cependant,
certaines données de l'avion telles que la matrice d'inertie sont usuellement données dans le repére
avion, et s'y simplifient comme le montre le paragraphe II1.3.2.1. Nous allons donc transposer
I'équation s'y rapportant dans le repére avion R, , grice a la relation fondamentale de la cinématique,
illustrée en (111.28). De plus, I'étude des efforts aérodynamiques nous montrera au paragraphe I11.3.3
qu'ils sexpriment de préférence dans le repére de stabilité : c'est pourquot nous projetterons 'équation
concernée dans le repére de stabilité R; en utilisant la relation (111.29).

En résumé, nous allons écrire le principe fondamental de la dynamique dans le repére R., le
transposer au repére de stabilité R, pour le théoréme de la résultante dynamique, et au repére avion

R, pour le théoréme du moment cinétique.
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II1.3.2.3 Théoréme de la résultante dynamique :

Appliquons la premiére relation fondamentale de la mécanique (111.30) liée a la conservation de la

quantité de mouvement, et exprimée dans le repére NED R,,, supposé galiléen :
av —
m"&: Jo = Z Fext (111.30)

Transposons maintenant cette équation dans le repére de stabilité R grce a la relation (II1.29) :
-= )5 + Q50 AV =X Foxe (11L.31)

Puis en utilisant la relation (I11.26), le premier terme de 1'équation précédente s'écrit :

I:f st V mV
m| @ j+m | Qys /\(0)= mVQ,, (111-32)
0 s 0 —mVQ,

La relation (II1.31) devient ainsi le systéme suivant de trois équations scalaires, pro-jetées dans

le repére de stabilité R :

mV =Y Fey . %;
mVQzs =X F .t . Vs (111-33)
-mVQy, = 2 F ext zs

Ce systéme est le théoréme de la résultante dynamique appliqué a I'avion ; sa premiére et sa troisi€éme
ligne concernent le vol longitudinal, et sa deuxiéme le vol latéral.
111.3.2.4 Théoréme du moment cinétique

La seconde relation fondamentale de la dynamique s'applique a linertie de tavion ; avec les notations

du paragraphe I11.3.2.1(A) , elle s'exprime dans le repére NED Ro selon Iéquation

ey 5 Mo (I11-34)

et devient, une fois transposée dans le repére avion R, grice a la relation (I11.28) :

dO'Ga

)a + Qg0 A0G, =3 Moyt (I11-35)
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Comme nous l'avons vu en (II1.27), le moment cinétique est le produit de la matrice d'inertie{I} avec le
vecteur rotation (1,0 Exprimons sa dérivée temporelle dans le repére avion R,,puisque la matrice (I}

y est constante et donnée par (111.24) :

ety =g (I11-36)

da‘Ga a]u
ey, = (11222 avectl

On arrive donc a lexpressmn vectorielle du théoréme exprimée dans le repére avion R, en remplagant

(111.36) dans (I11.35):

dﬂd/ﬂ

11 =22 + Ta0 A ([1N80j0) = £ Mozt (I11-37)

En utilisant les notations (I11.24) et (II1.25), les deux relations suivantes donnent les projections dans

le repére Ry du premier terme de 1'équation précédente :

Jr IxxP_I‘xxR
1= = I,yQ (I11-38)
—1.,P+ IR
p L P—I R QR(1,; — 1yy) — I2PQ
—’g ([I]ﬁ'g) = (Q) A 1,,Q =| PR(Iyx — I;) + I,z(P? - R?) (111-39)
R =l P + IR PQ(1,, — I;) + 1,zQR

On aboutit ainsi au systéme suivant de trois équations scalaires projetées dans le repére avion R, :

IxxP + QR(Izz - Iyy) - Ixz(R +PQ)=X Moy -x_a‘
fny + PR(I,,— I;,) — Ixz(Pz - Rz) = ZMext -ﬁ (111-40)
IzzR + PQ(’yy - Ixx) + I, (RQ — P) =YX Mex -2:1'

Ce systéme est le théoréme du moment cinétique appliqué a l'avion; sa deuxiéme ligne

concerne le vol longitudinal, sa premiére et sa troisiéme ligne le vol latéral.
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Chapitre I

I11.3.3 Efforts extérieurs appliqués & I'avion

Nous avons obtenu précédemment le modéle mécanique du mouvement de l'avion, aussi bien
longitudinal que latéral. Cependant, nous n'avons pas explicité les forces et moments qui sappliquent
a lavion, notamment aérodynamiques. Cest lobjet de ce paragraphe, an cours duquel nous allons
donner une définition générale de chaque effort. Cependant, nous détaillerons ceux du mouvement

longitudinal qui nous intéresseront plus particuliérement lors de I'application au Boeing 747.

I11.3.3.1 Poids de I'avion et centre de gravité :[5)

La force la plus évidente a laquelle est soumise l'avion est son poids, dont I'expression est donnée

dans le repére de stabilité R, par :
P =mg = —mgsinyx;+ mgcosyz, (111-41)

(Voir la figure III. 3)
et dont le point dapplication est le centre de gravité G. Cependant ce dernier n'est pas fixe : sa

position dépend non seulement de la masse de I'appareil, mais aussi de la répartition du carburant dans

: fuk 5y . ) —1
les réservoirs .1l est repéré en pourcentage de sa position sur la corde aérodynamique moyenne C  est

également noté MAC, comme le montre la figure (II1.4) ; sa position oscille entre 10% et 40% de T.

Cependant, on ne tient pas compte dans la modélisation de sa variation de position, tres lente.

10xc

Fig. 111.4 - Position du centre de gravité G sur la corde aérodynamique moyenne C.

I1L.3.3.2 Forces et moments aérodynamiques :

Les efforts aérodynamiques sont naturellement les plus importants a étudier, puisque c'est par leur action
que l'avion va pouvoir voler.

Les forces aérodynamiques s'appliquent généralement en des points distincts du centre de gravité G,
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contrairement aux moments aérodynamiques dont il est le point de réduction. La force de portance

notamment s'applique en un point appelé foyer F du profil, illustré par la figure ci-dessous.

portance

G_|F

poids

Fig. 1115 - Positions du centre de gravité G de I'avion et du foyer F du profil.
Les deux relations ci-dessous donnent respectivement les expressions des forces et des moments

aérodynamiques exprimés dans le repére de stabilité R, :

Fxg _CD
(Fys) = % pSV? ( Cy ) (111-42)
Fzs _CL
ﬁxs _b G
Ys | =2pSV{cly (I11-43)
Mz, b,

ol p est la masse volumique de lair a I'altitude d'étude, S la surface portante de l'avion, V sa vitesse
aérodynamique, € la corde aérodynamique moyenne (« MAC »), b l'envergure de l'avion et Cp, Cy,
Cy, Ci Cam,, et C, , sont les coefficients aérodynamiques du profil, sans dimensions. Ces derniers
varient en fonction des paramétres de la condition de vol dans laquelle se trouve 'avion, notamment son

incidence, son altitude et sa vitesse.
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Voici comment sont nommés ces forces et moments aérodynamiques pour le mouvement longitudinal :
- Fy, est la force de trainée, associée & Cp,

- F;, estla force de portance, associée a Cy,

- M,, est le moment en tangage, associ€ a Cy,

et pour le mouvement latéral :

- Fy,est la force latérale, associée a Cy,

- M, est le moment de roulis, associé a C,,

-M,, est le moment de lacet, associé a Cy,

La figure (I11.6) illustre notamment les efforts du vol longitudinal.

HI1.3.3.3 Poussée

La poussée représente la force propulsive de I'avion, qui sert notamment a contrer la trainée ; on la note
usuellement T, et elle est généralement contenue dans le plan de symétrie de l'avion, conformément

aux hypothéses posées au paragraphe I11.3.1.1. Elle s'exprimera ainsi selon I'équation :

T=F; %+ 1,7} (111-44)
Nous supposerons cette force colinéaire au vecteur X5, et en donnerons un modéle simplifié

ultérieurement.

I11.3.4 Modéle longitudinal de I'avion :

Comme nous nous intéresserons particulierement au vol longitudinal de l'avion, nous devrons
découpler les modes longitudinaux et latéraux en posant les hypothéses nécessaires. Enfin I'étude de

I'équilibre sera un préalable a sa linéarisation.

I11.3.4.1 Hypothéses relatives au vol longitudinal :

Les hypothéses relatives au vol longitudinal sont en fait des hypothéses de découplage des
mouvements longitudinaux et latéraux ; elles sont globalement vérifiées lorsque :

(1) le plan de symétrie de l'avion est vertical - et contient dong le centre de gravité,

(i1) les forces extérieures lui sont paralleles,

(1i1)  les axes des moments extérieurs lui sont perpendiculaires.

La premiere condition (i) implique que les ailes de I'avion sont horizontales, soit que I'angle de gite est
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nul: ¢ = 0. De plus, comme nous avons fait 'hypothése (paragraphe 111.3.3.1} que le vecteur de
l'accélération de la gravité § est vertical et dirigé vers le bas ; le plan de symétrie vertical de lavion
contient alors le poids P conformément a la condition (ii).

Cette méme condition (ii) place le vecteur vitesse V de I'avion dans le plan de symétrie, I'angle de

dérapage est donc nul : g = 0.

Considérant la derniére condition (iii), les vitesses de roulis et lacet sont nulles :

P=R=0.

Ainsi le mouvement de l'avion a lieu dans le plan vertical, les variables remarquables que I'on va

studier seront donc la vitesse V et la vitesse de tangage Q.

I11.3.4.2 Notations relatives au modéle longitudinal

Ce paragraphe a pour but de préciser les grandeurs caractéristiques du mouvement de I'avion dans le
cadre du modg¢le longitudinal.
La figure (111.6) rappelle les efforts, les angles caractéristiques ainsi que la position du vecteur vitesse V

pour le vol longitudinal.

Fig. I11.6- Grandeurs caractéristiques du mouvement longitudinal : efforts extérieurs, angles, vitesse.
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La relation ci-dessous rappelle également I'expression des efforts aérodynamiques relatifs au

mouvement longitudinal :

force de trainée: F, = ~ % pSVZIC,
force de portance: F, = —5 pSVZC, (111-45)
moment en tangage: My = % pSVZcC,,
Par ailleurs, la vitesse de rotation du repére de stabilité Rg par rapport au repére Ro est donnée par
00 = V78 (I11-46)
111.3.4.3 Modé¢le longitudinal pour le vol en croisiére

D'aprés les hypothéses du paragraphe précédent, nous alions obtenir deux relations mécaniques
scalaires pour le mouvement de translation, projetées dans le repére de stabilité Rs, et une relation
scalaire pour le mouvement de rotation, projetée dans' le repére avion R,. A ces trois équations va
s'ajouter une relation entre les trois vitesses angulaires de pente y, d'incidence a et d'assiette 8 .

Le systéme d'équations obtenu a partir des relations (I11.33), (111.40) et (II1.41) est :

mV = —%pSVzCD +T —mg siny

1
—mVy = —-pSV3C, +
myy 12” LT mgeosy (111-47)
I,yQ = - pSV%c Cpy
a+y=8=Q

ou les deux premiéres sont nommées équation de propulsion, ou de trainée et équation de
sustentation, ou de portance : elles confirment que la force de poussée T est supposée portée par
l'axe Xs. La troisi¢éme équation de moment en tangage suppose que l'axe de cette méme force de
poussée T passe par le centre de gravité G, et donc qu'elle ne provoque pas de moment. L'équation
cinématique de vitesse de tangage exprime la relation donnée plus haut entre les vitesses angulaires
¥, é& et 0. Enfin, une relation exprime la vitesse verticale h de I'avion (selon —Z,.4) en fonction de la

vitesse linéaire V et de I'angle de pente y.

h = Vsin(y) (HI-48)
Nous avons considéré que l'angle de pente y était suffisamment faible pour que l'on puisse faire, au

premier ordre, lapproximation suivante ; sin(y) =y et cos(y) = 1, que nous utiliserons lors de la
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linéarisation.
11L.3.4.4 Etude de I'équilibre

A) Variables de I'équilibre

L'objectif de pilotage du vol longitudinal est de maitriser I'altitude b de I'appareil, sa vitesse V et la
pente ¥ de sa trajectoire. La valeur de ces variables et la configuration de l'appareil vont suffire a
définir la condition déquilibre ; d'aprés les équations (111.47), nous devrons également évaluer les
valeurs des variables suivantes a I'équilibre ; l'incidence @ et la vitesse de tangage Q, qui sera nulle
par définition.

De plus, la valeur des efforts aérodynamiques va dépendre de la position &, des élévateurs, ou
gouvernes de profondeur ; nous séparerons donc les composantes des coefficients Cy et Cr, a vitesse
donnée, comme suit ;

C,=C (a)+Cpgb, (111-49)
Cn = Cn, (@) + Cpy 56 (I11-50)
Le coefficient Cp est essentiellement lié au coefficient Cr, tandis que la force de propulsion T
dépendra de la position &; de la manette des gaz.

B) Calcul de I'équilibre

A Tl'équilibre, toutes les dérivées temporelles des variables d'état sont nulles ; les trois premiéres

équations du systéme (111.47) modifiées avec les relations (I111.49) et (111.50) deviennent alors :

0=- %pSV’CD(a +68,) + T(6,) — mg siny (I11-51)
0= —%pSVZ(CLa(a) + €6, ) + mgcosy (111-52)
0 = 2 pSV2T Cpn(Cpny (@) + Cm Be) (IT1-53)

Ces trois équations permettent de connaitre au point d'équilibre I'incidence a, la position de I'élévateur
& et celle de la manette des gaz 8, a partir de la connaissance de la vitesse V et de la pente y de lavion.

En effet, réécrivons dans un premier temps les équations (111.52) et (I11.53) :

__mgcosy
Cr (@) + b, = e (IT1-54)
Cing (@) + Cnsbe = 0 (111-55)

Nous avons ici un systéme de deux équations & deux inconnues qui permet de déterminer les valeurs de &
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Chapitre I :

et 8, Puis léquation (I11.51) réécrite sous la forme suivante :
T(8,) =5 pSV2Cp(a,8,) + myg siny (111-56)

nous fournit la valeur de &;.
Ce raisonnement suppose que les coefficients aérodynamiques soient connus pour toute condition de

vol, et surtout que I'on puisse accéder aux fonctions réciproques de € (a)ou Cpy LLa)et de T(6,).
II1.3.5 Linéarisation du modéle longitudinal
I11.3.5.1 Linéarisation des équations

La condition de vol, ou point d'équilibre, étant définie, nous sommes en mesure d'obtenir le modéle
des petites variations autour de celle-ci. Voici les notations que nous allons utiliser dans cette partie
pour étudier les variables d'état, leurs valeurs a I'équilibre et les petites variations autour de ces
derniéres.

Tab. 111.2 - Notations adoptées pour les variables d'état:[10]

Variable d’état Valeur a Petite variation
I’équilibre
v /A A
U=
Ve
a a,
a
¥ Ye
Y
Q Q. = 0
q
h'¢ Xe X
o) Jeq 3
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avec pour vecteur d'état X = [V y a Q] et pour vecteur des commandes : & = [§, 8]7.

Dans ces conditions, nous pouvons écrire les équations linéarisées du systéme (I11.47) en notant d'un
indice « 1in » les efforts (en incorporant le signe « - » dans F,_,_et F;, ). ainsi que la force de
poussée : en effet, leur traitement est I'objet du paragraphe suivant et ne sera pas développé ici. De

plus, nous retiendrons l'approximation du paragraphe 111.3.4.3:

siny =~y et cosy ~ 1. Les équations, linéarisées en se limitant aux termes du premier ordre du
développement en série de Taylor, sont les suivantes
Equation de propulsion :

it =—(F

mv, Xsiin

+Tun) = ¥ (IT1-57)
Equation de portance :

= 1

Y = —mv Frun (I11I-58)

Equation de moment :

Gg=——-M (111-59)

- lyy Yslin
Equation cinématique angulaire :
A=q-V (111-60)
Nous allons étudier maintenant la linéarisation des efforts extérieurs autour du point déquilibre.
I11.3.5.2 Linéarisation des efforts extérieurs

Les efforts extérieurs que nous allons étudier et linéariser dans ce paragraphe sont les forces et

moments aérodynamiques Fy, F, , M, et T.

- la force de poussée :

0.6
T=4 (ﬁ) Ty 8.X; (H11-61)
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-Les efforts aérodynamiques ayant tous la méme forme, la procédure de linéarisation sera donc la
méme : nous allons la détailler pour la force de portance F,, puis donner les principaux résultats pour
F,etM, .

Rappelons tout dabord son expression, vue en (I11.45) :

F,, = —3pSViC, (111-62)
ol le coefficient aérodynamique Cy, dépend de variables d'état. Linéarisons cette expression autour de

la condition de vol, en écrivant :

aF —_ aF -
F,, =-2 x+ == 8 111-63
Zslin ax xelseq aé Xe’seq ( )
soit :
_ OFgg OFzs—  8Fzs— = OFzg ans OFzs o ang
Fppu = o u+ ar Y+, a+t 20 q -+ h+ 26, 8. + 6} (I111-64)

ou les dérivées partielles sont évaluées au point d'équilibre. Prenons par exemple le premier terme, et
développons le comme suit :

OFze| _ OFzg

Ve dCy
aulp ' Caw-voly, ) (I111-65)

=V, 25| = Y psV(Cp+ 23]

et’WV

L'expression ﬁggf est appelée dérivée de stabilité, notée Z,, et son utilisation simplifie grandement

les écritures ; chacune des dérivées partielles peut s'écrire sous cette forme. Nous verrons dans la suite
que certaines d'entre elles peuvent étre négligées en fonction des variables auxquelles elles se

rapportent.

On va obtenir de cette maniére la forme suivante pour la relation (I11.64) :

Lp

m Zogin

Zu+ Z7¥ + Z56 + 2,9 + Zzh + 258, + 255, (I11-66)

et des expressions équivalentes pour la force de trainée F; et le moment en tangage M,,

2 Frpn = Xult + X57 + Xg@ + Xoq + Xgh + X5:8, + X558, (IE1-67)
I My = Myu+ Mg¥ + Mgl + Moq + Mgh + M55, + M58, (I11-68)
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I11.3.5.3 Modéle d'état

Nous avons maintenant toutes les données nécessaires a l'écriture du modéle d'état sous la forme

suivante
¥=AX+ Bo
[y = Cx% + D8 (111-69)

Ou x = [udy q]: vecteur d'état ;y = [y, v,] : vecteur de commande; A est une matrice 4 x 4, B une
matrice 4 x 2 et y le vecteur des sorties.

Nous donnerons dans ce paragraphe l'expression des matrices A et B, les matrices C et D dépendant
des sorties gue 'on souhaite observer.

Dans ces conditions, avec les relations (IT1.57) a (I11.60) et les expressions des dérivées de stabilité, la
matrice s'écrit : ( la démonstration dans I'annexe I ):
A, 4y 4z A

B, By Bz B,

-B, —By -Bz 1-B,

D, D; Dz D,

A= (I11-70)

ou la premiére ligne est

Ay =

T
mve (Xu + u)

A7=

1 g
v, (X7 +T7) - V.

Az = m Xz +Tg)

la deuxiéme ligne est :

Bu=—m::/ezu
B-=—-—1~'—Z-
g
Bz = - - a
mv,
B,=——z
1% Ty, %
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et la quatriéme ligne est

1
D,=—M,
Iyy
D = 1 M
Iyy
1
Dz =—M53
Iyy
_ 1
Dq—I_Mq
yy

Puis la matrice B s'écrit : ( la démonstration dans 'annexe I ).

1 1
;;—;(Xa—e + Ts.:) p— (Xb'—t + T-G—,)

myy "~ 9 my, " 5
B= i e ¢ 5 e (I11-71)
mV, [ mV, &
1 1
Ty M5 1y 5

Nous avons ainsi obtenu le modéle longitudinal théorique et linéarisé d'un avion en toute condition de

vol, que nous allons appliquer maintenant 4 un appareil : le Boeing 747.
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CHAPITRE IV Etude en simulation
W

IV.1- Introduction:

Dans le chapitre précédent, nous avons établi le modéle longitudinal d'un avion. Nous allons
maintenant le metire en application pratique 4 un appareil : le Boeing 747. La méthode utihisce est
dans un premier temps de réunir les données disponibles : caractéristiques techmques, données
d'inertie, coefficients aérodynamiques, puis dans un deuxiéme temps de les introduire dans le
modéle théorique, synthétisé dans le chapitre II. C'est l'objet de ce chapitre, dans lequel nous
allons élaborer un programme MATLAB qui va nous donner le modéle d'état de 'avion en toute

condition de vol, ainsi l'application de différentes lois de commande envisage 4 ceite effet.

IV.2- Description du Boeing 747:

1V.2.1- Historique:

Porté par le succés des avions a réaction, le transport aérien a connu dans les années 1960
un essor qui laissait prévoir un doublement du trafic tous les six ans. Cette demande a favoris¢ le
développement d'appareils a fuselage de grand diametre : les gros-porteurs, ou jumbo-jets. Le
Boeing 747 sera le premier gros-porteur a réaction. Son premier vol a eu lieu le 9 février 1969 et
il est entré en service en 1970, bientdt suivi de diverses évolutions et modéles de conception
analogue.

IV.2.2- Caractéristiques techniques:

Le document technique [5]. Nous fournit toutes les données techniques nécessaires a I'élaboration
du modéele longitudinal de ’avion B 747.

- les dimensions de l'appareil,

- ses données d'inertie : masse, positionnement du centre de gravité et matrice d'inertie en fonction
de sa masse,

- ses coefficients aérodynamiques Cp, Cy, et Cy, , donnés sous forme de composantes €lémentaires
comme nous le verrons plus loin

-le choix de cette appareil est justifie par le fait qu'il est un avion de transport gros porteur ,qui peut
parcourir des grandes distance avec des altitude considérable .pour cela il nécessite des lois de
commandes modemnes tiennent en considération des variations paramétrique consistante que se soit
a lintereur du modéle comme la variation de la masse ,soit au niveau externe par le fait qu'il par
coure plusieurs phase de vol ou il peut rencontrée des perturbation atmosphérique comme la
turbulence

La figure (1V.1) montre I'appareil sous différents points de vue, avec ses dimensions.
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70.68 m
4 {231 R 10 in}

- -

;

Fig. IV.1- Le Boeing 747-400 sous différents angles, et ses dimensions

1V.2.3- Surfaces de commande:
Le Boeing 747 posséde un grand nombre de surfaces de commande, illustrées a la figure (IV.2).
Cependant, nous n'utiliserons qu'un petit nombre parmi celles-ci, utiles pour le mouvement

longitudinal, que nous donnerons aprés la description générale de ces surfaces.

sP<____

Fig. IV.2- Les surfaces de commande du Boeing 747.
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Pour le vol latéral :

- les ailerons basse vitesse ABV et haute vitesse A HV provoquent le mouvement de roulis de
l'avion autour de son axe longitudinal,

- les aérofreins SP ont un double rdle : d'une part assister les ailerons & faible vitesse lorsque leur
seule action ne suffit plus et d'autre part freiner 'avion en phase d'approche ou a l'atterrissage,

- les gouvernes de direction hautes RU et basses RL provoquent le mouvement de lacet de
l'appareil.

Pour le vol longitudinal :

- les gouvernes de profondeur intéricures EI et extéricures EO, ou élévateurs, provoquent le
mouvement en tangage de lavion,

- les volets F augmentent la portance de I'appareil aux vitesses faibles, en phase de décollage,
d'approche ou d'atterrissage, et sont jumelés aux becs EF qui diminuent le risque de décrochage,

- le stabilisateur S, sur lequel sont fixées les gouvernes de profondeur, est réglé de mamére a
compenser I'angle de ces derniéres : ainsi le stabilisateur correctement réglé et une position neutre
du manche a balai maintiendront l'incidence de l'appareil.

Dans le cadre de notre étude du mouvement longitudinal, et dans un but de simplification, nous
utiliserons comme surfaces de commande :

- les élévateurs que nous supposerons liés : 8g = 8o = 8, et représentant la résultante, en vol
longitudinal, des actions de EI et EO,

Les mouvements de ces surfaces sont soumis a des restrictions, résumées pour les élévateurs dans
le tableau IV.1 en termes de débattement et de vitesse de variation [6].

-la commande de poussée a travers la position de la manette de gaz §,.

Tab. IV.1 - Limites de débattement et de vitesse de variation des €iévateurs.

direction  débattement 8, lyjtesse 22¢
dar

vers le haut [ 23° 37°s

vers le bas H17° 37°/s

1V.3 Synthése du modéle longitudinal :
Le modéle longitudinal du Boeing 747 sera celui vu au chapitre 2, dans lequel nous allons
implanter les données qui lui sont propres : ses données d'inertie puis ses cocfficients

aérodynamiques, qui vont aboutir aux expressions des forces et moments.
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1V.3.1- Modéle de poussée:[6]

Nous avons fait précédemment l'hypothése que la poussée T est dirigée par l'axe X; et ne
provoque aucun moment en tangage. Nous allons adopter un modéle simplifié de cet effort pour les

avions a réaction, donné par la relation suivante :

T=4 (i)o'ﬁ Tyd.X, (IV.1)

ou To est la poussée maximale engendrée par un réacteur au sol, §; est la position de la manette des
gaz, comprise entre O (poussée nulle) et | (poussée maximale), et le facteur 4 correspond au nombre
de réacteurs de lappareil.
Remarque : en pratique sur le Boeing 747, l'axe de la poussée T ne passe pas par le centre de
gravité et provoque donc un moment en tangage . cependant. il est compensé par le régiage
appropri¢ du stabilisateur horizontal.
IV.3.2- Modé¢le longitudinal du Boeing 747:
Les données précédentes nous permettent maintenant d'écrire le modéle longitudinal linéarisé du
Boeing 747
En reprenant les notations définies en fin de chapitre 2, soit :
{i = AX + B§

y=Cx+Dé
(Iv.3)
ou le vecteur d'état correspondant est x={u ¥y @ g]” et le vecteur des commandes

- I 5 B " ) ) X
correspondant est 8 = [§, &,] , les matrices d'état A et B s expriment de la maniére suivante :

A, Ay Ay A,
A= = ¥ V.4
-B, -B; -B; 1-B, A

et
0 L (e)**
. - vz ..a._.c_!: mV, (PO) Tg
zmV, " € a5, o
B=| 1 2 3G, (IV.5)
2mV, pSVe s, 0
1 sesy2 dm 0
2y SV, %5,
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ou

1
A, = mve (—vepsve CD )
_ ]
ay=—¢
1 acy
Ao =~ Ve (305 32)

la deuxieme ligne est :

et la quatricme ligne est :

1 _
D, = [_"' (VepcSVelpy)

Yy
1 (1 ac
=1 (1 eoye m
Da ]w(zpcSVe aa)
141 ac
= —if- 2 =
Da :,,(z'ﬁv" aq)

Le matrice C est choisi suivant les états qu'en doit contréler et on admet que D=0.

On ales matricesCetD:

1
c=10
0

0
D=0
0

0
1
0

0
0
0

0 O
0 0) (IV.6)
0 1

) (v.7)

- nous considérerons le modéle 4 x 4 dont le vecteur d'état correspondant est:

T=luvyaaql.

- nous utiliserons les matrices Coon €t Do donmant comme sorties u, y et g, regroupees dans le

vecteur Veom.
Le modéle obtenu est donc MIMO (« Multiple Input Multiple Output »}. Ftudions maintenant le

simulateur du mouvement longitudinal du Boeing 747.
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IV.4 Simulation et résultats :
V4.1 Etude du modéle sans contréleur (boucie ouvert):
La figure V.3 montre la localisation des péles du modele de avion en B.O, Ces pdles sont donnés

comme suit ;

Pole-Zero Map
4
3
2
1
2
Z
g€ o
= =
2
-4
-30 25 -20 15 -10 5 0 5
Real Axis
Figure IV 3 licu des pdles
1 les poles du systéme :
P1=142+3.38i P2=1.42-3381 P3=0.877 P4=-257

L’amortissement du pdle complexe est égal 4 3.48 107,

N
¥



CHAPITRE IV Etude en simulation
A e e S T S 5 S 2 L A 0 R R B Al TR R M R b B0

Etudions maintenant 'allure temporelle du modéle de 'avionen B.O

reponse du systeme en bo

la vitesse u(m/s)

gamma (deg)
Lo ]

-
-

la vitesse g (deg/s
o
o
SN BOE—

1 2 3 4 5 6 7 8 @ 10
Frequence - Rad/Sec

Fig. IV 4 l'allure temporelic du modeie de {"avion en B.O (boucle ouvert)

On peut distingué :

Un mode rapide stable et bien amorti

Le mode phugoide est lent, instable et mal amorti (montre un amortissement £ = 3.48 107
Un mode instable donné par p=0.877

IV.4.2 Simulation en boucle fermée :

IV.4.2.1 commande par LQ :

Le critére choisi pour cette commande est:

J= f (7 (©)0z(®) + T (ORu(®))dt = f (T ()@, x(0) + v’ (ORu(®))dt
] a

Les paramétres de pondération sont choisis comme suit:

R=[p il
100

Q=[0 : 0]
0 0 1

Le gain de commande obtenu est:



CHAPITRE IV Etude en simulation
e T A LS 5 I o i o B S A 0 s M O e e S e S S i b Tl e s b R

—193.2649 —15.3887 —55.0465 —3.37411 ]

i ‘_“[ 25305 0.1180 0.1502 0.0046

Les poles du systéme en B.F:
P1=1.014+265i P2=1.01-2.651 P3=258 P4=-0.866
On remarque que la commande L(Q stabilise le systéme d’une maniére satisfaisante.
a -Simulation dans le domaine temporelle :
Nous présentons dans ce paragraphe les résultats obtenus avec la stratégie de commande
quadratique LQ pour un modele longitudinal :

Réponse impultionnelle:

reponse du systeme en bf du comrecteur LQ
002 ] 1] i | ] L] L] L] 1] ]

la vitesse u(m/s)

gamma (deg)

la vitesse q (deg/s)

L]

i
0 02 04 06 OB 1 12 14 16 18
temps - Sec

1V.5 Réponse impulsionelle du correctenr LQ
Commentaire:
Aprés une excitation du systéme en B.F par une impuision de référence ,on remarque que le

systéme revient a sont état initial .ce qui justifie que le systéme en B.F est stable et bien amortie.
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IV.4.2.2 La commande LQG :
Clest la commande LQ avec un observateur de Kalman, dont les paramétres de réglage ont été

choisis de la fagon suivante:
Le critére choisi pour cette commande est:

"
] =lmE [ L (z"0z + u’ku)dt]

Les paramétres de pondération sont choisies comme suit:
R=1

0.0000 0 0 0
0 0.0260 —0.0260 —0.1956
Q=B=+B' =|0 —0.0260 0.0260 0.1956

0 —0.1956 0.1956 1.4741

Le gain de commande obtenu est:

0.0209 -0.2928 -0.2048 0.0127
ke =[—0.2928 5.7071 23323 -0.1560 ]

0.0127 —0.1560 —0.1840 0.0396

Réponse impultionnelle:
reponse du correcteur LQG
g = ; ! ! : ;
S Y A S S, . R
g |/ PN a s s
@ 0f---===-=-- R beemos T il iy 4 ~=
= : — : H
s 002 i i i i i
0 05 1 15 2 25 3
— 05 ! 1 1 1 1
= : : \ ' :
g : a ' s =
I !. ......... S .}--?.T.:“‘_;rqm..u%,——-——
8 : = ' a :
® 05 I I ] I 1
0 05 1 15 2 25 3
‘s: 1 ] 1 1 I | 1 I I I
s : : : E : E E : E
o . : . H H : ' H '
® : : ' : : : : : :
< : : : : : i E : :
= 4 | 1 1 1 I ] 1 I 1
=0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
temps - Sec

IV.8 Réponse impulsionelle du correcteur LQG
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Commentaire:
Aprés une excitation du systéme en B.F par une impulsion de référence ,on remarque que le

systéme revient a sont état initial ,ce qui justifie que le systéme en B.F est stable et bien amortie.

Réponse a un echlon de vitesse:
reponse du systeme en bf du comecteur LQG
‘a‘ 1'5 . L] L] . L] . . L :
£ 1 — HE— : : : : : : . :
= ‘ : : : : : :
2 08p-FToiennnne yemnsnn s s jemnnnn ommnnn demmmenn Femeean e
@ : . ; H , . b
& 0F--- foseses rsarscd e Erassis 8 S Ansiniss deooncss Rwmnas Sa—
- [} . . v ' v "
= 05 1 | 1 1 | 1 1 L L
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
_ 15 . . . - . .
R R S s
8 05— ————t——
g D ....... : ...... dennnnnd E. ...... B ? ...... dancsss donsmnaa Lenannn :l -------
> 08 | I 1 1 1 1 ] I I
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
g s— — .
" T SN - - NI NS A - —
v : . : : ;
2 05f- o> ; ; ; ; : ;
ﬁ 1] SO % ..... e Memmnns i. ...... 4: ...... T desssnss [ E. ......
- 05 I I 1 ] I 1 1 L |
- 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
temps - Sec
IV.9 Réponse a un echelon de vitesse du correcteur LQG
Commentaire:

on constat Un bon suivi des signaux de référence (performance) avec un découplage entre
les états satisfaisant pour une réponse a échelon de vitesse .
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IV.4.2.3 La commande LQG/LTR:
Le correcteur LQG/LTR est simplement obtenu en diminuant le bruit de mesure dans la synthése

de l'observateur de Kalman du correcteur LQG
Réponse impultionnelle:
reponse du comrecteur LQG/LTR

o
&

la vitesse u(m/s)
o
T
3?\
|

&
]
o

=]

12

i
i
4
¥
i
i
i
i
L
i
'
i
i
i
'
i
e
i
i
i
i
'
)
i
'
i
i
i
¥
i
i
'
i
i
i
'
i
H
]
H
i
b
i
i
i
i
i
i

gamma (deg)
=

la vitesse q (deg/s)

12

IV.11 Réponse impulsionelle du systéme commandé par correcteur LQG/LTR

Commentaire:
D’aprés la figure IV.11 on remarque que ce systéme est stable mais mal amortie
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-erreur due a rééducation/simplification d'un modele

-description d'un modéle non linéaire par un modéle linéaire

-les spécifications de performance et de robustesse d'un cahier de charge peuvent étre souvent
prises en compte par les caractéristiques des pondérations fréquentielles suivantes:

-gainen 0

-gain en infini

-fréquence de coupure & 0 dB.

choix de pondération W;:

-minimiser l'influence des dynamiques négligées en haute fréquence ;

-leur valeur devra ainsi y étre faible, et ajustée afin que la courbe de la sensibilité S suive au plus

prés celle du gabarit Wy

-Ils devront également étre réglés pour vérifier les contraintes d'amplitude et de vitesse de
variation des élévateurs 8, et une amplitude de commande raisonnable pour les gaz &, .

-La fréquence de coupure de cette pondération est la plus importante, plus que le gain maximau
imposés en haute fréquence, puisqu'elle fixe la bande passante pour l'asservissement.

cette bande passante a été choisie a environ w10’ a 10 rad.s™

{ gabarit 14wu en vert et 1/wg en blev) { gabarit 1Awe en vert et 14wt en bieu)

8 B

-]

Amplitude en - db
Amplitude en - db
o B

- ; g

7 : 20 _-...-.-‘...-...-...‘..-....é, ........................... -

/ E .m{_ ........................... :;. ............. e ) ;;'.- ........... -

o R S DU R B e D e SRS S S
Frequenc - Rad'Sac Frequanc - Rad/Sec
FIG. IV.14 -Gabarits des fonctions de FIG. IV.15 -Gabarits des fonctions de
Pondération sur I’erreur de poursuite € Pondération sur la commande u.
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A.2-La fonction de sensibilité S et la fonction KS :

fanction de sensibilitée st) et W1() fanction de sencibilitda s() de h2LAG et 1AWI(-)

0 T r T w[

Fig IV.16 Allure fréquentielle des valeurs Fig IV.17Allure fréquentielle des valeurs
singuliéres de la fonction de sensibilité S singuliéres de la fonction de sensibilité S
et du gabarit associé¢ W,/ de commande H,, et du gabarit associé¢ W;~/ de commande
H2LQG
o fonction KSE) et 1AN2(-) “
- S T T T— N— CIR
; of-
? | &} e
. g P
| § :
e ——
- - SO O S—
- o SR Y S SO
Froquenc - Rad/Sec

Fig IV.18 Allure fréquentielle des valeurs singuliéres Fig IV.19 Allure fréquentielle des valeurs

de la fonction KS et du gabarit singuliéres de la fonction KS et du gabarit

associé W5/ de la commande H,, associé W~/ de la commande Hy o6
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commentaire :

Aprés létude théorique de la synthése de contrdleurs puis de sa mise en application, voyons
maintenant quelles sont les performances atteintes. Nous étudierons dans un premier temps les
résultats obtenus dans le domaine fréquentiel, puis les réponses temporelles du systéme bouclé a
différentes entrées caractéristiques. Les courbes de la sensibilité S et de la fonction KS respectent
donc avec une bonne précision les gabarits fréquentiels choisis, comme nous allons le voir.

Les valeurs singuliéres des fonctions de sensibilité S et de robustesse KS associe a ce choix de filtre
sont données sur les figure IV.16,IV.17 IV.18, IV.19.

Les figures IV.16,IV.17 montre la représentation fréquentielle en amplitude des valeurs singuliéres
de la fonction de sensibilité S de la commande H,, et la commande Hy o .on remarque que le
critére de performance a été atteint, on peut donc s’attendre a un bon suivi en régime permanent.

Les figures V.18, IV.19 montre la représentation fréquentielle en amplitude des valeurs singuliéres
de la fonction KS de la commande H,, et la commande Hy; o .le tracé des valeurs singuliere de
KS montre une amélioration évidente de la robustesse de la commande H,, par rapport a la

commande Hj; oG dans le domaine des hautes fréquences.

B- Simulation dans le domaine temporel :

La premiére étape est de synthétiser les contrdleurs H, et Hzen définissant d'abord la structure de

synthése que nous allons utiliser voir figure IV.20.

Nous allons expliquer dans ce paragraphe le choix des signaux de consigne, des signaux de

commande et des sorties.

1) Choix des consignes :

Notre but est de synthétiser un autopilote pour le vol longitudinal du Boeing 747, c'est-a-dire que
parmi les sorties du modéle d'état (matrice Aet B), nous nous intéresserons a la vitesse u et a la
pente 7 de l'avion, variables qui suffisent en effet a définir sa trajectoire. Le modéle longitudinal
de l'avion peut se décomposer en deux modes principaux : le mode phugoide et le mode rapide,
qui ne requiérent pas la méme performance. Or les deux variables u et ¥ sont Caractéristiques du
mode phugoide, il faudra donc prendre en compte une variable du mode rapide pour controler
celui-ci, c'est-a-dire soit l'incidence @ , soit la vitesse de rotation en tangage q : cette derniére est

couramment utilisée comme variable du mode rapide pour le retour.
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2) Signaux de commande :

Les deux signaux de commande que nous utiliserons sont l'angle 3, des élévateurs et la position 3,

de la manette des gaz.
Remarque : ce probléme de synthése est MIMO (« Multiple Input Multiple Out-put »),
contrairement aux cas généralement traités dans la littérature qui ne considérent que rarement la

propulsion 8, comme une commande.

3) Choix des sorties :
Le choix effectué plus haut nous impose de choisir comme sorties du systéme la vitesse u, la
pente ¥ et la vitesse de rotation en tangage q, regroupées dans le vecteur Yeom.
Ce choix fixe les matrices Coom €t Doom du modéle d'état qui sera utilisé pour la synthése de
contrdleurs (3 sorties) ; cependant lorsque nous simulerons ce systéme sous l'environnement
SIMULINK de MATLAB, nous considérerons la matrice C compléte afin de pouvoir observer
toutes les sorties, mais nous n'effectuerons le retour que des trois signaux u,¥ et q.

Structure utilisée :
Nous pouvons déduire un schéma de synthése, illustré a la figure (V1.20). 11 est issu de la théorie du

chapitre II, et nous choisissons de surveiller le signal d'erreur & pondéré par une fonction Wi, soit z,
et le signal de commande ux pondéré par une fonction W5, soit z;, en réponse a une consigne ref et
a une perturbation pert,

Remarque : dans cette étude on prend la pondération W3 nul.

f + + I .
— - - K(s) I «{ avion

Yeom

Fig. IV.20- Le montage utilisé pour la synthése H.,, et Hz1.06 de controleurs.
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Fig. IV.21 Réponses du systéme contrdlé a un échelon de vitesse de la commande H,.
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o0
0 2 Y s % 0
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Fig. IV.22 Evolution temporelle des actionneurs, en réponses a un échelon de vitesse de la

commande H,,
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Fig. IV.25 Réponses du systéme contrdlé a un échelon de vitesse de la commande Hy o6 .

sarette de gex en (%)

Fig. IV.26 Evolution temporelle des actionneurs, en réponses & un échelon de

vitesse de la commande Hy1 o6



Etude en simulatio

Time (Secondz)

Time {Seconds)

10
a un échelon de vitesse de tangage q de la commande H,,

0
0
eéme

T Y T
. . .
' . i
H . r:
i " i
H . i
i H .
H , ’
) . ] »
1 ’ 3 i
R N —— rrrcrrigeresepgrrrrrnEereee ar -4 80
i ' H ]
Il ' i 4
a . i i
i . a1 i
o 4 . i 4
=] i . ‘ F
i . i 4
- ‘. L} . . -
- : i . . ,
e rrbrrnnen Ferree derevrebrve ppierenne e
bxemsbunsnedrs ‘-0 8
‘ . " i
’ . =
‘ ‘
' ' ' .w.*l
' ._ "
' ._ i
. 4 N J.T
H H /
.
A T A s T e 4 -y m .
. . 1 3
H ' H ' H -
' H i . I . '
' a 4 . i i
' ' 4 . : .
" i 1 ] i \ i “©
. . i . i .
. ' 4 " i . i her—
» b eccgroanan s . a o n.m
- k) . ']
4 i H
-------- derrsiwrorerpnrrrrmprrrrrparvead iy “ ¢ > u n
. i " .
N i . 4
. ’ . i
' . i
' :
. )
H
S

des actionneur a un échelon de vitesse de tangage q de la commande H,,

Tane iSeconds)
00
oot----f.-
Bl |
g ’
foc-[--

: Time iSecondsl

Fig IV. 24 Ré

Fig. IV.23 Réponses du syst



'hmnﬂm

lavitesse  (deg)

Fig. IV.27 Réponses du systéme contrdlé & un échelon de vitesse de tangage q de la commande

H2LQG .

marette de gaz en (%)

Fig IV. 28 Réponses des actionneurs & un échelon de vitesse de tangage q de la commande Hy; oG
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Commentaire :
Les figures IV.21,IV.25 représente les évolutions temporelles des états du model longitudinal de

I’avion lorsqu’ une commande en échelon de vitesse est appliquée. En régime permanant la variable

suit exactement sa consigne les variables de sortie sont découplées les gains de commande du coté

poussé est acceptable mais du coté gouvernes est inacceptable.

Les figures IV.22, IV.26 présente la réponse des actionneurs , et &, : montre qu'une variation de
I'angle des élévateurs &, a pour effet final de modifier l'incidence @ et la vitesse V de l'appareil,
alors que la manette des gaz 5, revient a son état initial aprés un court régime transitoire. Nous
verrons que l'inverse se produit lors d'une augmentation de pente a vitesse constante.

Les figures IV.23,IV.24 et IV.27 IV. 28 présente les réponses temporelles du systéme bouclé a
une telle perturbation, d'amplitude 10 deg. s”, et de fréquence f = 0.02 Hz. Nous remarquons sur la
premiére courbe (1) que le contrdleur annule l'effet de la perturbation en stabilisant la vitesse de
tangage q, aprés un régime transitoire, a 0 deg. s™'. Le suivi de la trajectoire de vol est également
respecté puisque la pente y, dont I'évolution temporelle est donnée par la courbe (2), retrouve sa
valeur initiale, aprés un régime transitoire comme précédemment.

Table IV.3 : les principaux comparaisons qui peuvent étre faits entre les commandes Ha o et H,

Synthése H., Synthése Hjoc

H,, identique a Hypqc Hj1 06 identique a H,
Compensateur sous-optimal Compensateur optimal
plus amélioré Il ya une dégradation de la

commande Hyj o par rapport a
la commande H,,

Couplage dans la formulation des | Obtenu directement a partir de

équations de Riccati résolution d’équation de Riccati
Erreur statique & =~ 1/1000 Erreur statique & ~ 1/100
Dépassement identique Dépassement identique
Temps de repense plus petit Temps de repense petit
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Conclusion

Dans ce projet nous avons présenté une étude sur 1’élaboration des lois de commandes pour
I"autopilotage de I’avion B747. Aprés [’étude théorique consacrée aux lois de commandes et a la
modélisation des équations de la dynamique de vol de ’avion, on a entamé 1’étude en simulation
pour le control longitudinal de 'avion. La synthése des lois de commandes est envisagée non
seulement & cause de la robustesse qu’elle fournit aux contréleurs, mais également pour sa
souplesse d’utilisation sous MATLAB. Les lois de commandes choisies se sont avérées valable
pour obtenir des performances acceptables et une robustesse vis-a-vis des variations paramétriques.
A cet effet, un simple choix des pondérations pour la commande LQ/LQG conduit a des résultats
acceptable mais moins robuste, dans 1’autre coté on a rencontré quelques problémes concernant le
réglage des fonctions de pondération pour la commande H,/H., afin d’aboutir aux résultats désires.

Plusieurs prolongations de ce travail peuvent étre proposées. Dans le coté modélisation de
I’avion, on peut élargir le modeéle de I'avion & d’autre états ou le couplage entre le modele
longitudinal et latéral n’est pas négligé et plus loin de prendre en considération I’effet d’élasticité de
la structure avion puisque il s’agit d’un avion gros porteur. On ce qui concerne les lois de
commande on propose d’étalé les lois de commandes vers des commandes plus robuste comme
PRLQR et p-synthese.
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Annexe 1

Expressions des dérivées de stabilité

En suivant la méthode vue au paragraphe 111.3.5.2 du chapitre 3, on obtient les expressions suivantes des
dérivées de stabilité, dans le repére de stabilité R

On remarque que comme les coefficients aérodynamiques dépendent de l'incidence a et non de la pente
y :, les composantes dérivées par rapport

a y sont nulles.

Force de portance F;_

Tab. 1.1 - Dérivées de stabilité pour la force de portance F;,

En utilisons I'¢quation (I11-63) pour calculer les éléments de la matrice Aet B :

oF 3Fzc— 8Fzg—  8F OFzs5 | OFzs 3 |, OFys ¢
Fopn = ai‘u+ a:sy"' aczzsa+ aés‘” a;sh+ asisse+ a;‘&,
1
_1oFgg| _ 1y OFzs | _ 1y 0 _ 1, 2eSVRA)f 1 Ve 0,
z“_m du |g_mVea(V—Ve) Ve_ m ¢ av 1y, _m"/:3 av - mVepSVe(CL-f' 2 BV)
(-2 psv2c,)
z_.=..];.aF_zs| =l 2,0 L =__1_ st%
“ " méaal, m aa om '
Ve
a(= 2 psvec
10Fs| _10C3pSV AN L o, 3G
9 maql;, m dq 2mpeaq
Ve
d(~ = pSV2C
z_=l_aFZS =_1_ 27 2 -1 SVZ?EL
R Mmool m ah 2m ™' Bk
Ve
(~ 2 pSV2C
z_zl% =_1_ ("'2,0 2 =——1—pSV2£
% " mas,|, m 45, 2m" ¢ 85,
Ve
a(— L psv2c
g o 10Fs| 100 7pVICD 1 L, 06
%" mag |, m 28, 2mP>'¢ 33,
Ve




1 cu2
Xr = 1 9Fs = ia(_ipfv &) = —i-pSVE 9-(3_?-
""" mohl, m ah 2m oh
Ve
1 w2
x__lans =_1_6(-2in Cp) __4 o5V2 ac_D
Be 9, |, m as, 2 84,
Ve
1 opz
1 0Fs =_1_6(—§pr Cp) _ -—1—-psv3 aCp
5 " m a3, , m a8, 2m 06,
Ve
1 9%, Xo | =2, «psVe(Cp+ % 22)
m du
10F,, Xz ——l—pSVZ EE_D_
m oa 2m’ ¢ da
19F, Xq —ipSV,,2 gt
m 9q 2m dq
1 9K, Xs —ipSV2 a—l_)
m ok 2m’ " ¢ 9h
1 ans XE; —-}—psvz BC_D
Fﬁﬁé‘: 2m ¢ 95,
19K, X5 _0-1-.-psve2 2y
m a5, 2m 85,




Moment en tangage M,
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Tab. 1.3 - Dérivées de stabilité pour le moment en tangage My
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Annexe2

Le programma :

cle ‘pour effacée les résultats precidants
rho=0.008580684/0.30483; la masse volumique de 1'air & 40000 ft en
{kg/m"3)

rho0=1.225; la masse volumigue de l'air a ¢ ft en (kg/m"3]
v=871*0.3048; la vitesse de l'aviorn en (m/s)

+(0=288; la temperateur au niveau de la mére en (e
ve=v; vitesse en (m/s)

5=5500*0.3048"2; la surface de l'avion en (m”2)
c=27.3*0.3048; la corde moyene

Iyy=483028300+0.3048"2; momment cynetuicue sclant 1'axe yy'
cl=0.52; ¢ coificient de la force de pcrtance
cd=0.045; ~oificient de la forcs de trainge
cdaipha=0.5;

clv==-0.23;

g=9.81;

p=636636*0.453592;

m=p/g:

clg=7.8;

clalpha=5.5;
clalphadot=8;
clelev=0.3;
cmg=-25.5;
cm=0;
cmalpha=-1.6;
cmalphadot=-9;
cmelev=-1.2;

.matrixe A
A=[(—rho*s*ve*cd)/m,g/ve,(—rho*s*ve*cdalpha)/2/m,0; - la matrixe A
(4+4)
{rho*s*ve* (cl+ve*clv/2))/m, 0, (rho*s*ve*clalpha)/2/m,G;
(-rho*s*ve* (cl+ve*clv/2))/m, 0, (rho*s*ve*clalpha)/2/m, 1;
(rho*s*c*ve‘Z*cm)/Iyy,O,(rho*s*c*ve”2*cmalpha)/2/Iyy,{rho*s*ve“Z*c*cmq)/2/Iyy]

la matrixe B
B=[0, (4* (rho/rho0)~0.6*t0) /m/ve:;
{rho*s*ve*clelev)/2/m,0;
- ({rho*s*ve*clelev)/2/m,0;
{rho*s*c*ve"2¥*cmelev) /2/Iyy, 0]

la matrixe C
c=[1,0,0,0;0,1,0,0;0,0,0,1});

la matrixe D
D=zeros(3,2);

damp (A) ; - Calcul l'atténuant des facteurs et des
fréquences normales
sysbo=ss{A,B,C,D): .Indiguer les modéles de l'état-espace

[y,tl]l=step(sysbo):
figure(2)

plot(tl,y(:,l),'J',tl,y(:,2),'H',tl,y(:,3),‘:'); " dissignée le chémat
title(': pooier s SvStams =0 D' ) © le nom de figure
xlabel (' = o e = Fodler ) “ le nom de l'axe x



ylabel (' i wg - ot le nom de l'axe y
grid Lignes de grille

.la commande quadratique LOQ

kLO=1gr{A,B,1*C"*C,1l*eye(2,2)); Concevolr le régulateur
linéaire

eig (A-B*kLQ) ; Valeurs propres

reponse a un step

abf=A-B*kLQ;

sys22=ss(abf,B,C,D);

figure(2):

pzmap{sys22); . dissignée le chémat {les poles
et les zéros)

[vbf,t2]=step(sys22);

figure(3);
plot(t2,ybf(:,1}, " ', 2, ybf(:,2),t2,ybf(:,3));
Eatle { M. DU EE . AREY T % T e R W ') g
grid;

‘synthese LQG
kf=1gr(A',C',B*B',eye({3,3)):
kf=kf';
eig(A~kf*C)

calcul correcteur LG
aklqg=A-B*kLO-kf*C;
bklgg=kf;
ckigqg=-kLQ;
dklqy=0;
sys33=ss{A-kf*C,B,C,D};
figure(4);
pzmap (sys33};

[y33,t3]=s5tep(sys33);

figure(5);
plot(t3,y33(:, 1), "', t3,y33(:,2), c",t3,y33(:,3));
title (' rowmnse A et et TS

grid;

synthese LOG/LTR

‘calcul gain d'estimation
kf=lgr{A',C',B*B',eye(3,3)*10"(-8)};
kf=kf*;
eig{A-kf*C);

. calcul correcteur LG

aklggltr=A-B*kLO-kf*C;
bklggltr=kf;

cklggltr=-kLQ;

dklggltr=0;
sys34=ss (A-B*kLQ,B,C,D);
dklgg=zeros(2,3):;
{acl0,bcl0,ccl0,dcl0)=series (aklqyg,bklag, cklqgg,dklqqg,A,B,C,D);
acl0,bcl0,cel0,dcl0]=cloop(aclO,bcl0, ccl0,dclC, +1};
SBFLOGC=ss(acl0,bcl0, ccl0,dclO) ;
tfinal=10;

[y0,time0]=step (-SBFLQGO, tfinal):
figure(®);
plot{timed,yC(:,1}, " ", time0,y0(:,2), " '=',timeC,y0(:,3), " 'u")



title ' vopme S Corred dlr LOGLTR )
grid:

*commande robuste H2/HOO
figure(7);

hold =:.

k=1le-5;

numa=k* [25072 2*250 1 };
denu=[1/2.5"2 2/2.5 1};
numg=k* [625°2 2*625 1];
deng=(1/6.25"2 2/6.25 1}:
numg=[0 O 11

deng=[0 0 1];
wu=[numu;denu] ;

bode (numu, denu)
wg=[numg;deng] ;

bode {(numg, deng)
wg=[numg;:denyg] ;

§5_g = ss(A,B,C,D);
wl=[wu;wg;wq];

figure(8};

nume=30*[ 1/50000 1];
dene=[1/20 1];
we=[nume;dene} ;

bode (nume, dene}
numt=400*[ 1/50000 1]:
dent={ 1/20 11;

wt={numt ;dent];

bode (numt, dent)

grid
w2=[we;wt];
w3=1[];

[TSS ] = augtf(ss_g,w3,wZ,wl)

“Hinfini
[ss_¢p,ss_cl,hinfo] = hinfopt(TSS_)
[Acl,Bcl,Cel,Del]=branch(ss_cl)
w = logspace(-3,5,50);
sv = sigma(A,B,C,D,1,w); sv = 20*1logl0{sv)
figure(9):
semilogx (w,sV)
title (' e oo
xlabel ('F:i s
ylabel ('5Y - '}
grid
[al,bl,cl,dl} = series({Acl,Bcl,Ccl,Dcl,A,B,C,D)
[als,bls,cls,dls] = feedbk(al,bl,cl,dl,l);
[at,bt,ct,dt] = feedbkf{al,bl,cl,dl,Z)};
svs = bodel(als,bls,cls,dls,1,w); svs = 20*loglQO{svs};
svt bode(at,bt,ct,dt,1,w); svt = 20*loglO{svt};
svwu = bode (numu,denu,w) ;svwu = 20*1ogl0{svwu) ;
SVWg bode (numg,deng,w); svwg = 20*loglQ(svwg);
svwe bode (nume,dene,w) ;svwe = 20%*1ogl0(svwe) ;

i



svwt = bode(numt,dent,w); svwt = 20*loglO(svwt);

frapper une clé pour voir les tracages de la sensibilité et de la sensibilité

complémentaire

figqure(10};
semilogx(w,sku,'q—~',w,svwg,’m~-',w,svs)

titlel® ¥ mel owm oo wmogesimlloeb oy omy = BEERSE Ly
xlabel ("¥raoqnoney = Farior )

ylabel (*C i - ab’)

grid

figure(ll):;

semilogx (w,svwe, ":-~ ', W,sVWL, "I, W, SVL)
ol - oL T T TR S
xlabel {"Froopne o - el
ylabel ('Goin = = «dix")

grid

figure{l2)
semilogx {w,svwu, "', w,8VwWg, "it")

title(' . abar.m bswe oo owes Lot Ddwen e et} g
xlabel{ " e vy 0 = B0 S e )

ylabel ("o 1ol oo - )

grid

figure(13)

gsemilogx (w, svwe, W, Svwt)
semilogx (w,svwe, '3, W, 5vwt, 1"}

title(’ S TS SR At R N R S B ER L TN
xlabel (" Fr.- oo v - a0

ylabel {*hmedrt e e = 0"

grid

“comparison

figure (14}

semilogx (w,svwu, '71--',Ww,svwg, "', w, 5VWe, ' LW,svWE, ")
title(’ TR ENEER. T S IR T R UL R
xlabel ("t = i)

ylabel {'funpd D Vome on )

grid

=h2

[ss_cp,ss_cl] = h2lgg(T55_)
[Acp,Bcp,Ccp,Depl = ssdata(ss_cp);
[Acl,Bci,Ccl,Dcl] = ssdata{ss_cl);
[acl0,bel0,ccl0,del0]=series (Acp, Bep,Ccp, Becp, A, B, C, D) ;
svtt = sigma{Acl,Bcl,Ccl,Dcl,l,w}; svtt = 20*loglO{svtt};
w = logspace{-3,5,50);

figure{15):;
semilogx{w,svtt)

title(® 57 #LUioR Iyiun )
xlabel ('Frooper s = Foad o)
ylabel ("3% - db')

grid

[as,bs,cs,ds] feedbk{aclQ,bcl0,ccl0,dclO, 1)
[at,Dbt,ct,dt] = feedbk(aclO,bclO,ccl0,dcll,2);
svs = bode(as,bs,cs,ds,1,w); svs = 20*logl0(svs);



svt = bode(at,bt,ct,dt,1l,w); svt = 20*logl0(svt);
svwu = bode (numu, denu,w);svwu = 20*1logl0(svwua);
bode (nung, deng, w) ; svwg = 20*ioglC{svwyg)’

sVWg =
svwe = bode (nume,dene,w);svwe = 20*logl0(svwe);
svwt = bode{numt,dent,w); svwt = 20*1loglO(svwt);

figure(le)

semilogx{w,svwu, "u',w,svWg, ")

title("  saiwar i Do oan Veriowl BT I I SR TR )
xlabel ("% . . S i Do
ylabel { "Amp P hivie o - 1427
grid

figure(l1lT)

semilogx {w, svwe,w, Svwt)
semilogx (w,svwe, "g',Ww,svwt, 't ")

title(’ CREAT R R e She §E CEERNT § B iR vl gl e )
xlabel ('Fve - = Foa S )

ylabel ('fmnplicuae o0 - k")

grid

figure(18);
semilogx (w,svwu, 'u--', W, SVWg,
titlel! 5omord o die gepn Ul 11 e of) =0 e FOLEE o8
xlabel ('™~ R A - R |

ylabel ('fizin - k")

grid

figure(19):

semilogx (w,svwe, "y--',w,svwt, "', W, svL)
title{ ' *onotion Fomtde W00 e TSN I-=0 T g
wlabel (' ¢ s = baasgde o)

ylabel {' " at: o0 - 7]

grid

figure(20);
semilogx (w,svwu, ' ~-',W,sVWg, ' -~

xlabel ('Fraenn - madd Aot
ylabel ("mrpt i i =0 - @)
grid

~

CLwW,svwWe, ', wW,svwE, T )
title (' 'L mwroanis wnt o iee el RS LR, R AY
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