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Notations

C([a, b]) L'ensemble des fonctions continue sur l'intervalle[a,b]

[a, b] Intervalle réel

u Fonction inconnue

ũ Fonction approximée

A Opérateur linéaire

T Opérateur linéaire compact

λ Paramètre réel

‖.‖ Norme

υ(x) Ensemble de voisinage

d(x, y) La distance entre x et y

∆(λ) Déterminant

co(K) L'enveloppe fermé connexe

Br Boule fermée

K(x, t) Noyau de l'intégrale

Tcu La topologie de la convergence uniforme sur B(X, Y )

Un(x) Dérive nime de U
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Résumé

Dans ce travail, nous traitons di�érents types d'équations intégrales telles que les équa-

tions intégrales linéaires et non linéaires, les équations intégrales de Volterra et les équations

intégrales de Fredholm. Notre recherche se concentre sur les espaces de Banach. En appli-

quant certains théorèmes du point �xe, nous pouvons prouver certains résultats d'existence

et d'unicité de la solution d'équations intégrales. Nous étudions également quelques méthodes

numériques pour approximer la solution.

Mots clés : Équations intégrales, équation de Volttera, équation de Fredholm, la théorie du

point �xe.

9



Abstract

In this work we deal with di�erent types of integral equations such as linear and nonlinear

integral equations, Volterra integral equations and Fredholm integral equations. Our research

is focused in Banach spaces. Applying some �xed point theorems we can prove some results

of existence and uniqueness of solution of integral equations. We also study some numerical

methods to approximate the solution.

Key words : Integral equation, Volterra equation, Fredholm equation, the theory of �xed

point.
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INTRODUCTION

L'émergence de la théorie des équations intégrales[20], était la nécessité pour les mathé-

maticienes d'aborder certains problèmes de vibration en mécanique et quelques problèmes

en physique. Volterra Vito [15] 1860-1920 fut le premier mathématicien qui à écrit dans ce

domaine à la �n du 19 siècle. Il développa les concepts de base de cette théorie, mais il

n'avait aucun moyen de la résoudre, cela a ouvert la voie à Fredholm [21] 1866 - 1920 pour

donner une solution à ces équations et a ouvert large voie de recherche dans ce domaine, où

de nouveau types d'équations intégrales linéaires et non linéaires sont apparus plus tard.

L'étude des équations intégrales nous conduit vers les théorèmes du point �xe [5, 6, 7] qui

sont la branche cardinale de l'analyse non linéaire. En réalité, les théorèmes de point �xe

ont un grand e�et sur l'avancement de l'analyse non linéaire, ils sont utilisés pour démontrer

l'existence de solution des di�érnts genres d'équations, en particulier les équations intégrales.

Le mémoire se compose de cinq chapitres. Dans le premier chapitre, on introduit les nota-

tions, dé�nitions, lemmes et les théorèmes qu'on va utiliser à travers ce mémoire. Le deuxième

chapitre, est composée de deux parties. Nous dé�nissons dans la première partie la notion

d'équation intégrales et dans la seconde partie, nous présentons la classi�cation des équations

intégrales, cette partie à pour objectif de familiariser le lecteur avec le concept d'équation

intégrale. Le troisième chapitre, comprend les méthodes de résolution directes des équations
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Introduction

intégrales avec des exemples, ces méthodes sont élémentaires et connus(voir [8, 11]). Dans

le quatrième chapitre, nous rappelons quelques théorèmes importants tels que le théorème

de Banach, Schauder et Brouwer et exposons leurs application aux équations intégarles. Le

cinquième chapitre, est consacré essentiellement à présenter divers méthodes de résolution

numériques pour les équations intégrales. Ces méthodes d'approximations telles que la mé-

thode d'approximation successive[8], la méthode de la solution en série[8], la méthode de

la résolvante et noyaux itéérés[11], la méthode de Boubnov-Galerkin[11] et celle de somme

�nis[13] sont illustrées par des exemples instructifs, sur lesquels nous avons travaillé pour

trouver les solutions.

À la �n, notre mémoire s'achève par une conclusion générale.
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CHAPITRE

1

NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre, on introduit quelques dé�nitions, notations, corollaires et quelques

théorèmes qui seront utilisés le long de ce mémoire.

1.1 Rappels de Topologie

1.1.1 Espaces topologiques et espaces métriques

Pour plus détails sur la terminologie utilisée, on reporte le lecture au livre [1].

Dé�nition 1.1. Une topologie sur un ensemble X est la donnée d'un ensemble T de parties

de X,

i.e T ⊂ P (X) véri�ant les propriétés suivantes, appelées axiomes des ouverts :

(O1) ∅, X ∈ T ,

14



Notions Préliminaires

(O2) Si U · V ∈ T alors U ∩ V ∈ T ,

(O3) Si (Ui)i∈I est une famille de parties de X appartenant à T , alors ∪i∈IUi ∈ T .

L'ensemble X, muni de la topologie T , est appelé espace topologique. Les ouverts sont les

éléments de la topologie T .

Dé�nition 1.2. Soit X un espace topologique x ∈ X. On appelle voisinage de x toute partie

V qui contient un ouvert contenant le point x.

Dé�nition 1.3. On dit qu'un espace topologique (X,T ) est séparé si pour tout couple de

points x, y ∈ X distincts, x 6= y, il existe V ∈ υ(x) et W ∈ υ(y) tels que V ∩W = ∅. on dit

aussi que la topologie T sépare les points de X .

Dé�nition 1.4. Soit X un espace topologique x ∈ X et A ⊂ X

On dit que x est adhérent à A lorsque tout voisinage de x rencontre A.

L'ensemble des points adhérents à A s'appelle l'adhérence de A et se note Ā.

Dé�nition 1.5. Une distance (ou métrique) sur un ensemble X est une application.

d :X ×X −→ R+,

(x, y) 7−→ d(x, y).

Possédant, pour tous x, y, z ∈ X, les propriétés suivantes :

(d1) d(x, y) = 0⇔ x = y,

(d2) d(x, y) = d(y, x),

(d3) d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z),(inégalité triangulaire)

Muni de la distance d, X est appelé espace métrique, on note parfois un tel espace (X, d).

Le nombre réel positif d(x, y) est appelé la distance entre x et y dans X.

Dé�nition 1.6. Soit x0 ∈ R et f : R −→ R une application. Alors f est continue en x0

si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout x ∈ R véri�ant |x − x0| < δ, on ait

|f(x)− f(x0)| < ε.

15



Notions Préliminaires

1.1.2 Espaces compactes

Dé�nition 1.7. Soit X un espace topologique séparé, on dit que X est compact si de tout

recouvrement ouvert de X on peut extraire un sous-recouvrement �ni.

Autrement dit pour toute famille d'ouverts (Ui)i∈I de X telle que X = ∪i∈IUi, il existe un

sous-ensemble �ni J de I tel que X = ∪i∈JUi .

Remarque 1.1. Dans un espace de dimension �nie, A est une partie compact ssi elle est

fermée bornée.

Dé�nition 1.8. Soient X un espace topologique et A une partie de X, on dit que A est

relativement compacte si Ā est compact.

1.1.3 Espaces normés

Dé�nition 1.9. Une norme sur un K-espace vectoriel E est une application :

‖·‖ :E −→ R+,

x 7→ ‖x‖,

possédant les propriétés suivantes :

1. Pour tout x ∈ E non nul, on a ‖x‖ 6= 0.(Séparation)

2. Pour tout x ∈ E et tout λ ∈ K, on a ‖λx‖ = |λ|‖x‖.(Homogeniété)

3. Pour tout x, y ∈ E ·On a‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖. (Inégalité de convexité)

l'espace E muni de la norme ‖·‖, est dit espace normé ou espace vectoriel normé, (ou K-

espace vectoriel normé, si on veut préciser le corps K). On note souvent un tel espace (E, ‖·‖).

Remarquons qu'on peut déduire de la deuxiéme propriété que l'on a ‖0‖ = 0.

Dé�nition 1.10. Soit E un K-espace vectoriel et A un sous-ensemble de E,

1. Soient x, y ∈ E on appelle segment de E d'extrémités x et y l'ensemble :

[x, y] = {(1− t)x+ ty; 0 6 t 6 1} ,

2. On dit que A est convexe si pour tout x, y ∈ A, le segment de E d'extrémités x et y

est contenu dans A.

Autrement dit,A est convexe si pour tout t ∈ [0, 1], On a tA+ (1− t)A ⊂ A.

16



Notions Préliminaires

Figure 1.1 � Ensemble convexe et ensemble non convexe

1.1.4 Espaces de Banach et opérateur contractant

Dé�nition 1.11. On appelle espace de Banach tout espace normé (E, ‖‖) complet pour la

distance associée à la norme.

Dé�nition 1.12. Soient E et F deux espaces vectoriels normés, un opérateur T est une

application de E dans F .

Proposition 1.1. Les K-espaces vectoriels de dimension �nie sont des espaces de Banach.

Dé�nition 1.13. Soit A un opérateur sur un espace Banach (E, ‖.‖E) on dit que A est un

opérateur contractant s'il existe une constante positive 0 < k < 1 telle que :

‖Au1 − Au2‖E 6 K ‖U1 − U2‖E.

Pour tout U1, U2 ∈ E.

Dé�nition 1.14. Soient E et F deux espaces de Banach, on appelle un opérateur borné de

E dans F toute application linéaire continue de E dans F .

1.1.5 Théorème d'Ascoli-Arzéla

Théorème 1.1. [1] Soient X un ensemble et (Y, d) un espace métrique complet.

Alors les espaces métriques : (Y X , Tcu) et (B(x, y), Tcu) sont complets.

Corollaire 1.1. Soient X un espace topologique, et (Y, d) un espace métrique complet.

Alors l'espace métrique (C(X, Y ), Tcu) est complet.

Si de plus X est compact alors l'espace métrique (C(X, Y ), D∞) est complet.

17



Notions Préliminaires

Remarque 1.2. D∞(f, g) =sup
x∈X

d(f(x),g(x)).

Théorème 1.2 (d'Ascoli-Arzela). Soient (K, d) un espace métrique compact et A Une partie

de l'espace vectoriel normé (C(K,C), ‖.‖)∞) des fonctions continues sur K.Les 2 propriétés

sont équivalantes :

1. La partie A équicontinue et bornée.

2. La partie A est relativement compacte.

Démonstration. [2]

Supposons que A soit équicontinue et bornée

Soit (fn)n∈N une suite d'éléments de A et soit ε > 0. comme l'ensemble {fn, n ∈ N}

est équicontinue sur K compact, il est même équicontinue d'après la forme équicontinue du

théorème de Heine[18], ainsi il existe δ > 0 tel que pour tous x, y ∈ K :

d(x, y) 6 δ ⇒

 |fn(x)− fn(y)| 6 ε

∀n ∈ N.

on a :

K =
⋃
x∈X

B(x, δ).

Comme A est compact, d'après la propriété de Borel-Lebesgue x1, · · · , xN ∈ K tels que :

K =
N⋃
i=1

B(xi, δ),

puisque X est bornée il existe M > 0 tel que pour tout n ∈ N , ‖fn‖∞ et donc pour tout

i ∈ [1, N ] On a :

{fn (xi) , n ∈ N} ⊂ B(0,M),

et cet ensemble est alors relativement compact, par le procédé d'extraction diagonale, il existe

donc une extractrice (nk)k∈N telle que pour tout i ∈ [1, N ] la suite fnk
(xi)k∈N converge ; elle

est donc de Cauchy. par conséquent il existe ni ∈ N tel que pour tous k, k′ ∈ N on ait :

k, k′ > n⇒ |fnk
(xi)− fnk′

(xi) | 6 ε.

18
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On pose nmax {ni, i ∈ [1, N ]} tel que xB(xi0 , δ) pour tous k, k
′ ∈ N On a :∣∣fnk

(x)− fnk′
(x)
∣∣ 6 |fnk

(x)− fnk
(xi0)|+

∣∣∣fnk
(xi0)− fn′k (xi0)

∣∣∣
+
∣∣∣fnk′

(xi0)− fn′k(x)
∣∣∣

6 3ε.

Comme nmax est indépendant de x on peut passer à la borne supérieur sur x :∥∥fnk
− fnk′

∥∥
∞ 6 3ε.

La suite (fnk
)k∈N est donc de Cauchy dans (C(K,C), ‖ · ‖∞) qui est complet donc converge

vers un élément de C(K,C) .

En conclusion A est relativement compacte .

Supposons que A soit relativement compacte

Puisque Ā est compacte donc bornée et par suite A aussi.

Montrons que A est équicontinue. Soit ε > 0 on a :

Ā ⊂
⋃
f∈Ā

B(f, ε)

par Borel-Lebesuge il existef1, .........fN ∈ Ā telles que :

Ā ⊂
N⋃
i=1

B(fi, ε)

pour tout i ∈ [1, N ] les fi sont uniformément continues d'après le théorème de Heine, par

suite il existe δi > 0 tel que pour tout x, y ∈ K :

d(x, y) 6 δi ⇒ |fi(x)− fi(y)| 6 ε

posons alors δ = min
i∈[1,N ]

δi

soient x, y ∈ K tels que d(x, y) 6 δ et f ∈ A il existe i0 ∈ [1, N ] tel que f ∈ B(fi0, ε)

alors :
|f(x)− f(y)| 6| f(x)− fi0(x) | + | fi0(x)− fi0(y) |

+ | fi0(y)− f(y) |

6 3ε.

Donc A est équicontinue.
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Notions Préliminaires

L'utilité du théorème d'Ascoli-Arzéla est illustrée par l'étude de l'exemple suivant :

Exemple 1.1. Soient k : [a, b]× [a, b] −→ R une application continue et B une partie bornée

de E = (C[a, b],R), d∞) pour tout f ∈ E et pour tout s ∈ [a, b], on pose :

k(f)(s) =

∫ b

a

k(s, t)f(t)dt.

On traite cet exemple en deux étapes, d'abord on montre que la partie H = {k(f); f ∈ B}

est uniformément équicontinue, ensuite que H est une partie relativement compacte de E.

1. Soit M > 0 tel que |f(t)| 6M pour tout f ∈ B pour tout t ∈ [a, b]

pour tous S, S ′ ∈ [a, b] et pour tout f ∈ B, On a :

k(f)(s)− k(f) (s′) =

∫ b

a

(k(s, t)− k(s
′
, t))f(t)dt.

D'ou

|k(f)(s)− k(f)(s′)| 6
∫ b

a

|k(s, t)− k(s′, t)||f(t) | dt,

6M

∫ b

a

|k(s, t)− k(s′, t) | dt.

Comme K est continue sur le compact [a, b]×[a, b] alors K est uniformément continue.

Donc, pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que pour tout S, S ′, t, t′ ∈ [a, b] véri�ant :

|s− s′| < η et |t− t′| < η,

on ait |k(s, t)− k (s′, t′) | < ε

M(b− a)
,

par conséquent pour tous S, S ′ ∈ [a, b] véri�ant |S − S ′| < η

On a : | K(f)(s)− k(f) (s′) |< ε, pour tout f ∈ B

Donc H est uniformément équicontinue.

2. Comme K est continue et [a, b] × [a, b] est compact il existe λ > 0 tel que pour tout

(s, t) ∈ [a, b]× [a, b] on ait |K(s, t)| < λ,

Soit s ∈ [a, b], alors pour tout f ∈ B, on a :

| k(f)(s) |≤Mλ(b− a), donc {k(f)(s); f ∈ B}.

est une partie relativement compacte dans R. D'après le théorème d'Ascoli, H est une

partie relativement compacte de E.
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Dé�nition 1.15. (Espace L2([a, b])) On dit qu'une fonction f est carrée intégrable sur [a,b]

si l'intégrale ∫ b

a

f 2(x)dx <∞

On désigne par L2([a, b])l'ensemble de toutes les fonctions carrée intégrable sur [a,b].

Dé�nition 1.16. (Espace C([a, b])) Les élements de cet espace sont touts les fonctions

dé�nies est possédant sur cet intervalle [a,b] des dérivées continues jusqu'a l'ordre 1, la

norme d'un élement f ∈ C([a, b]) est dé�nit par la formule ‖f‖ =
1∑
i=0

sup
x∈[a,b]

|f 1(x)|.

1.2 Rappels sur l'intégration

1.2.1 L'intégrale de Riemann

L'intégrale de Riemann est un moyen assez simple de déterminer l'intégrale sur un

intervalle donné d'une fonction. En termes géométriques, cette intégrale est principalement

représentée par l'espace du domaine au niveau du graphe de la fonction [3].

1.2.1.1 Subdivisions

Dé�nition 1.17. soit [a, b] un intervalle compact de R. On appelle subdivision de [a, b] toute

partie de points de [a, b] contenant a et b.

Une telle subdivision peut donc s'écrire de façon unique,

d = {x0, x1, . . . , xn} , où a = x0 < x1 < . . . < xn = b

et détermine n intervalles compact : [Xi,−1, X1] , i = 1, . . . , n appelées intervalles partiels de

la subdivision.

Si d est une subdivision de [a, b] et C ⊂ [a, b] une partie �nie, la réunion d ∪ E est encore

une subdivision de [a, b].

Dé�nition 1.18. Soit d et d′ deux subdivisions de [a, b], on dit que d' est plus �ne que d si

d ⊂ d′.

Proposition 1.2. La subdivision d ∪ d′ est plus �ne que d et d′, si E est une partie �nie

[a, b] la subdivision d ∪ E est plus �ne que d.
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Dé�nition 1.19. Soit d = {x0 · · ·xn} une subdivision de [a, b], le réel strictement positif

δ(d) = max
1≤i≤n

(xi, xi−1) ,

est appelé pas de la subdivision d.

Proposition 1.3.

d ⊂ d′ ⇒ δ(d) 6 δ (d′) .

1.2.1.2 Sommes de Darboux et ses Propriétés

Dans toute la suite on considérera que des fonctions bornées f : [a, b] −→ R telles que :

‖f‖ = sup
a≤x≤b

|f(x)| < +∞,

soit f : [a, b] −→ R une fonction bornée sur [a, b] et d = {x0 · · ·xn}

Une suite subdivisions de [a, b],

posons :

mi = mi(f) = mi(f, d) = inf
xi−16x6xi

f(x),

Mi = Mi(f) = Mi(f, d) = sup
xi−16x6xi

f(x)

les nombres mi,Mi sont toujours �nis puisque ‖f‖ <∞.

Dé�nition 1.20. Considérons

s = s(f, d) =
∑n

i=1mi (xi − xi−1) ,

S = S(f, d) =
∑n

i=1Mi (xi − xi−1) .

Ces deux sommes sont dites sommes de Darboux respectivement inférieure et supérieure de

f relativement à la subdivision d.

Propriétés

1. ∀d : s(f, d) 6 S(f, d),

2. Si d ⊂ d′alors ,

� S(f, d) > S (f, d′),

� s(f, d) 6 s (f, d′),
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3. Soit d une subdivision de [a, b] et E ⊂ [a, b], on note CardE= nombre d'éléments de

E, est une partie �nie Alors :

S(f, d) 6 S(f, d ∪ E) + 2‖f‖δ(d) condE,

s(f, d ∪ E) 6 s(f, d) + 2‖f‖δ(d) condE.

4. Deux subdivisions quelconques d1 et d2 de [a, b] véri�ent

s (f, d1) 6 S (f, d2) .

1.2.1.3 Fonctions intégrables au sens de Riemann

Dé�nition 1.21. Soit f : [a, b] −→ R une fonction bornée. On dit que f est intégrable (au

sens de Riemann ) sur [a, b] si : ∫ b

a∗
fdx =

∫ ∗b
a

fdx.

La valeur commune de l'intégrale inférieure et de l'intégrale supérieure est alors appelée

intégrale de Riemann de f sur [a, b] et notée
∫ b
a
fdx.

Théorème 1.3 (Darboux). Si la fonction f : [a, b] −→ R est bornée, alors∫ ∗b
a

fdx = lim
δ(d)→0

S(f, d),

∫ b

a∗
fdx = lim

δ(d)→0
s(f, d).

1.2.1.4 Sommes de Riemann

Soit f : [a, b] −→ R une fonction bornée et d = {x0, · · · , xn} une subdivision de [a, b].

Dé�nition 1.22.

σ(f, d) = σ(f, dξ) =
n∑
i=1

f(ξ) (xi − xi−1)

ou

ξi ∈ [xi−1, xi], i = 1, ...., n,

est dite sommes de Riemann de f correspondant à d et au système des points ξ = (ξ1....ξn).

Théorème 1.4. f : [a, b] −→ R est est intégrale, alors :

lim
δ(d)→0

σ(f · d, ξ) =

∫ b

a

fdx.
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1.2.1.5 Propriétés de l'intégrale de Riemann

1. Soit f : [a, b] −→ R une fonction intégrable. Alors f est intégrable sur chaque inter-

valle [α, β] ⊂ [a, b].

2. Soit C ∈]a, b[ si f est intégrable séparément sur [a, c] et [c, b] alors f est intégrable

sur [a,b].

3. Si f est intégrable sur [a,b] et c ∈]a, b[ alors :∫ b

a

fdx =

∫ c

a

fdx+

∫ b

c

fdx.

4. Soit a = c0 < c1 < c2 < · · · < ck = b une subdivision de [a, b] si f est intégrable sur

[ci−1, c1] , n = 1, . . . k, alors est intégrab le sur [a, b] et l'on a :∫ b

a

fdx =

∫ c1

a

fdx+

∫ c2

c1

fdx+ · · ·+
∫ ck

ck−1

fdx .

5. Quels que soient les points a, b, c, on a∫ b

a

fdx+

∫ c

b

fdx+

∫ a

c

fdx = 0 (relation de chasles).

1.2.2 L'intégrale de Lebesgue

L'intégrale de Lebesgue est vraiment un outil majeur de l'analyse moderne. Elle a

permis de nombreux progrès. Un des problèmes de l'enseignement actuel est d'essayer de

l'enseigner le plus tôt possible, a�n de mettre ce formidable outil à la disposition de tous les

scienti�ques, notamment des physiciens [4].

1.2.2.1 Fonctions mesurables

La mesurabilité des fonctions réelles est une propriété faible, au sens où elle constitue

une exigence minimale, toujours véri�ée en mathématiques appliquées.

Dé�nition 1.23. (Espace mesurable) Une classe T des parties d'un ensemble E est

appelée tribu ou σ-algèbre si elle véri�e les trois axiomes suivantes,

(i) E ∈ T ,

(ii) pour tout A ⊆ E, A ∈ T ⇔ Ac ∈ T ,

24



Notions Préliminaires

(iii) Si (An) est une famille dénombrable d'éléments de T ,alors
⋃
n An ∈ T .

On dit alors que (E,T )est un espace mesurable et les éléments de T sont appelés les ensembles

mesurables.

Dé�nition 1.24. Soient (E1, T1) et (E2, T2) des espaces mesurables. Une fonction f : E1 →

E2 est mesurable si :

∀A ∈ T2, f−1(A) ∈ T1

Dé�nition 1.25. La fonction indicatrice du sous-ensemble mesurable A de l'espace E, notée

IA, est dé�nie par :

IA(x) =

 1 si x ∈ A

0 sinon.

C'est la plus simple des fonctions mesurables.

1.2.2.2 Intégrale de Lebesgue des fonctions positives et quelconques

Toutes ces fonctions étant dé�nies sur un espace mesuré (E, T , µ), et prenant des valeurs

réelles.

Dé�nition 1.26. L'intégrale de la fonction indicatrice IA, A ∈ T , est dé�nie par :∫
IAdµ = µ(A).

Dé�nition 1.27. Une fonction mesurable est dite étagée si elle ne prend qu'un nombre �nie

de valeurs.

Dé�nition 1.28. Soit f une fonction étagée positive (i.e.yi ∈ R+)

On appelle intégrale de Lebesgue le nombre :∫
fdµ =

n∑
i=1

yiµ (Ai)

avec les précisions suivantes :

� Si yi = 0 et si la mesure de Ai est in�nie, alors yiµ(Ai) = 0.

�
∫
fdµ > 0 .
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Théorème 1.5. (Approximation d'une fonction mesurable positive) Toute fonction mesu-

rable positive f de (E, T , µ) dans R+
est égale à la limite simple d'une suite croissante de

fonctions étagées positives et mesurables.

Dé�nition 1.29. L'intégrale d'une fonction mesurable positive f est égale à :

sup
φ

ß∫
φdµ | φ fonction étagée positive ≤ f

™
=
noté

∫
fdµ.

Dé�nition 1.30. On dé�nit les fonctions mesurables :

f+ = sup(f, 0) et f− = − inf(f, 0) ,

d'où les expressions de f et de |f | :

f = f+ − f− et |f | = f+ + f−.

Dé�nition 1.31. ( µ -intégrabilité d'une fonction) Une fonction mesurable f de (E, T , µ)

dans R, est µ -intégrable si
∫
|f |dµ est �nie ; on alors :∫

E

fdµ =

∫
E

f+dµ−
∫
E

f−dµ.

Théorème 1.6. Si f est µ -intégrable alors f est �nie presque partout l'ensemble : {x/|f(x) |=

+∞} est négligeable.

1.2.2.3 Propriétés de l'intégrale de Lebesgue

Dé�nition 1.32. Une fonction à valeurs réelles f est sommable si et seulement si les deux

fonction f+ et f− sont sommables, et on pose alors :∫
fdµ =

∫
f+dµ−

∫
f−dµ.

1. L'intégrale de Lebesgue est fonctionnelle linéaire.

2. Si K est sous-espace de mesure nulle, alors l'intégrale d'une fonction f sur k est

nulle.

3. Si f est nulle presque par tout sur A, alors l'intégrale de f sur A est nulle.
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4. Soit f et g deux fonctions sommables, telles que f ≥ g presque partout sur A , alors :∫
A

fdµ >
∫
A

gdµ.

5. Si f est sommable sur A, alors, on a :∣∣∣∣∫
A

fdµ

∣∣∣∣ 6 ∫
A

|f |dµ.

1.2.3 Comparaison des intégrales de Riemann et de Lebesgue

(1) Si l'intégrale de Riemann
∫ b
a
f(x)dx existe, alors l'intégrale de Lebesgue

∫
f · I[a,b]dm

existe et égale à la précédente ; c'est le cas des fonctions f continues sur un fermé

borné.

(2) Seules les intégrales généralisées absolument convergentes au sens de Riemann, coïn-

cident avec les intégrales de Lebesgue.

(3) L'intégrale de Riemann est dé�nie à partir de la notion de fonction en escalier (constant

sur des intervalles ouverts), alors que l'intégrale de Lebesgue est construite partir de la

notion de fonction mesurable étagées (qui ne prennent qu'un nombre �ni de valeurs),et

cette dernière notion est plus forte.

(4) Riemann-intégrable implique Lebesgue-intégrable mais la réciproque est fausse (indi-

catrice de Q sur [0, 1] par exemple).

1.2.4 Intégration numérique

Les méthodes numériques servant à l'approximation de l'intégrale dé�nie
∫ b

a

f(x)dx

sont de la forme générale suivante :∫ b

a

f(x)dx '
n∑
k=0

Wkf(xk),

où les coe�cients Wk sont appelés coe�cients de pondération, les xk sont les abscisses ou

les noeuds situés dans l'intervalle [a, b] de l'intégration et en lesquels l'intégrale f doit être

évaluée [9].
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1.2.4.1 La méthode du trapèze

La méthode du trapèze (dite aussi la règle de trapèze) est la méthode d'intégration

numérique pratique la plus simple. Elle est basée sur le principe de calcul de l'aire d'un

trapèze. Le principe de cette méthode, il consiste à remplacer la courbe y = f(x) par une

ligne droite ( approximation linéaire) comme le démontre la �gure suivante :

Figure 1.2 � Règle de trapèze

Nous approximons l'aire A sous la courbe y = f(x) entre les ordonnées en x0 et x1 par

A ' h

2
(f0 + f1),où f0 = f(x0), f1 = f(x1) et h équivalent a la distance entre x0 et x1.

En ce qui concerne l'intégrale
∫ b

a

f(x)dx, la méthode du trapèze peut être appliquée en

subdivisant l'intervalle [a, b] en n sous-intervalle [xk−1, xk], k = 1, ..., n de longueur égale

équivalant ou pas h = xk − xk−1 avec a = x0 et b = xn. puis on applique la règle de trapèze

sur chaque sous-intervalle alors :

A =

∫ b

a

f(x)dx ' h

2
(f0 + f1) +

h

2
(f1 + f2) +

h

2
(f2 + f3) + ...+

h

2
(fn−1 + fn),

' h

2
[f0 + 2(f1 + f2 + ...+ fn−1) + fn],

' h

2
[(f0 + fn) + 2

n−1∑
k=1

fi].
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1.2.4.2 La règle de Simpson

Pour obtenir la règle de Simpson, on subdivise l'intervalle [a, b] en deux sous-intervalle

équivalents en utilisant les points x0, x1, x2, où x2 − x1 = x1 − x0 = h et en remplaçant la

courbe de la fonction générale y = f(x) sur l'intervalle [x0, x2] par le polynôme d'interpolation

quadratique de Lagrange

y =
(x− x1)(x− x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
f0 +

(x− x0)(x− x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
f1 +

(x− x0)(x− x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
f2

=
1

h2

ï
1

2
(x− x1)(x− x2)

ò
f0 − (x− x0)(x− x2)) f1 +

1

2
(x− x0)(x− x1)(f2),

l'intégrale dé�nie générale
∫ x2

x0

f(x)dx est alors approximation par l'intégrale
∫ x2

x0

ydx sans

perte de généralité, on peut prendre x0 = 0 et obtenir la formule :∫ x2

x0

ydx =

∫ 2h

0

ydx =
h

3
[f0 + 4f1 + f2],

puisque la formule utilise les valeurs en trois points, une règle de Simpson généralisée n'est

possible que lorsque le nombre n de sous-intervalle est paire :

[x0, x2], [x2, x4], [x4, x6], ..., [xn−2, xn],

on applique la formule à chacun des sous-intervalle et on additionnes les résultats pour

obtenir la formule de la règle généralisé de Simpson∫ b

a

f(x)dx =
h

3
[[f0 + 4f1 + f2] + [f2 + 4f3 + f4] + ...+ [fn−2 + 4fn−1 + fn]]

=
h

3
[f0 + 4(f1 + f2 + ...+ fn−1) + 2(f2 + f4 + ...+ fn−2) + fn]

=
h

3

(f0 + fn) + 4

n/2∑
k=1

f2k−1 + 2

(n−2)/2∑
k=1

f2k

 .
On va traité un exemple illustratif de deux méthodes trapèze et Simpson est donnée par

la suite.

Exemple 1.2.

On fait l'approximation de
∫ 2

1

dx

x
avec n = 10 , h =

2− 1

10
= 0, 1 , f(x) =

1

x
Nous évaluons la fonction au point xi = 1+(i−1)0.1 avec i = 1, ..., 10 et obtenons les paires
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de valeurs suivantes :
x 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0

f(x) 1.0 0.9091 0.8333 0.7692 0.7143 0.6667 0.625 0.5882 0.5556 0.5263 0.5

table 1 : Résultats des valeurs de f(x) =
1

x
.

Résolution par la méthode de trapèze :

On obtient∫ 2

1

dx

x
' 0.1

2
[1.0 + 2(0.9091 + 0.8333 + 0.7692 + 0.7143 + 0.6667 + 0.625 + 0.5882 + 0.5556 + 0.5263) +0.5]

' 0.1

2
[1.0 + 2(6.1877) + 0.5],

' 0.69377.

Résolution par la méthode de Simpson :

Considérons la même intégrale résolu plus haut pour la règle de Trapèze.

Nous pouvons certainement appliquer la règle de Simpson, car le nombre de sous-intervalle

est encore (n = 10) si on utilise les valeurs de f(x)données à la table 1, on obtient∫ 2

1

dx

x
' 0.1

3
[1.0 + 4(0.9091 + 0.7692 + 0.6667 + 0.5882 + 0.5263)

+ 2(0.8333 + 0.7143 + 0.625 + 0.5556) + 0.5],

' 0.1

3
[1.0 + 4(3.4595) + 2(2.7282) + 0.5],

' 0.693147.

l'intégrale méthode de Simpson méthode de trapèze méthode exacte∫ 2

1

dx

x
0.693147 0.69377 0.69314718

table 2 : Comparaison entre les deux méthodes

Remarque 1.3. D'aprés l'exemple précédent on voit que la règle de simpson est plus exacte

que la règle du trapèze.
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1.2.5 Polynôme de Legendre et de Lagrange

Dé�nition 1.33. (Polynôme de Legendre) On appelle polynôme de Legendre[16] et on note

pn(x) les polynômes dé�nies par la formule :

pn(x) =
1

2nn!

∂n

∂xn
[(x2 − 1)n]

comme p0(x) = 1 , p1(x) = x, on obtient par la formule de récurrence

(n+ 1)pn+1(x) = x(2n+ 1)pn(x)− npn−1(x)

un polynôme de Legendre de tout degré n(n = 2, 3, .....)

Figure 1.3 � Polynôme de Legendre

Dé�nition 1.34. (polynôme de Lagrange ) Les polynôme de Lagrange[17], du nom de Jo-

seph Louis Lagrange, permettant d'interpoler une série de points par un polynôme qui passe

exactement par ce points appelée aussi noeuds.

En général, l'interpolation polynômial de Lagrange est de la forme :

pn(x) = L0(x)f0 + L1(x)f1 + L2(x)f2 + ...+ Ln(x)fn =
n∑
i=0

Li(x)fi
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dans laquelle les termes Li(x), i = 0, 1, ..., n sont des polynôme unitaire de degré n en x de

la forme :

Li(x) =
(x− x0)(x− x1)....(x− xi−1)(x− xi+1)....(x− xn)

(xi − x0)(xi − x1)....(xi − xi−1)(xi − xi+1)....(xi − xn)
,

et sont appelée les coe�cients d'interpolation de Lagrange.

Dé�nition 1.35. ( polynôme de quadratique )

On appelle formule de quadrature une expression linéaire dont l'évaluation fournit une valeur

approchée de l'intégrale sur un morceau typique. Formule de quadrature de type interpolation

Soient (xk, yk) = f(xk), k = 0, ...., n, n + 1 point d'interpolation tel que : a ≤ x0 ≤ x1 <

.... < xn ≤ b

I =

∫ b

a

f(x)dx ≈
∫ b

a

p(x)dx =

∫ b

a

n∑
k=0

yk`k(x)dx,

posons

In =

∫ b

a

n∑
k=0

yk`k(x)dx =
n∑
k=0

∫ b

a

yk`k(x)dx =
n∑
k=0

Wkf(xk),

et

Wk =

∫ b

a

`k(x)dx.

On approche l'intégrale par :

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx ≈ Ik(f) =
n∑
k=0

Wkf(xk)

avec : xk, k = 0, ...., n noeuds au points d'intégrale,

Wk, k = 0, ...., n point de la formule de quadrature.
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CHAPITRE

2

LES ÉQUATIONS INTÉGRALES

Dans ce chapitre aprés avoir introduit la dé�nition d'une equation intégrale,nous allons

citer les di�érentes classes des équations intégrales.

2.1 Dé�nition d'une équation intégrale

Une équation intégrale est une équation dans laquelle l'inconnue (qui est une fonction

d'une variable numérique) se produit sous une intégrale,c'est à dire une équation fonctionnelle

impliquant la fonction inconnue sous une ou plusieurs intégrales.

2.2 Classi�cation des équations intégrales

La théorie des équations intégrales porte sur deux types principaux, les équations

intégrales linéaires et les équations intégrales non linéaires[8, 12].
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2.2.1 Équations intégrales linéaires

2.2.1.1 Équations intégrales linéaires de Fredholm

On dé�nie une équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espèce une équation

de la forme :

U(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)U(t)dt,

et de première espèce de la forme :

f(x) =

∫ b

a

k(x, t)U(t)dt,

où U(t) est une fonction inconnue, k(x, t) et f(x) sont des fonctions connues sur a ≤ x,t ≤ b

et λ paramètre réel.

Si f(x) = 0 l'équation s'écrit :

U(x) = λ

∫ b

a

k(x, t)U(t)dt,

elle est dite équation intégrale de Fredholm linéaire de seconde espèce homogène. Dans le

cas contraire elle est dite équation intégrale de Fredholm linéaire de seconde espèce non

homogène. Voici deux exemples qui illustrent respectivement une équation intégrale linéaire

de première espèce et équation intégrale linéaire de deuxième espèce :

Exemple 2.1.

sinx− x cosx

x2
=

∫ 1

0

sin(xt)U(t)dt, x 6= 0 a ≤ x, t ≤ b

U(x) = x+
1

2

∫ 1

−1

(x− t)U(t)dt, a ≤ x, t ≤ b

2.2.1.2 Équations intégrales linéaires de Volterra

On appelle une équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espèce une équation

de la forme :

f(x) = U(x)− λ
∫ x

0

k(x, t)U(t)dt,

et linéaire de première espèce représenter sous la forme :

f(x) =

∫ x

0

k(x, t)U(t)dt, a = 0, b = x
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où U(x) est une fonction inconnue, k(x, t) et f(x) sont des fonctions connues et continue

pour 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ t ≤ x et λ paramètre réel.

Si f(x) = 0 l'équation s'écrit :

U(x) = λ

∫ x

0

k(x, t)U(t)dt,

elle est dite équation intégrale linéaire homogène de Volterra de second espèce.

Elle dite non homogène dans le cas contraire.

Voici deux exemples qui illustrent respectivement une équation linéaire de Volterra de

première espèce et une équation linéaire de deuxième espèce.

Exemple 2.2.

xe−x =

∫ x

0

et−xU(t)dt, x ∈ [0, a].

U(x) = 1−
∫ x

0

U(t)dt, x ∈ [0, a].

2.2.1.3 Équations intégrales linéaires de Volterra-Fredholm

Les équations intégrales linéaires de Volterra-Fredholm apparaissent dans la littérature

sous deux formes, à savoir

U(x) = f(x) + λ1

∫ x

a

k1(x, t)U(t)dt+ λ2

∫ b

a

k2(x, t)U(t)dt,

et

U(x, t) = f(x, t) + λ

∫ t

0

∫
Ω

F (x, t, µ, τ, u(µ, τ))dµ dτ,

où f(x, t) et F (x, t, µ, τ, U(µ, τ)) sont des fonctions sur D = Ω× [0, T ], et Ω est un sous en-

semble fermé de Rn, n = 1, 2, 3. Nous pouvons citer à titre d'exemple les equations suivantes.

Exemple 2.3.

U(x) = 6x+ 3x2 + 2−
∫ x

0

xU(t)dt−
∫ 1

0

tU(t)dt,

où encore,

U(x, t) = x+ t3 +
1

2
t2 − 1

2
t−
∫ 1

0

∫ 1

0

(τ − µ)dµ dτ,
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2.2.1.4 Équations intégrales Singulières

les équations intégrales de Volterra du premier type :

f(x) = λ

∫ g(x)

h(x)

k(x, t)U(t)dt,

où du second type :

U(x) = f(x) +

∫ g(x)

h(x)

k(x, t)U(t)dt,

sont dite singulière si l'une des bornes de l'intégration g(x), h(x) où bien les deux sont in�ni.

Elle est dite singulière aussi dans le cas où le noyau k(x, t) est non borné en un où plusieurs

points de l'intervalle d'intégration.

f(x) =

∫ x

0

1

(x− t)α
U(t)dt , 0 < α < 1

où du second type :

U(x) = f(x) +

∫ x

0

1

(x− t)α
U(t)dt , 0 < α < 1

Exemple 2.4. Cet exemple représente une équation intégrale singulière d'Abel où l'on a

α = 1
2
:

f(x) =

∫ x

0

1√
x− t

U(t)dt.

2.2.1.5 Équations intégro-di�érentielles de Fredholm

L'équation intégro-di� de Fredholm s'écrit sous la forme :

U (n)(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)U(t)dt,

où U (n) indique la nième dérivée de U(x). Nous pouvons citer à titre d'exemple les équations

suivantes.

Exemple 2.5.

U ′(x) = 1− 1

3
x+

∫ 1

0

xU(t)dt,

et aussi

U ′′(x) + U ′(x) = x− sinx−
∫ π/2

0

(xt)U(t)dt,
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2.2.1.6 Équations intégro-di�érentielles de Volterra

L'équation intégro-di�érentielles de Volterra apparait sous la forme :

U (n)(x) = f(x) +

∫ x

0

K(x, t)U(t)dt,

où U (n) indique la nième dérivée de U(x).

Exemple 2.6. Voici deux exemples des équations intégro-di�érentielles de Volterra :

U ′(x) = 1 +
1

2
x2 − xex −

∫ x

0

tU(t)dt,

U ′′(x) + U ′(x) = 1− x(sinx+ cosx)−
∫ x

0

tU(t)dt,

2.2.1.7 Équations intégro-di�érentielles de Volterra- Fredholm

les équations intégro-di�érentielles de Volterra- Fredholm apparaissent sous deux formes

U (n)(x) = f(x) + λ1

∫ x

a

k1(x, t)U(t)dt+ λ2

∫ b

a

k2(x, t)U(t)dt,

et

U (n)(x, t) = f(x, t) + λ

∫ t

a

∫
Ω

F (x, t, ξ, τ, u(ξ, τ))dξdτ, (x, t) ∈ Ω× [0, π].

Où f(x, t) et F (x, t, ξ, τ, U(ξ, τ)) sont des fonctions analytiques sur D = Ω× [0, T ] et Ω est

un sous ensemble fermé de Rn, n = 1, 2, 3.

Exemple 2.7. Citons un exemple d'une équation intégro-di�érentielles de Volterra- Fred-

holm :

U ′(x) = 24x+ x4 + 3−
∫ x

0

(x− t)U(t)dt−
∫ 1

0

tU(t)dt,

et aussi

U ′(x, t) = 1 + t3 +
1

2
t−
∫ t

0

∫ 1

0

(τ − ξ)dξdτ.

2.2.2 Équations integrales non linéaires

2.2.2.1 Équations intégrales non linéaires de Fredohlm

on appelle une équation intégrale non linéaire de Fredohlm de seconde espéce une équation

de la forme

U(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t, U(t))dt, U ∈ C([a, b])
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où U(x) est une fonction inconnue, k(x, t, U(t)) et f(x) sont des fonctions connues et λ

paramètre réel.

Exemple 2.8. Á titre d'exemple l'équation suivante est une équation intégrale non linéaire

de Fredholm :

U(x) = x+ λ

∫ 1

0

xtU2(t)dt, x ∈ [a, b].

2.2.2.2 Équations intégrales non linéaire de Volterra

On appelle une équation intégrale non linéaire de Volterra de seconde espèce une équation

de la forme :

U(x) = f(x) + λ

∫ x

0

k(x, t, U(t))dt,

où U(x) est une fonction inconnue,k(x, t, u(t)) et f(x) sont des fonctions connues et λ para-

mètre réel.

Exemple 2.9. L'équation suivante est un exemple d'une équation intégrale non linéaire de

Volterra :

U(x) = 4x− 16

3
x3 − 4

3
x4 +

∫ x

0

(x− t+ 1)U2(t)dt, x ∈ [0, T ]

Remarque 2.1. Le cadre fonctionnel où sont traités les équations citées dans ce chapitre

n'est pas préciser dans cette première partie, il sera présenter dans le troisième chapitre.
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CHAPITRE

3

LES MÉTHODES DE RÉSOLUTION

DIRECTES DES ÉQUATIONS

INTÉGRALES

Parfois il y a intérêt à réduire la résolution d'une équation di�érentielle à la résolution

d'une équation int�grale. [10]

3.1 Théorème d'existence et d'unicité de Cauchy-Lipschitz

Ici on suppose en plus que f est Localement lipschitzienne en y. Ceci signi�e que pour

tout point (t0, y0) ∈ U il existe un cylindre C = [t0 − T, t0 + T ] × B̄(y0, r0) ⊂ U et une

constante k = k(t0, y0) ≥ 0 tels que f soit k-lipschitzienne en y sur C :

∀(t, y1), (t, y2) ∈ C1, ‖f(t, y1)− f(t, y2)‖ 6 k‖y1 − y2‖. (3.1.1)
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Notons que si f est de classe C alors par l'inégalité des accroissements �nis, f est localement

lipschitzienne.

Soit C0 = [t0 − T0, t0 + T0]× B̄(y0, r0) ⊂ U un cylindre sur lequel f est k-lipschitzienne en y

soit M=sup
c0

‖f‖.

Théorème 3.1. (Cauchy-Lipschitz)[19]

Si f : U −→ Rd est localement lipschitzienne en y, alors pour tout cylindre de sécurité

C = [t0−T0, t0 +T0]× B̄(y0, r0) comme ci-dessus, le problème de Cauchy avec donnée initial

(t0, y0) admet une solution unique exacte y : [t0− T, t0 + T ] −→ Rd. De plus, toute suite y(p)

de solutions εp-approchées avec εp tendant vers 0, converge uniformément vers la solution

exacte y sur [t0 − T, t0 + T ].

Précisons un peu les choses. Si

C = {(t, x) ∈ R× Rd; |t− t0| 6 a, |y − y0| 6 b}, (3.1.2)

et

∀(t, x) ∈ C, |f(t, x)| 6M, |f(t, x)− f(t, y)| 6 K|x− y| (3.1.3)

alors le problème de Cauchy admet une solution :

(i1) dé�nie sur [t0 − T, t0 + T ] avec T = min(a, b/M),

(i2) y(t0) = y0,

(i3) (t, y(t)) ∈ C, pour tout t ∈ [t0 − T, t0 + T ].

3.2 Liaison entre les équations di�érentielles et les équa-

tions intégrales

Soit l'équation di�érentielle suivante :

d(n)y

dxn
+ a1(x)

d(n−1)

dxn−1
+ ...+ an(x)y = F (x),

à coe�cients continus a1(x), i = 1, 2, ..., n avec les conditions initiales

y(0) = c0, y′(0) = c1..., y
(n−1)(0) = cn−1,
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peut être ramenée à la résolution d'une équation intégrale linéaire de Volterra de seconde

espèce. Dans la suite nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 3.1. Pour toute fonction U(x)∫ x

a

∫ s

a

U(t)dtds =

∫ x

a

(x− t)U(t)dt, (3.2.1)

En générale on a∫ x

a

∫ x1

a

...

∫ xn−1

a

U(xn)dxndxn−1...dx1 =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− x1)n−1U(x)dx1. (3.2.2)

Démonstration. Soit g(s) =
∫ s
a
U(t)dt on a :∫ x

a

∫ s

a

U(t)dtds =

∫ x

a

g(s)ds =

∫ x

a

1.g(s)ds

= [sg(s)]xa −
∫ x

a

sg
′
(s)ds, ( intégration par partie )

= xg(x)− ag(a)−
∫ x

a

SU(s)ds,

= x

∫ x

a

U(t)dt− 0−
∫ x

a

tU(t)dt,

=

∫ x

a

(x− t)U(t)dt.

Démonstration. Montrons pour n=2, Soit l'équation de second ordre :

d2y

dx2
+ a1(x)

dy

dx
+ a2(x)y = F (x), y(0) = c0, y

′(0) = c1, (3.2.3)

posons :

U(x) =
d2y

dx2
. (3.2.4)

D'où, d'après les conditions initiales, on obtient :

dy

dx
=

∫ x

0

U(t)dt+ c1, y =

∫ x

0

(x− t)U(t)dt+ c1x+ c0. (3.2.5)

Nous avons utilisés la formule(3.2.2) et remplacé (3.2.4) , (3.2.5) dans (3.2.3)

U(x) +

∫ x

0

a1(x)U(t)dt+ c1a1(x) +

∫ x

0

a2(x)(x− t)U(t)dt+ c1xa2(x) + c0xa2(x) = F (x),
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où

U(x) +

∫ x

0

[a1(x) + a2(x)(x− t)]U(t)dt = F (x)− c1a1(x)− c1xa2(x)− c0a2(x). (3.2.6)

Posant

K(x, t) = −[a1(x) + a2(x)(x− t)],

f(x) = F (x)− c1a1(x)− c1xa1(x)− c0a2(x).

Nous ramenons l'équation (3.2.6) a la forme suivante

U(x) =

∫ x

0

k(x, t)U(t)dt+ f(x).

Ainsi, nous obtenons une équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espèce.

3.3 Méthodes directes

3.3.1 Le problème de Cauchy de second ordre

On considère le problème de Cauchy de second ordre suivant[10] :

(PV I)

U
′′(x) = f(x, U(x)) 0 < x < 1

U(0) = U0, U ′(0) = U ′0

l'intégration des deux cotés de l'équation di�érentielle de zéro a x, donne :

U ′(x) = U ′0 +

∫ x

0

f(t, U(t))dt, 0 ≤ x ≤ 1

En intégrant une seconde fois,

U(x) = U0 + U ′0x+

∫ x

0

∫ x

0

f(t, U(t))dtdS.

En utilisant la relation (3.1), on obtient

U(x) = U0 + U ′0x+

∫ x

0

(x− t)f(t, U(t))dt, 0 ≤ x ≤ 1,

c'est l'équation intégrale non linéaire de Volterra de seconde espèce.
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3.3.2 Réduction d'un Problème aux limites de second type

On considère le problème de Dirichlet suivantJ :

(PV B)

U
′′(x) = f(x, U(x)) 0 < x < 1

U(0) = U0, U(1) = U1

de la même manière , on intègre les deux cotés de zéro a x, on obtient

U ′(x) = c+

∫ x

0

f(t, U(t))dt, 0 ≤ x ≤ 1.

On e�ectue une intégration de zéro à x, on aura :

U(x) = U0 + cx+

∫ x

0

(x− t)f(t, U(t))dt, 0 ≤ x ≤ 1. (3.3.1)

Pour déterminer la constante c, on prend x = 1 et on utilise la condition U(1) = U1, ce qui

donne :

c = U1 − U0 −
∫ 1

0

(1− t)f(t, U(t))dt.

Ainsi, l'équation (3.3.1) devient :

U(x) = U0 + (U1 − U0)x+

∫ x

0

(x− t)f(t, U(t))dt− x
∫ 1

0

(1− t)f(t, U(t))dt,

= U0 + (U1 − U0)x−
∫ x

0

t(1− x)f(t, U(t))dt−
∫ 1

0

x(1− t)f(t, U(t))dt,

qui s'écrit encore comme une équation intégrale de Fredholm de la forme,

U(x) = U0 + (U1 − U0)x−
∫ 1

0

k(x, t)f(t, U(t))dt,

avec

k(x, t) =

t(1− x), t ≤ x

x(1− t), t ≥ x

3.3.3 Équation intégrale à noyau dégénéré

Le noyau k(x, t) d'une équation intégrale de Fredholm de second espèce est dit dégénéré

s'il est la somme d'un nombre �ni de produit de fonctions de x seul par des fonctions de t

seul, i.e. il est de la forme suivante [11]

k(x, t) =
n∑
k=1

ak(x)bk(t). (3.3.2)
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Les fonctions ak(x) , bk(t), (k = 1, 2, ..., n) seront supposées continues dans le carrée fonda-

mental a ≤ x , t ≤ b et linéairement indépendantes.

3.3.3.1 Méthode de noyau dégénéré

Soit l'équation de Fredholm à noyau dégénéré suivante :

U(x)− λ
∫ b

a

[
n∑
k=1

ak(x)bk(t)

]
U(t)dt = f(x), (3.3.3)

se résoud comme suit :

réecrivons (3.3.3)

U(x) = f(x) + λ
n∑
k=1

ak(x)

∫ b

a

bk(t)U(t)dt, (3.3.4)

et introduisant les notations∫ b

a

bk(t)U(t)dt = Ck (k = 1, 2, ....., n). (3.3.5)

L'intégrale (3.3.4) devient

U(x) = f(x) + λ
n∑
k=1

Ckak(x), (3.3.6)

avec Ck des constantes inconnues.

Donc, la résolution se ramène à la recherche des constantes Ck(k = 1, ..., n) , après avoir

porté (3.3.6) dans (3.3.3) et e�ectué des calcules simples nous obtenons

n∑
m=1

{Cm −
∫ b

a

bm(t)

[
f(t) + λ

n∑
k=1

Ckak(t)

]
dt}am(x) = 0,

avec am(x) , (m = 1, 2, ..., n) des fonctions linéairement indépendantes, il en résulte que

Cm −
∫ b

a

bm(t)

[
f(t) + λ

n∑
k=1

Ckak(t)

]
dt = 0.

Où

Cm − λ
n∑
k=1

Ck

∫ b

a

ak(t)bm(t)dt =

∫ b

a

bm(t)f(t)dt (m = 1, 2, ...., n),

on note

akm =

∫ b

a

ak(t)bm(t)dt, fm =

∫ b

a

bm(t)f(t)dt,
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donc

Cm − λ
n∑
k=1

akm = fm (m = 1, 2, ...., n),

où sous forme développée,

(1− λa11)C1 − λa12C2 − ...............− λa1nCn = f1,

−λa21C1 + (1− λa22)C2 − ...............− λa2nCn = f2,

..............................................................................

−λan1C1 − λan2C2 − ...............+ (1− λann)Cn = fn,

(3.3.7)

pour trouver les Ck , nous avons donc un système de n équations linéaires à n inconnues,

dont le déterminant est

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λa11 −λa12 ......... −λa1n

−λa21 (1− λa22) ......... −λa2n

............... ................ ............... ................

−λan1 −λan2 ......... 1− λann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3.3.8)

si ∆(λ) 6= 0, le système (3.3.7) admet une solution unique C1, C2, ...., Cn obtenue moyennant

les formules de Cramer

Ck =
1

∆(λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λa11 ......... −λa1k−1f1 − λa1k+1 ......... −λa1n

−λa21 ......... −λa2k−1f2 − λa2k+1 ......... −λa2n

............ ............. ............ ............. ............

−λan1 ......... −λank−1fn − λank+1 ......... 1− λann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3.3.9)

avec k = 1, ...., n

L'équation intégrale (3.3.3) a pour solution une fonction U(x) dé�nie par l'égalité :

U(x) = f(x) + λ
n∑
k=1

Ckak(x),

avec les coe�cients Ck (k = 1, 2, ...., n) donnés par les formules (3.3.9).

Á titre d'exemple nous allons résoudre l'équation intégrale suivante

Exemple 3.1.

U(x)− λ
∫ 1

0

cos (q log t)U(t)dt = 1, (3.3.10)
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mettons cette équation sous la forme

U(x) = λ

∫ 1

0

cos (q log t)U(t)dt+ 1,

et introduisant les notations

C1 =

∫ 1

0

cos (q log t)U(t)dt, (3.3.11)

où C1 est le constante inconnue , l'équation (3.3.10) a alors la forme

U(x) = C1λ+ 1, (3.3.12)

portons (3.3.12) dans l'égalité (3.3.11) , il vient

C1 =

∫ 1

0

cos (q log t)(λC1 + 1)dt, (3.3.13)

où

C1

Ç
1− λ

∫ 1

0

cos (q log t)dt

å
=

∫ 1

0

cos (q log t)dt. (3.3.14)

En calculant les intégrales, donc

C1

Å
1− λ

q2 + 1

ã
=

1

q2 + 1
, (3.3.15)

nous obtenons le système d'équation algébrique en C1

C1

Å
q2 + 1− λ
q2 + 1

ã
=

1

q2 + 1
, (3.3.16)

q2 + 1− λ
q2 + 1

6= 0.

Le système (3.3.16) admet solution unique C1 =
1

q2 + 1− λ
, en portant dans (3.3.12) la

valeur obtenue de C1 nous obtenons la solution

U(x) =
q2 + 1

q2 + 1− λ
.

Nous allons aussi résoudre l'équation intégrale suivante pour illustrer la méthode.
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Exemple 3.2. Á titre d'exemple nous allons résoudre l'équation intégrale suivante

U(x) = x+ λ

∫ 1

0

(xt2 + x2t)U(t)dt, (3.3.17)

U(x)− λ
∫ 1

0

(xt2 + x2t)U(t)dt = x, (3.3.18)

U(x)− λx
∫ 1

0

t2U(t)dt− λx2

∫ 1

0

tU(t)dt = x, (3.3.19)

U(x) = λx

∫ 1

0

t2U(t)dt+ λx2

∫ 1

0

tU(t)dt+ x, (3.3.20)

et introduisant les notations
C1 =

∫ 1

0

t2U(t)dt

C2 =

∫ 1

0

tU(t)dt

(3.3.21)

U(x) = λxC1 + λx2C2 + x. (3.3.22)

En remplaçant (3.3.22),(3.3.21) :
C1 =

∫ 1

0

t2(λtC1 + λt2C2 + t)dt

C2 =

∫ 1

0

t(λtC1 + λt2C2 + t)dt

(3.3.23)

où 
C1 = λC1

∫ 1

0

t3dt+ λC2

∫ 1

0

t4dt+

∫ 1

0

t3dt

C2 = λC1

∫ 1

0

t2dt+ λC2

∫ 1

0

t3dt+

∫ 1

0

t2dt

(3.3.24)

alors 
C1

Ç
1− λ

∫ 1

0

t3dt

å
− C2λ

∫ 1

0

t4dt =

∫ 1

0

t3dt

−C1λ

∫ 1

0

t2dt+ C2

Ç
1− λ

∫ 1

0

t3dt

å
=

∫ 1

0

t2dt

(3.3.25)
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En calculant les intégrales, nous obtenons le système d'équations algébriques en C1, C2
4− λ

4
C1 −

λ

5
C2 =

1

4

−λ
3
C1 +

4− λ
4

C2 =
1

3

(3.3.26)

le déterminant de système est

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
4− λ

4
−λ

5

−λ
3

4− λ
4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
240− 120λ− λ2

240
6= 0.

En utilisant la formule de Cramer pour calculer C1 et C2 :

C1 =
1

det(A)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

4
−λ

5

1

3

4− λ
4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

det(A)
(
4− λ

16
+

λ

15
) =

60 + λ

240− 120λ− λ2
,

C2 =
1

det(A)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4− λ

4

1

4

−λ
3

1

3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

det(A)
(
4− λ

12
+

λ

12
) =

80

240− 120λ− λ2
,

le système admet une solution unique

En remplace dans (3.3.22)

U(x) = λx

Å
60 + λ

240− 120λ− λ2

ã
+ λx2

Å
80

240− 120λ− λ2

ã
+ x,

U(X) =
80λx2 + (−60λ+ 240)x

240− 120λ− λ2
,

donc

U(x) =
(240− 60λ)x+ 80λx2

240− 120λ− λ2
.
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CHAPITRE

4

APPLICATIONS DES THÉORÈMES DE

POINT FIXE AUX ÉQUATIONS

INTÉGRALES

Le but de cette partie est l'étude de quelques théorèmes du point �xe. On commence par

le théorème du point �xe de Banach pour les applications contractantes. Ensuite, on donne

le théorème du point �xe de Brouwer et le théorème du point �xe de Schauder.

4.1 Théorème du point �xe

4.1.1 Théorème de Banach

Le théorème du point �xe de Banach[5], connu aussi sous le nom du principe contraction

de Banach, est apparu pour le première fois en 1922, dans le cadre de la résolution d'une

49



Applications des théorèmes de point �xe aux équations intégrales

équation intégrale.

Théorème 4.1. Soit (E, d) un espace métrique complet non vide , et soit f : E → E une

application α− contraction .

i.e.il existe 0 < α < 1 tel que d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y) pour tout x, y ∈ E.

alors f possède un unique point �xe.

Démonstration.

On démontre ce Théorème en deux étape ,d'abord l'unicité ensuite l'existence du point �xe.

L'unicité :

On pose que x, y ∈ E deux points �xes de f alors f(x) = x et f(y) = y ;

d(x, y) = d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y).

Comme 0 < α < 1 donc d(x, y) = 0⇒ x = y.

L'existence :

On choisit un point x0 ∈ E quelconque et on dé�nit la suite xn = f(xn−1) , on montre par

récurrence que d(xn, xn+1) ≤ αnd(x0, x1) pour tout n ∈ N et on montre que la suite (xn)n

est de Cauchy.

d (xn, xn+p) 6
p−1∑
n=0

d (xn+k, xn+k+1) ,

6
p−1∑
n=0

αn+kd (x0, x1) ,

6 αn
p−1∑
n=0

αkd (x0, x1) ,

6 αn
1− αp

1− α
d (x0, x1) ,

6
αn

1− α
d (x0, x1) .

et donc d(xn, xn+p) lorsque n → ∞,ceci exprime le fait que (xn)n est une suite de Cauchy

dans E, et comme E est un espace complet, il existe x ∈ E tel que xn → x. Par continuité

xn+1 = f(xn)→ f(x),d'où f(x) = x.
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4.1.2 Théorème de Brouwer

Le théorème du point �xe de Brouwer (1910)[6] est un résultat de topologie. Il fait partie

de la grande famille des théorèmes du point �xe.

Théorème 4.2. Soit C un compact convexe non vide de Rn et f : C → C une application

continue. Alors f admet au mois un point �xe dans C tel que f(x) = x.

Remarque 4.1. Il existe de nombreuses preuves du théorème du point �xe de Brouwer , à

la fois analytiques et topologiques. Nous en esquissons une seule preuve.

Démonstration.

Il su�t de prouver le théorème du point �xe de Brouwer dans le cas C = B(0, 1) .

Supposons que C = B(0, 1) et que f n'a pas de point �xe .

Dé�nir le plans S :

B(0, 1→ B(0, 1) comme suit : Pour chaque point intérieur ϕ dans B(0, 1) laissez ϕ̃ désigner

le point sur la frontière ∂B(0, 1) c'est l'intersection du rayon de f(ϕ) à travers ϕ et la la

frontière ∂B(0, 1).

Le rayon est toujours bien dé�nie puisque f n'a pas de point �xe. Maintenant, on a :

S(ϕ) =

 ϕ̃ si ϕ ∈ B(0, 1)

ϕ si ϕ ∈ ∂B(0, 1).

Alors f est une application continue de B(0, 1) dans ∂B(0, 1) tel que S |∂B(0,1)= I |∂B(0,1).

Le problème pour montrer que f n'a pas de point �xe est maintenant reformulé pour montrer

qu'il n'y a pas de correspondance continu S : B(0, 1)→ ∂B(0, 1) tel que S |∂B(0,1)= I |∂B(0,1).

L'a�rmation selon laquelle il n'existe pas de telle application est profonde mais n'en est pas

moins intuitivement évidente .

Considérons ,pour n = 2 le cas d'une membrane élastique �xée sur un cadre circulaire .

L'existence d'une correspondance s'implique qu'il devait être possible de déformer la mem-

brane de manière continue de telle sorte qu'elle co ïncide avec le cadre sans être fracturée

pour �xer ϕ ∈ B(0, 1) ,l'application : t 7→ (1 − t)ϕ + ts(ϕ), t ∈ [0, 1] décrit comment ce

point de la membrane est déplacé de ϕà t = 0à f(x) ∈ ∂B(0, 1) à t = 1, sous l'e�et de la

déformation.
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4.1.3 Théorème de Schauder

Ce théorème prolonge les résultats du théorème de Brouwer pour la démonstration de

l'existence d'un point �xe d'une application continue sur un sous ensemble convexe compact

dans un espace de Banach [7].

Théorème 4.3. Soit E un espace de Banach et C un sous ensemble fermé et convexe de

E.Soit f : C → C une application continue telle que f(C) est relativement compact. Alors

f possède un point �xe, alors ∃x̄ ∈ C donc f(x̄) = x̄.

On utilise le lemme suivant pour démontrer ce théorème.

Lemme 4.1. Soit E un espace de Banach et K une partie relativement compacte de E,

alors co(K) est compact .

Démonstration. Par complétude, il su�t de montrer que co(K) est précompact.

Soit ε > 0, prouvons que co(K) peut être recouvert par un nombre �ni de boules ouvertes

de rayon ε, comme K est relativement compacte, il existe p et x1, ..., xp dans K tel que

K ⊂ ∪pi=1B(x,
ε

3
)

Soit C := co{x1, ..., xp}, par compacité de C, il existe l et y1, ..., yl dans C tel que

C ⊂ ∪lj=1B(yj, ε�3).

Soit z ∈ co(K)

z =
m∑
k=1

λkak,

Pour des ak dans K et des λk positif de somme 1 , on écrit ak sous la forme ak = xik + ε
3
vk,

pour un ik ∈ {1, . . . , p}, et vk ∈ B(0, 1).

On a alors :

z =
m∑
k=1

λkxik +
ε

3
v, v :=

∑
λkvk ∈ B(0, 1).

On remarque :

x =
m∑
k=1

λkxik ∈ C
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de sorte qu'il existe j tel que x ∈ B(yj,
ε
3
) et donc z ∈ B(yj,

2ε
3

),

ceci montre que : co(k) ⊂ ∪lj=1B(yj,
2ε
3

),

et donc :co(K) ⊂ ∪lj=1B(yj, ε).

Démonstration. Comme f(C) est relativement compacte , pour tout ε > 0, il existe Nε et

des points xε1, ..., x
ε
N de C tel que f(C) ⊂ ∪Nε

i=1B(f(xεi ), ε).

Soit Eε le sous espace vectoriel engendré par {f(xε1)...f(xεNε)}.

Notons Bc(f(xεi ), ε) le complémentaire de B(f(xεi , ε) et posons pour tout x ∈ C et i :

αεi :=
d(f(x), Bc(f(xεi ), ε))

Nε∑
j=1

d(f(x), Bc(f(xεj), ε))

,

de sorte que αεi (x) > 0 ssi ‖ f(x)− f(xεi ‖< ε, soit Cε := C ∩ Eε et pour x ∈ Cε posons :

fε(x) :=
Nε∑
i=1

αεi (x)f(xεi ).

Par convexité de C, fε(Cε) ⊂ Cε et fε.Comme Eε est de dimension �nie et Cε est convexe

compact dans Eε , on déduit du théorème de Brouwer qu'il existe xε ∈ Cε tel que xε = fε(xε).

Par construction , pour chaque ε, xε appartient à l'enveloppe convexe fermée de f(C), co(f(C)).

Du lemme (4.1) co(f(C)) est compact , On prend ε = 1
n
, xn = xεn , on peut donc , quitte à

passer à une suite extraite ,supposer que xn converge vers x ∈ co(f(C)) ⊂ C.

Montrons que x est un point �xe de f , pour tout n,on a :

f(x̄)− fεn(xn) =

Nεn∑
i=1

αεni (xn)(f(x̄)− f(xn) + f(xn)− f(xεni ),

Dans la somme précédente il n y-a que des termes tel que

‖f (xn)− f (xεni )‖ < εn,

et donc

‖f (x̄ )−fεn(xn)|| 6 ‖f(x̄)− f (xn) ‖+ εn ,

ceci implique que fεn(xn) converge vers f(x̄) on en déduit donc que f(x̄) = x̄ en passant à

la limite dans fεn(xn) = xn.
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4.2 Application du principe des contractions de Banach

Théorème 4.4. Soit k(x, t) une fonction à valeurs réelles, continue sur le carrée 0 ≤ x, t ≤

1. Alors l'équation intégrale

U(x) = f(x) + λ

∫ x

0

k(x, t)U(t)dt (4.2.1)

admet une solution unique pour tout λ et f(x) dans L2[0, 1]

Démonstration. on considère l'opérateur

Au = f + λTu

où

Tu(x) =

∫ x

0

k(x, t)u(t)dt

pour montrer l'existence d'un point �xe A, il su�t de montrer que An est contractant.

Pour un certain n. Nous avons :

Anu = f + λTu+ ....+ λn−1T n−1u+ λnT nu

avec

T nu(x) =

∫ x

0

kn(x, t)u(t)dt

alors

‖Anu1 − Anu2‖ = |λ|n‖
∫ x

0

kn(x, t)(u1(t)− u2(t))dt‖

Pour déterminer kn(x, t), on utilise la proposition suivante

Proposition 4.1. Le n-ième noyau itéré de l'équation intégrale de Volterra est donné par

kn(x, t) =

∫ x

t

k(x, z)kn−1(z, t)dz, si t < x (4.2.2)

et kn(x, t) = 0 si t ≥ x
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Démonstration. ( de la proposition )

Par dé�nition du noyau de Volterra, on sait que k1(x, t) = k(x, t) est égale à zéro si t > x,donc

pour n = 2

k2(x, t) =

∫ b

a

k(x, z)k(z, t)dz,

le premier terme de l'intégrant est égal à zéro quand z > x et le seconde est égale a zéro

quand z < t, par conséquent,

k2(x, t) =

∫ x

t

k(x, z)k1(z, t)dz,

la preuve peut maintenant être complète par induction

alors

k1(x, t) = k(x, t)

kn(x, t) =

∫ x

t

k(x, z)kn−1(z, t)dz, n = 2, 3, ....

D'autre part, comme k(x, t) est continu sur le carrée 0 ≤ x, t ≤ 1 alors il est uniformément

borné, i.e .il existe M tel que |k(x, t)| < M pour tout x, t ∈ [0, 1], par induction, on obtient

la majoration

|kn(x, t)| ≤ Mn(x− t)n−1

(n− 1)!
, 0 ≤ t ≤ x

En e�et, pour n = 1 la propriété est évidente, supposons qu'elle est à l'ordre n

|kn+1(x, t)| ≤
∫ x

t

|k(x, z)||kn(z, t)|dt

≤ Mn+1

(n− 1)!

∫ x

t

(z − t)n−1dz

≤ Mn+1(x− t)n

(n)!

Nous avons donc,

‖Anu1 − Anu2‖ ≤
|λ|nMn

(n− 1)!
‖
∫ x

0

(u1(t)− u2(t))dt‖

≤ |λ|
nMn

(n− 1)!
‖u1 − u2‖

pour n assez grand
|λ|nMn

(n− 1)!
< 1

de sorte que An un opérateur contractant et (4.2.1) admet une solution unique
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Théorème 4.5. Soit k(x, t) une fonction à valeurs réelles, dé�nie sur le carré a ≤ x, t ≤ b

telle que

B2 =

∫ b

a

∫ b

a

k2(x, t)dxdt < +∞

Alors l'équation intégrale

U(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)U(t)dt, a ≤ x ≤ b (4.2.3)

admet une solution unique U(x) ∈ L2([a, b]), pour tout paramètre λ su�samment petit et

tout f(x) dans L2([a, b]).

Démonstration. on considère l'opérateur

Au(t) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)U(t)dt

Soit u(x) ∈ L2([a, b]), nous allons montrer d'abord que Au ∈ L2([a, b])∫ b

a

(Au)2dx =

∫ b

a

f 2(x)dx+2λ

∫ b

a

f(x)

Ç∫ b

a

k(x, t)U(t)dt

å
dx+λ2

∫ b

a

Ç∫ b

a

k(x, t)U(t)dt

å2

dx

En utilisant la relation de Fubini et l'inégalité de Cauchy Schwartz on obtient∫ b

a

f(x)

Ç∫ b

a

k(x, t)U(t)dt

å
dx =

∫ b

a

∫ b

a

k(x, t)U(t)f(x)dt

≤
Ç∫ b

a

∫ b

a

k2(x, t)dxdt

å1/2

‖U‖.‖f‖ <∞

De la même manière , on obtient∫ b

a

Ç∫ b

a

k(x, t)U(t)dt

å2

dx <∞

Ainsi Au ∈ L2([a, b]). par conséquent, A : L2([a, b]). il reste à montrer que A est contractant,

Soient u(x), v(x) ∈ L2([a, b]),

‖Au− Av‖ =

Ç∫ b

a

|Au− Au|2dx
å 1

2

= |λ|

[∫ b

a

Ç∫ b

a

k(x, t)[u(t)− v(t)]dt

å2

dx

] 1
2

≤ |λ|
Ç∫ b

a

∫ b

a

k2(x, t)dxdt

å 1
2
Ç∫ b

a

|u(t)− v(t)|2dt
å 1

2

≤ |λ|B‖u− v‖
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ceci montre que si |λ|B < 1, i.e

|λ| < 1

B
=

Ç∫ b

a

∫ b

a

k2(x, t)dxdt

å− 1
2

Alors l'opérateur est contractant. Par conséquent, l'équation intégrale Au = u admet une

solution unique pour tout f(x) dans L2([a, b])

4.3 Application du théorème de Schauder

L'équation intégrale de Fredholm

Théorème 4.6. on considère l'équation non linéaire de Fredholm

U(x) = f(x) +

∫ b

a

k(x, t, U(t))dt, a ≤ x ≤ b (4.3.1)

supposons que f(.) est une fonction bornée et k(t, x, y) satisfait les conditions suivantes

|k(x, t, y)| ≤ g1(t)g2(t)φ(|y|),
∣∣∣∣∂k∂yU(x, t, y)

∣∣∣∣ ≤ g1(x)g2(x)ψ(|y|),

où g1(.) est une fonction positive, bornée et mesurable, et φ(.) est une fonction positive et

mesurable qui véri�e la condition

sup
y≥0

φ(y)

y
= L < +∞

et ψ(.) est une fonction continue et positive sur [0,+∞[. De plus, on suppose qu'il existe une

fonction strictement positive et continue µ(.) qui véri�e la condition suivante

‖g1, µ‖∞

∥∥∥∥g2

µ

∥∥∥∥
1

<
1

L

sous ces conditions, l'équation intégrale non linéaire ( (4.3.1)) admet une solution dans

C([a, b]).

Démonstration. Voir [14]

On note par ‖.‖µ la norme dé�nit sur X = C([a, b]) par

‖U‖µ = sup
x∈[a,b]

|µ(x)U(x)|,
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l'espace X muni de la norme ‖.‖µ est un espace de Banach.

Soit r ≥ 0 est un nombre réel positif, et soit Br une boule fermé de X dé�nie par :

Br = {U ⊂ C([a, b]); ‖U‖µ ≤ r}

c'est clair que Br est un sous ensemble fermé et convexe de X. Alors démontrer que l'opé-

rateur T associé avec l'équation (4.3.1) est continue sur X

La conclusion est :

T (Br) ⊂ Br,∀r ≥
‖f‖µ

1− L‖g1‖µ
∥∥∥∥g2

µ

∥∥∥∥
1

= r0.

D'aprés le théorème du point �xe de Schauder, l'équation intégrale non linéaire ((4.3.1))

admet une solution dans Br0 et par suite admet une solution dans C([a, b]).

L'équation intégrale de Volterra Soit l'équation intégrale suivante :

U(x) = f(x) +

∫ x

a

k(x, t, U(t))dt, a ≤ x ≤ b (4.3.2)

telle que K : [a, b]×[a, b] −→ R une fonction continue véri�e les conditions suivantes

1. k(x, t, 0) = 0 pour tout x, t ∈ [a, b]

2.
∂k(x, t, z)

∂z
<

∣∣∣∣1− ‖f‖b− a

∣∣∣∣
alors pour tout f ∈ C([a, b]) telle que ‖f‖ ≤ 1 l'équation ( (4.3.2)) admet une solution

U ∈ C([a, b]).

Démonstration. On va montrer que T (B(0, 1)) ⊂ B(0, 1) i.e. pour si ‖U‖ ≤ 1, alors ‖Tu‖ ≤ 1
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en e�et :

‖Tu‖ =

∥∥∥∥f(x) +

∫ x

a

k(x, t, u(t))dt

∥∥∥∥ ,
≤ ‖f(x)‖+

∥∥∥∥∫ x

a

k(x, t, u(t))dt

∥∥∥∥ ,
≤ ‖f(x)‖+

∫ x

a

|k(x, t, u(t))|dt,

≤ ‖f(x)‖+

∫ x

a

|k(x, t, u(t))− k(x, t, 0)|dt,

≤ ‖f(x)‖+

∫ x

a

∣∣∣∣(u− 0)
∂k(x, t, u(t))

∂u

∣∣∣∣ dt,
≤ ‖f(x)‖+ ‖U‖1− ‖f‖

b− a
(b− a),

≤ 1.

d'aprés le théorème de Schauder T admet un point �xe, d'où l'équation admet une solu-

tion.
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CHAPITRE

5

MÉTHODES DE RÉSOLUTION

NUMÉRIQUES DES ÉQUATIONS

INTÉGRALES

Dans ce chapitre, nous exposons en détail quelques méthodes trés usuelles pour la

résolution numérique des équations intégrales (linéaire et non linéaire), tout en éclairant

les étapes de la discrétisation de l'équation et pour chaque méthode, on donne un exemple

d'intégration numérique[8, 13, 11].

5.1 Méthode des approximations successives

La méthode des approximations successives, également appelés méthode de l'itération de

picard[12], fournit un schéma qui peut être utilisé pour résoudre des problèmes de valeur

initiale ou des équations intégrales.
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La plus part des méthodes itératives sont fondées sur le même principe, qui la recherche d'un

point �xe. Cependant, elle se di�érent dans la complexité des algorithmes proposés qui de-

vraient être réalisés de sorte qu'ils soient consistent avec la di�culté rencontré souvent lors de

calcul des itérés, la méthode des approximations successives consiste à calculer explicitement

à chaque étape k, l'itéré Uk à l'aide de la suite itérative dé�nie par

Un+1(x) = f(x) + λ

∫
k(x, t)Un(t)dt,

et de l'utiliser dans l'étape k + 1 pour le calcul de l'itéré Uk+1.

5.1.1 Cas linéaire

5.1.1.1 Équation intégrale de Volterra de seconde espèce

Soit l'équation intégrale de Volterra de seconde espèce

U(x) = f(x) + λ

∫ x

0

k(x, t)U(t)dt. (5.1.1)

Supposons que f(x) est continue sur [0, a] et que le noyau k(x, t) l'est pour 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤

t ≤ x, prenons une fonction U0(x) continue dans [0, a] et substituons-la à U(x) du second

membre de (5.1.1) :

U1(x) = f(x) + λ

∫ x

0

k(x, t)U0(t)dt,

la fonction U1(x) aussi dé�nie est continue elle est aussi sur le segment [0, a], En continuant

le processus nous aboutissons à la suite

U0(x), U1(x), ...., Un(x), ....

où

Un(x) = f(x) + λ

∫ x

0

k(x, t)Un−1(t)dt,

sous les hypothèses faites sur f(x) et k(x, t), la suite {Un(x)} converge pour n → +∞ vers

la solution U(x) de l'équation intégrale (5.1.1)

Exemple 5.1. On applique la méthode des approximations successives pour l'équation inté-

grale de Volterra de seconde espèce

U(x) =
1

6
x3 −

∫ x

0

(x− t)U(t)dt, (5.1.2)

61



Méthodes de résolution numériques des équations intégrales

pour obtenir l'approximation U0(x) on choisit

U0(x) = 0. (5.1.3)

La méthode des approximations successives implique l'utilisation de la formule d'itération

Un+1(x) =
1

6
x3 −

∫ x

0

(x− t)Un(t)dt, n ≥ 0 (5.1.4)

En remplaçant (5.1.3) par (5.1.4), on obtient

U1(x) =
1

6
x3 −

∫ x

0

(x− t)U0(t)dt =
1

3!
x3,

U2(x) =
1

6
x3 −

∫ x

0

(x− t)U1(t)dt =
1

3!
x3 − 1

5!
x5,

U3(x) =
1

6
x3 −

∫ x

0

(x− t)U2(t)dt =
1

3!
x3 − 1

5!
x5 +

1

7!
x7,

U4(x) =
1

6
x3 −

∫ x

0

(x− t)U3(t)dt =
1

3!
x3 − 1

5!
x5 +

1

7!
x7 − 1

9!
x9, (5.1.5)

.

.

.

Par conséquent, nous obtenons

Un+1(x) = x− x+
1

3!
x3 − 1

5!
x5 +

1

7!
x7 − 1

9!
x9 + ...

= x− (x− 1

3!
x3 +

1

5!
x5 − 1

7!
x7 +

1

9!
x9 + ...),

= x−
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
(5.1.6)

La solution U(x) de (5.1.2)

U(x) = lim
n→+∞

Un+1(x) = x− sinx.

5.1.1.2 Équation intégrale de Fredholm de première espèce

Soit l'équation de Fredholm de première espèce∫ b

a

k(x, t)U(t)dt = f(x), (5.1.7)
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à k(x, t) symétrique de carrée sommable, dé�nie positif et f(x) ∈ L2([a, b]) supposons que

(5.1.7) admet une solution unique

La suite (Un(x)) dé�nie par la relation

Un+1(x) = Un(x) + λ

ñ
f(x)−

∫ b

a

k(x, t)Un(t)dt

ô
, n ≥ 0 (5.1.8)

où Un(x) ∈ L2([a, b]) et 0 < λ < 2λ1 ( λ1 étant le plus petit nombre caractéristique du noyau

k(x, t), converge alors en moyenne vers la solution de l'équation proposée.

Exemple 5.2. Considérons l'équation intégrale∫ 1

0

k(x, t)U(t)dt = sinπx,

avec

k(x, t) =

(t− x)t, 0 ≤ t ≤ x

(1− t)x, x ≤ t ≤ 1

Il est immédiat de véri�er qu'elle admet la solution U(x) = π2 sinπx et cette solution seule-

ment. Le noyau a pour le plus petit nombre caractéristique de valeur λ1 = π2

formons les approximations selon la formule (5.1.1) en partant de U0(x) = 0 et λ = 1 < 2λ1,

nous obtenons de proche en proche

U1(x) = sin πx,

U2(x) = sin πx+

Å
1− 1

π2

ã
sin πx,

U3(x) = sinπx+

Å
1− 1

π2

ã
sin πx+

Å
1− 1

π2

ã2

sin πx,

.

.

.

Un+1(x) = sinπx

ñ
1 +

Å
1− 1

π2

ã
+

Å
1− 1

π2

ã2

+ ...+

Å
1− 1

π2

ãnô
.

Il résulte par passage à la limite

lim
n→+∞

Un(x) = π2 sin πx.
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5.1.1.3 Équation intégrale de Fredholm de seconde espèce

Soit l'équation intégrale de Fredholm de seconde espèce

U(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(t, x)U(t)dt, (5.1.9)

La méthode d'approximations successive introduit la relation de récurrence :

U0(x) = toute fonction sélective à valeur réelle.

Un+1(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(t, x)Un(t)dt, n ≥ 0 (5.1.10)

à la limite, la solution est déterminée en utilisant la limite

U(x) = lim
n→+∞

Un+1(x) (5.1.11)

U0(x) = tous les termes non inclus dans le signe intégral

U1(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(t, x)U0(t)dt,

U2(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(t, x)U1(t)dt,

.

.

.

Un+1(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)Un(t)dt.

La méthode des approximations successives, ou la méthode des itérations sera illustrée par

l'étude d' exemple suivant

Exemple 5.3.

U(x) = ex + e−1

∫ 1

0

U(t)dt, (5.1.12)

pour l'approximation zéro U0(x), nous pouvons sélectionner

U0(x) = 0. (5.1.13)

La méthode des approximations successives est donnée par le schéma itératif suivant :

Un+1(x) = ex − e−1

∫ 1

0

Un(t)dt, n >= 0 (5.1.14)
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En substituant (5.1.13) dans (5.1.14) on obtient

U1(x) = ex + e−1

∫ 1

0

U0(t)dt = ex,

U2(x) = ex + e−1

∫ 1

0

U1(t)dt = ex − e−1 + 1,

U3(x) = ex + e−1

∫ 1

0

U2(t)dt = ex − e−2 + 1,

.

.

.

Un+1(x) = ex + 1− e−(n−1). (5.1.15)

La solution de (5.1.12) est donnée par

U(x) = lim
n→+∞

Un+1(x) = ex + 1. (5.1.16)

5.1.2 Cas non linéaire

5.1.2.1 Équation intégrale de Volterra de seconde espèce

Soit l'équation intégrale de Volterra de seconde espèce

U(x) = f(x) +

∫ x

0

k(x, t)F (U(t))dt, (5.1.17)

où U(x) est la fonction inconnue à déterminer et k(x, t) est le noyau.

la méthode des approximations successives introduit la relation de récurrence

Un+1(x) = f(x) +

∫ x

0

k(x, t)F (Un(t))dt, (5.1.18)

où l'approximation zéro U0(x) peut être n'importe qu'elle fonction sélective à valeur réelle,

Nous commençons toujours par une estimation initiale pour U0(x),la plupart du temps nous

sélectionnons 0,1 où x pour U0(x). En utilisant dans (5.1.18), plusieurs approximations suc-
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cessives Uk, k ≥ 1 seront déterminées comme

U1(x) = f(x) +

∫ x

0

k(x, t)F (U0(t))dt,

U2(x) = f(x) +

∫ x

0

k(x, t)F (U1(t))dt,

U3(x) = f(x) +

∫ x

0

k(x, t)F (U2(t))dt,

.

.

.

Un+1(x) = f(x) +

∫ x

0

k(x, t)F (Un(t))dt. (5.1.19)

Par conséquent, la solution U(x) est obtenue en utilisant

U(x) = lim
n→+∞

Un+1(x). (5.1.20)

La méthode des approximations successives sera illustrée par l'étude d' exemple suivant

Exemple 5.4.

U(x) = 4x− 16

3
x3 − 4

3
x4 +

∫ x

0

(x− t+ 1)U2(t)dt, (5.1.21)

pour l'approximation U0(x), nous pouvons sélectionner

U0(x) = 0. (5.1.22)

La méthode d'approximations successives admet l'utilisation de la formule d'itération

Un+1(x) = 4x− 16

3
x3 − 4

3
x4 +

∫ x

0

(x− t+ 1)U2
n(t)dt, n >= 0 (5.1.23)
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On utilise (5.1.22) dans (5.1.23) on obtient :

U0(x) = 0,

U1(x) = 4x− 16

3
x3 − 4

3
x4 +

∫ x

0

(x− t+ 1)U2
0 (t)dt

= 4x− 16

3
x3 − 4

3
x4,

U2(x) = 4x− 16

3
x3 − 4

3
x4 +

∫ x

0

(x− t+ 1)U2
1 (t)dt

= 4x+

Å
16

3
x3 − 16

3
x3

ã
+

Å
4

3
x4 − 4

3
x4

ã
− 128

15
x5 + .....

.

.

.

Par conséquent, la solution U(x) de (5.1.21) est donnée par

U(x) = lim
n→+∞

Un(x) = 4x. (5.1.24)

5.1.2.2 Équation intégrale de Fredholm de seconde espèce

Soit l'équation intégrale de Fredholm de seconde espace

U(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)F (U(t))dt, (5.1.25)

où U(x) est la fonction inconnue à déterminer, k(x, t) est le noyau, F (U(t)) est une fonction

non linéaire de U(t), et λ est un paramètre. Les conditions spéci�ques sous lesquelles une

solution existe pour l'équation intégrale de Fredholm non linéaire sont :

1. (i) la fonction f(x) est bornée, |(f(x)|<R, a ≤ x ≤ b.

2. (ii) la fonction K(x,t) est intégrable et bornée tel que |K(x, t)| < G, a ≤ x, t ≤ b.

3. (iii) la fonction K(x,t,u(t)) satisfait la condition de Lipschitz |K(x, t, y)−K(x, t, y′)| <

M |y − y′|.

La méthodes des approximation successives introduit la relation de récurence U0(x) = toute

fonction à valeur réelle sélective.
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Un+1(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)Un(t)dt, n ≥ 0 (5.1.26)

Cette méthode est converge pour la condition suivante

λ <
1

G(b− a)
, (5.1.27)

où G est le plus grand des deux nombres G
Å

1 +
R

|λ|G(b− a)

ã
etM comme indiqué ci dessus.

À la limite, la solution est déterminée en utilisant la limite

U(x) = lim
n→+∞

Un+1(x) (5.1.28)

Exemple 5.5. Considérons l'équation intégrale

U(x) = sinx+ 1− π

12
− 5π2

4
+

1

36

∫ 1

0

t(U(t) + U2(t))dt, (5.1.29)

pour l'approximation zéro U0(x), nous prouvons sélectionner

U0(x) = 1. (5.1.30)

La méthode d'approximations successives admet l'utilisation de la formule de l'itération

Un+1(x) = sin x+ 1− π

12
− 5π2

4
+

1

36

∫ 1

0

t(Un(t) + U2
n(t))dt, n ≥ 0 (5.1.31)

(5.1.30) dans (5.1.31) D'où :

U1(x) = sin x+ 0.6696616927,

U2(x) = sin x+ 0.8214573046,

U3(x) = sin x+ 0.8997853785,

U4(x) = sin x+ 0.9426743063, (5.1.32)

.

.

.

Par conséquent, la solution U(x) de (5.1.29) est donnée par

U(x) = lim
n→+∞

Un+1(x) = 1 + sinx. (5.1.33)
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5.2 Méthode de la solution en série

5.2.1 Cas linéaire

Une fonction réelle U(x) est dite analytique si elle a des dérivées de tout ordres telles que

la série de Taylor en tout point b de son domaine

U(x) =
n∑
k=0

f (k)(b)

k!
(x− b)k. (5.2.1)

qui Converge vers f(x) dans Un voisinage de b pour simpli�er, la forme générique de la série

de Taylor en x = 0 peut être écrite comme suit

U(x) =
∞∑
n=0

anx
n. (5.2.2)

où les coe�cients an seront déterminées de manière récurrente.

5.2.1.1 Équation intégrale de Volterra de seconde espèce

Dans cette section nous présenterons une méthode utile, qui découle principalement de

la série de Taylor pour les fonctions analytiques, pour résoudre les équations intégrales de

Volterra, Nous supposons que la solution U(x) de l'équation intégrale de Volterra

U(x) = f(x) + λ

∫ x

0

k(x, t)U(t)dt, (5.2.3)

est analytique et possède donc une série de Taylor en (5.2.2). La substitution de(5.2.2) dans

les deux cotés de(5.2.3) donne

∞∑
n=0

anx
n = T (f(x)) + λ

∫ x

0

k(x, t)

(
∞∑
n=0

ant
n

)
dt, (5.2.4)

ou pour plus de simplicité on utilise

a0 + a1x+ a2x
2 + .... = T (f(x)) + λ

∫ x

0

k(x, t)
(
a0 + a1t+ a2t

2 + ....
)
dt, (5.2.5)

où T (f(x)) est la série de Taylor pour f(x), L'équation intégrale (5.2.3) sera convertie en

une intégrale traditionnelle dans (5.2.4) ou (5.2.5) où au lieu d'intégrer la fonction inconnue

U(x), les termes de la forme tn, n ≥ 0 seront intégrer. Nous intégrant d'abord le membre de
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droite de l'intégrale dans (5.2.4) ou (5.2.5), et collections les coe�cients de puissances simi-

laire de x, Nous assimilons ensuite les coe�cients de puissances similaire de x des deux cotés

de l'équation résultante pour obtenir une relation de récurrence dans aj, j ≥ 0. la résolution

de la relation de récurrence conduira à une détermination complète des coe�cients aj, j ≥ 0.

Après avoir déterminé les coe�cients aj, j ≥ 0,la solution en série suit immédiatement la

substitutions des coe�cients dérivés dans (5.2.2). La solution exacte peut être obtenue si une

telle solution exacte existe.

On résoud l'équation intégrale de Volterra en utilisant la méthode de la solution en série,

Exemple 5.6. Volterra de seconde espèce :

U(x) = 1 + 2 sinx−
∫ x

0

U(t)dt, (5.2.6)

substituer U(x) par la série

U(x) =
∞∑
n=0

anx
n, (5.2.7)

dans les deux cotés de l'équation (5.2.6) conduit à

∞∑
n=0

anx
n = 1 + 2

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
−
∫ x

0

∞∑
n=0

(ant
n)dt, (5.2.8)

L'évaluation du coté droit conduit à
∞∑
n=0

anx
n = 1 + 2

ï
x− x3

3!
+
x5

5!
+ ....

ò
−
∞∑
n=0

an

ï
tn+1

n+ 1

òx
0

,

qui peut être comme

a0 + a1x+ a2x
2 + ... = 1 + 2

Å
x− x3

3!
+
x5

5!
+ ...

ã
−
ï
a0t+ a1

t2

2
+ a2

t3

3
+ ...

òx
0

,

a0 + a1x+ a2x
2 + ... = 1 + 2

Å
x− x3

3!
+
x5

5!
+ ...

ã
−
Å
a0x+ a1

x2

2
+ a2

x3

3
+ ...

ã
,

ou équivalent

a0 + a1x+ a2x
2 + ... = 1 + (2− a0)x− a1

2
x2 −

Å
− 2

3!
− a2

3

ã
x3 − a3

4
x4 + ... (5.2.9)

Égaliser les coe�cients de puissances similaires de x (5.2.9) donne

a0 = 1, a1 = 1, a2 = −1

2
, a3 = − 1

3!
, a4 =

1

4!
, .... (5.2.10)
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la solution en série est donnée par :

U(x) = 1 + x− x2

2!
− x3

3!
+
x4

4!
+
x5

5!
+ ...

U(x) =

Å
x− x3

3!
+
x5

5!
+ ...

ã
+

Å
1− x2

2!
+
x4

4!
+ ...

ã
. (5.2.11)

qui converge vers la solution exacte

U(x) = sinx+ cosx. (5.2.12)

Exemple 5.7. Volterra de première espèce

1 +
1

3
x3 + xex − ex =

∫ x

0

tU(t)dt, (5.2.13)

on utilise la série de Taylor pour 1 +
1

3
x3 + xex − ex et on trouve

1 +
1

3
x3 + xex − ex = 1 +

1

3
x3 + x

Å
1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+ ...

ã
−
Å

1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+ ...

ã
,

=
1

2!
x2 +

4

3!
x3 +

3

4!
x4 + ... (5.2.14)

1

2!
x2 +

4

3!
x3 +

3

4!
x4 + ... =

∫ x

0

(ta0 + a1t
2 + a2t

3 + a3t
4 + ....)dt

=
a0

2
x2 +

a1

3
x3 +

a2

4
x4 +

a3

5
x5 + ... (5.2.15)

donc

a0 = 1, a1 = 2, a2 =
1

2
...... (5.2.16)

la solution en série est donnée par

U(x) = x+ (1 + x+
x2

2!
+ ....), (5.2.17)

donc l'équation converge vers la solution exacte

U(x) = x+ ex. (5.2.18)
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5.2.1.2 Équation intégrale de Fredholm de seconde espèce

Nous supposerons que la solution U(x) des équations intégrales de Fredholm

U(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)U(t)dt, (5.2.19)

est analytique et possède donc une série de Taylor de la forme donnée en (5.2.2), où les

coe�cients an seront déterminés de manière récurrente. substituer (5.2.2) dans les deux coté

de (5.2.19)

∞∑
n=0

anx
n = T (f(x)) + λ

∫ b

a

k(x, t)

(
∞∑
n=0

ant
n

)
dt, (5.2.20)

pour plus de simplicité on utilise

a0 + a1x+ a2x
2 + .... = T (f(x)) + λ

∫ b

a

k(x, t)(a0 + a1t+ a2t
2 + ....)dt, (5.2.21)

puis nous suivons les mêmes étapes que pour la méthode de Volterra de seconde espèce.

Cette méthode sera illustrée en discutant l'exemple suivant

Exemple 5.8.

U(x) = −1 + log(1 + x) +

∫ e−1

0

U(t)dt, (5.2.22)

substituer U(x) par la série

U(x) =
∞∑
n=0

anx
n, (5.2.23)

dans les deux cotés de l'équation (5.2.22) conduit à

∞∑
n=0

anx
n = −1 + log(1 + x) +

∫ e−1

0

(
∞∑
n=0

ant
n

)
dt, (5.2.24)

En évaluant l'intégrale du coté droit, et on égalant les coe�cients de puissance de x similaires

de deux cotés de l'équation résultante, nous trouvons

a0 = −1, a1 = 1, a2 = −1

2
, a3 =

1

3
, a4 = −1

4
, ... (5.2.25)

Par conséquent la solution exacte est donnée par

U(x) = log(1 + x). (5.2.26)
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5.2.2 Cas non linéaire

5.2.2.1 Équation intégrale de Volterra de seconde espèce

Nous supposons que la solution U(x) de l'équation non linéaire de Volterra

U(x) = f(x) +

∫ x

0

k(x, t)F (U(t))dt (5.2.27)

est analytique et possède donc une série de Taylor de la forme donnée dans (5.2.2), où les

coe�cients sont déterminés de manière récurrente.

La substitution de (5.2.2) des deux cotés de (5.2.27) donne

a0 + a1x+ a2x
2 + .... = T (f(x)) +

∫ x

0

k(x, t)(F (a0 + a1t+ a2t
2 + ....))dt, (5.2.28)

où T (f(x)) est la série de Taylor pour f(x). L'équation intégrale (5.2.27) sera convertie en

une intégrale traditionnelle dans (5.2.28) où en intégrant le terme non linéaire F (U(x)), les

terme de la forme tn, n ≥ 0 seront intégrés.

Nous intégrons d'abord le membre de droite de l'intégrale dans (5.2.27) ou (5.2.28) et col-

lectons les coe�cients de x. Nous assimilons ensuite les coe�cients des mêmes puissances

de x des deux cotés de l'équation résultante pour obtenir une relation de récurrence dans

aj, j ≥ 0. la résolution de la relation de récurrence conduira à une détermination complète

des coe�cients aj, j ≥ 0, Après avoir déterminer les coe�cients aj, j ≥ 0 la solution en série

suit immédiatement la substitution des coe�cients dérivés dans (5.2.2). la solution exacte

peut être obtenue si une telle solution exacte existe.

Exemple 5.9. Soit l'équation intégrale de Fredholm de seconde espèce

U(x) = 4x− 16

3
x3 − 4

3
x4 +

∫ x

0

(x− t+ 1)U2(t)dt, (5.2.29)

L'utilisation de la forme série (??) des deux membres de (5.2.29) donne

a0 +a1x+a2x
2 + ...... = 4x− 16

3
x3− 4

3
x4 +

∫ x

0

(x− t+1)(a0 +a1t+a2t
2 + ......)2dt, (5.2.30)

dont en intégrant l'intégrale a droite, et en collectant comme puissances de x, on obtient

a0+a1x+a2x
2+...... = (4+a2

0)x+(a2
0−

a2
2

2
+a0a1)x2+(−a0a1+

a2
1

3
+

2

3
a0a2−

16

3
)x2+..... (5.2.31)
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L'équation des coe�cients de puissances similaires de x des deux cotés donné

a0 = 0, a1 = 4, a2 = 0, a3 = 0, ..... (5.2.32)

la solution exacte est donnée par

U(x) = 4x, (5.2.33)

5.2.2.2 Équation intégrale de Fredholm de seconde espèce

Nous supposons que la solution U(x) de l'équation de Fredholm non linéaire

U(x) = f(x) + λ

∫ 1

0

k(x, t)F (U(t))dt, (5.2.34)

existe et est analytique et possède donc une série de Taylor de la forme donnée dans 5.2.2,

où les coe�cients seront déterminés de façon récurrente, la substitution 5.2.2 des deux cotés

de 5.2.34 donne

∞∑
n=0

anx
n = T (f(x)) +

∫ 1

0

k(x, t)F (
∞∑
n=0

ant
n)dt (5.2.35)

pour simpli�er

a0 + a1x+ a2x
2 + .... = T (f(x)) +

∫ 1

0

k(x, t)F (a0 + a1t+ a2t
2 + ....)dt, (5.2.36)

puis nous suivons les mêmes étapes que pour la méthode de Volterra de ceconde espèce dans

le cas non linéaire

Exemple 5.10. À titre d'exemple nous allons résoudre l'équation suivante

U(x) = ex +
1

16
(3− e)2 +

1

4

∫ 1

0

(x− t)U2(t)dt, (5.2.37)

la substitution de la série 5.2.2 des deux cotés de de 5.2.37 donne

a0 +a1x+a2x
2 +a3x

3 + ..... = ex++
1

16
(3−e)2 +

1

4

∫ 1

0

(x−t)(a0 +a1t+a2t
2 +a3t

3 + .....)2dt,

(5.2.38)

De ce qui précède, nous obtenons

a0 = 1, a1 = 1, a2 =
1

2!
, a3 =

1

3!
, a4 =

1

4!
...., an =

1

n!
(5.2.39)
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cela donne la solution :

U(x) = 1 + x+
1

2!
x2 +

1

3!
x3 +

1

4!
x4 + .... (5.2.40)

par conséquent la solution exacte est donnée par

U(x) = ex. (5.2.41)

5.3 Méthode de la résolvante et noyaux itérés

5.3.1 Cas de l'équation de Fredholm

Soit l'équation intégrale de Fredholm

U(x)− λ
∫ b

a

k(x, t)U(t)dt = f(x), (5.3.1)

on pose

U(x) = f(x) +
∞∑
n=1

Ψn(x)λn, (5.3.2)

avec Ψn(x) dé�nie par les formules

Ψ1(x) =

∫ b

a

k(x, t)f(t)dt,

Ψ2(x) =

∫ b

a

k(x, t)Ψ1(x)dt =

∫ b

a

k2(x, t)f(t)dt,

Ψ3(x) =

∫ b

a

k(x, t)Ψ2(x)dt =

∫ b

a

k3(x, t)f(t)dt,

et en générale

kn(x, t) =

∫ b

a

k(x, z)kn−1(z, t)dz, n = 2 , 3 , ... (5.3.3)

avec k1(x, t) ≡ k(x, t), aussi on a

kn(x, t) =

∫ b

a

km(x, s)kn−m(s, t)ds, m < n (5.3.4)

La résolvante de l'équation intégrale (5.3.1) est dé�nie en fonction des noyaux itérés de la

façon suivante :

R(x, t;λ) =
∞∑
n=1

kn(x, t)λn−1 (5.3.5)
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Le second membre est la série de Neumann du noyau k(x, t). cette série converge pour

|λ| < 1

B
, (5.3.6)

avec

B =

 ∫ b

a

∫ b

a

k2(x, t)dxdt,

donc la solution de l'équation de Fredholm de second espèce s'exprime par

U(x) = f(x) + λ

∫ b

a

R(x, t;λ)f(t)dt, (5.3.7)

Remarque 5.1. la borne (5.3.6) est essentielle pour la convergence de la série (5.3.5) mais

l'équation (5.3.1) peut être également admettre une solution pour |λ| > 1

B

Exemple 5.11. On cherche les itérés du noyau k(x, t) = x + sin t si a = −π, b = π par

l'utilisation des formules (5.3.3) on obtient de proche en proche

k1(x, t) = k(x, t) = x+ sin t,

k2(x, t) =

∫ π

−π
k(x, z)k1(z, t)dt,

=

∫ π

−π
(x+ sin z)(z + sin t)dz,

= 2π(1 + x sin t),

k3(x, t) =

∫ π

−π
k(x, z)k2(z, t)dt,

=

∫ π

−π
(x+ sin z)(2π + 2πz sin t)dz,

= (2π)2(x+ sin t).

il en résulte que les noyaux itérés sont de la forme

1. Pour n = 2k − 1

k2k−1(x, t) = (2π)2k−2(x+ sin t),

2. Pour n = 2k

k2k(x, t) = (2π)2k−1(1 + x ∗ sin t),

où k = 1, 2, 3, ....
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5.4 Méthode de Boubnov-Galerkin

Soit à chercher une solution approchée de l'équation intégrale

U(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)U(t)dt, (5.4.1)

On choisit un systéme de fonction {Vn(x)} complet dans L2(a, b) et tel que, quelque soit

n les fonctions V1(x), V2(x), ..., Vn(x) soient linéairement indépendantes, et on cherche une

solution approchée Un(x) de la forme

Un(x) =
n∑
k=1

akVk(x), (5.4.2)

les coe�cients ak(k = 1, 2, ..., n) se dé�nissent à partir de système linéaire

(Un(x), Vk(x)) = (f(x), Vk(x)) + λ

Ç∫ b

a

k(x, t)Un(t)Vk(x)

å
, (5.4.3)

où (f, g) désigne
∫ b

a

f(x)g(x)dx et où en remplace Un(x) par
n∑
k=1

akVk(x). Si la valeur de

λ dans (5.4.1) n'est pas un nombre caractéristique, alors pour n su�samment grande, le

systéme (5.4.3) admet une solution unique et lorsque n→∞, la solution approchée Un(x) de

(5.4.2) tend, dans la métrique de L2(a, b) vers la solution exacte U(x) de l'équation (5.4.1).

Exemple 5.12.

U(x) = 1 +

∫ 1

−1

(xt+ x2)U(t)dt, (5.4.4)

Choisissons pour système complet sur [−1, 1] le système de polynôme de Legendre ( voir

chapitre 1, section 2) pn(x)(n = 0, 1, ...) et cherchons une solution approchée Un(x) de (5.4.4)

de la forme :

U3(x) = a1.1 + a2x+ a3
3x2 − 1

2
,

portons dans (5.4.4) U3(x) à la place de U(x), il vient :

a1 + a2x+ a3
3x2 − 1

2
= 1 +

∫ 1

−1

(xt+ x2)

Å
a1 + a2t+ a3

3t2 − 1

2

ã
dt,

a1 + a2x+ a3
3x2 − 1

2
= 1 +

2

3
a2x+ 2a1x

2, (5.4.5)
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En multipliant successivement les nombres de la dernière équation par 1, x,
3x2 − 1

2
et en

intégrant par rapport à x de −1 a 1, nous obtenant
2a1 = 2 +

4

3
a1

2

3
a2 = 0

2

5
a3 = 0

d'où 
a1 = 3

a2 = 0

a3 = 0

et donc U3(x) = 6x2 + 1, on véri�e par la suite que c'est la solution exacte de (5.4.4)

5.5 Méthode de somme �nie

Soit l'équation de Fredholm de seconde espèce

U(x)− λ
∫ b

a

k(x, t)U(t)dt = f(x), (5.5.1)

où k(x, t) et f(x) admettent des dérivées continue d'ordre requis et λ est un nombre donnée.

Prenons une formule de quadrature ( voir chapitre 1,section 2 )∫ b

a

Φ(x)dx '
n∑
k=1

AkΦ(xk), (5.5.2)

avec x1, x2, ...., xn les abscisses des points de [a, b] et A1, A2, ...An les coe�cients indépendants

de la forme de la fonction Φ(x) .

Posons x = xk(k = 1, 2, ..., n) dans l'équation (5.5.1) on obtient :

U(xk)− λ
∫ b

a

k(xk, t)U(t)dt = f(xk), k = 1, 2, 3, ..... (5.5.3)

de la formule (5.5.2) remplaçant l'intégrale de la dernière équation par une somme :

U(xk)−
n∑

m=1

Amk(xk, xm)U(xm) = f(xk), k = 1, 2, ...., n (5.5.4)
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Nous avons obtenu un système linéaire de n équations algébriques à n inconnues U(x1), U(x2), ....., U(xn),

valeurs approchées de la solution U(x) aux points de base x1, x2, ....., xn, on peut prendre pour

solution approché de l'équation (5.5.1) sur le segment [a, b] de la fonction suivante :

Ũ(x) = f(x) + λ

n∑
m=1

Amk(x, xm)U(xm)

dont les valeur au points x1, x2, ..., xn sont respectivement U(x1), U(x2), ....., U(xn)

voici les valeurs des coe�cients Ak et les abscisse xk de (5.5.2) obtenant par :

1. formule de trapéze

x1 = a, x2 = a+ h, ..., xn = a+ (n− 1)h = b

A1 = An =
h

2
, A2 = A3 = ... = An−1 = h où h =

b− a
n− 1

2. formule de simpson (n = 2n+ 1) :

x1 = a, x2 = a+ h, ..., x2m+1 = a+ 2mh = b,

A1 = A2m+1 =
h

3
, A2 = A4 = ... = A2m =

4h

3

A3 = A5 = ... = A2m−1 =
2h

3
, o`u h =

b− a
2m

Exemple 5.13. Dans cet exemple, on va trouver une valeur approchée de la solution de

l'équation intégrale

U(x) +

∫ 1

0

xextU(t)dt = ex. (5.5.5)

Fixons sur le segment [0, 1] les points x1 = 0, x2 = 0.5, x3 = 1 et posons x = 0, x = 0.5, x = 1

dans l'équation (5.5.5) nous obtenons

U(0) = 1

U(0.5) + 0.5

∫ 1

0

e0.5tU(t)dt = e0.5

U(1) +

∫ 1

0

etU(t)dt = e

(5.5.6)

Puis nous remplaçons, a l'àide de la formule de Simpson∫ 1

0

Φ(t)dt ' Φ(0) + 4Φ(0.5) + Φ(1)

6
,
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chacune des intégrale par une somme �nie. On a pour l'intégrale de la deuxième équation du

système (5.5.6)

Φ(t) =
e0.5t

2
U(t),

de sort que

Φ(0) =
1

2
U(0),Φ(0.5) =

e0.25

2
U(0.5),Φ(1) =

e0.5

2
U(1).

Ainsi

0.5

∫ 1

0

e0.5tU(t)dt =
1

12
U(0) +

1

3
e0.25U(0.5) +

1

12
e0.5U(1). (5.5.7)

La fonction à intégrer de la troisième équation est du système (5.5.6)

Φ(t) = etU(t)

donc

Φ(0) = U(0),Φ(0.5) = e0.5U(0.5),Φ(1) = eU(1),

et par consèquent,∫ 1

0

etU(t)dt =
1

6
U(0) +

2

3
e0.5U(0.5) +

1

6
eU(1) (5.5.8)

portons (5.5.7) et (5.5.8) dans (5.5.6), le système linéaire de vient :
U(0) = 1

U(0.5) +
1

12
U(0) +

1

3
e0.25U(0.5) +

1

12
e0.5U(1) = e0.5

U(1) +
1

6
U(0) +

2

3
e0.5U(0.5) +

1

6
eU(1) = e

(5.5.9)

où 
U(0) = 1

1.4280U(0.5) + 0.1373U(1) = 1.5653

1.0991U(0.5) + 1.4530U(1) = 2.5516

(5.5.10)

Résolvons le système (5.5.10)

U(0) = 1, U(0.5) = 1, U(1) = 0.9996.
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Prenons pour la solution approchée de l'équation (5.5.1) la fonction

Ũ(x) = ex −
3∑

m=1

Amxe
xxmU(xm),

où

x1 = 0, x2 = 0.5, x3 = 1, A1 =
1

6
, A2 =

2

3
, A3 =

1

6
,

D'où` :

Ũ(x) = ex − x(0.6666xe0.5x + 0.1666ex)− 0.1666x

la solution exacte de l'équation intégrale (5.5.5) est U(x) ≡ 1.
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire,nous avons d'abord présenté di�érents types d'équations intégrales avec

des méthodes élémentaires de r±olution directes. Ensuite, nous avons appliquer quelques théo-

rèrmes du point �xe comme Banach, Schauder et Brouwer, ces dérniers assurent l'existence

de la solution. Le théorèmes de Banach permet en plus d'avoir l'unicité de la solution. En�n,

nous avons aussi présenté des méthodes numériques comme la méthode de la solution en sé-

rie, la méthode d'approximation successive, la méthode de Boubnov-Galerkin, la méthode de

somme �nie et la méthode à noyau itérés qui permettent d'approcher la solution lorsqu'elle

existe.

Nous envisageons comme perspective :

� D'appliquer d'autres méthodes numériques à la résolution des équations intégrales, comme

la méthode de décomposition d'Adomian, méthode de collocation,...etc.

� D'étudier des équations intégro-di�érentielles et chercher leurs solutions.
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