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Résumé

Dans ce travail, nous traitons différents types d’équations intégrales telles que les équa-
tions intégrales linéaires et non linéaires, les équations intégrales de Volterra et les équations
intégrales de Fredholm. Notre recherche se concentre sur les espaces de Banach. En appli-
quant certains théorémes du point fixe, nous pouvons prouver certains résultats d’existence
et d’unicité de la solution d’équations intégrales. Nous étudions également quelques méthodes
numeériques pour approximer la solution.

Mots clés : Equations intégrales, équation de Volttera, équation de Fredholm, la théorie du

point fixe.




Abstract

In this work we deal with different types of integral equations such as linear and nonlinear
integral equations, Volterra integral equations and Fredholm integral equations. Our research
is focused in Banach spaces. Applying some fixed point theorems we can prove some results
of existence and uniqueness of solution of integral equations. We also study some numerical
methods to approximate the solution.

Key words : Integral equation, Volterra equation, Fredholm equation, the theory of fixed

point.
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INTRODUCTION

[’émergence de la théorie des équations intégrales|20], était la nécessité pour les matheé-
maticienes d’aborder certains problémes de vibration en mécanique et quelques problémes
en physique. Volterra Vito |15] 1860-1920 fut le premier mathématicien qui & écrit dans ce
domaine a la fin du 19 siécle. Il développa les concepts de base de cette théorie, mais il
n’avait aucun moyen de la résoudre, cela a ouvert la voie & Fredholm [21] 1866 - 1920 pour
donner une solution a ces équations et a ouvert large voie de recherche dans ce domaine, ot
de nouveau types d’équations intégrales linéaires et non linéaires sont apparus plus tard.
[’étude des équations intégrales nous conduit vers les théorémes du point fixe |5, 6, 7] qui
sont la branche cardinale de ’analyse non linéaire. En réalité, les théorémes de point fixe
ont un grand effet sur 'avancement de ’analyse non linéaire, ils sont utilisés pour démontrer
I’existence de solution des différnts genres d’équations, en particulier les équations intégrales.
Le mémoire se compose de cinq chapitres. Dans le premier chapitre, on introduit les nota-
tions, définitions, lemmes et les théorémes qu’on va utiliser a travers ce mémoire. Le deuxiéme
chapitre, est composée de deux parties. Nous définissons dans la premiére partie la notion
d’équation intégrales et dans la seconde partie, nous présentons la classification des équations
intégrales, cette partie a pour objectif de familiariser le lecteur avec le concept d’équation

intégrale. Le troisiéme chapitre, comprend les méthodes de résolution directes des équations
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Introduction

intégrales avec des exemples, ces méthodes sont élémentaires et connus(voir [8, 11]). Dans
le quatriéme chapitre, nous rappelons quelques théorémes importants tels que le théoréme
de Banach, Schauder et Brouwer et exposons leurs application aux équations intégarles. Le
cinquiéme chapitre, est consacré essentiellement & présenter divers méthodes de résolution
numériques pour les équations intégrales. Ces méthodes d’approximations telles que la mé-
thode d’approximation successive[8], la méthode de la solution en série[8], la méthode de
la résolvante et noyaux itéérés|11], la méthode de Boubnov-Galerkin|[11] et celle de somme
finis[13] sont illustrées par des exemples instructifs, sur lesquels nous avons travaillé pour
trouver les solutions.

A la fin, notre mémoire s’achéve par une conclusion générale.

13



CHAPITRE

NOTIONS PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, on introduit quelques définitions, notations, corollaires et quelques

théorémes qui seront utilisés le long de ce mémoire.

1.1 Rappels de Topologie

1.1.1 Espaces topologiques et espaces métriques

Pour plus détails sur la terminologie utilisée, on reporte le lecture au livre [1].

Définition 1.1. Une topologie sur un ensemble X est la donnée d’un ensemble T de parties

de X,

i.e T C P(X) vérifiant les propriétés suivantes, appelées axiomes des ouverts :

(01) @,X € T,

14




Notions Préliminaires

(Og) SiU-VeTalorsUNV T,
(O3) Si (Uy)ier est une famille de parties de X appartenant o T, alors Uy U; € T

L’ensemble X, muni de la topologie T, est appelé espace topologique. Les ouverts sont les

éléments de la topologie T .

Définition 1.2. Soit X un espace topologique x € X. On appelle voisinage de x toute partie

V' qui contient un ouvert contenant le point x.

Définition 1.3. On dit qu’un espace topologique (X,T ) est séparé si pour tout couple de
points x,y € X distincts, x # vy, il existe V € v(x) et W € v(y) tels que VW = 0. on dit

aussi que la topologie T sépare les points de X .

Définition 1.4. Soit X un espace topologique v € X et A C X
On dit que x est adhérent a A lorsque tout voisinage de x rencontre A.

L’ensemble des points adhérents a A s’appelle l’adhérence de A et se note A.

Définition 1.5. Une distance (ou métrique) sur un ensemble X est une application.

d:X xX —R,,
(@, y) — d(z,y).
Possédant, pour tous x,y,z € X, les propriétés suivantes :
(dh) d(z,y) =0z =y,
(d2) d(x,y) = d(y, ),
(d3) d(z,z) < d(z,y) + d(y, ), (inégalité triangulaire)

Muni de la distance d, X est appelé espace métrique, on note parfois un tel espace (X, d).

Le nombre réel positif d(x,y) est appelé la distance entre x et y dans X.

Définition 1.6. Soit xp € R et f : R — R une application. Alors f est continue en x

si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout x € R vérifiant |v — x| < 0, on ait

[f (@) = f(zo)| <e

15



Notions Préliminaires

1.1.2 Espaces compactes

Définition 1.7. Soit X un espace topologique séparé, on dit que X est compact si de tout
recouvrement ouvert de X on peut extraire un sous-recouvrement fini.
Autrement dit pour toute famille d’ouverts (U;);er de X telle que X = U U;, il existe un

sous-ensemble fini J de I tel que X = U;c;U; .

Remarque 1.1. Dans un espace de dimension finie, A est une partie compact ssi elle est

fermée bornée.

Définition 1.8. Soient X un espace topologique et A une partie de X, on dit que A est

relativement compacte si A est compact.

1.1.3 Espaces normés

Définition 1.9. Une norme sur un K-espace vectoriel E est une application :

I B — Ry,
z = ||z,
possédant les propriétés suivantes :
1. Pour tout x € E non nul, on a ||z|| # 0.(Séparation)
2. Pour tout x € E et tout A € K, on a | z|| = |\|||x]|. (Homogeniété)
3. Pour tout x,y € E - On a||lz +y|| < ||z|| + ||yll. (Inégalité de convexité)

Uespace E muni de la norme ||-||, est dit espace normé ou espace vectoriel normé, (ou K-
espace vectoriel normé, si on veut préciser le corps K). On note souvent un tel espace (E., ||-||)-

Remarquons qu’on peut déduire de la deuxiéme propriété que l'on a ||0]] = 0.
Définition 1.10. Soit E un K-espace vectoriel et A un sous-ensemble de F,
1. Soient x,y € E on appelle segment de E d’extrémités x et y l’ensemble :
[,y = {1 =)z +ty; 0 < < 1},
2. On dit que A est convexe si pour tout x,y € A, le segment de E d’extrémités x et y

est contenu dans A.

Autrement dit,A est convexe si pour tout t € [0,1], On a tA+ (1 —t)A C A.

16



Notions Préliminaires

CONvexe non Convexe

FIGURE 1.1 — Ensemble convexe et ensemble non convexe

1.1.4 Espaces de Banach et opérateur contractant

Définition 1.11. On appelle espace de Banach tout espace normé (E,||||) complet pour la

distance associée a la norme.

Définition 1.12. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, un opérateur T est une

application de E dans F'.
Proposition 1.1. Les K-espaces vectoriels de dimension finie sont des espaces de Banach.

Définition 1.13. Soit A un opérateur sur un espace Banach (E,||.||z) on dit que A est un
opérateur contractant s’il existe une constante positive 0 < k < 1 telle que :

1w = Al < K |07 = Uall

Pour tout Uy, Uy € E.

Définition 1.14. Soient E et F' deuz espaces de Banach, on appelle un opérateur borné de

E dans F toute application linéaire continue de E dans F.

1.1.5 Théoréme d’Ascoli-Arzéla

Théoréme 1.1. [1] Soient X un ensemble et (Y, d) un espace métrique complet.

Alors les espaces métriques : (Y, Ta,) et (B(z,y), Teu) sont complets.

Corollaire 1.1. Soient X un espace topologique, et (Y,d) un espace métrique complet.
Alors Uespace métrique (C(X,Y), Tew) est complet.
Si de plus X est compact alors I’espace métrique (C(X,Y), Ds) est complet.

17



Notions Préliminaires

Remarque 1.2. D (f,9) :SIGI)I? d(f(x),9(z)).

Théoréme 1.2 (d’Ascoli-Arzela). Soient (K, d) un espace métrique compact et A Une partie
de Uespace vectoriel normé (C(K,C),||.|)s) des fonctions continues sur K.Les 2 propriétés

sont équivalantes :
1. La partie A équicontinue et bornée.

2. La partie A est relativement compacte.

Démonstration. |2]
Supposons que A soit équicontinue et bornée

Soit (fn)nen une suite d’éléments de A et soit € > 0. comme l'ensemble {f,,n € N}
est équicontinue sur K compact, il est méme équicontinue d’aprés la forme équicontinue du

théoréme de Heine[18], ainsi il existe § > 0 tel que pour tous z,y € K :

[fu(2) = fu(y)] < e

d(z,y) <0 =
Vn € N.
on a :

K = [ B(z,9).

zeX
Comme A est compact, d’apres la propriété de Borel-Lebesgue x,--- ,xxy € K tels que :

N

K =|JB(z:.9),
i=1

puisque X est bornée il existe M > 0 tel que pour tout n € N, ||f,||c et donc pour tout
i€[l,N]Ona:

{fn(z;),n e N} C B0, M),

et cet ensemble est alors relativement compact, par le procédé d’extraction diagonale, il existe
donc une extractrice (ny)ren telle que pour tout @ € [1, N] la suite f,,, (x;)ren converge; elle

est donc de Cauchy. par conséquent il existe n; € N tel que pour tous k, &k’ € N on ait :

k, K Zn = |fnk(x1) - fnk’ (xl) ’ SE

18
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On pose nuyayx {n;,i € [1, N|} tel que xB(z;,,d) pour tous k, k' € N On a :
’fnk(x) - fnk/ (x)} < |fnk(m) - fnk (xlo)| +
Frur (@) = fog ()]

< 3e.

fnk (xlo) - fn;c ('17%0)

+

Comme n,,,, est indépendant de x on peut passer a la borne supérieur sur x :

< 3e.

o0

ank - fnk/

La suite (fy,),cy est donc de Cauchy dans (C(K,C), || - ||o) qui est complet donc converge
vers un élément de C(K,C) .
En conclusion A est relativement compacte .
Supposons que A soit relativement compacte
Puisque A est compacte donc bornée et par suite A aussi.
Montrons que A est équicontinue. Soit € > 0 on a :

Ac |JB(f.e)

feA

par Borel-Lebesuge il existe fi, ......... fn € A telles que :

N

Ac|JB(fi9)

i=1
pour tout i € [1, N] les f; sont uniformément continues d’aprés le théoréme de Heine, par

suite il existe ¢; > 0 tel que pour tout x,y € K :
d(z,y) <0 = |fi(z) — fily)| < e

posons alors 6 = min §;
i€[1,N]

solent z,y € K tels que d(x,y) < 0 et f € A il existe iy € [1, N] tel que f € B(fi,¢)

alors :
|f(z) = W <[ f(x) = foolz) | + | fio(x) = fio(y) |
+ [ fioly) — f(y) |
< 3e.
Donc A est équicontinue. 0
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L’utilité du théoréme d’Ascoli-Arzéla est illustrée par ’étude de I'exemple suivant :

Exemple 1.1. Soient k : [a,b] X [a,b] — R une application continue et B une partie bornée

de E = (C[a,b],R),dw) pour tout f € E et pour tout s € [a,b], on pose :

b
Mﬁ@>=/“Mawﬂwﬁ.

On traite cet exemple en deux étapes, d’abord on montre que la partie H = {k(f); f € B}

est uniformément équicontinue, ensuite que H est une partie relativement compacte de E.

1. Soit M > 0 tel que |f(t)| < M pour tout f € B pour tout t € [a, ]
pour tous S, S’ € [a,b] et pour tout f € B, On a :

kﬁXﬁ—kGM5%=/(M&ﬂ—kﬁiﬁﬂﬂﬁ-

D’ou
k(f)(s) = k(f)(s))] < / |k(s,t) — k(s D)1 f(t) | dt,

b
< M/ |k(s,t) — k(s',t) | dt.
Comme K est continue sur le compact [a,b] X [a, b] alors K est uniformément continue.

Donc, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout S, S’ t,t' € [a,b] vérifiant :

s —s|<n et |t—1t|<n,

5
M(b—a)
par conséquent pour tous S, S’ € |a,b] vérifiant |S — S'| <n

Ona:|K(f)(s)—k(f)(s)|<e, pour tout f € B

on ait |k(s,t) — k(s t')| <

Donc H est uniformément équicontinue.

2. Comme K est continue et [a,b] X [a,b] est compact il existe X\ > 0 tel que pour tout
(s,t) € [a,b] X [a,b] on ait |K(s,t)| <\,

Soit s € |a,b], alors pour tout f € B, on a :

| k(f)(s) [< MA(b = a), donc {k(f)(s); f € B}.

est une partie relativement compacte dans R. D’aprés le théoréme d’Ascoli, H est une

partie relativement compacte de FE.
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Définition 1.15. (Espace L*([a,b])) On dit qu’une fonction f est carrée intégrable sur [a,b]
st ['intégrale
b
/ A (x)dr < oo

On désigne par L*([a,b])’ensemble de toutes les fonctions carrée intégrable sur [a,b].

Définition 1.16. (Espace C([a,b])) Les élements de cet espace sont touts les fonctions

définies est possédant sur cet intervalle [a,b] des dérivées continues jusqu’a l'ordre 1, la
1

norme d’un élement f € C([a,b]) est définit par la formule || f|| = Z sup |f1(z)].

i—0 Z€lab]
1.2 Rappels sur l'intégration

1.2.1 L’intégrale de Riemann

L’intégrale de Riemann est un moyen assez simple de déterminer l'intégrale sur un
intervalle donné d’une fonction. En termes géométriques, cette intégrale est principalement

représentée par I’espace du domaine au niveau du graphe de la fonction [3].

1.2.1.1 Subdivisions

Définition 1.17. soit [a,b] un intervalle compact de R. On appelle subdivision de |a, b] toute
partie de points de |a,b] contenant a et b.

Une telle subdivision peut donc s’écrire de fagon unique,
d={xg,x1,...,2,}, oba=20<37<...<Tp =0

et détermine n intervalles compact : [X; _1,X1],i = 1,...,n appelées intervalles partiels de
la subdivision.
Si d est une subdivision de [a,b] et C' C |a,b] une partie finie, la réunion d U E est encore

une subdivision de |a, b].

Définition 1.18. Soit d et d' deuz subdivisions de [a,b], on dit que d’ est plus fine que d si
dcd.

Proposition 1.2. La subdivision d U d' est plus fine que d et d’', si E est une partie finie
[a,b] la subdivision d U E est plus fine que d.
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Définition 1.19. Soit d = {x¢- - x,} une subdivision de |a,b|, le réel strictement positif

6(d) = 1%3%}% (25, 75-1)

est appelé pas de la subdivision d.

Proposition 1.3.

dcd = 6d)<s(d).

1.2.1.2 Sommes de Darboux et ses Propriétés

Dans toute la suite on considérera que des fonctions bornées f : [a,b] — R telles que :

£l = sup |f(x)] < +o0,
a<z<b

soit f : [a,b] — R une fonction bornée sur [a,b] et d = {x¢- - x,}
Une suite subdivisions de [a, b],
posons :

m; =m;(f) =m(f,d)= inf f(x),

Ti—1STLT;

M; = M;(f) = My(f,d) = sup f(x)

Ti—1STLT;

les nombres m;, M; sont toujours finis puisque || f|| < oo.
Définition 1.20. Considérons
§ = S(f7 d) = Z?;l m; (r; — xz’-l) )
S = S(f, d) = Z?:l Mz (ZEZ — ZL‘i_l) .
Ces deux sommes sont dites sommes de Darbouz respectivement inférieure et supérieure de
f relativement a la subdivision d.
Propriétés
L Vd: s(f,d) < S(f,d),

2. Sid C d'alors ,
T S<f7d> >S(f,d/),
T S(f7d) <S(f,d/),
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3. Soit d une subdivision de [a,b] et E C [a,b], on note Card E= nombre d’éléments de

E, est une partie finie Alors :

S(f,d) < S(f,dUE)+2]f]|6(d) cond E,
s(f,dUPE) <s(f,d)+2|f||é(d) cond E.

4. Deux subdivisions quelconques d; et ds de [a, b] vérifient
S(fvdl) < S(fadQ)

1.2.1.3 Fonctions intégrables au sens de Riemann

Définition 1.21. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. On dit que f est intégrable (au

/:fdx:/a*bfdx.

La valeur commune de 'intégrale inférieure et de l'intégrale supérieure est alors appelée

sens de Riemann ) sur [a,b] si :

intégrale de Riemann de f sur [a, b] et notée fab fdx.

Théoréme 1.3 (Darboux). Si la fonction f : [a,b] — R est bornée, alors

«b
/a fdv = lim S(f,d), /fdx:(;(l;)IgOS(f,d)-

5(d)—
1.2.1.4 Sommes de Riemann
Soit f : [a,b] — R une fonction bornée et d = {zy, -+ ,x,} une subdivision de [a, b].

Définition 1.22.
o(f,d)=o(f,d§) = Zf Ti = Ti-1)
ou
& € lrimy, ), i=1,....,n,

est dite sommes de Riemann de f correspondant a d et au systéme des points £ = (&1....&,).

Théoréme 1.4. f:[a,b] — R est est intégrale, alors :

lim o(f-d,§) = /fdx

6(d)—0
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1.2.1.5 Propriétés de l'intégrale de Riemann
1. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable. Alors f est intégrable sur chaque inter-
valle [, 5] C [a, b].
2. Soit C' €]a,b] si f est intégrable séparément sur [a,c] et [c,b] alors f est intégrable
sur [a,b].

3. Si f est intégrable sur |a,b| et ¢ €]a, b alors :

/abfdx:/acfder/cbfdx.

4. Soit a = ¢y < ¢ < g < -+ < ¢ = b une subdivision de [a,b] si f est intégrable sur

[cic1,¢1],n =1,...k, alors est intégrab le sur [a,b] et 'on a :

b c1 c2 Ck
/fdx:/ fdx+/ fd:v+---+/ fdx .
a a cl Ck—1

5. Quels que soient les points a, b, ¢, on a

b c a
/ fdx + / fdx + / fdx = 0 (relation de chasles).
a b c

1.2.2 L’intégrale de Lebesgue

L’intégrale de Lebesgue est vraiment un outil majeur de I’analyse moderne. Elle a
permis de nombreux progrés. Un des problémes de I’enseignement actuel est d’essayer de
I’enseigner le plus tot possible, afin de mettre ce formidable outil a la disposition de tous les

scientifiques, notamment des physiciens [4].

1.2.2.1 Fonctions mesurables

La mesurabilité des fonctions réelles est une propriété faible, au sens ou elle constitue

une exigence minimale, toujours vérifiée en mathématiques appliquées.

Définition 1.23. (Espace mesurable) Une classe T des parties d’un ensemble E est

appelée tribu ou o-algebre si elle vérifie les trois axiomes suivantes,
(i) E€T,

(17) pour tout ACE, AeT < AT,
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(i13) Si (Ay) est une famille dénombrable d’éléments de T ,alors |J, A, € T.

On dit alors que (E,T )est un espace mesurable et les éléments de T sont appelés les ensembles

mesurables.

Définition 1.24. Soient (E1,7T1) et (FE2,Ts) des espaces mesurables. Une fonction f: Ey —
FE5 est mesurable si :

VAeT,, fYA)eT

Définition 1.25. La fonction indicatrice du sous-ensemble mesurable A de l’espace E, notée

14, est définie par :

Li(x) 1 sizec A
A\T) =
0 sinon.

C’est la plus simple des fonctions mesurables.
1.2.2.2 Intégrale de Lebesgue des fonctions positives et quelconques

Toutes ces fonctions étant définies sur un espace mesuré (E, T, 1), et prenant des valeurs

réelles.

Définition 1.26. L’intégrale de la fonction indicatrice 14, A € T, est définie par :

/hM:MM~

Définition 1.27. Une fonction mesurable est dite étagée si elle ne prend qu’un nombre finie

de valeurs.

Définition 1.28. Soit f une fonction étagée positive (i.e.y; € RT)

On appelle intégrale de Lebesque le nombre :

/f@w=§:%uwm

avec les précisions suivantes :
— Siy; =0 et si la mesure de A; est infinie, alors y;pu(A;) = 0.
— [ fdu=0.
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Théoréme 1.5. (Approzimation d’une fonction mesurable positive) Toute fonction mesu-
rable positive f de (E,T,u) dans R est égale a la limite simple d’une suite croissante de

fonctions étagées positives et mesurables.

Définition 1.29. L’intégrale d’une fonction mesurable positive f est égale a :

sup {/gbd,u | ¢ fonction étagée positive < f} = /fdu.
¢ note

Définition 1.30. On définit les fonctions mesurables :

f+zsup(f,0) et f_:—inf(f,O),

d’ou les expressions de f et de |f]| :
f=fr=f et Ifl=f+/".

Définition 1.31. ( p -intégrabilité d’une fonction) Une fonction mesurable f de (E,T, )

dans R, est p -intégrable si [ |f|dp est finie; on alors :

/fdu:/f+du—/f_du.
E E E

Théoréme 1.6. Si f est p -intégrable alors f est finie presque partout ’ensemble : {z/|f(x) |=
+oo} est négligeable.

1.2.2.3 Propriétés de l'intégrale de Lebesgue

Définition 1.32. Une fonction a valeurs réelles f est sommable si et seulement si les deuz

fonction ft et f~ sont sommables, et on pose alors :

[ tin= [ ran- [ 1an

1. L’intégrale de Lebesgue est fonctionnelle linéaire.

2. Si K est sous-espace de mesure nulle, alors 'intégrale d’une fonction f sur k est

nulle.

3. Si f est nulle presque par tout sur A, alors lintégrale de f sur A est nulle.
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4. Soit f et g deux fonctions sommables, telles que f > g presque partout sur A , alors :

/fdu>/gdu-
A A

5. Si f est sommable sur A, alors, on a :

/ fdu] < [ 1#1du

1.2.3 Comparaison des intégrales de Riemann et de Lebesgue

(1) Si l'intégrale de Riemann fab f(z)dz existe, alors I'intégrale de Lebesgue [ f - I}, ydm
existe et égale a la précédente; c’est le cas des fonctions f continues sur un fermé

borné.

(2) Seules les intégrales généralisées absolument convergentes au sens de Riemann, coin-

cident avec les intégrales de Lebesgue.

(3) L’intégrale de Riemann est définie a partir de la notion de fonction en escalier (constant
sur des intervalles ouverts), alors que l'intégrale de Lebesgue est construite partir de la
notion de fonction mesurable étagées (qui ne prennent qu’un nombre fini de valeurs),et

cette derniére notion est plus forte.

(4) Riemann-intégrable implique Lebesgue-intégrable mais la réciproque est fausse (indi-

catrice de Q sur [0, 1] par exemple).

1.2.4 Intégration numérique

b
Les méthodes numériques servant a 'approximation de l'intégrale définie / f(x)dx
a

sont de la forme générale suivante :

/ f(z)de ~ Z Wi f(zr),

ou les coefficients W sont appelés coefficients de pondération, les x; sont les abscisses ou
les noeuds situés dans 'intervalle [a,b] de l'intégration et en lesquels 'intégrale f doit étre

évaluée [9)].
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1.2.4.1 La méthode du trapéze

La méthode du trapéze (dite aussi la régle de trapéze) est la méthode d’intégration
numérique pratique la plus simple. Elle est basée sur le principe de calcul de l'aire d'un
trapeéze. Le principe de cette méthode, il consiste & remplacer la courbe y = f(z) par une

ligne droite ( approximation linéaire) comme le démontre la figure suivante :

f(x)

FIGURE 1.2 — Regle de trapéze

Nous approximons 'aire A sous la courbe y = f(x) entre les ordonnées en xy et x; par

h
A~ §(f0 + fi)ou fo = f(xo), fi = f(x1) et h équivalent a la distance entre xy et x;.

En ce qui concerne l'intégrale / f(z)dz, la méthode du trapéze peut étre appliquée en
subdivisant l'intervalle [a,b] en n sous-intervalle [zy_1,zx],k = 1,...,n de longueur égale
équivalant ou pas h =z, — x,_1 avec a = x( et b = x,,. puis on applique la régle de trapéze

sur chaque sous-intervalle alors :

/f f0+f1) (f1+f2) (f2+f3)+ i (fn1+fn)

f0+2(f1+f2+ A fom1) + fals

t\slb t\DI

[<f0+fn +2Zfz
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1.2.4.2 La régle de Simpson

Pour obtenir la régle de Simpson, on subdivise l'intervalle [a, b] en deux sous-intervalle
équivalents en utilisant les points g, x1, 22, O 9 — 1 = 1 — 9 = h et en remplacant la
courbe de la fonction générale y = f(x) sur I'intervalle [z, x2] par le polynome d’interpolation
quadratique de Lagrange

_ (z —21)(x — 22) ; (x — @0)(x — x2) L+ (x — @0)(x — x1)
(3U2 - IEO)(@ - 3U1)

(2o — 1) (0 — 72) (z1 — mo) (71 — 72)
= 5 3 me—m)| fo- - w) @ - ) A+ L - ) - (),

T2 T2
I'intégrale définie générale f(x)dx est alors approximation par l'intégrale / ydx sans
y) xo
perte de généralité, on peut prendre zy = 0 et obtenir la formule :

) 2h h

[ wdo= [ e =5l + a5+ £
o 0

puisque la formule utilise les valeurs en trois points, une régle de Simpson généralisée n’est

possible que lorsque le nombre n de sous-intervalle est paire :

[$07 l’g], [x27 l’4], [1'4, xG]a ceey [:L‘n—27 xn]a

on applique la formule a chacun des sous-intervalle et on additionnes les résultats pour

obtenir la formule de la régle généralisé de Simpson

b
/ f(x)dr = g [[fo+4fi+ fo] +fo+4fs+ fa] + o+ [fuo +4fn1 + ful]

fot+td(fit ot ot foc) F20fa+ fut o+ fao2) + [
n/2 (n—2)/2

(fo+ fn) + 4Zf2k—1 +2 Z for
k=1 k=1

Wl wls

On va traité un exemple illustratif de deux méthodes trapéze et Simpson est donnée par

la suite.

Exemple 1.2.
2
d 2—1 1
On fait approzimation de / 2 wvee n =10 ,h=——=0,1, f(x)=—
T 10 x

Nous évaluons la fonction au point x; = 1+ (1 —1)0.1 avec i = 1,...,10 et obtenons les paires
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de valeurs suivantes :
T 1.0 1.1 1.2 1.3 14 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0

f(z) | 1.0 | 0.9091 | 0.8333 | 0.7692 | 0.7143 | 0.6667 | 0.625 | 0.5882 | 0.5556 | 0.5263 | 0.5

1
table 1 : Résultats des valeurs de f(x) = —.
x

Résolution par la méthode de trapéze :

On obtient

2
d 0.1
N 7[1.0 +2(0.9091 4 0.8333 4 0.7692 + 0.7143 + 0.6667 + 0.625 + 0.5882 + 0.5556 + 0.52
1T

—_

e}

~

[1.0 4 2(6.1877) + 0.5,

|

~ Q.

(=)

9377.

Résolution par la méthode de Simpson :
Considérons la méme intégrale résolu plus haut pour la régle de Trapeze.
Nous pouvons certainement appliquer la régle de Simpson, car le nombre de sous-intervalle

est encore (n = 10) si on utilise les valeurs de f(x)données a la table 1, on obtient

2d 0.1
@ —[1.0 + 4(0.9091 + 0.7692 + 0.6667 + 0.5882 + 0.5263)

1 X

+2(0.8333 4+ 0.7143 + 0.625 + 0.5556) + 0.5],

0.1
~ —Z[1.0 4 4(3.4595) + 2(2.7282) + 0.5,

3
~ (.693147.

[intégrale | méthode de Simpson | méthode de trapéze | méthode exacte
2
dx

1. X

0.693147 0.69377 0.69314718

table 2 : Comparaison entre les deur méthodes

Remarque 1.3. D’aprés l'exemple précédent on voit que la régle de simpson est plus exacte

que la regle du trapeéze.
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1.2.5 Polyndme de Legendre et de Lagrange

Définition 1.33. (Polynéme de Legendre) On appelle polynome de Legendre[16] et on note

pn(x) les polynomes définies par la formule :

pala) = oo [(a — 1))

comme po(x) =1, p1(x) = x, on obtient par la formule de récurrence

(14 Dpasi(2) = 2(20 + Dpa(2) = np,_s(2)

un polynome de Legendre de tout degré n(n = 2,3,

15 - et

P,()

FIGURE 1.3 — Polynome de Legendre

Définition 1.34. (polynoéme de Lagrange ) Les polynéme de Lagrange[17], du nom de Jo-
seph Louis Lagrange, permettant d’interpoler une série de points par un polyndéme qui passe
exactement par ce points appelée aussi noeuds.

En général, l'interpolation polyndémial de Lagrange est de la forme :

() = Lo(x) fo + Li(x) f1 + La(x) fo + ... + Lp(x) fr = ZLz(l')fz
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dans laquelle les termes Li(x),i = 0,1,...,n sont des polynome unitaire de degré n en x de

la forme :

() — (x —zo)(x —21).ec( — 1) (T — Tig1) e (T — 2p)
LZ( ) (I‘Z — ZE())(I‘Z — I1)<l'z — xi—l)(xi — ZL‘H_l)(ZL'Z — l’n)7

et sont appelée les coefficients d’interpolation de Lagrange.

Définition 1.35. ( polynéme de quadratique )

On appelle formule de quadrature une expression linéaire dont [’évaluation fournit une valeur
approchée de l'intégrale sur un morceau typique. Formule de quadrature de type interpolation
Soient (xg,yr) = f(zg), k= 0,....n,n+ 1 point d’interpolation tel que : a < xy < 1 <

<z, < b

1= [~ [ = [ S wa,

k=0
posons

b n n b n
I, = / Zykfk(a:)da: = Z/ Yl (x)dr = Z Wi f(xg),
a k=0 V% k=0

et
b
Wk:/ lp(z)dx.

On approche l'intégrale par :

b n
1) = [ fa)ds = 1(5) = 3" Was ()

avec : xp, k =0, ....,n noeuds au points d’intégrale,

Wi,k =0,.....,n point de la formule de quadrature.
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CHAPITRE

LES EQUATIONS INTEGRALES

Dans ce chapitre aprés avoir introduit la définition d’une equation intégrale,nous allons
citer les différentes classes des équations intégrales.

2.1 Définition d’une équation intégrale

Une équation intégrale est une équation dans laquelle I'inconnue (qui est une fonction
d’ iabl ori dui intégrale,c’est a di ( ion f i 1
une variable numérique) se produit sous une intégrale,c’est a dire une équation fonctionnelle

impliquant la fonction inconnue sous une ou plusieurs intégrales.

2.2 Classification des équations intégrales

La théorie des équations intégrales porte sur deux types principaux, les équations

intégrales linéaires et les équations intégrales non linéaires|8, 12].
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2.2.1 Equations intégrales linéaires
2.2.1.1 Equations intégrales linéaires de Fredholm

On définie une équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce une équation

de la forme : .
U(z) = f(z) + )\/ k(x,t)U(t)dt,

et de premiére espéce de la forme :

f(x) = / Ka, U (),

ou U(t) est une fonction inconnue, k(z,t) et f(z) sont des fonctions connues sur a < z,t <b
et \ paramétre réel.

Si f(z) = 0 l'équation s’écrit :
b
Ux) = )\/ k(z, t)U(t)dt,

elle est dite équation intégrale de Fredholm linéaire de seconde espéce homogéne. Dans le
cas contraire elle est dite équation intégrale de Fredholm linéaire de seconde espéce non
homogeéne. Voici deux exemples qui illustrent respectivement une équation intégrale linéaire

de premiére espéce et équation intégrale linéaire de deuxiéme espéce :

Exemple 2.1.

. . 1
sine — weosr / sin(z)U(t)dt, =#0 a<at<b
0

xr2

1
U(m):x+§/ (x —t)Ut)dt, a<z,t<b
-1

2.2.1.2 Equations intégrales linéaires de Volterra

On appelle une équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce une équation

de la forme :
flz)=U(z) — )\/0 k(x,t)U(t)dt,

et linéaire de premiére espéce représenter sous la forme :

f(x) = /Ow k(x,t)U(t)dt, a=0,b=x
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ou U(z) est une fonction inconnue, k(x,t) et f(z) sont des fonctions connues et continue
pour 0 <z <a, 0 <t <xet\parameétre réel.

Si f(x) = 0 I’équation s’écrit :
U(z) = )\/ k(x,t)U(t)dt,
0

elle est dite équation intégrale linéaire homogéne de Volterra de second espéce.
Elle dite non homogéne dans le cas contraire.
Voici deux exemples qui illustrent respectivement une équation linéaire de Volterra de

premiére espéce et une équation linéaire de deuxiéme espéce.

Exemple 2.2.
re ® :/ e rUt)dt, =z €[0,al.
0

U(a:)zl—/ozU(t)dt, z € [0,a.

2.2.1.3 Equations intégrales linéaires de Volterra-Fredholm

Les équations intégrales linéaires de Volterra-Fredholm apparaissent dans la littérature

sous deux formes, a savoir

T b
Uz) = f(z) + )\1/ ki(x, t)U(t)dt + )\2/ ko(x, t)U(t)dt,
et
t
Ul t) = f(.0) 42 [ [ Flastonru(ur)dn
0o Ja
ou f(z,t) et F(x,t,p,7,U(u,7)) sont des fonctions sur D = Q x [0, 7], et © est un sous en-
semble fermé de R, n = 1,2, 3. Nous pouvons citer a titre d’exemple les equations suivantes.
Exemple 2.3.
T 1
U(r) =6z + 32> +2 — / zU (t)dt — / tU (t)dt,
0 0

ol encore,

1 1 11
U(x,t)zx+t3+§t2—§t—/ /(T—u)d,u dr,
0 Jo
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2.2.1.4 Equations intégrales Singuliéres

les équations intégrales de Volterra du premier type :
g(x)
flx) = )\/ k(z, t)U(t)dt,
h(x)
ou du second type :

U(x) = f(x) +/h k(z, t)U(t)dt,

sont dite singuliére si I'une des bornes de l'intégration g(x), h(x) ot bien les deux sont infini.
Elle est dite singuliére aussi dans le cas ou le noyau k(z,t) est non borné en un ou plusieurs
points de l'intervalle d’intégration.
|
f(x) :/o mU(t)dt , 0<ax<l1

ou du second type :

U(a:):f(x)+/0$( ! Ut)dt , 0<a<l1

x —t)
Exemple 2.4. Cet exemple représente une équation intégrale singuliere d’Abel ou l'on a

1.
Q=3

) = /0 L Uiya

2.2.1.5 Equations intégro-différentielles de Fredholm

L’équation intégro-diff de Fredholm s’écrit sous la forme :

b
U™ (x) :f(x)—i—)\/ k(x, t)U(t)dt,

ott U™ indique la niéme dérivée de U(x). Nous pouvons citer a titre d’exemple les équations

suivantes.

Exemple 2.5.
1 1
Ullx)=1- 37 +/ zU (t)dt,
0

et ausst

w/2
U'x)+U'(z) =z —sinz — /0 (xt)U(t)dt,
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2.2.1.6 Equations intégro-différentielles de Volterra
L’équation intégro-différentielles de Volterra apparait sous la forme :
U™ (x) = f(z) + /IK(x,t)U(t)dt,
0
ot U™ indique la niéme dérivée de U(x).
Exemple 2.6. Voici deur exemples des équations intégro-différentielles de Volterra :

1 €T
Ullx) =1+ 5[62 —ze’ — / tU(t)dt,
0
U'(x)+U'(x) =1—z(sinz + cosx) — / tU(t)dt,
0

2.2.1.7 Equations intégro-différentielles de Volterra- Fredholm

les équations intégro-différentielles de Volterra- Fredholm apparaissent sous deux formes

T b
U™ (z) :f(a:)—l—)\l/ kl(x,t)U(t)dt—i-)\Q/ ko (, )U (t)dt,
et
t
U art) = fle) 42 [ [ ot & n)dedr, (.0 € x 0.7
a JO
Ou f(x,t) et F(x,t,&,7,U(§, 7)) sont des fonctions analytiques sur D = Q x [0, 7] et £ est

un sous ensemble fermé de R™" n = 1,2, 3.

Exemple 2.7. Citons un exemple d’une équation intégro-différentielles de Volterra- Fred-

holm :
T 1
U'(z) = 24a + 2* +3 — / (x —t)U(t)dt — / tU (t)dt,
0 0
et ausst

1
U/(x,t):1+t3+%t—/t/ (1 — €)dedr.
0 0

2.2.2 Equations integrales non linéaires
2.2.2.1 Equations intégrales non linéaires de Fredohlm

on appelle une équation intégrale non linéaire de Fredohlm de seconde espéce une équation

de la forme

b
U(z) = f(z) +>\/ k(z,t,Ut)dt, U e C([a,b])
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ou U(x) est une fonction inconnue, k(x,t,U(t)) et f(x) sont des fonctions connues et A

parameétre réel.

Exemple 2.8. A titre d’ezemple Iéquation suivante est une équation intégrale non linéaire
de Fredholm :
1
Ul)=z+ )\/ otU?(t)dt, = € [a,b).
0

2.2.2.2 Equations intégrales non linéaire de Volterra

On appelle une équation intégrale non linéaire de Volterra de seconde espéce une équation

de la forme :
Uz) = f(z) + )\/ k(z,t,U(t))dt,
0

ou U(z) est une fonction inconnue,k(x,t,u(t)) et f(z) sont des fonctions connues et \ para-

métre réel.

Exemple 2.9. L’équation suivante est un exemple d’une équation intégrale non linéaire de
Volterra :
16 4

U(z) = 4 — §$3 - §x4 + / (x —t+ 1)U?(t)dt, z€[0,T)
0

Remarque 2.1. Le cadre fonctionnel ot sont traités les équations citées dans ce chapitre

n’est pas préciser dans cette premiere partie, il sera présenter dans le troisiéme chapitre.
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CHAPITRE

LES METHODES DE RESOLUTION
DIRECTES DES EQUATIONS
INTEGRALES

Parfois il y a intérét a réduire la résolution d’une équation différentielle a la résolution

d’une équation intgrale. [10]

3.1 Théoréme d’existence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz

Ici on suppose en plus que f est Localement lipschitzienne en y. Ceci signifie que pour
tout point (tg,y0) € U il existe un cylindre C' = [to — T,to + T] X B(yo,70) C U et une

constante k = k(to, yo) > 0 tels que f soit k-lipschitzienne en y sur C :

v(tvy1)7 (tay2> € Cl? Hf(t,Zh) - f(t7y2>H < kHyl - yQH' (3'1'1)
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Notons que si f est de classe C' alors par I'inégalité des accroissements finis, f est localement

lipschitzienne.

Soit Cy = [tg — Ty, to + Ty] X B(yo,70) C U un cylindre sur lequel f est k-lipschitzienne en y
soit M=sup || f|.
co

Théoréme 3.1. (Cauchy-Lipschitz)[19]

Si f : U — R? est localement lipschitzienne en y, alors pour tout cylindre de sécurité
C = [to—To, to+ To) X B(yo, ro) comme ci-dessus, le probléme de Cauchy avec donnée initial
(to, yo) admet une solution unique ezacte y : [ty — T, to + T) —> R De plus, toute suite y)
de solutions €,-approchées avec €, tendant vers 0, converge uniformément vers la solution
exacte y sur [to — T,tg + T).

Précisons un peu les choses. Si

C={(t,x) eRxR%: |t —to <a,ly—yo| <b}, (3.1.2)
et

V(t,z) € O |f(t,2)| < M, [f(t,x) = [t y)] < K|z -y (3.1.3)

alors le probléeme de Cauchy admet une solution :
(11) définie sur [ty — T,to + T| avec T = min(a,b/M),
(i2) y(to) = Yo,

(13) (t,y(t)) € C, pour tout t € [to — T, to+ T).

3.2 Liaison entre les équations différentielles et les équa-

tions intégrales

Soit I’équation différentielle suivante :

d™y dn—1)
dxm () dxn—1

+ o+ ap(x)y = F(2),

a coefficients continus ay(x),1 = 1,2,...,n avec les conditions initiales

y(0) = co, ¥'(0) =croer, ™ (0) = ¢4,
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peut étre ramenée a la résolution d’une équation intégrale linéaire de Volterra de seconde

espéce.  Dans la suite nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 3.1. Pour toute fonction U(x)

/a ' / U(t)dids / @ — DU,

En générale on a

xr xr1 Tn—1 1 X
/ / / U(zy)dx,de, ;...dxy = (n—l)'/ (l’—gjl)n_lU(x)dxl.

Démonstration. Soit g(s) = [*U(t)dt on a :

/: / U(t)dtds:/arg(s)ds:/amlg(s)ds

= [sg(s)]: — / sg (s)ds, ( intégration par partie )

~ 9(2) ~ agle) — | " SU(s)ds,

a

x/x U(t)dt — 0 — [tU(t)dt,
/a (@ — DU @)L,

Démonstration.  Montrons pour n=2, Soit I’équation de second ordre :

d? d
S+ a@) L +a(y = F@), y(0)=coy(0)=c.
posons :
d?y

D’ou, d’aprés les conditions initiales, on obtient :

d X X
—y:/ U(#)dt + or, y:/ (x — U(D)dt + ez + co.
dx 0 0

Nous avons utilisés la formule(3.2.2) et remplacé (3.2.4) , (3.2.5) dans (3.2.3)

U(x) + /Om ar(x)U(t)dt + craq1(z) + /Ow as(x)(xz — t)U(t)dt 4+ crzas(x) + coras(z) =

(3.2.1)

(3.2.2)

(3.2.3)

(3.2.4)

(3.2.5)

F(x),

41
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U(z) + /Ow [a1(x) + ag(z)(x — )| U(t)dt = F(x) — cra1(z) — crzas(x) — cpaz(x). (3.2.6)
Posant

K(z,t) = —[ay(2) + as(2) (2 = 1)),

f(z) = F(x) — cra1(x) — crzaq(z) — coas(z).
Nous ramenons I’équation (3.2.6) a la forme suivante
U@%:/‘MLﬂU@Mt+f@)
0

Alinsi, nous obtenons une équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce.

3.3 Meéthodes directes

3.3.1 Le probléme de Cauchy de second ordre

On considére le probléme de Cauchy de second ordre suivant|[10] :

(PVI) U'(x) = f(z,U(z)) 0<x<1

U0) = Uy, U'(0) =,

I’intégration des deux cotés de I’équation différentielle de zéro a z, donne :

U'x) =Uj+ /x ft,U@#)dt, 0<z<1

0

En intégrant une seconde fois,

U(z) = Uy + Ujz + /I /x ft,U(t))dtdsS.

o Jo
En utilisant la relation (3.1), on obtient
U@%ﬂ%+%x+4%w¢ﬁ@U@Muogx§L

c’est I’équation intégrale non linéaire de Volterra de seconde espéce. O

42



Les méthodes de résolution directes des équations intégrales

3.3.2 Réduction d’un Probléme aux limites de second type

On considére le probléme de Dirichlet suivantJ :

(PVB) U'(z) = f(z,U(x)) 0<z<1
U)=0U, UQ1)=U
de la méme maniere , on intégre les deux cotés de zéro a x, on obtient
Ulx) = c+/xf(t,U(t))dt, 0<zx<1.
0
On effectue une intégration de zéro a x, on aura :

U(z) = Uy + cx + /z(x —t)f(t,U(t))dt, 0<xz<]1. (3.3.1)

Pour déterminer la constante ¢, on prend x =1 et on utilise la condition U(1) = Uy, ce qui

donne :
c:m—%—fu—w@mm@

Ainsi, léquation (3.3.1) devient :
T 1
Ute) = U+ (U= U)o + [ o= 05000~ o [ (= fe.U0)a,
0 0

= U+ (U — Up)x — /Ogc t(1—a)f(t,U(t))dt — /01 (1 —1t)f(t,U(t))dt,
qui s’écrit encore comme une équation intégrale de Fredholm de la forme,
m@:%+m—%n—[uam@wm@
avec

ko t) — t(l—z),t <z

z(1—1t),t>x

3.3.3 Equation intégrale A noyau dégénéré

Le noyau k(x,t) d’une équation intégrale de Fredholm de second espéce est dit dégénéré
sl est la somme d’un nombre fini de produit de fonctions de x seul par des fonctions de t

seul, i.e. il est de la forme suivante [11]

k() =) ar(z)bi(t). (3.3.2)
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Les fonctions ay(x) , be(t), (k =1,2,...,n) seront supposées continues dans le carrée fonda-

mental a < x , t < b et linéairement indépendantes.

3.3.3.1 Meéthode de noyau dégénéré

Soit I’équation de Fredholm a noyau dégénéré suivante :

U(z) - )\/ [Z ay()bi(t)

U(t)dt = f(x),
k=1

se résoud comme Suit :

réecrivons (3.3.3)
n b
Ula) = f@) + 2 Y aula) [ OV
k=1 a
et introduisant les notations
b
/ bk(t)U(t)dt = Ck (k = 1,2, ..... ,n).
L’intégrale (3.3.4) devient
U(z) = f(x) + A _ Crax(x),
k=1

avec C}, des constantes inconnues.

Donc, la résolution se rameéne a la recherche des constantes Ci(k = 1, ...

porté (3.3.6) dans (3.3.3) et effectué des calcules simples nous obtenons

ijl{cm - [0

HOERSY Ckak(t)] dt}an(z) =0,

(3.3.3)

(3.3.4)

(3.3.5)

(3.3.6)

, M), aprés avoir

avec ap(x) , (m=1,2,....,n) des fonctions linéairement indépendantes, il en résulte que

- /abbm(t)

n

01

Cr =AY _Ck /b ar ()b (t)dt = /b b f(R)dt (m=1,2, ...

k=1
on note

b b
- / (O (D)l frn = / b (0)£ (1),

7n)7
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done

Cn — )\Zakm =fm (m=1,2,...,n),
k=1

ol sous forme développée,

;

(1 = Xa11)Ch — Xa12Cy — oo — a1, Cp = fi1,
_/\a2101 + (1 — )\CLQQ)CQ N — )\agnCn = f2,
(3.3.7)
| =21 C1 = AapaCa — oo + (1 = Xann)Cy = fr,

pour trouver les Cy , nous avons donc un systéme de n équations linéaires a n inconnues,

dont le déterminant est

1-— )\CLH —/\CL12 ......... _/\aln
—Aa 1—Aas) —Aaay,
A(N) = 2 22) ? (3.3.8)
— A Ay e 1 — Aanpn

si A(N) #£ 0, le systeme (3.3.7) admet une solution unique Cy,Cy, ..., C,, obtenue moyennant

les formules de Cramer

1-— /\a11 ......... —/\alk_lfl — )\alk+1 ......... —)\aln
1 . R —)\an_lfQ — )\ang ......... — Aoy,
CERN| (339
—AAp1 e —Apk—1fn — ANpksr1 e 1— dan,

avec k=1,....,n

L’équation intégrale (3.3.3) a pour solution une fonction U(x) définie par l’égalité :
U(z) = f(z) + A _ Crax(x),
k=1

avec les coefficients Cy (k= 1,2,....,n) donnés par les formules (3.3.9).

A titre d’ezemple nous allons résoudre ’équation intégrale suivante

Exemple 3.1.

U(z) — )\/01 cos (qlogt)U(t)dt =1, (3.3.10)
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mettons cette équation sous la forme
1
Ulx) = )\/ cos (qlogt)U(t)dt + 1,
0
et introduisant les notations
1
Cy = / cos (qlogt)U(t)dt, (3.3.11)
0
ot Cy est le constante inconnue , ’équation (3.3.10) a alors la forme
U(x) =CiA+1, (3.3.12)
portons (3.3.12) dans ’égalité (3.3.11) , il vient
1
C, = / cos (qlogt)(ACy + 1)dt, (3.3.13)
0
ou
1 1
Cy <1 - )\/ cos (qlogt)dt) :/ cos (qlogt)dt. (3.3.14)
0 0

En calculant les intégrales, donc

A 1
e (1 - 1) = o0 (3.3.15)

nous obtenons le systeme d’équation algébrique en C

2
¢-+1-— A) 1
C ( = , 3.3.16
BN ¢ +1 (3316
2
¢+1-=A
— #0
¢ +1 7
1
Le systéme (3.3.16) admet solution unique Cy = arion ™ portant dans (3.3.12) la
q —
valeur obtenue de C1 nous obtenons la solution
2
¢ +1
Ulr) = ———.

Nous allons aussi résoudre [’équation intégrale suivante pour illustrer la méthode.
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Exemple 3.2. A titre d’exzemple nous allons résoudre I’équation intégrale suivante

Uz) =2+ X /Ol(xtQ + 2%\ U (t)dt, (3.3.17)
U(x) — A /Ol(a:t2 + 22U (t)dt = z, (3.3.18)
U(z) — \x /01 U (t)dt — \a® /01 tU(t)dt = , (3.3.19)
U(x) = Mz /01 U (t)dt + A /01 tU (t)dt + , (3.3.20)

et introduisant les notations

1
01:/ t2U (t)dt
0

1 (3.3.21)
C, = / tU (t)dt
0
U(z) = A\aCy + \2*Cy + x. (3.3.22)
En remplagant (3.3.22),(3.3.21) :
( 1
C, = / t2(MC) + M2Cy + t)dt
y (3.3.23)
Cy = / t(AtO) + A2Cy + t)dt
\ 0
ol
( 1 1 1
C, = \C} / t3dt + \O, / trdt + / t3dt
0 0 0
4 (3.3.24)
1 1 1
Cy =\, / t2dt + A\, / 3dt + / t2dt
\ 0 0 0
alors
( 1 1 1
C <1—>\/ t3dt) —CQA/ t4dt:/ 3dt
0 0 0
(3.3.25)
1 1 ) 1
—ClA/ t2dt + Cy (1—)\/ tddt> :/ t2dt
\ 0 0 0
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En calculant les intégrales, nous obtenons le systéeme d’équations algébriques en C1, Cy

4 — )\ A 1
G 5% =g

(3.3.26)
4— ) 1
4 Gy = 3

A
_Zc
gt

le déterminant de systéme est
4— A\ A
5| 240 — 1201 — N2
A 4-A| 240

£ 0.

En utilisant la formule de Cramer pour calculer Cy et Cy :

2
1 |4 5 1 4—Xx A 60 + A
CIZ = (—+—>: 53
det(A)|1 4— )| det(A)" 16 157 240 — 120\ — A
3 4
4-x 1
o 1 44 1 (4—)\+i)_ 80
2T det(A)| n 1| det(A) 120 7127 240 — 1200 — A2
3 3

le systeme admet une solution unique

En remplace dans (3.3.22)

60 + \ 80
—a ( )+ ( )+a,
Ule) =2\ g0 —o2) T M G0 oo =2 ) T°
80Az? + (—60X + 240z
X pr—
Ux) 240 — 120N — A2

donc
(240 — 60\)x + 80\ x2

Ulz) —
(z) 240 — 120X — A2
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CHAPITRE

APPLICATIONS DES THEOREMES DE
POINT FIXE AUX EQUATIONS
INTEGRALES

Le but de cette partie est l’étude de quelques théoréemes du point fize. On commence par
le théoréeme du point fire de Banach pour les applications contractantes. Ensuite, on donne

le théoreme du point fize de Brouwer et le théoreme du point fize de Schauder.

4.1 Théoréme du point fixe

4.1.1 Théoréme de Banach

Le théoreme du point fize de Banach[5], connu aussi sous le nom du principe contraction

de Banach, est apparu pour le premiere fois en 1922, dans le cadre de la résolution d’une

49



Applications des théorémes de point fixe aux équations intégrales

équation intégrale.

Théoréme 4.1. Soit (E,d) un espace métrique complet non vide , et soit f: E — E une
application o — contraction .
i.e.il existe 0 < a < 1 tel que d(f(x), f(y)) < ad(z,y) pour tout x,y € E.

alors f posséde un unique point fize.

Démonstration.

On démontre ce Théoréme en deux étape ,d’abord 'unicité ensuite ’existence du point fixe.
L’unicité :

On pose que x,y € E deux points fixes de f alors f(x) =z et f(y) =vy;

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < ad(z,y).

Comme 0 < o < 1 donc d(x,y) =0=x =y.

L’existence :

On choisit un point zy € E quelconque et on définit la suite =, = f(x,_1) , on montre par
récurrence que d(Tp, Tpi1) < ad(zg, 1) pour tout n € N et on montre que la suite (z,),

est de Cauchy.

3
L

d ('Tnv xn—i—p) < d (xn—Hm xn—l—k—l—l) )

'?3
iy

< a"trd (xo, 1),

n

p—1
<a” Z o®d (wg, 1),
n=0

I
o

1—aP
< " d M )
« o (o, 1)
an
< d (zy, )
l—« (xo Il)

et donc d(x,, x,4p) lorsque n — oo,ceci exprime le fait que (x,), est une suite de Cauchy

dans F, et comme FE est un espace complet, il existe © € F tel que x,, — z. Par continuité

Tni1 = [(xn) = f(z)don f(z) == O
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4.1.2 Théoréme de Brouwer

Le théoréme du point fize de Brouwer (1910)[6] est un résultat de topologie. Il fait partie

de la grande famille des théorémes du point fize.

Théoréme 4.2. Soit C' un compact convexe non vide de R™ et f: C — C une application

continue. Alors f admet au mois un point five dans C' tel que f(x) = x.

Remarque 4.1. [l existe de nombreuses preuves du théoréme du point fize de Brouwer , a

la fois analytiques et topologiques. Nous en esquissons une seule preuve.

Démonstration.
Il suffit de prouver le théoréme du point fixe de Brouwer dans le cas C' = B(0,1) .

Supposons que C' = B(0,1) et que f n’a pas de point fixe .
Définir le plans S :

B(0,1 — B(0,1) comme suit : Pour chaque point intérieur ¢ dans B(0, 1) laissez ¢ désigner
le point sur la frontiére 0B(0,1) c’est l'intersection du rayon de f(y) a travers ¢ et la la
frontiére 0B(0, 1).
Le rayon est toujours bien définie puisque f n’a pas de point fixe. Maintenant, on a :

) s;i ¢ € B(0,1)

© si ¢ € 0B(0,1).

S(p) =

Alors f est une application continue de B(0, 1) dans 0B(0, 1) tel que S |sp0,1)= 1 |aB(0,1)-
Le probléme pour montrer que f n’a pas de point fixe est maintenant reformulé pour montrer
qu’il n’y a pas de correspondance continu S : B(0,1) — 0B(0, 1) tel que S [s50,1= 1 |aB(0,1)-
L’affirmation selon laquelle il n’existe pas de telle application est profonde mais n’en est pas
moins intuitivement évidente .
Considérons ,pour n = 2 le cas d’'une membrane élastique fixée sur un cadre circulaire .
L’existence d’une correspondance s’implique qu’il devait étre possible de déformer la mem-
brane de maniére continue de telle sorte qu’elle coincide avec le cadre sans étre fracturée
pour fixer ¢ € B(0,1) [Japplication : ¢t — (1 — t)p + ts(¢),t € [0,1] décrit comment ce
point de la membrane est déplacé de pa t = 0a f(x) € 0B(0,1) a t = 1, sous leffet de la

déformation. O
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4.1.3 Théoréme de Schauder

Ce théoreme prolonge les résultats du théoreme de Brouwer pour la démonstration de
l’existence d’un point fize d’une application continue sur un sous ensemble convere compact

dans un espace de Banach [7].

Théoréme 4.3. Soit E un espace de Banach et C un sous ensemble fermé et convezre de
E.Soit f: C — C une application continue telle que f(C) est relativement compact. Alors

f posséde un point fize, alors 3z € C' donc f(T) = .
On utilise le lemme suivant pour démontrer ce théoreme.

Lemme 4.1. Soit E un espace de Banach et K une partie relativement compacte de FE,

alors ¢o(K) est compact .

Démonstration. Par complétude, il suffit de montrer que ¢o(K) est précompact.
Soit € > 0, prouvons que ¢o(K) peut étre recouvert par un nombre fini de boules ouvertes

de rayon €, comme K est relativement compacte, il existe p et xy, ..., x, dans K tel que

o)

K cU_ Bz, 3

Soit C':= co{xy,...,x,}, par compacité de C, il existe [ et yy, ..., y; dans C' tel que
¢ cC Ué’:lB<3/j75/3)'

Soit z € co(K)
zZz = Z )\kak,
k=1

Pour des a;, dans K et des A;, positif de somme 1, on écrit a; sous la forme ay = i + Svg,
pour un i € {1,...,p}, et v, € B(0,1).
On a alors :

i €
= g ATk + =0, = E v € B(0,1).
z - ETik 3v v KUk (0,1)
On remarque :

m
€T = Z ApZin € C
k=1
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de sorte qu’il existe j tel que x € B(y;, 5) et donc z € B(y;, %),
ceci montre que : co(k) C Ui_, B(y;, %),
et donc :co(K) C U\_, B(y;,€). O

Démonstration. Comme f(C') est relativement compacte , pour tout & > 0, il existe N, et
des points 25, ..., 25 de C tel que f(C) C UN:, B(f(x5),¢).

Soit E. le sous espace vectoriel engendré par {f(z7)...f(x°N.)}.

Notons B¢(f(x%),¢e) le complémentaire de B(f(z5,¢) et posons pour tout x € C et i :

o AU), B 9)
S d(f (@), B (a5).2)

7
de sorte que a5(x) > 0ssi || f(z) — f(x5 ||< g, soit C. := C'N E. et pour x € C; posons :

= i@

Par convexité de C, f.(C.) C C. et f..Comme E. est de dimension finie et C. est convexe

compact dans F. , on déduit du théoréme de Brouwer qu'il existe z. € C; tel que x. = f.(z.).
Par construction , pour chaque ¢, z. appartient a I’enveloppe convexe fermée de f(C'),co(f(C)).
Du lemme (4.1) co(f(C)) est compact , On prend & = %,xn = x.,, on peut donc , quitte a
passer a une suite extraite ,supposer que x, converge vers T € co(f(C)) C C.

Montrons que T est un point fixe de f, pour tout n,on a :

N.,

F(&) = fen () Zoﬁ” ) (f(2) = fxn) + flzn) = f(25"),
Dans la somme précédente il n y-a que des termes tel que

If (2n) = f (25")

| < en,

et donc
1f (@)= fe, (xa)ll <N f(Z) = f (@) | +&n s

ceci implique que f. (z,) converge vers f(Z) on en déduit donc que f(Z) = Z en passant a

la limite dans f. (z,) = z,. O
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4.2 Application du principe des contractions de Banach

Théoréme 4.4. Soit k(z,t) une fonction a valeurs réelles, continue sur le carrée 0 < x,t <

1. Alors l’équation intégrale

Ux) = f(z) + A / (2, U (t)dt (4.2.1)
0
admet une solution unique pour tout \ et f(z) dans L*[0,1]

Démonstration. on considére 'opérateur
Au= f+ NTu

ou
x
Tu(x) = / k(x, t)u(t)dt
0
pour montrer I'existence d’un point fixe A, il suffit de montrer que A™ est contractant.

Pour un certain n. Nous avons :
AMu= f+ XTu+ ...+ A"y 4 ATy

avec
T"u(x) :/ Ky (z, t)u(t)dt
0
alors

[A™ur = A™us || = A" /Ox ko (0, 8) (un (£) — ua(2))dt |

Pour déterminer ky(x,t), on utilise la proposition suivante

Proposition 4.1. Le n-iéme noyau itéré de ’équation intégrale de Volterra est donné par
kn(z,t) = / k(x,2)k,—1(2,t)dz, si t<x (4.2.2)
t

et ky(z,t)=0sit>x
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Démonstration. ( de la proposition )
Par définition du noyau de Volterra, on sait que kq(z,t) = k(z,t) est égale a zéro si t > x,donc
pour n =2
b
ko(x,t) = / k(x,z)k(z,t)dz,
a
le premier terme de l'intégrant est égal a zéro quand z > x et le seconde est égale a zéro

quand z < t, par conséquent,

ko(x,t) = /j k(x,2)ki(z,t)dz,

la preuve peut maintenant étre compléte par induction

alors
kl(xvt) = k(l’,t)
kn(z,t) = / k(x, 2)kn-1(z,t)dz, n=2,3,...
¢

D’autre part, comme k(z,t) est continu sur le carrée 0 < z,¢ < 1 alors il est uniformément
borné, i.e .il existe M tel que |k(z,t)| < M pour tout z,t € [0, 1], par induction, on obtient

la majoration
M™ —t n—1
(o, ] < 22O
(n—1)!

En effet, pour n = 1 la propriété est évidente, supposons qu’elle est a ’ordre n

0<t<zx

vsa(a, )] < [ bl 2l )l
t
Mn+1 T
< _ n—l
< —(n— 0 /t (z—t)"dz
Mn+1 (ZE - t)n
(n)!
Nous avons donc,

mernwwusggigul7muwwmwmw

< Py — )
~(n—=1)!
pour n assez grand
A
(n—1)!
de sorte que A™ un opérateur contractant et (4.2.1) admet une solution unique ]

95



Applications des théorémes de point fixe aux équations intégrales

Théoréme 4.5. Soit k(x,t) une fonction a valeurs réelles, définie sur le carré a < x,t <b

telle que
b b
B? :/ / E*(x,t)dxdt < +o00

Alors ’équation intégrale
b
Ua) = f(a) + ) [ alUOdt, a<o<d (42.3)

admet une solution unique U(z) € L*([a,b]), pour tout paramétre X suffisamment petit et

tout f(x) dans L*([a,b]).
Démonstration. on considére I'opérateur
b
Au(t) = f(z) + )\/ k(x,t)U(t)dt

Soit u(x) € L*([a, b]), nous allons montrer d’abord que Au € L?([a, b])

2

/:(Au)zd:c = /ab 2 (x)dz+2X /abf(x) (/ab k(m,t)U(t)dt) dr+\? /ab </ab k(x,t)U(t)dt) da

En utilisant la relation de Fubini et l'inégalité de Cauchy Schwartz on obtient

/abf(x) (/abk(x,t)U(t)dt> de = /ab /abk(x,t)U(t)f(:c)dt
S(KL%%”WWYﬁWMN<w

2

/ab (/abk(xvtw(t)dt) dr < o0

Ainsi Au € L?*([a, b]). par conséquent, A : L*([a,b]). il reste & montrer que A est contractant,

Soient u(x),v(x) € L*([a,b]),

| Au — Av|| = (/ A — Au|2dx>
N l/ (/ k(x,t)[u(t)—v(t)]dt) d:c]
§|/\\< /k2(x,t)d:cdt)2</ |u(t)—v(t)|2dt>2

< [A[Bllu =

De la méme maniére , on obtient

N
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ceci montre que si [A\[B < 1, i.e

A < % _ (/b /abkz(x,t)dxdt)_

Alors l'opérateur est contractant. Par conséquent, I’équation intégrale Au = u admet une

D=

solution unique pour tout f(z) dans L?([a, b]) O

4.3 Application du théoréme de Schauder

L’équation intégrale de Fredholm

Théoréme 4.6. on considére [’équation non linéaire de Fredholm
b
U(z) = f(z) +/ k(x,t,U(t))dt, a<xz<b (4.3.1)
supposons que f(.) est une fonction bornée et k(t,z,y) satisfait les conditions suivantes

k(z,t,y)] < g1(t)g2(t)o(|yl),

g_sm,t,y)‘ < gu(@)gale)u(ly).

ot g1(.) est une fonction positive, bornée et mesurable, et ¢(.) est une fonction positive et

mesurable qui vérifie la condition

P(y)

sup—= = L < 400
y>0 Y

et () est une fonction continue et positive sur [0, +oo[. De plus, on suppose qu’il existe une

fonction strictement positive et continue p(.) qui vérifie la condition suivante

<1
L

g2
g1, 1]l ‘ -
L

1

sous ces conditions, l’équation intégrale non linéaire ((4.3.1)) admet une solution dans

C([a,b]).

Démonstration.  Voir [14]

On note par |||, la norme définit sur X = C([a, b]) par

[Ullp = sup |pu(x)U(x)],

z€[a,b]
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'espace X muni de la norme |||/, est un espace de Banach.

Soit > 0 est un nombre réel positif, et soit B, une boule fermé de X définie par :
B, ={U c C([a,0]); |U]|,. < 1}

c’est clair que B, est un sous ensemble fermé et convexe de X. Alors démontrer que 'opé-
rateur 7" associé avec I’équation (4.3.1) est continue sur X

La conclusion est :

/1L
1= Lijgl],

T(B,) C B,,Vr >
9

1

D’aprés le théoréme du point fixe de Schauder, I'équation intégrale non linéaire ((4.3.1))

admet une solution dans B,, et par suite admet une solution dans C([a, b]). O

L’équation intégrale de Volterra Soit I’équation intégrale suivante :
U(x) = f(=) +/ k(z,t,U(t))dt, a<z<b (4.3.2)

telle que K : [a,b]x[a,b] — R une fonction continue vérifie les conditions suivantes
1. k(x,t,0) =0 pour tout z,t € [a,b]
| Okatz) _ (1= ]
' 0z b—a
alors pour tout f € C([a,b]) telle que ||f| < 1 l’équation ((4.3.2)) admet une solution

U € C([a,b]).

< ‘

Démonstration. On va montrer que T'(B(0,1)) C B(0,1)i.e. poursi ||U]| < 1, alors ||[Tul| <1
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en effet :

Il = Hf(x) v ””k@,t,u(mdtu ,

< Lf (@)l +

/: k(z, t,u(t))dt” ,
<@+ [ kot

SHﬂ@H+/w%@$U@)—H%t®Wt

<@+ [ (u— 0y 2Ktz 11uE))

ou
1—
<ls@l + 10152~ a),

<1

i,

d’aprés le théoréeme de Schauder 7" admet un point fixe, d’out I’équation admet une solu-

tion.

]
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CHAPITRE

METHODES DE RESOLUTION
NUMERIQUES DES EQUATIONS
INTEGRALES

Dans ce chapitre, nous exposons en détail quelques méthodes trés usuelles pour la
résolution numérique des équations intégrales (linéaire et non linéaire), tout en éclairant
les étapes de la discrétisation de [’équation et pour chaque méthode, on donne un erxemple

d’intégration numérique/8, 13, 11].
5.1 Méthode des approximations successives

La méthode des approximations successives, également appelés méthode de itération de
picard[12], fournit un schéma qui peut étre utilisé pour résoudre des problémes de valeur

initiale ou des équations intégrales.
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La plus part des méthodes itératives sont fondées sur le méme principe, qui la recherche d’un
point fize. Cependant, elle se différent dans la complexité des algorithmes proposés qui de-
vraient étre réalisés de sorte qu’ils soient consistent avec la difficulté rencontré souvent lors de
calcul des itérés, la méthode des approrimations successives consiste a calculer explicitement

a chaque étape k, l'itéré Uy a Uaide de la suite itérative définie par

Up+1(x) = f(z) + )\/k:(:v,t)Un(t)dt,

et de l'utiliser dans l’étape k + 1 pour le calcul de ['itéré Uy, q.

5.1.1 Cas linéaire
5.1.1.1 Equation intégrale de Volterra de seconde espéce

Soit I’équation intégrale de Volterra de seconde espéce

U(z) = f(z) + )\/Omkr(x,t)U(t)dt. (5.1.1)

Supposons que f(x) est continue sur [0,a] et que le noyau k(x,t) l’est pour 0 < z < a,0 <
t < x, prenons une fonction Uy(z) continue dans [0,a] et substituons-la & U(x) du second

membre de (5.1.1) :
Ui(z) = f(z) —i—)\/ k(x,t)Up(t)dt,
0
la fonction Uy(x) aussi définie est continue elle est aussi sur le segment [0, a], En continuant

le processus nous aboutissons a la suite
U()(SC), Ul(a:), ey Un(ﬂf),
ot
Up(x) = f(z) + )\/ k(x,t)U,_1(t)dt,
0

sous les hypothéses faites sur f(x) et k(x,t), la suite {U,(x)} converge pour n — +oo vers

la solution U(x) de I’équation intégrale (5.1.1)

Exemple 5.1. On applique la méthode des approximations successives pour l’équation inté-

grale de Volterra de seconde espéce

U(r) = —a° — /Ox(x —t)U(t)dt, (5.1.2)
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pour obtenir Uapprozimation Uy(z) on choisit
Us(z) = 0. (5.1.3)

La méthode des approrimations successives implique ['utilisation de la formule d’itération

Unii(z) = %x?’ — /Ox(:c — U, (t)dt, n>0 (5.1.4)

En remplagant (5.1.3) par (5.1.4), on obtient

é?’ /0 (x — t)Uo(t) ;lxg
é?’ /0 x —t)Us(t ;téxw%xi
% 3 /0 (z — ) Us(t 5:1:3—%935—1—%:57—%%9, (5.1.5)

Par conséquent, nous obtenons

B 1, 1 1 1,
Unﬂ(x)—a:—:c—l—gx—gx —1—7 —ol” + ...
1 1. 1 L,
—x—(:v—gx +§:U—ﬁx +9 +...),

0 2n+1

—z— Z(—U"m (5.1.6)

n=0

La solution U(x) de (5.1.2)

U(z) = ngrfoo Upsi1(x) =z —sinz.

5.1.1.2 Equation intégrale de Fredholm de premiére espéce

Soit I’équation de Fredholm de premiére espéce

/ ’ Kz, YU (t)dt = f(2), (5.1.7)
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a k(x,t) symétrique de carrée sommable, définie positif et f(x) € L*([a,b]) supposons que
(5.1.7) admet une solution unique

La suite (Uy,(x)) définie par la relation

Upi1(x) = Up(x) + A

) - /bk(x,t)Un(t)dt] >0 (5.1.8)

ot Uy, (x) € L*([a,b]) et 0 < X\ < 2X\; (A1 étant le plus petit nombre caractéristique du noyau

k(x,t), converge alors en moyenne vers la solution de l’équation proposée.

Exemple 5.2. Considérons [’équation intégrale

1
/ k(x,t)U(t)dt = sinmz,
0

avec

11 est immédiat de vérifier qu’elle admet la solution U(z) = m2sinwx et cette solution seule-

ment. Le noyau a pour le plus petit nombre caractéristique de valeur \; = w2

formons les approzimations selon la formule (5.1.1) en partant de Up(x) =0 et A =1 < 2y,

nous obtenons de proche en proche

Uy(z) = sinmz,

1
Uy(z) = sinma + <1 — —2) sinz,
m

1 1)?
Us(z) = sinma + <1 — —2) sinmx + (1 — —2> sinz,
s T

Upi1(x) = sinma [1 + (1 - %) + <1 - %)2 + ..+ <1 — %)n] :

1l résulte par passage a la limite

lim U,(z) = m*sin7z.
n—+oo
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5.1.1.3 Equation intégrale de Fredholm de seconde espéce
Soit I’équation intégrale de Fredholm de seconde espéce
b
lmm:ﬂ@+A/k@@U@ﬁ, (5.1.9)

La méthode d’approximations successive introduit la relation de récurrence :

Uo(z) = toute fonction sélective a valeur réelle.
b
Upir1(z) = f(z) + )\/ k(t,x)U,(t)dt, n >0 (5.1.10)
a la limite, la solution est déterminée en utilisant la limite
Ulx) = nl_igloo Ups1(2) (5.1.11)

Uo(z) = tous les termes non inclus dans le signe intégral
b
Ui(e) = f@) + ) [ kit o) Uo(t)at,

b
Us(z) = f() + A / k(t, ) U (1),

Ummw:ﬂ@+A/k@ﬁmﬁMt

La méthode des approximations successives, ou la méthode des itérations sera illustrée par

I’étude d’ exemple suivant
Exemple 5.3.
1
Ulr) = e + el/ U(t)dt, (5.1.12)
0

pour l'approzimation zéro Uy(x), nous pouvons sélectionner

Up(z) = 0. (5.1.13)
La méthode des approrimations successives est donnée par le schéma itératif suivant :

1
Up+1(x) = e* — e_l/ Up(t)dt,n >=0 (5.1.14)
0
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En substituant (5.1.13) dans (5.1.14) on obtient

1
Up(xz) =e* + 6_1/ Up(t)dt = e”,
0
1
Usy(z) =e* + el/ U(t)dt =" — et +1,
0

1
Us(x) = e* + e‘l/ Us(t)dt = e” —e 2 +1,
0

Upir(z) =e® +1—e 7D, (5.1.15)
La solution de (5.1.12) est donnée par

U(x) = lim U,i(z) ="+ 1. (5.1.16)

n—-+oo

5.1.2 Cas non linéaire
5.1.2.1 Equation intégrale de Volterra de seconde espéce

Soit I’équation intégrale de Volterra de seconde espéce

U(z) = f(z) + /O () P(UD)t, (5.1.17)

ou U(x) est la fonction inconnue & déterminer et k(x,t) est le noyau.

la méthode des approrimations successives introduit la relation de récurrence

Up () = f(2) + /0 "k, ) F(U (1)) dt, (5.1.18)

ot Uapprozimation zéro Uy(x) peut étre n'importe qu’elle fonction sélective a valeur réelle,
Nous commengons toujours par une estimation initiale pour Uy(z),la plupart du temps nous

sélectionnons 0,1 ot x pour Uy(x). En utilisant dans (5.1.18), plusieurs approzimations suc-
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cessives Uy, k > 1 seront déterminées comme

Ur(e) = fla) + / ke, ) F (U (1)t
Us(e) = f(x) + / "k, ) F (UL (1)),
Us(e) = fla) + / (e, O F(U(0))dt,

Upir(2) = f(z) + /0 s ) F (U (1)) (5.1.19)

Par conséquent, la solution U(x) est obtenue en utilisant

Ux) = lim U,q1(x). (5.1.20)

n—-+00

La méthode des approrimations successives sera illustrée par [’étude d’ exemple suivant

Exemple 5.4.

1 4 v
Ula) = o - la® - o' +/ (x — t+ )U()dt, (5.1.21)
0

pour 'approzimation Uy(x), nous pouvons sélectionner
Up(z) = 0. (5.1.22)

La méthode d’approximations successives admet ['utilisation de la formule d’itération

16 4 @
Upsi(z) = 4o — ?ﬁ — §x4 +/ (x —t+ D)U2(t)dt, n>=0 (5.1.23)
0
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On utilise (5.1.22) dans (5.1.23) on obtient :

UO(x) = 07
4 €T
Up(r) = 4o — 3 3 §:r;4—|—/ (x —t+ 1)U (t)dt
0
=4x — Ex?’ %x‘l,
3 3
16 5 4,4 ’ 2
Uy(x) = 4x — 38 3% + [ (x—t+ 1)U (t)dt
0
1 1 4 4 12
= 4x + <§6x3 — ?6:1:3) - <§:c4 — §x4) — 1—5891:5 + e

Par conséquent, la solution U(x) de (5.1.21) est donnée par

U(z) = lim U,(z) = 4. (5.1.24)

n—-+o00
5.1.2.2 Equation intégrale de Fredholm de seconde espéce

Soit I’équation intégrale de Fredholm de seconde espace

U(z) = f(z) + A / bk:(x,t)F(U(t))dt, (5.1.25)

ou U(z) est la fonction inconnue o déterminer, k(x,t) est le noyau, F(U(t)) est une fonction
non linéaire de U(t), et X est un paramétre. Les conditions spécifiques sous lesquelles une

solution existe pour I’équation intégrale de Fredholm non linéaire sont :

1. (i) la fonction f(x) est bornée, |(f(z)|<R, a <x <b.

2. (1) la fonction K(r,t) est intégrable et bornée tel que |K(z,t)| < G, a<uxz,t<b.

3. (1) la fonction K(z,t,u(t)) satisfait la condition de Lipschitz | K (z,t,y) — K(x,t,y")] <
Mly —y'|.

La méthodes des approzimation successives introduit la relation de récurence Uy(x) = toute

fonction a valeur réelle sélective.
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b
Ups1(x) = f(z) + /\/ k(z,t)U,(t)dt, n>0

Cette méthode est converge pour la condition suivante

1

A< Gb—a)

R
AIG(b - a)

A la limite, la solution est déterminée en utilisant la limite

ot G est le plus grand des deux nombres G (1 +

Ux) = lim U,i1(2)

n—-+o0o

Exemple 5.5. Considérons [’équation intégrale
2 1 1
Ulx)=sinz+1————+— [ t(U(t)+Ut))dt,

pour lapprozimation zéro Uy(x), nous prouvons sélectionner

(5.1.26)

(5.1.27)

) et M comme indiqué ci dessus.

(5.1.28)

(5.1.29)

(5.1.30)

La méthode d’approximations successives admet l'utilisation de la formule de [’itération

T 52 1 1

Uppr(z) =sinz +1 — — — —+ — [ t(U,(t) + UX(t))dt, n>0

12 4 36/,
(5.1.30) dans (5.1.31) D’ou :

Uy (z) = sinz + 0.6696616927,
Usy(z) = sinx + 0.8214573046,
Us(z) = sinx + 0.8997853785,
Uy(z) = sinz + 0.9426743063,

Par conséquent, la solution U(x) de (5.1.29) est donnée par

U(x) = lim U,q1(z) =1+sinz.

n—-+00

(5.1.31)

(5.1.32)

(5.1.33)
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5.2 Méthode de la solution en série

5.2.1 Cas linéaire

Une fonction réelle U(x) est dite analytique si elle a des dérivées de tout ordres telles que

la série de Taylor en tout point b de son domaine

n_ (k)
Ux)=>_ / k!(b) (z — bk (5.2.1)

qui Converge vers f(x) dans U, voisinage de b pour simplifier, la forme générique de la série

de Taylor en x = 0 peut étre écrite comme suit

U(z) = Zanx”. (5.2.2)

ot les coefficients a, seront déterminées de maniére récurrente.

5.2.1.1 Equation intégrale de Volterra de seconde espéce

Dans cette section nous présenterons une méthode utile, qui découle principalement de
la série de Taylor pour les fonctions analytiques, pour résoudre les équations intégrales de

Volterra, Nous supposons que la solution U(x) de ’équation intégrale de Volterra

Ulz) = f(a) + )\/Oxk(x,t)U(t)dt, (5.2.3)

est analytique et posséde donc une série de Taylor en(5.2.2). La substitution de(5.2.2) dans

les deux cotés de(5.2.3) donne

> ana" =T(f(z)) + A / ) k(z,t) (Z ant”) dt, (5.2.4)

n=0 0 n=0

ou pour plus de simplicité on utilise
ap + a1 + agx® + ... = T(f(x)) + )\/ k(z,t) (a0 + art + aot® + ....) dt, (5.2.5)
0

ot T(f(x)) est la série de Taylor pour f(x), L’équation intégrale (5.2.3) sera convertie en
une intégrale traditionnelle dans (5.2.4) ou (5.2.5) ow au lieu d’intégrer la fonction inconnue

U(z), les termes de la forme t™,n > 0 seront intégrer. Nous intégrant d’abord le membre de
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droite de lintégrale dans (5.2.4) ou (5.2.5), et collections les coefficients de puissances simi-
laire de x, Nous assimilons ensuite les coefficients de puissances similaire de x des deux cotés
de l’équation résultante pour obtenir une relation de récurrence dans aj,j > 0. la résolution
de la relation de récurrence conduira a une détermination compléte des coefficients a;, j > 0.
Aprés avoir déterminé les coefficients aj,j > 0,la solution en série suit immédiatement la
substitutions des coefficients dérivés dans (5.2.2). La solution exacte peut étre obtenue si une
telle solution exacte existe.

On résoud [’équation intégrale de Volterra en utilisant la méthode de la solution en série,
Exemple 5.6. Volterra de seconde espéce :
U(x) =14 2sinz — / U(t)dt, (5.2.6)
0

substituer U(x) par la série

= i anx", (5.2.7)
n=0

dans les deuz cotés de 'équation (5.2.6) conduit a

2n+1

Zanx =1+2 Z 2n Y / Z(ant”)dt, (5.2.8)

L’évaluation du coté droit conduit &

0 P B o0 gl e
;an:c —1+2[x—§+§+ } ;an[nHO,

qut peut étre comme
IR 2 3 x
a0+a1x+a2x2+...:1—1-2(1:———1-——1-...) — [aot—i-al—%—ag——l—...] ,
: 0
) 3 b x? 3
ag+ax+axr +.=14+42{c——=+—+...| —lapzr+a1—+ar— +... ),
ou équivalent

2
ap+ax +agr? + ... =1+ (2 —ag)x — %a:Q — (—— — %) 2 - Loty (5.2.9)

Egaliser les coefficients de puissances similaires de x (5.2.9) donne

1 1 1

ap = 1,a1 = 17(12 = —5703 = —a,a4 = a, (5210)




Méthodes de résolution numériques des équations intégrales

la solution en série est donnée par :

22 2 2t ab
U(I)Il—i-x—a—g—i-z—Fa—l-...
x> 2P z?

U(I)I(x—§+a+...)+(1—§+z+...>. (5.2.11)
qui converge vers la solution exacte

U(x) =sinz + cos z. (5.2.12)
Exemple 5.7. Volterra de premiére espéce

1, v
1+ 37 +axe” —e® = | tU(t)dt, (5.2.13)
0

1
on utilise la série de Taylor pour 1+ §x3 + xe® — e* et on trouve

1, e 1, 2?2 3 a2t 2 23 2t
1+ -2 +ze" —e"=14+-2v+z(l+2+ -+ +—~+...)—\|1+2+ =+ —+—+..]),

3 3 20 30 4! 20 31 4!
_ 1 2 4 3 3 4
ll‘2+£l’3+§$4+ _ I(ta 2 3 4
e = 0+6L1t +CL2t —I—a3t +)dt
o Tyt T ;
- %af n %x‘”) + %x“ + %aﬁ +o (5.2.15)
donc
1
ag = 1,@1 = 2,(12 = 5 ...... (5216)

la solution en série est donnée par

2

U(z) :x+(1+x+%+....), (5.2.17)

donc l’équation converge vers la solution exacte

Ulx) =z + €. (5.2.18)
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5.2.1.2 Equation intégrale de Fredholm de seconde espéce

Nous supposerons que la solution U(x) des équations intégrales de Fredholm

Ux) = f(z) + )\/bk(:c,t)U(t)dt, (5.2.19)

est analytique et posséde donc une série de Taylor de la forme donnée en (5.2.2), ot les
coefficients a,, seront déterminés de maniére récurrente. substituer (5.2.2) dans les deux coté

de (5.2.19)

ianx" =T(f(x))+ )\/b k(x,t) <i ant"> dt, (5.2.20)

pour plus de simplicité on utilise
b
ag + a17 + agr® + ... = T(f(z)) + )\/ k(x,t)(ag + art + aot? + ....)dt, (5.2.21)

puis nous suivons les mémes étapes que pour la méthode de Volterra de seconde espéce.

Cette méthode sera illustrée en discutant l’exemple suivant

Exemple 5.8.
U(z) = —1 + log(1 + z) + /0 U (5.2.22)
substituer U(z) par la série
Uz) = io: apx", (5.2.23)
n=0

dans les deuz cotés de l’équation (5.2.22) conduit a

00 e—1 00
> apa" = —1+log(1+x) + / (Z ant”> dt, (5.2.24)
n=0 0 n=0

En évaluant 'intégrale du coté droit, et on égalant les coefficients de puissance de x similaires

de deux cotés de l’équation résultante, nous trouvons
aoz—l,a1 :]_,CLQZ—E,CL;;:—,CM:——,... (5225)
Par conséquent la solution exacte est donnée par

U(x) =log(1l + z). (5.2.26)
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5.2.2 Cas non linéaire
5.2.2.1 Equation intégrale de Volterra de seconde espéce

Nous supposons que la solution U(x) de l’équation non linéaire de Volterra

Ux) = f(z) + /0 k(2. ) F(U (1)) dt (5.2.27)

est analytique et posséde donc une série de Taylor de la forme donnée dans (5.2.2), ot les
coefficients sont déterminés de maniére récurrente.

La substitution de (5.2.2) des deux cotés de (5.2.27) donne
ap + a17 + agx® + ... = T(f(z)) + / k(x,t)(F(ag + ait + ast® + ....))dt, (5.2.28)
0

ou T'(f(z)) est la série de Taylor pour f(x). L’équation intégrale (5.2.27) sera convertie en
une intégrale traditionnelle dans (5.2.28) ou en intégrant le terme non linéaire F(U(x)), les
terme de la forme t",n > 0 seront intégrés.

Nous intégrons d’abord le membre de droite de l'intégrale dans (5.2.27) ou (5.2.28) et col-
lectons les coefficients de x. Nous assimilons ensuite les coefficients des mémes puissances
de x des deux cotés de l’équation résultante pour obtenir une relation de récurrence dans
a;j,7 > 0. la résolution de la relation de récurrence conduira a une détermination compléte
des coefficients a;, j > 0, Apres avoir déterminer les coefficients a;,j > 0 la solution en série
suit immédiatement la substitution des coefficients dérivés dans (5.2.2). la solution exacte

peut étre obtenue si une telle solution exacte existe.

Exemple 5.9. Soit I’équation intégrale de Fredholm de seconde espéece

4 x
U(z) = o — 2o’ — oa* +/ (x — t+ )U()dt, (5.2.29)
0

L’utilisation de la forme série (7?) des deux membres de (5.2.29) donne

ao+a1x+ast’+ ... =4r— —zx° —

dont en intégrant l'intégrale a droite, et en collectant comme puissances de x, on obtient

a3 a? 2 16
ag+a1v+asr ... = (4—{—@%):1:4—(&3—EQ—i—aoal)xQ—l—(—aoal—l—?l—l—gaoag—§)x2+ ..... (5.2.31)
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L’équation des coefficients de puissances similaires de x des deux cotés donné
ag = 0, ap = 4, a9 = 0, as = 0, ..... (5232)
la solution exacte est donnée par

U(x) = 4z, (5.2.33)

5.2.2.2 Equation intégrale de Fredholm de seconde espéce
Nous supposons que la solution U(x) de I’équation de Fredholm non linéaire
1
U(z) = f(z) + )\/ k(x,t)F(U(t))dt, (5.2.34)
0

existe et est analytique et posséde donc une série de Taylor de la forme donnée dans 5.2.2,
ot les coefficients seront déterminés de facon récurrente, la substitution 5.2.2 des deux cotés

de 5.2.3} donne

9] 1 )
Y ana” =T(f(x)) + / k() F() _ant™)dt (5.2.35)
n=0 0 n=0
pour simplifier
1
ap + ayx + agr®* + ... = T(f(z)) + / k(x,t)F(ag + ayt + agt® + ....)dt, (5.2.36)
0

puis nous suivons les mémes étapes que pour la méthode de Volterra de ceconde espece dans

le cas non linéaire

Exemple 5.10. A titre d’ezemple nous allons résoudre I’équation suivante

U(z) =e" +

- g [ oo (52.37)

la substitution de la série 5.2.2 des deuz cotés de de 5.2.37 donne

1
ao+ a1z +asr® +azr + ... :ex++—(3—e)2+—/ (z—1t)(ap+art+ast® +ast®+....)%dt,
0

De ce qui précéde, nous obtenons

1 1 1 1
ap=1,a; :1,a2:§,a3:— Ay = — ey = — (5.2.39)
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cela donne la solution :
U 1 ! ! ! 5.2.40
() = +x+§x—l—3x+4 4 (5.2.40)

par conséquent la solution exacte est donnée par
U(z) = e". (5.2.41)
5.3 Meéthode de la résolvante et noyaux itérés

5.3.1 Cas de I’équation de Fredholm

Soit I’équation intégrale de Fredholm

b
U(x) — )\/ k(z,t)U(t)dt = f(x), (5.3.1)
on pose
x)+ i U, ()", (5.3.2)

avec W, (x) définie par les formules
b
W(a) = [ k.0 f 0t
b b
Uaa) = [ K@)t = [ (o) (0t
o o
Uaa) = [ KUt = [ (o) (0t
et en générale
b
kn(z,t) —/ k(x,2)k,—1(z,t)dz, n =2, 3, ... (5.3.3)
avec ki(x,t) = k(x,t), aussi on a
b
kn(z,t) :/ ko (z, 8)kn—m(s,t)ds, m < n (5.3.4)

La résolvante de l’équation intégrale (5.3.1) est définie en fonction des noyaux itérés de la

facon suivante :

R(z,t: ) Zk T, A (5.3.5)
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Le second membre est la série de Neumann du noyau k(z,t). cette série converge pour

1
A< = 3.
N < (53.6)

avec

b b
B:\// / k*(x,t)dxdt,

donc la solution de l’équation de Fredholm de second espéce s’exprime par
b
U@%=ﬂ@+A/ M%tMﬂwﬁ, (5.3.7)

Remarque 5.1. la borne (5.3.6) est essentielle pour la convergence de la série (5.3.5) mais

i o . 1
Uéquation (5.3.1) peut étre également admettre une solution pour |A| > B

Exemple 5.11. On cherche les itérés du noyau k(x,t) = x + sint si a = —7w,b = w par

Vutilisation des formules (5.3.3) on obtient de proche en proche

= / (x 4 sin 2) (21 + 27z sint)dz,
= (27)%*(z +sint).

il en résulte que les noyaux itérés sont de la forme
1. Pourn=2k—1
kor—1(z,t) = (2m)*2(z + sint),

2. Pour n =2k
kop(x,t) = (27)** 711 + x x sin t),

ot k=123, ...
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5.4 Méthode de Boubnov-Galerkin

Soit a chercher une solution approchée de l’équation intégrale

b
U(z) = f(z) + A / k(z, U (t)dt, (5.4.1)

On choisit un systéme de fonction {V,(z)} complet dans L*(a,b) et tel que, quelque soit
n les fonctions Vi(x),Va(z), ..., V,(x) soient linéairement indépendantes, et on cherche une

solution approchée U,(x) de la forme

Un(x) = aVi(x), (5.4.2)
k=1
les coefficients ax(k = 1,2, ...,n) se définissent a partir de systéme linéaire

b
(Un(), Vi(z)) = (f(x), Vi(z)) + A (/ /f(%t)Un(t)Vk(ﬂi)) : (5.4.3)

n

b
ou (f,g) désigne / f(z)g(x)dx et ou en remplace U,(x) par Zaka(x). Si la valeur de
a k=1
A dans (5.4.1) n’est pas un nombre caractéristique, alors pour n suffisamment grande, le

systéme (5.4.3) admet une solution unique et lorsque n — 0o, la solution approchée U,(x) de

(5.4.2) tend, dans la métrique de L*(a,b) vers la solution exacte U(x) de 'équation (5.4.1).

Exemple 5.12.
1
U(z) =1 +/ (zt + 2*)U(t)dt, (5.4.4)
~1
Choisissons pour systéme complet sur [—1,1] le systéme de polynéme de Legendre ( wvoir
chapitre 1, section 2) p,(x)(n = 0,1, ...) et cherchons une solution approchée U, (x) de (5.4.4)

de la forme :
3z2 —1
2 )

Ug(ﬂ?) = a1.1 + asx + as

portons dans (5.4.4) Us(z) a la place de U(x), il vient :

3x2 —1

:1+/(xt+x)(a1+a2t+a3 )dt,

ai + asx + as
1 2

3x2 —1
2

2
a; + as + as =1+ gCLQI + 2a,22, (5.4.5)
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3z2 -1
En multipliant successivement les nombres de la derniére équation par 1,x, < 5 et en
intégrant par rapport a x de —1 a 1, nous obtenant
(
4
22G1 =2+ §CL1
Zao =0
\ 5@3 =0
d’ot
.
a; = 3
a9 — 0
as = 0
\
et donc Uz(x) = 62 + 1, on vérifie par la suite que c’est la solution exacte de (5.4.4)
5.5 Meéthode de somme finie
Soit I’équation de Fredholm de seconde espéce
b
U(z) — )\/ kE(x,t)U(t)dt = f(x), (5.5.1)

ou k(z,t) et f(x) admettent des dérivées continue d’ordre requis et \ est un nombre donnée.

Prenons une formule de quadrature ( voir chapitre 1,section 2 )
b n
/ Dw)dr = 3 A (zy), (5.5.2)
a k=1

avec Ty, To, ...., T, les abscisses des points de [a,b] et Ay, As, ... A, les coefficients indépendants
de la forme de la fonction ®(x) .

Posons x = zx(k = 1,2,...,n) dans l’équation (5.5.1) on obtient :
b
Uxy) — )\/ k(zg, )U(t)dt = f(xr),k=1,2,3,..... (5.5.3)

de la formule (5.5.2) remplagant l’intégrale de la derniére équation par une somme :

U(xg) — Z Apk(zg, 2)U(2) = fap), k=1,2,.....n (5.5.4)
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Nous avons obtenu un systéme linéaire de n équations algébriques a n inconnues U(x1), U(xs), ....., U(zy),
valeurs approchées de la solution U(x) auz points de base x1,xa, ....., x,, on peut prendre pour

solution approché de l’équation (5.5.1) sur le segment |a,b] de la fonction suivante :

Uz) = f(x) + XD Ank(z, 2,)U ()

m=1
dont les valeur au points xy, s, ..., T, sont respectivement U(xy), U(xa), ....., U(xy)
voici les valeurs des coefficients Ay, et les abscisse xy de (5.5.2) obtenant par :

1. formule de trapéze

r1=a,ro=a+h,.,x,=a+(n—1)h=0>

h b—
Av=Ay =g A=Ay = .= Ay =h oi h= ¢

n—1

2. formule de simpson (n=2n+1) :

r1=a,r9=a+h,...,Toni1 =a+2mh=2>,

h 4h
Al =Agpi1 = =, Ay = Ay = ... = Ay, = —
1 2mt1 = 3542 4 2 3
2h b—a
A:A ::A 1 = — ¢ =
3 5 2m—1 3 o‘u h =

Exemple 5.13. Dans cet exemple, on va trouver une valeur approchée de la solution de

I’équation intégrale
1
U(z) + / re™U(t)dt = €. (5.5.5)
0

Fizons sur le segment [0, 1] les points x1 = 0,29 = 0.5, 23 = 1 et posons x = 0,z = 0.5,z = 1

dans 'équation (5.5.5) nous obtenons

Uo)=1
QU(0.5) + 0.5/1 PP (t)dt = e (5.5.6)
Uﬂ%ﬂf&U@ﬁ:e

Puis nous remplacons, a laide de la formule de Simpson

! _ ®(0) +49(0.5) + ®(1)
/0 ()t ~ - ,
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chacune des intégrale par une somme finie. On a pour l'intégrale de la deuxieme équation du

systeme (5.5.6)

0.5t
o(t) = TU(t%
de sort que
o0-25 05
®(0) = ;U(0), (0.5) = TU(O 5),®(1) = —U(1)
Ainsi
b oost 1 L 025 L s
0.5 [ eU(t)dt = —=U(0) + =e=U(0.5) + —e™?U(1). (5.5.7)
0 12 3 12

La fonction a intégrer de la troisiéme équation est du systéeme (5.5.6)
d(t) = 'U(t)

donc

®(0) = U(0),®(0.5) = ™U(0.5), ®(1) = eU(1),

et par consequent,
b 1 2 o5 1
eU(t)dt = 6U(O) + 3¢ U(0.5) + 8eU(l) (5.5.8)
0

portons (5.5.7) et (5.5.8) dans (5.5.6), le systéme linéaire de vient :

U0) =1
U(0.5) + 1—12U(0) + %60-250'(0.5) + %60'5[](1) = 03 (5.5.9)
)+ %U(O) + §60-5U<o.5) + %eU(l) —e
ol
(U(O) =1
1.4280U(0.5) + 0.1373U(1) = 1.5653 (5.5.10)
| 1.09910(0.5) + 1.4530U(1) = 2.5516

Résolvons le systéme (5.5.10)

U(0) =1,U(0.5) = 1,U(1) = 0.9996.
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Prenons pour la solution approchée de I’équation (5.5.1) la fonction

ot

D’ou’ :

3
Ulx) =e" — Z Apxe™™U(2p,),

m=1

1
T :O,sz :0.5,$3: 1,A1 = 6,

U(z) = e — 2(0.6666z¢™* + 0.1666e") — 0.16662

la solution exacte de l’équation intégrale (5.5.5) est U(x) = 1.
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire,nous avons d’abord présenté différents types d’équations intégrales avec
des méthodes élémentaires de rsolution directes. Ensuite, nous avons appliquer quelques théo-
rermes du point fizre comme Banach, Schauder et Brouwer, ces dérniers assurent [’existence
de la solution. Le théoréemes de Banach permet en plus d’avoir ['unicité de la solution. Enfin,
nous avons aussi présenté des méthodes numériques comme la méthode de la solution en sé-
rie, la méthode d’approrimation successive, la méthode de Boubnov-Galerkin, la méthode de
somme finie et la méthode a noyau itérés qui permettent d’approcher la solution lorsqu’elle
eriste.

Nous envisageons comme perspective :
— D’appliquer d’autres méthodes numériques a la résolution des équations intégrales, comme
la méthode de décomposition d’Adomian, méthode de collocation,...etc.

— D’étudier des équations intégro-différentielles et chercher leurs solutions.
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