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INTRODUCTION

Parlant un peu de l’histoire ; il y’a une quinzaine d’années, une nouvelle
méthode d’analyse, appliquée a I’origine aux signaux sismiques, obtenue lors
de la prospection pétroliere, a été proposée par le géophysicien J.Morlet [39]
"I’analyse par ondelettes”, il eut ’idée d’analyser un signal & ’aide des fonc-
tions élémentaires (ondelettes) toutes issues, par translations et dilatations,
d’une méme fonction (ondelette mere).
Avec la contribution de A.Grossman [25], une formulation mathématique
de la transformée en ondelettes continue a été développée en rapport avec
la théorie des groupes affines et les états cohérents de la mécanique quan-
tique, permettant de décomposer un signal 4 la fois en temps et en fréquence.
Dans le cas de la transformée en ondelettes continues, les informations données
par les coefficients d’ondelettes sont redondantes puisque les parametres de
dilatation-translation varient continiment dans R; x R. Il peut paraitre
numériquement peut satisfaisant de stocker les coefficients d’ondelettes qui
contiennent de I'information superflue.
Comme il est connu, les ondelettes sont des fonctions générées a partir d’une
fonction 1 par translations et dilatations sur 1’axe des temps

Lo b
Vit
La fonction 1 est appelée ondelette mére ou ondelette analysante. b est un
parametre de translation et ¢ un paramétre de dilatation, le terme La est un
facteur de normalisation. b est aussi le centre de I'ondelette et a sa largeur.
Les coefficients d’ondelettes du signal sont alors, les nombres

V=<5 S

ou le symbole <,> désigne le produit scalaire dans L*(R). La transformée
est dite continue car les parametres a et b varient continiment dans R4 x R.
Dans I’espace spectral, les paramétres a et b ont pour roles respectifs de
dilater et de moduler I’échelle des fréquences,

Pab(w) = Vae “ih(aw).

Notons que, pour des raisons numériques, les fonctions Y et 1 sont bien
localisées, et que la fonction 1 est une fonction oscillante, autrement dit,

Yay(t) =

), a>0, beR.
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d’intégrale nulle.
[.Daubechies en collaboration avec A.Grossman et Y .Meyer [20] ont discrétisé
la transformation précédente en se ramenant & un sous ensemble discret pour
le choix des parametres de dilatation-translation, conduisant ainsi & obtenir
des formules de reconstructions approchées, sous formes de séries doubles
(théorie de "frames”).

Dans le but d’inscrire la construction de bases orthonormées d’ondelettes
dans le cadre général, S.Mallat [33] et Y.Meyer [34] ont introduit en 1987 le
concept d’analyse multirésolution. Ce fut alors la découverte de P.G. Lemarié
[32] des bases d’ondelettes calculées & partir des fonctions splines, ainsi que,
la construction par S.Jaffard [27] des bases d’ondelettes dans des ouverts de
R™.

Dans tout le travail que nous présentons ici, on utilise les ondelettes
d’Ingrid Daubechies [17] & N moments nuls et dont la mére ¥ et le pere ¢ sont
supportés sur I'intervalle [0,2N — 1]. Cette base généralise la base de Haar,
et qui est bien adaptée aux calculs numériques. De plus, pour tout opérateur
intégral vérifiant certaines estimations et avec une précision donnée, admet
une forme diagonale-bande, que ’on peut appliquer a n’importe quelle fonc-
tion et d’une fagon rapide, avec un nombre d’opérations de I’ordre O(N).
On trouve deux arrangements pour ’évaluation numérique des opérateurs
integraux. Le premier est une réalisation directe de la matrice de lopérateur
dans la base d’ondelettes que 1'on appelle "forme standard” et qui est de
lordre de O(N log N) procédures. Le deuxieme arrangement que l’on appelle
"forme non-standard” est décrit en detail dans ce travail, il est de ’ordre de
O(N) procédures. Cette forme réduit plusieurs opérateurs, & résoudre un
systeme d’équations algébrique.

Il y’a aussi un exposé sur les ondelettes sur un intervalle, comme il est clair
que, tout signal est restreint a un intervalle borné ( ou & un carré s’il s’agit
d’une image). Le probléme comment s’adapter a une telle situation tout en
conservant les propriétés intéressantes des ondelettes (régularité, cancellation
et localisation). Il est & rappeler qu’il y’a plusieurs constructions d’ondelettes
sur un intervalle, celle qui est utilisée dans ce travail est la plus perfectionnée
pour le calcul numérique, elle maintient les bonnes propriétés a I’exception
de la relation ”(/3(0) = 17. De plus elle réalise des algorithmes rapides, bien
entendu, avec un traitement particulier aux extrémités de Iintervalle; pour
plus de détail voir [14].

On trouve aussi une application directe de cette construction d’ondelettes, a
plusieurs opérateurs, (opérateur de Hilbert [43][44], de dérivation [43][45],. .. )

)
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dont I'idée est de constuire une analyse multirésolution V;, j € Z a partir des
carrés Ir x I5, ou I, désigne l'intervalle d’extrémitées entieres I = [s,s + 1[.
L’opérateur de Hilbert 7" est représenté dans V; par la matrice < Tdr, &) >.
Due a la construction des ondelettes sur un intervalle, cette matrice contient
neuf sous matrices blocs, dont tous les éléments dépendent des éléments de
la matrice bloc interne, de plus, elle est antisymétrique pour le cas o r = s.
Ainsi que 'opérateur de dérivation 7' = ﬁ est représenté dans V; par la
matrice < T'®y, ®; >, composée de neuf sous matrices blocs.

Die aux supports compacts et disjoints des fonctions échelles, cette matrice

est bande de largeur 72N — 1”.
Une approximation d’intégrale singuliere [42] apparait dans ce travail,
pour les intégrales du "type Cauchy” F(ty) sur des courbes régulieres par

morceaux, définie par
1 t

rt—to

dt,

ou ¢(t) est une fonction Holderienne définie sur I', {p un point quelconque de
la courbe, ’équation paramétrique de I' est donnée par ¢(s) = x(s) + iy(s)
oua<s<b,abeR.




PARTIE I




ANALYSES MULTIRESOLUTIONS DE L*R) ET
BASES D’'ONDELETTES

1 Introduction

Le cadre algébrique des analyses multirésolutions de L(R) a été introduit par
S.Mallat [33] et Y.Meyer [35] pour la construction des bases orthonormées
des ondelettes. L’idée est d’approcher toute fonction f de L*(R) par une
suite de fonctions f;, j € Z, ot f; étant 'approximation de f & I’échelle 2/,
et de savoir plus sur les changements entre ’approximation f; de f a I’échelle
27 et ’approximation f;;; de f a D’échelle 2/%1.

Bien entendu, la meilleur approximation de la fonction f & ’echelle 27 est
bien f;, obtenue a partir de f;_; en ajoutant quelques informations bien
localisées. Ces informations sont appelées ”ondelettes”

[(2) = fo(2) + (Si(z) = fo(2)) + (fa(2) = fi(@)) + . + (fisa(2) — fi(=)) + ...

ou
firr(z) = fi(z)) = 28> ajp(2z — k)
k
avec . .
ajr =< f(z), b > et Y =252z — k).

Notons que, S.Mallat [33] et Y.Meyer [34] ont montré que ce programme peut
étre réalisé de la fagon suivante.

Définition 1: Une analyse mutirésolution de L*(R), que I’on note M.R.A,
est la donnée d’une suite croissante {Vj}jeZ de sous espaces fermés de L?(R)
ayant les propriétés suivantes:

(1) (1 Vi={0}et J Vi = L*(R)
i€l iel
(2) Vf(z) € L*(R),Yj €Z ona f(z)€V; < f(2z) € Vin
(3) il existe une fonction g(z) € Vi telle que la suiteg(z — k), k € Z
soit une base de Riesz de I'espace V.
Définition d’une base de Riesz:
Soit H un espace de Hilbert et soit {ei}ieZ une suite d’éléments de H, on
dit que la suite {e;}, 7 est une base de Riesz si et seulement si
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il existe deux constantes Cy,Cy > 0, telles que, pour tout scalaire CAUR
on ait

(4) CI(Z I (093 | % |Zakek ”H< Cz(z I Qe I %

avec ’espace des sommes finies 3", aey est dense dans H.

Remarques:

(1) La famille {g(z — k)}, 7 intervenant dans (3) est appelée aussi base in-
conditionnelle, puisque, V{ax}, .7 € (*(Z), la somme Y, arg(z — k) existe
dans V4 et ne dépend pas du mode de la sommation.

(ii) La propriété (1) peut aussi s'exprimer & I’aide des projecteurs orthogo-
naux P; sur les espaces V;. En effet, Vf € L?*(R), on a

(5 Jim B I=0 et Jim | Py—f =0
(iii) Une conséquence de la propriété (3)
(6) f(z) e Vo= f(z—k) e W

iv) La combinaison linéaire f(z) = 3, 7 arg(z — k , s’exprime dans le
keZ k9 P
domaine spectral par

(7) fw) = mw)i(w) = (3 are™*)j(w)
keZ

ou m(w) = Yl are™™™ est une fonction 2m-périodique, f la transformée
de Fourier de la fonction f
=/f(a;)e"iwdw.

Théoréme: Soit {V}. jez, une MLR.A de L*(R), il existe une constante C'
strictement positive telle que, pour tout w € R, on a

®) =< (T i+ 20 ) < C.
ke?

En effet, existence d’une base de Riesz g(z — k), k € Z de V, signifie qu’il
existe un isomorphisme non nécessairement isométrique de V; dans 1%(7),
autrement dit, la norme hilbertienne de la fonction m(w) sur L*([0,27]) est




} SS=T

équivalente & la norme de f(w) sur L*(R), i.e

cE <) P asg(z k) IS (3 o )

ce qui est équivalent & écrire
1 27 s 27 g r 9 2w .

8 = a <

ol Ime) Fdos [T )| O gleo2bm) o < € [ [ m(w) P do

cette expression est vérifie si et seulement si
1

=< 4w+ 2k P< C
C k

1.1 Base orthonormale du M.R.A

Grace au théoreme précédent, on peut construire une fonction ¢ telle que,

la famille {¢(z — k)}.c7 soit une base orthonormée de Pespace V4. Cette
fonction est définie par

(9) Hw) = (O | 9w + 2km) )~ Fg(w)

k
ou il est facile de voir que ¢ € V
deVo = deV

Vo={f(z) e L*(R), f € Vo)

Porthonormalisation de la famille {¢(z — k)} re7 Vient du fait que,

(10) 3w+ 2km) 2= 1
k
solt
(11) < 9(2), e ~ k) >= [ $(2)3(e = R)de = 6os

la fonction ¢ est appelée fonction d’échelle ou parfois "pere des ondelettes”.
Définition 2: Une M.R.A est dite r-réguliere, r € N si 1’on peut choisir la
fonction g(z) intervenant dans (3), de sorte que Pon ait

(12) |9°(2) IS Cu(1+ |2 )™, ¥meN, 0<a<r
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—d

L ! e

I

il

équivalente a la norme de f(w) sur L*(R), i.e

L5 L ) Sl Senste — ) < O Lo P)
k k .

ce qui est équivalent & écrire

L /27r m(w) |? dw < / Z §(w+2km) | )dw = C/ (@) |? dw

k

cette expression est vérifie si et seulement si

1
55 > | §(w + 2km) |2P< C.
k

1.1 Base orthonormale du M.R.A

Grace au théoreme précédent, on peut construire une fonction ¢ telle que,
la famille {¢(z — k)}, 7 soit une base orthonormée de I’espace V,. Cette
fonction est définie par

(9) d(w) = Z | §(w + 2k7) )72 §(w)

ou il est facile de voir que ¢ € V;
peVo = eV,

ou
Vo={f(z) € L*(R), f € Vo)

Porthonormalisation de la famille {¢(z — k)}, 7 vient du fait que,

(10) 5 | o + 2km) = 1
k
soit
(11) < #(z), dlz — k) >= /d)(:z:)(b(a: s = B

la fonction ¢ est appelée fonction d’échelle ou parfois "pére des ondelettes”.
Définition 2: Une M.R.A est dite r-réguliere, » € N si I'on peut choisir la
fonction g(x) intervenant dans (3), de sorte que I’on ait

(12) |9°(2) IS Cu(l4+ ]2 )™, YmeN, 0<a<r




on dit aussi que g* est a decroissance rapide a ’infini.

Propriétés: _

(i) Soit {¢(z — k)} .7 une base orthonormée de V; alors, {28 (272 — k)} ez,
est aussi une base orthonormée de V;, pour tout j € Z.

(ii) Si la famille {g(x — k)},_7 est une base inconditionnelle, r-régulicre de
Vo et {¢(x —k)}, .z une base orthonormée de V;, alors la base {¢(x — k)} ez
est aussi r-réguliere et Vf € V4, on a

f(z) = ; arg(z — k) = ;ﬁwﬁ(w — k)

iy
I f(z) ||= (E; 1B )7 ~ (X | g |25,

k

1.2 Introduction des bases d’ondelettes dans L*(R)

Soit {V;},c7z une M.R.A r-réguliere de L?(R), notons par W, le complément
orthogonal de V; dans Vj,,

(13) Vin=V; @ W,

celui ci représente I'information additive pour passer de 'approximation de
Péchelle 27 a Péchelle 2711

D’apres les propriétés (1) et (2) de la définition de ’analyse multirésolution
les espaces W; vérifient

2

(14) flz) e Wo = f(2z)eW,;, VjeZ
(15) fz)eWo <= fla—k)e Wy, keZ
(16) W; est orthogonal & W; pour j#j
+oo
(17) P W;=L*R) (somme hilbertienne).
j=—o0

Soit {22¢(2z — k)} ez une base orthonormée de V; contenant Vg, alors, on
a la relation d’échelle suivante

(18) ¢(z) = \/52 hip(2¢ — k).
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En passant dans le domaine spectral, on obtient

(19) d(w) = mo(~ )q%(g)

, 1 0
(20) mo(w) = 7; Z hye™ v
2%

N | €

t

ou mg(w) est une fonction 27-périodique, & decroissance rapide a linfini, de
plus, elle vérifie ’équation
(21) | mo(w) |* + | mo(w + ) [*=1
et
mo(0) =1 et mg(r) =0

mg est appelée filtre basse-fréquence.
La fonction ¢ a la propriété de normalisation

(22) 90 = [ $la)de =1
d’ou . _
(23) P(w) = 52, mo(27w).

Pour que I’on ait une base orthonormée d’ondelettes de L*(R), de la relation
(17), il suffit de trouver pour chaque j une base orthonormée de W;, cela
revient a chercher une fonction 1 de Wy, telle que, le systeme {¢(z — k)} e,
soit une base orthonormée de Wj.

De P'inclusion Wy C V4, il existe une fonction Y de Wy, prenant dans le
domaine spectral la forme suivante

A

(24) P(w) = m(3)d(3)

ou m; est une fonction 27-périodique, vérifiant I’équation suivante

(25) | ma(w) [ + | m(wo+ ) = 1,

Due a I'orthogonalité des espaces V et Wa, les fonctions mq et m, vérifient
(26) 'mg(w)m + mg(w + w)m = 0.

Les conditions (21), (25) et (26) se résument comme suit
Trouver une fonction m; de L*([0,27] telle que, la matrice

1¥




( mo(w) my(w) )

mo(w+7) my(w + )

soit unitaire pour tout w de R. Un choix possible de m, est

(27) my(w) = e “mo(w + ),

my est appelé filtre haute-fréquence, mg et m; ensembles sont dits filtres
miroirs en quadrature (QMF).

Il est facile de montrer que les formules (24) et (27) fournissent la relation
d’échelle de la fonction 3 dans ’espace physique

(28) $(z) = VZY ge(2c - )
k

(29) 9k = (_l)l_khl—k-

On dispose ainsi d’une fonction # telle que, le systeme {4 (z — k)} ez, soit
une base de Wy, par dilatation et translation enticres, on obtient une base de
W; pour tout j € Z et par conséquent, une base ortonormée de L*(R). D’ou

VIELMR) f(z)=3_ Y < frtie > viula),

i€l ke’
ou <, >, désigne le produit scalaire dans L*(R)
; e 2
< f(2), 9(2) >:/f(:v)g(w)d:v Vf(z),9(z) € LA(R).
Ainsi les fonctions 9, permettent de donner linformation sur les détails
nécessaires pour passer d’un niveau d’approximation V; a un niveau deux

fois plus fin Vjy,.
Notons qu’il existe d’autres décompositions couramment fréquentées

+c0
LAR) =V P w;
7=0
ou la serie d’ondelettes de f s’écrit

400
f@) =30 < fydor > dou(@) + D3 < frhjx > ().

keZ 3=04c7,




Exemple 1:

Soit V4 le sous espace de L%(R) formé des fonctions en escalier, autrment dit
flz) =ap sk se<k+1, kel

Vo ={f(z) € L*(R), f(z) = a, Yz € [k, k + 1], k € Z}.

Alors g(z) est la fonction caractéristique de [0,1] et la base glz—k), ke’
est orthonormée, dans ce cas on prend la fonction échelle d=gyg.

De la relation (18), on obtient kg = %, hy = —\}-—2 et les autres h; sont nuls
¢(z) = ¢(2z) + ¢(2¢ — 1),

1 —iw
mo(w) = 5(1 BTy

Les formules (28) et (29) fournissent pour 'ondelette v la fonction portée
sur [0,1[, égale & —1 sur [0,2[ et 1 sur Lt

b(z) = —¢(2z) + ¢(22 — 1),

1. .
my(w) = ﬁe"“"(l ~ g},

La collection de ces ondelettes constitue le systéme de Haar de régularité
nulle.

Exemple 2:

Soit Vo le sous espace de L?*(R) composé des fonctions affines, continues
f(z) = arz + by, sur chaque intervalle [k, k + 1[, k € %

Vo= {f € LX(R), f(z) = axz + by, Vo € [k, K+ L[, k € Z).
On prend g(z) la fonction triangle A(z) = sup{0,1— | « |}.

sin¥

g(w) = (—2)°

de la formule (9), la fonction ¢ est définie par sa transformée de Fourier

$o) = = I

(Zk | 9w + 2km) 2)2
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S/} s,

(S

A J oo

[ S—

|

avec

ou il est connu que
w

- 608'2—
(30) Zme o

SZTL;

Dérivons trois fois membre & membre (30), on obtient

Z 1 P %Sinz%
- (% + km)* * sumis
Ainsi, on a
2
(Z | G(w + 2km) | )% =(1- rsirzzu—))%
i 3 2
d’ou

Bw) = (22Ey - —m s

2

2 g 2 L
mo(w) = d;g(((‘:;) = coszg(l - gsng 2(1 — gszn 2w)~2
et de (27)
my(w) = e “mo(w + 1) = e “sin g(l — gcos 2) (1- gsmzw) 3
d’ou
g@(w) - e""%sz'n%)(l = gcosz%)%(l - gsm __(sm Bl gsinz%)“
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2 ONDELETTES A SUPPORT COMPACT

Dans le procédé de la construction d’une base othonormée d’ondelettes de
L*(R) & partir d’une analyse multirésolution, I’élément le plus important est
la fonction échelle ¢ de V5, telle que, le systeme {¢(z — k), & € R} forme une
base orthonormale de Vj, cette fonction nous permet de construire I’ondelette
dite analysante 1.

Inversement, peut-on construire une analyse multirésolution V; de L*(R) telle
que, les fonctions associées ¢ et 1) soient & support compact? la réponse est
affirmative. L’élément essentiel de cette construction est la fonction my.

Le rapport ondelettes et filtre d’échelle ont donné I’idée & I.Daubechies [17]
de généraliser le systeme de Haar, en construisant des bases d’ondelettes a
support compact ayant un nombre de moments nuls dépassant 1.

L’idée de base est de construire une fonction mo(w) de L*([0,2n]), dont

la réponse impultionnelle Ay est de longueur finie, vérifiant les conditions
suivantes

(31) Z;,: hy =2,

(32) XL: hihi—2m = Som,

(33) D kgm0, =0, 10N = 1.

Ou g = (=1)*hy_y.

La condition (32) sur les /iy est la condition d’orthogonalité des fonctions

échelles, elle se traduit sur mg par Péquation (21), quant & la condition (33)
elle nous informe que la fonction ¥ a N moments nuls

b

+o0
(34) / e uizldz =0, “m=0,1,.. N=1.
—00
Il est facile de choisir mg de sorte que, la fonction échelle ¢ soit & support
compact et réciproquement, si ¢ est a support compact mg est une somme
trigonométrique finie. Sil'on veut que le systeme {p(z—k), k € Z} de V} soit
orthonormé, il suffit de choisir la fonction mg(w) # 0 sur Pintervalle =L
lemme: Tout polynome trigonométrique my solution de (21) est de la forme

(35) ma(i) = [5(1 + e)]4Q(e~)
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ou N > 1 est le nombre de moments nuls et @ un polynome tel que,

N-1 1

| Q(e—i“’) }2: Z (Lv_l_k)(smz%)k + (5'5'7'&2(;))-)NR(;L'05§)
k=0 < e 2 <
ou R est un polynome impair tel que,
N-1
2.0 +JNR(—— )>0, pour 0<y<1
k=0
et
i 1
sup [Z('Y e sy RE = gl PP SN > 9
0<y<1 j=o 2

Si la suite hy est de taille finie, alors, la fonction ¢ est & support compact
et par conséquent 1 est aussi a support compact. Le cas ot N = I,on a
mo(w) = 3(1 4+ e7*), la fonction ¢ est la fonction indicatrice sur [0,1] et
I’'ondelette associée est I'ondelette de Haar.

Pour N > 2, on prend R = 0, le polynome identiquement nul [17] ot le

calcul de Q(e™) se fait & partir de | Q(e™™) |? par le biais du lemme de
Riesz, qui donne

—zw _—zkw

nMZ

en remplacant dans (35), on aura pour chaque N > 2, une fonction mg définie
par
2N -1

(36) mo(w Z fig
Notons que, pour chaque fonction mg ainsi définie, est associée une base
d’ondelettes & support compact.

2N-1

(37) $() =V2 Y hep(22 — k),
k=0

2N -1

(38) () = V2 3 hono1_ k(22 — k).
k=0

on montre que,
supp¢ = suppy = [0,2N — 1].
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3 ALGORITHMES

3.1 Algorithme en arbre

C’est un algorithme de S.Mallat fait en 1989, permettant de calculer les
détails, en connaissant I’approximation de la fonction sur V;.

Supposons que ’on connaisse pour j € 7, j fixé la projection de la fonction
f sur V; autrement dit, les «; tels que,

2N -1
(39) fle) =) iramdsa(a)
k=0
de la relation V; = V;_; @ W;,_1, on peut écrire
2aN-1 2N -1

(40) f(z) = Z aj_1ipi-10(z) + Z Bi-1,1%5-1,(z) 1
=0 =0 (41

avec f
i1 =< f,¢j-11> et Bi_1y=< f,j-11>. i

En remplacant f dans le produit scalaire par ’équation (39), on obtient
p P P (

2N-1 2N -1 ! ,;
gy U el let) B e ) Bgkln i’
k=0 k=0 [

ou les hy et g ayant été définies au dessus.
Réitérant ce processus j fois, on obtient ’algorithme en arbre

V;

¥ ooN
Vj—l l’Vj—l
R
VJ -2 VVj =0
!’

Vi

kN

Vo Wo

it




Une fois que 'on connaisse les coefficients dans les espaces W;, on approxime
la fonction f par

2N -1 J—12N-1
f(2) = > andor(z) + > > Buti(z)
k=0 1=0 k=0

Cette décomposition est trés rapide, en effet, ’algorithme est de ordre O(N)
opérations.

3.2 Algorithme de recounstruction

Cet algorithme est I'inverse du précédent, il permet de calculer la projection
de la fonction sur Vj, en connaissant les détails et approximation grossicre, : ‘
autrement dit, & partir de la relation f = Py,(f) + 2/2 Pw,(f), on calcule "‘
Py (f). En effet, de la relation “‘

o =< f, ¢ > (s

on obtient 1"
2N -1 2N -1 | ’

ajr = Y aj_ihieat Y. Bic1Gk-u- il
=0 =0

Bien entendu, on a utilisé I’équation (40) dans le produit scalaire < f, ¢ > . ‘
soit

. W;_,

v
Ve

(8
|

e

I
Wi |

=il

S o

3.3 Algorithme de cascade

Cet algorithme approche les valeurs de la fonction échelle ¢ aux points
dyadiques 2%, k,7 € Z. Notre point de départ sera la théoreme suivant
Théoreme: Pour toute fonction continue Holderienne d’éxposant a on a

lim' 27 [ :° A BB ) |

J—+oo
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Appliquons ce théoreme, en remplagant f par ¢ et ¢t par 2—’}, on obtient

; k
lim 2% < ¢, by >= (57)-

j—r+oo
Les valeurs de ¢ aux points dyadiques se calculent en fonction des produits
scalaires par le biais de I’algorithme de reconstruction, en commencant par
lechelle j = 0, puisque la famille {¢(z — k), k € Z} forme une base or-
thonormée
< @, ok >= Sok

et puis on calcule les produits scalaires < ¢, ¢, > en appliquant p fois
I’algorithme de reconstruction, pour avoir les approximations de d)(;’}—,) avec

k=0,1,..2°2N — 1).

3.4 Algorithme de la valeur propre

C’est un algorithme qui approche les valeurs de la fonction ¢ aux points
dyadiques, connaissant les valeurs de ¢ aux entiers, puis aux demi-entiers,
grace a la relation d’échelle

2N-1

¢(é) =v2 3 hep(l —k), 1=1,3,5,..4N —3.
k=0

Itérant ce procédé, on obtient les valeurs de ¢ aux quart d’entiers, puis a
tous les points dyadiques.
Reste a calculer les valeurs de ¢ aux points entiers, appliquons la relation
d’échelle pour = entier

2N-1

$() = V2 37 hi(2 — k)

soit matricielement

¢ =Ho
ot ¢ représente le vecteur propre de composantes ¢({), [ = 0,1,...,2N — 1,
et H la matrice 2N x 2N de coeflicients H;; = \/§h2,-_j.
Calculer le vecteur propre de la matrice H associé a la valeur propre A = 1
est pratiquement difficile par le calcul direct, mais le fait que A = 1 est la
plus grande valeur propre [52], on peut appliquer la méthode de la puissance
ittérée, qui donne le vecteur propre associé a la plus grande valeur propre,
soit ¢(1), L =0,1,...,2N — 1.

19




4 Bases orthonormées d’ondelettes de L*(R?)

On peut facilement étendre la construction d’une base orthonormée d’ondelettes

& L*(R?) gréce a la notion d’analyse multirésolution de L2(R?).

Une M.R.A de L%*(R®) est la donnée d’une suite croissante Vi, € Z de
sous espaces fermés de L?(R?), vérifiant les propriétés de la définitionl de la
premiere section extensées en dimension deux.

On part d’une analyse multirésolution r-réguliere, V;, j € Z de L*(R) que
nous lui associons les fonctions ¢ et 1) par le procédé de la premiere section.
On définit alors le sous espace V; de L*(R?) comme la fermeture pour la
norme de L%*(R?) du produit tensoriel algébrique V; ® V;, la suite de sous
espace V;, 7 € Z ainsi définie forme une analyse multirésolution de L*(R?),
dite M.R.A séparable. Une base orthonormée Qini(z,y), ,k,l €7 de V; est
donc composée des produits bir(x)dbi(y), 3,k,1 € Z. On désigne par W; le
complément orthogonal de V; dans V;,1, on a

Wi=VieW, e W; 0V, d W, @ W,.

Une base orthonormée de W; s’obtient en réunissant les bases orthonormées
suivantes

Pint(2) ik (y), Yim(@)bin(y), Yim(e)inly), j,k,l € Z

d’olt les coefficients d’ondelettes de toute fonction f de L*(R?) sont donnés
par les trois coefficients d’ondelettes élémentaires

o =2 [ [ fa,)p(@e — k(2 - Ddady,
oot ptco . .
B =2 [ [ e, u)p(2e - K)p(@y — dady,

. [+ p+4oo0 . .
Tk F@9)¢(2z — kyp(2y — l)dedy.
Ainsi, on a la formule de la conservation de I’énergie
+oo +oco
/ / | f(z,y) |* dedy = 22 am 2+ | B I+ | vire 1)
5 oS i€l kel 1eZ,

et celle de la reconstruction de la fonction f

F=222" 3 cjuin(e)buly) + Bikt¥in(x)bimi(y) + Virebim(2)in(y)
i€l keZieZ




5 Transformations rapides en ondelettes

On introduit une généralisation radicale des algorithmes de [1]{10] et [24],
en décrivant une méthode rapide [7] de calcul numérique pour tout vecteur
arbitraire appliqué & une large classe d’opérateurs. La méthode nécéssite
O(N) opérations et elle est directemlent applicable & tous les opérateurs de
Calderon-Zygmund et pseudo-differentiel. Pour cette méthode, on utilise une
base d’ondelettes a support compact qui généralise la base de Haar et qui est
bien adaptée aux calculs numérique.

5.1 Algorithme du systéme de Haar

Les fonctions de Haar hji, j, k € Z sont définies par

2F si 29k <e<27(k+ 1)
hie(z) =4 —2% i 2-i(k + )<z <27i(k+1)
0 ailleurs

Il est clair que, le support de la fonction hjk(x) est I'intervalle dyadique L
ou
ik = [Q‘jk,‘Z‘j(k T ].)[

On utilisera par la suite la notation hji(z) = 22h(2/z — k), ot il est facile de
voir que, le systeme {h;i, j,k € Z} forme une base de L*(R) avec

1 si O<a< %
h(z) = hoo(z) =< =1 si % s <]
0 ailleurs

On introduit aussi, la fonction caractéristique normalisée xwlz), 3k € &
définie par

. o Iljk ,_;_ s1 .'EE[jk
Xo(z) = { 0 ailleurs

ol | [jx | désigne la mesure de l'intervalle dyadique I jk, blen entendu

X(@) = Xoo(z) :{ L si zel0,1

0 ailleurs.
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Soit la donnée d’une fonction f € L*(R), on définit les coefficients de Haar
dji de la fonction f par
Jk o /R ‘T

et les moyennes s, de f par

Sjk = /R J(@)xjk(z)da
d’ou la relation
(41) dJ‘~ = 2 % ( Jk - S_]k)

ou s7; et s% sont les moyennes sur les demi-intervalles & gauche et a droite
respectivement de [}y,

S;k = /R f(m)X[2—ik,2—J'(k+%)[(x)dm,

Sg"k & Rf(fc)X[z—:’(k+%),2-:‘(;;4-1)[(“‘)“-

Pour obtenir une méthode numérique, pour le calcul des coefficients de Haar
d’une fonction f, on procede de la facon suivante.

Supposons que 'on a N = 27 échantillons d’une fonction sur I’intervalle
[0, N[, on obtient alors, les moyennes s}, sur les intervalles dyadiques I; Gk

Lip =[27%"k, 27 (k4 )], j=0,1,...,n bl 2 =1

par
N L [2n(k+1)
= Jo S@xale) =23 [ 7 fa)da,
R 2nk
—n+1 2n-l(k+1)
S¢ /R F@)xuw(z) = g /"_lk f(z)dz
d’oti le calcul de la moyenne sk, peutc e 0ot s h=0,1,,..,2 =]

est donné par

yont /2"-J(k+1>
.’L'.

n—jk

Sk - /R, X]k
En répétant cette procédure, on obtient la relation suivante

(42) s=27 (it + s3f),)
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et d’une fagon analogue, apres plusieurs opelatlous on trouve la relation
entre les coefficients de Haar dJ et les moyennes s

(43) df =27 (s} = s3f})).

Et enfin, pour j = 0,1,...,net k =0,1,...,2 — 1, on a la représentation
des coeflicients en pyramide

s = s oo L. = st oo 8%
(44) Sy L LY :
dn. 1 dl{ d(z

Il est facile de voir que I'évaluation de tout ’ensemble des coefficients s, dj
dans (4) nécessite 2(2N — 1) opérations.

Dans le cas de deux dimensions, on a deux méthodes de construction pour
le systeme de Haar, la premiére est directe, le produit tensoriel gk (e, ) =
hjr ® hjiy, ou la fOIlCthIl hjk,ju(z,y) est supportée sur le rectangle 1 x I;.
La deuxieme méthode est définie par une association de trois bases de fonc-
tions hjk(z)hi(y), hik(z)xie(y), et xjk(2)hji(y) J, k, | € Z toutes définies sur
le carré I x Ij. 1l est aisé de voir que ce systéme constitue bien une base
orthonormale de L*(R?).

Considérons 'opérateur intégral
(45) 7(/ /1\ (z,y)f(y)dy

et exprimons le noyau K(z,y) comme fonction de deux variables dans la base
de Haar, on obtient

(46) K(2,y) = 3 aehis(@)hily) + 3 Blukin(@)xaly) +
5kl Dkl
> vaxie(@)hi(y)
diksl
ou A
(47) oy = [ [ ke, )hsn(e)hily)dedy,
(48) Bio= [ [ ha,p)hin(e)xly)dedy,
et .
(49) = [ [ @ y)xis@)hialy)dedy.
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Substituons (46) dans (45), on obtient

(50) Z hjk(x Z audz =+ Z hir(z Zﬂubﬁ'
el
Z\JA Z ILIdI

L’expression (50) correspond numériquement a une approximation de 7" par,

('51) Tn = 13‘[1’11}_)”

Pif(z) =3 < fixie > xix(2).
k

L’opérateur T, peut s’écrire comme somme de contributions de différentes
échelles,

n—1

(52) T =) (QiTQ; + Q;TP; + P;TQ;) + RTP
J=0
ou
Qi = Piy1 — F;.
Il est évident, que ’expression (50) peut étre considérée numériquement
commnie une application de I'opérateur 7' & une fonction f arbitrairement

2
choisie, que ’on peut discrétiser et la convertir dans un vecteur f € R*N-
constituant les coefficients dJ et s,

r_ 0 L] v n n no.n n
f = (dy, bu,du,dl,oo,ol, iydy ll,...,dN_l,.sU,al,...,.sN_l .
Apres avoir calculer les matrices a“, ﬂ“ et 'y“ pour g = 0,1, ... .0 qui

déterminent opérateur 7', évaluons les vecteurs dJ et bk via les founuleb
o ] J J
di =Y aqdl + Y Byt
Jl 5l
=) J ]
= Z’)k,zdl-
al
Finalement, on définit une approximation 10 de T, par la formule,

n—12J—1

1',? Z Z ([Lh_/k +°A\JL( ')

7=00k=0
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il est clair que, T9(f) est la réstriction de Popérateur T,,(f) dans (50) sur un
sous espace de dimension finie de L*(R)
Il convient maintenant d’organiser les matrices citées au dessus, dans une
seule matrice comme le montre la figure 1.

Q)
(@)



T LT
/

71’

figure 1

La représentation matricielle de ’opérateur T° pour
des différentes échelles j = 0,1,....n




Bien que, le systeme de Haar mene i des algorithmes simples, il n’est
pas toujours utilisé a cause de la mauvaise localisation, autrment dit, la
décroissance des matrices a O1 et 41, n'est pas rapide, quant on s’éloigne
de la diagonale, et pour avoir la décroissance rapide, il est nécéssaire d’utiliser
une base dont les éléments possede plusieurs moments nuls. Dans notre algo-
rithme, on utilise une base orthonormale des ondelettes support compact
construite par [.Daubechies [17], déja vue plus haut.

Notons que, le systeme de Haar est un cas particulier de (18) et (28) avec
N=1leth =hy, = ﬁ, ¢ = x et ¢ = h et que les expressions (6) —(9) ainsi
que, la forme non standard (12) peuvent étre écrites dans n’importe quelle
base d’ondelettes par un simple remplacement des fonctions \ et h par ¢ et
p.

Pour le calcul des coefficients :,f et df;,, on procede de la méme facon que
dans (2) et (3) avec un petit changement de formules qui est simple & verifier
d’ailleurs.

2N-1
ey ae]
si= 2 hpSars
p=0
2N-1
et LU bl
di =) %Sty
p=0

Ou la relation entre h, et gy est donnée par (29).

9.2 Compression des opérateurs

Avant de décrire la méthode de compression des opérateurs intégrals, on
attire I'attention sur cette méthode, qui s’adapte particulierement a une
classe d’opérateurs fréquement utilisés en analyse harmonique, oprateurs de

Caldéron-Zygmund et pseudo-differentiel. La forme non standard du noyau
K (x,y) est obtenue en calculant les expressions

2N—-12N-1

(5’3) Qpl = Z Z gpgq()Zk-i—p,ZH—qa
p=0 ¢=0
2N—-12N-1

(’54) /jkl == Z Z gpth‘Zk+p,21+qa
p=0 ¢=0

o
— |



2N—-12N-1

(53) Vel = Z Z /2p9q92k+p,21+q-

p=0 ¢=0

On remarque que, les trois systemes dépendent des éléments O2k4p,2144 donnés
par,

2N—-12N-1
(56) 0/91 = Z Z /lp/qu)gk.*.p,qu.
p=0 ¢=0

Natutellement, la fonction A'(z,y) est réguliere pour & # y et satisfait aux
conditions dites standard

(57) | K{2,9) | ———,
lz—y|

(58) | OY K (2,y) | + | 9y K (2,y) |< m

Pour N > 1, choisissant une base d’ondelettes & N moments nuls, alors, on
a la proposition suivante

Proposition Supposons que dans I’expression (6), la base d’ondelettes admet
N moments nuls, (i.e : les fonctions h et \ sont remplacées par ¢ et YP) et
satisfait les conditions (18), (22),(28) et (34), alors, pour tout noyau A'(z, Y)
verifiant les conditions standard (17) et (18), les coefficients o, Bl et 1
de forme la non-standard (voir (7) — (9) et figure 1) vérifient les estimations

o |+ | Bl 1+ o 1S
ki ki 7k1—1+|1_k|1+1\/

pour

|k |>2N.

Supposons maintenant que ’on approxime opérateur 70 par 7% obtenu de
Popérateur 7, en éliminant tous les coefficients en dehors d’une bande B de
largeur > 2N, il est simple de voir que 1’on a I’estimation suivante

&y
70,8 0 C R\
” fn = 711 “S BN 1082 N
ou (' est la constante déterminée par le noyau K'(x,y).
Autrement dit, que les matrices a, 3 et v peuvent étre approximer par des
matrices bandes o, 3% et v# respectivement, avec une précision

:m

€ l()g'_)_ N
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les parametres B et N de lalgorithme changent en fonction de la précision

choisie ¢, mais pour N fixé la bande B est choisie de telle sorte que,
708 _ 79 < 1o i <
“ n ~ In “— BN 082 IV = €

!

B> (;logQ )#
€

Qui peut étre remplacée par




ONDELETTES SUR UN INTERVALLE

6 Introduction

L’idée de base était de Y.Meyer [38], il partait d’une base d’ondelettes & sup-
port compact d’Ingrid Daubechies [17], possédant N moments nuls et dont
la mere ¢ et le pere ¢ sont supportés sur I'intervalle [0,2N —1]. 1l définit une
analyse multirésolution sur L?[0, 1] que ’on note Vj[, comme étant ’ensemble
des réstrictions a [0, 1] des fonctions de V;, d’ou il obtient pour j > jo > 0 et
k=—-2N+2,...,22 —1 les fonctions <Z>(9,) = ¢(z)1[p,y(z) engendrant VJI Ces
fonctions sont réparties comme suit:

2N — 2 fonctions gZJ-k telles que I'interieur de leurs supports contient 0.

2/ — 2N + 2 fonctions bjx telles que leurs supports soient inclus dans [0, 1].
2N — 2 fonctions (/;J-k telles que interieur de leurs supports contient 717,
Ces trois ensembles sont orthogonaux entre eux, reste a orthonormaliser les
fonctions de bords. Malheureusement cette approche fait intervenir des ma-
trices mal conditionnées, conduisant & des algorithmes peut stables, des es-
paces de dimension variable, ce qui implique peut d’intéret numérique [14].
La nouvelle construction de A.Cohen, I.Daubechies et P.Vial [14], utilise un
algorithme de construction plus stable, ol ils partent du méme point de
départ, la famille d’ondelettes & N moments nuls tout en modifiant les di-
mensions dim V]-I =Ldnn WjI = 27 et conservant les bonnes propriétés des
ondelettes: régularité, localisation et moments nuls.

Ils conservent au centre de I'intervalle [0, 1], les fonctions ¢ et Yk classiques
et ajoutent sur le bord certaines fonctions spécifiques, de telle facon que leur
réunion engendre tout polynome sur [0, 1] jusqu’a un certain degré.

7 Construction

Le point essentiel de la construction est celui des oscillations des ondelettes.
Si I’on veut que les ondelettes aient N moments nuls, il faut que les espaces
VjI contiennent les polynomes de degré inferieur & N. Autrement dit, les
fonctions de bases que 1’on rajoute aux bords de I’intervalle [0,1] pour définir

VjI devront étre telles que cette propriété soit réalisée.

30



Pour N donné, on définit les N fonctions ¢*, k =0, ..., N — 1, sur [0, o[ par

2N-2

)= 3 Crp(z+n— N+ 1)

IN—2
= Z C,f ('J;—f—n—N-i—l)
n=k
ou '
c*="_ T 01, N1
Ykl (n—k)VY i E

On remarque que toutes les fonctions sont de supports compacts, et de plus
emboités, i.e: supportdf = [0,2N — 1 —k].

Proposition 1: Les N fonctions ¢*, k = 0,1,.., N—1 sont indépendantes, et
orthogonales aux fonctions ¢g ., m > N, et leur réunion avec bom, m > N,
engendre tout polynome de degré < N — 1 sur [0, c0], de plus il existe des
constantes ay; et by, telles que

k 3N-2-2k
(59) # @)=Y anid @)+ 3 bpmd(2z —m)

1=0 m=N
Pour la démonstration de cette proposition voir [17].
L’expression (59) traduit le fait que I’espace Vi engendré par les fonctions
de bord plus les fonctions intérieures est inclus dans V! Pespace engendré
par une dilatation de rapport 2 de ces fonctions. On est donc dans le cadre
classique d’une suite d’espace le emboités.
Les fonctions ¢F, k = 0,1,..,N — 1 sont orthogonales aux fonctions du cen-
tre de 'intervalle, mais malheureusement pas entre elles. il faut donc or-
thonormaliser par le procédé de Gram-Schmith, en commengant par la fonc-
tion &N_l, puis pour k décroissant jusqu’a £ = 0. On obtient une fam-
mille orthonormée ¢, k = 0,1,.., N — 1 dont les supports sont emboitées
support@), = [0, N + k].
On connaitra ces fonctions par une relation d’échelle, soient les coefficients
Hf et h; ., calculés & partir des ay, et bi,m, tels que

N-1 N+2k
(60) Bha) = Y HEGFQa) + 3 AL, ¢(22 — m).
1=0 m=N

En faisant le méme calcul sur Pintervalle [—oo, 1], on obtient N fonctions
pour le bord 1, ¢, k =2/ — N, ...,2/ — 1, on se ramene ensuite par dilatation
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a I'intervalle [0, 1].
On définit alors Vj[ »J 2 Jo, J,Jo € Z comme étant le sous espace engendré
par la famille orthonormée

{6k =0,1,., N=1}U{¢;s k = N, ., 2 = N-1}U{¢R k = 2—N,.,2% -1},

Venons-en a la construction des ondelettes, comme dim VjI = 27 pour tout
J, alors dim W# = 27 oy WjI est introduit comme le complément orthogonal
de Vj[ dans V7 . Comme d’habitude, les fonctions Vi, k=N,..,20 — N —1
du centre dont le support est contenu dans [0,1] sont conservées dans I/V]-I
et sont orthonormées. Reste & rajouter N fonctions pour chaque bord afin
d’obtenir une base de I/Vj].

On définit les fonctions ¢* par

N-1

7k L L L L
1/) = ¢1,k I Z < ¢1,ln ¢0,m > ¢0,m-

m=0

Proposition 2: Les fonctions '«/;", k=0,1,..,N — 1, definies au dessus sont
indépendentes et orthogonales aux fonctions du centre ¥ ,,, m > N, de plus
les fonctions ¥* peuvent s’écrire comme,

b, N-1 3N-2
Q)Z)A = Z Ck,l¢f,[ S Z dk,m¢l,m-
=0 m=N

Le support de ces fonctions est 3 priori [0,2N — 1], on peut donc le réduire
par une méthode de pivot & [0, N + k]. reste & orthonormaliser les fonctions
ok k= 0,1,..N — 1 par le procédé de Gram-Schmidt pour avoir les coeffi-
cients G,Ij,, et g,f,m dépendant des coefficients Cr €t dyn et caractérisant les
fonctions k.

N+2k

N-1
(61) Yil(e) = 3 GLob(2e)+ Y gk (2 —m).
=0 m=N

On procéde de la méme facon pour le calcul des N ondelettes du bord 1. En
fin Pespace des détails I/Vj[ sera par conséquent le sous espace de dimension
27 engendré par la base orthonormées

{5k =0,1,., N=1}U{gp; k = Ny, —N-1}U{yR k = 2i N, . 27—1},

32



7.1 Analyse multirésolution de L?[0,1]

Définition: Une analyse multirésolution de L?[0,1] est la donnée d’une suite
croissante {V;};>,, jo, 7 € Z de sous espaces fermés de L*[0,1] ayant de plus
les propriétés suivantes:

(62) J Vi est dense dans L*[0,1]

J=Jo
(63) Vf(2) € L*[0,1),Vj € 2,5 > jo ona f(z) € V; = f(22) € Vit
(64)Le systeme, {®;x,j > jo,k = 0,1,..,29 — I} = {¢i. k= 0,1,.., N ~ 1}U

{90.E=N, ..,2j—N—l}U{¢ﬁ,,/€ = —N, .., —1}est une base ortonormée deV/.

ou
#(2) = 2060(22),  dule) = 2292z~ k), ¢h(a) = 29l (2a)

sont respectivement les fonctions échelles du bord 0, internes et du bord 1
dont leurs relations d’échelles sont données par:

Pour 2/2:0, b=, I5.... N~ 0on a, Op(z) = ¢f(2),
N-1 N+2k
(65) (o) =V2 Y Hidl(20) +v2 Y hE, (22 —m),
=0 m=N
Pour 2 >0,k=N,..,22 —~ N -1 on a, Qi) = ¢i(z),
N
(66) Pu(e) = dle—k)=v2 3 hg(22 — 2% — g).
g=—N+1

Pour 2 <0,k =-N,...,~1 on a, Dp(z) = ¢fi(2),

=) —-N-1
(67) ¢8(e)=VEZ Y HEGRQD)+VE S KR (20 —m),
I=—N m=2k—N+1

De la méme fagon on définit le sous espace supplémentaire W; de V, dans
Vi41 comme étant le sous espace engendré par la base orthonormée,

{1k, i 2 Jo, kb =0,1..,2 ~ 1} = {$fi,k=0,..,N—1}u
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ou
(@) = 2eEie), iule) = s — k), YR(o) = 25pR20),

sont respectivement les ondelettes du bord 0, internes et du bord 1, vérifiant
les systemes algébriques suivants:
Pour 2 >0,k =0,1,...,N —1 on a, ¥y(z) = YE(2),
N+2k
(68) WZG¢, D) +V2 Y gind(2e —m).

m=N

Pourz >0,k=N,..,22 — N —1on a, Wi (2) =os(z),

(69) i(z) = P(z — f Z 9e#(2z — 2k — ).
=V
Pour 2 <0,k =—N,...,—1 on a, Vi(z) = (),
—N—1 i\
(70) ¢L =2 Z G 1¢1 (22) +?2 Z g,]jmqb(Q:v——m). (l
m=2k—N+1 (

De la relation V; C Vi1, Vi =V @ W; et de (1) on a: h

VJ@WJ :L2[071]) J2J072J° ZQNa
J=
d’ott toute fonction f de L2[0,1], peut s’écrire comme,
f@) = Fif(z) + 3 Qif ()
=Y

ou Py est la projection orthogonale de la fonction Jsur Vj et @Q; sa projection
orthogonale sur W;.

34



PARTIE 11

”Opérateurs intégraux et bases d’ondelettes”
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OPERATEURS INTEGRAUX ET BASES
D’ONDELETTES

1 Introduction

Pour I’évaluation numérique des opérateurs intégraux, on a deux approches.
Suivant [7] l'une est directe appelée forme standard qui fait associer &
Popérateur T' la matrice < Tk, %ju >, exprimée dans la base d’ondelettes
{ie(2)july), 5,5, k, 1 € Z}, cette matrice est dite la représentation stan-
dard de lopérateur 7.

L’autre approche est appelée forme non standard, qui fait associer &
Vopérateur 7' les trois matrices < Thjes it >, < Toji, bt >, < Tjk, i >,
exprimées dans la base {'(,Z’jk(l')‘lpj((y),’([’jk(l'_)qu[(y),C]Sjk((l))‘(,t”jl(y),j,li,[ € 7},
et qui refléte I'accouplement entre les échelles. Bien entendu, le systeme
{¥r,k € Z} est la base d’ondelettes construite par [.Daubechies dans [17]
bien adaptées aux calculs numériques et généralisent les fonctions de Haar.

2 Analyse multirésolution

Définition: Une analyse multirésolution de L*(R), que I'on note M.R.A, est
la donnée d’une suite croissante {VJ}J‘EZ de sous espaces fermés de L*(R)
ayant les propriétés suivantes:

(1) N Vi={0et U V; = L*(R)

i€l i€Z
() Vf@)€LXR)YSEZ ona flz)eV; «> f(2) € Vi
(3) il existe une fonction ¢(z) € Vjtelle que la suiteg(x — k), k € Z

soit une base orthonormée de I’espace V.

La construction des V; assure I’existence d’une fonction P de Vi, telle que
Vk € Z, les fonctions ¢(a — k) et ¢(z — k) constituent une base orthonormée
de V].

Désignons par W; le complément orthogonal de V; dans Vjy,

Vi =W, 8 V;
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d’ou les fonctions ¢(x — k), Vk € Z constituent une base orthonormée de Wy,
et on a la représentation de L*(R) comme une somme directe

L*R) = D W,.

i€z
2.1 Ondelettes a supports compacts:

Une base d’ondelettes a supports compacts de L*(R) est formée par la trans-
lation et dilatation de la fonction ¢

(4) Yir(e) = 289(De — k), j,k € Z

ou ¢ est 'ondelette dépendante de la fonction échelle ¢ [17], supportées par
[0,2N — 1], N est le nombre de moments nuls de la fonction Y, de plus, les
fonctions ¢ et ¥ sont solutions des équations suivantes:

2N -1

(5) Be) = V2 3 hid(2z — k)
k=0

2N-1
(6) P(z)=v2 3 gip(2z — k)
k=0
ou
(7) g = hoj-aip," K=0,0)1L, 281
et
(8) /“amm:1
(9) /0o e”P(z)de =0, m=01,..,.N-1.

Pour chaque j, on a deux bases orthonormées des sous espaces W; et V;
formées respectivement par les familles {yj(z) = 27¢(22 — k)}ie7 et
{gin(z) = 229(Yx — k)}, 7.
L’équation (5) s’écrit dans le domaine spectral comme

W, W

(10) (w) = mo(5)'S)

r4 &
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\

ou

)= [ gy de

=05
et mo(w), la fonction 27-périodique définie par
1 2N-1

'tho(w) = —\/—3 Z hke'ik“’.
< k=0

L’orthonormalité de la fonction ¢ et la périodicité de la fonction mg, nous
donne ’équation suivante

(11) | mo(w) |* + | mo(w +7) [*=1
avec
(12) mo(0) =1 et mg(r) =0.

Lemme: Tout polynome trigonométrique, mo(w) solution de (11) est de la
forme

1 —iw —lw
(13) mo(w) = [(5(1 + )V Q(e=)
ou IV > 1 est le nombre de moments nuls et Q est le polynome tel que:
—iwy 12 Dpos 2] . oy 1 L
| Q(e™) |*= P(sin gw) + s Sw) R(5cosw)

ou

N-1

Pl = 3 (Vi
k=0

et R est un polynome impair tel que

[i=

sup [P(y) + v R(

0<y<1

- )] < 209,

NS

I

2.2  Calculs des moments des fonctions échelles:

Notons par M,, le moment d’ordre m de la fonction échelle 1)

M= /:L""‘(b(w)dw
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utilisons (5), on obtient

2N-1

M, =2 Z /Ik/ Mo(2a — k)da,

)2’V1

it 2 i [(2 + k)" g(a)de
d’ou

\/_ 2N -1 m
(14) = Z /“»Z () Anz—JA[

=)

avec
m!

({n) N ey et M; = /:lfj¢(;v)d;l‘

I (m — j)!
apres I'utilisation de la relation YN he =42, 0n a

m— 1 2N -1

1 n—
M = 5o 37 ()M Z hik™=7)
I=

d’olt ’expression reccurente du moment M,

1 ol
M, = om _ ] J;O (/u) M; -
avec
1 2N—
Z hik!
! e M;
0 1.000000000 1.000000000
1 0.633974671 0.633974671
2 0.401923835 0.401923835
3 —0.611216545 0.131091475
4 —4.28461266 —0.302193522

Les moments des fonctions échelles

pour (N =2, D4 daubechies) jusqu’a lordre 4
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Lemme 1: Pour tout « € C et m =0,1,2,..,2N — 1, on a la relation

m

/ /(a;c —y)"d(a)ply)dady = S (=1Y ()" M,_; M,

=0

st a = | alors, l'expression (15) est identiquement nulle pour tout entier

w=1,2,..,2N = 1.
Preuve: En effet, pour m > 1

// y)"d(x)b(y deJ—// 2™ —z)d.vd:=/ 2" Q(2)dz

de la relation (10), (11),(12) et (13), on a

4

/ ™ ®(2)dz = ((———)™ | $(w) [PJuco =0, m=1,2,..,2N 1.

1dw

3 La forme non standard
Soit 7" un opérateur défini sur L?(R) & valeurs dans L*(R)
T: L*R) — L*R)
dont le noyau est A'(z,y)
K(z,y)= NEUEY, a,b € R.

y—azxr—>b

Définissons la projection orthogonale sur le sous espace V;,j € Z
P : L*R) = V;

par

(16) Bifle) =" < ;¢ > dulw)

k
et exprimons 7' en séries "télescopique”
j=os

(17) = Z (Pl Prq — PT'Py),

j==oo
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Jj=too
= > (P41=P)+ PT(Piyr — Lt = PR

j==co

ainsi, on a

(18) T'=3(Q,TQ;+ Q;TP; + P,TQ,)
ieZ
(19) Q; = Pjy1 — P

est la projection de I'opérateur sur le sous espace Wj. La relation (18) peut
aussi s’écrire de la facon suivante:

+oo ) 3
(20) T'=3(QiTQ;+ QTP + PTQ;) + RTP,

j=0

pour j = n, un entier assez grand, on a

n

(21) Tw=2_(QiTQ; + QTP + P,TQ;) + RTPR,

=0

ou T'~ T, = P,TP, est une discrétisation de lopérateur 7' a Péchelle j = n.
La forme non standard, introduite par Beylkin (7] présente I'opérateur 7'
comme étant une chaine de triplets

T ={A4;,B;,I';}, .7
ou
A W W,
B : V; = W,
L W; =V,

les opérateurs {A;, B;,T;} sont définis comme suit:
Aj=Q;TQ;, Bj=Q;TP; et T; = P;TQ;, et donnent une forme matricielle

a opérateur T}, via la relation
ke ( Ly T

T;=V; =V,

Oil f] = PJTPJ
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j=+oo

= 3 ((Pj+1 — P;) + B;T(Piy1 — P;) + P, — P;TP;)

j=—00
ainsi, on a
(18) T =73 (QTQ;+ Q;TP; + P,TQ;)
i€l
ou
(19) Qi =Py — P

est la projection de I'opérateur sur le sous espace W;. La relation (18) peut
aussi s’écrire de la facon suivante:

- - +C(/ — -
(20) T =3 (QiTQ;+ QTP + P,TQ;) + RTF,

=0

pour j = n, un entier assez grand, on a

n

(21) T, =) (QiTQ; + Q;TP; + P,TQ;) + P, TPy

i=0

ouT'~ T, = P,TP, est une discrétisation de I'opérateur T' & I’échelle j = n.
La forme non standard, introduite par Beylkin [7] présente l'opérateur 7'
commme étant une chaine de triplets

T ={4;,B;,l;};z
ol
At W = W,
B;:V; = W;,
T W = Vi

les opérateurs {A;, B;,[';} sont définis comme suit:
A; = QTQj, B; = Q;TP; et I'; = P;TQ;, et donnent une forme matricielle

a lopérateur 74, via la relation
Tin = ( Ly 1

Ty =V, = V.

ot =HTE
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Les opérateurs A;, B; et I'; peuvent étre représenter par les matices o, 37 et
v?, dont les éléments oy, Fjr et vjx sont donnés par les produits scalaires

sulvants:
. - 1 . .
= 9 —— (P — V(2 — 5l
au(®) =2 [ [ Pz — k)p(Py - Ddady,
L B e rdy = o (2
/ / - _aa:_.)jbu.z k)l — dady = aw(2b)
Bu) =2 [ [ ————p(2a — k)§(2y ~ dudy,
J—aL—b
= = . L& o 2. . l =
//Jﬁm_,Jb (v = K)oy — )dedy = Bu(27)
et

Yiki(b) = 2 / / m(p’(?’d: — k)Y(2’y — )dady,

o . ‘l )
= —_— lzx — kl(y — rdy = ~1(2D).
// y—(t.'v—‘Zib(')(J k)Y(y — l)dady = y.i(270)

L’opérateur T} est représenté par la matrice 6¢ ou

; It ; :

- / / ;’(/)("" — k)op(y — Ddady = 0,,(27b).
y—ar —2b

Utilisons les relations d’échelles (5) et (6) des fonctions ¢ et 1 dans les

équations aux dessus, on obtient les systemes suivants:

2N—-12N-1

(22) ag(2 Z Z 9p9e02k+p 214q(27T1D),
2N—-12N— -
(23) Bra(2 Z Z IphgO2ktpatsq(2H1D),
p=0 ¢=0
2N—-12N-1
(24) Yit (2 Z Z by Gq 02k 4p, >1+q() 'b).
p=0 ¢=0
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On remarque que les trois systemes dépendent des éléments Ooktp,2044(2°11D)
de la matrice 01! ou

2N-12N-1
(&) Ou(20) = 3 3 hphoOakipairg(27'0).
p=0 ¢=0

Proposition 1: Siles intégrales 0;4(b) existent, alors les coefficients Or1(27F10)
vérifient le systéme algébrique suivant:

2N-1 2N—-1 2N-1-r

011(27b) = Y hOokpiongi(2710)+ DY hihige(Ookiigivivr H02picr2ii)).

=0 r=1 =0

Preuve: La démonstration de cette proposition se fait d’une facon directe
en utilisant la décomposition de la somme double de I’équation (25)

N N N N-r N N-r
sz‘ib Zap o+ Z Z apbpyr + Z Z Gy t.rDy
2=0.9=0 r=18p=0 r=1p=0

de plus, grace au lemme 1, on a I'équation asymptotique des éléments 0;11(2°0)
pour |l — ak — 27b | assez large

; 1 itk n ( )(J )a"’"‘f'z\'l,,,_j 1\/‘[1' 1
) = . - . . =)
e el 2, (I — ak — 2ib)m TR

Casoua=1letbeR:
[’opérateur devient celui de Hilbert généralisé dont le noyau
1

K(z,y) = T

et on aura la proposition suivante:
Proposition 2: Siles intégrales 0;(b) existent, alors les coefficients 0(2/1'b)
vérifient le systeme algébrique suivant

. ; . 15
(1)) Ou(27b) = O 0(2F10) + 5 2 darm1(O2k000201 + Ozpp2e—1,21)

= r=1
ou
2N—1-r
=2 Z hihiv,, r=1,2,..,2N -1
1=0
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de plus _
(1)) Ou(2b) = =0 (=2"0), Vj,k,l€Z
et
Lt’l / ZOU )Jb )20;1 )J+lb) Vj,k,l,e Z.
Avant de procéder a la demonstratlon de cette proposition, citons les deux

lemmes suivants:
Lemme 2: Les éléments 0;(b) sont invariables par translations entieres, i.e

Ori(b) = Opyinyi(b), VE, 1,1 €Z.

Preuve:
Or+i+i(b) // —— oz -k —1t)p(y— 1 —1)dzdy
—z—b
effectuons le changement de variable X = 2 +14,Y = y +1, I'intégrale devient
// $(z — k)ply — )dady = O (b).

Lemme 3: De la relation d, = 22" hihiy,, r=1,2,...,2N —1,0na

2N -1

(26) dapd=0, ;) Gonir = bl e o Mimls
Preuve
1 ‘ZNZ—I .
mo(w) = —= he "™
\/—j k=0
d’ou
) i IO it il 2N —
| mo(w) [*= mo(w).mo(w) = 3 kz_% Z O T
1 ZN IZN l—p
3 (L+2 > > hihigycospw),
& p=1 =0
1 1‘2’\] 1
=l = Z d,cospw
2 2 =
44

L

e e T
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™

ou
2N—1-p

Z hihi+p
1=0

1

12N
Z dycosp(w + )
,p_

lvlb—'

| mo(w + ) |2

de la relation (11) et (12), on obtient (26).

Preuve de la propositon2:(¢)/ Réécrivons le systeme de la propositionl,
qui est vrai pour tout a,b € R, en particulier pour « = 1 et utilisant le
lemme?2 et le lemme3, avec la relation 323! h? = 1, on obtient le systéme
algébrique voulu.

: . R
0r(276) = Oope20(27710) + > > " dyr—1(O2k 21420-1 + Oopg2r—1,20)
==l
de plus, pour des valeurs de | [ — k — 2/b | assez grandes, on a l’équation
asymptotique des 0p,(2’b)
1 il

2ol = % B 0(| [~k 25"

G 0u(8) = 00(270) = [ [ bl — K)ply — dady,

- “//———y_wm, (& = Dply = k)dedy = —01(=2'b) = —0;u (D).

(1e¢)/ Procédons par une double somme de Fourier sur les deux membres de
I’équation (25) et sommons sur k et {

. 2N-12N-1 :
0u(2B) = > > Bphebakipaire(29710)
p=0 q=0
d’ou
; ) , 2N—-12N—-1 : . .
Zakl(:z]b)ezkwl ellwg = Z Z Z hphq02k+‘p'21+q(‘2]+1b)elk‘w1 e'llwg.
kt kl p=0 ¢=0

Faisons le changement de variable A" = 2k 4 p, L = 2l 4 ¢, on obtient

2N-1 2N -1

ngl(gy’b)eikwleilwz = Z hye=' —ipsht Z hee —ig 2 29“(-)]+1b ik il
Iy Fiaay
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wl wl ul')
_— J+1 ih—-
= 2mo(— 5 mo E 0ri(2°T b)e .
Posons w; = wy; = 0, on obtient le resultat

D 0u(27b) =2 04(2t0).
kl kl

Casoua=1letbeZ

L’opérateur T' devient moins général que le cas précédent, mais il nous mene
directement a 'opérateur de Hilbert.

Proposition 3 : Siles intégrales 0;(b) existent, alors les coefficients 0r1(27410)
vérifient le systeme algébrique suivant

N
Ortaib0 = Oa(ky2r0),20 + 5 b dar—1(Oz(kr208),204020-1 + Oz 208)+20—1,21)
Ssp=1
ou
()kl = ([)(:L‘ = lx)¢(y = l)d;vcly
de plus
Ory260 = =0y k401, Vi, k[ EZ
et

20A+21b1 = )Z()L+2th Vi k,l, € Z.
kl

Preuve: La démonstratlon de cette proposition est un cas particulier de la
proposition2, en effet

. ]
Ori(270) = //mﬁb(l —k)p(y — l)dxdy,

= // : oz —k — 2jb)gb(y — l)dzdy = Op 2,
y—a .

le systeme algébrique de la proposition3 est le méme que celui de la propos-
tion2, avec un petit changement de notations.
La relation 0y490p) = —0; 4495, V5, k,[ € Z vient du fait que

0A+2}bl_//‘j-—1 'L—A—Nb)(l)( — l)dzdy,

Sy // : Pz = )ply — k — 27b)dady = =0 ky2h
y—x
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reste a démontrer la relation
D Oryoiny = 2 Oipoiny, Vi k,l,EZ
ki kl

on procéde de la méme fagon que la proposition?2.
Pour b = 0, Vopérateur devient celui de Hilbert et le systeme algébrique
prend une forme beaucoup plus simple, trouvé par Beylkin [9].

1 N
1
Okt = 0191 + p= Z dar—1 (02 204201 + Oakt2r—1,21)
gl
c’est exactement le systeme des propositions précédentes, en remplacant la
valeur de b par 0, de plus,

Ok, = —O,k d’ol ()kl: =1(}

et

Z f)k[ = 22 Hkl d’Oil ng = (i
kl kl kl

Cas ou a,b € C:
Soit le noyau

K(z,y)= a,be C

y—axr—2>b
il 0’y a pas de différence entre cet opérateur et celui que 'on a étudié dans
le cas réel, méme systeme algébrique, méme équation asymptotique, etc...
Mais si b =0 et | a |= 1, alors on a le lemme suivant:

Lemme 4: Pour b=0et | a |=1,a € C, on a la relation suivante:

O = —a.0)

ou @ désigne le conjugé de a.
Preuve:

O = // ! Pz — k)op(y — l)ddzdy

[¢
Yy —ax

= -a// SN T
Yy — ax
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Exemple 1: Le tableaul calcule les coefficients 011 de la transformée de
Hilbert, dont le noyau k{z;y) = y—i? pour les ondelettes & deux moments nuls
Dy Daubechies, calculés avec une précision de 107°.Les coefficients 0y, pour
[ —k > 17, sont obtenus en utilisant I'équation asymptotique.

tableaul

01

0.000000000E4-00

2.40307617

-0.116354465

0.100307941
0.553091355E-01
0.494720899E-01
0.412569307E-01
0.353344157E-01
0.308020636E-01
0.303513482E-01
10 0.282010995E-01
11 0.255134106E-01
2 0.233884826E-01
13 0.215902068E-01
14 0.200486556E-01
15 0.187125280E-01
16 0.175433382E-01
1157 0.165116414E-01
18 0.176838823E-01
19 0.167531483E-01
20 0.159154944E-01

I
>

© 00~ Ut Wi = O~

Les coefficients 6,/ — k = 0, .., 20 de la transformeée
de Hilbert pour Dy Daubechies avec une précision de 107°,




Exemple 2: Le tableau2 calcule les coefficients Ojx pour 3 = 3 de la
transformée de Hilbert généralisée, dont le noyau () = JTTL.=Ty bowr les
2 2
ondelettes & deux moments nuls Dy Daubechies, calculés avec une précision
de 107°.Les coefficients 01 pour tout k,l = 0,..,29 — 1 et J = 5 sont obtenus
en utilisant I’équation asymptotique.

tableau2

1

“

0,11

o

0k

GO GO YO LY O OO YL W W W o col—

I INN NN & — = = 0000 o

-0.269993618E-01
-0.295012593E-01
-0.324684605L-01
-0.3653394061-01
-0.4141740871-01
-0.47606464512-01
-0.262570865E-01
-0.286173262E-01
-0.314300209E-01
-0.350032970E-01
-0.396967568E-01
-0.453479737E-01
-0.255545229E-01
-0.277848206L-01
-0.304415077E-01
-0.336795449E-01
-0.381032005E-01
-0.432937704E-01

Ot Ot Gt O Ot Ot W Wb s B s b W0 W W W W W

S WO R OOl W — OO Wiy~ ol

-0.248885714E-01
-0.269993730E-01
-0.295012593E-01
-0.324684717E-01
-0.365339443E-01
-0.414174087L-01
-0.242564455E-01
-0.262570903E-01
-0.286173411E-01
-0.314300358E-01
-0.350033157E-01
-0.396967568E-01
-0.236556195E-01
-0.255545229E-01
-0.277848206E-01
-0.304415077E-01
-0.336795449E-01
-0.381032005E-01

Les coefficients 0,4, = 3,k,1=0,..,2 — N — 1 de la transformée
de Hilbert généralisée pour D; Daubechies.




Exemple 3: Le tableau3 calcule les coefficients 01 pour 7 = 3 de
la transformée de I?ilbert généralisée, dont le noyau .k(;v,y) = y_(—”llm—
pour les ondelettes & deux moments nuls D, Daubechies, calculés avec une
précision de 107°.Les coefficients Ujre pour tout k1 =0,..,29 —1etj =5
sont obtenus en utilisant I’équation asymptotique.

tableau3

‘ ;1
(0.192905718E-04, 0.375914313E—01)
(0.439264998E-02, 0.370669775E-01)
(0.839605182-02, 0.355689153E-01)

(0.119933598E-01, 0.335887782E-01)

(

(

0.149383172E-01, 0.310701206E-01 )
0.168884099E-01, 0.281056203E-01 )
(-0.361027638E-02, 0.337738656E-01)
(0.133251015E-04, 0.341568366E-01)
(0.363405934E-02, 0.337631926E-01)
(0.701386854E-02, 0.326456390E-01)
(0.996506959E-02, 0.309423618E-01)
(0.123789571E-01, 0.288376883E-01)
0.575513393E-02, 0.297376625E-01)
0.295271748E-02, 0.305643640E-01)
(0.890762021E-05, 0.308478251E-01)
(0.296895043E-02, 0.305578411E-01)
(
(

(
(

0.576718152E-02, 0.297262706E-01 )
0.827145204E-02, 0.284386985E-01)
(-0.696104392E-02, 0.262828954E-01)
(-0.481357053E-02, 0.272759274E-01)
(-0.245920010E-02, 0.279075392E-01)
(0.617625483E-05, 0.281231105E-01)
(0.247063302E-02, 0.279033706E-01)
(0.482251868E-02, 0.272684991E-01)
(-0.758881494E-02, 0.233802982E-01)
(-0.593785197E-02, 0.243976638E-01)
(-0.408373401E-02, 0.251797475E-01)
(-0.207950687E-02, 0.256728455E-01)

R B R W W W W W INNNINIIN - — - o (=l <= e = -
PO OOk W - OO E WK~ OO WK — O Ot Wb o [ (il —




4 (0.441489101E-05, 0.258405395E-01)
5 +(0.208777771E-02, 0.256700926E-01)
0 (-0.786379725E-02, 0.209514983E-01)
1 (-0.658284873E-02, 0.219262913E-01)
2 (-0.512140617E-02, 0.227491930E-01)
3 (-0.350702368E-02, 0.233754702E-01)
4 (-0.178122055E-02, 0.237676203E-01)
5 (0.323852873E-05, 0.239006095E-01)

Gt Ov O Ov Ov O W

Les coefficients complexes 6, j = 3, k,[ = 0,.,22 =N -1dela
transformée de Hilbert généralisée pour D,; Daubechies.
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PARTIE III S~

”Opérateurs de Hilbert et bases d’ondelettes
sur un intervalle”




OPERATEURS DE HILBERT ET BASES
D’ONDELETTES SUR UN INTERVALLE

1 Introduction

On part d’une base d’ondelettes {%ik, 4,k € Z} & support compact d’Ingrid
Daubechies [17]. possédant N moments nuls et dont la mere 1) et le pere ¢
sont supportés sur Uintervalle [0,2N — 1].

La construction d’une analyse multirésolution sur L?[0,1] exige que les Vi
seront engendrés par des fonctions ¢k dont le support est strictement inclus
dans ]0,1[ et par deux ensembles de N fonctions chacun, I'un sur le bord 0
et I’aurte sur le bord 1. Bien entendu, on se restreint 4 des valeurs de 7 telles
que, I'intervalle [0, 2]\2';1] soit inclus dans [0,1] avec j > jo, 2% > 2N et la
dimension de chaque V; est 27 [14].

L’idée est de constuire une analyse multirésolution Vi, 7 € Z a partir des
carrés [ x I, ou I, désigne Dintervalle d’extrémitées entieres [, = [s,s +1].
L’opérateur de Hilbert 7" est représenté dans V; par la matrice < T®, &, >.
Diie a la construction des ondelettes sur un intervalle, cette matrice contient
neuf sous matrices blocs, dont tous les éléments dépendent des éléments de

la matrice bloc interne, de plus elle est antisymétrique pour le cas ol r = s.

Définition: Une analyse multirésolution de L?[0,1] est la donnée d’une suite

croissante {V;};>j,, jo, j € Z de sous espaces fermés de L?[0, 1] ayant les pro-
priétés suivantes:

(1) U V; est dense dans L*[0,1]

J=10
() Vf(@) € P01 Y €2, 52 jo ona f(&) €V, = f(22) € Vi,
(3) Le systeme, {®;x, 7 > jo, k = 0,1,..,20 =1} = { fk, k=0,1,.,N-1}u
{¢jr, k= N, ..,2j—N-1}U{¢ﬁ., k= —N,..,—1}est une base orthonormée deV;.
ou

i#(2) = 210(Ye),  pi(x) = 284(Vz — k), (z) = 25¢R(27g)

sont respectivement, les fonctions échelles du bord 0, internes et du bord 1
dont leurs relations d’échelles sont données par:
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Pourz >0,k =0,1,...,N -1 on a, ®i(z) = (),

N+2k
(4) \/_Z Hkl¢l (22) + V2 Z h’km 2z —m).
m=N
Pour . 2:0,ik.=N,..;,2/ — N.—1 on a, O(z) = ¢y(z),

N
(5) Pu(e) = ¢le—k)=V2 3 hh(22 — 2% —q).

q=—N+1

Pour 2 <0,k =—N,...,.—1 on a, Oi(z) = ¢ (),

il -N-1
(B i) = /2 Z Hadl(22) +v2 Y bR 42z — m).
I=—N m=2k—N+1

De la méme fagon, on définit le sous espace supplémentaire W; de V; dans
Vit1 comme étant, le sous espace engendré par la base orthonormee

{ik,5 2 jo, b =0,1.,2 =1} = {yR k =0,., N — 1}U
{bimk=N,.,2 =N -1} U {8 k= —N,..~ 1},
ou
(@) = 2595 (Pa),  piu(e) = 28p(2z — k), fi(z) = 25pf(27a),

sont respectivement, les ondelettes du bord 0, internes et du bord 1, vérifiant
les systemes algébriques suivants:

Pour 2 >0, k=0,1,..,N — 1 on a, Vi(z) = (),

N+2k

(7) Yi(z) = WZGM °~L)+\fzgkm "l—m)

Pourz > 0,k=N,..,2 - N—1ona, Ui(z) = (),

N
(8) Ye(e) =Pz —k)=v2 Y g,¢(2z — 2k — ).
g=—N+1
Pour 2 <0,k=-N,...,~1on a, Ui(z) = pf(2),
~N-1
(9) —VE Y. GRfiee) + V3 >0 Gmd(2z —m),
l==N m=2k~N+1




De la relation V; C Vjy1, Viqa = V; @ W; et de (1) on a:
VJ @ I/V] = LQ[Ovl]) J P jO)?-‘jo 2 ?'Na
=,

d’ou toute fonction f de L?[0, 1], peut s’écrire comme,
f( ) PJf + Z QJ

ou Py est la projection orthogonale de la fonction f sur V; et Q; sa projection
orthogonale sur W;.

1.1 Calculs des moments sur un intervalle

Notons par mjk"i le moment d’ordre ¢ de la fonction ¢ défini par

mit = [ 2k (e)da
0

de la relation d’échelle (4), on obtient pour i = 0, le systéme algébrique
suivant

N+2k
\/—Z ]_[L lnk +\/— 2 hkrn]\/[

.4

avec My =1, en effet, on a m > N d’ou

/000 ¢(z —m)dz = /_: d(z)dz = /_o:o d(z)de =1

pour différentes valeurs de ¢, on a le systeme algébrique,

N+2k

. N_l .
21.\/5"’”‘11'»",z = Z ];[If:lnl + Z h’L m Z )mJ/V'[i—j)
1=0

1=0

ou M, est le moment d’ordre p de la fonction échelle sur R et () = .,(L._J.),.

De la méme fagon, on calcule les moments mk * des fonctions échelles o,

-N-1 i ]
- Z fll?lmle Z hkm(Z(?)my‘A/Ii—j)'
m=2k—N+1 7=0

1))



Exemple: On calcule les moments des fonctions échelles ¢%, ¢ et ¢ pour

les ondelettes Dy Daubechies a deux moments nuls, avec ¢ = 0,1,2,3,4.

i mbt m my m™ M;

0 0.362050474 1.00144482  1.08984184 1.29547977 1.00000000
1 —0.150936842 1.03242779 —1.99576855 —0.721715391 0.633974671

o

—0.387385130  1.16627026  3.49914837 0.587401211  0.401923835

—0.596109390  1.22301579 —6.40151978 —0.561518848 0.131091475

=

—0.817372501 0.855941355 12.1954231 0.586434484  —0.302193522

Les moments des fonctions échelles sur un intervalle,
pour N =2 (D4, Daubechies).

Notons par, V;"* = V; x V; le sous espace de L*(1, x I,), engendré par ]d base
orthonormeé {® . (x —/‘)<D (y—5),3 2 Jo, 7,8, 3,40 € Z, L,k =0,1,..,22 — 1},
ou [, désigne l'intervalle de longueur 1 et d’extrémités entieres [, = [s, s + l[
et ® la fonction échelle de I'intervalle [0, 1]. on a:

10) Vin=ViuxVin=V,xV,eW; xW,;dV;, xW; ®W; x V,.
I J

Soit W,** le sous espace supplémentaire de V,”* dans Vi

‘/jl_'*,_sl — V;'r,b EB I/V]’ ,s.
De la relation (10) on tire,
VV;’S = l/VJ X ‘/Vj ) V_, P ‘/Vj (o) I’Vj X VJ
De plus, par construction on a
L*(1, x 1) =V ED Wi
J=Jo

Il est facile de voir que pour k,[ = 0,1,..,2/ — 1, le systéeme

U {®k(z = r)Tily — )} U{@u(z — r) Wiy — s)}

JZJo

U{Wjk(z — )@y — s)H U{@jor(z — r)Pjoi(y — s)}
forme une base orthonormale de L*(1, x [y).
Soit k(z,y) une fonction définie sur R* & valeurs dans C et soit

(11) R:Uh: U[s,s—i—l[,

seZ seZ
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une décomposition de ’axe réel. alors k(. eut s’écrire
p ) ) % y

(@,y) = 3 krs(a,y),
y.sEZ

ou k. s(z,y) est la réstriction de k(xz,y) sur le carré I, x I,
krs(2,y) = k(2,y) 1, x1,.
Désignons par V; le sous espace de L*(R?), tel que
Vi = {k(z,y) € L*(R?), krs(z,y) € VI, 5 > jo, 4, jo,7, 8 € L},
d’oti la réunion des bases de Vi, r,s € 7 constitue une base de V; et la
projection de k(z,y) sur V; n’est aut1e que la somme des projections des

fonctions k, s(z,y) sur V » J 2 Jo, J,Jo,7,8 € Z.
Pour r et s fixés on a

Fra(,9) = 3 0ior®@in(e — )@y — 8) + 3 oy sz — )Wy — s)

Kl ikl

+ 2 BimWin(z — )@y — s) + 2 1k ®ik(z — )Wy — s)

gk, Ik,

ou la matrice 6;,;; que I’on note 0;, tout court, est donnée par

r+1
"0 = Jo/\.l : / / 7‘-5 I y ]Ok("l’. - 7")QJOI(y il S)dl'd'( ?

1Lt
— /0 '/(; k',-,s(l' AF T = 'S)q)JOk(l)(DJol(y)d.'Ldy,

= 2o /000 /000 k. s(27%2 + 7, 2790y 4 8)@x(z)®)(y)dedy.

De méme pour les matrices Qjkt, Bik et i on a
Ol = Qg =H2 /OU /oo krs(2772 + 7,279y + $)Vi(2)Wy(y)dzdy,
o Jo
Bi = Bt =2~ ]/ / ors(2772 + 1,27 JJ-}--S)\IIk( )i(y)dady,
Vi = Yim = 279 /0 /0 s (2772 + 1,279y + )0, (2) Uy (y)ddy,

a7




ou diie a la construction des ondelettes sur un intervalle, chacune des matrices
aj, 35,7 et 0; dépend de neuf sous matrices blocs. Pour fixer les idées,

prenons la matrice «; :
k=0,1,..,N—1
=0

ot =27 [ [T k(2 4,270y o+ o)l ()l ) dedy,

k=00 s ]
l=N,.. 2% — N>

ol =27 [ [T k(@ e 41,27y 4 )l @)(y)dady,

ot =27 [7 [ a0,y 4 s+ D) dedy,

offy =27 [7 [ k(@70 4 1,27y + s)n(e)p (y)dedy,

e bl e |
=N N

offy =27 [7 [T k(27 + 1,279y + )l )by)dady,

e =N, ..., 20 ~ N =1

BTV F nos

o =2 [7 [" k27 40,207y 4 s 4 D(e)uf)dedy,
ks penlVildimosdl.
T Dbt

ol =27 [ [T k(@ v+ 1,27y + 9o (y)dody,

o8



d 0 (o] . .
aﬁll =277 -/_ ’ /0 krs(2772 + 7 4+ 1,277y + s)pf(2)hi(y)dady,

=N ]
I=—N,.. -1

J“_QJ/ / ber,s (27 l+'+1’“]+3+1)‘/)k(¢)¢‘1 (y)dzdy,

ainsi on a la représentation matricielle des matrices @j, B,y et 6,

o o deg L
ool T P TR L S
a;j oo B ﬁR’ B
o ey (e
7J o 7.}'2[4 7-}2] 7R1i ’ ()J ) ()ijl 0;21 OI{R
9 T ¥y 0;*  0; 0;

D’aprés les relations d’échelles des fonctions ® et W, (de (4)a (9)), on constate
que le calcul des matrices «;, 3; et v; dépend des clements de la matrice bloc
interne 0”

2 Etude de l'opérateur de Hilbert

Soit T' 'opérateur intégral défini par:

N J)
12 = ~po. [
(12) f(z) = P i

ol p.v. dénote la valeur principale de I’ intégrale au point y = z.

La représentation de 7" sur V; est definie par les coefficients de la matrice :

& o~ .|. o) 0 J. ~ 22
<TOd,>= —'u.p./ / Qjp(z)®i(y)dady,
s -0 J-—o0o Y — &
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ot ® est la fonction échelle de V;, de la décomposition (11) on obtient

r+1
< T, >= -—vp 53 / /

rSEZ . y_l

(z —7)®ji(y — s)dady

1 SRyl 1
= Zo. —  ®,(2)®; :
ol L] s @eatdedy

1 o oo 1
= —v.p XE:Z/O /0 o S)Qk(m)q),(y)da,dy.

Soit 0; = 0k, la matrice définie par,

6= [ e @y,

Casour=s:

Calcul de la matrice 01“:
k=N, /¥ =N=1
=N, .. 2 =N=1

Ju—/ /0 y— ¢Jk( )¢Jk( )dldy
=/°°/°°
—/ / y_l )y + k — )dedy = 0/,

la relation d’échelle (5) de la fonction interne ¢, appliquée a I’équation au
dessus, nous mene directement au systeme trouvé par Beylkin [9].

— k)p(y — l)dedy = 01}

Ot = Og1 + = Z dar—1(02k 214201 + O2kt2r—1.21),

T=1

de plus
9]“ Hju, pour tout 7 > jo.

011 S
i=0 1 ;

En effet,

— k)p(y — l)dady
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I L

ce qui implique que tous les éléments 0ff sont nuls pour k = N, .., 2 — N — 1,
d’ou les matrices 0;” sont antisymétriques.

d(z = )p(y — k)dzdy = *91L )

Calcul de la matrice OJU:
k=0,1,....N —1
= N vy = N~ 1

Ju—/ /O y—z J;, z)pji(y)dzdy

~ g

aprés |'utilisation des relatlons d’échelles (4) et (5) respectivement des fonc-
tions ¢ et ¢, on obtient le systeme algébrique, ittératif suivant -

2)p(y — dzdy = 05

N—-1 N N+2k

LI __

O = Z Z Hk ph 01) 2tq T Z Z hk mPq Om.’-’1+q7
p=0 g=—N+1 m=N g=—N+1

ou le calcul des éléments de la matrice %! est direct, bien entendu, on utilise
I’équation asymptotique de ’élément 0,_5,1 .

o = [ [ g ote)swdsdy.

Et pour | [ | assez large

2N -2
a Z 1P+1 Z( 1) m‘*'pﬂM +0(| l |2N)

De plus, les élements 0]“ et 0 it sont de signes contraires. En effet

Sy

00 pOoO i
== |7 |7 st - nky)dady = ~0if.
@ A s

¢L(5L Py — l)dzdy
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Appliquons les relations d’échelles (6) et (5) respectivement des fonctions ¢
et ¢, a ’équation au dessus, on obtient le systeme ittératif suivant

—N-1
RI
Jkl 5 Z Z HA ph 0]+1 Py2l4-q sk Z Z h m+2J+l 2l4+q°
p=—N g=—N+1 m=2k—N-1g=—N+1

Comme le cas précédent de la matrice 0“ le calcul des éléments de la matrice

9RL est direct et ’equation asymptothue de 0]“ est comme suit
o= [ @t dady.

Et pour | [ — 27 | assez large

2N -2 i 1

17) v A
0J“ Z =) pHZ mk M; +0(“—“_2j |2N).
De plus, on a {
ojkl = Gjlk

En effet,
oRI = q 97 =¥
e —d’k z)p(y + 2 )

_/ / y—l‘f’(”“Jer—l)%()dldy— —0jik-

Pour le calcul de la matrice antisymétrique ORR, il suffit de suivre le méme «
raisonnement que ’on a fait pour la matrice 0“‘ ,avec k,l = —N,...,—1, on
obtient un systeme algébrique, ittératif de la f01me

-1 —-N-1
RR RI
Z Z I»,p l qopq 2 Z Z Hk,phl 710J+1 pynt+27+1
p=—N g=-N p=—N n=21—N+1
—N-1 -1 —N-1 —N-1
" Z Z h’k m'[Il qOJ-H m+27t1 g + Z Z hk mh’ alu-}-?.l"'l 42311
m=2k—N-1q¢g=—N m=2k—N+1 n=2/—-N+1

Calcul de la matrice 0LR
k=01, ,N~—1
l=—=N,...,—

1 0
o5 —/ f(bfk(w)q‘)ﬁ(y)dwdy
0o Jory—=z
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—./ / J_l+)1¢()¢l()d:va'y.

Les relations d’échelles (4) et (6) respectivement des fonctions ¢& et @,
appliquées a ’équation au dessus, donnent le systeéme algébrique

N-1 —N-1
LR R ngLR L
HJM - Z Z H Hl qaﬁ-l WPyq + Z Z Hk phl n0y+1 p,n+2/+!1

p=0 g=—N p=0 n=2{-N+1

N+2k -1 N+2k —-N-1

IR
g Z Z hk mf‘[l q6J+l m,gq + Z Z hk mh om n+427+1L.

m=N g=—N m=N n=2l-N+1

[’équation asymptotique de I’élément 01f est

o5t = [~ /w —ph(@) ol () dedy.

Et pour 2/ assez grand, est donnée par
2N—-2 1
LR p+1 L,p—t
O = Z Z L)my miv +0( )

p=0

De plus, on a
LR _ _ pRL
Ok~ —5%.

En effet,
=y /w Mm )6t (y)dudy

:_/ / =y ¢>1( Ve (y)dedy = 0.

Exemplel: On calcule les coefficients de la matrice 0;,7 = 3 pour Dy
Daubechies avec deux moments nuls et avec une précision de 1075,
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0 8727 —.4595  —.0475 —.0303 —.0100 .0226 .0190

—. 8727 0 1.4686  —.0075 .0844 0658 0642  .0565
4595 —1.4686 0 24031  —.1163 1003 0721 .0590
.0475 0075  —2.4031 0 24031  —.1163 .0899  .0671
0303 —.0844 1163 —2.4031 0 2.4031  .0077  .0925
0100 —.0658 —.1003 1163 —2.4031 0 1.3008 .0623
—.0226 —.0642 —.0721 —.0899 —.0077 —1.3008 0 —.0013

—.0190 —.0565 —.0590 —.0671 —.0925 —.0623 .5913 0

La matrice 6, calculée avec une précision de 105
pour (N =2, Dy,Daubechies),j = 3.

Soit maintenant qu’on approxime lopérateur T' par 'opérateur 7., obtenu
de T', en mettant zéro a la place de tout éléments des matrices 0;,0;,0; et
7; dont la valeur absolue est inferieure 4 .

Exemple2: On reprend la matrice 0; calculée au dessus, en mettant zéro 3
la place des éléments dont la valeur absolue est inferieure 3 0.08

0 8727 —.4595 0 0 0 0 0
2T 0 1.4686 0 .0844 0 0 0
4595 —1.4686 0 24031  —.1163 1003 0 0
0 0 —2.4031 0 24031  —.1163  .0899 0
0 —.0844 1163 —2.4031 0 2.4031 0 .0925
0 0 —.1003  .1163 —2.4031 0 1.3008 0
0 0 0 —.0899 0 —1.3008 0 =;5913
0 0 0 0 —.0925 0 0913 0

La matrice 6; calculée avec une précision de 10-°
pour (N =2, Dy,Daubechies),j = 3 et ¢ = 0.08.

Cas ou r # s:
Calcul de la matrice 0]“:

k=N, .., 2% - N—1
I=N,..,% ~N—1

=1 i He ~ K)oy — l)dedy

= D= 5)
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. /—oo /—co y—x—2(r— b)(/)(l)qb(y + k — l)dady.

Et pour | | —k—27(r —s) | assez large, I’équation asymptotique des éléments
ojkl est

Gh= " L e me e Hnedy

a grande échelle est donnée par,
1 1
0 X .
Rl ey ey Ry ey g 2

les autres éléments de la matrice aux différentes échelles, se calculent par le
biais du systeme linéaire, ittératif suivant:

ng 9”12A gp = Zdzr 1 ]+12k 242r—1 T 0,+1 2h2r—1,21)-
“ =1
Calcul de la matrice HJLI:
k=0, o, MET
=N 20— —1

o= = = _ﬂ_”( ok @9ty — dudy,

st la valeur | [ —2i(r — s) | est grande, alors I’équation asymptotique des
éléments 041 e pour tout £ =0,1,...,N —1,

05 = / /oo L ,J(l 5P o (2)¢(y)dzdy,

est donnée par,

T 2IN—2 1 P s Lp_.' ].
ejkl = Z ([__2]'(7. ))p+1 Z(_l) ('[))"nk, A/[;-FO(' 1_21'(,,__5) |’2N)'

p=0 1=0

Le reste des éléments de la matrice sont solution du systéme linéaire, ittératif

sulvant:

N N+2k
L L
Jki w Z Z Hk ph 01+1 ,2l4q + Z Z hk lnh‘101+1 m,2l+q*

p=0 g=—N+1 m=N ¢q=—N+1
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Le calcul de la matrice HJI-L

se fait d’une fagon analogue.
Calcul de la matrice

ke O 1 gon, N =1

l=0,1,..,N-1

LL.
01 .

o= [ [ e Tttt w)dedy,

pour les valeurs | 27(r — s) | assez grandes, alors tout les éléments de la
matrice QJLL pour un j donné, vérifient I’équation asymptotique suivante:

2N -2 1

yP { 2N
= % o ! ™+ g

p=0

le calcul des autres éléments de la matrice, pour différentes échelles se fait
par la résolution du systeme linéaire, itteratif suivant:

N—-1N-1 N—-1N+2l
L r LL LI
91“ G Z Z Hk,leqoj+1pq+ Z Z HA ph 0J+l,p n
p=0 ¢=0 p=0 n=N
N+2k N—-1 N+42k N+21
L 1L 11
PRl O S S TR L
m=N ¢=0 m=N n=N

Calcul de la matrice 0;“:
k=-—N,.
l=N,. ,21‘ = N — |

o Yy —t)aral
o= [ e @ty - Dieay,

I’équation asymptotique des éléments (} & est

0 ~00 1
oRI __/ / : R n
i codoy+l—x—2i(r—s+ 1)¢’k (z)¢(y)dzdy,

pour k= —N,...,—let |l —2/(r —s+1) | trés large

2N—-2 - P .
1 i A Rig= 1
1\ N 1 [i _ , ]
0,}’»1 Z (1_2J(r—b+l))1’+l Z( -I-) (p)]”«k A/ +0(|l_21(7-_b+1) |ZN)

1=0
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Bien entendu, le reste des éléments de la matrice est solution du systeme
linéaire suivant,

-1 N —N-1 N
RE N R RI R Il )
O =02 = D, SHOlOE st 10 S Do el
p=—N ¢g=—N+1 m=2k—N—1g=—N+1

On procede de la méme facon pour le calcule de la matrice HJ[R.
Calcul de la matrice 017:

k=~N.,..,—1

l=-—N,..., -1

0 10 1
Rl B B e T A O

pour des valeurs | 2/(r — s) | trés grandes, les éléments de la matrice OfR, &

Véchelle j, pour k,l = —N, ..., —1, vérifient I’équation asymptotique suivante:
RR _ o~ 1 e (i, Rip—i_ R 1 2N
O = % : (=1)GIme ™ my ™ + 0(m———) 2,
! ,; (=29(r — )+t g 1 | 2(r = s) |

le reste des éléments de la matrice pour différentes échelles, se calcule par la
résolution du systéme linéaire, itteratif suivant:

= —N-1

=1 —l

RR R R nRR R 1 R pRI

ij, - Z Z Hk,le,an'H,p,q + Z Z Hk,phl,n0j+l,pm+21+‘
p=—N g=—N p=—N n=2-N+1

—N-1 -1 =N -N-1

R R pIL R R pI
+ 2 Y MnHR gt Y D Pemhln8ii it i,
m=2k—N+1 g=—N m=2k—N—-1n=21-N-1

Calcul de la matrice QJ-LR:
k=0,1..,N—1
l=—-N,.., -1

oo 0 1
LR _ Lt N B\ dosch
e A e e G A O

pour | 2/(r — s — 1) | assez large, on a I’équation asymptotique de tous les
éléments ﬂfklf,k =0,1,...., N—1,l=—N, ..., —1 & Iéchelle J, donnée par,

2N-2 P
LR Z @0\, Lip—i qu_
ik ,;; (=29(r — s+ 1))+t i:o( DG m, O(| e ==L} R¥ i
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le reste des éléments de la matrice aux différentes échelles, vérifie le systeme
linéaire, ittératif suivant,

N—-1 -1 N—-1 —-N-1
LR L R gLR L ;R pL ‘
Bom 2l 2 HLEL O+ T AR
p=0 g=—N p=0 n=2|-N+1
N+2k -1 N+2k —-N-1
L R plR L 3R pll
T Z Z hk»mHl-‘lej'i‘lym:‘I + Z Z hk,'m.hl,nHj+l,'m,n+2j+1a
m=N g=—N m=N n=2l-N+1

on procéde d’une facon analogue, pour obtenir la matrice 05%.
Exemple3: On calcule les coefficients de la matrice 0,9 = 3,r—s = 15
pour Dy Daubechies, avec deux moments nuls et une précision de 107°

—.00035 —.00097 —.00098 ~—.00099 —.00100 —.00101 —.00111 =.00133
—.00095 —.00266 —.00269 —.00271 —.00274 —.00276 —.00302 —.00364
—.00094 —.00262 —.00265 —.00267 —.00270 —.00272 —.00298 —.00358
—.00093 —.00260 —.00263 —.00265 —.00267 —.00270 —.00295 —.00355
—.00092 —.00258 —.00261 —.00263 —.00265 —.00267 —.00293 —.00352
—.00091 —.00256 —.00259 —.00261 —.00263 —.00265 —.00290 —.00349
—.00099 —.00278 —.00281 —.00283 —.00285 —.00288 —.00315 —.00378
—.00117 —.00327 —.00330 —.00333 —.00336 —.00338 —.00371 —.00445

—

La matrice 6; calculée avec une précision de 107°
pour (N =2, Dy,Daubechies),j = 3, (r — 8) =15, 4 |
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PARTIE IV

Opérateur de dérivation et bases d’ondelettes
sur un intervalle
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OPERATEUR DE DERIVATION ET BASES
D’ONDELETTES SUR UN INTERVALLE

1 Introduction

On part d’une base d’ondelettes {;, j,k € Z} & support compact d’Ingrid
Daubechies [17] possédant N moments nuls et dont la mere Y et le pere ¢
sont supportés sur l'intervalle [0,2N — 1].

La construction d’une analyse multirésolution sur L*[0,1] exige que les V;
seront engendrés par des fonctions ¢, dont le support est strictement inclus
dans ]0,1[ et par deux ensembles de N fonctions chacun, I’un sur le bord 0
et 'autre sur le bord 1. Bien entendu, on se restreint & des valeurs de j telles
que, l'intervalle [0, 2]\2'1 L] soit inclus dans [0,1] avec j > jo, 270 > 2N et la
dimension de chaque V; est 27 [14].

L’opérateur de dérivatiou T = d‘—i est représenté dans V; par la matrice
< T'®y, ®; >, composée de neuf sous matrices blocs.

Dile aux supports compacts et disjoints des fonctions échelles, cette matrice
est bande de largeur 2N — 1.

Définition: Une analyse multirésolution de L?[0, 1] est la donnée d’une suite
croissante {V;};>j,,Jo,J € Z de sous espaces fermés de L?[0, 1] ayant les pro-
priétés suivantes:

(1) U V; est dense dans L?[0, 1]

J=Jo
(2) Vf(z) € L*[0,1],V5€Z,5>jo ona f(z)€V; = f(2) € Vi
(3) Le systeme, {(]?J-k,] 2 ok = 0,15, <1} = { ;lnl‘: =0,1,..,N-1}U

{der b = —N— 1}U{§[)Jk,/\, = —N, .., —1}est une base ortonormée deV/.

ou

la)= 25 gL (%), bir(z) =28¢(2z — k), ¢ (2) = 2841 (20a)

sont respectivement les fonctions échelles du bord 0, internes et du bord 1
dont leurs relations d’échelles sont données par:

Pourz >0,k =0,1,...,N — 1, on a ®,(z) = ¢f (),

Nl N+2k
(4) ¢f(l) = v Z H;;L,l¢1L )+ V2 Z hL m®(22 —m).
I=0 m=N

.



Pour z >0, k=N,...,2" — N — 1 on a, ®x(z) = dr(z),

(5) $r(z) = dlz —k)=v2 3 hed(2z — 2k —q).

=—N+1
Pour <0, k= —N,...,—1 on a, ®x(z) = ¢f(z),

—-N-1

(6) =2 Z Hk R (2 )+ V2 3., hﬁmq’)('zw—m).

m=2k—N+1

De la méme fagon on définit le sous espace supplémentaire W; de Vj dans
V41 comme étant le sous espace engendré par la base orthonormée

(W lg 2 doskim 03152 = 1} = ik = 0,.., N — 1JU
{d}jk)k:N)-- '_ ’_1}U{l/)]k, ,...—1},
ou
L(z) = 259k(2e), diule) = 2892z —k), ¢fi(e) = 289{(20),

sont respectivement les ondelettes du bord 0, internes et du bord 1, vérifiant
les systemes algébriques suivants:

Pourz >0, k=0,1,...,N —1,0n a ¥(z) = YEi(z),
N-1 N+2k
(1) ) =V2 YL GLdt(2e) + V2 3 gind(2e —m).
=0 m=N
Pourz >0, k=N,...,2 — N —1,0on a ¥(z) = r(z),
(8) (@) = (e — k) = V2 S gdl2e -2~ 0.
g=—N+1

Pour z <0, k= —N,...,—1,0n a ¥y(z) = Yit(z),

LK —-N-1
(9) $f)=vZ Y GRl(20)+V2 3 ghad(2z—m).
I=—N m=2k—N+1

De la relation V; C Viy1, Vi41 = V; @ Wj et de (1) on a:

Vi W; = L0,1),  J > jo,2" 2 2N.

i=J
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D’ou toute fonction f de L?[0,1] peut s’écrire comme
f(@) = Psf(e) + 3 Q;f(x)
J=d

ou P; est la projection orthogonale de la fonction f sur V; et (0; sa projection
orthogonale sur W;.
L’analyse multirésolution en théorie de ’approximation, consiste & approcher
toute fonction f par sa projection orthogonale P; sur V;, quand j est suff-
isamment grand

21

P_/f(l) = Z S_j,k(bjka ] = joa
k=0

ou grace a l'orthonormalité des fonctions échelles on a

e /01 f(2)®1(z)dz.

Die a la construction des ondelettes sur un intervalle, le vecteur s;; est
composé de trois sous vecteurs qu’on les note, sfk y s](k et oﬁ donnés par,
pour k=0,1,...,N—1on a, sj; = SJLk
L & L
(10) sho= [ f@)ehie)ds,
Y f
pour k=N,..,2 — N —1lona, sj = s]lk f-

(11) sho= [ F@)dsn(a)de,

pour k= —N,...,—lon a, sj; = aﬁ
R ; R
i < — 5 e . ar
(12) Sjk = | J(z)gj(z)da,
avec les relations de décompositions suivantes
N
Sy Vi
Sk = 2. hpsiiiaeg
p=—N+1
N-1 N+2k
o AL L L I L
‘Sjk = Z I[k,p‘sj+1,‘p - Z hk,m‘bj—i—l,m
p=0 m=N
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Sl —-N-1

Ui 5
T W (T T Bt an St it
p=—N m=2k—-N+1

Soit f une fonction de L*(R) & variable réelle et soit V; le sous espace défini
par
Vi ={f € I*R), f; € V{,j 2 jo, J:Jo,s € Z}
ou V7 désigne le sous espace de L*[s,s + 1[ et fs la restriction de f sur
[s, s + 1[,
fo(@) = flpsn(2).

La fonction f peut s’écrire

=2 Ji(w),
sEZ
la réunion des bases des V}?, s € Z constitue une base de V;, d’ou la projection
de f sur V; n’est autre que la somme des projections des fonctions f, sur les
sous espaces V°,s € Z

Z 1) ,. Z 1):-]5

seli seli

ou P? désigne la projection orthogonale sur V.

2 Opérateur de dérivation T = -
Soit f une fonction de L*[s,s + 1[, pour s fixé, on définit la projection de f
sur V;° par,

Q=1

Pf Z‘SJ“(I)JA .L—.b)

k=0

ou due a I'orthonormalité de la base @,

Jk—/ Jkl—a)dl

i b Mt
Dérivons I"approximation P? f(z),

d 3. 27 -1 (.l
E(PJ f(z)) = Z;) Sjk llq,k(xlf —8).
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On remarque que 'opérateur de dérivation ﬁ ne se conserve pas dans V7,

d’ou la raison de le reprojeter une deuxieme fois sur le méme espace,

271

d 5 1 s /!
PJ'S(EP;/(”)) = Z SjkPj (Djk(l' = §)
k=0

o

93 5o
— Z Sik < (b_l,/-k,(bﬂ > @ﬂ(lL‘ S S)
k=0

I=0

—

27-127-1

d
(13)  PULPH@) = X 3 sin < @, @5 > Byfe — )

k=0 .1=0

2.1 Approximation du vecteur sj;:

Comme on 'a vu dans (10), (11) et(12), le vecteur s;; que I’on note & est

composé de trois sous vecteurs, d’ou 'approximation de ce dernier, revient a
TR e e e el T i

approximer ses trois sous vecteurs bﬂ[i’ S; et sjp,

pour k =0,1,.., N — 1 on a, sj; = s},

sho= [ flw+ )9k (e)de

= oF / J(277z + 8)¢k(x)dz.
0
Pour k= N,...,2 — N —1on a, s, = .sjk

Sik = /: Jle + s)dju(@)da

=27 /UOO f(2792 + s)p(z — k)dz.

Powrk == N, do; mliona, sje= 5ﬁ
R 2 . R <
Sjk = /0 f(z+s)¢i(z — 1)de

=95 /0 f27z + s+ 1)¢f(z)d.

8

3
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Soit la formule de quadrature,

oo . & 2 ‘ .
Ssp = 2:21/0 f27a + 5)Py(z)da = 2% Z e f(270x + ) + 0(2_(N+%)’),
I=0
l.e, an)
sik = oy + 0(27(V+2))

ou, oj; désigne les éléments du vecteur o, donnés comme suit,

27—1
Tk — 2% Z Cklf(:z_]fl'l + S).
=0

La formule de quadrature approchée $5k = gl

0o . 2-1 .
/O F@7z + s)0(x)de = 3 cuf(2 2 + )
1=0

est exacte, pour tout polynome f de degré inférieur ou égal a N — 1, en
particulier pour f(z) = 2™, m = 0,1,...,N — 1 qui donne pour chaque &
un systeme linéaire de N équations dont le nombre d’inconnus est > N.
La solution de chaque systeme permet de définir les coefficients {cwu} pour
[ =0,...,27 — 1 qui représentent les éléments de la kicme ligne de la matrice
C=Ye LETET0, 2" 51,
Remarques:
Les noeuds z;,l = 0,...,29 — 1 se sont les points d’une grille choisie sur
intervalle [0, 27].
La matrice C est toujours mal conditionnée, sauf si on ajuste le nombre
d’inconnus avec le nombre d’équations de chaque systeme.
Pour k = 0,1,...,27 — 1, soit le systéme ajusté suivant:

o N-1
(14) / e O (z)de = Z ep;, m=01"_N=T.
9 1=0

La résolution du systeme (14) dont le déterminant est de Vandermonde,
nécessite le calcul des moments des fonctions échelles sur un intervalle jusqu’a
Pordre N — 1, qui constituent le vecteur second membre du systeme.
Calculs des moments des fonctions échelles sur un intervalle:
Notons par mfl le moment d’ordre ¢ de la fonction ¢F défini par,

5 oo :
mit = / o' pr(z)dz,
6]
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de la relation d’échelle (4), on obtient, pour i = 0 le systeme algébri‘que
suivant,

N-1 L0 N+2k ]V[
_ R L M L 4o
B \/:’)— Z fjh,l 9 \/_ Z / A M g 9
1=0 & m=N
ou My =1, en effet on a, m > N d’ou,

/O"X) $(z —m)dz = /OQ p(z)dz = /Oo B(z)dz = 1

—im — OO

pour différentes valeurs de 7, on a, le systéme algébrique,

] . N-1 N+2k i _
2Vt = 3 HEmp' + 3 RE (S (O)miM,_;)
=0 m=N 7=0

ou M, est le moment d’ordre p de la fonction échelle sur R et () = ,(1 J),
De la méme fagon, on calcule les moments m?’ " des fonctions échelles P,

—N-—1
21\/5777’/: Z Hl?lmle Z km(Z(] mJA/IL J

m=2k—N+1 7=0

Exemple: On calcule les moments des fonctions échelles o, QSR et ¢ pour

les ondelettes Dy Daubechies & deux moments nuls, avec 1 = 0,1,2,3,4

i mi" m't mi M;

0 0.362050474 1.00144482  1.08984184 1.29547977  1.00000000
1 —0.150936842  1.03242779 —1.99576855 —0.721715391 0.633974671
2 —0.387385130 1.16627026 3.49914837 0.587401211  0.401923835
3 —0.596109390 1.22301579 —6.40151978 —0.561518848 0.131091475

AN

—0.817372501 0.855941355 12.1954231 0.586434484  —0.302193522

les moments des fonctions échelles sur un intervalle,
pour N =2 (D4,daubechies)

Exemple: On calcule la matrice C pour les ondelettes D4 Daubechies a
deux moments nuls, pour la grille

(CL‘(), Z1,%2,23,%4,Z5,ZTg, .’L'7) = (05, ]5, 25, 3.5, 45, 55, 65, 8)
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.69401 —.33196 0 0 0 0 0 0
46974 53171 0 0 0 0 0 0

0 0 86602 .13397 0 0 0 0

0 0 0 86602 .13397 0 0 0

0 0 0 0 86602 .13397 0 0

0 0 0 0 0 86602 .13397 0

0 0 0 0 0 0 7.14300 —6.05316

0 0 0 0 0 0 7.39036 —6.09488

le conditionnement de la matrice C, K(c) = 15.59685

Alinsi, le vecteur @ qui approxime le vecteur §

T~ = 2:2L.C.?

est donné par

oit les éléments du vecteur T sont les valeurs de la fonction f aux points
(27721 + 8)i=0..29-1,

T ={f(2z+s), 1=0,..,2 1}

3 Calcul de la matrice < ¢’ Digpr >

gk

Notons par 0;; la matrice < Q);k, ®,; > donnée par,
.27
01 _/ @', (2)1(z)dz _21/0 ! (2)®y(x)dz,

Y /U” O () ®y()dz,

soit © = 0y la matrice définie par,
B =< O, B; >= / ! (2)®(x)dz,
0

d’ou la relation,

Okt = 270k,

die a la construction des ondelettes sur un intervalle, la matrice 0 dépend
de neuf sous matrices, réparties comme suit,

~J
oo



k=N,..,2~N-=1
l=0,1,..,N -1 _
0 = [ ¢(e - K)o (a)da
0
kE=N,..,2 —N-1
I=N,..,22 =N -1

=N,..,2 -N-=1

RI & R ;
04 :/ ¢ (@)p(x — |+ 27)da

0
/R
0fF = | #i@ef(@)de
d’ou la représentation matricielle de 0 =< ¢}, ¢, >,
0LL ()LI oLR
Okl - ()ll, 011 ()IR
gRL Rl gRR

De la relation (4), (5) et (6) des fonctions échelles, tous les éléments des sous
matrices 0%, 09X
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01, de plus, la matrice 0); est une matrice bande de demi largeur 2N — 1,
bien entendu, die aux supports compacts et disjoints des fonctions de bords
oF et ¢, les matrices 0FF et 0L sont nulles.

Calcul de la matrice 6%/:
k=N,.,2"-N-1
I=N,.,.22—-N-1

o1l = / T #(a — k)g(z — l)de

_/ d(z +k — l)de

la relation d’échelle (5) appliquée a I’équation au dessus, nous meéne directe-
ment au systeme trouvé par beylkin [9].

Okt = Oog21 + = Z dar—1(02k 214201 + O2kg2r—1,21),

r=1
de plus, on a,
10 @80T I
()kl S _olk )
en effet,

i = [ ¢/(a = W)$(a — )da,

effectuons une intégration par partie, on obtient,
Off = (e~ B)g(e ) I© = [ ¢'(a — )p(a — k)dz = ~0}]
le premier terme de ’équation est nul, d’ou,

ImESE 11
okl =¥ —0lk

Calcul de la matrice 6*!:
k=0,1,..,N—1
l=N,. 2 -N=1

BLI

kl_/ ¢'L $(z —l)da
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aprés 'utilisation des relations d’échelles (4) et (5) respectivement des fonc-
tions ¢ et ¢, on obtient le systeme algébrique suivant

N-1 N N+2k
Ll =2 Z Z ljk ph (}p 2l+q + 2 Z Z hl.mhqgm 20+q
p=0 g=—N+1 m=N g=—N+1
de plus
0if = —0
en effet

o0
L
o = [ ¢k @)g(a - da
aprés une intégration par partie, on a
0o ® L IL
O = sk@)pa =I5 = [ ¢'(a - Def(a)de = 0}
le premier terme de 1’équation est nul, d’ou la relation
oLl 4 9l = ¢,
Le calcul des éléments de la matrice §% se fait d’une facon simple et directe,
en commengant par les éléments 05! tels que, 20 + ¢ > 3N — 3 pour tout

k=0,1,...,N—1, et d’une facon analogue on calcule les matrices 87/ et 9%,

Calcul de la matrice §-L;

k=01,.,N-1
= [ #h@et@)e

b= 88l ., N1

la relation d’échelle (4) de la fonction de bord 6XL, appliquée a 1’équation
au dessus, donne un systeme algébrique de N x N équations, dont le second
membre dépend des éléments des matrices 0%, 91 et 917

N-1N-1 2 N-1N+21 " 7
(15) Z Z Hkal.qepq + Z Z Hkpl Gp,n
p=0 ¢=0 p=0 n=N
N+2k N—-1 N+2k N+21
e Z ZthLI[l,qorlnLq-{_ Z Z }I.m 07{11171
m=N ¢g=0 m=N n=N
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de plus,

LL
Oy

en effet,

(¢£(0))”
2

O = [ Si@)ef (@)

aprés une intégration par patrie, on obtient,

"= ¢ (2)9] (2)

kl—

d’ou I’équation,

5= [ ot @)k (@)
—9¢ (01 (0) — 0"

Ok + 0" = — ¢ (0)¢1 (0).

Pour £ = [, on la relation,

(16) o5 = —

(4£(0))*

- -

2 ?

on suit le méme raisonnement, pour avoir la matrice 68E,

Le calcul de la valeur de ¢ au point 0, en utilisant la relation d’échelle (4) est
pratiquement impossible, due au systeme homogene, mais on peut calculer
cette valeur par le moyen de 1'équation (16) aprés avoir résolu le systéme

algébrique au dessus (15) et trouver les élements 05F. |
La matrice de dérivation © =< @}, ®; > est de la forme,

%ﬁg 00 ON—2 0 0 0

0810 0N 1 5v-3 0 0

ozN 2,0 ‘ 0:{11V—2,2J—N—1 0

et G e o
0':-' 0 géaj'\llzNz 01{’}2”12’1
0 0 92113!\, . 9§JR121—
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bien entendu, on a utilisé les supports des fonctions échelles pour localiser la
bande de la matrice.

suppér = [0, N+Ek], suppep = [E—=N+1, N+k], suppgpl = [-N+1+k,0]

Exemple: On calcule la matrice de dérivation O =< @}, 9, > pour les
ondelettes Dy Daubechies & deux moments nuls, avec j = 3 et la dimension

de V; est 2/ =8

—1.96344 —1.52529 25649 0 0 0 0 0
93546 —.04429 —.67522 .08321 0 0 0 0
—.25049" =" 167522 0 66666 —.08321 0 0 0
0 —.08321 —.66666 0 0.66666 —.08321 0 0
0 0 08321 —.66666 0 66666  .07646 0
0 0 0 08321 —.66666 0 —.58249  .03975
0 0 0 0 —.07646 .58249 26978 —1.37441
0 0 0 0 0 —.03975 —.06164 1.91105

la matrice de dérivation ) =< O, D >
pour N =2 Dy (Daubechies) et j = 3, dimV; =8
3.1 Calcul de la matrice ®

Les éléments de la matrice ® sont les valeurs de la fonction ® ;1 aux points
de la grille.

bz — s :2%‘I>k1 W(z —s A k,l:O,...2j—1, s € 7.
J

En fin de la relation (13), on a I’approximation du vecteur dérivé ?, aux
points d’une grille donnée.

¥ =%00CT
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PARTIE V

Sur L’approximation des intégrales singuliéres
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SUR L’APPROXIMATION DES INTEGRALES
SINGULIERES

1 Introduction

L’intégrale de Cauchy
1 1 ¢t
tp) = == | =—=di
9(to) 2miJrt —to
représente une fonction analytique a I'intérieur du contour fermé I' au moyen
de ces valeurs sur la frontiere. SiI' était une courbe réguliere par morceau non
obligatoirement fermée et soit donnée sur cette courbe une fonction arbitraire
¢(t) continue, sauf peut étre en un nombre fini de points en lesquels elle

possede des discontinuitées intégrables. L’intégrale

ey L ()
F(tO)_eri/pt—todt

construite de la méme maniere que 'intégrale précédente, est dite intégrale
du type Cauchy, qui représente aussi une fonction analytique en tout points
to & I'. Sitp € I', 'intégrale diverge cependant, pour certaines suppositions
complémentaires imposées a ¢(t) on peut donner un sens bien défini a cette
intégrale.

(i) ¢(t) € L*(I)

(i)  ¢(t) € H*(T)

i.e : il existe une constante M telle que, pour tous les points ¢t de la courbe
I’ assez voisins de tg, on ait 'inégalité:

| ¢(t) —d(to) S M |t—1to |*,0< @< 1

si la condition (ii) de Holder est remplie, 'intégrale du type Cauchy existe en
to comme une intégrale singuliere et sa valeur principale s’exprime a l’aide
d’une intégrale ordinaire par la formule:

_ L9
E0o) 5o /r T todt

b—to
CL—tO

_ 1 [et)—=¢(to) , 1 1.
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ou a,b désigne les extémités de la courbe T, si I était fermée le terme co
tenant le logarithme disparait et F'({o) prend une forme plus simple,

2 Calcul approché de 'intégrale singuliére

Soit I' une courbe réguliere par morceau du plan complexe et soit F (to)
I'intégrale singuliere définie par:

: oy wiz r t¢—(tt)odt’

ol ¢(t) est une fonction Holderienne définie sur I', ¢ un point quelconque de
la courbe, ’équation paramétrique de I' est donnée par t(s) = z(s) + iy(s)
ouna<s<b abeR.

Décomposons I'intervalle [a, b] en n parties égales, par des points s, = a—l—a%,
| =b—a,0=0,1,...n et divisons chaque sous intervalle [s,, Se+1] €n m parties
par des points indépendants de n et de o, s,p = s, + hzy ou {zx} est une
suite croissante de I'intervalle ]0,1[ , h =L et k=10,1,2,...m.

Désignons par, ¢ = t(s),t,x = t(sox), T = t(s,) et par v, le nombre positif
arbitraire tel que, tg € 7,741 o0 T, 7,4, désigne I’arc de longueur minimale,
v=4_0,1,..n,

pour ty # tk alors o # v, on définit la fonction Bou(t,to, ¢) dépendante de
t,t0, ¢ par:

Boultto,8) = 3 L)t

t—1 L
=+ Lr(t) A (to)
tok — to k=0

ou A,(t) désigne le polynome de Lagrange de la fonction é(t), sur arc 7,754

U P et Y

j=0 (to — ) (tu5)

w(t)
(t = ta'k)w,(tak)
lemmel: I'expression P, (to, tok, ¢) = As(to) —¢(tsx) contient to—1t,4 comme
multiplicateur,
Le: il existe une fonction Q,(to, t,x, ¢),telle que:

Pa(t07 tak, ¢) = (tO T tak)Qo(t07 taka 4))

w(t) = Iio(t — tok), lox(t) =
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Preuve: de la relation

f‘: w(to) s

(to — L)' (tay)
on a:

Pa(tO, oka¢) == Aa(tO) iy ¢(t0k)
= 3 (i) — 8

0 o tUJ) (taj)

w(to)
s 7 ¢ ta' S ¢ tak
= Y i ) = tes)
si 7 =k, alors le piéme €lément de P, (to,t,k,$) est nul, d’ou la relation,

Pa(toa tok, ¢) = (tO s tak)Qa(th Lok, ¢)

Remarque: si 0 = v, le cas ou lg = t,k est possible et la fonction o = [,
)
aura un sens,

Booltyto, 8) = 3 Lor®)dltor) 22 1 1,104 o(to)

el by P to — toy’

t—to

Potto, Lok, ¢
tO 1 tak ( )

t = tO Qo’(t07 ok ¢)
Soit g, (t,te, ¢) la fOl’lCthIl définie par:

'I,Z)m,(t,to,QS) = qb(to)-f-ﬁau(t,to,qb), g,V = 0, 1, ...n,to € T,,T,,.H,t e 7’07‘(,.“,
et soit S(to, ¢) lintégrale,

S(to, @) = ﬁl/)w(t b, 9)

w1 Jr t—to

dt

Théoréme: Soit I' une courbe réguliere par morceau du plan complexe
et soit ¢(t) une fonction définie sur T, satisfait & la condition de Holder
d’exposant a sur I', 0 < a < 1, alors : Vo € I on a:

cml nn

| F(to) = S(to,gb) |< 3 Cm © R*
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ou F'(to), désigne I'intégrale singuliere
- o(l)
F(ty) = — dt,
( U) rt— t()

pour la démonstration du théoreme, utilisons le lemme suivant:
lemme2: pour tout t,tg € I', on a [’égalité suivante:
) b

j{:lgk(t e de kg 1

preuve:

m t - to T m -

Z lak( = Z lok l) X Z lak(t
ol o t &

tO 8 tak

—1

g i w(t) t— 1ok
! 2_%) (t i tak)wl(tak) tO I, tak
_ 1 h
] kzz:o (to — tok)w'(tok) :

_ w(t)
w(to)
preuve du théoréme: pour o # v on a:

¢(t) i l(/)(ta to, (/)) = ¢(t) - ¢(t0) - ﬁau(tvth (/))

s

= ¢(t) — Zlak(l s d(tok)
r i Lan(t tZ : ijk
w(t) _
(20— 1) - o0,

d’ou

HO) Pt 10, 9) = %wm ~ (1)




i £ —
+ Z Lok(t) ‘; P,(to, to, 9),

tor — to
de la condition ¢(t) € H¥(I'),| ¢(t) — ¢(to) | M |t —to |* on a la relation
| o(t) — @(to) |IK M | s — so lo‘ [41]. De plus,
=
| <1,k =0,1,..m
tl) - ta’k

ce qui implique:

| w(t) = = (=t <[ Fl |
w(‘tU) HZ;U(lU—tak) [1 iu_tak

w(t) 7 t — tok , 3 P(t) — ¢(to)
| (o) || ¢(t) — ¢(to) |<| e || ¢(t) — d(to) |=] t — Lo || o L

|t —tor | M |t —to |*'= O(n™?),
d’ou
(1) — o(t Ilnn
'ITLCL'L'tQE'ruTu+1 l Z / 2 ZS( 0) dt |: O( _Ia)
=004y ToTo+1 U.) — 0 n
/ Lu(t)dt = O(n™Y)
ToTo+1
(tor) — &(1) 1 i 1 lnn
————dt <0 =0
S E S e e

0, to, e Inn
1355 | raa et o> e~ o

=0 k=0 7 ToTo+1 ok = i=o | tox —to |

Gasiou T '= v

B(t) — (L, to, #) = (1) — d(to) = Boo(t, Lo, P)

:W%ﬂm‘i“mwwf4°+iMMmmﬂ_“,

ok — to k=0 to — tok
m

— 1
= ¢(t) Lzak - t“ P, (to, to, B)

39



m

= ¢(t) — B(ta) — 3 Lon(t)(t — t0)Qu(to, tok, B)

k=0
t) — ¢(¢
|/ —u(i gb( 0)dt|§ ]\’[/ ' | s —s0|* ' ds = O(n™*)
TuTu41 — 10 Sy
m 1
lok(£) Qo (to, Lok, B)dt |= O .
] s 2 o 0Qe 0t 91 |= O)
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